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ПРЕДИСЛОВИЕ

В приложениях математики к различным отраслям науки диф-
ференциальные уравнения занимают важное место. Использование
их — наиболее эффективное и распространенное средство решения
прикладных задач естествознания и техники. Многие реальные про-
цессы с помощью дифференциальных уравнений описываются про-
сто и полно. Поэтому вполне понятно то внимание, которое уделяет-
ся вопросу составления дифференциальных уравнений.

Однако многочисленные и разнообразные приложения теории
обыкновенных дифференциальных уравнений требуют в первую
очередь знания соответствующих теоретических положений и зако-
нов естествознания, техники и других отраслей, которые изучаются
обычно после дифференциальных уравнений. Го этой причине в кур-
се дифференциальных уравнений решению практических задач на
составление уделяется все еще недостаточное внимание. Прослу-
шавшие этот курс не имеют достаточного навыка в решении задач,
выдвигаемых жизнью, производством. Кроме того, в учебниках и
учебных пособиях вопросы составления дифференциальных уравне-
ний обычно ограничиваются элементарными задачами геометри-
ческого или кинематического типа. Поэтому целесообразно вер-
нуться к составлению дифференциальных уравнений при изложении
специальных дисциплин, а также в процессе практической или науч-
но-исследовательской работы.

Цель автора — создание учебного пособия, которое широко
охватило бы различные задачи естествознания и техники и способ-
ствовало овладению современной методикой составления дифферен-
циальных уравнений прикладных задач, возникающих в процессе
производства или научной деятельности.

Характерной особенностью освоения навыков составления диф-
ференциальных уравнений является изучение многочисленных при-
меров. В связи с этим полнота изложения имеет здесь существенное
значение.

Книга содержит 325 задач на составление дифференциальных
уравнений, из которых 194 задачи анализируются подробно.



4 Предисловие

Рассматриваемые задачи классифицируются по их математиче-
скому признаку: описываемые ‘обыкновенными дифференциальными
уравнениями первого, второго, третьего и четвертого порядков,
системами этих уравнений первого и второго порядков, а также
дифференциальными уравнениями в частных производных, приво-
дящимися к обыкновенным дифференциальным уравнениям.

Для самостоятельного решения подобрана 13] задача, боль-
шинство из которых аналогичны разобранным и снабжены отве-
тами, а более трудные— краткими пояснениями к решению.

Учебное пособие предназначено для студентов всех отделений
математических, физических, механических, химических, биологиче-
ских, геофизических, экономических факультетов университетов и
педагогических институтов, а также высших технических учебных
заведений. |

Книга рассчитана на широкий круг читателей, встречающихся
с дифференциальными уравнениями в учебно-методической, произ-
водственной и научно-исследовательской практике.

Автор выражает глубокую и искреннюю благодарность науч-
ному редактору книги профессору, доктору физико-математических
наук Ю. С. Богданову за ценные советы и замечания, во многом
способствовавшие улучшению книги.

Автор



‚Глава 1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ

$ 1. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Уравнение для определения функции называют дифферен-
циальным, если в нем участвуют дифференциалы или производные
искомой функции. Таким образом, дифференциальное уравнение
учитывает не только величину искомой функции, но и поведение ее
(прежде всего скорость изменения в том или ином направлении)
в бесконечно малой окрестности рассматриваемого значения ар-
гумента.

Решением дифференциального уравнения называют функцию,
заданную на связном множестве и обращающую дифференциальное
уравнение в тождество. Характерной особенностью дифференциаль-
ного уравнения является то, что каждое уравнение определяет сразу
целое семейство решений, зависящее от некоторой совокупности
числовых или функциональных параметров.

Дифференциальное уравнение обычно выражает некоторый
общий закон, которому подчиняется бесконечное множество кон-
кретных процессов. Для выделения конкретного процесса, которому
соответствует отдельное решение дифференциального уравнения,
указываются дополнительные условия—начальные и граничные,
называемые в совокупности краевыми.

$ 2. КЛАССИФИКАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Существуют два основных типа дифференциальных уравнений:
обыкновенные, определяющие функции одного переменного, и.в ча-
стных производных, в которые входят производные от искомой
функции по нескольким переменным. | |

Порядком дифференциального уравнения называют порядок
старшей производной, участвующей в уравнении.

Дифференциальное. уравнение имеет нормальную форму, если
оно разрешено относительно старшей производной. В противном
случае форма дифференциального уравнения считается общей.
К отдельному виду относятся линейные дифференциальные
уравнения.

Аналогично классифицируются системы дифференциальных
уравнений.
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$ 3. ОБЩЕЕ СЕМЕЙСТВО РЕШЕНИЙ, ЧАСТНОЕ И ОСОБОЕ РЕШЕНИЯ

Семейство решений обыкновенного дифференциального урав-
нения зависит от скалярных параметров, что проявляется в присут-
ствии произвольных постоянных в.решении уравнения. Если число
произвольных постоянных совпадает с порядком уравнения, то най-
денное семейство решений называется общим решением уравнения.

Общее решение может быть заданным как в явном, так и в не-
явном виде. В частности, общее решение уравнения первого поряд-
ка, разрешенное относительно произвольной постоянной, назы-
вается общим интегралом.

Придавая произвольным постоянным фиксированные значения,
получим частные решения уравнения. Решения уравнения, которые
нельзя получить из общего, придавая произвольным постоянным
определенные числовые значения, называются особыми. В некото-
рых случаях (см. задачи $ 4 гл. УПГ) именно особые решения и дают
ответ на поставленный вопрос.

Общим решением простейшего дифференциального уравнения
первого порядка

Г(х, у, у’) =0, (1)

где | — заданная функция, называется общее выражение бесконеч-
ного множества функций, удовлетворяющих данному дифференци-
альному уравнению, определяемое в явном виде

у=Р(х, С) (2)

или в неявном

M(x, y, C) =0, (3)

где С — произвольная постоянная.
Если график особого решения дифференциального уравнения

расположен внутри или на границе общего решения, то он обяза-
тельно является огибающей интегральных кривых, составляющих
указанное общее решение. С другой стороны, все невырожденные
огибающие интегральных кривых общего решения приводят к осо-
бым решениям, если только они сами не оказываются в общем
решении. Указанное обстоятельство позволяет строить особые реше-
ния, отправляясь от известного общего решения. Основные факты,
относящиеся к взаимоотношению общего, частного и особого реше-
ний дифференциальных уравнений, указаны Н. М. Матвеевым
[8, гл. 1--ГУ]. Детальное исследование всей проблемы в целом про-
ведено Н. П. Еругиным [2, гл. 1—3, 8].
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$ 4. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

Все решения некоторых дифференциальных уравнений могут
быть найдены с помощью конечного числа простейших аналитиче-
ских операций и квадратур (интегрирований). Такие уравнения на-
зываются элементарными.

Среди дифференциальных уравнений первого порядка

M(x, y)dx+N (x, y)dy=0
важнейшим элементарным уравнением является уравнение в NOA-
ных дифференциалах, т. е. уравнение с условием

OM (x, y) ON (x, y)
Oy Ox

в односвязной области задания, все решения которого (общий ин-
теграл) дает формула

(x, у)

| M(x, y)dx+N (x, y)dy=C,
(Xo, Yo)

где С — произвольная постоянная, а криволинейный интеграл бе-
рется по произвольному пути с фиксированным началом (%, Yo)
и переменным концом (х, И).

Основным элементарным дифференциальным уравнением про-извольного порядка является линейное AEE Pyнциаиьное уравне-
ние с постоянными коэффициентами аз (1=1,2 п):

yM+tay-)+,. bany=f(x).
Общее решение однородного уравнения [(х)==0] можно

построить с помощью алгебраических операций. Общее решение
неоднородного уравнения дает сумма общего решения соответст-
вующего однородного уравнения и любого частного решения неод-
нородного уравнения. Частное решение неоднородного уравнения
при специальных правых частях ](х), нипример при

)

F(x) = У, рые,
hk=1

где рк(х) — многочлены, а ЛА» — комплексные числа, получают мето-
дом неопределенных коэффициентов. При произвольной правой
части }(х) частное решение неоднородного уравнения находят мето-
дом вариации произвольных постоянных. Линейные уравнения
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с постоянными коэффициентами и системы таких уравнений подроб-
но рассмотрены Н. М. Матвеевым [8, гл. УП, Х].В некоторых случаях дифференциальные уравнения приводятся
к основным элементарным формам’ с помощью преобразования
уравнения или замены переменных. Особую роль играют равносиль-
ные и допустимые преобразования и замены. При равносильных
преобразованиях семейство решений транспонированного уравне-
ния совпадает с семейством решений исходного уравнения.

Примерами равносильных преобразований уравнения служат
умножение или деление обеих его частей на положительную диффе-
ренцируемую функцию или перенос слагаемых из одной части урав-
нения в другую.

Преобразование уравнения некоторой прикладной задачи назы-
вается допустимым, если оно сохраняет решения имеющие
смысл с точки зрения условия ноставленной задачи (при допус-
тимых преобразованиях могут теряться или приобретаться только
решения, не имеющие физического смысла).

Примером допустимого преобразования служит деление обеих
частей уравнения на искомую функцию у==иу(х), если по смыслу
задачи разыскиваемое решение не должно обращаться в нуль.

В настоящее время именно элементарные дифференциальные
уравнения служат главным поставщиком математических моделей
различных устройств и процессов. В частности, рассматриваемые
в данной книге прикладные задачи чаще всего приводят к элемеп-
тарным дифференциальным уравнениям, что позволяет довести
исследование до конца.

Известные типы элементарных дифференциальных. уравнений
собраны в справочниках Э. Камке [4, 5].

$ 5. ВЫДЕЛЕНИЕ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ

Большинство прикладных задач сводится к построению функ-
ций, удовлетворяющих как некоторым обыкновенным дифференци-
альным уравнениям, так и различным дополнительным условиям,
общее число которых обычно совпадает с порядком уравнения.
Особенно часто задаются начальные условия для решений и их
производных и тогда возникает начальная задача, называемая
задачей Коши. Для дифференциального уравнения п-го’ порядка
задача Коши состоит в построении того решения у=у(х) данного
уравнения

.Е(х, у, У’,..., И) =0,
которое вместе со своими п—1 первыми производными принимает
в заданной точке х==хо заданные значения уу, #',..., И0"-%:

у (Xo) =Yo, y’ (хо) —10,..., yh) (Xo) =yo",
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Поскольку по определению и%9(х) =иу(х), то задача Коши. для
уравнения первого порядка сводится к заданию значения искомой
функции и#(х) при х=%.

Геометрически это означает, что на плоскости задана точка
(хо, У). Решить задачу Коши в этом случае—значит построить
интегральную кривую, проходящую через точку.

Из общего решения можно получить любое частное решение.
Для этого достаточно в уравнение (2) или (3) из 5 3 подставить
Х==Х, У==У, тогда получится единственное соответствующее на-
чальным условиям значение C=C.

Подставив найденное значение Со в уравнение (2) из $ 3, полу-
чим единственное частное решение

y=F(x, Со),
удовлетворяющее выбранным начальным условиям.

Если значения решения и его производных указаны при разных
значениях аргумента х, то получается краевая (граничная) задача
для обыкновенного дифференциального уравнения. Например, пе-
риодическая краевая задача для уравнения

F(x, y, y’,...,y™) =0
с о-периодической функцией Р,

Е(х-Но,у, у’, .. ‚ И") ==—F(x, У, у’ x, ee 8 9 y™),
состоит в построении решения и=и(х), удовлетворяющего условиям
у (хо) == (%), и’ (оо) = у (%),... , Иа(ж-о) =YO (%).

Если располагать полным семейством решений, т. е. общим
решением и набором всех особых решений, то выделение индиви-
дуальных решений данного уравнения, удовлетворяющих некото-
рым дополнительным условиям, сводится к составлению на основе
общего решения системы конечных уравнений для определения про-
извольных постоянных, определяющих подходящие частные реше-ния, и к отбору тех особых решений, которые соответствуют постав-
ленным условиям.

Начальные и краевые задачи для неоднородных линейных диф-
ференциальных уравнений удобно решать с помощью функций
Коши и Грина, как это показано, например, А. М.. Колобовым и
А. П. Черенковой [6, $ 3.3—3.6].

Построение общего решения неэлементарных дифференциаль-
ных уравнений наталкивается на принципиальные трудности, поэто-
му описанный способ решения задач с дополнительными условиями
для таких уравнений малоэффективен. В указанных случаях строят
искомые индивидуальные решения с помощью разложения решения
в степенной или итерационный ряд ит. д.
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$ 6. ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ В ВИДЕ СТЕПЕННОГО РЯДА

Рассмотрим дифференциальное уравнение в нормальной форме:

YM=P(x, YY)... Yr).

Поставим для этого уравнения задачу Коши

9 (хо) =Yo, У” (хо) ==”, ... , У" (Xo) =yo”.

Если функция |(х, Ил, У>,..., Уп) голоморфна, т. е. разлагается
в степенной ряд в окрестности точки (хо, Yo, Yo, .-- » 07-1), то ука-
занная задача Коши имеет единственное решение у=иу(х), которое
представляется рядом

y(x) = Dy Ba(x—x0)*. (1)
Е—0

Решение у=иу(х) может быть найдено методом неопределен-
ных коэффициентов путем подстановки выражения (1) в исходное
уравнение и последовательного приравнивания друг к другу коэф-
фициентов при равных степенях разности х—хо.

Построение степенных рядов, решающих линейные дифферен-
циальные уравнения в окрестности тех значений аргумента х, при
которых коэффициенты голоморфны, описано в книге [8, гл. У].

Если точка (хо, И’,..., И") оказывается особой для функ-
ции |, то в ряде важных случаев решение задачи Коши находится
в виде обобщенных степенных рядов

у(х) = (иж) D) Вь (х— хо)",
k=0

причем для их построения снова применим метод неопределенных
коэффициентов.

Так, в частности, будет, если уравнение является линейным,
а коэффициенты его в точке х—х. удовлетворяют условию Фукса,
т. е. коэффициент при у® имеет при х=Х полюс порядка не выше
n—k,. Линейные уравнения с условием Фукса являются главными
поставщиками специальных функций.

Подробно об использовании обобщенных степенных рядов см..,
например, во второй части курса В. И. Смирнова [11, гл. Уи УЦ.
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$ 7. МЕТОД ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

‘Задача Коши
Y (Xo) =Yo, --- 5 YD(Xo) =yo

для обыкновенного дифференциального уравнения
у—=[(х, у, У',..., Ут 9)

эквивалентна задаче о построении решения системы уравнений

<0 (x)= | 21 (Г) dt,
хо

z1(x) =yo'+ |20(d)de,
хо

21-2 (х) =ии" | .2n—1(t) dl,
Xo

Zn—1(X) =yo™-D+ | f[t, zo(t), ..., 2n—1(t)Jdt,
хо

если считать у(х)=2(х), и®(х) ==®(х). Решение этой системы
может быть найдено методом последовательных приближений,
называемым методом итераций или методом Пикара.

Для краткости изложения ограничимся случаем N=]. Torna
первые и—] уравнений системы отпадают и она сводится к одному
уравнению

z(x) =yo+ J fle, z(t) lat.
Для решения последнего построим последовательность функций

и (х), и1(х),..., ик(х) по правилу
Ug (X) =Yo,

un(x)=yot J Flt, wns(t) lat
Если функция}(х, у) непрерывна и имеет непрерывную частную

производную “ey в окрестности TOUKH (Xo, Yo), TO pellieHHe зада-
чи Коши
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a =f(*%, y), y(Xo) =Yo
существует, единственно и представляется в виде равномерного
предела

y (x) = Шт ив (Хх)
k->oo

ИЛИ В виде равномерно сходящегося ряда

y(x) =yot Dy [ua (x) una (x)].
k=1

$ 8 ПРОДОЛЖЕНИЕ РЕШЕНИЙ

В случаях, когда решения дифференциальных уравнений полу-
чаются в виде бесконечных разложений, возникает вопроё о суще-
ствовании решения вне интервала сходимости ряда, т. е. о возмож-
ности продолжения решения уравнения за границы указанного
интервала. Этот вопрос имеет. принципиальное значение, так как
оценка промежутка существования решения дифференциального
уравнения позволяет судить о тех значениях аргумента, при которых
данное дифференциальное уравнение способно моделировать изу-
чаемый процесс.

Решение линейного дифференциального уравнения продолжимо
на любой интервал, на котором коэффициенты уравнения интегри-
руемы. Таким образом, если коэффициенты уравнения на любом
конечном отрезке изменения аргумента ограничены и имеют лишь
конечное число точек разрыва, то решение такого уравнения с лю-
быми начальными значениями существует для всех значений
аргумента. |

Решение нелинейного дифференциального уравнения

Ел =Нх, у, У',..., YO)
с правой частью [(х, у1,..., Уп), непрерывной вместе со всеми

ay, ДЛЯ Х>х, —с0<у<, заведомо беспредельно продол-
ИМО вправо от Х=х, если для |(х, У, ..., Уп) можно указать

линейную оценку |
1(%, уь ... , Уп) | ЗА(х) ПН... 91,

где положительная функция А(х) интегрируема на любом проме-
жутке [хо, х-Н а], О<а< о.

Проблема продолжимости решений дифференциальных уравне-
ний исследована Н. П. Еругиным [3].



Глава П

СОСТАВЛЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ПО УСЛОВИЯМ ПРИКЛАДНЫХ ЗАДАЧ

$ 1. ОБЩИЕ ПРИНЦИПЫ

Дифференциальные уравнения объединяют и обобщают многие
идеи математического анализа, раскрывают сущность метода бес-
конечно малых как важнейшего средства познания явлений дей-
ствительности.

Дифференциальные уравнения возникают при математической
формулировке прикладных задач в дифференциальных символах.

Составить дифференциальное уравнение—это значит найти
зависимость между аргументом, функцией и ее производной (или
дифференциалом).

Составление дифференциальных уравнений является важным
и вместе с тем трудным вопросом. Универсального метода, пригод-
ного во всех случаях, указать нельзя. Необходимо приобретение
опыта и определенных навыков в решении различных задач, что
достигается разбором большого количества решенных задач и само-
стоятельным решением аналогичных примеров. Необходимо также
знание данной прикладной дисциплины.

$ 2. МЕТОДИКА СОСТАВЛЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Составление дифференциального уравнения по условию задачи
(механической, физической, химической, технической или любой
другой) состоит обычно в определении математической зависимости
между переменными величинами и их приращениями, которые
сразу же заменяются соответствующими дифференциалами.

В ряде случаев дифференциальное уравнение получается без
рассмотрения приращений—за счет их предварительного учета.

| | ds | |Так, представляя скорость выражением о= Te мы не привлекаем
приращений Д$ и ДЬ хотя они фактически учтены в силу того, что

ds As
v=— = liШdt At—0 At

Ускорение в любой момент времени { выражается зависимостью
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Изучение любого процесса сводится к определению его отдель-
ных моментов и установлению общего закона его течения.

Отдельный момент процесса (элементарный процесс) выража-
ется дифференциальным уравнением, связывающим переменные
величины процесса с их дифференциалами или производными; закон
общего течения процесса, получаемый после интегрирования, выра-
жается уравнением, связывающим переменные величины процесса.

Исчерпывающих правил для составления дифференциальных
уравнений нет.

В большинстве случаев методика решения прикладных за-
дач с применением обыкновенных дифференциальных уравнений
сводится к следующему:

1) подробный разбор условий задачи и составление чертежа,
поясняющего ее суть;

2) составление дифференциального уравнения рассматривае-
мого процесса;

3) интегрирование этого уравнения и определение его общего
решения;

4) определение частного решения задачи на основании данных
начальных условий;

5) определение по мере необходимости вспомогательных пара-
метров (например, коэффициента пропорциональности и т. д.)
с использованием для этой цели дополнительных условий задачи;

6) вывод общего закона рассматриваемого процесса и число-
вое определение искомых величин;

7) анализ ответа и проверка исходного положения задачи.
Некоторые из этих рекомендаций в зависимости от характера

задачи могут и не использоваться.Как и при составлении алгебраических уравнений, при решении
прикладных задач с помощью дифференциальных уравнений многое
зависит от навыков, приобретаемых упражнением. Однако здесь
еще в большей степени требуется изобретательность и глубокое по-
нимание сути изучаемых процессов. Можно делать упрощающие
допущения, например, заменять существующий сложный (криво-
линейный) элемент прикладной задачи более простым (прямо-
линейным), неравномерное движение материальной точки за малый
промежуток времени равномерным, предполагать скорость проте-
кания любого процесса за малый промежуток времени постоянной.

Идея замены одних бесконечно малых другими требует обяза-
тельного соблюдения эквивалентности заменяющего и заменяемого
бесконечно малых элементов.

В математической модели задачи надо учитывать только основ-
ные параметры.
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$ 3. СХЕМА СОСТАВЛЕНИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Подготовительный этап
1. Установление в результате анализа задачи аргумента (неза-

висимой переменной) и искомой функции.
2. Исследование наличия конкретного смысла у производной

искомой функции.̂
3. Поиск соотношения между дифференциалами переменных,

если производная не имеет конкретного смысла.
4. Фиксирование произвольного значения аргумента и соответ-

ствующего ему значения функции; придание аргументу приращения
и определения соответствующего приращения функции.

Основной этап

1. Попытка найти соотношение между приращением Ду функ-
ции и приращением Ах ее аргумента, т. е. выражениеАу в виде
функции Ах и х. Искомую функцию у можно также выразить эле-
ментарным суммированием ее последовательных приращений на
отрезке от а до х.

2. Введение(в случае невозможности определения соотноше-
ния между Ахи Ду) условного элемента, заменяющего приращение
Ау искомой функции и характеризуемого условным приращением,
которое получила бы искомая функция при наличии допущений,
упрощающих характер ее изменения и не отражающихся на точно-
сти результата. Этот элемент принимается в качестве дифферен-
циала искомой функции.

‚ 3. Проверка корректности допущений, которые по мере при-
ближения Ах и Ду к нулю с возрастающей степенью точности
приближались бы к полной истинности. Уравнение, связывающее'
дифференциалы dy u dx, должно составляться на основе известных
законов математики, физики, химии, механикиит. д.

4. Установление зависимости между дифференциалами искомой
функции Ду и ее аргумента dx в общем случае в виде простейшего
уравнения

F(x, y)dx+o(x, y)dy=0
(или дифференциального уравнения более высокого порядка) на
основе сделанных допущений, которые дают возможность заменить
неравномерный процесс равномерным, используя общетеоретиче-
ские законы или соотношения данной прикладной области.

5. Интегрирование полученного дифференциального уравнения
задачи и определение искомой функции с учетом начальных (и до-
полнительных) условий.

6. Исследование полученного закона задачи в предельных слу-
чаях и изучение характера зависимости решений от параметров.



Глава Ш

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ
УРАВНЕНИЯМ ПЕРВОГО ПОРЯДКА,

РАЗРЕШЕННЫМ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ

Наиболее общий вид дифференциального уравнения первого
порядка

M(x, y)dx-+N(x, y)dy=0, (1)
где М(х, и) и М№М(х, у) — функции х ии.

Разрешив уравнение (1) относительно производной, получим

ау М(х, у)de маи = у). (2)
Общее решение уравнения (2) имеет вид

y=F(x,C),
где С — постоянная.

Неполное дифференциальное уравнение — простейший частный
вид уравнения (2): 4 =1(*)

в котором правая часть не зависит от искомой функции, решается
непосредственным интегрированием:

y= Jf(x)dr,
ИЛИ d

a=g(y),
откуда dy

r= J g(y)
§ 1. ПРИТЯЖЕНИЕ СТЕРЖНЯ И МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Задача 1. Материальная точка массой т находится на продол-
жении оси тонкого однородного стержня массой М, длиною [ на рас-
стоянии а от его левого конца. Определить силу притяжения стерж-
НЯ И ТОЧКИ.

Решение. По закону Ньютона сила Ё притяжения между дву-
мя материальными точками с массами ли и 2172, расположенными



$ 1. Притяжение стержня и материальной точки

на расстоянии г друг от друга, выражается зависимостью
ить——^ - (1)Е= r2 ’

где А — коэффициент притяжения.
Определим притяжение &Ё данной точки элементом стержня 4х

(рис. 1).
[|. a _

"---- Е
Чи

Рис. 1

Так как масса однородного стержня М, то масса т! элемента dx
Пи dxнаходится из пропорции М. = TT откуда

Махm=—

Расстояние между т и ах будет г=а--х. По закону Ньютона
(1) запишем дифференциальное уравнение задачи

тМахАЕ= _Ца-х)?`
Интегрируя его, получаем общее решение

М |тМ ах _ т id LC.Pook l (a+x)? =—^ l a+x
Начальное условие: при х=0 ЁЕ=0, откуда

Мт , ] 4C
ИЛИ

п м
Притяжение массы т отрезком х стержня будет ND

4 wrВИ (Го). ©у а a+x ©

>”При х=[ получаем притяжение массы 1 всем стержнем:
mM ( ] 1 mM . >)

Pak а 1)=ар.
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$ 2. ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ ПОСТОЯННОЙ МАССЫ

Прямолинейное движение с постоянным ускорением

Задача 2. Материальная точка движется по прямой с постоян-
ным ускорением а. Найти закон движения точки. |

Решение. Ускорение а представляет производную от скоро-
dvсти 9 по времени Ё т. е. —1; ==9, поэтому

dvu=adt. (1)
Интегрируя уравнение (1), находим

и=аЕ--С.. (2)
Для определения С! положим, что начальная скорость равна %0,т. е. при ([=0 ==. Подстановка начальных условий в уравне-

ние (2) дает
бо—=0--С. или С!=9.

Таким образом, уравнение (2) примет вид
v=at+vo. (3)

Так как скорость представляет производную пути $ по BpeMe-HH ¢, T.e. v==. то равенство (3) преобразуется к виду
45АЕ =at+uo

ИЛИ.

ds =atdt+vodt.

Интегрируя последнее равенство, получим общее решение
задачи

15=ао+ Co, (4)
Для определения С› будем считать, что начальное положение,

равное расстоянию при 1=0, будет 5%, т. е. $5=5, при #=0. Подста-
вим эти значения в уравнение (4):

$0=0--0-НС. ИЛИ Co=So.
Следовательно,

$= > ай оо 50. (5)
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Положив в уравнениях (3) и (5) а=&, %=0, 50=0, $=,
получим закон свободного падения тела в пустоте:

vu=pt u h= et
Прямолинейное движение с переменным ускорением

Задача 3. Скорость движущегося тела возрастает обратно про-
порционально пройденному ‘пути. В начальный момент движения
тело находилось на расстоянии 5 м от начала- отсчета пути и имело
скорость у',=20 м/сек. Определить пройденный путь и скорость
тела через'10 сек после начала движения.

Решение. Пусть Ё{— время, $ — путь, пройденный телом.
Скорость движения тела есть производная пути по времени.

По условию дифференциальное уравнение задачи

45 kdis” и
где А — коэффициент пропорциональности.

Разделяя переменные и интегрируя уравнение (1), получим
$2sds=kdt, о. —kt+C,

откуда
s?=2(Ri+C)

или,

5=72 7 2#+С. (2)
Дифференцируя функцию (2), найдем скорость движения

К kv=s'= V2д=—_—_.. (3)
VHC yah

Начальное условие: при #=0 s=5,
и==5'=20. (4)

Тогда

s(0) =~2y~k-0+C=72C=5.
Постоянная интегрирования

C= ^^. (5)
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Используя второе условие (4) и равенство (5), получаем равен-
ство для определения коэффициента пропорциональности: ©

y2~k0+C yoaye
откуда

#—90 56—207—2 —100. (6)
уз

Подставим найденные значения (5) и (6) в уравнение (2):

в—75|/ 100¢-++ = —y2yo .
ИЛИ

$=17 2001-25. (7)
Так как

, 100 100 .
О—5 = = ,

— —7/ 200f+25УЗлог уya
TO

, 100
О— $ —

7200-25.
Искомый путь найдем, подставляя в уравнение (7) значение

t=10:

s(10)= 200-10+25=7 2025=45 м.
Определим скорость

Vio=S’(10) = ae == м/сек.
Задача 4. Ускорение локомотива, имеющего начальную ско-

POCTb Uo, прямо пропорционально силе тяги Ё и обратно пропорцио-
нально массе поезда т. Сила тяги локомотива

Е= b—kv,

где о — скорость, 6 и Е — постоянные величины. Найти силу тяги
локомотива по истечении времени &, если в начальный момент при
2—0 F=Fyo=b—kvo.

Решение. Пусть скорость о движения локомотива является
функцией времени, т. е. = (Г). Тогда ускорение локомотива
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а— du
at

По условию а— ау _ Е
от’

где F=b—kv.
Поэтому дифференциальное уравнение задачи

du b—kv
am (1)

После разделения переменных уравнение (1) принимает вид.
du 1

р — Ко т df.
Интегрируя, имеем

1 1

откуда общее решение уравнения

t= — “po In(b—kv)-LC. (2)
‚ Начальное условие: при {[—=0 ==. Отсюда

—=—— In(b—kv) +C
ИЛИ

C= = In(b—ke»).
Найденную постоянную интегрирования подставляем в общее:

решение (2) и получаем |
т b—kvp m Fo

= Eo По (3)
Искомая сила тяги находится из равенства (3) путем его потен-

цирования kt —In Fo
mo F

ИЛИ

kt

F=Foe т,
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Вращение вокруг оси

Задача 5. Материальная точка массой т расположена на кри-
вой АВ (рис. 2), вращающейся вокруг вертикальной оси с постоян-
ной угловой скоростью ®. Найти уравнение кривой АВ, если мате-
риальная точка находится в равновесии в произвольном положении
на кривой. |

Решение. В положении равновесия равнодействующая А
силы тяжести и центробежной силы направлена по нормали к кри-
вой АВ, так как реакция связи направлена по нормали. На точку М
действуют сила тяжести Р=те и центробежная сила F=me2x,
Здесь в — ускорение силы тяжести.

Пусть искомое уравнение кривой АВ имеет вид и=и(х). Угло-
вой коэффициент нормали к кривой АВ равен — 1 ‚ угловой коэф-

mg ЕФициент равнодействующей равен — — . Следовательнфиц р д ующеи р M@2xX «2х т о,
I g

. и 62
ИЛИ

dy w?
dx g

откуда

2 x 0?
dy= ——xdx.

Puc. 2 g

Интегрируя это уравнение, получим семейство парабол
(2

28y= e+-C,

где С — расстояние между кривыми семейства.

Свободная поверхность жидкости во вращающемся сосуде

Задача 6. Цилиндрический сосуд с радиусом основания ги вы-
‘сотой Ай наполовину заполнен водой. Какую форму примет поверх-
ность воды, если сосуд вращать вокруг продольной оси с угловой
‘скоростью @?

Решение. Начало координат поместим в центр основания
сосуда (рис. 3). Ось х возьмем в любом направлении на плоскоети
‹его основания, ось г направим по продольной оси сосуда.
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Определим сечение искомой поверхности плоскостью хО-2.
На частицу воды М поверхности вращения с массой т дейст-

вуют силы: тяжести Р=ть, центробежная Р=То?х и реакции во-
ды А (рис. 4).

Рис. 3

Определим направляющие углы этих сил:
^ NN ^

(P; x) =90°, (P; z) =180°, (F; x) =0,
A 5 nA . A(Е; z) =90°, (R; x) =90°+a, (R; Zz) =a.

Направляющие КОСИНУСыЫ ЭТИХ СИЛ:
A A. A

cos(P, x) =0, cos(P; z)=—1, cos(F; x) =1,
A A dzcos(F; z)=.0, cos(R; x) =—sina=— Ts?

A dxCOS (R;г) =C0os a=“ds”
Составляющие сил, действующих на частицу воды:

P,=0, Р.=—Р==—тв, F,=F=mo2x, F,=0,
dzRy=—R 5. Ах |‚ К.=К‘ds (1):

Система сил, действующих на частицу воды поверхности вра--
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щения, находится в равновесии и поэтому суммы составляющих по
осям должны равнятьсянулю: |

Py+Fy+Rx=0,
P,+F,+R,=0.

Принимаемво внимание обозначения (1):

—Rde —Mmw’x=0,
dsdx (2)

- R—— —mg=0.
ds

ВИз системы (2) исключаем величину ——, и тогда дифферен-
ds

циальное уравнение задачи

wx _ В
dz ах’

откуда
wo?

dz—= —— xdx
g

После интегрирования найдем общее решение
02 210 3

<= —— X .D6 + (3)
Итак, искомое сечение принадлежит семейству парабол с вер-

2©шинами в точках (0, С) и параметром р= 4Е Так как ось х взята
в произвольном направлении на плоскости дна цилиндрического
сосуда, то аналогичные параболы получим для всех сечений поверх-
ности плоскостями, проходящими через ось г. Таким образом, иско-
мая поверхность есть параболоид вращения с осью, направленной
по оси цилиндрического сосуда.

Для определения постоянной интегрирования в уравнении (3)
обозначим на рис. 5 отрезки ОА и В!:В символами Й> и hy. При х=0
‚2==й2; при х= 2==й.. Подставляем эти значения в общее реше-
ние (3), откуда

0? (9272
— ——./()2 С h — = Сhe 95 0 + , 1 og +

или
272СЕ Со (4)og
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В двух равенствах (4) имеются три неизвестные постоянные С,
й1и Й2. Для составления дополнительного третьего уравнения обра-
тим внимание на объем жидкости, который ввиду слабой сжимаз-
мости воды не изменяется от вращения. До вращения высота воды

h og mrв сосуде равнялась 5, а соответствующий объем воды oh Такой
объем воды остается и при вращении, но теперь его можно опре-

—

|

и .
A

R 5 7
Mx pe F

A

р

Oe oe
a _ J маoe 0 By 0 Gy

Puc. 4 Puc. 5

делить как разность объемов цилиндрического сосуда высотой Ил
и сегмента параболоида вращения высотой й1—й2. Первый объем
будет ли?йи, второй объем “> лг? (й1—И>). Таким образом, объем воды

2равен-- (Ay+he).
Сравниваем этот объем с первоначальным

2 2

25h (hh
ИЛИ

h==hy+hy, (5)
Следовательно, имеем три условия (4) и (5) для определения

постоянных. Исключаем Й!1 и Й› из трех уравнений и получаем
C= h — w2r2

2 45
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Итак, уравнение искомого сечения
2 h @2r22= 2 —_—_—
2g 2 4g

ИЛИ
h 2 r2—_ _ о 2—2 ТГ Oe (x 9 )

Уравнение параболоида вращения получится после замены x2
выражением х?--у2. Уравнение искомой поверхности воды будет

z= —=— © (24y2— 5 } ,
§ 3. ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ (БЕЗ УЧЕТА ВНЕШНИХ СИЛ)

Скорость полета ракеты

Задача 7. Ракета с начальной массой То кг взлетает с земной
поверхности в вертикальном направлении. Газы выбрасываются
постоянными долями а кг/сек и с постоянной скоростью 6 м/сек
относительно ракеты, где а>>0 и Ь>>0. Найти скорость ракеты и рас-
стояние, пройденноеза время [, не учитывая действия внешних сил
на ракету.

Решение. Движение ракеты вызывается реакцией струи
раскаленных газов, образованных сгоранием топлива и вытекающих
с большой скоростью из отверстия, расположенного в нижней части
корпуса ракеты. Ракета несет с собой весь запас топлива, который
составляет главную часть переменной массы ракеты.

Извержение массы газа увеличивает скорость ракеты, что дает
ей возможность продолжать движение. Для исследования движения
ракеты необходимо сначала рассмотреть движение тела с перемен-
ной массой.

Согласно второму закону динамики, изменение количества дви-
жения пропорционально движущей силе и происходит по направле-
нию той прямой, по которой эта сила действует.

Если К — количество движения тела с массой т, Е — действую-
щая сила, то в момент времени #

АК
= ар

ИЛИ

d(mv)
dt ^

Применим второй закон Ньютона к движению ракеты.
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Предположим, что общая масса ракеты в момент времениЁ
будет т, а в последующий момент времени {--АР — составит Т-Ат
(масса газа, выброшенного за время ДЬ равна —ЛАт, так как
является отрицательной (убывающей) величиной и поэтому
m— (—Am) —=т--Ат).

Предположим, что скорость ракеты относительно Земли в мо-
мент времени {Е будет у, а в момент 1--ДТ будет э- Ау, и примем
вертикальное направление ракеты в качестве положительного.

Выброшенная струя газа будет иметь скорость V+, относи-
тельно Земли, где 9. — отрицательная величина, так что —91 пред-
ставляет действительную величину скорости газа относительно
ракеты, которую будем считать: постоянной.

Общий момент движения ракеты перед выхлопом газа будет
ту, а после выхода газа (Ат) (Ао). Количество движения
газа —Ат(о-Ри1), так что общее количество движения после выходаструи будет (m+-Am) (о Лу) —Ат(о-ии).

Изменение количества движения, т. е. общее количество дви-
жения после выхода струи газа минус общее количество перед вы-
ходом, составит

(m+Am) (v+Av) —Am(v-+01) —mu=mAv—v,Am+AmaAd.

Производная изменения количества движения есть предел из-
менения количества движения, деленный на Дф, когда АР->0, т. е.

Ат Ат du dmTAG av) =m-FoTlim (m22 о0 At At
Производная от количества движения тела равна по величине

действующей силе РЁ и совпадает с ней по направлению. Поэтому
dv dm

PSM apa (1)
Уравнение (1) является исходным уравнением движения ра-

кеты. При отсутствии внешних сил его левая часть Ё==0.
Так как ракета выбрасывает а кг/сек газа, то в течение # сек

она выбросит а{ ке/сек, и поэтому ее масса, спустя Ё сек, составит
т—= то— а. Скорость газа относительно ракеты дана: 91==—

Таким образом, на основании уравнения (1) получаем

0= (tm—at) a —ab
ИЛИ

du ab
dt — Mo—at " (2)



28 Гл. Ш. Простейшие уравнения

Интегрируя уравнение (2), находим
4(то—а1)v=—b J т— )

откуда
v—=—b In(m—at) +Cy.

Начальное условие: при #=0 о=0. Отсюда постоянная инте-
грирования

Cy=b In mo.
Общее решение уравнения

v=b In mo—b In(mo—at) (3)
представляет искомую скорость ракеты.

Пусть х — расстояние, измеряемое от поверхности Земли, кото-
ахpoe проходит ракета за время {. Тогда скорость о== —.- и, согласно

равенству (3), получаем.
ахар —6 In: mMp—b In (t%)—at) —-— В [In (tNo—at) —Inimo] —

=—b In (=) |
Интегрируем это уравнение:

x=—bJ In (=a ) dt-+C.
Tak Kak

| ш 242=г ш г—г- С,
TO .

bmg Mo—at Mo—at Mo—atие(+=
—_ Ь (ти—аё) , (mo—at) b VLC 4— 7 n Ma а. (My—at) +C. (4)

Начальное условие: при #=0 х==0. Отсюда 0=0—-^ т +С
bи постоянная интегрирования С = — То. Подставляя ее в уравне-

ние (4), получаем искомое расстояние

ХВ =. (my—at) In (= ) | (5)
0
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© : “IoУравнения (3) и (5) действительны только для #< —=› Что
представляет теоретический предел времени полета. Практический
предел значительно меньше теоретического.

Высота подъема ракеты

Задача 8. Ракета с начальной массой То запускается верти-
кально вверх с начальной скоростью о. Масса ракеты уменьшается
с постоянной скоростью и в момент # составляет т==1—Еф, где k —
постоянный коэффициент. Предполагается, что убывающая масса
движется назад с постоянной скоростью В относительно ракеты.
Найти высоту подъема ракеты в любое время + учитывая лишь
ее силу тяжести тв. |

Решение. Движение ракеты происходит путем выброса
струи горящего газа назад с определенной скоростью относительно
ракеты. Это образует реактивную силу Ев в направлении движения
ракеты.

Если Ен — внешняя сила, действующая на ракету, то суммар-
ная сила Рн--ЁЕв и дифференциальное уравнение движения

я (mv) =Fy+Fp. (1)
Для определения силы Рв принимаем, что она равна скорости

изменения количества движения убывающей массы.
Если Ат—убыль массы за время ДЁи масса Ат имеет ско-

рость о—и, т. е. скорость —и относительно ракеты, то количество
движения убывающей массы Ат(о—и). Следовательно,

Ев== Пт Ат (v—u) = а
At>o Al ар (2—1). (2)

Подставляя соотношение (2) в уравнение (1), получаем диф-
ференциальное уравнение движения

d dat (mov) == Fy+а (они).
Раскрываем скобки в левой части равенства и сокращаем по-

добные члены: So
dv dm
АИ=F. 3di tat (3)

По условию задачи положительное направлениех вверх, поэто-
му уравнение (3) записывается в виде
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тов) = +(— =(та
ИЛИ

do ke

Интегрируя, получаем общее решение

Начальное условие: при t=O v=vo. Отсюда, согласно ра-
венству (4):

C.= UVo+b In Mo.
Тогда

U=VUp—gt+0 In (1— = .
0

dxИнтегрируя повторно, учитывая V==——, получаем
dt’

gt? ktx= vot—2 —2 (m—#t) [1n (1-=) -1] +0
Начальное условие: при {=0 х=0. Отсюда

ртC=— р
Искомый закон движения

х= (0—6) > gh om ( 1— a in (1— - ).
$ 4. РАСТЯЖЕНИЕ УПРУГОЙ НИТИ

Работа растяжения переменной силы

Задача 9. Стальная проволока длиной [ с поперечным сече-
нием РЁ растягивается.с силой, постепенно возрастающей до вели-
чины Р. Найти работу растяжения.

Решение. Удлинение проволоки А! под влиянием растяги-
вающей силы Р определяется по формуле

РAl=k F Io,

где ^ — коэффициент удлинения, № — первоначальная длина про-
BOJIOKH.
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Рассмотрим элементарный процесс:
klodi= —ЧР. (1)

Принимая на бесконечно малом участке удлинения 4 силу Р
постоянной, получим работу, производимую этой силой на рассмат-
риваемом участке,

dW=Pdl

или, используя уравнение (1), дифференциальное уравнение
процесса:

Еат =—5 PaP. (2)
Интегрируя уравнение (2), получим общее. решение

__ Ро 2V= OF P2+C,
Для определения С используем начальные данные: при Р=0

№ —=0, следовательно,
Rlo0=— OF -0+C,

откуда
С=0.

Итак, искомая работа растяжения
Rl»,V= OF P2,

Удлинение от собственного веса

Задача 10. Стальная проволока длиной [. м защемлена в одном
из концов и под действием своёго веса находится в положении рав-
новесия (рис. 6). Определить удлинение проволоки. Объемный вес
стали у Т/м®.

Решение. Величина натяжения Т меняется в зависимости
от места сечения. Это натяжение равно весу ниже расположенной
части проволоки. Поэтому различные элементы проволоки растяги-
ваются по-разному. В точке на расстоянии х от закрепления эле-
мент 4х испытывает натяжение Т, определяемое из пропорции

Г L—xp= TD” (1)
где Р — вес всей проволоки.
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Из уравнения (1) |
Р

Удлинение проволоки АЁ (м) под влиянием растягивающей
силы Т (кГ) будет

T

где Е — коэффициент удлинения, Р — площадь поперечного сече-
НИЯ, СМ?.

Для растяжения элемента 4х находим
Т

ИЛИ
КР

. __ УБЕС другой стороны, Р= 000
в см. Подставляя последнее выражение в урав-
нение (2), получим дифференциальное уравне-
ние процесса

кГ, если L

ky
41— 1000 (L—x) dx.

Интегрируя, получим полное удлинение
Г,

kyL=iow! (L—x)dx
ИЛИ b

_ KY 2-= 000" *
Форма каната цепного моста

Задача 11. Найти кривую, которую образует канат цепного
моста.

Решение. Часть каната АВ (рис. 7) находится в равновесии
под действием трех сил: горизонтального натяжения Н в точке A,
натяжения Т, направленного вдоль каната, в точке В и веса части
моста между точками А и В. Весом каната ввиду малости пре-
небрегаем.
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Вес части моста между А и В пропорционален длине хи ра-
вен Ах. На основании уравнений статики сумма проекций всех дей-
ствующих сил на вертикальную и горизонтальную оси равна нулю,
Отсюда получаем условия равновесия сил — вертикальных:

T sin p=kx, (1)
горизонтальных:

Г с0$ ф=Н. (2)

.

нео$55| | | | Wen= || Soh A) so | ИН| | | Se \ |
ини | ОИмаи ии ни и и!Sr I tSwy Ae eka ab onyVo oY 4 HW OH HY Hon||| | | | | | | | | || | }
He oan od| | || phAAAAA AARRAR,AAA |!

| IL Abesakan4abiioMOCMG PJ} АХthaEEREE fanaawt
‘

Разделив уравнение (1) на уравнение (2), получаем
ktg ф=—= НоХ.

Как известно,
ау

Таким образом,
dy К
dx AO”

Интегрируя последнее равенство, получим уравнение свешива-
ния каната

Кy= oH x2+C, (3)
Уравнение (3) представляет семейство парабол.
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$ 5. РАБОТА ОПОРОЖНЕНИЯ СОСУДОВ

Задача 12. В вертикальном цилиндрическом резервуаре диа-
метром 2г находится жидкое топливо с удельным весом у. Высота

жидкости в резервуаре Й, а об-
щая высота резервуара A
(рис. 8). Найти работу, кото-
рую необходимо затратить для
опорожнения резервуара.

Решение. Работа по-
>< стоянной силы Ё на прямоли-

у: нейном пути $ равна||H И
| |||

A=Fs cos a,
|ИИil A

| re @—yrom между Еи $5.
| Работу А при выкачивании

—— примем за искомую функцию
. расстояния х слоя жидкости до

Puc. 8 крана, т. е. А=А(х). Аргумен-
ту х дадим приращение Ах,

выделив`из всей жидкости слой малой толщины. Производящая ра-
боту сила Ё остается постоянной на высоте Ах и определяется весом
слоя: Е==л/?уАх. Приращение работы, необходимой для выкачива-
ния слоя толщиной Ах=ах на высоту х, будет ее дифференциалом
ДА, величина которого равна произведению силы на расстояние, или

dA=nrydx -x=nryxdx. (1)

Общее решение дифференциального уравнения (1)
2= +6. (2)A=nry

Начальное условие: при х=0 А=0. Отсюда, согласно ураз-
нению (2), постоянная интегрирования С=0. Тогда равенство (2)
принимает окончательный вид

x2
A=nry —.lary

Работа А! при х=Н будет
H2

— 24)А.=л/?у 9 ,



$ 6. Изменение яркости света в стеклянной пластине 35

работа А. при х=Н—Й будет

(Н—1)*А2=л/у. 5

Работа, затраченная на выкачивание всего топлива,

2 Н? h2 hA=A,—A2=nry (i — 9 +Ah— —) =nryh( Н— =) .
Величина

ли?уй =Р,

где Р — вес всей жидкости. Тогда искомая работа

ha=p(n—).
2

$ 6. ИЗМЕНЕНИЕ ЯРКОСТИ СВЕТА В СТЕКЛЯННОЙ ПЛАСТИНЕ
Задача 13. Найти закон изменения яркости света после прохож-

дения через стеклянную пластину, если при прохождении через
слой толщиной х=2,5 мм яркость света В, составила 30 межд. ед.,
а на поверхности (х==0) начальная яркость Ви=100 межд. ед.
(рис. 9). Лучи падают на поверхность пластины под любым углом,
а его изменение отражается на величине коэффициента А.

Решение. Величина яркости света В, чропускаемого стек-
лянной пластиной, изменяется в зависимости от толщины пластины.
Часть световой энергии поглощается стеклом, и сила света умень-
шается. Так как яркость света зависит от толщины пластины, то
силу света / будем рассматривать как функцию толщины х, т. е.
1[—=1(х). Если при толщине стеклянной пластины х мм сила света
Г межд. ед., то при увеличении Толщины пластины на величину Ах
получим уменьшение яркости света.

Пусть сила света на участке Ах уменьшается равномерно. Тогда
условное уменьшение яркости после прохождения через слой тол-
щиной Ах можно определить

47=— ах, (1)
где А — коэффициент пропорциональности, Ах=ах. Знак минус
указывает на уменьшение яркости с утолщением стекляпной
пластины.



36 Гл. ИТ. Простейшие уравнения

Из дифференциального уравнения (1) после разделения пере-
менных находим

dl—— = —kdx,

откуда после интегрирования получаем
In [=—kx+C. (2)cK

peAN
XNA

Puc. 9

MLL
Начальное условие: при х=0 /== 100. Отсюда, согласно урав-

нению (2),
In 100=—k-0+C

И
, С = п 100.

Подставляя найденное значение С в общее решение (2),
получаем

ш /= —Ах-Нш 100,
тогда

[[п 100 —=—Ах. (3)
Дополнительное условие: при х.=2,5 Л==30 дает равенство

30In 100 —=—25k, .
откуда коэффициент пропорциональности

k—-— In 0,3 =0,481. (4)
Qo
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Найденное значение коэффициента пропорциональности (4)
подставляем в равенство (3), после чего искомый закон при-
нимает вид

I
100

In — —0,481х
ИЛИ

[= 100 e-2.481%,

$ 7. НАГРЕВ ТЕЛА

Теплота нагрева

Задача 14. Найти количество теплоты, необходимое для нагрева
| ке железа от 20 до 21°С. Удельная теплоемкость с железа выра-
жается зависимостью с==0,1053--0,0001421, где Ё{ — температура:

Решение. Количество теплоты @, необходимое для нагрева,
будет функцией теупературы, т. е. Q—=Q(t). Теплоемкость тела
представляет изменение количества теплоты @ при изменении тем-

апературы # и определяется как производная a. Удельная тепло-
емкость представляет производную—

По условию

a— 0,1053-+-0,000142¢
ИЛИ

dQ= (0,1053-++0,0001421) dt.

Интегрируем это уравнение:
9=0,10531--0,0000712-- С. (1)

Начальное условие: при {=0 @=0. Отсюда, согласно урав-
нению (1), находим, что С=0.

Тогда
Q=0,1053¢+-0,000071 7.

Для определения количества теплоты, необходимого для на-
грева | ке железа от 20 до 21° С, находим

О (21) =0,1053.21--0,000071-441 =2,2426 ккал,

О (20) =0,1053.20--0,000071.400=2,1344 ккал,
откуда

О (21) —0(20) =0,1082 ккал=0,11 ккал.
7
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Прохождение теплоты через пластину

Задача 15. Пластина из графита толщиной 10 мм на поверх-
ностях имеет постоянные температуры Ий=1300°С и Ь=100°С.
Найти удельный поток теплоты 9, проходящий через графитную

t

пластину с коэффициентом теплопроводности ^==144.10 200.
Решение. По закону Фурье

dtq=—A(t) > (1)
где 4 — удельный поток теплоты, ^, — коэффициент теплопровод-

tности, —„— — скорость изменения температуры.
Подставляя данные задачи в соотношение (1), получим диффе-

ренциальное уравнение процесса

t

gdx=—144-10 2000 «df,
которое после интегрирования принимает вид

tge ——4.10 0 +С. (2)
5000 In 10

Начальное условие: при толщине пластины х=0 1=И=
—1300°С. Отсюда

13pa788000 IG 4c
И

13— 288 000 1072.
In 10

Подставляем значение С в общий интеграл (2):
13 tqe =O (10 20 — 10 2000 )

Дополнительное условие: при х=10 мм 1=Ь==100°С, откуда

288000 (,.-—- 7 - += =(10 2 —10 ® } =8,32.108 ккал/л?ч.
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Распределение температуры внутри ограждающих поверхностей

Задача 16. Кирпичная стена толщиной 30 см имеет температуру
на внутренней поверхности 20°С, а на наружной. 0°С (рис. 10).
Найти зависимость температуры внутри стены от расстояния до ее
наружного края и количество теплоты, которое отдает наружу 1 м?
стены в течение суток.

Решение. Количество теплоты, проходящее через единицу
поверхности в единицу времени, равно kD где { — температура,
х — расстояние до наружной стены, А — коэффициент теплопровод-
ности (для кирпича — 0,2 ккал/м-ч-град).

dt |Температурный градиент —1х характеризует интенсивность па-
дения температуры по направлению теплового потока перпендику-
лярно к поверхности стены.

Пусть температура внутри стены есть функция расстояния до
наружной поверхности х, т. е. 1=Ех) (рис. 10). Интенсивность
падения температуры по нормали к поверхности стены определяется

dt } ,производнои ах’ Возьмем на расстоянии х от наружнои стены слои
толщиной Ах с постоянной (внутри этого элементарного слоя) тем-
пературой #. Количество теплоты @1, проходящее через этот слоя,
будет постоянным и по условию

а=k. (1)
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Так как поверхность $ =1 м2, то
dtQi=—kTe (2)

Общее. решение дифференциального уравнения (2) имеет вид

[—=— < х-ЕС. (3)
Начальное условие: при х=0 1=0, откуда, согласно уравне-

нию (3), С=0.
Тогда искомый закон температуры внутри стены

—=———x, (4)

Дополнительное условие: при х= 03 м t=20°, k=
—0,2 ккал/м.4-ерад дает возможность определить из уравнения (4)
величину о0,2.20 __ 40

~~ x 03 °° 3°
Подставляя найденное значение (), в равенство (4), получим

искомую зависимость
ти 40 x 200 ,

3.02 8
Количество теплоты, которое отдает наружу | м? стены за сутки

(24 часа), будет
О —=240, =—320 ккал.

$ 8. ИЗМЕНЕНИЕ СОСТОЯНИЯ ГАЗОВ В СОСУДАХ

Работа сжатия

Задача 17. В цилиндрическом сосуде объемом И,=0,1 м3 за-
ключен атмосферный воздух, который адиабатически (без обмена
тепла с окружающей средой) сжимается до объема У!=0,01 м3.
Определить работу сжатия.

Решение. При адиабатических изменениях состояния газа
его давление и объем связаны уравнением Пуассона

V рP= ( у ),
где & — постоянная для данного газа величина. Для воздуха Ё А 1,4.
Атмосферное давление ро= 10 330 кГ/м?.
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Пусть: $ — площадь поршня; У — объем газа и р — давление
газа, когда поршень находится на высоте х; —4х — бесконечно ма-
лое перемещение (опускание) поршня при сжатии; 4 — бесконеч-
но малая работа; —АУ — бесконечно малое изменение объема;
ро — первоначальное давление газа;
Vo — первоначальный объем газа. |

Бесконечно малая работа при
опускании поршня (рис. 11)

dW ——pSadx.
Ho

Sdx= dV,

отсюда следует, что ти (es

Из уравнения Пуассона

Yo)" Vor EEp=po( 7 y=. (2) be ieee |
Рис. 11

Подставляя выражение (2)
в уравнение (1), найдем дифференциальное уравнение процесса

dV
VR ^

AW=— poVo"

Интегрируя, получим общее решение:

PoVor
1-Е —УС=W=—poVor вау

PT yt oe C— 1 те ира т
Как видно из начальных условий, при У=У И=0. Отсюда

poVor С
a (k—1)У +0

PoVo
&—1`
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Таким образом, работа адиабатического сжатия

и a]
Подставляя числовые Данные, Получим искомое значение

работы:
10330 0,1 4

V= 04 - [109—1] =2582,5 (10%—1) кГмА 3904,4 кГм.
Работа расширения

Задача 18. Водород расширяется при постоянной температуре
от своего первоначального объема Уи, имея первоначальное давле-
ние ро, при некотором внешнем давлении, которое бесконечно мало
отличается от давления газа. Найти произведенную водородом
работу.

Решение. Аналогично уравнению (1) задачи 17, учитывая
фактор расширения, запишем дифференциальное уравнение про-
цесса:

dW = pdV.
В данном случае газ расширяется изотермически и поэтому

подчиняется не закону Пуассона, а закону Бойля — Мариотта
pV=poVo,

откуда
__ PoVo

Тогда дифференциальное уравнение процесса примет вид
‚ АГdW= poVo и (1)

Интегрируя уравнение (1), получим общее решение
W=poVoln V+C.

Из начальных условий следует, что при У=У Ш=0, отсюда
O=poVo ln Vo+C

C= — poVo In Vo.
Таким образом, работа расширения

VW=poVo In Vo



Глава IV

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ
УРАВНЕНИЯМ С РАЗДЕЛЯЮЩИМИСЯ ПЕРЕМЕННЫМИ

Если в дифференциальном уравнении первого порядка функ-
ции М и М представлены в виде

М(х, у) =В(х) (и), N(x, y)=fe(x)er(y),
то уравнение

M(x, y)dx+N(x, y)dy=0 (1)
примет вид дифференциального уравнения с разделяющимися пере-
менными

(х)фи (у)ах-Ё(х)(у)4у==0. (2)
Делим уравнение (2) на [>(х)фи(у), откуда

f1 (x) 2(y)
poe “Ри “=
К(х)ах--5 (у) 4и=0, (3)

где переменныех ии разделены.
Общий интеграл уравнения (3)

ИЛИ

{ Riact [5$(у)ау=С. (4)
Ecau qgi(y) W [2(х) равны единице, то уравнение (2) вырож-

дается в простейшее дифференциальное уравнение с разделенными
переменными, общий интеграл которого получается непосредствен-
ным интегрированием:

[вода [ф(у)ау=С.
$ 1. ОХЛАЖДЕНИЕ ТЕЛ

Задача 19. Температура вынутого из печи хлеба в течение
20 мин падает от 100 до 60°С (рис. 12). Температура окружающего
воздуха 25°С. Через какое время от момента начала охлаждения
температура хлеба понизится до 30° С?

Решение. Скорость охлаждения тела представляет пониже-
ние температуры Т в единицу времени т и выражается производ-
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ной т По закону Ньютона скорость охлаждения тела пропорцио-
т

нальна разности температур тела и окружающей среды. Это процесс
неравномерный. С изменением разности температур меняется и ско-
рость охлаждения тела.

Рис. 12

Дифференциальное уравнение охлаждения хлеба будет
АТ —k(T—1),da (T—t)

где Г — температура хлеба, { — температура окружающего воздуха,
атЕ — коэффициент пропорциональности, TT скорость охлажде-

ния хлеба.
Пусть т — искомое время охлаждения. Тогда, разделяя пере-

менные, получим
АТ

Top aha.
Для условий задачи

ат795 =kdt.
Ввиду того что

dT d(T—25) |
Т—95 — Т-—95'
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интегрируя, получаем

аfa
ИЛИ

In(T—25) =kt-+In C.

Потенцируем обе части последнего равенства:
ет (T—25)— ekt+ln C .— ekt, ein С.

Так как eln Cc C,
TO

T—25=—=Cekt, (1)

Произвольную постоянную С определяем из начального усло-
вия: при т=0 мин Т==100°. Отсюда

100—25=Се* `'=—С или С=75.

Величину е* определяем, исходя из данного дополнительного
условия: при т=20 мин Т==60°. Получаем

60—25=75 (er)20
4 1

35\% 7 7 \2%o=(2)"= (4)75 15

`Уравнение охлаждения хлеба в условиях задачи примет вид
т
—

=) +25. (2)Т— 75 (—
Из уравнения (2) определяем искомое время т при температуре

хлеба. Т—=30°:
т т

7 20 1 7 20

Окончательно, _
_ —20щ15 _ —20.2,7081 ~71 mun
“~In7—In 15 ~ —0,7622 ~ |

Итак, после 1 4 11 мин хлеб охлаждается до температуры 30° С.
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$ 2. НАГРЕВ ТЕЛ

Задача 20. Найти время нагрева | кг воды электроприбором
от комнатной температуры 20°С до температуры кипения 100°С,
если напряжение тока 120 в, сопротивление спирали 14,4 ом, и если
известно, что | ке воды остывает от 40 до 30° С за 10 мин.

Решение. Пусть @ — количество теплоты, доставленное
электроприбором к моменту времени & 9 — температура воды.

По закону Джоуля — Ленца

О9—0,24ВЕ
где О — количество теплоты в малых калориях; i — сила тока, а;
Ю — сопротивление, ом; Ё — время, сек.

Приращение количества теплоты А@ за промежуток времени 4?
состоит из: 1) теплоты, идущей для повышения температуры
.на А©°, т. е. АО!= cmA®,
где с — теплоемкость и #1 — масса; 2) теплоты, идущей на компен-
сацию охлаждения воды в результате теплообмена с окружающим
воздухом в комнате за время ДЁ, т. е.

АО2 ст (90—20)Е
где А (90—20)41—по закону Ньютона дифференциал температуры
охлаждающего вещества.

Полное приращение количества теплоты за время Д{

АО = стА@--стА (90—20) АЕ
ИЛИ

dQ=cmd@-+cmk (O@—20) dt.
Скорость нагревания 1 г воды будет

] dQ dOmn dt =тар 19-20), (1)
так как теплоемкость воды с=1.

По закону Джоуля — Ленца
dQ р Е?aT =0,247R—0,24 р.

Подставляя в последнее уравнение данные числовые значения
напряжения тока и сопротивления, получим

dQ 1202ap =0,24.4 =240 (2)
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При т=| ке=1000 г
1 dQ

——————s

По условию в течение 10 мин температура воды понижается
с 40 до 30° С и дифференциальное уравнение задачи

dQ

откуда после разделения переменных

Интегрируя уравнение (3), получаем
30 dQ 600
———— =—k J dt] 9—20 ]

или -
30

In(@—20) | =—k-600;
40

ш 10—ш 20= —600А,
откуда

In 2

Учитывая соотношения (1), (2) и (4), получим дифференциаль-
ное уравнение

d@ In 2 In2
0,24= 600 8 30

откуда.
600а

14420 In2—6 In2
Интегрируя, получим

100
do'=600 J 144+201In2—0In2 ~~

100=— a3 In(144-++20 In 2—€In2) | 2422
20

Итак, [А 422 сек=7 мин 2 сек.
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$ 3. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ВНУТРИ ТЕЛ

Полая сферическая оболочка

Задача 21. Стальная шаровая оболочка, внутренний радиус
которой 6 см и внешний 10 см, находится в стационарном тепловом
состоянии. Температура ее внутренней поверхности 200° С, а внеш-
ней 20°С (рис. 13). Найти температуру на расстоянии г от центра
и количество теплоты, которое в | сек шар отдает наружу (коэф-
фициент теплопроводности стали А=0,14).

Решение. Благодаря симметрии можно считать, что теплота
в шаре распространяется радиально. На расстоянии г от центра пло-
щадь, через которую протекает теплота, равна площади поверхно-
сти шара:

F=A4Anr?,

Ввиду того что между отдельными сферическими поверхностя-
ми количество теплоты остается неизменным, через две любые по-
верхности протекает одно и то же количество теплоты по закону
теплопроводности Фурье. Скорость, с которой теплота распростра-
няется через площадку РЁ, равна

dTQ=—kF ip (1)
где Г — температура тела, А — коэффициент теплопроводности ве-
щества.

Уравнение (1) принимает вид

—4лАг? =Q=const.
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Разделяя переменные и интегрируя, получаем общее решение

A4nkT= =. С. (2)
Для отыскания частного решения подставляем начальные усло-

вия Г=20, г=10; Т=200, г=6 в уравнение (2) и определяем вели-
чины Си 0:

Q— ——+C80nk 10” +C,

800nk= = +C.
Отсюда

С— —1000хе
И

Таким образом, искомая температура

2700T= —250,

а количество теплоты, отдаваемое шаром в течение 1 сек,

Q= 10 800nk—=4750 кал.

Полая цилиндрическая оболочка

Задача 22. Трубопровод тепловой магистрали (диаметр 20 см)
защищен изоляцией толщиной 10 см; величина коэффициента тепло-
проводности Е=0,00017. Температура трубы 160°, температура
внешнего покрова 30° (рис. 14). Найти распределение температуры
внутри изоляции, а также количество теплоты, отдаваемой | м
трубы.

Решение. Если тело находится в стационарном тепловом
состоянии и температура Т в каждой его точке есть функция только
одной координаты х, то, согласно закону теплопроводности Фурье,
количество теплоты, испускаемое в секунду,

aTQ=—FF (x) T=const,
где F(x) — площадь сечения тела на расстоянии x, Е— коэффи-
циент теплопроводности.
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В задаче
F (x) =2л^,

где / — длина трубы, ‘см, х — радиус трубопровода, см.Таким образом, после разделения переменных дифференциаль-
ное уравнение задачи примет вид

_~_@4, _ @ &=~ TR Ronde (1)
Интегрируя обе части равенства (1), находим

— Q ax[an 0,00017- 2x1 Г x (2)
Q г ахГат=— в160 0,00017 - 2n/ J x

ИЛИ

30 0 50 о
T| —30—160—— ——<_—_ | 9

160 о_ 0,00017+Qn In x ‘0 0.00017-2л/ In2, (4)

T—~160=———*=__inx| =---S_inoix, (5)0,00017-2nf "71 0,00017-2л1
Разделив почленно уравнение (5) на уравнение (4), получим

T—160 _. In O,1x —_ lg 0,1х
—130 Ш 10‘

Отсюда закон распределения температуры внутри изоляции
T=591,8—431,8 lg x.

Из уравнения (4) при [=100 см находим
Q— 130.0,00017-2л.100 _ 200л.130.0,00017
7 In 2 7 0,69315

a

Количество тенлоты, отдаваемое в течение суток, равно

200л.130-0,0001724.60.6009=86 400 0.69315 - =1 730 600 кал.
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$ 4. БРУС РАВНОГО НАПРЯЖЕНИЯ

Задача 23. Металлический брус равного напряжения (напря-
жение во всех поперечных сечениях которого одинаково) длиной
[—100 м рассчитан на растягивающую нагрузку 2 Т. Допустимое
напряжение металла о= 1000 кГ/см>,
а его удельный Bec y==7,6 Г/смз. |^a :определить площадь верхнего cone: 17/7///V ////f/

Решение. Напряжением на-
зывается сила, рассчитанная на
| см? поперечного сечения бруса. | d S(x)
Так как в каждом поперечном сече- |. diнии бруса растягивающая сила рав- \ x |
на нагрузке Ри весу ниже располо- ™
женной части бруса, то эта сила
возрастает с повышением сечения,
а поэтому для равенства напряже-
ний необходимо, чтобы в той же
мере возрастала площадь сечениясс Удалением от пижнего конца бру-

Наибольшую площадь должноиметь верхнее сечение бруса.
Ось х направим вертикально: |

(рис. 15) и введем обозначения: . Рис. 15
5: — искомая ‘площадь верхнего се-
чения; 52 — площадь нижнего сечения бруса; $ — переменная пло-
щадь сечения бруса на высоте х; @ — вес части бруса ниже сече-
ния 5; Р — допустимая нагрузка бруса; ор — допустимое и во всех
сечениях бруса одинаковое напряжение растяжения.

Напряжение в сечении$(х) будет

5_ Р-ЕО()
7 59’а в сечении $ (х) {+ 4$ (х)

Stds P+Q(x)-+dQ (x)
op SS (x) FS (x)

Так как в брусе эти напряжения одинаковы и равны допусти-
мому напряжению оф, ТО

>

5х] +15]

PHQ(x) |
59

P+Q(x)+dQ(x)
S(x)+dS(x)
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И P+Q (x) =opS (x); |
P+Q (x) +dQ (x) =opS (x) +opdS (x).

Вычитая из второго равенства первое, находим. вес части бруса
между бесконечно близкими сечениями 5$(х) и 5(х) 45 (х):

AQ (xX) =OpdS (x). (1)
Принимая эту часть бруса цилиндрической, получим.

dQ(x) =yS (x)dx. (2)
Приравниваем правые части уравнений (1) и (2) и получаем

дифференциальное уравнение
yS (x) dx=OpdS (x)

ИЛИ

45 (х) у
oo= Ц.
S (x) Op

Интегрируя, получим

In S(x) = x+Cy
Op

или после потенцирования

| sx
$ (x) =Ce%,

где C—e“,
Начальное условие: при х=0 $=Ро. Отсюда

У °——-0

Fox=Ce% =C., (3)
Тогда после подстановки значения постоянной интегрирова-

ния (3) в общее решение находим
У

S (x) — Роебр ° , (4)
По закону (4) можно определить площадь сечения бруса на

любой высоте X.
При х=/ площадь верхнего сечения

у
—

F=Foe бр
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Подставим числовые значения параметров.*
РНапряжение в нижнем сечении ор= => откуда
0

Р 2000Ро = — = ———_—— =
бр 1000

Так как
ор= 1000 кГ/см?=1 000 000 Г/см?,

а

[—=100 м=10 000 см,
то показатель

у, 7,6:10000 _
sp 1000000 = 0076.

Таким образом, искомая площадь верхнего сечения
Е==2е0,016~2-1 ,08=2,16 cm?.

$ 5. ДАВЛЕНИЕ ЗЕРНА НА СТЕНКИ ХРАНИЛИЩА

Задача 24. Давление рз зерна на стенки принимается пропор-
циональным давлению р зерна на горизонтальную площадь рз=Ер.
Найти закон изменения ри рз с возрастанием глубины А с учетом
трения зерна о стенки хранилища.Решение. Рассмотрим условия | |
равновесия бесконечно тонкого слоя меж-! ———.
ду двумя горизонтальными плоскостями #4 [| ° -
на глубине h un h+dh (pune. 16). Ha mep- ~вую плоскость действует давление р свер- 4Г. 1 be
ху вниз, на вторую — давление р--ар
снизу вверх.Умножая силы ри р--ар на площадь } TГ,р гр “Tт
поперечного сечения $ хранилища, полу-
чим силу, действующую вверх:

$ (р-Еар) —5р= ар.
На слой действует также собствен- Рис. 16

ный вес у5ай, где ай — высота слоя.
Кроме этих сил, если открыть нижнее отверстие хранилища,

в самом начале движения вследствие давления зерна на стенки воз-
никает направленное вверх сопротивление трения.

Пусть Р — периметр сечения хранилища. Тогда поверхность
части стенок, ограничивающей рассматриваемый слой, будет Рай.
Так как величина АЙ бесконечно малая, то боковое давление на еди-
ницу площади в пределах этого слоя можно принять постоянным.

Полное боковое давление равно КРрай, а вызванное им тре-
Hue wkPpdh.
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Условие равновесия всех действующих сил

Sdp+pkPpdh—ySdh=0
ИЛИ

ЕРар+ ( с p—y ) dh=0. (1)
| цАРВводим обозначение A= <= Тогда дифференциальное урав-

нение (1) после преобразования примет вид
ар——— +dh=0Ap— +

ИЛИ

ар———— =dh.
y—Ap

Общее решение этого уравнения
‘у—Ар=Се. (2)

Начальное условие: при й=0 р=0. Отсюда
у—^:0=Се-^`°

ИЛИ
С=у.

Найденное значение постоянной интегрирования подставляем
в общее решение

y—Ap=ye™,
откуда

Лем— | — —— p. 3УР: . (3)
Из равенства (3) находим, что

ИЕР
—_———hp=—— (1-e) = (i-e =). (4)

Так как рз=Ар, то p= =. и, подставляя это значение в равен-
ство (4), после сокращения получим

ys aps= 5(1-e в}. (5)
Из` соотношений (4) и (5) видно, что давления р и рз возрас-

тают непропорционально глубине'й. При любом Й величина Psp
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$ 6. БАРОМЕТРИЧЕСКАЯ ФОРМУЛА И ГЛУБИННОЕ ДАВЛЕНИЕ
\Задача 25. Найти зависимость высотыЙй места над уровнем

моря от давления воздуха р (кГ/м?). Вычислить при нормальных
атмосферных условиях давление воздуха на высоте 4=—1000 м,
предполагая, что нижележащие слои воздуха имеют постоянную
температуру 0°С. Нормальноедавление атмосферы на поверх- т |
ности Земли ро=10 330 кГ/м?. yhПлотность воздуха на поверх- | Lf |ности при нормальных атмос- AN_| 7ферных условиях бо = 1,29 кГ/мз. | 4 |Решение. На высоте И |
давление воздуха р определя-
ется весом той части столба |
воздуха, которая опирается на
рассматриваемое горизонталь- IM
ное сечение АВ площадью | m2 Урень моря
(рис. 17). Плотность воздуха 6.

Увеличение: высоты Й на > Puc. 17
бесконечно малую величину @Й
приводит к уменьшению давления на величину ар, которая изме-
ряется весом слоя воздуха между сечением АВ на высоте Йи сече-
нием СО на высоте й--ай, т. е. иначе изменение давления воздуха
равно весу столба воздуха с площадью основания | м? и высотой ай.

Принимая на протяжении АЙ плотность 6 неизменной, получим,
что вес такого столба равен баЙ, и поэтому имеем дифференциаль-
ное уравнение

h

Заменим величину 6 через р. Так как температура всех слоев
воздуха постоянна и равна 0°С, то, следуя закону Бойля—Ма-
риотта, получим

6 _ ?P
50 Po

ИЛИ

бо0— — Pp. 2р Р (2)
Выражение (2) подставляем в правую часть соотношения (1).

Получаем дифференциальное уравнение барометрического давления
бо—dp= dh,р Do pan

которое принимает вид
dp бо
—— =—— dh. 3р 0 (3)
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Интегрируем дифференциальное уравнение (3):
бо
ро

шр=— ALC.

После потенцирования получим общее решение
6 8——_ Ate ——h

p=e Po =Ce Po . (4)
Начальное условие: при А=0 р==ро. Тогда

C=po.

Барометрическая формула (4) принимает окончательно вид
6в

p=poe Po . (5)
Решим уравнение (5) относительно Й:

р Роh= In ——. 6бо г р (6)
Уравнение (6) позволяет судить о высоте подъема над уровнем

моря по давлению воздуха.
Для подстановки числовых данных в формулу (5) вычислим

показатель | |
бо 191009 0195,Po 10 330

откуда искомое давление
р—10330-0125—9116 кГ/м.

Предположим, что температура воздуха переменна и газ под-
чиняется закону

1pV*=const wu a= Pn
Тогда исходное уравнение процесса

ар __ Ро >
dh p

Разделяя переменные, имеем
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ap —____ Ро dh,
pun p

откуда после интегрирования

4
——

Po (7)
»— P

п

Начальное условие: при й=0 р==ро. Отсюда постоянная ин-
тегрирования

Подставляя значение С в уравнение (7) и сокращая подобные
члены, получаем

4 1Po, (p "—p »)=
p n—| 7

1 4i——— 1— ——__ про n p п |5[1 (2) "] (8)
Так как при й=0 р=рои а=а%, то

— аa= PO рот ИЛИ о — sai .
Подставляя эти значения в уравнение (8), получаем

1
1— —

ние). о
Так как р"У=АТ (где Т=Р-273° и Ю==8,32 дж на 1°), то

pV _ Т
PoVo 7 To (10)
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Тогда
4

p(y \_ р)".р (=) = | или( ) =
откуда, подставляя эти значения в уравнение (10), получаем

1 1
— 4-———.

Т р [Р п р ”—_ —[7 —{—— , 11Го - ро ( ро ро ( )
Подставляя равенство (11) в уравнение (9), окончательно

имеем

Г= ве (1 То }.
Аналогично решается задача о глубинном давлении.
Если р — гидростатическое давление, А — глубина ниже уровня

моря, то тогда
dp=6dh,

откуда

ар
ав —®.

где 6 — вес | м3 морской воды.

$ 7. ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ГОРИЗОНТАЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ

Сила, действующая на тело, зависит от скорости: Р=Р(9)
при сопротивлении, пропорциональном скорости

Задача 26. Моторная лодка движется в спокойной воде со ско-
ростью 9,==20 км/ч. На полном ходу ее мотор выключается и через
40 сек после этого скорость лодки уменьшается до 91=8 км/ч
(рис. 18). Сопротивление воды пропорционально скорости движения
лодки. Определить скорость лодки через 2 мин после остановки
мотора.

Решение. На движущуюся лодку действует сила Е=—Ау,
где Е — коэффициент пропорциональности. По закону Ньютона сила

dvравна произведению массы на ускорение ЁЕ=1т ——. Откуда диффе-
dt

ренциальное уравнение движения

dv
SS =k. |т v (1)
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Очевидно,
dv k
— =—=—— dl
о т

ИЛИ

по Е t+Cn v= — — .т :
Потенцируя, получим общее решение уравнения (1):

k k Е
—— С, ——1 ЩЕ

и=е т —=е‘'е т —Ce ™

, 6

д——

REVO)REY EVERY ETS BUYEBT RT PEAO ROO EK Frees
Puc. 18

%

Начальное условие: при {[—=0 о=20 км/ч. Откуда
0

20—=Се т и С=20.

Тогда общий закон движения для условий задачи
k

—_—_t

v=20e ™ | (2)
| ]Дополнительное условие указывает, что при #=40 сек=90 Ч

скорость лодки ‘составляет 8 км/ч.
Отсюда

Rk 1 R— — ( 5 \"
8—90е т 9 или ет — 2,

Подставляя числовые данные в найденный закон движения (2),
учитывая при этом, что #=2 мин== 30“ получим

1

0—0 [(-5)| © о (>). — = ~1,28 км/ч.
Итак, скорость лодки, спустя 2 мин, снизится до 1,28 км/ч,



60 Гл. ГУ. Разделяющиеся переменные

Сила, действующая на тело, зависит от скорости
при сопротивлении движению, пропорциональном скорости

и силе тяжести тела

Задача 27. Судно водоизмещением в [2 000 т (рис. 19) движет-
ся прямолинейно со скоростью %==20 м/сек. Сопротивление воды
пропорционально квадрату скорости судна и равно 36 Т при скоро-
сти | м/сек. Какое расстояние пройдет судно после остановки дви-
гателя, прежде чем скорость станет равной о=5 м/сек? За какое
время судно пройдет это расстояние?

RS ye debe ,
eeei=Sf

eeee ee

eee eee и—

eee ee eee ee Sf
mmдо == ——д—д—— =—ы—— —-

Решение. Количество движения системы (судна) равно
количеству движения центра масс системы, т. е.

—> <

Я —туос,
— '

где ос — скорость центра масс, 11 — масса всей системы.
Производная вектора количества движения системы по времени

равна геометрической сумме всех внешних сил, действующих на
систему. Для движения центра масс имеем

~ io =49т7D
dt dt

Центр масс системы движется, как материальная точка с мас-
сой, равной массе всей системы, к которой приложены все действую-
щие на систему внешние силы. Движению судна препятствует со-
противление воды, равное —Ру?.

Таким образом, дифференциальное уравнение задачи
du py?m At kv

ИЛИ

12 000 dv
g dt =—36v2,
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Разделяя переменные и принимая в=9,81 м/сек?, получим
v-2? du= —0,03dt

или, проинтегрировав,

— — =—0,03¢++Ci.
Определяем частное решение, исходя из начального условия:

t=0, о=16 м/сек. Отсюда
]

=96
| г.=03Fe (1)

Прежде чем скорость судна станет равной 5 м/сек, пройдет
время

25 (16—v) 25 (16—5) 55
в ов в S80 OP

Определим расстояние, которое пройдет судно за время
[—4,6 сек. Интегрируем еще раз уравнение (1) и, принимая пред-
варительно о= —„, получаем

dt 400dt _
ds= 1 122455’0,03¢-- ——

T6

откуда

1005= —5_ (121-25)С,
Начальное условие: при [=0 $=0. Отсюда

0=— > In 25+-C, u QF In 25,
Таким образом, закон движения судна

100s= = (55 НН):



62 Гл. ГУ. Разделяющиеся переменные

За время {=4,6 сек судно пройдет расстояние

$= > In 3,20~38,8 om.
Итак, судно после остановки двигателя, прежде чем его ско-

рость станет 5 м/сек, пройдет расстояние 38,8 м.

Сила, действующая на тело, зависит от скорости при
сопротивлении движению, пропорциональном квадрату скорости

Задача 28. При небольших скоростях сопротивление движению
поезда определяется эмпирической формулой

R= (2,5--0,059) О «I,

где © — вес поезда, Т и о — скорость, м/сек. Найти, через какое
время и на каком расстоянии поезд приобретет на горизонтальном
участке пути скорость о==12 км/ч, если вес поезда с электровозом
() —=40Т, а сила тяги электровоза К=200 кГ. Определить также
силу тяги М электровоза при дальнейшем равномерном движении.

Решение. Масса поезда

n= ie [сек ]
Составляя уравнение равновесия действующих на состав сил

(рис. 20), после деления на т получим
44 0.95 g-0,05 Ев
р "1000 *"` 1000 ‘о 1юбо =

ИЛИ
dv—24,5. 10-3--0,49. 10-3 v—49- 10-3 =0;

а 7 —24,5-10-°-+0,49- 10-3 vu=0.
Разделяя переменные, приходим к дифференциальному

уравнению
103. 49

94,5—0,49u =a. (1)
Интегрируя уравнение (1), находим общее решение

103— 549 In C(24,5—0,49v)=. (2)
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Постоянную интегрирования С определяем из начального усло-
вия: при {=0 ч==0. Следовательно,

— 10" in C(24,5—0) =00,49 ’ —
ИЛИ

ш 24,5С =0. —

Потенцируя, находим

C=
24,5

дM—12dt Е| ж——_
ОО

4

Рис. 20

Согласно условию, в искомое время #=Т скорость поезда со-
ставит о==1|2 км/ч^ 3,33 м/сек. Таким образом, из уравнения (2),
проводя очевидные алгебраические преобразования, получаем:

бт (24,5—0,490)= “2 [ in (1— 248 У =0,49 24,5 0,49 24,5
103 24,5—0,49.3;33 4;(0,49 | 1—1 245 — 04 и (5597 ) =—141 сек.
Переходим. к определению расстояния, при котором скорость

поезда достигнет 12 км/ч.
dvВеличина a может быть выражена так:
a_ dW ds 4
dt 4 4 ds

Тогда уравнение (1) примет вид
103. оао

245—049 ~~4° (3)
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Интегрируя равенство (3), получим общее решение
103 24,5— 375 [2+ iD In(24,5—0,490) +C| —5. (4)

Определяем постоянную величину С, используя начальное усло-
вие: при 5=0 ч==0.

Следовательно,
| 24,5

C= 0.49. In 24,5.

Подставляя найденное значение С и скорость v=3,33 m/ceK
в уравнение (4), находим

103 | 24,5 In 24,5
0,49 © 0,49 24,5—0,49v

—vU —96 м.

При дальнейшем равномерном движении (9=3,33 м/сек)
сила тяги

№=0 (2,5-1-0,05.3,33) =40 (2,5--0,05.3,33) =106,6 Г.

Сила, действующая на тело, зависит от положения точки:
F=F(x)

Задача 29. Проходя через лес и испытывая сопротивление де-
ревьев, ветер теряет часть своей скорости. На бесконечно малом
пути эта потеря пропорциональна скорости в начале пути и длине
его. Найти скорость ветра, прошедшего в лесу 150 м, зная, что до
вступления в лес начальная скорость ветра %==12 м/сек. После
прохождения в лесу пути $=1 м скорость ветра уменьшилась до
величины 01= 11,8 м/сек.

Решение. Пусть на расстоянии $ от начала леса скорость
ветра 9, потеря скорости на пути 4$ равна —@о (процесс убываю-
щий). Эта потеря пропорциональна у, и поэтому дифференциальное
уравнение процесса представится в виде равенства

—du=kvds.

Разделим переменные:

ae =—kds.
Uv

Интегрируя, получим общее решение
и—Се-*3з.
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Ищем частное решение, используя начальное условие: при $=0
U==Uo. Отсюда

90 — Ce-k 0
ИЛИ

С=.
Закон процесса

v= ves, (1)
Для определения коэффициента пропорциональности исполь-

зуем дополнительное условие: при $5=1|1 м 9=1!=11,8 м/сек.
Тогда

U,==Upe7*
ИЛИ

. U4 11,8—k — — .ek— mT =0,983
Числовые значения подставляем в уравнение процесса (1),

откуда искомая скорость |

и=12 (0,983)15—12.0,0776 20,93 м/сек.
Итак, скорость ветра, углубившегося на 150 м в лес, составит

0,93 м/сек.
$ 8. ВЕРТИКАЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТЕЛ

Падение вниз под действием силы тяжести
Задача 30. Падающее под действием силы тяжести тело

. А(рис. 21) получает ускорение а=a THe Е — коэффициент про-
порциональности, г — расстояние падающего тела от центра Земли.
Найти время падения тела, если оно находится от Земли на расстоя-
нии ^А=60,27гз, равном удалению Земли от Луны. Радиус Земли
r3==6377 км ==6,377 : 106 м.

Решение. Пусть Ю — расстояние Луны от центра Земли;
& — ускорение силы тяжести на поверхности Земли.

Согласно общей формуле, это ускорение на поверхности Земли
равно ay поэтому

FLa= 732 —— g. (1)
Знак минус взят потому, что расстояние считается от начала

(^ =0), а ускорение направлено к началу. Из уравнения (1) имеем
Е——0Гз?.
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Общее выражение для ускорения примет вид

grs*
re

С другой стороны, предполагая, что тело падает к центру
Земли О прямолинейно (рис. 21), имеем

_ 4 a 8.
ар’ “= а’

откуда а dU _ оо
о а’ dr

Таким образом, дифференциальное уравнение задачи
vdu gr?
dr _ r2

Разделяя переменные и интегрируя, получим
aes

ve +C. (2)
Из начальных условий известно, что при г=АЮ 9=—0. Подстав-

ляя эти значения в уравнение (2), находим
r3" .

—=—2eR
Одновременно

= ogre (Ladi 12873 ( r Е).
откуда ——&=—]/ т: dr

Интегрируя, получим.

rRt= — у dr=J 2grs*(R—r)
- R=J у ЕВА dr. (3)
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Интеграл (3) вычисляется подстановкой
го 4Ro tg’ g, (4)

откуда р
22 ф -

= _ 5ео ИМИ ©,

dr==2R sing с0$ фаФ.

Из равенства (5) имеем

. ГЗ - . -sin? фл= р’ sin? {ф>— l,

qi=arcsin | i ф2== > (6)
Значения (4) —(6) подставляем в выражение (3):

—уSere Гвозя Уп фс0$ фаф=
в Г=© 2 sin? pdp= ——] (1l—cos29)dp=- ES sinteado= Yo J (1 cos 29)

R R sin 2q2 эт 24%\_Г 28 («: м 2 то } =
—_ к R (a у зп 2$:= We 9 arcsin R -- 5 ).

Подставляя числовые значения, найдем время в секундах, раз-
делив на 3600, искомое время в часах:

60,27 1/ 60,27.6,377.108 ( л sin 21 ) ~ 116
3600 F `° 19,62 5 Чо / ©116 4

(pi=7°24’33”=0,1292 рад).

t=

Итак, тело, находящееся от Земли на расстоянии, равном уда-
лению Земли от Луны, упадет на Землю через 116ч (почти 5 суток).
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Задача 31. Метеор, находящийся под исключительным влия-
нием земного притяжения, из состояния покоя начинает прямо-
линейно падать на Землю с неограниченно большого расстояния Й.
С какой скоростью он ударился бы о Землю при отсутствии земной
атмосферы? Длина радиуса Земли К ==6377 км==6,377- 106 м.

Луна

<

Рис. 21 Рис. 22

Решение. В точке М (рис. 22), находящейся на неограничен-
но болышом расстоянии от Земли, на тело действует сила тяжести

F=ma, (1)
где 171 — масса тела, а — ускорение.

На поверхности Земли в точке М на тело действует сила
тяжести

P=mg, (2)

где © — ускорение силы тяжести на поверхности Земли.
По закону Ньютона эти силы обратно пропорциональны квад-

ратам расстояний падающего тела от центра Земли:
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Е Ю? |
Р (1-х)? (3)

С другой стороны, учитывая соотношения (1)и (2),
Е та а

рт в. “
Ввиду равенства левых частей уравнений (3) и (4) приравни-

ваем их правые части, откуда

а _ R2
gg (1-х)?

ИЛИ
. Rg

“и ©
Как известно, переменное ускорение

dv

Подставляем выражение (6) в равенство (5) и получаем

а _ В№ .4 (1-х (7)
В уравнении (7) три переменные величины о, Ги х. Одну из них

(время Г) можно исключить, так как

4 ao ах de 8“dt dx dt dx” (8)
Подстановка полученного соотношения (8) в левую часть урав-

нения (7) дает дифференциальное уравнение движения

4_ ав
ах (1-х)

Решаем это дифференциальное уравнение, выполняя предвари-
тельно очевидные преобразования,

2oR? дvdu= (h—xy2
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откуда после интегрирования получаем общее решение
U2 gk?
2 h—x С.

Начальные условия: при #=0 х=0и ==0. Отсюда

(02 —_ gk
2 Ao TSИЛИ R

____ 8° -C= ht

Подставляем найденное значение постоянной интегрирования
и находим закон движения тела:

ve gR2x
2 A(h—x) *

На Земле в точке М величина х=йА—А. Отсюда искомая ско-
рость тела у поверхности Земли

0? gR(h—R)
2 AR

Так как по условию задачи высота й считается неограниченно
большой, то в космосе

\

А-В) = gR \> = lim aR = lim (gr- =) =er.
Из полученного равенства

v=y 2gR.

Подставляя значения радиуса Земли Ю=6337 км=6 377 000 м
и ускорения силы тяжести 5==9,81 м/сек”, получаем

0=12.9,81.6 377 000=11 180 м/сек 211 км/сек. -
В действительности сопротивление земной атмосферы ослабит

этот удар и уменьшит скорость тела.
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Выброс вверх
Задача 32; Ракета запущена вертикально вверх с начальной

скоростью ч%и==100 м/сек (рис. 23, а). Сопротивление воздуха замед-
ляет ее движение, сообщая ракете отрицательное ускорение D, pas-

a

t= OV

OV |
ту

t=0 о Ур =100мсек

Время Скорость полета
Я

ное —Ко? (где о — мгновенная скорость ракеты, а А — аэродинами-
ческий коэффициент). Определить время достижения ракетой
наивысшего положения.
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Решение. Силы, действующие в вертикальном прямолиней-
ном полете на ракету, представлены на рис. 23, 6, где Е — сила тяги.

Движение ракеты принимаем условно за движение материаль-
ной точки М.

Тогда общее ускорение ракеты & при движении вверх будет
a= — g—kv*. (1)

dv
a= ———

t

и тогда уравнение (1) примет вид
duGe me Re”). (2)

Разделяя переменные, получим.

du

ere~~
ИЛИ

dv
poe =84%. (3)
|I+ 2

Для интегрирования проводим преобразования уравнения (3):

«(+
ть Fyу.| Ir (o/—) |

ИЛИ

— ajo= 8_ —— 041, (4)
1+ ( Ve

Уравнение (4) интегрируется почленно:

а Е. о
ув]dt.1+ ( x о)

8
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Общее решение уравнения (2)

arctg ( у". —=—ygkt-+C.
Для условий задачи, при 1=0 о==0==100 м/сек, величина

+ —_C=aretg ( /= vo } =arctg 100 / —
Тогда частное решение `

Е | a Rk —arctg = v—arctg 100 в =—] 522. (5)
В момент достижения ракетой высшей точки #{=Т и мгновенная

скорость о равна нулю. Подставляя в равенство (5) 1=Т, v=0
и принимая #=9,81 м/сек?, имеем:

о ЧА, arctg (100)=) arctg (31,32 VR)
Уве 3132Vk = (6)

Итак, ракета достигнет своего наивысшего положения через
время Т, определяемое зависимостью (6).

Падение вниз при сопротивлении среды,
пропорциональном скорости

Задача 33. С некоторой высоты брошено вертикально вниз тело
массой т. Найти закон изменения скорости о падения этого тела,
если на него действуют сила тяжести и тормозящая сила сопротив-
ления воздуха, пропорциональная скорости (коэффициент пропор-
циональности К).

Р.ешение. Задача заключается в определении закона изме-
нения скорости о с течением времени Ё, т. е. = (К.

Из второго закона Ньютона
du
m=

ао .где —#— ускорение движущегося тела, Е — сила, действующая на
тело в направлении движения.
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Сила Ё складывается из двух сил: силы тяжести Ё1=1& и силы
сопротивления воздуха ЁР›= — о (рис. 24).

Итак, уравнение движения

т do —=mg—kvdp ТВТ"

Разделяя переменные, получим
| mdv dvта OR и)

g——

Интегрируем обе части равенства (1):
kd( g————+{ С т ) =—in(g-Lv) +0

-g——— 0т
Решая последнее уравнение относительно а, имеем

in (g—-v) = (С
m

ИЛИ

Аk —— (C—t) —c ——t se
g———v=e™ —=ет е т —С\е т ,

откуда

то mg
y=———-Ce ™ +—2R т k

m *Обозначая постоянную величину a через С*, придем
к уравнению

Е Е ,vu=Cte m +5. (2)
Чтобы найти частное решение, используем дополнительное

условие: при. сбрасывании тела ему придана начальная скорость Vo.
Считаем ее неизвестной. Тогда искомая функция о==|( должна
быть такой, чтобы в начале движения при 1—0 выполнялось усло-
вие V=Uo, Подставляя #=0,= в уравнение (2), получаем
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— prey 8

откуда
и 8С — Vo k e

Итак, искомая функция

Падение вниз при сопротивлении среды, пропорциональном
квадрату скорости

Задача 34. Сила тяжести летчика с парашютом 80 кГ. Сопро-
тивление воздуха при спуске парашюта пропорционально квадрату
его скорости о (коэффициент пропорциональности Е=400). Опре-
делить скорость спуска в зависимости от времени и установить мак-
симальную скорость спуска.

Решение. При спуске действует сила тяжести парашютиста
с парашютом Р=тх (направлена книзу) и сопротивление воздуха,
оказываемое этому спуску Е=—0? (направлено кверху). Таким
образом, равнодействующая сила

R=mg—kv?. (1)

Согласно второму закону Ньютона,

dv .

Приравнивая равенства (1) и (2), получим дифференциальное
уравнение спуска парашютиста:

dv
—_.—mo—pky?m i mg—kv?.

Найдем общее решение

mg — .у +0 |"—gtБА Се?
|
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ИЛИ

y= 78mg waVE
a R

aol т |
Начальное условие: при t=O 9=0, откуда

уг
mg
———<€oa

Е

=Ce?

И произвольная постоянная

C=1.

Закон спуска парашютиста примет при этом искомое выраже-
ние (для вычисления скорости парашютиста)

alev= у"= (3)
y=.+1

Как видно из уравнения (3), правая часть равенства представ-
ляет дробь, всегда меньшую единицы. Предел дроби при #00
равен 1. Таким образом, максимальное значение скорости

——

kgfg, |
2 —Отах== ШТ у".met ae (4)t—>0o0 = Р

т ии
Такой скорости парашютист никогда не достигнет, так как

0—Ошах При #0. Практически дробь формулы (3) уже при
1—2 сек очень мало отличается от единицы, поэтому можно считать,
что максимальная скорость достигается парашютистом через 2 сек
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после начала спуска. Величину максимальной скорости спуска полу-
чаем после подстановки числовых данных задачи в равенство (4):

Umax== yr 27443 см/сек 4,4 m/cex.
Задача 35. Определить скорость, которую будет иметь через

2 сек после начала падения находившаяся до того в покое горизон-

0

г”

4
Рис. 24 Рис. 25

тальная квадратная пластинка со стороной |1 м и силой тяжести
2 кГ. Сопротивление воздуха пропорционально квадрату скорости.

Решение. По закону Ньютона
ах—"_— mg—n2v?m—T= mg—niv (1)
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ИЛИ
ахо= о— 22 >Wf g—kv2, (2)

2где k?= — . Ньютон дал также приближенную формулу для опре-
деления #2 в виде Ш vys |

Q
где $ — площадь проекции тела на плоскость, перпендикулярную
направлению движения, м; () — сила тяжести тела, кГ; у — сила
тяжести 1 м3 воздуха, кГ (сухой воздух при температуре 0°С и дав-
лении 760 мм рт. ст. имеет у=1,293); у — коэффициент сопротивле-
ния, зависящий от формы тела.

Для рассматриваемой задачи у==1,225, у=0,631, $=1 и О=2,
откуда А2==0,386.

Так как скорость.падения

то уравнение (2) примет вид

du
=Е.g—kv2

Интегрируя это выражение с учетом начального условия: при
[—0 9—0, имеем

Veto _ ТЕ!
¥g—kv |

откуда

. 9VE tc Vgt).
IIpu t=2 cex ucKkoMas CKOpOcTb U =5,034 м/сек, что почти не отли-

чается от отак= — 5,038 м/сек, так как при too th(ky¥ gt).
Е

Задача 36. Бомбардировщик начинает пикировать без началь-
ной скорости. Сила сопротивления воздуха пропорциональна квад-
рату скорости. Найти зависимость между вертикальной скоростью
в данный момент, пройденным путем и максимальной скоростью
пикирования самолета.
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Решение. Пусть о — вертикальная составляющая скорости
о

пикирования, а ——— вертикальная составляющая ускорения пи-
а
dtкирования. |

Если Р — сила тяжести самолета, то вертикальная составляю-
щая силы, действующей на самолет, будет Р-Ку?. Масса самолета

Р
m= —.

За время { самолет (рис. 25) проходит по вертикали путь Y.
На основании второго закона Ньютона уравнение движения запи-
шется в виде

тa =P—kv?.
Так как

me—m 22... 9
dt dy dt’

TO

dv dy ,"аи . at —P—kv
ИЛИ

dv
2 =mo dy +kv?—mg—0.

Разделяя переменные, получим
mv du |

те— 9 ()
Интегрируя дифференциальное уравнение (1), имеем:

т | |
——- 9 — 2) —oh In C(mg—kv?) =y. (2)

Начальные условия: при {=0 у=0и о=0, откуда

т

ИЛИ
In C-mg=0

и потенцируя, имеем

Cmg= |
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или, наконец,
|.

C= ——.
mg

Подставляя найденное значение С в уравнение (2), получим

т— In (1— о? =Y.
Потенцируем это равенство:

р _ у
1— 02—е т (3)

Очевидно, что при у->со самолет достигнет наибольшей ско-
рости Omax:

В этом случае
2k—_-— J 1

lime ™ = lim ———=0
оо yro 2h

em

. k1— Unaxr==0. (4)

Из уравнения (4) находим максимальную скорость:

—4—

так= 2
mMUmax= R (5)

Для нахождения искомой зависимости используем уравнение
(3), подставляя значение предельной скорости из уравнения (5).

Тогда
2k

v2 —-—y
— т] 5 е

max

и скорость

| 2h 2gy
О—Umax 1-е ™ =Umax l—e 2U'max,

Е
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$ 9. ПАДЕНИЕ ТЕЛ ПЕРЕМЕННОЙ МАССЫ
Задача 37. Капля воды, имеющая начальную массу Ту ги рав-

номерно испаряющаяся со скоростью и г/сек, движется по инерции
с начальной скоростью % см/сек. Сопротивление среды пропорцио-
нально скорости движения капли и ее радиусу. В начальный момент
(1—0) оно равно ро дин. Найти зависимость скорости движения кап-
ли от времени.

Решение. По второму закону Ньютона
du

PSM ip
где Р — сила, 11 — масса, о — скорость, # — время.

Для решения этой задачи надо учесть, что масса Ш — перемен-
ная величина, зависящая от времени [; о — искомая функция.

Так как капля воды испаряется со скоростью пи г/сек, то в мо-
мент времени { масса капли будет равна

ТП — Ио— АЕ, (1)
Сила, действующая на каплю, есть сопротивление среды, кото-

рое по условию задачи пропорционально VR, T. e.
F=kvR, (2)

где А — коэффициент пропорциональности.
Ввиду испарения капли воды ее радиус зависит от времени и от

массы. Принимая удельный вес воды равным единице и каплю ша-
ровой формы, можем записать, что масса капли

4т= лАЗ.
Отсюда 3ГЗт_

R=] An
или, учитывая соотношение (1),

З(то—пий.R= jo (3)
Значение (3) подставляем в равенство(2), откуда

о /Sort
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Начальные условия: при #=0 РЕ=ри 9==90. Отсюда

3mfo=kvo / in
и коэффициент пропорциональности

fo
Vo ЭП

Подставляя найденное значение А в уравнение (4), имеем

ЕГо 40 [ito — mut fo
Uo 310 Mo Vo

Так как сопротивление среды направлено в сторону, противо-
положную движению капли, то дифференциальное уравнение дви-
жения капли примет вид

du у Mo—mt р(пи—пий Е ——9 Mo .
Vo

После разделения переменных

dv fo у Mo—myt
oe dtо Vo Mo (to —myt)8

ИЛИ

ВИНЕ (5)
оИя

Интегрируя уравнение (5), получаем

fo 3Mo .Inv e124 tinС. (6)
Vo ПоПи

Потенцируя уравнение (6), имеем общее решение

3 fo о па

v=Cer ™ mo
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Начальное условие: при {—=0 =. Отсюда
3fo

90 — Се Vom,

3fo

C=vpe та.
Тогда искомая скорость

3 —

3О
U=U0 т130 то

$ 10. КРИВОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ (КРИВАЯ ПОГОНИ)
Задача 38. Судно выходит из точки О и с постоянной скоростью

плывет по направлению прямой Оу (рис. 26, а). Одновременно
(1[=0) из точки A, расположенной на расстоянии ОА= а от судна,
выходит вдогонку на пересечение катер, плывущий со скоростью,
дважды превышающей скорость судна. Найти уравнение описанной
катером кривой погони и минимальное время, необходимое для до-
стижения судна.

а дJ | у

Х

Решение. Пусть хи у— координаты катера в момент 7;
в этот момент судно находится в точке В и прошло путь ОВ=

. (рис. 26,6).
Пусть /— длина дуги АС. Вычислим угол наклона касатель-

HOW oy в точке С:
dx

d BD t— —Иаа(29) =9
ах CD x x
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С другой стороны, [=29{. Таким образом,

у——м’
dx x

dy [ ~
——y=——. |* dx 2 (1)

Как известно, длина дуги

dl=y 1+y” dx.

Дифференцируя уравнение (1), получаем
dy d?y ау _ | dl
dx drs dx dx 2 dx

или, подставляя выражение длины дуги, находим
dy’ | ОИ

— 2x ax 5 у1- у”.
Разделяем переменные:

ит de ,
п 2х ”

Интегрируем уравнение (2) почленно, откуда

In(y’+ ¥ 1+y?)= = шх-С.
Определяем величину С, используя начальные условия: при

1—0 y’=0ux=a. Takum o6pasom,

0O= —Ina+C

— — = In a.
Тогда

In(y’+ 1-Ру) = = In x— >; In «=т|/^-
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После потенцирования

т — (3)
| __ а

и ix’
y+ V¥1+y? *

Продолжаем преобразования

ИЛИ

y’—V+? —у“
(y’+V1+y7) (y’—V14+9?) *

y’—Yl+y? у“
Fxy’*—|—y”

И тогда

тy—Vi4y2=—J4 (4)
Сложив равенства (3) и м и разделив результат на 2, получим

&-Цу-У
ИЛИ

ИЛИ

— —Уах-ЕС. (5)

Для нахождения частного решения используем начальное усло-
2aвие: при х=а у=0. Таким образом, C=3 уравнение иско-

мой кривой
— «yx ахan 20.

37a 3
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Катер догоняет судно при х=0. Отсюда, полагая в равен-
стве (5) х=0, найдем путь, пройденный судном,

_24.У— 3
и искомое время

Е
о

2аt= = 35°

$ 11. ВРАЩЕНИЕ ТЕЛ В ЖИДКОСТИ

Задача 39. Замедляющее действие трения на диск, вращаю-
щийся в жидкости, пропорционально угловой скорости вращения
(рис. 27). Найти зависимость угловой скорости от времени, если из-
вестно, что диск, начав вращаться со скоростью 200 об/мин, по исте-
чении | мин вращается со скоростью 120 об/мин.

Решение. Пусть & — угловая скорость вращения диска,
©об/мин; К — коэффициент пропорциональности; —/—`— изменение

угловой скорости вращения диска в жидкости. at
Силовому воздействию вращения оказывает сопротивление

‚переменное трение, возникающее при вращении диска в жидкости
и зависящее от изменения скорости вращения.

Таким образом, из уравнения действующих сил

dwdt —ko= 0
ИЛИ

do =k.dt
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Разделяя переменные, получим

£0 _ pat,
@ 5

и, интегрируя,
In o=ki+1n C.

После преобразований
©In Co —kt,

oe
Общее решение уравнения

w=Cert,

Необходимо определить значения С и коэффициента пропор-
циональности R.

Из начальных условий:

to=0 мин, wo=200 об/мин;
41 mun, o1=120 06/mun.

Тогда
© (0) =Се`‘=200 и С=200.

Далее, имеем
w(1) =Ce* -4= 120.

Из этого равенства определим величину R:

200е*=120 или её= 2
откуда

3k=In 5.

Искомая зависимость угловой скорости от времени

tthe In 2 3wm=200e $ =200(е 5)'=200 (=)
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$ 12. ЗАКОН ВСЕМИРНОГО ТЯГОТЕНИЯ

Выстрел снаряда на Луну

Задача 40. На основании закона всемирного тяготения иссле-
довать возможность достижения Луны путем выстрела снаряда
космического корабля из гигантского орудия. Определить началь-
ную скорость, которую необходимо сообщить снаряду для достиже-
ния Луны. Среднее расстояние от Земли до Луны а=384 395 км;
радиус Земли Юз=6377 км; ускорение силы тяжести Земли в =
—9,81 м/сек?; ускорение силы тяжести Луны &л==1,62 м/сек?
(около 1/6 5); масса Земли тз=81,53тл, где тл — масса Луны.

Решение. Хотя практически такой способ транспортировки
тел на Луну непригоден и для этой цели используются космические
ракеты, тем не менее задача представляет теоретический интерес,
в частности, для определения той громадной скорости, которую
орудие должно сообщить снаряду для достижения Луны.

Сила взаимодействия Е любых двух тел во Вселенной прямо
пропорциональна произведению их масс и обратно пропорциональ-
на квадрату расстояния между ними:

Rinymy

ГДе 1781,112 — массы тел, 4 — расстояние между ними, А — коэффи-
циент пропорциональности (постоянная тяготения).

В основу исследования положим следующие предпосылки:
1) Земля и Луна являются шарообразными телами с радиуса-

ми соответственно Ази Али массами тз и тл;
2) снаряд (или космический корабль) массы т выпускается-

из вертикально расположенного ствола к центру Луны с начальной
скоростью 90;

3) вращение Земли и Луны не принимается во внимание;
4) влияние Солнца и других планет не учитывается;
5) сопротивление атмосферы не принимается во внимание.
Согласно рис. 28, принимая направление от центра` Земли

к Луне за положительное, на основании закона всемирного тяготе-
ния и соотношения (1), имеем
о Ч _ km3m kmym
ТЕТip = ERs)? (atRar)?

™ a? km kmFo 3 JIdt? = =— (r+-R3)? + (a+Ry—r)? (2)
Равенство (2) показывает, что результат не зависит от массы

снаряда (космического корабля).
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Выразим произведение Атз общепринятыми величинами. Оче-
видно, что сила притяжения массы т к Земле равно весу тд.
Отсюда, согласно соотношению (1),

km3m —т
в "8

ИЛИ

ЕТз= 6Кз>. (3)
Аналогично, обозначая через л ускорение, вызванное притя-

жением Луны, получим
kmy=gyRno’. (4)

Подставляем выражения (3) и (4) в уравнение (2):
ar —__ сз? gnRr?dtz (r-+R3)? т (а-Кл—г)? (5)

Начальные условия: при 1—0 г=0Ои а —0. Так как урав-
нение (5) не включает в себя переменной 2, то примем = =U,
откуда |49 __ gR3" 4 вл?

4 (7-Вз)? (аКл-г)?`
Интегрируя, получаемy2 d(r HRs) | d(a+Ry—r)—- Тв> РлКл”Вл?| 5 С:2 (r+R3("+Вз)?. (a+Ryr—r)
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a.
или, обозначая 2С.=С,

2gR32 2gnk xr" |
г--Кз a+Ry—r

Начальные условия: при #=0 г=0, о=. Отсюда

28лКл?
а--Кл ©

Подставляя найденное значение постоянной интегрирования,
получаем уравнение

+С02—=

С=—28Кз—

2елКл?
a+Ry ’

2enkyn?pi28 28aKa
at+Ry—rr+R3

которое дает возможность определить мгновенную скорость у.
Определим начальную скорость (у дула) орудия, необходимую

для достижения нейтральной точки (расположенной между Землей
и Луной, в которой притяжение равно нулю) с нулевой скоростью.

Положение этой точки, обозначаемое г==Гн, определяется из
уравнения

+. +—28Кз— (6)

тз My

(ra tRs)? (@+Rn—ra)?’
полученного после приравнивания нулю (так как в нейтральной точ-
ке скорость нулевая, следовательно, ускорение также равно нулю)
правой части уравнения (2). Так как при Гг=/н 9==0, то из урав-
нения (6) получаем

(7)

28лКл? 28лКл? 2gR3"

Так как по условию тз=81,53тл,то уравнение (7) запишется
81 03M __ my
(tfat+Rs)? — (@+-Ra—ra)?

ИЛИ

81,53 1
`(’н--Аз)? (а-Юл-гн)?`

Разрешаем последнее равенство относительно ги:
9,03 (а Юл) —Юз

Ин — . .." 10,03 ee (9)



$ 12. Закон всемирного тяготения 91

Подставляем выражение (9) в равенство (8):
20,06 лЮл? 20лЮлг 20,062Ю322 — — . (1000—28 3 at+Ry+R3 a+Ry 9,03 (a+Ry+3) (10)

Ha основании соотношений (3) и (4), а также того, что Тз==
—81,53тл, получаем

&Кз?=81,538 лКл? (11)
и так как вл^ в то

~ 16Ry~ 9,03 Юз. (12)
Подставляем соотношение (11) в уравнение (10):

201,202 32 2gR3?
81,53(a+RatRs) |6153(a+Ra) (9)Up? == 2gR3—

1Так как а^60Юз и, согласно соотношению (12), Юла — Юз,
то уравнение (13) записывается: 4

201,205Кз 2032— _ —vo = 28Ra~ 31 53.6155 = 8153.60.55
— 2gR3(1—0,02-++0,0002) =2¢R3(1—0,01)?

ИЛИ

бо=7 25Юз (1—0,01).
Следовательно, скорость, необходимая для достижения ней-

тральной точки, приближенно равна

vo=0,99 ¥ 2gR3.
Подставляя данные значения б и Аз, находим, что начальная

скорость
Оо А11,1 км/сек.

Из уравнения (10) можно найти скорость, которую должен бы
иметь снаряд (космический корабль), чтобы покинуть Землюи ни:
когда больше не возвращаться, не принимая во внимание влияния
других планет, Солнца или еще каких-либо тел (т. е. при условиях,
принятых в начале задачи).

Для определения этой скорости необходимо в уравнении (10)
принять @л=0и а—>оо. Тогда
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20,065Юз2_ —00—28 9,03 (a+Rn+R3)
И

lim Uo?= 28R3,
откуда

002—256ЮЗ -
ИЛИ

00—17 25А-.

Таким образом, эта скорость только Ha 1% больше скорости,
необходимой для достижения нейтральной точки.

Выброс вверх материальной точки
Задача 41. Определить скорость материальной точки, запускае-

мой в направлении, радиальном к Земле, и находящейся под воз-
действием лишь силы притяжения Земли.

Решение. Предполагаем, что движение материальной точки
начинается на прямой, проходящей через центр Земли. |

Согласно закону всемирного тяготения, ускорение материаль-
ной точки должно быть обратно пропорциональным квадрату ее
расстояния до центра Земли. Пусть г — переменное расстояние точ-
ки от центра Земли, К — радиус Земли. Если обозначим # — время,
о — скорость материальной точки, а — ускорение и А — коэффи-
циент пропорциональности, то

dv k
— ——ee

а т’

Ускорение отрицательно, так как скорость убывает. Поэтому
постоянная ^ тоже отрицательна. При г=А ускорение материаль-
ной точки а=—4, т. е. равно ускорению силы тяжести на поверх-
ности Земли. Таким образом,

откуда
gR?a= — 72

Выразим ускорение в виде функции скорости и расстояния.
о rИмеем зависимости а= Te И = Я: Следовательно,

du dr = dv dv
dt dt dr.dr’
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так что дифференциальное уравнение для скорости имеет вид

40 _ ВК?
dr |

Разделим переменные:
dr— 2vdu=—gR a

откуда после HHTerpHpOBallHA NOWY4YHM

U2 gk2
ni

ИЛИ
2и EE 4, (1)

где С=2С..
Предположим, что материальная точка отрывается от поверх-

ности Земли с начальной скоростью %. Тогда начальное условие:
при г=АЮ 9==%, откуда после подстановки этих значений в урав-
нение (1) получаем -

C= 002—205Ю.
Итак, закон движения материальной точки, запускаемой в кос-

мос с начальной скоростыо и, будет
2.02— Е 4-06 2gR. (2)

_ Ha поверхности Земли (при г=Ю) скорость 9==0 положи-
тельна. Исследование правой части уравнения (2) показывает, что
скорость материальной точки UV остается положительной тогда
и только тогда, если

002—265 Ю >0. (3)
Так как скорость, заданная уравнением (2), должна быть поло-

жительной (если удовлетворено неравенство (3)) и не может исчез-
нуть, то она является непрерывной и положительной при r=—R.
С другой стороны, если неравенство (3) не удовлетворяется, т. е.
00—25< 0, то должно существовать критическое значение_г, при
котором члены в правой части уравнения (2) равны нулю. Это изме-
нило бы скорость с положительной на отрицательную и материаль-
ная точка могла бы вернуться на Землю.

Материальная точка запускается с Земли со скоростью 9 так,
что при %—725Ю будет отрыв от Земли. Поэтому минимальное
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значение такой скорости отрыва

Ост= 2gR

называется стартовой скоростью.
° Так как радиус Земли Ю==6377 км, ускорение силы тяжести

на поверхности Земли &=9,81 м/сек?, то стартовая скорость для
Земли составляет

V3.cr=J 2-9,81 6377© 11,2 Km/4.
Гравитационное влияние других небесных тел — Луны, Солнца.

Марса, Венеры и пр.— в этой идеализированной постановке задачи
не учитывается.

Если под материальной точкой подразумевать идеализацию
баллистической ракеты, то надо учитывать дополнительные эле-
менты, в частности, сопротивление атмосферы.

$ 13. РАДИОАКТИВНЫЙ РАСПАД

Задача 42. Скорость’распада радия прямо пропорциональна
наличной его массе. Определить, какой процент массы И радия
распадется через 200 лет, если известно, что период полураспада
радия (период времени, по истечении которого распадается поло-
вина наличной массы радия) равен 1590 лет.

Решение. Скорость распада радия измеряется его количе-
ством, распавшимся в единицу времени. За малый промежуток вре-
мени ДАТ, истекший с некоторого момента времени Ь количество
распавшегося радия равно kmAt, roe т — количество радия в дан-
ный момент, Е — коэффициент пропорциональности. Это же количе-
ство, взятое с отрицательным знаком (масса убывает), равно при-
ращению массы за время Ай:

Am==—kmAt. (1)
Обе части равенства (1) делим на А? и переходим к пределу

при А:-0. Тогда

т: Am _ ат —=—Ат
лк At dt

Разделяем переменные:

ат |——=— АЕ 2= kdt (2)
Интегрируя уравнение (2), находим

os In m=—hit+1nC
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или после потенцирования

m= Ce-*t, (3)
Начальное условие: т=, при 1=0, где то — масса в началь-

ный момент {==0.
Подставляя эти величины в уравнение (3), имеем

My=Ce-* °°,
откуда

C=Mo.

Уравнение (3) представляется теперь следующим образом:
m=moet,

График этой функции показан на рис. 29. Коэффициент Е опре-
Тоделится из дополнительного условия: при Т=1590 т== 5

Таким образом,
По Me1590h
2

ИЛИ
—1590k=—In2, k=0,00044.

Искомая функция
т (1) — 70е-0.000441,

Количество радия, не распавшегося через 200 лет,
т (200) == mye-9:00044 - 200— rrye-0,088— 0,91 510.

Следовательно, через 200 лет распадется лишь 8,5% радия.

$ 14. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЗАРЯДЫ

Потеря заряда проводником

Задача 43. Изолированному проводнику сообщен заряд Qo=
—1000 к. Вследствие несовершенства изоляции проводник посте-
пенно теряет свой заряд. Скорость потери заряда в данный момент
пропорциональна наличному заряду проводника. Какой заряд оста-
нется на проводнике по истечении времени {=10 мин, если за пер-
вую минуту потеряно 100 к?

Решение. К моменту ЁЕ заряд проводника равен @. Скорость
потери заряда в этот момент равна ——.. Так как эта скорость
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пропорциональна заряду Q, то дифференциальное уравнение
процесса

AQdi #8:
где А — коэффициент пропорциональности.

mi

Puc. 29 Puc. 30

Интегрируя это уравнение, получим общее решение
Q=Ce*t,

Начальное условие: при #=0 О=@,. Отсюда
ЧФи= Се" ‘0

И
C= Qo.

Следовательно, закон протекающего процесса
Q= Qoe-*t.

Согласно дополнительному условию, при f=|
О=900 к,

откуда
900= 1000е-—*`1, e*=—0,9.

Подставляя найденное значение в общее решение, получим
Q= 1000-0,9¢.

Таким образом, через 10 мин на проводнике останется заряд
Я=1000.0,919~348,7 к.
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Эквипотенциальные линии электрического поля
Задача 44. На расстоянии а друг от друга в точках ДА и В сосре-

доточены два равных разноименных заряда --д и —9. Приняв точку
А за начало координат и направив ось х по линии АВ, составить
уравнение семейства эквипотенциальных линий электрического по-
ля, создаваемого указанными зарядами.

Решение. Эквипотенциальные линии, или линии равного
потенциала, ортогональны силовым линиям поля. Силовая линия
в Любой своей точке направлена по вектору электрической силы,
действующей на положительный заряд, помещенный в эту точку.

Пусть в точке М(х, у) поля помещена положительная единица
заряда (+1). .

По закону Кулона на эту единицу действуют силы (рис. 30):

qPash

q“= р»,
где Е — диэлектрическая постоянная среды. —

Проекции этих сил на соответствующие оси будут:

Prk —- с0$ ф=

Py=k ——dl sin p= kg
—хer Re COs goR:

Qy=k&sin 0=—kq |К? Re
Здесь

с0$ ф= * ino= 9`ф=— Г ) S ф— Г 9

со$ 9= > sin 8@= р.
Составляющие равнодействующей силы Ё равны

а—х х(К3—1з) аз
Юз =k r3R3 >Fy=Px+Qx=kq (
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y у y (R°—r*)Fy=Py+Qy=kq (= R3 =kq ——yp3r3R3

Направление этой силы (угловой коэффициент)

Fy y (R°—r*)tg 6— =Px x (R8—r3) tars

Такое же направление имеет силовая линия в точке М(х, у).
Направление в этой точке эквипотенциальной линии, как ортого-
нальной к силовой линии, будет

x (R8—r3) tars
y (R3—r3)tg = —

С другой стороны,
tg он==

Таким образом, дифференциальное уравнение искомого семей-
ства эквипотенциальных линий

dy х(Кз—1з) {азGe = Ro (1)
Введем повые перемеппые Ки г, полагая

К= (а—х)?-у?, |
pe x2 y?,

Дифференцируя последние равенства, имеем

Ка —— (акухни, | 0)
rdr—xdx-+ydy.

M3 cuctembl (2) ompeneaum dx, dy u oy.
de— rdr—RdR |

а

(a—x)rdr+xRdRdy= ay (3)
dy (a—x)rdr+xRdR |
‘dx у(4—Вав) ` |
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Сравнивая уравнение (1) с уравнением (3), получим
(a—x)rdr+xRdR x (R§—r) | агз
y(rdr—RdR) ~ у(®—в)

или после упрощения

Ю?4г= "АК,
т. е. дифференциальное уравнение с разделяющимися переменными,
откуда

dr dR
> = (4)Г R2

Интегрируя уравнение (4), получим общее решение
1 1———_=С,

rR

которое указывает на основное геометрическое свойство эквипотен-
циальных линий рассматриваемого поля.

Разность величин, обратных расстояниям текущей точки от
заряженных центров поля, есть величина постоянная. Переходя
к декартовым координатам, получим уравнение искомого семейства

1 1

Vaxtye Yety
=C,

$ 15. ПОВЕРХНОСТЬ ФРЕЗЫ

Задача 45. Острозаточенная фреза имеет форму, показанную
на рис. 31. После использования шлифуется ее передняя грань АС.
Поверхность, сечением которой является кривая АВ, должна быть
такой, чтобы угол а между радиус-вектором произвольной точки
кривой и касательной к кривой АВ в этой точке оставался постоян-
ным. Найти уравнение кривой АВ.

Решение. Пусть уравнение искомой кривой в полярной си-
стеме координат г=](ф) и полюс совмещен с началом прямоуголь-
ной системы.

Рассмотрим геометрический смысл производной
Аг аг

r = lim — = —=/’Аф-0 Аф dp (Ф)
уравнения кривой г==|(ф) в полярной системе координат.

Пусть Р/ и Р две точки кривой г=|(ф), которые в пределе при
Аф—0 совпадают (рис. 32). Перед переходом к пределу радиус-
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вектор точки Р и секущая Р\Р образуют уголар. При переходе этот
угол переходит в угол ф, образуемый радиус-вектором точки Р1 и
касательной, проведенной в этой точке, т. е. ф==Ит wp. Следователь-

° Аф—>0
но (см. рис. 32):

—. BP, rAq Г

Ag

a У! г-К®) ХР .
у

A Я y
7 ГАР р

р . fj
0 ——LY) 4 67‘

о 0 —
Рис. 31 Рис. 32

Таким образом, после предельного перехода

m_—.
Аф Ago Ag

В условиях задачи углу 4 соответствует угол & и, следо-
вательно, °

r

ват,
откуда после разделения переменных

drtg a р =dg. (1)
Интегрируя равенство (1), имеем

tg a In r=q+tCy
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или |
Inr= (9+Ci)ctg a.

Потенцируя равенство (2), получаем уравнение
r= е(Ф-С1)св а — ef ctg a eC, ctg a— CeP® ctg0,

где С==есС! ва.
Искомая кривая является логарифмической спиралью.

$ 16. ТРЕНИЕ РЕМЕННОЙ ПЕРЕДАЧИ

Задача 46. На барабан радиуса г натянута ременная передача,
нагруженная силами.Рои Ёл, так, что ZAOB=«@ (рис. 33, а). Благо-
даря трению между цилиндром и передачей даже значительно мень-
шая сила Ру может уравновешиваться большей силой Fy. Найти
наибольшую силу ЁР1, которая может быть уравновешена силой Ро,
если коэффициент трения равен и.

Решение. Рассмотрим на барабане произвольную точку М,
в которой действует переменная сила РЁ, а рядом в точке М; пусть
действует сила Р-НА (рис. 33,6).

Для определения силы трения на дуге ММ! необходимо найти
пажим ЯМ, который равен

dg dep _ a dep

При малых углах

и тогда
dp 1аМ=2Е—- + > aFdg. (1)

Второй член в правой части уравнения (1) можно отбросить,
как величину бесконечно малую высшего порядка, чем аф. Тогда

АМ=Раф.
Так как и — коэффициент трения, то сила трения

В начале скольжения
Е--аю =Е--аЕ

и Еа ф=аР,
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Таким образом, дифференциальное уравнение трения передачи
dF FFdp и

или после разделения переменных

dF

>

Puc. 33 Puc. 34

Интегрируя это уравнение, имеем

In F= иф-- Cy
или общее решение

Е= Сен®. (2)

Начальное условие ф=0 Е==Ро определяет произвольную по-
стоянную С=Рь, и тогда уравнение (2) принимает вид

Е=Роен®.
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Для наибольшего значения силы Р=Р: при ф=о получаем
искомую величину

Е= Роен®.

Суммарная сила трения равна разности сил Р\ и Fo, T. e.
R=F,—Fo=Fo(ee*—1).

$ 17. ИСТЕЧЕНИЕ ЖИДКОСТИ ИЗ СОСУДОВ

Цилиндрический сосуд

Задача 47. Заполненный водой цилиндрический сосуд высотой #
и площадью дна Е имеет в дне отверстие, площадь,которого [.
Найти время истечения воды через отверстие.

Решение. Пусть в момент { высота воды в сосуде над пло-
щадью | составит х (рис. 34). За время АЁэта высота изменится на
величину —ах. За это время вытечет вода объемом —РаАх.

С другой стороны, этот объем воды равен объему столба воды
с основанием [ и высотой о4\1, где о — скорость истечения, т. е. объем
papeu fudt.

Скорость истечения определяется по формуле

= 25,

где # — глубина погружения отверстия в данный момент, & — уско-
рение силы тяжести.

В нашем случае д=х и поэтому 9=7 25х. Следовательно, иско-
мый объем

fudt==f y 2gx dt.
С другой стороны, этот объем можно представить. так:

—Fdx=f y 2gx dt
ИЛИ — Е , dx —dt

Г 725%
откуда после интегрирования получаем общее решение

Е 1/2х .{——у+С. (1)
i g

Начальное условие: при #=0 х=й, откуда
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0= — а 2h +C
ИЛИ

cn FYE
Г g

Подставляем значение постоянной интегрирования в равен-
ство (1), и тогда закон процесса

= 2оу»)
В момент опорожнения сосуда 1[=Т и высота воды в сосуде

хХ—0, откуда искомое время

= 2 91-70
ИЛИ

Е 1/2.
~ fF Fg’

Задача 48. В дне цилиндрического резервуара, наполненного
жидкостью, образовалась щель (рис. 35). Принимая скорость исте-
чения жидкости пропорциональной высоте уровня ее в резервуаре
и зная, что в течение первых суток вытекло 10% содержимого, опре-
делить время истечения половины жидкости.

Решение. Пусть Ю — радиус резервуара; ЙА — высота;
х — высота уровня жидкости в резервуаре по истечении # дней.

Тогда объем жидкости в резервуаре в момент # равен лА2Х,
[х-di По условию эта величина

пропорциональна х, так что дифференциальное уравнение задачи
а скорость изменения объема лА?

лА?“dt =kx,
где А — коэффициент пропорциональности.

Разделяя переменные, получим
2_лК?ах_ — bd}
x

или, проинтегрировав, находим

mR? In x=kRt+C. (1)
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Начальное условие: при #=0 резервуар полностью наполнен,
так что х=й. Следовательно,

nR2 Inh=C

и уравнение (1) примет вид
wR? In x=kRt+nR2Inh

ИЛИ

х
21”дЮ? [п i — kt.

Рис. 35

9Дополнительное условие: при #=1 x=10” и тогда коэффи-
циент пропорциональности

9Ь 21 ©.—лАЮ то.

Для рассматриваемого случая (при x= 5) искомое время
2 —_— —_

ee ETO
10

Итак, для истечения из резервуара половины жидкости через
щель потребуется 6 суток 14 часов.
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Сферический сосуд

Задача 49. В дне котла, имеющего форму полушара радиуса
К = 1 м и наполненного водой, образовалась щель площадью
а==0,25 см?. Найти время истечения воды из котла.

Решение. Пусть в момент Ё глубина погружения щели x
(рис. 36). За короткое время 4 эта глубина изменится на величину
—х, так как процесс убывающий.

Sey :
[=F |
6
Puc. 36

За время 4 вытечет вода, объем которой равен

—ло? dx, (1)
где р — радиус сечения котла на уровне х.

С другой стороны, тот же расход воды равен объему столбика
воды с основанием с и высотой о@ где о — скорость истечения.
Схематически это представляется: о (площадь сечения) Жо (ско-
рость истечения) ЖА (времяистечения) =о® (расход воды в еди-
ницу времени) ХаЁ (время истечения) —ovdt.

Скорость истечения =] 2ах, где х — высота столба воды над
отверстием в данный момент, & — ускорение силы тяжести.

Следовательно, искомый объем

оу 2ех 4. (2)

Приравнивая выражения (1) и (2), получаем

—по?Ах== |] 2g¢x dt. (3)

На основании теоремы Пифагора
2— R2— (R—x)?—=2Rx—x?. (4)
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Подставляя соотношение (4) в равенство (3), получим диффе-
ренциальное уравнение процесса

—n(2Rx—x2)dx=o ¥ 2gx dt.
Разделяя переменные, имеем

dt=— —~— (2R хх х)ах.
oy 2g

Проинтегрировав, найдем общее решение

4 р0=——2— (2R-R?-=R?)+€
oy 2g

И

5с“ = К?
oy 2g

Итак, закон процессаистечения

5 3 5

mien fedebao ¥ 2g

В момент опорожнения #=Т, х=0 и искомое время истечения

l4nR2 R
150 22

Подставляя числовые значения, получаем

14-1002 100T= 15.025 5.981 296 376 сек =7 ч 19 мин 36 сек.
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$ 18. НАПОЛНЕНИЕ СОСУДОВ

Задача 50. В резервуар глубиной 4 м, имеющий в поперечном
сечении форму квадрата со стороной 6 м, стекает вода со скоростью
10 м3 в минуту. Найти время наполнения резервуара, если одновре-
менно из него вытекает вода через имеющееся в дне квадратное
отверстие со стороной 1/12 м.

Решение. Пусть к моменту времени Ё в резервуаре уровень
воды будет Й. За время 4Ё он повысится на ай, а объем воды увели-
чится на 36 ай. В резервуар по условию втекает 10 м3З/мин воды.
Поэтому скорость повышения уровня воды в резервуаре будет

J—_ — dt=36 м/мин или 516 м/сек. Объем 8 ppems АЁ равен O16 -36dt=
== dt, 3a 3TO Ke BPeMA BbITeKaeT 144 J 2gh dt Boul.

Итак, уравнение процесса

| _ 0,6збаи= (-—— 14 y2gh)at
или после разделения переменных

Sou =dt, (1)
—— ой6 иvat 26

Интегрируя уравнение (1), получаем

12 72{— Jn в ———_.—— 06_В. то ?(44-738) 1—6 14128 Tag
При А=4 м искомое время

[214,7 мин.

$ 19. УСТАНОВЛЕНИЕ УРОВНЯ В СООБЩАЮЩИХСЯ СОСУДАХ

Задача 51. Два сообщающихся сосуда имеют форму параллеле-
пипедов, у которых площади оснований $ и $4 (рис. 37). Найти
время установления одинаковых уровней жидкости в сосудах, если
$—=5,==100 м?, начальная разность уровней й=2,5 м, площадь от-
верстия между сосудами о=0,5 м?, коэффициент гидравлического
сопротивления |=0,62.

Решение. Количество жидкости, теряемое первым сосудом,
равно количеству жидкости, полученному вторым сосудом.
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Поэтому
—Sdz= Sid2,

отсюда.

551 dz.42—42!=
4

В течение времени dt через отверстие АВ площадью ® пройдет
[

no 722(2—2)4Ё жидкости, и поэтому дифференциальное уравнение
задачи

—Sdz=yo y 2g (z—2:)dt
или

no —— dz
у=—га

Полагая =—21==и, получим

du==dz—dz,= SHS dz,
S1

откуда
Sidudz= 95,

Вследствие этого уравнение (1) примет вид
$ аи
S+S; yu

NO порн< ) 2g dt=
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а отсюда
0 h

yo _—,_ $ du Si. du8 9g T= 551 уи S48, > Ти (2)

Интегрируя дифференциальное уравнение (2) и подставляя
числовые значения, находим

T= SS1 7 2h — 114,5 сек.
no(S+S1)Vg

$ 20. КРИВАЯ ДЕПРЕССИИ

Задача 52. Определить уравнение кривой, по которой распола-
гается уровень грунтовых вод вблизи круглого колодца, простираю-
щегося до непроницаемого слоя (рис. 38).

J
ABEN KONO. К АЛК М
ВЕ | РЕ

TIONi

р eh

Рис. 38

Решение. Пусть АВ — поверхность земли; СО — поверх-
ность грунтовых вод до устройства колодца; ЕР — водонепроницае-
мый слой, ограничивающий снизу поток грунтовых вод.

Если высота воды в колодце поддерживается вычерпыванием
на постоянном уровне СН, то поверхность грунтовых вод вблизи от
колодца понижается определенным образом.

Линия поверхности грунтовых вод СР переходит в две искрив-
ленные ветки С’С и О’Н, которые замыкаются на уровне воды СН.
Поверхность уровня грунтовых вод представляет собой поверхность.
вращения вокруг оси Оу меридиональной линии СС’ или НО’.

Кривая НО’ определяется на основании эмпирического прави-
ла, по которому скорость 9 течения воды в точке Р пропускающего
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(дренирующего) грунта пропорциональна наклону кривой в точ-
ке М’, лежащей на вертикали точки Р.

Обозначая коэффициент пропорциональности через А, получим
выражение скорости:

dyU=k“dx

Через боковую поверхность unaHHapa N’NMM’ радиально
внутрь протекает количество воды

ауQ=2nxyv= 2nxykTe” (1)

которое для всего цилиндра радиуса х равно расходу воды
в колодце.

Разделим переменные в дифференциальном уравнении (1):

ах Ink d

Интегрируя, получим

Кшх= “о ЕС. (2)
Постоянную интегрирования находим из условия, что кривая

поверхности О’Н переходит в поверхность колодца СН.
Если диаметр колодца 2/, а глубина воды в колодце й, то при

x=r y=h, T.e.
леIn ———h2 СО +

ИЛИ

С— п г— mk he. (3)
Постоянную интегрирования (3) вводим в уравнение (2) и по-

лучаем уравнение искомой кривой

де
In — = — (y2—h2О (у )

ИЛИ

Q x2— _ —___ 2=F In ; +h
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$ 21. ОБЕДНЕНИЕ РАСТВОРА
Задача 53. Через сосуд емкостью а л, наполненный водным

раствором некоторой соли, непрерывно протекает жидкость, причем
в единицу времени втекает 6 л воды и вытекает такое же количество`
раствора. Найти закон изменения содержания соли в сосуде в зави-
симости от времени протекания жидкости через сосуд.

Решение. В данный момент времени { в сосуде содержится
х кг соли, следовательно, в каждом литре раствора содержится

bxx— K@ COMH, aB 6 muTpax —— Ke.
a

Если бы в течение единицы времени, начиная с момента & кон-
центрация раствора`оставалась неизменной, какой она была в мо-
мент & то количество соли в сосуде за эту единицу времени умень-

X ‘шилось бы на а ке, такова скорость уменьшения количества соли
‚в сосуде для момента {.

С другой стороны, производная

dx x(t+At)—x(t)
“dt too At

равна скорости прироста количества соли в момент ?, NOSTOMY CKO-
рость уменьшения количества соли в момент {равна —cam

Итак,
ах bx
а

Разделяя переменные, получим

dx 5—— =— — dt,
а

откуда
bInx=— — t+In C,.

Потенцируя, найдем
_ 20,

x=Cie a (1)

где С, — произвольная постоянная.
Предположим, что в некоторый начальный момент #=0 коли-

чество соли в сосуде равно с кг.
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Полагая в равенстве (1) #=0, найдем

Ci=C.

Искомый закон изменения содержания соли
b

t
X==ce ®%

$ 22. РАСТВОРЕНИЕ ТВЕРДЫХ ТЕЛ

Пусть при постоянной температуре скорость растворения твер-
дого тела в жидкости пропорциональна количеству этого вещества,
еще могущего раствориться:до полного насыщения жидкости.

Пусть Р — количество вещества, дающее насыщенный раствор;
х — количество растворившегося вещества.

Тогда дифференциальное уравнение процесса

ахАР —=А(РЬ—х),
где К — эмпирический коэффициент пропорциональности, # — время.

Разделяя переменные и интегрируя, находим

х—=Р--Се-м. (1)
Начальное условие: при {=0 х=0, откуда

0—=Р-ЕСе-*‘9

и постоянная интегрирования

С=-Р. (2)
Подставляем выражение (2) в общее решение (1) и получаем

закон зависимости количества растворившегося вещества от вре-
мени:

x==P(1—e-*?),

Растворение вещества при прохождении жидкости

Задача 54. Резервуар наполнен 75 л сусла, содержащего 3 ке
растворенного сахара. Приток воды составляет 4 л в минуту, а рас-
ход смеси из сосуда 2 л в минуту. Концентрация поддерживается
равномерной посредством перемешивания (рис. 39). Найти количе-
ство сахара, которое будет содержаться в резервуаре через 25 мин.
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Решение. Пусть х — количество сахара в резервуаре в мо-
мент В, кг; { — время, отсчитываемое от начального момента &, мин:
—4х — количество сахара, выходящее из резервуара за время 4(знак минус обусловлен тем, что х — убывающая функция Bpe-
мени), кг.

К моменту Ё в резервуар поступило 4Ё л воды и вышло 9Ёл
сусла. Увеличение сусла составляет 2 л.

(=4л/мив Apu [= 0мин [= л/мин t=25MUH

4| Л/Сек

|||
|

J ||мешалка
Таким образом, общее количество жидкости достигло 75-21 л

и в ней растворилось Хх кг сахара.
За время 4 уходит —4х кг сахара и 241 л сусла.
Считая концентрацию сусла постоянной, получим количество

x .сахара в одном литре БОГ ке. Следовательно, за короткий про-
xмежуток времени 41 количество сахара уменьшится на pope кг.

Итак, элементарное уравнение движения жидкости будет

я— 2xdt
754-2*

Разделяя переменные, имеем:

ах _ 24
х ТБ-Е'

Начальные условия времени: &%==0 сек, и==25 сек; пачальные
условия количества сахара: хо=3 кг, х.=х кг. Отсюда
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X1 t;
d 24— J : — J 75-+2¢

ИЛИ
х 25_ {= | d(75+21)
хо 5 75-Е о

Интегрируем:
x 25—Inx| =In(75+24) | ,
3 0

откуда

` In 29 tn ?-хз

Потенцируя последнее равенство, получаем
3 5
—=——

x 3

или искомое количество сахара в резервуаре

9x= = =11,8 Ke.
Итак, через 25 мин в резервуаре останется 1,8 кг сахара.

Растворение вещества с течением времени
Скорость растворения пропорциональна наличному количеству

х нерастворенного вещества и разности концентрации насыщенного
раствора и концентрации раствора в данный момент С+.

Пусть М — исходное количество вещества. Тогда растворенное
к данному моменту количество вещества будет М—х.

Концентрацией раствора в данный момент называется отноше-
ние количества растворенного вещества к объему И растворителя:

M—xC= у <“
При достижении величиной С; некоторого определенного для

данного растворителя и растворяемого вещества значения Су.раст-
вор становится насыщенным и дальнейшее растворение пре-
кратится.

Задача 55. Подвергая 10 кг соли действию 90 л воды, обнару-
жили, что в течение часа растворилась половина этого количества.
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Считая концентрацию насыщенного раствора соли равной 1/3, най-
ти количество растворенной соли в течение часа, если за это время
было влито 180 л воды.

Решение. Скорость уменьшения нерастворенного вещества
xTp Должна быть пропорциональна х и С.—Сь, что приводит к диф-

ференциальному уравнению

dx“dt =—kx (Co—C;),

где ^ (предполагается, что R>O) — коэффициент пропорциональ-
ности, подлежащий определению.

В правой части поставлен знак минус, так как каждый из мно-
ах
dt ’

<0, поскольку с течением вре-

жителей А, х, Со—Сь через произведение которых выражается
положителен, в то время как ——-a
мени количество нерастворенного вещества должно убывать.

Преобразуя произведение этих множителей и выражая С, че-
рез М, Уи х, получаемkx (Со—С+:) =Ех ( Co— ==) — ae (CoV—M-+x).

Пусть
k — и.у=” ,

СбИ—М=6. (1)
Тогда

kx (Co—C;) = ax (b+x)

и искомое дифференциальное уравнение задачи принимает вид
dxaT —=—ax(b+x). (2)

Начальное условие:

при #=0 х=М. (3)

Условие для определения коэффициента а:
Мпри #=1 4 х=> (4)
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`Разделяя переменные в уравнении (2) и интегрируя, имеем
df ФВ=— faditinc: (5)

Разложим подынтегральное выражение первого интеграла на
простейшие дроби:

Р-нx(b+x) + Ь x b+x/-
Теперь, умножив обе части уравнения (5) на 5, можем записать

] 1ja (--- TE ) =—J abdt+inc,
roe In C=56 In Ci, nan, norenuupya,

x

b+x

Полагая в уравнении (6) [=0 и принимая во внимание началь-
ное условие (3), паходим

= Ce-at, (6)

M
C=FM (7)

Тогда уравнение (6) примет вид

x M ,
=et,b+-x b6+M

Решая последнее равенство относительно.х, имеем

x(b6+M) =M (b+-x) e-2t
ИЛИ

x (6-+M—Me-2t) =Mbe-t,
откуда общее решение c= Mbe-abt . 8

— ЬМ(1—е-авт)̀ (8)
Выполним проверку: полагая в уравнении (8) 1=0, получим

Mbe® Mb
К Ме)=aM

т. е. начальное условие соблюдается.
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Дифференцируя уравнение (8) по &, найдем
ах 6+-M
a 2p—abtdt Mabie [6-ЕМ (1—e-2*) |2

Составим с помощью уравнения (7) выражение
Mbe-t 62-+Mb (1—e-4>t) +Mbe-abt

b+M(1—e-a!) b+-M (1—e-2°t)
b(b-+-M)

b+-M (1—e-22t) ©

b+x=P+
Итак,

b+x%=

По условию М=10 кг, У=90 a, Co=1/3, nostomy no Bropomy
из соотношений (1)

b= я. -90—10=20>0.
Равенство (8) примет вид

—_ 900e—20at 20e-20at
~~ 20-+10(1—e-204t) ~~ 3—e-20at

Согласно условию (4),
20е-20а
З—е20а SS

откуда
е-26а —() 6;

_ ш0,6 lg 0,6 1,7782 __ 0,2918 _
0 = 20.0.4343 ``20-0,4343 — 8,685 20,0255.

Согласно первому из соотношений (1),
k=0,0255 - 90= 2,295.

При У=180 л
a= 9,0255 =0,01275; b6=180- = —10=50; ab=0,6375.
Искомое количество растворившейся соли

500е-59,6375 60 ( ] —е 0,6875)
M—x= 10— 60—10e-0.6375 —«s —e—0,6875

и, так как
е—0,8375 — (),53,

то
М—х—^5,2 кг.
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$ 23. ВЕНТИЛЯЦИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННОГО ПОМЕЩЕНИЯ

Задача 56. Рассмотрим вентиляцию производственного помеще-
ния объемом У м3, в котором технологический процесс сопровож-
дается равномерным накоплением вредных выделений в количестве
7 единиц в час. Обмен воздуха в течение|[ и составляет М м3/ч, при-
чем приточный воздух содержит вредные выделения в концентра-
ции и на | м3. Найти концентрацию = (на | м3) выделений в поме-
щении через # ч после начала работы, если начальное значение этой
концентрации 2о (остаток загрязнения от работы предыдущего дня).

Решение. За короткий промежуток времени 4 концентра-
ция = увеличится на 4=. Общее количество выделений составит Vaz.
Оно состоит из выделений, принесенных приточным воздухом иМаЬ
и выделений технологических процессов ДТ за вычетом количества
вредных выделений, которое содержалось в извлеченном из поме-
щения за промежуток 4 воздухе. Пренебрегая изменением концен-
трации г за бесконечно малый промежуток времени, полагаем.это
количество равным 2М4.

Итак, основное уравнение вентиляции

Уаг= Миа 241— МадЕ. (1)
Уравнение (1) можно представить в виде

Vdz
MyutZ—Mz ~~

Интегрируя это уравнение, имеем
У ¢d(My+Z—Mz)7 iv! Mu--Z—Mz =! ays

ИЛИ

1п(Ми+2—Мг) =—1 (4+);
откуда общее решение

м

Mp+Z—Mz=Ce У‘. (2)
Начальное условие: при {=0 2=2. Отсюда

С=Мь-+7—Мло.
Найденную постоянную интегрирования подставляем в уравне-

ние (2), откуда получаем
м м

= (wt Gp) (1-8 7) te
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$ 24. ГАЗОВЫЕ СМЕСИ
Задача 57. Сосуд емкостью в | л снабжен двумя трубкамии за-

полнен воздухом, содержащим 21% кислорода по объему. Через
одну трубку в сосуд медленно поступает чистый кислород, через
другую вытекает смесь воздуха с кислородом. Какое количество
газа нужно пропустить, чтобы наполнить сосуд чистым кислородом?
Сколько процентов кислорода будет содержать сосуд после про-
пуска 10 л газа?

Решение. В момент, когда через сосуд прошло х л газа,
в нем содержится а%, т. е. а/100 л кислорода.

Пусть через сосуд пройдет еще 4х л газа: в сосуд входит dx aкислорода и Выходит а/100-4х л кислорода. Тогда в сосуде будет
а а--(100—а)аха — |100 х— aTan 2% ) = 100 л кислорода. Этот объем

кислорода составит a-+ (100—а)4х% всего объема газа.
Таким образом, процент кислорода увеличился на величину

da= (100—a)dx. (1)
Уравнение (1) является дифференциальным уравнением про-цесса. Разделив переменные, получим

da
Toone

Интегрируем это уравнение:

_ feo)|d(100—г
i00na

ИЛИ
шп (100—а) =-— (х-+ С),

откуда
100—a=e“' e-*=Ce~*

и, наконец, общее решение

—=100—Се-*.

Начальное условие: при х=0 а=21. Отсюда
21=100—Се

ИЛИ
C=79.

Подставляем найденное значение С в общее решение:
a= 100—79 e-*. (2)
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При х=10 | .
а=100—79 е-—10 ~ 99,9964 %.

Можно считать, что после пропуска 10 л газа сосуд наполнен
чистым кислородом.

Исследуем закон процесса (2) с целью определения количества
газа, которое нужно пропустить для наполнения сосуда чистым кис-
лородом, т. е. при а= 100%.

В этом случае уравнение (2) принимает вид

100= 100—79 e-*
ИЛИ

е _х— = 0,
ех

ЧТО ВОЗМОЖНО ЛИШЬ, КОГДа х— ©.

$ 25. ИОНИЗАЦИЯ ГАЗОВ

Задача 58. Под действием постоянного излучения в газовой
среде происходит процесс ионизации, при котором за | сек обра-
зуется д положительных и 4 отрицательных ионов в данном объеме
газа. Так как положительные и отрицательные ионы снова соеди-
няются между собой, то количество их убывает. Из общего количе-
ства п положительных ионов в каждую секунду соединяется часть,
пропорциональная квадрату их количества. Коэффициент пропор-
циональности К зависит от природы и состояния газа. Найти зави-
симость количества ионов п от времени {.

Решение. Непосредственно из условия можно записать диф-
ференциальное уравнение процесса ионизации

Чп= да Ви? (1)
После разделения переменных в уравнении (1) получаем

dn ,
пи=

ИЛИ

dn
kn?—q = al,

‚откуда

d1to, (2)к n— 4
Е
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Общий интеграл уравнения (2) будет

4."А у |—— In —— +t= ——— In¢,2) kg n+ V4 2) kq
R

откуда после потенцирования имеем

"— |/-9 __
В —2 ука

——_ = (Се
9n+ V4т k

— —Vhkqt yhat
q Ce +e .1)=И — .ny V4 уа: се"№! (3)

е

или общее решение

Начальное условие: при {—=0 п==0. Тогда

Ш 9 С+!
СГА 1-С’

откуда
| С=—1.

Подставляя найденное значение постоянной интегрирования
в уравнение (3), получаем искомый закон

"(= /-09.
$ 26. ХИМИЧЕСКИЕ РЕАКЦИИ

Реакции первого порядка

Задача 59. Определить константу скорости реакции первого
порядка.

Решение. Порядок химической реакции равен общему числу
молекул, входящих в левую часть химического уравнения. Так,
КаВ-—-КаС есть реакция первого порядка. Скорость реакции есть
скорость о, с которой система компонентов левой части превращает-
ся в систему компонентов правой части уравнения реакции.
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Действующая масса или концентрация реагирующего веще-
ства A есть количество молей * этого вещества в единице объема.
Согласно закону действующих масс, скорость реакции пропорцио-
нальна действующим массам в данный момент.

Математическое выражение реакции первого порядка будет
нижеследующее:

А-—(конечные продукты реакции).
Если а — начальная концентрация вещества А, х — количество

молей на литр, прореагировавших за время Г от начала реакции, то
x , |скорость реакции Th а действующая масса к этому моменту а—х.

Закон действующих масс выразится дифференциальным урав-
нением реакции первого порядка

dxaT =k(a—x), (1)
где R— коэффициент пропорциональности (константа скорости),
зависящий от рода и условий химического процесса.

Общим решением дифференциального уравнения (1)
ах

— ©

будет
п (2)

Начальное условие: при {=0 х=0. Откуда

ИЛИ
С =— а. (3)

In и =kt,
а—х

откуда

в т .
t а—х

* Моль (или грамм-молекула) вещества— число граммов этого вещества,
равное его молекулярному весу. Например, | моль кислорода равен |6 г, | моль
воды — 1Згит. д, |
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Задача 60. Радиоактивный элемент КаВ распадается наполо-
вину, образуя радиоактивный элемент КаС, в течение 26,7 мин.
Найти время распада 0,2 первоначального количества КаВ.

Решение. Здесь имеет место реакция первого порядка:
RaB—RaC.

Поэтому дифференциальное уравнение реакции
ахАР —k (a—x) .

Разделяя переменные, имеем:
dx —hdt. (1)

Интегрируем дифференциальное: уравнение (1), и тогда общее
решение

] Сkh In dx—

Начальное условие: при {=0 х=—0, откуда

1. С
= п а—0

ИЛИ
С=а.

Подставляя в общее решение, получим

Join т
К a—x- (2)—

Дополнительное условие: при #=26,7 мин х=а/2, откуда
| а 1.26,7= >In , a kb In 2

2
ИЛИ Е =0,096. (3)

Подставляя значение (3) в уравнение (2), имеем:

Lp 1 шо 86 мин.= 0,026 a—O0,2 0.026 4
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Задача 61. Вещество А превращается в вещество В. Спустя 1 ч
после начала реакции осталось 44,8 г вещества А, а после 3 ч —
11,2 г вещества. Определить первоначальное количество а веще-
ства А ивремя, когда останется 1/64 часть этого вещества.

Решение. Рассматриваемая реакция — первого порядка
А—В. Дифференциальное уравнение реакции первого порядка

ахdt —k (a—x)
после разделения переменных принимает вид

dx
a—x

а! (1)

Интегрируем уравнение (1):

4-9 с= +Сь
откуда

In(a—x) =— (Rt+Ci). (2)

Потенцируем уравнение (2):
eln(a—x)— e—(kt+C,)— p—ht eC)

ИЛИ
a—x=Ce-*t, . « (3)

где С==е(".
Начальное условие: при #=0 х=0. Откуда

a—O=Ce-* :9
ИЛИ

C=a.

Подставляем найденное значение С в общее решение уравне-
ния (3). Тогда

a—x=ae-ht
ИЛИ

х=@а—ае"=а(1—е\*). (4)

Дополнительные условия: при #=1 х=а—44,8; при 1=3
х—=@—11,2. Таким образом,

a—44,8=—a(l—e-*:1), }
a—11,2=a(1—e-*:3)

или после сокращений
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д а
ek

a

(е*)з
Из системы (5) находим значения а ие":

ей —9; a=89,6.

—44 8, |
(5)— 11,2. |

Найденные значения подставляем в уравнение (4):
х= 89,6 (1—2-*),

откуда
89,6МИ7 89,6—x (6)

По условию задачи в искомый момент #

1 1x= ба п— 6A . 89,6.
Тогда, подставляя это значение в равенство (6), получим

= a689,6— ea
ИЛИ "

21—64,
откуда искомое время

[—6 ч.

Реакции второго порядка
--

Задача 62. Определить коэффициент пропорциональности реак-
ции второго порядка при различных концентрациях а и В веществ
АД и В.

Решение. Рассмотрим математическое выражение закона
действующих масс (или концентраций) в реакции второго порядка:

A,+A2—(конечные продукты реакции).
Пусть а! и а> — начальные концентрации веществ А: и 42;

х — число прореагировавших к моменту { молей вещества Аи, а сле-
довательно, и вещества А»›, так как каждый моль вещества А! сое-
диняется с молем вещества А», и поэтому число прореагировавших
молей обоих веществ одинаково,
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ax ,В момент Е скорость реакции будет Tr Действующая масса
вещества АД. равна а1—х; действующая масса’ вещества А» будет

| dx |а2—х. Так как скорость реакции i пропорциональна величинам
а4—Х и а2—х, то она пропорциональна также их произведению.
Поэтому закон действующих масс выразится дифференциальным
уравнением реакции второго порядка

dxр =(ах) (@—х). (1)
Уравнение (1) представим в виде

dx

(аа—х) (аг—х)
Рациональную дробь в левой части последнего равенства интег-

рируем методом неопределенных коэффициентов:
ax m

J (a1—x) (a@2—x) ПУ ах dx+ | —"—ax, (3)
откуда

т(а—х) п (аа—х) =1,
и, приравнивая соответствующие коэффициенты при неизвестных
и свободпые члены в обеих частях равенства, получаем систему
уравнений —m—n=0; |

тат=1.

Решая эту систему относительно неопределенных коэффициен-
тов Ти п, имеем

] J
м n=——.Ae—ai.’ Qi—Ae (4)

Подставляем значения (4) в правую часть уравнения (3)и по-
лучаем

| т а| n dex ] 4(а—х) _
Qi—xX Qo—X Qi— Qo Qai—xX

] 4(а—х)
7 Qiy—aAg — а2—Х — аа» [In (m—*) Tin (@2—%) I=

1 4—Х
n .

4—2 Qo—xX
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Подставляем полученное значение в уравнение (2), и после
интегрирования его правой части общий интеграл

1 Qy—x
——п
Q4—Q2 9>—Х

НЕС. (5)
Начальное условие:при #=0 х==0. Откуда

l а1—0
Inay—Ae 92—0 —k-O4+C

ИЛИ

C= In a
Q1— Q2 Qo (6)

Искомая константа скорости реакции получается путем подста-
новки значения постоянной интегрирования (6) в общее реше-
ние (5), откуда

] Az (a,—X)
k= t (Q4—Qz2) г а! (аг—х)̀

o

Задача 63. Реакция омыления уксусноэтилового эфира едким
натром

CH3;COOC2H;+NaOH—CH3;COONa+C2H;0H.
уксусноэтиловый едкий ‚уксуснокислый этиловый

эфир натр натр спирт

Первоначальные концентрации уксусноэтилового эфира и ед-
кого натра соответственно а=0,01 и 6==0,002. Спустя 23 мин кон-
центрация уксусноэтилового эфира уменьшилась на 10%. В какое
время она уменьшится на 15%?

Решение. Это химическая реакция второго порядка; а1 и а2—
начальные концентрации веществ Аг и 42; х — число прореагиро-
вавших к моменту { молей вещества Ди, а следовательно, и веще-
ства А. (каждый моль А. соединяется с молем Аз, и поэтому число
прореагировавших молей обоих веществ одинаково).

Скорость химической реакции определяется изменением коли-
чества вещества х в единицу времени 1, т. е. в момент Е произ-
ВОДНОЙ ахMON Tt

Действующая масса (или концентрация реагирующего веще-
ства) А, указывающая количество молей вещества в единице объе-
ма, равна а1/—х и а2—х и пропорциональна их произведению.
Поэтому закон действующих масс выразится дифференциальным
уравнением химической реакции второго порядка

ахр=(а1—х) (42—х).
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Разделяя переменные, получим
ах

Пи. ”
Для решения уравнения (1) применяем интегрирование рацио-

нальных функций методом неопределенных коэффициентов:
Ш 1| — A дах, l=] Вах

Rk aa (а2—х) Е аа—х а2—х
1

— (аа?) [11 (а4—х) —ш (а2—х) —ш С]=

1 ay—xX —
— аа) И бя (2)

Уравнение (2) является общим решением задачи. Для опре-
деления величины С используем начальное условие: при {=0 х=0.
Тогда

1 а
= Е (а4а— а) In Caz

ИЛИ

C= a ,
Q2

Подставляя значение С в общее решение (2), получим частное
решение

1 а2(аа—х)_
t= Е (а4—а?) п ал (а2—х) | (3)

Коэффициент пропорциональности определим из дополнитель-
ных условий: при #=23 мин х=0,1, а. =0,1.0,01=0,001. Отсюда

0,002 (0,01—0,001)
23 = 1 (0.01—0.002) п `0,01(0.002—0,001)

К А 3,19.

Подставляя полученные числовые значения в решение (3),
определим искомое время:

1 in 0,002 (0,01—0,0015) _
~~ 3,19(0,01—0,002) ° 0,01 (0,002—0,0015)

1000 In Ш 47,9 мин.— 8.319 5
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Здесь х=0,15а.==0,0015.
Итак, примерно через 48 мин количество уксусноэтилового эфи-

ра уменьшится на 15%.

Реакции третьего порядка

Задача 64. Определить константу скорости реакции третьего
порядка при разных концентрациях а1, а2 и аз веществ Да, Аз и Аз.

Решение. Математическое выражение закона действующих
масс в реакции п-го порядка получается аналогично, как и для реак-
ций первого и второго порядков:

А. А.--...ЁА„—(конечные продукты реакции).
Тогда на основании тех же соображений дифференциальное

уравнение реакции п-го порядка

dx .Tr =k(a,—x) (d2—x)...(An—X), (1)
Где а1, а2,..., аи — концентрации веществ Д1, А›,..., Ал.

Уравнение (1) для реакции третьего порядка принимает вид
dxTE —=А(а1—х) (а2—х) (аз—х),

откуда после разделения переменпых получим

ах —_
(а—х) (а—х) (аа—х) — kdt. (2)

Интегрируем уравнение (2) методом неопределенных коэффи:
циентов, как в предшествующей задаче.

В итоге выполнения аналогичных алгебраических выкладок
найдем общее решение уравнения (2):

](ака (ааа In (a@2—x) +
In(a3s—x) =Ri+C. (3)

In (a1.—x) ++
(a,—as)(аз—ан)

+
(a2—4s) (a3—a1)

Начальное условие: при #=0 х=0. Откуда
I

(@1— a2) (аз—а1) In (a0) + (а4—а2) (а2—аз) п(а—0) +
+ In(a3—0) =k-0-+C

(а2—аз) (аз—ал)
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ИЛИC= па: [п а2 п аз
(а4—а?) (аз—а1) — (@— а) (а—аз) (а2—аз) (аз— ал) ©

Подставляем найденное значение постоянной интегрирования
в уравнение (3) и, разрешая его относительно искомой константы
скорости реакции, получимIn (=yin( a yo" ‘Un (=x yore

аз

k= t (Q,—Az) (d2—3) (A3— 1)
Задача 65. В реакции третьего порядка

2FeCl3+SnCl.>2FeCle+SnCl,
хлорное хлористое хлористое хлорное
железо олово железо олово

первоначальные концентрации $пС]2 и ЕеС]з соответственно а=
—0,0625 и 2а=0,125. Через минуту концентрация $пС]5 стала
0.04816. Найти концентрацию $пС] спустя 11 мин после начала
реакции.

Решение. В задаче имеет место случай одинаковых молекул
реакции п-го порядка.

В реакции п-го порядка некоторые вещества Да, As, ... , An
могут оказаться одинаковыми. Химическое уравнение такой ре-
акции будет

иА.-тьА›-...Ёт„А,„— (конечные продукты реакции).
Его можно записать в виде

Ai+Ai+.. AAi+A2+Ae+. -ptAe+...+FAn+An+...-An>
’ пи раз т. раз Mnpas

—(конечные продукты реакции),

по теперь всю концентрацию а! вещества А! придется разбить на Mm,
?

. ° a4частей. Тогда концентрация отдельной компоненты А. будет a
. 1

.’ Q2концентрация отдельной компоненты Az ——— и Т. д., т. е. имеет
место случай равных концентраций. °

В реакции п-го порядка некоторые из веществ Аи, До, ..., Ав
могут быть с одинаковыми концентрациями. В этом случае диффе-
ренциальное уравнение реакции примет вид

= =k(a4—x)™ (az—x)™ ... (An—x)™, (1).
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где т: — число веществ с концентрацией ay, > — число веществ
с концентрацией а> ит. д.

При этом
итт... т,=.

Для случая равных концентраций из уравнения (1) получаем

ах 1 m Q2 ma Qn mn
== —Х ——x ... —х

dt ms Me Mn
ИЛИ

dx ky
di. mmmm ..ommn (а—тих)"(а2—тох)те... (аи—тьх)т =

1 2 n

—А (а4— тах)"(а2—тТ»х)"... (аа—тах)т”.
В условиях рассматриваемой задачи дифференциальное урав-

нение реакции третьего порядка

ах
an —2x)2(a—7 k(2a—2x)%(a—x)

ИЛИ
ао =4k(a—x)8, (2)

Разделяя переменные и проводя интегрирование, получим об-
щий интеграл уравнения (2)

Начальное условие: при {=0 х=0. Откуда
]

ИЛИ
]

Подставляем значение С в общее решение:

I ]
акИРа

ИЛИ
а—х= НИИ (3)

За2е1-1
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Дополнительное условие: при #=| а—х==0,04816. Откуда
0,06250,04816= ——

У8-0,06252.1--1

Е 221,89. (4)
Подставляем значения константы скорости (4), аи Ё в уравие.

ние (3). Искомая концентрация
и

_ 0,0625
78.0,06252.21,89.11-Н1

а—х— А 0,02141.

$ 27. РОСТ НАСЕЛЕНИЯ

Непрерывный рост или убывание

Пусть скорость прироста (или убывания) некоторой величины
зависит от ее наличного количества Р в данный момент #. В началь-
ный момент #—=0 эта величина равна Ро. Найти зависимость
величины Р от времени {.

Для построения матема-
тической модели простейшего 7!типа роста принимаем, что comecmieHbl
скорость изменения количест- k>0
ва населения пропорциональна
этому количеству. Скорость
прироста выражается произ-

ВОДНОЙ FH ecm К — коэф-
фициент пропорциональности,
то в случае роста EcmecmbeHHaa

CMEDIMHOCIMO
dP К<=0ЕР (1)

и в случае убывания 0 =
dP tpTTPP Puc. 40

Схематически это представлено на рис. 40.
Разделяя в уравнении (1) переменные, имеем

dPр==
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откуда после интегрирования находим

Р(Р) =<Сем. (2)

Начальное условие: при {—=0 Р==Ро, поэтому
Po= Cer -0

ИЛИ

Подставляем выражение (3) в уравнение (2) и имеем закон.
прироста

P(t) = Poet.
Для процесса убывания

P(t) =Poe-*t,

Регулируемый прирост
Предположим, что количество. населения Р увеличивается

с искусственно уменьшаемой скоростью.
Будем считать, что обстоятельства, препятствующие росту ко-

личества Р, не превышатот значения М. Кроме того, предположим,
что скорость роста количества Р пропорциональна произведению Р
и разности М—Р. Когда прирост М-—Р мал, то скорость роста за-
медляется. По предположению

dP

где К — постоянный положительный коэффициент.
Чтобы найти Р как явную функцию времени, проведем раз-

деление переменных:
| dP

откуда после разложения левой части равенства на простейшие
дроби получим Wp 4 WMCP | apace). (1)

Равенство (1) может быть представлено в видеd ( к ) a ae" —а| In ee)
=d (4;n——, ) —=d(kt).
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Интегрируя последнее равенство, имеем

М. In МР. =kt+C,
откуда

Р МIn МР Rt+MC

РА

М
К >0

MIL
2

р-

t
Puc. 41

или после потенцирования

Р_"ep MkRt+MC— eMC eMht.MP е eMC e
Пусть

$—емс ем.

Тогда

P — $M—P *'
откуда

$М
Р= |1--$ (2)

При {—со величина ем со, так как для процесса прироста
Е >0; следовательно, 5—0. Очевидно, что при {0 дробь Ih
и на основании зависимости (2) Р—М.

—>!|
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С целью лучшего понимания процесса преобразуем далее ра-
венство (2). Пусть Ро — количество населения в начальный момент
[—0. При #=0 5=емс. Поэтому

емс М.Ро= ——. (3)]+-eM¢e
Разрешая равенство (3) относительно емМС, находим,. что

РоМо М—Ро (1)
Выполнив алгебраические преобразования равенств (2)и (4),

получаем
МРо

Po-+ (M—Po) e~™t

Уравнение (5) дает зависимость роста количества населения
при обстоятельствах, препятствующих ему: регулированное размно-
жение, возможные эпидемии и другие факторы. Оно называется
логистическим уравнением. На рис. 41 показан схематический гра-
фик этого закона.

РЕ (5)

Тип Г — количество населения на определенную дату

Задача 66. Население Земли в 1970 г. составляло 3 600 млн. чел.,
а годовой прирост населения равнялся 60 млн. чел. Найти предполо-
жительное количество населения в 2000 г. |

Решение. В задачах типа [ о росте населения известно
исходное количество населения и время прироста, а искомым явля-
ется конечное количество населения.

Определим коэффициент А естественного прироста:

60.108 |
= 3.6.109 =0,017 (т. е. 1,7%).

Тогда через {=30 лет имеем
P(30) = Poet 9= 3,6- 109 69917 0—3,6. 109 еб,

откуда.
Раб. 103 чел. (т. е. 6 000 млн. чел.).

Задача 67. Пусть скорость прироста населения прямо пропор-
циональна его количеству. Найти зависимость между количеством
населения Д и временем Ь если известно, что в некоторый момент,
принимаемый за начальный, количество населения равнялось Ao,
а через год оно увеличилось на а%.
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Вычислить предполагаемое на этой основе:1) количество населения СССР на 15 января 1980 г. и 15 ян-
варя 2000 г., если 15 января 1970 г. оно составляло 241,7 млн. чел..,
а годовой прирост за 1969 г. составил 1%;

2) население г. Москвы (без пригородов) на 15 января 2000 г.,
если 15 января 1970 г. оно составляло6,942 млн. чел. Годовой при-
рост составил 1,25%;

3) население г. Минска (без пригородов) на 15 января 2000 г.,
если 15 января 1970 г. оно составляло 0,907 млн. чел. Годовой при-
рост за 1969 г. составил 4,2%.

Решение. Скорость изменения количества населения есть
dA
dt’

По условию задачи можно написать следующее дифференци-
альное уравнение:

производная от количества населения по времени, т. е.

dAap PA:
Разделяя переменные, получим

dA

Интегрируя это выражение, находим

In A=In eftte:
или, потенцируя,.

А=е"еб!— Сем. (1)
Количество населения через год определяется следующим обра-

. QAo |зом: годовой прирост а% от Аь составит —100› Количество населения
через год

аАо (100-+-a)Ao
AtToy = T00

Подставляя в общее решение (1) соответствующие значения
количества населения и времени, а именно А=Аи #=0, определим
постоянную интегрирования С:

А—=С.е*-—С.е9,
С=Ао.

Таким образом, общее решение уравнения (1) принимает вид
A=Ave*t, (2)
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` Для вычисления множителя ей используем дополнительные
данные, подставляя значение количества населения через год,
т. е. при #=1, р (100-а) Ао

10
в уравнение (2). Имеем

(100-Ра)Ао
— в. 1— Rk100 Age Ave

И

ев — 100+a
100 ^ (3)

Подставляя найденное значение (3) в уравнение (2), получим
частное решение

100-Ра \1АА (р). (4)
выражающее зависимость количества населения от времени.

Пользуясь формулой (4), вычислим:1) количество населения СССР, согласно принятой модели, на15 января 1980 г. (через #{==10 лет):
| ] 10A1989 = 241,7 (о) 2 279,4 млн. чел.,

на 15 января 2000 г. (через #=30 лет):
30A2oo0= 241,7 (—~) А 325,3 млн. чел.;

2) количество населения г. Москвы на 15 января 2000 г.:

101,25Aron=6,942 (= 30

~9,52 млн. чел.;

3) количество населения г. Минска на 15 января 2000 г.:
30A200== 0,907 (—~=_) ^3,12 млн. чел.
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Тип П — динамика роста по времени

Задача 68. Население г. Минска 15 января 1970 г. насчитывало
0,907 млн. чел., а годовой прирост за 1969 г. составил 4,2%. Считая
темп прироста населения неизменным в ближайшем будущем, опре-
делить, когда население города: удвоится; возрастет на 50%; соста-
вит 2 млн. чел.? |

Решение. В задачах второго типа о росте населения иско-
мым является время прироста, а начальное и конечное количество
населения (или их отношение) являются известными.

Так как дифференциальное уравнение прироста

dPЧАР, (1)
то, разделяя переменные, имеем

dP

1. Интегрируя и подставляя начальное и конечное условия
в качестве пределов интегрирования, получаем

2 t t
dP|“> =| dt=0,042 fat, (3)

4 0 0

откуда
2In P| =0,042¢ |
4 0

или

In 2=0,042¢
и искомое время

ш2 0,693t 0042 = 0042" =16,5 eT
Итак, население города удвоится в 1987 г.
2. Рост населения на 50% означает, что количество его будет

в 1,5 раза больше исходного.
Поэтому уравнение (3) примет вид

ОР 1J =0,042 J dt.
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откуда
1,5 tIn P | =0,042¢|
1 0

ИЛИ

п 1,5=0,0421
и искомое время

In 1,5 0,406{— “0,042 = 0,042. —9,7 А 10 лет.
Итак, население города возрастет на 50% в 1980 г.

в левую часть уравнения (3) и решать его.
Решим эту задачу иначе.
Интегрируя уравнение (2), имеем

и, потенцируя, получаем общее решение уравнения (1) в виде
Р==Сем. (4)

_становки в уравнение (4)
C=907 000.

Тогда закон роста населения города
P=907 000e%.™2#,

Если Р==2 000 000, то
e0,042t095,

откуда

1 — “0,042. =“0,042. =19,3 ~20 лет.
Итак, население города достигнет 2 млн. чел. в 1990 г.

Тип Ш — конкурентная динамика роста
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темпы прироста населения этих городов установившимися, опреде-
лить время, по истечении которого количество жителей г. Минска
станет равным количеству жителей г. Новосибирска.

Решение. В задачах третьего типа о росте населения сравни-
ваются темпы прироста населения в различных городах или в дру-
THX административных единицах.

В этой задаче известными являются исходные и конечные коли-
чества жителей в двух городах, а искомым является время достиже-
ния ими точки равностояния, т. е. момента, когда город с меньшим
количеством населения, но более высоким приростом, догоняет го-
род с большим количеством населения, но более низким приростом.

Так как дифференциальное уравнепие прироста

dP
a

то общее решение этого уравнения

Р=Сем.

Начальные условия: для г. Минска при #=0 Р=907 000, от-
куда С—907 000; для г. Новосибирска при #=0 P=1 161 000,откуда С=1 161 000.

Поэтому закон роста населения г. Минска

P=907 000e°.0#24,

a 3aKOH роста населения г. Новосибирска
Р=1 1610000.25.

Так как количество населения этих городов через некоторое
время сравняется, то для этого момента

907 000e°424—= 1 161 000e%925¢,
откуда

907е0,0421—] 16] e0,025¢
ИЛИ

20,0421— | 28е0,025и
.

e(0,042—0,025)t— ] 98.
следовательно,

e9,017¢— | 28.
Отсюда

In 1,28 0,2469i= 0017 — 007 ® 14,5.
Итак, население обоих городов сравняется в 1985 г.
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Истощение ресурсов

Задача 70. В настоящее время для обеспечения пищей одного
человека необходима площадь’0,1 га. На земном шаре 4 000 млн. га
пахотной земли. Поэтому население его должно быть, если не учи-
тывать появления в будущем новых источников пищи, ограничено
количеством 40000 млн. чел. Когда будет достигнут этот предел
насыщения населения, если оно непрерывно растет со скоростью
1,74 в ГОД?

Решение. Закон роста населения

P(t) == Poekt,
Так какв 1970 г. (1=0) население Земли составляло 3,6. 109 чел.,

то Ро=3,6. 103, Е =0,017, и получаем
Р(#) =3,6- 10$ еб.

Ищем такое & чтобы

Р(Ё) =40.10°.
Тогда

40-109=3,6- 109- 9,017,

40-1090,017¢ : —е 36.109 11,11.
Логарифмируя последнее равенство, имеем

0,0171=п 11,11 2 2,408,
откуда

t= 142.

Итак, в 2112 г. мир достиг бы предела насыщения, если бы со-
хранился темп роста населения и не появилось новых источни-
KOB ПИЩИ.

$ 28. ПРОЦЕССЫ РОСТА В ПРИРОДЕ И ПРОИЗВОДСТВЕ

Рост листьев растения

_ Задача 71. Скорость увеличения площади молодого листа вик-
тории-регии, имеющего форму круга, пропорциональна окружности
листа и количеству солнечного света, падающего на него. Последнее
пропорционально площади листа и косинусу угла между направ-
лением лучей и вертикалью к листу. Найти зависимость между пло-
щадью $ листа и временем , если в 6 часов утра эта площадь рав-
нялась 1600 см2, ав 18 часов того же дня — 2500 cm?.
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Принять, что угол между направлением луча Солнца и верти-
калью в 6 часов утра ив 18 часов равен 90°, а в полдень— 0°.

Решение. Пусть { — время, отсчитываемое от полуночи, чц.
Если $ — переменная площадь листа, то скорость роста листа

dSa =k, 2nrQ,
где 2лг—длина окружности, @ — количество солнечного света,
k, — коэффициент пропорциональности.

Площадь листа $ —=л/?, откуда

r== /-<-

Тогда
dS 2 —=730. (1)dt ул

По условию
Q=h2S cos a, (2)

где © — угол между направлением лучей и вертикалью, Е> — коэф-
фициент пропорциональности.

Угол © является линейной возрастающей функцией аргумента {
(времени):

a=h3t-Lb.
Параметры Аз и В определяются из трех дополнительных дан-

ных условий:
д.1— aпри 6 a 57

при #=12 а=0,
л

t=18 ea=—.при a= 5

Из первых двух условий имеем

л
— — = 6-6g Oks 8,
0—=12А:-6.

Решая эту систему, получаем

R=a b= —л,
12’
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JU

Проверка по третьему условию дает тождество

д
——

IU д

о =2 '18—1= 5.
Значение о, подставляем в равенство (2), откуда

л

Полученное значение Q подставляем в уравнение (1):

45 ВЕ, 2mdt ул SS cos | (12) |.
Вводим обозначение k=fiko, Torga после разделения. пере-

менных

dS _p ant лs7s in cos | (1—12) dt.
Интегрируя, получим

К_2_ 74h sin | *- (#12) | +0. (3)
75 ух

Начальные условия: при #=6 $=1600 и при #=18 $==2500.
Отсюда

=А +с, |20 ул |
с

25 ул }
Решая эту систему, находим

9. yu.
C=—500° k= 94.200 (4)
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Подставляя значения (4) в равенство (3), получим

2= 4sin[ + 12) | -у
VS 24-200 Vn

откуда
160 000$= [ s—sin (12) |"

Рост дерева

Задача72. Найти закон роста дерева любой породы, учитывая,
что зрелое растение в процессе роста сохраняет геометрическое по-
добие. Свободную энергию_(активное вещество) растение получает
путем фотосинтеза. Она расходуется на процесс фотосинтеза, на
рост дерева (т. е. на построение живой ткани) и на подъем раствора
из почвы. За большие промежутки времени растение получает по-
стоянное количество света на единицу поверхности и может погло-
щать необходимые вещества из неограниченного запаса.

Решение. Пусть х=х(Р — линейный размер дерева, кото-
рый изменяется со временем и может служить для выражения
высоты, площади поверхности зеленой части и объема растения.

Составим уравнение баланса энергии.
Свободная энергия Ен образуется путем фотосинтеза в зеленой

части растения, и ее величина возрастает пропорционально поверх-
ности зеленой части дерева:

Еп= |

где А. — коэффициент пропорциональности, зависящий от размерови формы листвы, а также от интенсивности фотосинтеза; величиной
х? будет измеряться площадь поверхности зеленой части (например,
суммарная площадь поверхности листьев).

Расход энергии на:
а) процесс фотосинтеза пропорционален х2, т. е.

Есинт= Кох?,

где А> — коэффициент пропорциональности (<< и);
6) транспортировку питательного раствора во все части расте>ния пропорционален объему растения и высоте х, так как расхо

связан с преодолением силы. тяжести, т. е.

Етрр==АзХ3. Х== зхА,
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в) увеличение массы растения (на рост) пропорционален ско-
рости роста, т. е. производной по времени от массы,

т—= хз,

где у — средняя плотность растения, х3 — объем, т. е.

dm dЕр== № Е ==А+ ah (yx).

На основании закона сохранения энергии расход энергии равен
ее поступлению, откуда

Еп=Есинт|+Етр.р-РЕр
ИЛИ

dxRix? = kox?+k3x*-+kiy “x2“dt (1 )
ki—kyУравнение (1) делим на ЗА,̂? и, вводя обозначепия Skyy =a,

4ty —=В, получаем дифференциальтое уравнение задачи
4

dx
diBR (2)

Здесь @а>0, В>0. Дерево растет, и производная — >0,
a 3

т. е. a—-Bx*e>O n=$. Разделим переменные в уравнении (2),
тогда

dx
ope — 0" (3)

Интегрируя уравнение (3), получаем

[с (4)
Интеграл в левой части равенства (4) находим методом неопре-

деленных коэффициентов:

ах 1 ах 1 ax
и —— (5)a—Bx В es В a a
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так как подынтегральная функция

и, ©
a а (67 о(у) (у*+=) у“ у“ +

то

(A—B)x+ (A+B) у“ —1
и решение системы

А—В=0,A+B =(A+B) <
дает значения неопределенных коэффициентов

ГВ

A=B— зу: (7)
Подставляя значения (7) в новое выражение (6) подынтеграль-

пой функции крайнего правого интеграла (5), имеем

(Pde Pde)Е АЕ
«(у +) (=)

27 a8 a te at
Га— Ех

=—— in27 af Vz x
Тогда уравнение (4) примет вид

Гл—__ +x1— In Ve. С. (8)
27 af aVi —xX
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Начальное условие: при {= х=0. Отсюда

]——_ In J=+C
27 af

ИЛИ
С=—&. (9)

Постоянную интегрирования (9) подставляем в общий интег-
рал (8):

5+
n—+— =2 af (th),
oy

откуда закон роста дерева

— 21ав 4-5)x()= VX. “ —_——.., (10)В 2 усов (1—1)
1--е

Так как для каждой породы величины & и В известны, то теперь
можно вычислить средний рост дерева данной породы в зависимо-
сти от возраста, т. е: от времени {.

_ Исследуем этот закон при изменении 2.
Дифференцируя уравнение (2), получим

dxde =—2Bx.
d*xТак как высота дерева всегда положительна, то х>0и——dp=<0.

Таким образом, функция (10) представляет возрастающую вогну-
тую кривую (рис. 42).

Применяя к функции (10) правило Лопиталя, видим, что пре-
дел функции х({) при [>< равен

2 усов (1—1)im x( И. lim 212Be =<. =%{->со too —— 2 7 ap(t—to)
2yV ape
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a ‚ ахВеличина х== 3° при которой —-==0, соответствует случаю,
когда поступающая энергия расходуется на процесс фотосинтеза
и транспортировку питательного раствора, а дерево при этом не
растет.

уз

Рис. 42

Зависимость (10) дает ответ на вопрос, почему деревья любой
породы сначала растут быстро, а потом их рост замедляется, пока
совсем не прекратится.

Увеличение количества фермента
Задача 73. В культуре пивных дрожжей быстрота прироста дей-

ствующего фермента пропорциональна наличному его количеству х.
Первоначальное количество фермента а в течение часа удвоилось.
Во сколько раз оно увеличится через 3 ч?

Решение. [10 условию задачи дифференциальное уравнение
процесса

ах
a

rie k — коэффициент пропорциональности.
Разделяя переменные, получим

ах |
—— =241.
x

Общее решение этого уравнения
х==<Сем.

Определяем С из начального условия: при {=0 х=—а. Отсюда
а=Се‘ или С=а.
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Подставляя постоянную интегрирования С в общее решение,
получим частное решение

x=aelt, (1)
Коэффициент пропорциональности определяем из данных до-

полнительного условия: при #=1| я х=2а. Отсюда
За=ае‘ 1 или ей=.

Подставляя это выражение в частное решение (1), получим
закон рассматриваемого процесса:

x=a 2'.

При {=3ч х==8а. Следовательно,количество фермента спустя
3 ч увеличится в 8 раз.

$ 29. ЭКОЛОГИЯ* ПОПУЛЯЦИИ

Изолированная колония организмов
Задача 74. Колония микроорганизмов обитает в идеальных

(или искусственно созданных) условиях, располагает неограничен-
ными ресурсами питания и не подавляется никаким другим видом.
В силу естественных процессов размножения (путем самооплодо-
творения) и гибели число живых организмов колонии меняется
с течением времени: прирост пропорционален количеству взрослых
членов. Найти закон изменения общего количества живых организ-
MOB B KOJIOHHH.

Решение. Пусть х(Ё) — число живых организмов в момент &
ах(1--АР) — число живых организмов в момент {--ДЕ. Тогда за про-
межуток времени ДЁ приращение функции х(Ё) будет

x(t+At) —x (t) =Ax.

За время Л все взрослые члены колонии (или часть. их) произ-
ведут потомство, а часть членов колонии может погибнуть.

Тогда |
Ax=N—M, (1)

где № — число родившихся за время ДЬ М — число погибших за
время ЛЕ.

Число родившихся М зависит от длины промежутка ДЕ (чем
больше Дф, тем больше №) и от количества родителей (чем больше

* Экология—раздел биологии, изучающий взаимоотношения организмов
и окружающей среды.
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взрослых организмов, тем больше потомство), т. е.
N=F(x, At),

где функция Ё возрастает с ростом х или ДЁи равна нулю, если рав-
на нулю одна из этих переменных.

Можно полагать, что
N=hxAt, (2)

где А. — коэффициент пропорциональности.
По аналогии для процесса гибели

Подставляя равенства (2)и (3) в уравнение (1), имеем
Ax=kixAt—RoxAt

ИЛИ
Ах= (Е1—Е2) xAt=RxAt, (4)

где Е=^А,—К›—специфическая скорость естественного увеличения
популяции.

В реальных колониях величины х, №, М могут. принимать только
целочисленные зпачения. Поэтому трудно говорить о непрерывности
или о дифференцируемости функции х(Р). Однако, когда колония.
велика, а интервал времени ДЕ мал, функция х(Р) по своим свой-
ствам напоминает непрерывную функциюи в равенстве (4) ее мож-
но считать непрерывной при условии, что она удовлетворительно
описывает реальную функцию х(Ю.

Разделив обе части равенства (4) на АР и перейдя к пределу
при А1->0, имеем дифференциальное уравнение задачи

Ах ax

am ae ae ©
После разделения переменных уравнение (5) примет вид

akр
Xx

Интегрируя последнее равенство, получим

шх=ЕЕНЕС,
откуда общее решение |

х=Сем. (6)
Начальное условие: при Ё=& х=х(®), где & — время начала

наблюдения за колонией, х(№) — количество живых организмов
в колонии в начальный момент.
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Отсюда
C=x (to) eto,

Найденную постоянную интегрирования подставляем в равен-
ство (6) и получаем искомый закон изменения числа организмов
в колонии по времени (модель Мальтуса):

x(t) =x (fo) ert),

Заблуждение Мальтуса заключалось в том, что это уравнение
для нереальных условий он считал универсальным законом для всей
природы и человеческого общества.

Задача 75. Скорость размножения бактерий пропорциональна
их количеству. В начальный момент имелось 100 бактерий, а в тече-
ние3 ч их число удвоилось. Найти зависимость количества бактерий
от времени. Во сколько’ раз увеличится количество бактерий в те-
чение 9 ч?

Решение. Пусть х — количество бактерий, имеющихся в дан-
, dxный момент. Тогда скорость размножения будет ——. Согласноdtусловию, дифференциальное уравнение задачи

ах—— ==АХ,
dt

где Е — коэффициент пропорциональности между скоростью раз-
множения бактерий и их числом. Осуществляя разделение перемен-
ных хи Ь получим

ak ny
Xx

Проводя интегрирование и обозначая для удобства при после-
дующем потенцировании постоянную интегрирования через Ш С.
найдем

| =. —k| dt+-InC
-HJIH

Inx=kt-+1n C. (1)

Потенцируем равенство (1):
x= ekt+In С— eln С ekt— Се.

Итак, общее решение
х—= Сем. (2)
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Начальное условие: при {=0 х==100. Подставляя эти значе-
ния в общее решение (2), получаем уравнение для определения
постоянной интегрирования

100=Се,
откуда. |

С=100. (3)
В общем решении (2) осталась неизвестной постоянная ^.
Дополнительное условие: при {=3 х=200. Подставляя эти

значения в уравнение (3), получаем для определения А равенство

200= 100e**.

Сокращая на 100 и логарифмируя, находим
In 2=83Rk,

откуда
In 2

k=
3

Тогда
In 2 tekt—e 3 ‘== (eln2) 3 9

`

1
3

Итак, искомая функция
t

x= 100-28.

Ответ на второй вопрос дает отношение
х(9) — 100.298
х(0) = 100 =23—8,

т. е. в течение 9 ч количество бактерий увеличится в 8 раз.

Учет самоотравления организмов
Задача 76. Колония организмов обитает в реальных природных

условиях — конкурентная борьба внутри популяции, недостаток
места и пищи, передача инфекции из-за тесноты и т. п. Найти закон
изменения общего количества живых организмов в колонии.

Решение. Фактор самоотравления учитывается при подсчете
прироста популяции Ах путем уменьшения его на величину f(x, At),
характеризующую действительные условия существования колонии.
Тогда уравнение (4) задачи 74 запишется

Ax—=kxAt—h(x, At). (1)
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Без особой ошибки можно считать, что величина A(x, At) будет
линейно зависимой OT At, T. e.

h(x, At) =f (x)At.
Функцию |(х) считают квадратичной, т. е.

| F(x) =x,
где ^ — коэффициент самоотравления (или внутренней борьбы
в популяции).

Тогда
h(x, At) =Ax2At. (2)

Величина (2) становится заметной по сравнению с АХД? только
при больших значениях х, при малых х она становится бесконечно
малой более высокого порядка малости. Поэтому зависимость (2)
удовлетворительно отражает тот факт, что конкуренция внутри по-
пуляции начинает заметно ощущаться только при большой плотно-
сти, т. е. при больших значениях х на ограниченной площади. Кроме
того, конкуренция увеличивается с ростом количества встреч между
членами колонии, а оно пропорционально произведению х.х, т. е. х2.

Таким образом, равенство (1) принимает вид
Ax==RxAt—Ax?At. (3)

Равенство (3) делим почленно на АЁ

Ахaby—) x2Al RX—)X
и после перехода к пределу при {0 получим дифференциальное
уравнение

ах^^. «ру x2i RX—)xX?. (4)
Уравнение (4) можно преобразовать следующим образом:

Е— kx (1-х) =hx a (5)
—_

А

de
dt

Пусть w= =, Тогда уравнение (5) запишется так:
a —= Rx ( “—) .
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Разделим переменные:
цах

х(и—х)
Применив к уравнению (6) метод неопределенных коэффициен-

тов, получим

—kdt. (6)

(— +5)a=
x

_ ktue‘| Knapay pkt

2

<. ay fy_ayeТЦИ =АА-АА
0 с

Рис. 43

Если р>> хо, то для всех моментов времени и>>х(1) и после ин-
тегрирования имеем

шх—Ш (и—х) =АНЕ С,
откуда, потенцируя, получаем

x

и—х

Упрощенные начальные условия: при &==0 х(0)=х-<н. Тогда

— Сем. (7)

Xo=.
и—%о

Следовательно, уравнение (7) примет вид
Xx Хо— ‚ев!
их UX
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и искомый закон (модель Ферхюльста — Перла)

Мо ht= en’.* (2) w—Xo-+-Xe*#
График этого закона называют логистической кривой. Закон

роста колонии показан на рис. 43 сплошной линией, скорость рос-
та — пунктиром.

Учет скрещивания организмов

Задача 77. Колония организмов обитает в реальных природных
условиях. Найти закон изменения количества организмов в ‘колонии,
учитывая в основе размножения только скрещивание.

Решение. Прирост будет тем выше, чем больше количество
встреч между членами колонии разных полов. Количество встреч
пропорционально как численности одного, так и численности друго-
го пола, т. е. произведению х.-Х==4л^.

Для идеальных (или искусственно созданных) условий—без
учета внешних факторов, при неограниченных резервах питания
и т. п., для популяции можно написать, что

ах v
—=V
dt

где у — коэффициент пропорциональности.
Пусть: { — среднее время между двумя последующими оплодо-

творениями; т — среднее время вынашивания плода, фиксирован-
ное для данного вида.

Среднее время, в течение которого может состояться встреча,
ведущая к оплодотворению, ‹р={—т. Вероятность такой встречибудет тем большей, чем большую часть [‹р занимает в интервале {,
т. е. чем больше отношение >. Поэтому коэффициент \ целесооб-
разно принять

top top
а т,

где о — коэффициент пропорциональности. .
Величина Ё‹р зависит от плотности, т. е. от х, и тем меньше, чем

больше х на ограниченной площади, т. е.
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Таким образом,
в

ах _ top a x ,
аб о“— т

x

ИЛИ
Ах Bx?
dt” Bt * (1)

В частном случае при малом т по сравнению с В и малой общей
плотности (т. е. малых х) получим

ах. №
—= ax’.
dt

В случае, если В мало по сравнению ст (т. е. мало р), а общая
плотность большая (т. е. большие х), получим

ах _ Вр =.

Дальнейшее решение уравнения (1) дает искомый закон.
Исходя из уравнепия (1), можно апалогично предыдущей за-

даче найти также закон, учитывающий конкуренцию внутри попу-
ляции, внешние факторы, периодичность размножения и т. п.
Во всех до сих пор рассмотренных задачах популяция считается
однородной по возрасту, т. е. не учитываются различные возрастные
группы в популяциях.

$ 30. ПЛОТНОСТЬ МУРАВЬЕВ ВНЕ МУРАВЕЙНИКА
Задача 78. Основанием муравейника служит круг радиуса г

(рис. 44), и пространство вне муравейника однородно по распреде-
лению питательных веществ и по проходимости. Муравьи переходят
с одного места на другое, пока не найдут пищу или строительный
материал, и если они не погибают по дороге; то приносят свою до-
бычу в муравейник. В связи с этим вблизи муравейника больше
муравьев, чем вдали от него. Найти плотность муравьев вне му-
равейника.

Решение. Го условию задачи все точки, лежащие на окруж-
ности радиуса Ю, будут равноправны в смысле своей значимости для
муравьев. В связи с этим плотность (количество насекомых в окре-
стности, поделенное на ее площадь) муравьев во всех точках окруж-
ности радиуса Ю (К.>>г) будет одинаковой.

„Таким образом, для анализа плотности как функции расстоя-
ния А можно ограничиться рассмотрением точек одного луча.
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Пусть плотность в каждой точке не меняется со временем.
Поисковые перемещения муравьев считаем случайными, т. е. если
некоторое количество муравьев покинуло определенную окрестность
за единицу времени, то приблизительно столько же пришло”в эту
окрестность из соседних участков, а также, если некоторые муравьи
скрылись в муравейнике со своей ношей, то приблизительно столь-
ко же вышло из него в ее поисках.

м — р

Рассмотрим две точки А и В, лежащие на одиом луче (рис. 44),
и исследуем обмен муравьями между их окрестностями. Обозначим:
N(R) — количество муравьев в окрестности точки А, М(К--АЮ) —
их количество.в окрестности точки В.

В поисках муравьи разбегаются в разных направлениях, кото-
рые в поисковом отношении равноценны, и поэтому доля выходящих
муравьев не зависит от направления выхода. Если из окрестности
точки А в направлении к точке В вышло ^.М№М(Ю) муравьев, то из
окрестности точки В в направлении к точке А выйдет М(Ю--АЮ)
муравьев. Здесь А. <\1 — коэффициент пропорциональности, опре-
деляющий долю муравьев, выходящих в фиксированном на-
правлении.

Часть муравьев, вышедших из точки А к точке В, не дойдет до
окрестности этой точки, так как они найдут по дороге пищу или
строительный материал и вернутся в муравейник. Количество таких
насекомых будет тем больше, чем длиннее путь, т. е. чем больше
расстояние ЛЮ между точкамиДАи В.

Количество муравьев, вышедших из окрестности точки А и до-
шедших до окрестности точки В, будет

Мав==А4/\ (Ю) —Е.М (Ю)АК,
где К. — коэффициент пропорциональности, определяющий долю
вернувшихся в муравейник муравьев и зависящий от цепности про-
странства — чем оно богаче, тем он больше.
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К количеству муравьев kyN(R-+AR) прибавятся муравьи, кото-
рые вышли из окрестности точки В нек точке А, но по дороге нашли
пищу или строительный материал и, изменив направление, пошли
к муравейнику. Такие муравьи, если не успели выйти из сектора
ОР$, также попадут в окрестность точки А, и их количество будет
тем больше, чем больше расстояние АК.

Итак, количество муравьев, которые вышли из окрестности точ-
ки В и попали в окрестность точки А, будет

Npa==h,N (R+AR) +h2k1N (R+AR)AR.
Так как количество муравьев в окрестности любой точки долж-

но быть постоянным, то
Млдв=МвдА

ИЛИ

R,N(R) —RokiN (R) AR=RiN (R+AR) +F2kiN (К--АЮ)АК.

Сокращая полученное равенство на А! и учитывая, что количе-
ство муравьев равно их плотности, умноженной на площадь,
получим

f(R)Fa—Rof (R) FaAR=f (R-+-AR) Fp-+-Fof (RAR)FsdR, (1)
где [(Ю), f(R+AR) — соответствующие плотности в окрестностях
точек Аи В; РА, Ев — площади окрестностей соответственно точек
Аи В. Площади в полярных координатах выражаются:

FaxRAgh; Fax (R+AR)Agh. (2)

Подставляем выражепия площадей (2) в равенство (1)и по-
лучаем

[ (R) RAgh—Rof (R) RAGhAR=] (R+AR) (RAR)Agh-
+hof (R+AR) (R+AR) AghAR. (3)

Сокращая равенство (3) Ha ИЛф и группируя слагаемые, имеем

(К+АК)КК--АК)—ККК) =
——А» [Р(К-РАК) (К--АК)-ЕКК) К]АК.

Делим последнее уравнение на АК и переходим к пределу при
АЮ—0, в результате чего получим

Яв[АК®)1=—28КЕ). (4)
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Пусть Ё==9». Тогда уравнение (4) можно представить в виде
[RAR
КК) ^^

откуда

d[RF(R)]
RR)=“К

Интегрируем полученное уравнение плотности:

In [Rf (R)]=—RR+C. (5)

Начальные условия: при А=г f(R)=f(r), oTkyma

C=In[rf(r)H+Ar.

Найденное значение постоянной интегрирования подставляем
в уравнение (5) и тогда

RR) опр) = Е(Ю г), (6)
‘откуда искомый закон плотности

КВ) = eB(rye Me. (7)
Величину коэффициента # можно вычислить из равенства (6),

которое верно для всех К>>г и, в частности, для К==и1. Подставляем
Ю= ии в уравнение (7) и имеем

f(r) = (nee,
откуда

1 rf(r)k= ror Inn)” (8)
т. е. надо знать еще значение плотности { в точке Ю==7/.. Подставляя
значение А по формуле (8) в уравнение (7), получим кривую плот-
ности |(К).
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$ 31. РОСТ ДЕНЕЖНЫХ ВКЛАДОВ
Задача 79. Сумма А руб. положена в сберегательную кассу

на г%ф в год. Найти закон изменения суммы при условии, что при-
ращение начисляется непрерывно.

На основании полученного закона решить частные задачи.
а) Сумма 10 000 руб. положена в сберегательную кассу на 2$

в год. Через сколько лет она составит 20 000 руб.?
6) Через сколько лет удвоится 1 руб., хранящийся на 3-про-

центном счету?
Решение. Общая сумма Р вклада в результате начисления

процентов один раз в конце года составит

Р=А(1-+г).
Если проценты будут начисляться по истечении полугодия, то

Г 2Р=А (1+--),
если поквартально,

p=A(i++)— =),
и если ежемесячно, то A р \12

12

В общем случае наращенная сумма в конце года составит

p=A(1+—)"SONNE
при г%$ годовых, начисляемых т раз в год (например, 365 раз в год,
т. е. ежедневно).

По истечении п лет общая сумма будет

p=al(i+—-)"]’,
Если число т начислений процентов в год будет беспредельно

увеличиваться, то

ре ивА[(
“Аш[(1+—^)”]". (1)

moo
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Так как
т

Г тlim ( I+ —_) —е,
т-оо т

то равенство (1) принимает вид
Р=Ае"т.

Заменяя п через 2, получим сумму, накопившуюся по истечении
времени 6,

Р==Ае".

В течение короткого промежутка времени 41 приращение сум-
мы Р будет

АР=а4(Ае"!) =rAetdt=rPdt.
Разделяя переменные, получим дифференциальное уравнение

задачи
dP rt. (2)

а) Интегрируя уравнение (2) и подставляя начальные и конеч-ные условия в качестве пределов интегрирования, имеем
20 000[= о [4
10 000 Р

откуда
20 000 t

In P | = 0,02 |
10 000 0

или
п 2=0,021

и искомое время
In2 0,693i= 002 002.—= 34,66 года.

6) Интегрируя уравнение (2) с учетом условий задачи, по-
лучаем 2 р t

| >> —0,03 | dt,
1 0

откуда .
In 20,032

и искомое время

t= №2 223,1 года,0,03



Глава У

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ОДНОРОДНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Однородной функцией |(х, у) называется функция, удовлетво-
ряющая условию

[ (Ax, Ay) =A"F (x, y),
где А — произвольное число; п — степень однородности.

Интегрирование однородного дифференциального уравне-
ния вида

M(x, y)dx--N(x, y)dy=0 (1)
производится методом подстановки.

Если М(х, у) и №М(х, у) однородные функции своих аргументов
одинаковой степени, то уравнение (1) сводится к уравнениюс раз-
деляющимися переменными подстановкой

у= их,
откуда

dy—=udx+xdu.
Можно также пользоваться подстановкой

Х=2у,
откуда

ах=гау--уа2.

$ 1. ИЗОГОНАЛЬНЫЕ ТРАЕКТОРИИ

Задача 80. Найти изогональные траектории пучка прямых
с центром в начале координат.

Решение. Изогональными траекториями называются кривые,
образующие в каждой своей точке постоянный угол © с проходящей
через эту точку прямой пучка (рис. 45). |

Пусть уравнение данного пучка у=ах. Положим { а==А.
Обозначим. текущие координаты точки траектории через (х, и);

угловой коэффициент касательной к траектории в этой точке
аубудет “dx”

По условию
ayс
axSs
IF in’



164 Гл. У. Однородные уравнения

В любой точке (х, у) всегда a= = (из уравнения пучка).
Поэтому

‘ oyJ | b— ax xyay 7 pp _ dy
x ах

) ИЛИum dy y+kx 1)
| 5 ах ху`
»

у Уравнение (1) является однород-
| x ным уравнением, и для его решения

0 применим подстановку
Рис. 45 у=их, ау==иах-хаи. (2)

Подставляя выражения (2) в уравнение (1), получаем
хди—Ви?ах—Рхиди—Рах=0

или после группировки членов

x(1—ku) du—k(1+u?)dx=0. (3)
В уравнении (3) разделяем переменные

] 1—Аи dx
e Гри т; =O

Интегрируем:

1 Е гай? dxрн| teа 1-+-u2
ИЛИ

= arctg u+In C=In x+ = 1 (1-52) =In x ¥ 1442, (4)
Учитывая, что и= > и |пе=1|, придаем уравнению (4) вид

-arctg =—— —ш у2 у?— шп С
ИЛИ

1 arctg ¥_Ve+y2—=Ce А x,
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Переходя к полярным координатам, т. е. полагая Х==Г с0$ Ф,
y=rsing, находим, что изогональными траекториями являются
логарифмические спирали

Ф.
г—= Сей.

$ 2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Задача 81. В любой точке кривой длина поднормали равна
среднему арифметическому координат этой точки. Найти уравнение
кривой при условии, что она проходит через точку (—3, 2).

‘ d.Решение. Длина поднормали кривой у=|(х) равна ур
x |Среднее арифметическое координат текущей точки ao

По условию задачи получаем дифференциальное уравнение
искомого семейства кривых

ау = x+y
ode 2” 40)

которое является однородным уравнением. Преобразуем его к виду
1> (x+y)dx—ydy=0 (2)

и вводим подстановку

у=их, dy=udx-+xdu.

Тогда уравнение (2) принимает вид
(х-Них—2и2х) ах—2их24и=0,

откуда после сокращения на х получаем дифференциальное урав-
нение с разделяющимися переменными

(1--u—2u?) dx—2uxdu=0. (3)
Уравнение (3) делим на произведение (1--и—2и?)х и получаем

2udu dx
eo (4)1-+--u—2u? x

Преобразуем левую часть этого. уравнения. Представляя зна-
менатель в виде произведения —2(х—1) |х- >) и сокращая чис-
литель и знаменатель на 2, получаем |
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udu ах

(ии (+)
2

Избавляемся от дроби в знаменателе левой части и интегри-
руем полученное уравнение:

udu—2 J (u—1) (2u+1) =Inx+In Cy=In Сах. (5)

Применяя метод неопределенных коэффициентов, находим
и _ А В

(и—1) (2и-+ 1) и т и1’
A(2u+1)+B(u—1)=u

(2A+B)ut+A—B=u,

откуда

ИЛИ

и в итоге приравнивания коэффициентов получаем систему
2A+B=1, |
A—B=0,

решая которую находим А=В==1/3.
Раскрывая интеграл в левой части уравнения (5), получим

а A B—2] Е =—2 | u—| + 2и--1 dus
= + [in (u—1) + In(20-41) ==In(u-1) (aati=

=In — п Cix
[(и—1)72и-+1]*°

Сих (и—1) 8(2и--1) 1,
ИЛИ

откуда после подстановки и= 2. и сокращения на х имеем
Ci (y—x)"* (Qy+x) b= 1. (6)

Уравнение (6) преобразуем к виду
о 1(y—x)*s(2y+x) b=— =C

1
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и обе стороны полученного равенства возведем в куб

(и—х)?(2у--х) =С.3=С.
Таким образом, общее решение уравнения (1)

(ух)?(2у--х) =С
Дополнительное условие: точка (—3, 2) является точкой кри-

вой, следовательно,
(2+3)?(2-2—3) =C

C=25.
ИЛИ

Тогда уравнение искомой кривой
(y—x)?(2y-+x) —25=0
2y2>—3xy?+x—25—=0.

Задача 82. Радиус-вектор любой точки кривой меньше длины
подкасательной на величину абсциссы точки касания. Найти урав-
нение кривой, если она проходит через точку (—3, 4).

ИЛИ

Решение. Радиус-вектор любой точки кривой равен 7х2-- и.
у.

По условию задачи дифференциальное уравнение искомого
семейства

Длина подкасательной равна

—— Ах2 2—4)—_— —y?+y=y dy
ИЛИ

(y x2-+-y?-+-x) dy—ydx=0. (1)
Уравнение (1) является однородным дифференциальным урав-

нением, которое можно привести к уравнению с разделяющимися
переменными. Целесообразнее принять подстановку

х==гу, ах==гау--уа:. (2)
Подставляем выражения (2) вуравнение (1) и получаем урав-

нение

7 =2--1 ду—и аг=0,
которое после разделения переменных принимает вид

ау dz
у у =-1

—0.
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ИЛИ

dy dza (3)
7=2--1

Интегрируем уравнение (3) и в итоге получаем
| ш у=1п(2- 7 22-1)11 С,

откуда

y=C(z+ 72+). (4)
Уравнение (4) преобразуем следующим образом:

y—Cz=Cy 241
C2(2-+-1) =y?—2Cyz+ C222,

откуда общее решение дифференциального уравнения (1)
y2= 2Cyz+C?2=2Cx+C,

ИЛИ

Начальное условие: точка (—3, 4) лежит на кривой, т. е.
16=2(—3)C+C2,

C,=8; Co —2.
откуда

Итак, получаем две кривые: параболу

y*= 16x-+ 64
и параболу

у —= —4х--4.

Задача 83. Найти кривую, для которой площадь, заключенная
между осью абсцисс, кривой и двумя ординатами, одна из которых
постоянная, а другая переменная, равна отношению куба перемен-
ной ординаты к переменной абсциссе (рис. 46).Решение. Пусть N(x, y) — переменная точка на кривой.
Площадь криволинейной трапеции равна f уах. По условию

Xo

ye5 ydx= (1)
Берем производную от обеих частей равенства (1) и тогда

3y2y/x—
x2
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откуда

ау _ му-узах By’x | (2)
Однородное дифференциальное уравнение (2) подстановкой

y=ux, dy=udx-+xdu приводим к уравнению
ах —_ Зиан (3)
x 1—2u2-

J T М ———>

xX0 Хо ОХ о
Рис. 46

Общее решение уравнения (3) имеет вид
ШС
4

Inкшо)=
и после потенцирования запишется так:

24 (2и2—1)3=С.

Переходя к переменной и, имеем

a(S)=<
ИЛИ

(22—52)3—Cx2,
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$ 3. ЗЕРКАЛО, ФОКУСИРУЮЩЕЕ ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ЛУЧИ

Задача 84. Какой формы зеркало собирает все лучи, парал-
лельные его оптической оси, в одной точке? Найти уравнение зер-
кальной поверхности, если ее фокальная хорда равна 8.

Решение. Пусть отраженные лучи фокусируются в начале
координат. Ось абсцисс направим по оптической оси зеркала и со-

y 4

M(x, y) : Q

| 0 NO
Puc. 47

ставим уравнение сечения искомой поверхности зеркала плоскостью
хОу (рис. 47). Любой луч ОМ параллельного пучка должен после
отражения пройти через начало координат. По закону отражения
ДЛа=/В. Следовательно, треугольник МОМ равнобедренный и
чинно

ОМ=—ОМ, т. е. радиус-вектор точки М (х, у) равен отрезку, отсекае-
мому на оси абсцисс нормалью:

— dV?+y=x+y ao (1)
Уравнение (1) представляет дифференциальное уравнение се-

мейства кривых, к которому принадлежит также искомое сечение.
Общее решение этого однородного уравнения

y2—=2Cx-+C2
ИЛИ

у2=2С ( x+=
представляет семейство парабол с общим фокусом в начале коор-
динат и параметрами р=С.
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Так как фокальная хорда искомой параболы
2р=8,

TO
p= C=4.

Уравнение искомого сечения представляет параболу
y?=8(x-+2).

Так как плоскость хОу выбрана произвольно, TO аналогичные
сечения получатся в любой плоскости, проходящей через ось Ох.
Таким образом, искомая ‘зеркальная поверхность представляет па-
раболоид вращения

у?--22=8(х--2).

$ 4. ТРАЕКТОРИИ ПОЛЕТА САМОЛЕТОВ

Задача 85. Летчик ведет самолет в направлении к городу В,
расположенному на одной параллели западнее взлетной площадки.
Найти уравнение траектории полета самолета, если его скорость
окм/ч и ветер дует с юга со скоростью & км/ч. Взлетная площадка
находится на расстоянии а км от города В.

1 _
WA2АMsp,

Corp Hue яр МИХ, ) _
V

7 | sing
y cos?

Dy

100] | ee_ x _ (a, 0)
Puc. 48

Решение. Пусть М (х, у) положение самолета в момент вре-
мени # (рис. 48). Вектор, представляющий: его скорость, имеет вели-
чину о и направлен к точке В. Пусть ф — угол, образованный векто-
ром с горизонталью, соединяющей взлетную площадку и город В.
Вектор скорости ветра направлен ‘на север и имеет величину Ww.
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> =

Тогда диагональ параллелограмма, образованного векторамиу и %,
представляет действительное направление вектора скорости само-
лета в момент #. Диагональ должна касаться траектории самолета

у ,в точке М. Следовательно, она образует наклон Ax С искомой кри-
вой. Поэтому задача сводится к определению уравнения, которое.
выражает производную a. в виде функциихи и.

Соответствующие составляющие скорости самолета в направ-
лениях хи и будут

dx dyae SF yi (р О с0$ Ф, р озт ф. (1)
Поэтому действительная скорость самолета в направлении у

с учетом скорости ветра

a —=—v sing+w. (2)
Из рис. 48 очевидно, что

Шф=— cos o==.
уу? Very

Подставляя эти значения в первое уравнение (1) и в уравне-
ние (2), получим

dx — UX dy vy
Ve+y

Деление второго уравнения (3) на первое уравнение (1) дает

—

dt yrty dt о. (3)

WwW д
ибоТУау _ бути уюах — —UX — x (4)

Пусть теперь
wk= —,о’.

т.е Е — коэффициент отношения скоростей ветра и самолета. Сле-
довательно, равенство (4) примет вид

xdy= (y—k y x+y?) dx. _ (5)
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Уравнение (5) является однородным уравнением. Преобразуем
егок интегрируемому выражению

koecy __ #Vi4(4)
ИЛИ

d(7 в, a
Vix(4y0

aНачальные условия: при #=0 х=а, у=0, y’= : —0.
Интегрируя уравнение (6), имеем

y/x (f) fe,
x x,

у(2
0

откуда

у | У фк.++ (9)| =-вш= (7)
Пусть

—U= —. (8)

Тогда равенство (7) принимает вид

In(u+ 71-42) =—^ шп =.
ИЛИ

ut yite= (=),
откуда

на (2) ‘2(2) ии
ИЛИ

2 (=)Tu (2) 41,
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Отсюда получаем, что

== (=)- (=) ]9 a a

Возвращаясь, согласно соотношению (8), к прежней перемен-
ной, имеем:

=>[(%)- (4)1=5 (5)“(5)”

/ 070,0) (4,0) Xx

Puc. 49

иПодставляя R= —>› окончательно получаем уравнение траек-
тории

1№ 44
vy= [(=) “-(=) °]. (9)

Исследуем зависимость решения от параметров.
Случай 1. Скорость ветра & равна скорости самолета и. В этом

случае решение (9) принимает вид

ve 8 (1-2),
откуда
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т. е. уравнение. траектории представляет параболу (рис. 49). Само-
лет никогда не достигнет места назначения.

Случай 2. Скорость ветра & больше скорости самолета 9.
w иВ этом случае — >1, так что [——— <0. Поэтому при х—0

величина

1 1
Xx v a v(2) (2) 5а x

Следовательно, согласно равенству (9), при ^—>0 И>о. Опять
самолет никогда не достигнет места назначения. Траектория пока-
зана на рис. 49 при =.

y |

$& A
WE

AS
И/ 6050

a

| eee
N(0,0) wWsink = (a,0) —

Puc. 50

Случай 3. Скорость ветра & меньше скорости самолета у.
w w |В этом случае > <1, Tak uTo 1—> —>0. Из уравнения (9) ‘оче-

видно, что при х=0 y=0. Поэтому самолет достигнет города В.
и ]Приблизительная траектория приводится на рис. 49 при =>5

Задача 86. Летчик ведет самолет, передняя часть которого на-
правлена к городу М, расположенному на одной параллели запад-
нее взлетной площадки на расстоянии а км. Найти уравнение траек-
тории полета, если ветер дует со скоростью & в направлении,
образующем угол а с вертикалью (рис. 50).
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Решение. Как видно из рис. 51, равнодействующая дей-
ствительных скоростей ветра и самолета в направлениях х иу
примет вид

dx dTP =—9 60$ ф-® 51 а, т =—v SinPW COS &. (1)
oeweon9 seww

С W cosol
MM sinolу y !
Voos?

ф x

Puc. 51

Разделим второе уравнение (1) на первое, в результате чего
получим

dy —vsing+wcosa |
dt —vcosg+wsinag’ (2)

В уравнении (2) выполняем замены:

Шф=—/_ 4 cos ф= ЛИН
V?+y уху?

В итоге получаем однородное уравнение
ох(-—^^ ++ сова ) ах= (— +wsin a ) dy, (3)

уху? Ve+y
в котором величины 9, & с0$ & и & зш о постоянны. Уравнение (3)
преобразуем при помощи подстановки у=их, дау=иах--х4и, откуда

(— — +wW cos a )dx= (——* +w sina (udx+xdu).
y 1+? y 1+
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Выполняя умножение, последующее сокращение и приведение
подобных членов, имеем

w(cos a—sin a)dx=x ( w sin a— } du,
y 1+-u?

откуда после деления равенства на х получаем
dx oy vи (со аш а) —— = ( w sin a— ————— ди. (4)
* Vi-u? ©

Интегрируя”уравнение (4) и вместо и подставляя 9 приходим
x

к равенству

w(cos a—sin a)Inx=w sin a +u In (
которое элементарными преобразованиями приводится к виду

xw(cos a—sin a)—41 yIn =w sina ЕС:
ууу?

После потенцирования общий интеграл уравнения примет вид
у

——_—_—_._ w sin a———.xw(cos a—sin a)—1i1— (7 (y+ у х2--у?) е х. (5)

Начальное условие: при х=а y=0. Отсюда
xw(cos a—sin a)—-i—. Cq

ИЛИ

C= i xw(cos a—sin w)—1
а

Подставляя найденное значение С в уравнение (5), после со-
кращения на х'(с08 9811 9)—1 получаем искомое уравнение траектории
полета

—w вто
и Ул?уг=ае <.



Глава VI

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ
УРАВНЕНИЯМ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ

Дифференциальное уравнение

М(х, уах-ЕМ(х, y)dy=0, (1)
где М(х, у) и N(x, у) — функции х и и, будет уравнением в полных
дифференциалах, если существует такая функция Р(х, и), что

M(x, y)dx-+N(x, y)dy==dF(x, y). (2)
Условие

м _ ом
ду — Ox

является необходимым и достаточным, для того чтобы уравнение (1)
было уравнением в полных дифференциалах.

Общий интеграл уравнения (2)
Е(х, у) =С.

Функция Р(х, у) может быть найдена двумя способами:
1) по формуле

F(x, y) = [МЕ Е| M(x, n) dn,
Xo Yo

где № и И произвольны. Они выбираются так, чтобы М и М оста-
вались конечными при х=аи и=65. Обычно а и В берутся равными
О или 1;

2) по формуле

[мо ydxt Jn(x, ydy=c.
Иначе, общее решение может быть найдено по формулам

Гибка [wef ME ae] apne
ИЛИ

J vc, y)dy+ J Ene у) — У ау | кб,Ox
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Если левая часть уравнения (1) не является полным дифферен-

циалом какой-то функции Е(х, у), можно подобрать интегрирующий
множитель и, который обратит уравнение (1) в уравнение в полных
дифференциалах

pu M(x, y)dx-+p N(x, у) 4у=0
И тогда -

OuM(x,y) _ дыМ(х, у)
ду Ox

Интегрирующий множитель и=и (х, у) удовлетворяет урав-
пению:

ати OM ONN(x, 9) М) = ay. Ox”
причем любое частное решение этого уравнения является интегри-
рующим множителем.

Отыскание и не всегда практически выполнимо.Рассмотрим случаи простого определения интегрирующего
множителя.

Случай 1. Функции М(х, у) и М(х, у) однородные одного из.
мерения:

М(х, у) х-ЕМ (х, у) уp=p (x,y) =

Случай 2. а) Отношение

OM _ ОМ
ши ду OxOx — N(x,y) =(x),

где ф(х) — функция только от х. Тогда

uae! ede,
6) если

OM _ ОМ.
Ox Oy .M(x,y) =(y),

где p(y) — функция только одного и, TO

и= Г $(и)4у
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Случай 3. Если

-„-- a“ ==N(x, y)p(x)—M(x, y) p(y),
то интегрирующий множитель

и= of Фра» p(x)dy
$ 1. ПАРАБОЛИЧЕСКОЕ ЗЕРКАЛО

Задача 87. Источник света помещен в точке О. Какова должна
быть форма зеркала, чтобы отраженные от него лучи были парал-
лельны оси Ох?

——
АХ, ©

©
>

aQe « x9\0 А =>

Рис. 52

Решение. Рассмотрим кривую сечения поверхности зеркала
плоскостью хОу и на этой кривой произвольную точку Р(х, и)
(рис. 52). Угол падения луча равен углу отражения и поэтому
Z. OQP=a.

Tak kak Z OQP=a, то А ОРО —равнобедренный. Таким об-
разом, [ОО |=|ОР| = 2+у.

Считая иу>>0, получаем

dy_, _ |PR|_ |. y
пак =ва=-=|QR| ухо

Умножая числитель и знаменатель дроби на выражение
ee

ух у?—х, имеем



$ 1. Параболическое зеркало 181

, уу?—
9 — ’
. у

откуда
И |
Ve+y

ИЛИ
d _,-———_(yx2-Ly?) =].ig Very’)

Проинтегрировав последнее равенство, получаем
уу=х-+С

ИЛИ

y2==2Cx+C2=2C (+=) ‘ (1)
По условию кривая должна быть симметричной относительно

оси Ох, т. е. уравнение. (1) будет выполняться и при у< 0. Равен-ство (1) показывает, что искомая кривая есть парабола с осью сим-
метрии Ох.Пусть дано расстояние от источника света О до центра зер-
кала 5: 10$] —а. Тем самым получаем начальное условие:

при х=р—а у=0. (2)
Подставляя эти значения в уравнение (1), имеем

0=2С (—a+ > ,
откуда

С=—= 23а.

Значение С=0 не подходит по физическому смыслу задачи.
Таким образом, искомая парабола:

y2=4a(x-+a).
Для этой параболы р==2а и, следовательно, фокусное расстоя-

ние = =A, т. е. источник света О находится в фокусе. Плоскость
хОу, в которой лежит парабола y?=4a(x-+a), проходит через
ось Ох. Уравнение параболы не изменится, если эту плоскость вра-
щать вокруг оси Ох. Это значит, что поверхностью зеркала будет
служить параболоид вращения. Этот параболоид в сечении с любой
плоскостью, проходящей через ось Ox, будет давать параболу, урав-
нение которой найдено выше. (Ср. с задачей 84.)
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$ 2. КОНЦЕНТРАЦИЯ ВЕЩЕСТВА В ЖИДКОСТИ
Задача 88. Установить закон изменения концентрации глюкозы

в крови по времени при постоянном внутривенном введении в коли-
честве; колеблющемся от 155 до 630 мг/мин, если известно, что оно
продолжалось 60 мин, в течение которых брались пробы крови через
равные интервалы времени.

Решение. Если количество глюкозы в крови 4, а ее концен-
\трация + =, где У — объем распространения в крови, то вводи-

мая глюкоза определяется в количестве, пропорциональном ее
наличному содержанию в крови. С другой стороны, концентрация
глюкозы повышается в результате постоянного ее введения. =

В итоге этих двух взаимосвязанных процессов находим, что
изменение концентрации глюкозы в крови по времени

м (1)
где ^ — постоянная скорость вливания, р — количество вводимой
глюкозы, Ме/мин.

Если глюкоза не прибавляется, о=0, уравнение (1) сводится
к равенству

dé
a

тогда как при отсутствии вливания А==0 и уравнение (1) примет вид

FP
dt У’

Представляя уравнение (1) в видеae _ ри
ЧЕ= у (2)

Лвазамечаем, что оно имеет sarerpupyiount множитель е
что, умножая на него обе стороны равенства (2), имеем

dé оht ВЕР ое т ke ye

=eht так

м так как в левой части равенства полный дифференциал Eert, To
дифференциальное уравнение процесса

a (bet) = — ем,



$ 2. Концентрация вещества в жидкости 183

откуда

[4 (6ем) = J okt df.
Интегрируя последнее равенство, находим

ем — _Р_ еёС,
kV

где С — постоянная интегрирования.
Начальное условие: при {—=0 &=0, поэтому

- О0= 77 +C,
откуда |

ОC=— RV"
Следовательно,

p оШ_^Щоу "Ву
или после деления на е!:

0f= у. (l—e-**). (3)
Концентрация глюкозы в крови при {=0 не равна нулю, но

формула (3) остается правильной, если С представляет концентра-
цию глюкозы, превышающую’в момент введения первоначальное
значение. |

Экспериментальными наблюдениями установлено, что
&==53,8 (1 —e—0.05198) , (4)~

Сопоставляя уравнения (3) и (4), находим:

рЕ —=0,0519, у’ =53,8.
Количество вводимой глюкозы ро=297 ме/мин, так что объем

распространения глюкозы У=10,6 a.
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ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ЛИНЕЙНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Дифференциальное уравнение

M(x, y)dx-+N (x, y)dy=0,
разрешенное относительно производной и’ и принявшее вид

y’'+P(x)y=Q(x), (1)
называется линейным неоднородным дифференциальным уравне-
нием первого порядка. При отсутствии члена @(х), т. е. при
С(х) =0, уравнение (1) называется однородным.

Искомая функция и и ее производная входят в уравнение ли-
нейно, т. е. в первой степени. В частном случае переменные вели-
чины Р(х) и 0(х) или одна из них могут быть постоянными. Тогда
уравнение (1) в первом предположении примет вид

y’+Py=Q.
Общий интеграл уравнения (1) находится:
1) подстановкой Бернулли у==и2, и, следовательно,

ди=иаг--гаи,

где ии г— неизвестные функции х, которые определяютсяиз двух
условий

duWe +P(x)u=0,

нак9)
2). при помощи интегрирующего множителя wed Pere

путем приведения к полному дифференциалу

ye Jd Pee [faced Po dx-LC .
3} если известно какое-либо частное решение yi(x) JHHeHHOrO

уравнения, по формуле

y=yi(x)+Ce J Peas
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4) если известны два линейно независимых частных решения
и(х) и у2(х) (т. е. решения, линейная комбинация которых С1у1--
-Слу» ни при каких значениях С и С>, кроме С. =<С›=0, не обра-
щается тождественно для всех значений х на данном интервале
в нуль), по формуле

у=и-НС(у2—и).
$ 1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Задача 89. Найти кривую, проходящую через точку (1, 1), у ко-
торой отрезок, отсекаемый касательной на оси ординат, равен аб-
сциссе точки касания.

Решение. Наклон кривой в какой-либо точке определяется
угловым коэффициентом А касательной в этой точке и, следователь-

. у 3но, производной =а=т Поэтому уравнение касательной

=(х—№). (1)

Точка пересечения касательной с осью ординат имеет коорди-
наты, удовлетворяющие системе

аY—Yo = (x—Xo) ,
Хо==0.

dy |Координаты точки касания Хо=0, Yomy—xTx Otpe3ok, oTce-
. dyкаемый касательной на оси ординат, равный Ио, будет ухTe

По условию этот отрезок равен абсциссе х точки касания. Отсюда
дифференциальное уравнение искомого семейства

ау—х — =x, (2)
Уравнение (2) является линейным уравнением, которое после

преобразования принимает вид

аки (3)
Применяем подстановку Бернулли

у=иг, ау=иаг-24и.
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Тогда уравнение (3) приводится к виду
dz ( du и

u—— +2|—_— ——] =-—1.dx т dx x
Неизвестные функциии и = определяются из условий:

аи и.а) —— —— =0 или после интегрирования и==х;
- ах x

dz С6) x x ——1 или после интегрирования 2=п =>
Искомое общее решение уравнения (2) принимает теперь вид

=uz=xX In Су—иг= x

Начальное условие: точка (1, 1) лежит на кривой, отсюда
-C=][ln——] Г—

ИЛИ
С=е.

Уравнение кривой будет

у=х п= =x(In e—In x) =x(1—In x) =x—x In x.
Задача 90. В точке с ординатой 2 кривая наклонена к оси Оу

под углом 45°. Касательная отсекает на оси абсцисс отрезок, рав-
ный квадрату ординаты точки касания. Найти уравнение этой
кривой.

Решение. Отрезок, отсекаемый касательной на оси абсцисс,
ахравен х—и dy По условию задачи

= XS. 1dy у (1)
Уравнение (1) является линейным относительно х, общий ин-

теграл его
x-+y’—Cy=0. (2)
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аДополнительное условие: при у=2 ay =tg 45°=1. .
Дифференцируя почленно уравнение (2) по у, имеем

ах

и частное значение этой производной при y=2

dx—— —C—2-2=—C—4,
dy \yoo

откуда

ИЛИ

Уравнение искомой кривой
x+y?—5y=0.

Задача 91. Площадь треугольника, образованного радиус-век-
тором любой точки кривой, касательной в этой точке и осью аб-сцисс, равна 2. Найти уравнение кривой, если она проходит через
точку (2, —2).

У

Решение. Основанием треугольника ОМА является отрезок
ОА (рис. 53), отсекаемый касательной на оси Ох. Аналогично за-
даче 89 для отрезка, отсекаемого на оси Ох касательной, найдем

Xxвыражение х—уdy
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Высотой треугольника будет ордината у. Площадь треу-
гольника

ив (1)

Уравнение (1) является линейным относительно х, а его общее
решение ©

2
x=C —,y+ и

Дополнительное условие: кривая проходит через точку (2, —2),
откуда

22=С(—2)+—5

c=,
2

Уравнение искомой кривой

3y?+2xy—4=0.

$ 2. ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ

Закон движения — алгебраический многочлен
Задача 92. В любой момент { скорость о точки превышает сред-

нюю скорость за время Гс начала движения на величину Ё. Найти
закон движения, если при #=0 $=50, 9=0.

dsРешение. Скорость в момент { будет = Tr Средняя ско-
$—5——. ‘По условию

задачи 9—0‹р=йЁ. Отсюда дифференциальное уравнение движения
рость за времяЕ с начала движения VUcp=
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48 _ 5—5 —72
dt t

или
ds l $50сеа, (1)

т. е. это линейное уравнение.
Общее решение уравнения (1)

S==So+ > 3+-Ct. (2)
dsНачальное условие: при #=0 о= 1: =0. Дифференцируя

общее решение (2), получаем зависимость
ds 3 2pdt 2 РС,

откуда
3

—-—.0-0 5 02-+C
ИЛИ

C=0. (3)
Подставляя значение (3) в общее решение (2), получим иско-

мый закон движения

S=So+ + ts,
Периодический закон движения

Задача 93. Скорость 9, путь $ и время Е связаны уравнением
о с0$ {--5$ чт 1=1. Найти закон движения, если при {=0 $=2.

4$-Решение. Так как v= Gp TO подставляя это значение о
в данное уравнение, получаем дифференциальное уравнение дви-
жения

dsTt cos [+s sin f=].
Решая это линейное уравнение, получаем

$=зш НЕС cos &.

Начальное условие: при #=0 $=2, откуда
2=sin0+C cos 0
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ИЛИ
С=2. (1)

Подставляя выражение (1) в общее решение, получаем иско-
мый закон движения

s=sin f+2 cos Е.

Падение тела переменной массы
pt osoe—= |

Задача 94. Капля с начальной массой М г, свободно падаяв воздухе, равномерно испаряется и ежесекундно теряет т г. Сила
сопротивления воздуха пропорциональна скорости движения капли.Найти зависимость скорости движения капли от времени, прошед-шего с начала падения капли, если в начальный момент временискорость капли равна нулю. Принять, что коэффициент пропорцио-
нальности Е5Ет.

Решение. Ввиду равномерного испарения капли ее массав момент { равна М— 71, а сила тяжести капли —(М—тёв, где в —ускорение силы тяжести. Силу тяжести считаем положительной, т. е.
направленной вниз.

По условию сила сопротивления воздуха Р1=—о (знак минус,так как она направлена вверх). Равнодействующая всех сил, при-
ложенных к капле,

F=(M—mt) g—kv,
а так как по второму закону Ньютона

dv( ) dt ’
то дифференциальное уравнение задачи

(M—mt) = =(M—mt)g—ko
или а ,

U

dt + M—mi °8—0.
Решая это линейное уравнение подстановкой о=и\ш, находим

|
w= (M—mt)™

и

-—нa2 2. (M—mt) ™u= Jg(M—mt) ™dt= “~—_ +C.
——I
т
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Отсюда
M—mt *panaSOM) comm т, (1)

Начальное условие: при {—=0 о=0. Следовательно,
|

__&м т0= т -СМт,
откуда

_ ytC= ММ т М т
Ш m—k

Найденную постоянную интегрирования подставляем в равен-
ство (1), и тогда скорость движения капли

Е
——v= [м-ние ( 2.) м].

$ 3. ТЕМПЕРАТУРА ОХЛАЖДАЮЩЕГОСЯ ТЕЛА

Задача 95. Найти закон изменения температуры Т охлаждаю-
щегося ‘тела массы т и теплоемкости с. Температура окружающей
среды &, причем Г>>Е. Когда температура окружающей среды #=0,
температура тела равна Га.

Решение. [о закону Ньютона бесконечно малое количество
теплоты 4©@, отданное телом в течение бесконечно малого проме-
жутка времени 41 пропорционально разности температур тела и
окружающей среды:

dQ—=—k(T—1) dt,
где А — коэффициент пропорциональности. Знак минус указывает,
что потеря теплоты 4@ — величина отрицательная.

С другой стороны,
Q=mc(T—t), (1)

где 11 — масса тела, с — его теплоемкость.
Предполагая, что теплоемкость есть величина, не зависящая

от температуры, после дифференцирования уравнения (1) находим
40= тсаТ.

Следовательно,
mcdT=—k (T—?) dt.
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Разделяя переменные и интегрируя полученное уравнение,
имеем: |

kt

T=t+Ce те. (2)
Начальное условие: при #=0 температура Т=Ти:. Отсюда

k
——e

Ti=t+Ce- me `
ИЛИ C=T1-1. (3)

Подставляя найденное значение постоянной интегрирования
(3) в общее решение (2); получаем искомый закон

kt

T=t+(Ti—t)e"с.
$ 4. НАГРЕВ ТЕЛА ПРИ СТАЦИОНАРНОМ ТЕПЛОПОТОКЕ

Задача 96. Найти закон нагрева теплообменника при постоян-
ном притоке теплоты.

Решение. Пусть: АТ — изменение температуры отопитель-
ного аппарата в течение времени 4#; С — вес аппарата; с — специ-
фическая теплота материала аппарата; ^ — коэффициент тепло-
переноса поверхностью аппарата (на единицу площади для повы-
шения температуры на 1°С); @ — количество поступающей теплоты
в единицу времени; 5 — поверхность теплопередачи аппарата;
Г — наружная температура; Г—Т1: — превышение наружной тем-
пературы теплообменника.

В течение времени 4 происходят следующие процессы:
а) в теплообменник поступает количество теплоты, равное @ 4,
6) в аппарате накапливается количество теплоты, равное СсаТ;
в) отдается в окружающую среду количество теплоты, равное

S (T—T,) 42.
Суммируя эти количества, получаем уравнение теплового

баланса
GcdT+S (T—T,)Adt=Qadt

или
ат SK Q
detGe VOI) = Ge

Ss QПолагая а= ——— u b= ——, дифференциальное уравнение про-
Gc Gc

‘ цесса запишем в виде:
атWr +a(T—T,) =).
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Разделяем переменные
| dT _
b—a(T—T1) dt, (1)

Для облегчения интегрирования преобразуем левую часть
уравнения (1) так, чтобы в числителе получить дифференциал зна-
менателя:

] d[b—a(T—T,)|
па в-а(т-Т,) =at.

Умножаем это уравнение на (—а) и тогда
d|b—a(T—T

b—a(T—T;)
Интегрируя равенство (2), получаем

In [b—a(T—T,) ]=—at+C,
и после потенцирования

b—a(T—T;) =еб:ее“=Сем,
откуда

b C р -T—T,= а +7 e-at — а +C*e-at,
Начальное условие: при #=0 Т==Т.. Отсюда

C+*=— —,
a

Тогда уравнение процесса принимает вид

Т—Т!= г. (1—e-") (3)
или, подставляя значения аиЬ, имеем:

pty (1-2).
При Г: =0 из уравнения (3) получим

r= (1—e-2), (4)
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Исследуем этот закон. При {->со получаем
b

Т= —
a

—ТЬ,

где Гк — конечная температура теплообменника.
Уравнение (4) может быть записано в виде

T=T,(1—e-*), (5)
1Подставляя теперь в уравнение (5) значение t= — =т,
аполучаем

|T=Tx( 1-—) =0,637x.
е

Время т=-- называется постоянной времени.
$ 5. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ ЦЕПИ

Составление уравнений для токов в электрических цепях осно-
вывается на законах Кирхгофа.

Первый закон Кирхгофа. Алгебраическая сумма всех токов,
притекающих к любой точке цепи, равна нулю (рис. 84).

Lytly=O Li, tly+ls =O ty tla tls tly =O
Puc. 54

Второй закон Кирхгофа. Для каждого замкнутого контура це-
пи алгебраическая сумма падений напряжения в отдельных ветвях
контура равна нулю (рис. 55).

При составлении дифференциальных уравнений электрических
цепей следует учитывать, что падения напряжения на самоиндук-

diции, сопротивлении и емкости выражаются соответственно Р-р,
Ri,~ а заряд конденсатора
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t

Q(t) = Ji(tyat+Q(0).
0

Параметры Л, С, L предполагаются постоянными, кроме особооговоренных случаев. Здесь И — падение напряжения. на каком-
либо определенном участке контура.

yo
Uy
a, U,<> и \05 Uy Uy
—”
Uy'

ZO — o™ и
2 UsU,+U,=0 U, tU,+=0 Uy +, Ug +U,=0

Puc. 55

‚Цепь «сопротивление — самоиндукция»

а) Постоянная электродвижущая сила
Задача 97. При размыкании цепи (в момент появления искры)

сопротивление цепи А быстро возрастает от первоначальной вели-
чины Ао до бесконечности. На основании опыта допускают, что за-
висимость А от Ёв этом процессе выражается

где т — время всего процесса размыкания. Найти силу тока {в лю-
бой момент в цепи при постоянной электродвижущей силеЁ и само-
индукции [.

Решение. Так как в цепи действуют электродвижущая сила
i - о—, T

dt ’
у4

источника Ё и электродвижущая сила самоиндукции —Ё
результирующая электродвижущая сила

di
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По закону Ома
| iR= V,
или

di

тВ процессе размыкания цепи Ю=Ю р Отсюда получаемtT
дифференциальное уравнение процесса

di Rot . Е
di Та“Г’ (1)

которое является линейным.
Общее решение уравнения (1)

Rot Rotj= (2-1) t | J (rn = at+c|.
v RotL =]и т

В первом случае после раскрытия интеграла в квадратных
скобках общее решение будет

=|Возможны два случая:

Е Rot=) ry (2)
Bo втором случае общее решение примет вид

Е

Начальное условие: в момент начала размыкания при #=0
сила тока [= = . Тогда в первом случае

0

Е _ 8-9 | СЕ 0) —
В ВЕРЕ

откуда
СЕ EL _ Rot
р = Ви“ ^' 4)
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Выражение (4) подставляем в общее решение (2) и получаем

j= ВВ [ Ro(r—#)—L (1- =) “|.
Аналогично во втором случае

Е ЕR=9[C—In(t—0)],
откуда

C= a Рот
Rotили, так как L =1, TO

С=1-Ншт. (5)
Подставляя выражение (5) в общее решение (3), имеем

“I.
Задача 98. В цепи поддерживается напряжение E=300 в.

Сопротивление цепи А=150 ом. Коэффициент самоиндукции
[ —=30 гн. За какое время с момента замыкания цепи возникающий
в ней ток { достигнет 99% своей предельной величины?

Решение. Электродвижущая сила самоиндукции пропорцио-
нальна скорости нарастания силы тока. Коэффициентом пропорцио-
нальности служит коэффициент 2 самоиндукции цепи.

В процессе замыкания цепи в ней действуют две прямо проти-
воположные электродвижущие силы: напряжение цепи ЕЁ и электро-

diдвижущая сила самоиндукции ЕЁ.=— С Tr
Алгебраическая сумма этих электродвижущих сил

di
АЕ”

Ет(0 | tin .

V=E-L

По закону Ома сила тока в цепи

VY
R

i=

ИЛИ
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Преобразуем последнее равенство.
.. diRi=E—L—

ИЛИ
Ridt=Edt—Ldi,

откуда
Ldi= (E—Ri)dt

и
Ldi |dt= Ri (2)

Интегрируя равенство (2), имеем:
di L ¢ d(E—Rit=L jo

~E—Ri E—Ri
ИЛИ

L=вIn(E—Ri) +C.
Начальное условие: при {=0 i=0, следовательно,

=№(ЕЬ-А.0)+С.
откуда

L
C= —In E.

R

Таким образом, закон процесса:
L E

ЕЩЕ
ЕТак как предельным значением { будет /= в, то по условию

i=0,99 a и поэтому искомое время
L E L .‘= R In E—0,99E ~ в. In 100. (3)

Подставляя в равенство (3) числовые значения Ёи R, OKOH-
чательно получим

30=150 In 100 ~0,92 сек.
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6) Периодическая электродвижущая сила
Задача 99. В цепи с сопротивлением К и самоиндукцией Г. дей-

ствует периодическая электродвижущая сила

E,=a sin t,7

Т

где Г — период, {$ — время, @ — постоянное число, равное, очевидно,
максимальному значению величины Е!. Определить силу тока #
в цепи в любой момент времени, если в начальный момент при #=0
сила тока равна нулю.

Решение. В цепи действуют две силы: электродвижу-
щая сила

. 2лЕ=а sin>F
И противоположная ей электродвижущая сила самоиндукции

di
т

Общая электродвижущая сила

2л di= E = in ——t— —,E Ey+ 2—4 $1 T t—L dt

По закону Ома сила тока в цепи

Таким образом,
. 2л di_ a sin т. t—L dt

R

21Обозначая для краткости — —А, запишем дифференциальное
уравнение процесса

Lo а sin Rt. (1)
Уравнение (1) является неоднородным линейным дифференци-

альным уравнением первого порядка.
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Решаем соответствующее однородное уравнение

di К. а Кatpi=? HJ —— ===
Интегрируя, найдем

di Rao la
откуда

Ini=— —-t4 In. -
L

Потенцируя обе части равенства, получим

В
. 1
1—Се г.

Частное решение неоднородного уравнения (1) ищем в виде
частн==А sin kt+B COSkt. (2)

Коэффициенты А и В подлежат определению. Дифференцируем
равенство (2), считая А и В постоянными:

imc. =Ak cos ЕЁ ВЕ зп ЕЁ. (3)
Подставляя значения (3) и (2) в уравнение (1), после очевид-

ных алгебраических преобразований имеем:

(4 ~ —Bk) sin kt-+- ( Ak+B +. cos kt= — sin At.
Приравнивая коэффициенты обеих частей этого тождества,

получаем систему

ABpoO
L LR (4)

Ak+B> —0.

Решая систему (4) относительно неизвестных А и В, получим
aR В— akLA= R2L2+ R2 ’ RL24 Re"
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Итак, частное решение, согласно равенству (2),
akLРК °°kt., | aR on btчастн— PLR? sin Rkt—

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения
(1) будет

В

i=Ce г RL. asin kt—ЕТ В?t aR+- ПВ? COskt. (5)
Постоянную интегрирования С определим из начального усло-

вия: при {[—=0 1—0. Отсюда

R
—— 0 aR akL— L д 1 e — == eO—Ce + Lee sin k-0 ра cos k-0

И

akL

Подставляя выражение (6) в общее решение (5), получим
Rt. а ——— .i=PLR (ге L +R sin Rt—kL cos At ) ,

Для упрощения частного решения вводим сдвиг фаз ф при по-
мощи соотношений

К . RR -cos p= —___—_,,_ sin 0—9.y R2L24+ R2 ) R2L2+ R?2

Тогда частное решение

[частн== ——__——— sin (ki—q) ’y R2L2+R2

а общее решение

а. ———= —————-e _L (4 —_"__ gin (kt).R2L24R2 У 2272 К?
затухающаятчасть периодическая часть
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Цепь «сопротивление — емкость» (постоянная
электродвижущая сила)

Задача 100. Конденсатор емкостью С включается в цепь с на-
пряжением О и сопротивлением Ю. Определить заряд 4 конденса-
тора в момент { после включения.

Решение. Сила Г электрического тока представляет произ-
водную от количества электричества д, протекшего через проводник,

Чпо времени f: ——.р dt
. agВ момент { заряд конденсатора 4 и сила тока t=Tt в цепи

действуетэлектродвижущая сила У, равная разности между напря-
жением цепи И и напряжением конденсатора 4 т. е.

С

—0—-9V=U С°
VПо закону Ома сила тока i= R или иначе,

9

ag
dt В

Тогда дифференциальное уравнение процесса примет вид

dq q
dt 7с (1)

Интегрируя линейное уравнение (1), получим общее решение
t

g=CU—Cye св. (2)
По условию при f==0 4=0, откуда

0

0—<СИ—Сесв
C,—CU. (3)

Таким образом, закон рассматриваемого процесса
tg=Cu ( 1—е св ).
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$6. РАЦИОНАЛИЗАТОРСКИЕ ПРЕДЛОЖЕНИЯ

Задача 101. Предприятие установило, что скорость изменения
расходов по реализации взаимосвязана с рационализаторскими
предложениями в производстве. В частности, если у — расходы по
реализации (в тыс. руб.), а х — число новаторских предложений
в производстве, то изменение у в зависимости от изменения х равно
—1/8 9. Определить расходы по реализации в виде функции рацио-
нализаторских предложений производства, если известно, что когда
число рационализаторских предложений 4, то расходы по реализа-
ции составляют 3000 руб.

Решение. [Го условию зависимость переменных величин
dy 1
dx 9”

откуда
„. ау 1dx т 8 y=0.

Общее решение этого однородного линейного уравнения пер-
вого порядка

1
8ху=Се_

Начальное условие: при х=4 y=3. Тогда

bo|3=Ce *#=0,607C,

откуда постоянная интегрирования
С=4,9.

Искомый закон принимает вид

x

y=4,9e8.

Это уравнение позволяет оценить расходы по реализации при
разных количествах рационализаторских предложений.

Так, при отсутствии рационализаторских предложений в опре-
деленный период расходы по реализации составили бы

1
—_—_ _..9 .

y=4,9e 8 =—49e°—49,
т. е. 4900 руб. С другой стороны, если за этот же период было сде-
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лано 8 рационализаторских предложений, то расходы по реализа-
ции сокращаются до размера

4
——__.8

y=4,9e ® =4,9e1=—4,9-0,368=1,8,

т.е. до 1800 руб.

$ 7. РАБОТА СЕРДЦА

Задача 102. Найти закон изменения давления крови в аорте во
время работы сердца человека.

Решение. Сердечно-сосудистая система представляет собой
замкнутую систему, состоящую из множества крупных и мелких
сосудов, по которым непрерывно движется кровь.

От сердца кровь по артериям.идет ко всем органам и возвра-
щается обратно по венам к сердцу. Самая большая артерия (аорта)
постепенно разветвляется на все более мелкие артерии (артериолы),
которые заканчиваются тончайшими кровеносными сосудамя
(капиллярами), снабжающими все органы человека кровью.

Для того чтобы кровь могла достигнуть самых отдаленных уча-
стков тела, необходимо в сосудах поддерживать определенное дав-
ление. Это достигается работой сердца, а также обусловлено состоя-
нием стенок сосудов, особенно артерий.

Сердце— полый мышечный орган, состоящий из четырех
полостей: двух предсердий и двух желудочков. Оно работает по
принципу нагнетательного насоса: при сокращении сердца кровь
с силой выталкивается из левого и правого желудочков в сосуды.

Артерии представляют собой полые трубы, в стенках которых
имеются-мышцы и эластичные волокна, которые.могут растягивать-
ся и сокращаться. Когда волна крови, нагнетаемой сердцем, про-
ходит по артериям и давит на их стенки, сосуды растягиваются,
а затем под действием эластичных волокон суживаются. При су-
жении сосуды давят на кровь, находящуюся внутри них. Таким
образом в сосудах создается давление крови.

Давление крови в сосудах во время сокращения (систолы)
сердца называется систолическим (или максимальным), а во время
покоя (диастолы) сердца называется диастолическим (или мини-
мальным).

Рассмотрим математическую модель сердечно-сосудистой си-
стемы, учитывая лишь основные ее свойства. В связи с этим пред-
ставим аорту (рис. 56) в виде упругого объемного сосуда, емкость
которого зависит от давления, развиваемого во время работы
сердца.

Этот упругий сосуд связан с трубкой, оказывающей потоку
крови определенное сопротивление, которое назовем артериальным.

Будем различать две последовательные фазы:
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1) диастолическую фазу — количество притоков от сердца
к аорте равно нулю;

2) систолическую фазу—кровь поступает в аорту из сердца.
Диастолическая фаза.
При рассмотрении работы сосуда учтем дополнительно:
а) линейную зависимость между объемом и давлением в нем;
6) подчинение системы закону Пуазейля.

[ррбце Аорта Артериальное CONpomuUoneHue ——

Puc. 56

Линейная зависимость между давлениемHW объемом выражает-
ся отношением ар | [А (1)
где К — постоянная, р — давление во вмещающем сосуде, У — объ-
ем крови. Чем больше сопротивление вмещающих сосудов, тем
больше давление в момент сокращения сердца и во время диастолы.

По закону Пуазейля объем жидкости, протекающей за секунду
через сечение трубки, прямо пропорционален разности давлений
у входа в трубку и на выходе из нее, четвертой‘степени диаметра
трубки и обратно пропорционален длине трубки и коэффициенту
вязкости.

Если принять давление на наружном конце трубки равным ну-
лю, то закон Пуазейля можно записать

АУ _ рЧ о’ (2)
6

где
8lu
ore

Здесь @® — постоянное сопротивление; г— радиус трубки;
и — вязкость крови; / — длина трубки.

Знак минус обозначает, что большему давлению р в сердце
соответствует большее уменьшение объема в единицу времени.

Исключая из равенств (1) и (2) величину 4И, получаем диф-
ференциальное уравнение
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ар Е

Решение уравнения (3) находится непосредственным интегри-
рованием

Ё

р=С*е ® t
’

где С*=ес.
При #=0 С*=р(0)=ро,и тогда

Е
—

р=ре ®'

Таким образом, в течение диастолического периода (клапаны
аорты закрыты) давление в аорте падает по показательному закону.

Систолическая фаза.
Особенностью этой фазы является то, что кровь накачивается

в аорту путем сокращения мышцы сердца. Скорость изменения
объема в аорте является результатом двух факторов: количества
притоков (от сердца) и оттоков (вытеканий) по артерии.

Количество вытеканий на основании закона Пуазейля
ау _ р
dt o'

dVЗнак минус отсутствует, так как теперь —4: ЯВляется не изме-
нением объема в единицу времени в аорте, а объемом потока, про-
ходящего через поперечное сечение в единицу времени.

Обозначим объем потока, поступающего в единицу времени
в аорту, функцией #({). |

Очевидно, что изменение объема в аорте

“ =) (4)
_ p ау _Если {> -——, то отношение TW положительно, т. е. объем по-

©
тока крови в аорте увеличивается, и наоборот. Учитывая равенство
(1), уравнение (4) перепишем в виде

ар= ко,|
ИЛИ

ар г ,,ще т РЕМИ, (5)
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Функция #(1) является неизвестной. В качестве приближения
принимаем закон {=А зш ВЬ т. е. число вытеканий потока крови
в аорту аппроксимируется функцией синуса. Тогда уравнение (5)
принимает вид

ар k .ЧР PRA sin Bt.
k

9 ` '_фИнтегрирующий множитель и==е ® `и искомое значение

_ AL‘Че о '[АзВЕе ©‘dt.
А
©p=Ce

к
“OeПрименяя метод интегрирования по uactaM (u=e ® , du=

—=$11 В141) и решая полученное затем равенство относительно
искомых интегралов, получим

в. (=. sin Bt—B cos Btp=Ce © ‘1Ab yp . (6)
60? TB

При $=0 р==ро, откуда
‚ РАВC=pot> (7)

+ В?(02

Окончательно, после подстановки в равенство (6) значения (7),
получаем

h Ak [= sin Bt—B cos Bt |kAB --p= ро eo T+ | Be .
о] ая РВ

$ 8. ЗАДАЧА О СИГАРЕТЕ

Задача 103. Исследовать вопрос фильтрации дыма (газового
потока) через горящую сигарету.

Решение. Это задача о фильтрации с подвижным краем.
Она может быть обобщена на другие аналогичные модели задач
о фильтрации и горении.



208 Гл. УП. Личейные уравнения

Предположим, что:
1) в продолжение непрерывного вдыхания (т. е. при постояч-

ной скорости воздуха и горящих газов, проходящих через сигарету,
и установившемся коэффициенте .‚горения) в табаке сохраняется
постоянная доля а любой его составляющей 1, а оставшаяся часть
|—а улетучивается в воздух;

2) относительно фильтрации составляющей Z коэффициент
абсорбции (поглощения) табака постоянен и равен 6, аналогично

hnGapamsong
т
|

i
7 X X +AX

Puc. 57

при наличии фильтра у наконечника коэффициент абсорбции нако-
нечника также постоянный и равен В;

3) скорость изменения длины при сгорании является настолько
медленной, что можно пренебречь временем отставания, вызванным
конечной скоростью газового потока вдоль сигареты, т. е. отложение
доли а определенного количества составляющей Й по длине сига-
реты от фильтрации проходит непрерывно при сгорании этого коли-
чества до наконечника.

Рассмотрим абсорбцию составляющей & при курении по длине
сигареты.

Пусть х — расстояние вдоль сигареты, исчисляемое с любого
ее конца. Предположим для простоты, что дым движется вдоль си-
гареты с постоянной скоростью, и рассмотрим очень тонкий слой
сигареты толщиною который будет передвигаться при курении
(рис. 57). Пусть общий вес составляющей & в слое, когда он про-
ходит сечение х, будет ш(х). Тогда общий вес в сечении х--Ах
составит &(х--Ах). Следовательно, из определения коэффициента
абсорбции В вес составляющей 7, перемещаемой со слоем, когда он
движется от сечения х к сечению х-Ах, составит БшАх.

Поэтому
w(x)—w(x+Ax) =dwdx.

При Ах—0 получаем

dw ——bw 1)
Ах

или после интегрирования

W — Woe,

где &, — значение & при х=0.
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Так как вес, заключеннти: `“®5кду сечениями Хх и х-|Ах, равен
рш/Ах, то вес, приходящийся на единицу длины в точке х, будет

bwAxAx = bwoe5*. (2)
Если в сечении х=Х прекращено курение сигареты, то, оче-

ВИДНО, ЧТО ЭТО не влияет на результат анализа от сечения х=0 до
х—=Х и дым идет через сечение х==Х так же, как и раньше.

Вес части составляющей &, которая проходит через сечение
х=Х, может быть найден путем вычисления количества, которое
могло бы находиться в интервале от х=Х до бесконечности, если
бы сигарета была бесконечно длинной. Таким образом, согласно
выражению (2), имеем:

oO

| ие8х 4х= woe, (3)
x

Аналогично, если сигарета имеет в интервале 0<х=<ЕЁ коэффи-
циент абсорбции В и в интервале &<х=<Х коэффициент абсорб-
ции В, то, подставляя их в уравнение (3), получим:

W==Woe’* при ОхЕ,
и—Ше-вх при Е=х=—Х,

где постоянная Я определяется из условия непрерывности & в точ-
ке х=Е, т. е.

#0е—0$= Те BE
ИЛИ

№—че Вх, Ех.

Вес, приходящийся,на единицу длины в сечении х>>&, будет
Bwpe—2E—B(x—§), (4)

а вес, который проходит через сечение х=Х, составляет
wye-b&-B(X-), (5)

Следовательно, отношение веса части составляющей &, которая
проходит через сечение. х=Х при наличии фильтра (5), к аналогич-
ному весу без фильтра (3) будет

е—(В-5) (х—®). (6)

Оно зависит только от длины фильтра, но не от длины сигареты.
В действительности задача более сложная, чем выше рассмот-

ренная.
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Предположим, что сигарета имеет начальную длину [и конец
ее сгорает со скоростью о, так что в момент времени {Е длина сига-
реты [—9 (рис. 58). | |

Пусть №(х, Ё) — вес составляющей & на единицу длины сига-
реты в сечении х в момент &, где х измеряется от начального поло-
жения с левого (горящего) конца сигареты при 1=0. Вес Z Ha еди-
ницу длины при горящем конце будет Я (51.

1

yt hi |
| KYypuMolttГорящий AOHEL

АВНЕЦ

Рис. 58

За время Д{ сгорает кусок сигареты длиною 94, содержащий
ОДЕМ (96 Е) составляющей 7 табака, часть которой avAt W(vt, ft)
проходит в сигарету.

Согласно выражению (2), количество, заключенное между се-
чениями х и х- Ах, будет

абоАЕ У (5,Пе? Ах.
Поэтому общий вес, сохраненный дисперсией во время { между

"сечениями хи х- Ах, составляет
t

або [№ (от трее dtrAx—w(x, A)Ax, (7)
0

причем он определяется функцией &(х, #). Общий вес в этом сече-
нии определяется добавлением (х, 0) Ах к количеству, определяе-
мому зависимостью (7), и в результате должен быть равным
W (x, t) Ax.

Следовательно,
t

W(x, t) = W(x, 0) +abve-*|W(vr, t)e* dr. (8)
0

Можно получить уравнение, из которого найдется функцияУ (5+, 1), подставляя в уравнение (8) х=1.
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Имеем:
t

W (vt, ter=W(vt, 0)ев --або | W(vt, 1)? dr (9)
0

или, полагая
КВ =W(vt, Ве", (10)

уравнение (9) запишем в более компактном виде

КИ(ОЬ 0)емабо[ (еда. (11)
Уравнение (11) может быть решено дифференцированием.
Ограничимся случаем, когда начальная концентрация постоян-

на —не зависит от х, т. е. И(х, 0) = . Тогда дифференциальное
уравнение задачи после дифференцирования уравнения (11) будет

df(t) —abof (t) =buWoe.
dt

Решая это линейное неоднородное уравнение с учетом соотно-
шения (10), находим

WoW(ol, t) = Сем,
где постоянная интегрирования С определяется из начального усло-
Bun W(0, 0) = Wo.

Отсюда

Со~ [а Mo
Таким образом,

W (vt, )= we [1— ае-ва-вуы]. (12)
Подставляя это выражение в уравнение (8), окончательно по-

лучаем
а

l—a
W(x, 1) =Wo| 1+ —S ex(ebot_eadery |].

Если & — длина сгоревшей части сигареты, так что vi=§, TO
a —bx(pb&—.pabfaa © (ebb — rb) |.W(x, =,| i+
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Это выражение не зависит от скорости сгорания и, что прини-
малось в третьей предпосылке.

Вес части составляющей &, которая будет проходить через ко-
нецсигареты при х=Х во время ее курения до сечения х==&, полу-
чается из уравнения (7), так как f= —„› с учетом соотношения (12):

С
Vv

[с (x, =) dx=ave—x | W (vt, t)eb 4дт=
xX 0

— —2Mох ем). (13)b(1—a)
При наличии фильтра наконечника в интервале &=х=—<Х при

х>>Е, учитывая соотношение (4), имеем:- .
t

ш(х, ==аво | №(от, т)е- 8-50-29 (т.
0

Таким образом, вес части составляющей, прошедшей через се-
чение х=Д, равен

t

ave-ex10-ve | Wut, 1) eet dr. (14)
0

Отношение веса части составляющей &, которая проходит через
сечение х=Х при наличии фильтра (14), к аналогичному весу при
его отсутствии (13) составляет е—8-—5) (Х-9. Это отношение совпадает
с отношением (6) и зависит только от длины фильтра, но не от дли:
ны самой сигареты.



Глава УШ

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К СПЕЦИАЛЬНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

(УРАВНЕНИЯМ БЕРНУЛЛИ, РИККАТИ, ЛАГРАНЖА
И КЛЕРО)

$ 1. УРАВНЕНИЕ БЕРНУЛЛИ

Дифференциальное уравнение Бернулли имеет вид

y’+P(x) y=Q(x)y”, (1)
где п — постоянная, не равная0 или 1.

Это уравнение после деления на у” и введения переменной

< Sy rt yin . (2)— yr!
решается, как обычное линейное уравнение первого порядка относи-
тельно г. Обратной подстановкой получается общее решение:

1у=е — Гродах C+ (1—n) [о (х)е (i—n) J P(x)dx dx =” (3)

Геометрические приложения

Задача 104. Нормаль отсекает на оси абсцисс отрезок, равный
квадрату радиус-вектора любой точки кривой. Найти уравнение
кривой, если она проходит через точку (0, 3).

Решение. Отрезок хи, отсекаемый нормалью на оси ОХ,
вавен абсциссе точки пересечения нормали с осью Ох. Координаты
этой точки удовлетворяют системе:

— —— 4% (м)у Ио —= dy 07,
У==0,

образованной уравнением нормали и уравнением оси Ох. Решая
систему, получим

dy .
Xo==X —-,TY

Квадрат радиус-вектора любой точки равен х?-|-у?.
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По условию задачи имеем дифференциальное уравнение иско-
мого семейства

49 ор мxty de == +y?, (2)
которое преобразуется в уравнение Бернулли

ау _7 — (y2— —14de (2—х)у!.
Уравнение (2) приведем к виду

dy eyIe Yt X°—X | (3)
и выполним замену

— 1 _—_— 1 — 12
ивИ

откуда
— dzy=Vz u dy=——. (4)

212

Подставляем значения (4) в уравнение (3) и тогда получаем
линейное уравнение

а2г—2г4х=2(х2—х)ах,

которое в результате подстановки Z==uv, 4г=о4аи-идо приводится
к виду

u(du—2vdx) +vdu=2(x?—x) dx.

Будем искать такую функцию и, которая обращала бы в нуль
первое выражение в скобках. Для этого решаем уравнение

du—2vdx=—0,
в

откуда вспомогательная функция
о— eX,

Тогда
e2Xdu== 2 (x?—x) dx

u=2 JS w=] aa _of ae LC.e2x e2x

Интегралы в правой части последнего равенства находятся
интегрированием по частям:
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2 | xdx =— | e-txd (—2x) — —xe-2x ae2x

—— (++ > ) ex,
2 | ах =— [аа(—2х) =—х2е-2*— [е-2хха (— 2х)=e2x

—— ( ж2--х-- >: ) e-2x,
Я

и вторая вспомогательная функция
u=C—x2e-2*,

Тогда |
Z2= uv= Ce**— x2,

а общее решение дифференциального уравнения (2) ввиду соотно-
шения 2=и2 примет вид

x?+-y= Ce,

Дополнительное условие: кривая проходит через точку (0, 3),
откуда |

02-+-32== Ce? -0
или

С=9.

Уравнение искомой кривой
х2--у2—9е2х.

Задача 105. Среднее геометрическое координат точки касания
равно отношению отрезка, отсекаемого касательной на оси ординат,
к удвоенной ординате точки касания. Найти уравнение кривой, если
она проходит через точку (1, 1).

Решение. Среднее геометрическое координат точки касания
уху. Отрезок, отсекаемый касательной на оси Оу, равен’ ординате
точки пересечения касательной с осью Оу. Координаты этой точки
удовлетворяют системе

аy—Yo== (x—Xo),
№—0,

образованной уравнением касательной и уравнением оси Оу. Решая
систему, получим
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ау
у.

По условию задачи получаем уравнение

jy xy= ————_, (1)

которое является дифференциальным уравнением искомого семей-
ства. Уравнение (1) может быть представлено в виде

dy 1 -= > `————y= 2x 212. 2dx x? 4 (2)
Это уравнение Бернулли.
Общее решение этого уравнения

x—y(x—C)2=0. , (3)
‘Дополнительное условие: кривая проходит через точку (1, 1),

откуда
1—1(1—C)?=0

и

Ci=0; Co=2. (4)

Получаем две искомые кривые:
xy=1 nu x—y(x—2)*=0.

$ 2. УРАВНЕНИЕ РИККАТИ

Дифференциальное уравнение Риккати имеет вид

у’=Р(х)у?-О (х)у-ЕК(х). (1)
Уравнение (1) в общем случае не интегрируется в квадратурах,

т. е. нахождение его решения не может быть сведено к конечному
числу последовательных интегрирований.

Возможны следующие способы определения общего решения:
1) если известно одно частное решение у! уравнения (1), то

подстановка
г

1.y=Yyit+ >
где г — новая переменная, приводит уравнение Риккати к линей-
ному уравнению;
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]2) если известны два решения -у1 и у2 то 24= и будет
a ¥Y1

частным решением линейного уравнения относительно 2, что позво-
лит упростить его интегрирование;

3) если известны три частных решения 141, у и из, то общий
интеграл будет

JTR , BTR _o
Y—-Y1 Ya1

Уравнение Риккати заменой переменных у=Fay +(x) cBo-
дится к более простому виду

du
de UTR,

что облегчает нахождение общего интеграла исходного уравнения.

Падение тел

Задача 106. Тело массы 71 падает под действием силы тяжести
в среде, оказывающей сопротивление, пропорциональное квадрату
скорости падения. Найти закон движения тела.

Решение. Пусть $ — расстояние, пройденное телом к момен-.
ту г. Тогда движение определяется уравнением

425 ds )"
9maeтв (“ар

которое может быть представлено в виде

du—_ —bzy2dp. BR", (1)
— dsгде скорость v= Tr Дифференциальное уравнение (1) является

уравнением Риккати.
Разделяя в нем переменные, имеем

таз
“mg—koe—

или после сокращения левой части равенства на т

dv eg
А& mn
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Интегрируя это равенство, получаем=> =-ЕС:. (2)
g——vm

Для вычисления интеграла в левой части уравнения (2) при-меняем метод неопределенныхрыи тогда
а Ва===| +| Ц @
т Ето J vet Yeo

откуда
А—В=0,A+B=—— |

75
ИЛИ

A= p= —_.
275

Подставляя найденные значения коэффициентов в интеграл
(3), имеем

lye т с2 gk ok _ ‘
a Von

Для краткостиообозначим у-=—- =. Тогда после умножения
равенства на 2) находим

jdietre) _ [Чео)
gry g—rv

In(g+rv)—In(g—rv) =2ri+2rc,,

==2r (t-+-C,)
ИЛИ
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откуда
g+ru .>= C*— In р 2ri+C*,

где С*==2гС..
Потенцируя уравнение (2), получаем

Sarr —— e2rt+C* — C**e2rt
g—rv

ИЛИ
в-го= (в—го) С**е?",

откуда го (С**е2"--1) =g(C**e27t—1)
и искомая функция

Сем (но)
ое рт =сене (+3)

Си @
roe C=a a g= ial ‚

Из уравнения (4) очевидно, что при & стремящемся к бесконеч-
ности, скорость и достигает предельного значения

Ошах== И,

=т уеv= bk — bk *
Следовательно, уравнение (4) записывается в виде

для которого

ert—__Ce—tvy(S22), (5)ert Ce rt

Начальное условие: при {=0 9=.
71

Пусть ради краткости записи ии=: ——. Тогда постоянная ин-V
тегрирования С в уравнении (5) принимает значение

1 — о
C= ——_.

1+Ug
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|Подставляя это значение в уравнение (5), замечаем, что 9 мо-
жет быть записана в виде

| th=v. == я )
Принимая, что при {=0 5—0, можем теперь определить 5:

t

s= | о (2) dt= ——и тс rt-+-uo sh rt).
0 `

оПодставляя г== = И Ш= vr в это равенство, окончательно
получаем искомый закон движения

у? ( gts= ——In cn у).
$ 3. УРАВНЕНИЕ ЛАГРАНЖА

Дифференциальное уравнение Лагранжа — это уравнение типаx=Ply, у’) или у=ф(х, у’), не разрешенное относительно произ-
водной искомой функции.

Вид уравнения Лагранжа

a(y’)x+b(y’)y+c(y’) =0, (1).

где а(у’), 6(/’), с(у’) — функции у.
Уравнение (1) интегрируется подстановкой

‚_ ayу dx. —P,

после выполнения которой, разрешая уравнение (1) относительно у,
получаем

у=хф(р) +ф(р).
Величина р рассматривается как вспомогательная переменная.

Продифференцировав это уравнение по р, получим уравнение |

[p—9(p)]<r —q(p)x—p’(Pp) =0,
линейное относительно х,
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Общий интеграл уравнения

ф(р)ар ф (р)арjee p(Pp) eeх—е° 2-9) [с р-р) dp 2+ p—9(p) |. (2)
Исключая из уравнения (2) р, получаем общий интеграл исход-

ного уравнения.

Поверхность вращения, фокусирующая параллельные
световые лучи

Задача 107. Какую форму должен иметь меридиан поверхности
вращения, чтобы световые лучи, падающие на эту поверхность па-
раллельно оси вращения, после отражения сходились в одной точке
на оси вращения.

— Y

Puc. 59

Решение. Пусть фокус будет началом принятой нами систе-
мы координат (рис. 59). Луч Р падает в точку М поверхности и,
отразившись, проходит через фокус Р. В точке М проводим каса-
тельную, пересекающую ось абсцисс в точке @, и нормаль, пересе-
кающую ось абсцисс в точке $.

Пусть а — угол между касательной и положительным направ-
лением оси абсцисс.

Тогда

ZFSM=a—-ZSMQ=a—>
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так как внешний угол треугольника равен сумме внутренних непри-
легающих углов.

Далее
лZSMP=ZFSM=a—-,

так как это накрест лежащие углы, образуемые пересечением пря-
мой параллельных линий;

ZSMF=ZSMP=a—>
на основании теоремы об углах падения и отражения лучей;

ZQFM=2ZFSM+2ZSMF,
так как внешний угол треугольника равен сумме внутренних непри-
легающих углов, или

СОЕМ=а—> +a— > =2a—n.
Обозначая координаты точки М черезх и у, имеем:

= =tg(2a—mn) =tg 2a.
Как известно,

2iga .
t =g2a 1— {02а’

но, с другой стороны,
tga=y’.

Поэтому |
Уи
х 1-7?

ИЛИ y’у=2х ит. (1)
Это уравнение Лагранжа. Дифференцируя обе части равен-

ства (1), имеем:
у’ 1—222 и
уе 1% (l—y?)?y=2

Пусть
/ * иу =P, y= dx *
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Тогда
ах 2х

ар ^Р-Р.
или после разделения переменных

dx 2dpJ YO =7 J2—2) ° (2)
Преобразуем интеграл в правой части равенства (2):

Joey ~S eeeuyeT `р?(р?—1)°
Применяем подстановку

р2=Ь 2pdp=dt.
Тогда

1 1— — о) dt—тP= ет J ( t—] t ) é
t—|] pel=In ; = In ———72

Подставляя полученное значение в равенство (2), после инте-
грирования, полагая С=—ш а, имеем

2Inx—Ina=In = ,
откуда

x p?—1
a p*

и

p?—1x=a mT (3)
Из уравнения (1) получаем

р р2—1 р 2a—2x——_ = . ———А “a p? |—p? `р
или

2a
р=———
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Это выражение подставляем в уравнение (3):
4a?
2

4а?2
2

—1]

отсюда

y2= —4ax-+4a?.
7

Итак, меридиан описывается уравнением параболы, симметрич-
ной относительно оси абсцисс. (Ср. с задачей 84.)

$ 4. УРАВНЕНИЕ КЛЕРО

Дифференциальное уравнение Клеро имеет вид

у=хр-Еф(р), (1)
где

_ 4
Ee ах.

Уравнение (1) ‘является частным случаем уравнения Лагранжа.
Общий интеграл уравнения Клеро находится путем подстанов-

ки вместо р произвольной постоянной С, т. е..

y=Cx+y(C).
Особое решение (см. гл. Г) находится исключением р из урав-

нений:

x+y’ (p)=0,
y=xp+(p).

Геометрические места точек

Задача 108. Найти кривую, если произведение перпендикуля-
ров, опущенных из двух данных точек на касательную в любой точ-
ке, имеет постоянную величину -5?.

Решение. За ось абсцисс принимаем прямую, проходящую
через данные точки М!и М2. Начало координат — в середине отрез-
ка М.М..

Пусть М1М.=2с. Тогда точки М!(с, 0) и М>2(—с, 0)- лежат по
одну сторону от касательной. В этом случае длины перпендикуля-
ров имеют одинаковые знаки и получаем уравнение
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(у—яр)?—с?ра — 62

ИЛИ

у=хр- 7 а?р?->, (2)
где

62+-c?= a’,

Общее решение уравнения Клеро (2) имеет вид
у=Сх- 7 а?СЕ. (3)

Ответ задачи дает его особое решение, которое находится пу-
тем исключения С из уравнения (3) и уравнения, которое полу-
чается из уравнения (3) дифференцированием по С, т. е.

a2C=
У а2С2--5?

откуда
2х—— ме (4)

у a2C2- b2

Подставляем это значение х в уравнение (3):
62

Уса
Исключая С из уравнений (4)и (5), получаем уравнение

xe y2 s,s a2C2b?
= |а? + 62 РС о

y (5)

эллипса с фокусами в данных точках.
В случае, когда данные точки лежат по разные стороны от ка-

сательной, надо в правой части уравнения (1) поставить минус.
Поступая аналогично и обозначая c?—b?—a?, получим уравне-

ние гиперболы
x2 y?
—2 =]

а? b2

Задача 109. Найти кривую, если геометрическое место середин
отрезков касательных, заключенных между осями координат, есть

lnpamMaa y==kx+ 5.
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Решение. Координаты середины отрезка будут

А; px—y_ y— px
2 Эр’ 2

Здесь Х; — отрезок, отсекаемый касательной на оси Ох; У; — отре-
зок, отсекаемый касательной на оси Оу; р==у’={© а.

Так как точка (&, 1) описывает заданную прямую, то

Е — Цy= о =

=не -у +>
ИЛИ Ip:y=px-+ фр (1)

Уравнение (1) представляет уравнение Клеро, особое решение
которого

_—___#!
(k-+-p)?’

en a
9 — ЦЕ-Ер)?

дает в параметрической форме решение задачи.



Глава IX
ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ
УРАВНЕНИЯМ ВТОРОГО ПОРЯДКА, РАЗРЕШЕННЫМ
ОТНОСИТЕЛЬНО ВТОРОЙ ПРОИЗВОДНОЙ (у”= С)

$ 1. СКОЛЬЖЕНИЕ ТЕЛА ПОД НАКЛОНОМ

Задача 110. По наклонной плоскости длиной [=10 м скользит
тело А (рис. 60). Угол паклона плоскости @=45°. Коэффициент
трепия тела по поверхности плоскости Е==0,5. Определить закон
движения тела и время, в течение которого тело пройдет вдоль всей
наклонной плоскости, если в начальный момент оно находилось
в покое на верхней грани этой плоскости.

Решение. В любой момент Е на тело действуют три силы:
вес Р, сила трения Ё и реакция плоскости №. Нормальная и тан-
генциальная составляющие Л! и Т силы Р равны

N=Pcosa, T=Psina.

Как известно, сила трения
Е= —ЕМ№М= —КР cosa.

Действующие силы Р, РЁ, №, заменяем эквивалентной системой
сил ГиЕ (так как силы М и М! взаимно уравновешиваются, а си-
стема сил Г, № эквивалентна силе Р). Равнодействующая эквива-
лентной системы

R=T-+F
Или

Ю—=Рзуп а—ЕР со$.“

действует по направлению движения.
С другой стороны,

P=m R=m "5, { {2 )
откуда дифференциальное уравнение движения

425
dt?

—=g(sin a—k cos <).

Это уравнение типа y”—C.,
Решая его непосредственным интегрированием, получаем

dsTh —=g(sina—kcos a)t+C,



228 Ta. 1X‚Уравнение y” =C

и общее решение

$= >. (5т &—А со$ &) Р--Си-С..
Постоянные С1 и С> определяем из начальных условий: при

1—0 $=0Оиa —=0. Получаем систему
0O=—g(sin a—k cos a) -0+C,,

0— & (sin'a—b 05 ей -0-С1-0+ ||

откуда

Подставляя эти значения в общее решение, получим искомый
закон движения

$= 5- (311 &—А со$ &)Р. (1)
Для определения времени прохождения тела вдоль плоскости

подставляем в уравнение (1) числовые данные

s= > (sin 45°—0,5 cos 45°) =gv? р (2)
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и решаем уравнение (2) относительно й:

НИ$72
g

При $=1/=10 м искомое время соскальзывания тела_»/ ive V/ 1018==2 981 —2,4 сек.
$ 2. ДВИЖЕНИЕ В ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ

ПРИ СОПРОТИВЛЕНИЙ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНОМ СИЛЕ ТЯЖЕСТИ

Задача 111. Электровоз движется по горизонтальному железно-
дорожному пути со скоростью 72 км/ч. Машинист включает тормоз
и сопротивление движению после начала торможения равно 0,2 веса
электровоза. Найти время от момента включения тормоза до полной
остановки электровоза и расстояние, пройденное за это время. -

Решение. Пусть т — масса электровоза. Тогда сила тяже-
сти электровоза РЕР=тв, 29где с — ускорение силы тяжести. Расстояние, пройденное 1центром
тяжести электровоза после начала торможения, есть неизвестная
функция времени $=[(1.

Скорость движения электровоза
o— ds .

| dt’
а ускорение = dv —_ 425 ._ (2)

~ dt аР` o

На основании второго закона Ньютона (произведение массы
на ускорение движущегося тела равно действующей на него силе).

ma=—0,2P, (3)
где минус указывает, что сила торможения направлена против дви-
жения электровоза.

Подставляем значения (1)и (2) в уравнение (3), откуда
425тяв=—0,2mg

ИЛИ
425ав ——O26. . (4)
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После первого интегрирования уравнения (4) получаем

<==0,24 | 41--СаоС. (5)
Начальное условие: при 1—0 начальная скорость электровоза

(в начале торможения) и,=72 км/ч=20 м/сек. Отсюда

20——0,20.0-С,

C,=20. (6)
Подставляем значение постоянной интегрирования (6) в равен-

ство (5) и получаем уравнение скорости
dsaH =v= —0,2gt+-20. (7)

В момент { остановки электровоза его скорость U= = —=0.
Подставляя это значение в уравнение (7), находим искомое время
остановки электровоза

20 20t=i А .02 = 02.981 ^ 10,2 се^
Интегрируем далее уравнение скорости (7) и получаем

$ = J (—0,2¢t-+-20) dt-+Co=—0,1gt24+20t-+Ce,
Начальное условие: при #=0 5=0. Следовательно,

0=— —0,12.02--20.0--С.

C.=0.

Тогда уравнение пройденного электровозом пути будет
s=—0,lg?+200.

За время {==10,2 сек электровоз пройдет расстояние
$ —0,1.9,81.10,22-20.10,22102 м.

Таким образом, электровоз остановится через 10,2 сек, пройдя
после начала торможения расстояние 102 м.
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$ 3. ВЫБРОС ВВЕРХ (БЕЗ УЧЕТА ТРЕНИЯ)

Задача 112. Тело брошено вертикально вверх с начальной ско-
ростью 9. Определить закон движения, предполагая, что тело дви-
жется только под влиянием силы тяжести.

Решение. Под влиянием силы тяжести тело движется с по-
стоянным ускорением, равным 5. Ввиду того, что ускорение выра-
жается производной второго порядка от пути по времени, диффе-
ренциальное уравнение (после сокращения на массу) в данном
случае

. 425ав ——8. (1)
Интегрируя дважды, получим

ds

откуда
| gt?s= J (—gt+C,)dt=—-— 4.00 (3)

Постоянные С; и С. определяем из начальных условий.
Так как отсчет пути ведется от начального момента, то при

[—0 $=0 и, следовательно, С›==0.
dsТак как при {=0 начальная скорость Up= Gr ТО из уравне-

ния (2) получаем
C1= Vo.

Итак, зависимость пройденного телом пути $ от времени #:

gi’S==Uolt—

$ 4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕПЛОТЫ В СТЕРЖНЕ

Задача 113. Стержень длиною 2/ и площадью поперечного сече-
ния © на концах имеет одинаковую температуру 4. По стержню
проходит ток постоянной величины /[, плотность которого i= 5.
Найти распределение теплоты по стержню, если максимальная тем-
пература в центре стержня шах. Пренебречь потерей теплоты
в окружающую среду.

Решение. Рассмотрим элемент стержня ах (рис. 61). Поток
dt (x)теплоты через сечение КК! по закону Фурье AS— ‚ а через
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dt (x-+-dx)ceueone LL, coctaBuT —ASО = Различие этих потоков обус-
ловлено нагреванием элемента стержня током, выделяющим теп-
лоту в количестве

1.0,24/2Ю —0,2475? 5
где о — удельное электрическое сопротивление.

K £

GZ _|
K, by

|
Г

0 i | x
X X+a¥ -

Puc. 61

При установившемся состоянии
dt (x-+dx) dt(x) ol

—1 9 — — 29AS x AS dx 0,24i2S2 5’ (1)

откуда дифференциальное уравнение задачи

dt (x) 0,24io/
п А (2)

Обозначая для краткости правую часть равенства (2) симво-
лом Д, имеем:

d*t(x)

Интегрируя это уравнение дважды, получим
Е(х) =Аж-НСх-Со. (4)

Начальные условия: при х=0 1=® и при x=! t=tmax
dt

и —— =0. Отсюда
_ ах

Cy=—2Al, C.=0. (5)
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Найденные значения постоянных интегрирования подставляем
в уравнение (4), откуда искомое распределение температур по
стержню

t (x) =Ax?—2Alx-+ bo.

$ 5. РАССТОЯНИЕ МЕЖДУ ФЕРМАМИ
ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОГО МОСТА

Задача 114. Расстояние между рельсами железнодорожного
пути с=1,6 м. Наибольшая нагрузка от паровоза на каждый рельс
составляет Р=9 Г. Поперечный брус железнодорожного моста ле-
жит на двух фермах, расположенных на расстоянии [ друг от друга.
Момент инерции площади сечения бруса /=45 000 см“, модуль
упругости Е=10$ кГ/см?. Найти расстояние [ между фермами из
условия, чтобы допустимый прогиб поперечного бруса в середине
равнялся 0,2 см.

Решение. Задача требует определепия упругой линии балки
и вычисления прогиба в ее середине. Мерой изгиба балки может
служить кривизна ее упругой линии. В курсе сопротивления мате-
риалов выводится формула радиуса кривизны А упругой линии для
балок любого сечения, которая имеет вид

= (1)M(x)’
где Е — модуль упругости балки, Г — момент инерции поперечного
сечения относительно нейтральной оси,* М(х) — изгибающий мо-
мент для данного сечения, равный алгебраической сумме моментов
относительно нейтральной оси всех внешних сил, приложенных
к брусу с одной стороны сечения (справа или слева).

Обычно изгибы балок чрезвычайно малы, и упругая линия мало
отклоняется от оси абсцисс. Поэтому в любой ее точке угловой коэф-

афициент касательной = весьма мал, и в известном из диффе-
ренциального исчисления выражении для радиуса кривизны

__ +g?)Ю=———_—— можно пренебречь величиной у”2.
Отсюда на основании формулы (1) получаем дифференциаль-

ное уравнение упругой линии в упрощенном виде
ЕТ

— —_——
ранение

1

у" M(x)
* Нейтральной осью данного сечения балки называется прямая пересечения

нейтрального слоя с плоскостью данного сечения. Нейтральный слой — слой, в ко-
тором волокна балки не деформируются (не растягиваются и не сжимаются) под
действием сил.
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ИЛИ

M (x)
EJ

Очевидно, что |
M(x) =Ely”=E)2(x) = у — dx2 .

Поперечный брус представляет собой балку на двух опорах А
и В, нагруженную двумя сосредоточенными силами Р, приложен-
ными в точках Ди.

ИТЕРА ИЮНИОНИЬ

ЦО
ны

Рис. 62
Реакции опор М=Р.
Для любого сечения Г на участке ОЕ (рис. 62) изгибающий

момент
M=P (l—a—x) —P (I—x) .

или -

М=—Ра.

Дифференциальное уравнение упругой линии принимает вид
у Ра
dw Е‘ (2)

Интегрируя уравнение (2), как уравнение типа у”==С, получим
общее решение

Р 2

Из начальных условий х==0, у=0 и х=[ у==0 следует
lС= ~~ о’

Co=0.
(4)
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Подставляя выражения (4) в общее решение (3), получим
уравнение упругой линии участка ОЕ:

Pax.

= ogy \*).
lПри х= © прогиб середины поперечного бруса

Рав |
"— ЗЕ.

Так как [=2а-Ё-с, то
— 2h ЕТ a(2a-+-c)?.

Преобразуя это кубическое уравнение, получим

4a3+-4ca?+-c2a— a“ =(). (5)
Подставляем числовые данные. Тогда уравнение (5) примет вид

a3-+-160a?+-6400a—200 000=0.
aДля упрощения вводим новую неизвестную 2= 9#или иначе

a=10z. Torna

1000z3+- 16 000z?-+-64 000z2—200 000=0.

Сокращая на 1000, получим
z+ 16z22+-64z—200=0.

Разлагаем левую часть последнего равенства на множители:
(2—2) (22--18г-- 100) =0. (6)

Алгебраическое уравнение (6) имеет три корня: 21.==2 и два
комплексных корня 22 и 2:, которые не соответствуют физическому
смыслу рассматриваемой задачи.

Таким образом,
а=102==20 см,

и искомое расстояние между фермами
[—За-с=2.20+160=200 см=2 м.



Глава Х

‚ ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К НЕПОЛНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Общий вид дифференциального уравнения второго порядка

F(x, y, 9’, у") =0.
Разрешив его относительно второй производной (если это воз-

можно), получим
ИН, 9, У).

В приложениях часто встречаются следующие пять специаль-
ных типов уравнений, называемые неполными дифференциальными
уравнениями второго порядка

y”=f (x),y"=f(y), |
y"=f(y’), (1)
y=] (x, y'),
y"=f(y, y’). |

Уравнения (1) решаются методом понижения порядка, т. е.
введением новой искомой функции

dy ,
P= ay 4: (2)

Тогда
ар=Ge 8)

или (во втором и пятом случаях при наличии у)
dp dp dy dp

и

Подстановка значений (2) и (3) или (За) в уравнения (1) сво-
дит их к уравнениям первого порядка

ар=|(х)dx,
рар=Р(у)ау,jay — dx, (4)
0pal, Oe



$ 1. Переходная кривая 237

Общее решение уравнений (4) имеет вид
p=(x)+C

p=p(y) +C.
Используя зависимость (2), получаем уравнение

ИЛИ

а .Fe =9(4)С
ИЛИ

ау _Fe (и) ЕС.
1. УРАВНЕНИЯ ТИПА у’ —=Г(х)

$ 1. ПЕРЕХОДНАЯ КРИВАЯ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОГО ПУТИ
Задача 115. Найти уравнение кривой железнодорожного пути,переходящей плавно от прямого направления к круговому, еслидлина переходной кривой [, а радиус кругового пути г.

we © |Решение. Кривизна переходной кривой — равномерно из-Rменяется от нуля до — (рис. 63).
- 1Следовательно, R —5, где & — коэффициент пропорциональ-

ности, 5 — длина дуги от начала переходной кривой до текущейточки М(х, и).
Коэффициент А определяется из условия: при $=1 к = -

откуда

=
r

и

1. k= TT
Итак, имеем:

1
RR rl’

Переходная кривая по всей длине / незначительно отклоняется:от оси абсцисс, и величину $ можно заменить абсциссой х точки М.
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- аСледовательно, угловой коэффициент касательной + в точке
М будет очень мал, и поэтому в дифференциальной формуле
кривизны

и
и

Ro (1+y’?)"
величиной и’? можно пренебречь.

y |

> HELEX- Kyuss
/oAMonuHedHoitt 0 x

nym
aT

Puc. 68

Таким образом, полагаем $=хи

Общее решение этого уравнения

x3y= =] +C,x+Co.
6
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Начальные условия: при х=0 иу=0иу’=0, откуда
C,=0, C.=0.

Подставляя эти значения в общее решение, находим искомое
уравнение переходной кривой

x3

6rl © -
y=

§ 2. ПРЯМОЛИНЕЙНОЕ ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ
В ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ

Сила зависит от времени: А=Р(7)
Задача 116. Вожатый трамвая, выключая постепенно реостат,

увеличивает мощность вагонного двигателя таким образом, что
сила тяги возрастает от нуля пропорционально времени, увеличи-
ваясь на 120 кГ в течение каждой секунды. Найти закон движения
вагона, если сила тяжести вагона Р=10 Т; сопротивление трения
постоянно и равно 200 кГ; начальная скорость равна нулю.

“LUKT Ut

Puc. 64

Решение. Центр тяжести вагона движется по горизонталь-
ной прямой. Начало координат поместим в начальное положение
центра тяжести вагона (рис. 64). Проектируя внешние силы, при-
ложенные к вагону, на ось абсцисс, получим силу тяги, равную 120%,
и силу сопротивления, равную 200 кГ, где Е — время с момента вы-
ключенияреостата.На основании второго закона Ньютона запишем
дифференциальное уравнение движения вагона

Р 2хит ‘a== ]120¢—200. (1)
. oe

Начало движения вагона не совпадает с моментом выключения
реостата. Время & соответствует началу движения и определяется
из условия равенства силы тяги и силы сопротивления

120%==200,
откуда

=> сек.
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Для удобства вычислений величину 1201—200 обозначим через
1208. Тогда

где { — время начала выключения реостата.
Дифференциальное уравнение (1) примет вид

Р ах
—3=—

5 dt? —120t;=0. (2)

Интегрируя уравнение (2), получим
dx 120g [12
di, ~~ Pg (3)

Определим постоянную интегрирования С1. При й=0 =.
Отсюда

C,=0.

Интегрируя. уравнение (3), находим общее решение уравне-
ния (2):

1205 |Р ° 6 +Ce. (4)
Определяем величину С2. При и=0 х=0. Следовательно,

C.=0.

На основании равенства (4) находим решение уравнения дви-
жения вагона

120 5 \3 120-981 5 \3*— с, (3) = 6-10 000 (5)
ИЛИ

x=0,01962 ( {— > ) м.
Сила обратно пропорциональна кубу расстояния

Задача 117. Найти закон движения материальной точки массой
т по прямой ОА (рис. 65) под действием отталкивающей силы,
обратно пропорциональной третьей степени расстояния точки
Х— ОМ от неподвижного центра О.

Решение. Дифференциальное уравнение движения точки,
согласно второму закону динамики,
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42х km—— —_, 1dt? x3 ( |
где А — коэффициент пропорциональности.

Уравнение (1) можно представить в виде
dx ВОГ,1
ав тов =“ x3

ИЛИ
1MW 19xXx —а хз

_К_ МXs0 —(м) A
x T

~ |

Puc. 65

Умножим обе части уравнения на 2x'dt:
x’dt -2x’x"dt= 2a2 =
x

Левая часть последнего равенства есть дифференциал от х”?:
ах 1 -d(x’) =2a?—3 =ard — —) ,

отсюда
1 | а? х2— Ст [о )— .* a ( x2 + с) С. х2

И

vot a 7 х2—С!

ИЛИ

2ax = + = . Ух С! 5dt 7С! Хх
Разделяя переменные, получим

хах а—~—

у х2— С УС:
dt. (2)
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Решая уравнение (2), придем к равенству
хах апон“ (110,

` у х2— С у С
Окончательно

УС (1+С,)
1

ИЛИ
a2х2— C7. wore (t+Co)2.

$ 3. УПРУГАЯ ЛИНИЯ БАЛОК

Консоли

Задача 118. Консольная стальная балка длиной [=6 м нагру-
жена сосредоточенной силой Р=2Т в конце В (рис. 66). Найти
уравнение упругой линии (кривой изгиба) и определить величину
прогиба конца балки (модуль упругости Е==2 100 000 кГ/см>,р
J=30 000 cmt).

Х

. /t= _ Hei ,и =г: С :: — С UNCHOF iy
reges / = р - 3 Sly/ ee

Pxyx<

_/ р

yt
Puc. 66

Решение. Определяем изгибающий момент М для сечения
с центром в точке М№(х, и) (рис. 66). В данном случае М равен мо-
менту силы Р относительно точки М, взятому со знаком плюс (сила
приложена к балке справа от сечения и вращает правую часть бал-
ки по часовой стрелке), т. е.

М=Р(1-х). (1)
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. Подставляя выражение (1) в уравнение (2) задачи 114, полу-
чаем дифференциальное уравнение упругой линии

у Ра=ЕТ (1). (2)
Непосредственным интегрированием находим

dy P Р (l—x)?ар РЕГ(4-9=- у 2 1%
откуда общее решение

| Р (l—x)8 Cre— Е] . 6 + Xx+ 2. (3)
Константы С! и С› определяем из начального условия: на заде-

ланном конце х=0, у=0иa —0. Отсюда
Р [3

ОЕ СОН
ОЕ С!

и окончательно

Р [2 Р [3
OSE? ORTEe

Подставляя значения С1 и Co B общее решение (3), получим
искомое уравнение упругой линии

a= FI (— 3 ), (5)
Прогибом балки называется ордината упругой линии в рас-

сматриваемом сечении. Величина прогиба fA Ha конце балки В
получается из уравнения (5) при х=.

Р [3 PRh= вт (2-3) =ЗЕГ
Подставляя числовые значения и приводя их к единой размер-

ности, находим величину прогиба
2000-6003

= 3.2 100000.30 000 —2,3 см.
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Задача 119. Труба для стока воды выходит из стены на длину [.
Внутренний диаметр трубы 4=16 см. Толщина. стенки 2 см. Чему
должна равняться длина [, чтобы прогиб на конце трубы #А=0,5 см?
Удельный вес стали у=7‚8; модуль упругости Е=2.108 кГJom?,

Решение. Трубу можно рассматривать как консольную бал-
ку, нагруженную равномерно распределенной нагрузкой 4. На эле-
мент трубы 4& (рис. 67) действует элементарная нагрузка 04.

——— “TTМ" | (Ss—. ~~ SS= ESEЕ"ТАЗАКАМАЗl=? | М“ SVN

yy
Puc. 67

Ее момент относительно точки М равен 9(Е—х)АЕ, откуда из-
гибающий момент

l

M= J a2) А |2

Подставляя это значение в дифференциальное уравнение упру-
гой Линии, получим Фу _ (2 (1)

dx — ОЕ

Интегрируя уравнение (1), находим общее решение

— —7 )4y= —__—ЕТ (1-х)*--Сх- С». (2)
Начальные условия: в заделанном конце балки х=0, у=0,

/’=0, откуда
_ 98 —_ |

C= Ge 9 -94Е] | (3)
Подставляя значения (3) в общее решение (2), запишем иско-

мое уравнение упругой линии

_ fF 272 3 4Y= OEE] (612x2—41x3+-x*).
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Прогиб на конце

b= —2— (6640-41) = 98 (4)
24Е] 8EJ

Решая уравнение (4) относительно искомого [, получим.

= 8ETh7
Определяем нагрузку 4 и момент инерции /.
Пусть 91 — вес 1 см трубы; 42 — вес воды на 1 см длины трубы.

Тогда общая нагрузка q=4q1+q2. Tak kak

n= = (202—162)7,8=882 I'/cm,
n= = .162.1=201 Г/ся;

то
4==1083 Г/см==1,083 кГ/см.

лаМомент инерции круга относительно диаметра d равен Ga"
Таким образом, момент инерции относительно нейтральной оси пло-
щади поперечного сечения трубы

Ш” &_164)— &l= 64 (20!— 164) =4710 см“.
Подставляя найденные и данные величины в уравнение (5),

найдем искомую длину трубы

+7 8-2- 108-4710-0,5[— 1,083 —431 см.
Балки на двух опорах

Задача 120. На двухопорную балку ОА длиной [ действует со-
средоточенная сила Р, приложенная к точке В на расстояниях Пи [2
от концов. Найти уравнение упругой линии и определить прогиб В
в точке В.

Решение. Для определения неизвестных опорных реакций
М! и № напишем в точках О и А уравнения моментов действующих
сил относительно этих опор: .

N,l=Pl H №1—=РИ,
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откуда

na РА.
Составим уравнение для изгибающего момента.

В любом сечении С(х, у) части ОВ балки (рис. 68) получим
M=P (1—х) — №2 (1—х)

ИЛИ

их. (1)M=P (1;—x) —

В любом сечении Д(Е, 1) части ВА балки имеем:

Мм= 9. (2)
Моменты (1) и (2) подставим в дифференциальное уравнение

упругой линии и получим два разных дифференциальных уравнения
соответственно для частей ОВ и ВА балки:

d?y __ Р Pl,
be Ey 8)— gp 4):

dy Pl,
42 ЕЛ (5).
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Решая оба эти уравнения типа у”=|(х), получим для левой
части балки: первый интеграл

ау _ Р > Pl, 5
dx opp S44)? oie Pt

второй интеграл, т. е. общее решение,

Р PhyY= 2ST6E] (и—х)3— ЧЕТ. (1-х) 3+ Сах- С..

Для правой части балки: первый интеграл
dy Phy

второй интеграл, т. е. общее решение,

Ph,

Начальные условия на опорах О и:
1) х=0иу=0; * 2) Е=[и =0;

в точке В приложения. силы Р:
3) ХИ, у=\ (общая ордината);

ау _
ax e

Подставив начальные условия в первые и вторые интегралы,
найдем:

4) х=Е=И, (общая касательная).

__ Ply 2 2Co= Gay (PH),
C,=—Cal, (5)
Cotyh=QA+Csh, _
C,=Cs.

Решаем систему (5):

—_ РИ то —_ Pl, ,C= 6EJI (1 [2), C3= 6EJI (1 ly),
C= =+ (P12), C,— Ph (2—12).

6EJ
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Нодставляем найденные значения Су, С>, Сзи Сь в общее реше-
ние и получаем уравнение упругой линии для левой части балки

__ Ph Арх 2х).Y= БЕЙ (—x8+Px— 2х),
для правой части балки

Pin= ET (E342/2 —3 18241,2x— 1,2) .
Стрела прогиба А при х=ё==Й:

Задача 121. Балка на двух опорах длиной [ прогибается под
действием равномерно распределенной нагрузки, общий вес которой
равен Р. Определить уравнение упругой линии и прогиб в середине
пролета.

P 9} P2 ! 2
р

= x
0 XЕ _ 4

Рис. 69

РРешение. Опорные реакции равны - -о; На единицу длины
——a

eприходится нагрузка — —
Рассмотрим сечение С балки на расстоянии х от начала коор-

динат (рис. 69). Вправо от сечения сила + дает момент:

(5—) (+5).
Вычислим момент относительно сечения С, создаваемый равно-

мерно распределенной нагрузкой.
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Нагрузка на элемент длины балки а с абсциссой ЕЁ имеет величи-
| Рну — — 4, а ее момент относительно сечения С будет — (5—4) 45.

Полный момент всей нагрузки, соответствующей части балки СВ,
равен

Р_| (E—x) T dé.
Следовательно, суммарный момент

1

M(x) =— J (@—x)+
+ (5—) (+5) +5(4-22).

Как известно, дифференциальное уравнение изогнутой балки:

M(x)|= Fy (1)и

где Е — модуль упругости, / — момент инерции.
Для условий задачи уравнение (1) принимает вид

и ь
Начальные условия: при х=0 у=0и и’=0.
Решая полученное уравнение (2) при данных начальных усло-

виях, получаем

и) (м2)8 121
—д
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/Стрела прогиба в середине пролета (+= >.) равна
Р р 2 | 5 PR( 31.—-——--—— -8 ‘ЧЕТ:

Задача 122. Найти уравнение упругой линии и стрелу прогиба А
бруса длиной [Г и шириной В, опирающегося на две опоры О и А
(рис. 70) и подверженного напору воды, уровень которой приходит-
ся против верхней опоры.

Уровень Godo

ми _
о _ 4

о ><

—_ ПД

h

a dé

My Ay |
Vx

Puc. 70

Решение. На глубине Ё выделим элементарную площадку
бруса шириной 6 и высотой 4&. Поскольку площадь ее 54, а глу-
бина погружения &, то гидростатическое давление воды на площад-
ку будет 49==ЕЕ. Это элементарное давление вызовет на опорах
элементарные реакции |
\

/— dАМ!= =49 и а№=м
ИЛИ

(1—5) 5545 раФМ———_———- u dN.=
l a
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откуда опорные реакции

1=)(Е so MemPJ aeо
Момент элементарной нагрузки 6Е4Е относительно точки О бу-

дет БЕ4Е (Е—х). Отсюда изгибающий момент для сечения Д от всех
действующих сил

1 | =M=p | (t—x)tdt—N2(I—x) =b | (g—x) ede— SS (1-2)=
x x

= г (x8—[2x).
Дифференциальное уравнение упругой линии

Фу _ 6 р
ао— ВЕТ Г.

Это уравнение типа у”=](х). Его общее решение
b xs =v= er (Sy tet).

Начальные условия: при х=0 у=0и при х=[ иу=0. Отсюда
получаем систему уравнений для определения постоянных интегри-
рования

C2b
SET"

715 b( cuter т) Ger =0.
откуда

7C=ah, Сь=0. (1)
Подставляем значения (1) в общее решение и получаем иско-

мое уравнение упругой линии:

b— 5— 23 4%) _Y= EFT (3x5— 10/2x3+-7/4x).
Стрела прогиба A= ymax.
Для удобства отыскания максимума и введем новую перемен-

ную Ё подстановкой х={. Когда х изменяется в интервале (0, [),
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величина # изменяется в интервале (0, 1). После подстановки
получим

bf5 ,
— 5 3Y= вот (3#— 108-70

. d bisay Ae 2ar =зсоЕт (185—307). (2)
Для определения максимума приравниваем нулю переменную

часть уравнения (2):
15 —30--7==0. (3)

В интервале (0, 1) уравнение (3) имеет корень

=V2V21—2у —=0,519,
соответствующий максимуму для у, что легко проверяется второй
производной.

Итак, стрела прогиба
bf в= З60ЕТ (318—1043-7%) =2,348 ‚25 0,0065 ol360ET ~~ NS Ey

Многопролетная балка

Задача 123. Для любого сечения изогнутого под давлением Р.
рельса железнодорожного пути изгибающий момент

Vz (cos xJ/ ie ых = );
где А — коэффициент жесткости упругого основания пути.

Составить уравнение упругой линии и вычислить прогиб й рель-са в точке приложения силы давления Р (рис. 71), учитывая, что
4EJ dyy=0 npn r= 2 EEр и—0 при х==0.

Решение. Вводим обозначения:

EI | Ио,
6 Г 4
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Тогда уравнение упругой линии

d?y M (x)
4х? ЕТ

ИЛИ
2= = e—>x(cos bx—sin bx). (1)

Интегрируя уравнение (1), получим
dy a== EF [ев cos bxdx— fev sin bxdx . (2)

Для вычисления правой части первый из интегралов берем по
частям.

Пусть

u=e->*, du=—be-*dx, du=cos bxdx, u= sin bx,
Тогда

| e—6x cos bxdx= “ e—5* sin bx+ {ets sin bxdx.
Для вычисления второго интеграла из уравнения (2) полагаем

u=ex, du=sin bxdx.
Тогда

du= —be-bxdx, v= — > cos bx.
Следовательно,

[е-ы sin bxdx=—— e—5* cos bx— [evs cos bxdx,
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Подставляя полученные выражения для интегралов в равен-
ство (2), получаем

dy a —bx ojde = bE eit bx+Ci. (3)
Так как при х=0 ae —0, TO

O— —“_¢ 0sin b-0-+4C,
bEJ |

И
C,=0.

Таким образом, первый интеграл равен

dy a —bx of“de EI e—>x sin Dx,
Интегрируя вторично, получим второй интеграл

а ogуУ— — 9рЕУ. e—>*(sin bx-+cos bx) +Cs, (4)

Tak Kak их— Эл | ABET _Sn =0, Topee 4 R46 9”

a b-— 3_p. 2% п ,
Ш. . 46 (чнЬ. (о0 RET е (sin 6 tb sb В С.

И

Уравнение упругой линии
Qa

— OopDX (Cjy= PEI @ (sin bx-+-cos bx)
или, возвращаясь к данным величинам,

4x Е У Ё4———_—у=—— е Vas (cosVy-+sin Var
V 64EJR8

и пои х=0 находим абсолютную величину стрелы прогиба
h— P

y 64ETR
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Il. YPABHEHHA THIA y” =f(y)

$ 4. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРИЛОЖЕНИЯ

Задача 124. Радиус кривизны в произвольной точке кривой ра-
вен кубу длины нормали в этой точке. Найти уравнение кривой, про-
ходящей через точку (0, 1) и в этой точке параллельной оси абсцисс.

Решение. Длина нормали у] 1--у”2. По условию задачи по-
лучаем дифференциальное уравнение искомого семейства

1 72) 9/2R=ae aw y1+y7?)3
ИЛИ

|
ye

//

Решая это дифференциальное уравнение, находим

l ———____—-t+Co сбУС. (1)
Дополнительные условия: кривая проходит через точку (0, 1)

и при х=0 иу’=0. Отсюда
1 ПОНИ

0+C.= Убе
С!

ИЛИ

CPC2=C,—1. (2)
Так как, дифференцируя уравнение (1), находим

Ci (x+C2)

VCi(eEC2)2F1
= С:(0- С.)
— VCOFC)AFL

Для определения постоянных интегрирования имеем систему
уравнений (2) и (3). Из равенства (3) находим С1С>==0, т. е. С.=0
или С›—=0. Если С. =0, то уравнение (2) дает —1=0, следователь-
но, С15=0 и С.=0. Тогда из уравнения (2) С.==1.

Подставляем значения С,=1| и С›=0 в общее решение (1)
и получаем уравнение искомой кривой

7__

TO

(3)

y—xv=1.
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$ 5. ДВИЖЕНИЕ `МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ.
СИЛЫ ПРИТЯЖЕНИЯ

` Задача 125. Материальная точка массой т движется по прямой
те?
в’

где г — расстояние точки от центра. Движение начинается с состоя-
ния покоя при г=а. Найти время, по истечении которого точка
достигнет центра.

линии к центру О (рис. 72), притягивающему ее с силой

| F
Ay >. рv7 ГП ха

т : _je

чай: a eee
Puc. 72

Решение. По условию задачи в любой момент ¢ Ha точку
kmдействует сила Ё=— ——.r3

Отсюда получаем дифференциальное уравнение движения
adr km
авв

ИЛИ

@2г k
dE

Решая его как уравнение типа у”=р(у), находим общее ре-
шение

Cyr2-+ekt+Co=_ Verteia (1)
Начальные условия: при #=0 г=а и ar о Из первогоусловия имеем: a

5 .ось=—То.|
Второе условие

4__ УС
dt | ro
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ИЛИ

__ у C,a2-kа о.0=—

Для определения постоянных интегрирования С! и С>› имеем
систему

СС›=— cath t
C,a?+k—0,

откуда
k= C.=0. (2)

Подставляя значения (2) в общее решение (1), получим

аут
у

Когда точка достигает центра О, расстояние г=0 и иско-
мое время

—

a2
{= —_.

VR

Ш. УРАВНЕНИЯ ТИПА у” = (у)

$ 6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ КРИВОЙ ПО РАДИУСУ КРИВИЗНЫ

Задача 126. Кривая, проходящая через точкиА(5, 7) и В(6, 6),
имеет радиус кривизны А =5. Найти уравнение этой кривой.

Решение. Радиус кривизны

— ПУу” °

По условию задачи А==5 и получаем дифференциальное урав-
нение искомого семейства

К

[1+y?]"! :=. 1).; (1)
Общее решение дифференциального уравнения (1) типа

у’=КуУ’) будет
(x—C4)2+- (y—C2)?=25.
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Дополнительное условие: кривая проходит через точки 4(5, 7)
и В(6, 6), откуда (5—C,)2+ (7—C2)?=25, |

(6—C,)2+ (6—Co)?=25. (2)
Из системы (2) определяем С!=2, С.=3. Подставляя эти зна-

чения в общее решение, получим |

(x—2)?-+ (y—3)?=25.
Задача 127. Проекция радиуса кривизны К на ось абсцисс рав-

на постоянной величине а==1. Найти уравнение кривой, если она
проходит через начало координат и в этой точке ортогональна оси
абсцисс. |

(у) |Решение. Радиус кривизны R= Yn Направляющий
косинус радиуса кривизны как направляющий косинус нормали

J

cos a= ЕЛИ
у 1-Ру?

По условию задачи
Ю со$ «= а,

откуда дифференциальное уравнение искомого семейства кривых
y’ ( 1 +y’2) =ay”,.

Решаем это уравнение типа иу”={(иу’) и получаем его общий
интеграл

x—C, . y—C
—— =In sin

или общее решение
х—С1

y=aarcsine *® -С..

Начальные условия: точка (0, 0) mexuT Ha KpHBOHHM при х=0
y’=oo. Torna

0-C1
O—aarcsine * +C,

и, так как
хХ—С1

е ‘о

у 2(x—C1)
fr j—e 4

/и —
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TO

0—С1
е а

у 2(0—C1)
|[—е а

Для определения постоянных интегрирования имеемг систему
уравнений

Oo ==

C1

а агсзте @--С.=0

_2С1
1—е #2 —0

Отсюда
anC,=0; Co= — о‘

Подставляем найденные значения в общее решение и получаем

ал
—— о"Гy=a arcsine

При а=1 имеем уравнение искомой кривой
пy=arcsin e*~— >

ИЛИ .
Х== |1 с0$ И.

$ 7. ГОРИЗОНТАЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕНИЯ

Сила зависит от скорости: РА=Р(5)
Задача 128. Вагон с-силой тяжести @ =9216 KI приходит в дви-

жение под действием ветра, дующего по направлению полотна, идвижется по горизонтальному участку пути (рис. 73). Сопротивле-
ние движению ЛР вагона равно 1/200 его силы тяжести. Сила давле-
ния ветра Р=АЗи? кГ, где S — площадь задней стенки вагона, под-
верженная давлению ветра и равная 6 м2, ц — скорость ветраотносительно вагона, а А=0,12 кГ-сек?/м^. Абсолютная скоростьветра «==12 м/сек. Считая начальную скорость вагона равной нулю,
найти:

1) наибольшую скорость вагона;
2) время Т, необходимое для достижения этой скорости;
3) путь ха, который. должен пройти вагон, чтобы приобрести

скорость 3 м/сек.
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Решение. Проектируя все действующие силы на горизон-
тальную ось, получаем уравнение равновесия рассматриваемой
системы

2х
dt?

+R—P=0. (1)

Скорость ветра относительно вагона равна

АЕ
или после дифференцирования

du 2х ,
dt de 2)

i
|...

ay
Рис. 73

Подставив значения‘сил в уравнение (1) и разделив его на т,
получаем

d?x Q кои?
dt? т.200 т —0. (3)

Используя равенство (2), уравнение (3) приведем к виду
du g кои?

ОЕ 200 то“ (4)
Разделяя переменные и интегрируя, находим

du— — ==— fC, 9< (1 20085 из) т (5)
200 mg
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002$Для удобства вводим обозначение — 0”. Тогда из урав-
нения (5) получаем

200 (м) 1 d(aulS ES]=ag (aul) —1)
ИЛИ

100 аи—1
—In—_——- >— ,ag г aut | ae

Постоянную интегрирования в общем решении уравнения (4)
определяем, используя начальные условия: при #=0 > =0, v=o
Тогда

C— 100 In aw— |
ag aw+1

Искомое частное решение
100. (au—1) (m+) -
ag (au+l)(ao—l)°

ys200kS __а—

1. Максимальная скорость вагона шах будет достигнута при
[>со. Тогда

—t{=

откуда при #=0

аи— 11==0,

Отсюда

мт96
ЧЕТ = @ 2004$ — 200.0,12.6`

Таким образом, dx |Umax= 9. . —4 м/сек.
2. Время, которое потребовалось бы для достижения этой

скорости,
To,



262 Гл. Х. Неполные уравнения второго порядка

3. Найдем путь х., который должен пройти вагон, чтобы при-
обрести скорость= ==3 m/ceK:

eetOeeS—ыы

a =u=o—ax
dt dt ’
du d?x
dt dt?

Интегрируем предпоследнее равенство:
E=wl—x.

Таким образом, уравнение (4) примет вид
du g Кои?

—ЕТ 200 т
Разделяя переменные, находим

udug RS =H
200 m

ИЛИ

200 udu. = =4. (6)g (1— RS -200 ив
тв’ |

RS-200Вводя предыдущее обозначение = тр и интегрируя,
приходим к равенству, представляющему общее решение урав-
нения (6):

тНИИ — а?и?) —Е =OBS In C(1—a?u?2) =E=ot—x.
Постоянную интегрирования С определяем из начальных усло-

вий: при х=0 1=0, и=®. Тогда
J

C=——.
1 — 26?

Искомое частное решение:
т_| 1 — аи?

eSOrt ORS Tata
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При х= и ae —3 м/сек, и=9 м/сек и
dt

100 1.20t= т In 17-4 —99,8 сек
3 g

имеем:

4=99,8-12+ 9218 tn 0,265 = 187 mu.9,81.0,12.6 1,25

Задача 129. Самолет на лыжах приземляется на горизонталь-
ное поле; летчик подводит самолет к посадочной площадке без вер-
тикальной скоростив момент приземления (рис. 74). Коэффициент

|
2Кими, neh

трения лыж самолета о снег и=0,08. Сила сопротивления воздуха
движению самолета пропорциональна квадрату скорости. При ско-
рости, равной 1 м/сек, горизонтальная составляющая силы сопро-
тивления Ах„==0,09 кГ, а вертикальная составляющая, направленная
вверх, А,=0,7 кГ. Сила тяжести самолета 2000 кГ. Найти длину
и время пробега самолета до остановки.

Решение. Горизонтальная ‘составляющая силы сопротив-
ления

Ry=k,v?,
где

Кх—0,09 кГ.сек?/м?.

Вертикальная составляющая силы сопротивления

где
Ку—=0,7 кГ-сек?/м?.
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Так как о= >, то горизонтальная и вертикальная состав-
ляющие соответственно равны

р b, (2) R ky(2)
eo N dt 7? uO EN at 7

‘Составляя дифференциальное уравнение движения самолета,
получим

425ma+Ratp(mg—Ry) =0
ИЛИ

оо
Делим уравнение (1) на m. Тогда дифференциальное уравне-

ние задачи

т

<

42$ ky—wky( ds \?

Вводим обозначения:

КМАи —— =A; pg=B.
Кроме того,

ds _ 49
ав ds

Уравнение (2) можно записать:
dv——— 2 —UT +Av2+B=0.

Разделив переменные, получаем дифференциальное уравнение

оао

Интегрируя обе части равенства (3), получаем

оо _ 1 ¢ d(B+Av%)Ж_ ==дя=- 5] Ridge = pg In(B+Av!) +C=s.
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Определяем постоянную интегрирования С, используя началь-
ное условие: при $=0 0—0. Тогда

]— oA In (В--Ач?)
И искомое частное решение

В--Ао?.

При скорости о=0 находим длину пробега самолета до
остановки:

= gt (14 Fe?)=$

——!_.1981n (1+‘10-4. 18,52 | —216 м34.9,81

Время пробега определяем, используя уравнение (2) и соотно-
шение as _ 40 Уравнение (2) принимает виав = dt Р р A

a+Av?+B=0. (4)
В уравнении (4) разделяем переменные:

du

Таким образом,

т arctg ( /4- о) ——{t+T.
Нри $=0 = и искомое время пробега

yap" ( у^— 0} =
are |(WZ 10-2-18,5 ) =22,5 cer,~ #786
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Движение тела в воде

Задача 130. Корабль водоизмещением Р==1500 т преодолевает
сопротивление воды, равное R==av2m, roe a=0,12, т — масса,
а о — скорость корабля. Сила упора винтов направлена по скорости
в сторону движения и изменяется по закону:

Т==То (1— : ),
8

где Го—=120т—сила упора винтов, когда корабль находится без
движения, а о, —=<с0п${=33 м/сек. Начальная скорость равна Uo.

т И
р date
ee se

ные~ _ __ ue —<

Рис. 75
`Найти зависимость:
1) скорости корабля от времени;
2) пройденного пути от скорости;
3) пути от времени при Vo=10 м/сек.
Решение. Проектируя действующие силы на горизонталь

(рис. 75) с учетом знаков и скорости движения корабля в виде
о — —, получаем уравнение движения корабля

dx,
2х dx \2 dtm— +e (|) —То\ 1— о, =0

ИЛИ

dy
dx d dx at dx \2Bam £ (8) onl )-0( $5)

Разделяя переменные, имеем

#(=. т. и —=
1) в (44).
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(7)
dxT,a(г

ИЛИ

—dt. (1)

Интегрируя уравнение (1), найдем общий интеграл

Го Го dx

In
7 Г Г dxЕеat oa) ПИТ(ия) Но НарЕк (2)

" Вводим обозначение: |
Ут, («++74) —В.

Частный интеграл находим из уравнения (2), используя началь-

=t+C.

dxHoe yCJloBHe: pw t=O cKopocTb ——dp 206.
Вычисляем постоянную интегрирования

Го
- т ВЫ— 29:

Т2p B+ Bo, +avo
— 9

т(+=)(B+52 ао) »
2p (p+52 +a )(B- 2 —avo)

Подставляя числовые значения, согласно условиям задачи,
получаем

Го = 1,8; 2B =0,055.
200 т
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Тогда уравнение (3) принимает вид

dx( 50-- =) (20—60) sass
( 20— } (50+)

dt

Разрешая йоследнее равенство относительно a находим
ах 70¥0+20 (v9-+50) (€9-55t— 1)
“dt 70+ (vo-+50) (e%955t—]) * (4)

Здесь Up B M/CeK.
Зависимость пройденного пути от скорости находится следую-

щим образом.
Уравнение (1) может быть записано в виде

muduт. — =—Ах. (5)
о—То

U
au2—

$

‘‹Интегрируя уравнение (5), находим
арии me И чи

Го— ° U— Qu"
Us

ИЛИ
2 .хм In {i- (+=) 1+

2a Ve

mgy & 8+ ae In ot , (6)
Ve

Здесь для упрощения принято

__ To __ , __ Го Го __ 9 оP= 505. —15 м/сек; в= > (1+ ae) = 1225 m2/cer?.
Подставляя числовые значения фи зв уравнение (6), получаем
a __ (15-5 2 {te}Xo x=637,5 In{I ( 35 -+-273,9 In 50—50]:
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Пользуясь начальными условиями, определим величину №.
При {=0 х=0, ==. Следовательно,

15-++-vo
35

oor ee |ro=637,5 In{1— (72£*)" | +973,91n (SE
Таким образом, искомая зависимость:

Vo2-+30v9— 1000 (v—20) (04-50)
— ]*=037,9 In v2t-30u—1000 £2739 In (Yo—20) (vo+50) ©

Найдем зависимость пути от времени при начальной скорости
90—10 м/сек.

Из уравнения (4) имеем:
20 (vo-+50) (e9%5t—1) +-70u9 ..

(96-250) (€9%5t—1) +70 |
70 (20—00) 4

= 20dt— ;20 (0-50) еб,055#-{- (20—в) 7)
Интегрируя уравнение (7), получаем

20— dtC+x=20t—70 50\и00” (8)
Vp-+50

Вводим обозначение 2 = 20 00 и применяем подстановк— 5-50 “ ПР 70,0551— у. тогда = 0.055 27. Равенство (8) принимает вид
702 е0,0551

C+x=20t— In ,0,055z 0.05514 20—vo
° б--50

Находим постоянную интегрирования С, используя начальное
условие: при {[—=0 х=—=0. Следовательно,

70 ]0,055. In 0-0, = 196,3.
Uo -+50

C=—

Подставляя значение и,==10 м/сек, находим искомую зависи-
мость пути от времени:

, 6еб,055: |SX vo=10 m/cex —= 20t—127? In ‘бесы| — 196,3.
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Движение пули внутри вещества,

Задача 131. Пуля входит в брус толщиной 12 см со скоростью
200 м/сек, а вылетает, пробив его, со скоростью 60 м/сек. Брус со-
противляется движению пули с силой, пропорциональной квад-
рату скорости движения (рис. 76). Найти время движения пули
через брус.

2 см

Рис. 76

Решение. Внутри бруса в любой момент { на пулю дейст-
вует сила сопротивЛения бруса Г. Она направлена против движе-
ния, а по величине пропорциональна ‘квадрату скорости движения
пули в данный момент. Таким образом,

F=—kv?,

На основании второго закона динамики сила равна произведе-
нию массы точки на ускорение а, которое сообщается точке, т. е.

F=ma.

Сопоставляя уравнения, получим

ma=—kv?. (1)

Как известно, скорость точки

45
= ар, (2)

а ускорение

п а а’
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Здесь $ — путь, # — время.
Подставляя значения 9 и ® в дифференциальной форме из ра-

венств (2) и (3) в уравнение (1), получим дифференциальное урав-
нение движения

d2s R ds \2Ge=ear): (4)
Уравнение (4) представляет собой неполное линейное уравне-

ние второго порядка типа

y’=f(y’)
и решается методом понижения порядка путем введения новой
искомой функции:

dy
dx?’

и ЯР
PF= цу.

м

(5)

‚Применение этого метода для рассматриваемого уравнения (4)
приводит к следующему:

45 _ 45 _ @
dt” “de 1:

Уравнение (4) примет вид

7 dp Икы— 2
dt т Р`

‘Разделяя переменные риф,

dp
p? m

и почленно интегрируя, получаем

: ] Е

Подставляем значение р и интегрируем еще раз:

dt k
dsOmFs
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Е Е =——In (бес) +С.. (6)
Для перехода от общего решения (6) к частному решению

определим значения произвольных постоянных С1 и С> по условию
задачи. d 4Начальные условия: при 1=0 $=0ит —200 м/сек. Кроме
того, продифференцировав уравнение (6), получим

ds ]
Е, (7)——{#—С,
т

Из уравнения (7) определим С:
] 1

200= ——————, “=—--=,В . ,Foe, 200
m

а из уравнения (6) — C2:

= in(4-04J)+0;
m 200

ИЛИ
т I mС.— — и 00 = kh In 200.

Подставляя найденные значения Сли С› в общее решение (6),
получим частное решение, изображающее уравнение движения
в условиях задачи:

т Е 1s= ln (THa5a)+In 200=
= in[ (4-44 5)200 | =—™ in ( 200-=- +41) :

s=—™in (200 #41). (8)
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Разрешая уравнение (8) относительно $ получим

В Rs"200 —_t+l—=e™
ИЛИ

ks
m — .

Как видно из уравнений (8) и (9), для определения искомого
времени # необходимо найти величины Ё и т.

Коэффициент пропорциональности Е определим из дополни-
dтельного условия: при $=й==12 см=0,12 м a —60 м/сек.

Для применения этого дополнительного условия необходимо
продифференцировать уравнение (8):

а

200 —— #1

Найденную величину { из уравнения (9) подставляем в урав-
нение (10), которое примет вид |

ds 200y= (11)
Rs

em

Подстановка дополнительных условий приводит к равенству
20060=————, (12)
0,12 m

откуда

in 12.

Анализируя полученную формулу, замечаем, что # является
линейной функцией т и нет надобности в определении т,

FL
а достаточно найти величину е”. Это упрощает выкладки.
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Из уравнения (12)

kh= (10)*.
h

‘Подставляя числовые значения величин Е ие” в уравнение
(9), получим -

25
3 0,12m 10 | 10 |оо L(g) — ||о,АУ 0,00114сек.

Итак, время прохождения пули через брус равно 0,00114 сек
(немногим более одной тысячной доли секунды).

$ 8. ДВИЖЕНИЕ В ВЕРТИКАЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ
Падение тела в воздухе

Задача 132. Тело массой т падает с некоторой высоты со ско-
ростью 9. При падении оно испытывает сопротивление, пропорцио-
нальное квадрату скорости. Найти закон движения падающего тела.

Решение. В момент времени Ё тело находится под действием
двух сил: тяжести и сопротивления среды. Сила тяжести равна MZ,
сила сопротивления среды направлена в сторону, противоположную
движению, и равнаКу?. Следовательно, равнодействующая этих сил
paBHa mg—kv2. C другой стороны, величина силы, действующей на
тело, пропорциональна ускорению движения ‘а и равна та.

Итак,
ma==mg—kv?. (1)

Если путь, считая от начала отсчета, равен $, то скорость
2$—-_. Равенство (1)$ | .U== ——, H Ip MpAMOJIMHEHHOM JBHKeHHH A= di

dt
принимает вид

425 4$ \?

ds |Так как Tp= 10 дифференцируя это равенство по $ имеем

| @s dodt? dt’
откуда правая часть представляется в виде
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и тогда ds _ 49 о
ав ds

Преобразуем уравнение (2):

тae v=mpg—kv?
ds

ИЛИ
mudvu
та—

откуда
moduта?—=Jds

или
тOR In|mg—kv?|4+C=s. (3)

Пусть в начальный момент _времени 1—0 тело находилось
в начале отсчета пути, т. е. 5=0, и начало падать с начальной ско-
ростью, равной нулю, т. е. о==0.Подставив в‘уравнение (3) $5=0 и ч=0, находим

т=Inmg+C=0 nu С=—Oh In mg.
Таким образом,

— ——In|mg—k+sInmg=s7
ИЛИ

Ту |mseOR in | mg—kv2 |"
Ta xan 2S 0, Ток di’

m mgS= > In no _k (=) . (4)
oT" Nit

Уравнение (4) представляет дифференциальное уравнение пер-
| 45вого порядка. Решаем его относительно dt
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| ms _2ksП mg——k (2) m
425Так как тело падает, то, согласно уравнению (2), Пе >0;

следовательно,

mg——r ( =)>0
и

>mg——k (a)
а поэтому имеем:

та me mame(Gr) м
4$. =e mg —е ^,mg——r ( a)
asfme (oe),

$Так как $ — возрастающая функция ft, TO т —>0 и перед кор-
нем берется знак плюс:

у = — "8dt,
р2ks

т,

отсюда
—е.

ee

у,
| =уе гс. (5)
у|— m

Интеграл в левой части равенства (5) берется подстановкой
ks Rs— К —^&—ет, dz= me. ds,
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и тогда

Таким образом,

т dz om dz —_— — ===зы k zVi-ol Е | 1—1
| —е т 22

Rs 2ks i= — Inet 2=1) = In ( in| =) Е--С.
Подставляя в последнее равенство начальные условия #=0

и $=0, получим С=0.
Итак, уравнение (5) принимает вид

ks 2ks_Т пИ)— ret
К

откуда

Rs 2ks Ин:
ет-Гет —1|=е ‚’ (6)

kg] -у*:
=e , (7)

Rs 2ksomy V omy
Умножая числитель и знаменатель левой части равенства (7)

на выражейие

Rs 2ks

em—Fem —}],
получаем

keRs 2ks -) 1
ет —Гет —]|—е

и, учитывая равенство (6),

Veks— е +eec = 9
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Закон движения падающего тела:

иAg , -у. Е,
т т

е —еИ п __ТЕ 9
Погружение тел в воду‘

Задача 133. Подводная лодка, не имевшая хода, получив не-большуюотрицательную плавучесть Р, погружается на глубину,двигаясь поступательно (рис. 77). Сопротивление воды при неболь-шой отрицательной плавучести можно принять пропорциональнымпервой степени скорости погружения и равным Ё5о, где Ё — коэф-

>. сis
pm ————— —————_———

— — _ ——— Cr —

Рис. 77

фициент пропорциональности, $ — площадь горизонтальной проек-
ции лодки, о — скорость погружения. Масса лодки равна т.

Найти:
1) скорость погружения 9, если при {=0 начальная скорость

90==0;
2) путь, пройденный погружающейся лодкой за время Т.
Решение. Проектируя действующие при погружении лодки

силы на вертикальную ось, получаем дифференциальное уравнение
движения

d2y
АР

dy+kS —Р==0. (1)т
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d2Здесь т df= — asмассы на ускорение (сила тяже-
сти погружающейся лодки), А$—-=; — сопротивление ВОДЫ.

Вводя подстановку v==——— И деля уравнение (1) на т, получим
dv kSv Р.
а тт> (2)

В уравнении (2) отделяем переменные и приходим к равенству

тазD—hSo =dt. (3)
Интегрируя уравнение (3), получаем зависимость

——— In C(P—kSv)=t. (4)
Постоянную С определяем из начального условия: при #=0

v = 0:

Таким образом, уравнение (4) принимает вид

In (P——kSv) =—1 in (1—-4-so} —+-5 kS
После простых алгебраических преобразований найдем иско-

мую скорость погружения:

In (1-4 so) =- "4,
|4su=e т 7
p= PF (12m), (5)

Для определения пути, пройденного погружающейся лодкой за
время Г, уравнение (5) переписываем в виде
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ds Р —18,, 3— Ч №5 (1-е }
ИЛИ

RS
—~ tds= | [-е "')

Интегрируя это уравнение первого порядка с разделенными
переменными, находим путь в зависимости от времени:

P _PSs= > (t+ te mac), (6)
Определим постоянную С, используя для этого начальное усло-

вие задачи: при {[—=0 $=0. Из уравнения (6) получим

Р т0= Fy (Fe +¢)
ИЛИ

т

“= RS" (7)
Тогда искомое частное решение

=( m —-8, nm)
RS:

=[1 (1-e7™')J. (8)
При {[=Т пройденный путь $=г выразится соотношением

—_18.ее[Т- (1-е т г) |
$ 9. РАВНОВЕСИЕ ТЯЖЕЛОЙ НИТИ

Задача 134. Определить форму, которую принимает под влия-
нием собственного веса гибкая тяжелая нить, подвешенная за кон-
цы Сир.

Решение. Построим систему координат в плоскости нити
(рис. 78). Начало координат выберем на некотором, пока не опре-
деленном, расстоянии ОЛ от самой низкой точки А кривой.
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Рассмотрим часть кривой CD—дугу АВ. На эту часть дей-
ствуют силы: в точке А — горизонтальное натяжение Н, в точке ВЫ—
направленное по касательной натяжение Т и вес части нити АВ,
пропорциональный длине нити. Собственный вес участка нити
АВ равен р5, где р — вес единицы длины нити, $ — длина дуги АВ.

, y |

Puc. 78

Согласно условиям равновесия статики, сумма проекций верти-кальных и горизонтальных составляющих равна нулю. Проектируявсе силы на оси Ох и Оу, получаем соответственно

T cos a=H,
T sin a=ps.

Деля второе равенство на первое, находим
sin@ __ ps
cos @ =tg a= +H’

Tak Kak
tgea=y’,

TO

,_ ay _ ps
Y= de (1)

Для устранения третьей неизвестной $ дифференцируем урав-нение (1) по х. Тогда
as
dx -<<—_Р.

Н
Так как
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то уравнение примет вид
р

ияИГУ”. (2)
Уравнение (2) представляет уравнение типа у”== (у’). Решаем

его подстановкой у’==. Отсюда у”’==г’, и уравнение (2), полагая
р _|1я" = —›, перепишем в виде

гур Угра (3)
Н а

Разделяем переменные:
аг dx

jive @
откуда после интегрирования найдем

—_ XxIn(z+- у 1--2?) — а--С:.

Постоянную интегрирования определяем из начальных условий.
Касательная в точке А параллельна оси абсцисс, так что при х=0
y’==z=0. Таким образом,

In I=C,,

C,=0.

Итак, для условий задачи

(2+УЕ)= — (4)
или, потенцируя обе части равенства (4), получим

x

az+ yi+2=e (5)

Уравнение (5) можно преобразовать, умножив обе его части
Ha z— у 1--=2. Тогда

els—1 = (2— y 1+2 er,
x

z—ylt2——e°. (6)
откуда
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Складывая уравнения (5) и (6) и деля обе части полученного
уравнения на 2, находим

" ги (еев). (7)
Интегрируем уравнение (7):

xy= > ( ette a +C,=a ch>. --С..
Если начало координат расположено на расстоянии а от точ-

ки А, то при х=0 у=а, а поэтому С›=0. При этом уравнение
кривой приводится к уравнению цепной линии:

x xy= > (еее a =ach—
Форму цепной линии, в частности, принимает подвешенная за

концы цепь (поскольку цепь с некоторым приближением можно счи-
тать гибкой нитью), отсюда и происхождение наименования. линии.

$ 10. ГИБКАЯ НИТЬ РАВНОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ

Задача 135. Найти уравнение подвешенной за оба конца гибкой
нити, площадь поперечного сечения которой всегда пропорциональ-
на натяжению.

Решение. При отыскании уравнения цепной линии пред-
полагалось, что поперечные размеры нити во всех сечениях одина-
ковы. По условию данной задачи площадь поперечного сечения нити
изменяется пропорционально натяжению. Очевидно, что в этом слу-
чае напряжения в любых сечениях нити по величине одинаковы.

Пусть о — плотность нити; Р — переменная площадь ее попе-
речного сечения.

Уравнения равновесия части АВ =$ нити принимают вид
—H-+T cos a=0,

T sin a— [о Fds=0,
0

(1)

где Н — натяжение нити в нижней ее точке Д; Т — натяжение в лю-
бой точке нити; а — угол между натяжением Г и осью абсцисс.

Из первого уравнения системы (1)
Н -

cos q’
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а из второго уравнения 1 8
—= -——| 0 Fds,ina J? ds

Приравнивая эти значения, умножая почленно на sina Hu yUH-
тывая, что {2 «==и’, имеем:

Htga=Hy’= [о Fds. (2)
0

Дифференцируем уравнение (2), откуда
Ну’ах==о Ра$.

Пусть о —одинаковое для всех сечений напряжение. Тогда
Н=Ею, Т-Еб,

где Ро — площадь поперечного сечения, центр тяжести которого по
сравнению с центрами тяжести других сечений имеет самое низкое
положение. В этой точке расположим начало координат. Граничные
условия: при х=0 у=0и {№ а=у’=0. Тогда

ТРИ Has |
cos a dx

следовательно,
Hds

F=
odx

И

n— & (4s_\’a= 5 ( dx °
Tak Kak

ds=y 1+y” dx,
TO

y= — (1497). (3)
Уравнение (3) есть дифференциальное уравнение типа

Ку’, у’) =0. Преобразуем его к виду
dy’ odx
уGg ?
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откуда после интегрирования получим

, Оarctg y => x-+C.
На основании второго граничного условия (при х=0 y’=0)

находим С=0.
Следовательно,

р‘—t — Xxу a
откуда

0 О=— —In — xX, 5у 5 cos —"

так как новая постоянная интегрирования на основании первого
граничного условия (при х=0 у=0) также равна нулю.

Уравнение цепной линии равного сопротивления имеет вид
в

еб1 соз В х—|.
Oo

1У. УРАВНЕНИЯ ТИПА у” =ГХ(х, у’)

$ 11. КРИВАЯ И РАДИУС КРИВИЗНЫ

Задача 136. В точке (1, —2) кривая параллельна оси абсцисс.
В любой точке радиус кривизны К равен квадрату абсциссы этой
точки. Найти уравнение кривой.

Решение. По условию задачи Ю=? и, приравнивая это зна-
чение дифференциальной формуле радиуса кривизны, получаем
дифференциальное уравнение искомого семейства кривых

[1+ (y’)?]**——_—_,— — x2.
у

Решение этого дифференциального уравнения типа и”=[(х, и’)
приводит к первому интегралу

drye p=—
Постоянную интегрирования определяем из дополнительного

условия: в точке (1, —2) кривая параллельна оси абсцисс, т, е. при
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dyx=1 “de —р=—=0, откуда
cto
у

или
C,=1.

Первый интеграл принимает вид

"О: ОИ ЛИНИИ
т ТУ

ИЛИ
dy х—1

p= = —_—.dx 2—1
Интегрируя далее, получим второй интеграл

1 5 |ytC2—=—— (2%—1)". (1)
Так как кривая проходит через точку (1, —2), To

-2+С,= = (2.11)
ИЛИ

a=
Подставляя значение (2) во второй интеграл (1), получим

уравнение искомой кривой
6y= (2х—1)*?—13.

V. YPABHEHHSA THA y"=f(y, у’)

$ 12. НАХОЖДЕНИЕ УРАВНЕНИЯ КРИВОЙ ПО НОРМАЛИ
И РАДИУСУ КРИВИЗНЫ

Задача 137. Длина нормали в любой точке кривой равна ра-
диусу кривизны А кривой в этой точке. Найти уравнение кривой,
параллельной оси абсцисс в точке (0, 1).

Решение. Длина нормали у 7 1-- у”. По условию задачи она
равна радиусу кривизны. Поэтому дифференциальное уравнение
искомого семейства кривых

[Ни] ]yy”и =yy1i+
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ИЛИ

1--у”= ——___—_, 1m7 (1)
Общий интеграл дифференциального уравнения (1) типа

=[(y, у’) будет
х-+С2

_ У Уу—СР=Сае 61.
Дополнительное условие: кривая проходит через точку (0, 1)

и в этой точке у’==0. Тогда
*

0+C2
1+ VP—Ce22—C2—=CyeC1 (2)

и так как

“402 z4+C2y= —е Ci —_ е Ci y¥—
и yt VeP—Ce '

у у2—С:2

то при х=0, у=1 получим
0--С2
С:y12—C,2en y —=0. (3)
1+УР С?

Постоянные интегрирования найдем Из системы уравнений
(2) и (3)

ИС:
I+ y1—C2=Cre ©:,
C2ec VICE _, |
I+ y1—C2

Решая ее, находим
Ci=1, С2=0.

Подставляем найденные значения постоянных интегрирования
в общий интеграл и получаем уравнение искомой кривой

у—1=
ИЛИ

х==Шш(у-Е 7 У2—1).



Глава ХТ

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ЛИНЕЙНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ВТОРОГО ПОРЯДКА

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Общий вид линейного неоднородного дифференциального урав-
нения второго порядка с постоянными коэффициентами

Азу”-+Азу’--Азу=КХх), (1)
где Ai, А», Аз — постоянные действительные коэффициенты, {(х) —
некоторая данная функция х или (в частном случае) постоянное
число.При |(х) =0 уравнение принимает ВИД

Ary”+Azy’+Asy =0 (2)
и называется однородным линейным уравнением.

Если соответственно данному уравнению (2) составить алгеб-
раическое уравнение вида

Ayr?-+-Asr+A3=0, (3)
то такое уравнение называется характеристическим по отношениюк уравнению (2). Вид общего решения уравнения (2) зависит отрода корней характеристического уравнения (3).

Случай 1. Корни характеристического уравнения ги и /2 — дей-
ствительные и разные числа.

Общее решение
y= Cyrene Cryer,

Случай 2. Корни уравнения (3) — кратные *(равные) действи-
тельные числа 1===.

Тогда |
у— Сие"х--Сохе"х=.(С4--Сох)е”х.

Случай 3. Корни характеристического уравнения — комплекс-
ные сопряженные числа: Г›2=а-=61.

Общее решение:
у== еа* (С; со$ 6х-- С> зш 5х). (4)

Общее решение (4) может быть также представлено в эквива-
лентной тригонометрической форме

y=Me sin(bx+9q),
где Миф — постоянные величины.
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Общее решение неоднородного дифференциального уравнения
У представляет собой сумму общего решения соответствующего од-
нородного дифференциального уравнения у и какого-либо одного
частного решения неоднородного дифференциального уравнения У:

Y=y-+V.

Определение частного решения, зависящего от вида правой
части уравнения (1) 7(х), в практически встречающихся случаях
сводится к следующему.

Случай 1. Правая часть представляет многочлен вида

i (x) = AK AXM* AgXM2, . ат ат.
Тогда

У=Ахт--А.хт-1--...-ЕАтах-РАт
Если характеристическое уравнение имеет корень, равный

нулю, кратностиА (А=1, 2), то тогда
И— хе (Aox™-+-A хт-1--.. +Am—1X+Am) .

Случай 2. Правая часть представляет собой показательную
функцию вида

[(х) = ае?х,
где а — постоянная величина или многочлен от х; р — постоянное
число. Тогда

У= АДерх,
где A — соответственно константа или многочлен.

‚ Если характеристическое уравнение имеет корень р кратности #
(k=1, 2), To

V=Axterx,

Случай 3. Правая часть — тригонометрический многочлен
i (x) =a, sin bx-+-2 cos bx.

Тогда
У=А, зш 6х-РА) соз bx.

Если характеристическое уравнение имеет корни -Е6{ крат-
HOCTH R, TO

V=x* (A, sin bx-+Az cos bx).
Случай 4. Правая часть представляет собой комбинированный

случай вида
i (x) =e (cy sin bx-+C2 cos bx).
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Тогда
V=e (Cy, sin bx+C2 cos bx).

Здесь с4, с› и соответственно С: и С> могут быть многочленами
или постоянными величинами. 7

Если характеристическое уравнение имеет корни а-2Г и а 1
кратности К, то

V=xhetx (Cy sin bx +C2 cos bx).
Случай 5. Если правая часть |(х) представляет сумму функций

рассмотренных видов, то частное решение У равно сумме соответ-
ствующих функций.

Коэффициенты А, А, Ао,..., Аж, Си, С› являются коэффициен-
тами или многочленами, подлежащими определению. Они должны
определяться так, чтобы У действительно являлось частным реше-
нием уравнения (1): после подстановки У в уравнение (1) оно
обратится в тождество, из которого приравниванием коэффициентов
подобных членов обеих частей определяются искомые коэффициен-ты или многочлены при условии, что их полная форма предвари-
тельно задана.

Динамика точки

Если материальная точка находится под воздействием силы
аi( «, — Е) ‚ то уравнение ее движения вдоль прямой имеет вид

2х ах(1). (1)
Рассмотрим частные случаи дифференциального уравнения

движения точки.
, ахСлучай 1. Сила | зависит только от скорости ==a

а) Сила сопротивления [‹ (сопротивление среды) пропорцио-
нальна скорости с =Аи. |

6) Сила сопротивления [с пропорциональна квадрату скорости
с ==А1?.

Уравнение движения точки (1) принимает вид

Это уравнение типа у” =Ё(и’). "
Случай 2. Сила | зависит только от пройденного расстояния х.
Уравнение движения точки (1) принимает вид

dx

"Tp —=—Ах. (2)
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Это уравнение типа у”=Р(х).
Уравнение (2) решаем не общим методом, а как линейное урав-

нение с постоянными коэффициентами.
Случай 3. Сила | зависит от пройденного расстояния х и ско-

xрости =-„>, но не зависит явно от времени р (или зависит от вре-
xмени Ёи скорости о==-д; › НО не зависит явно от x).

а) Прямолинейное движение материальной точки подчинено
упругой связи с трением, причем сила трения пропорциональна ско-
рости. Уравнение движения (1) принимает вид

2d2x by dx"TP Pat
Это однородное линейное дифференциальное уравнение с по-

kстоянными коэффициентами +. И >.
6) На материальную точку действует периодическая сила

[=А зш ©? Сопротивление среды пропорционально скорости дви-
жения 9.

Уравнение движения (1) принимает вид

d?x . dxm ав —A sin ol—B7

Это неоднородное линейное дифференциальное уравнение с по-
стоянными коэффициентами. - .

в) На материальную точку действует периодическая сила
|—=А 31п Фр Сопротивление среды пропорционально квадрату
скорости.

Уравнение движения (1) принимает вид
q2x .—,=A sin ot—B ( dx \2

a г).dt
ахПонижаем порядок уравнения подстановкой р =v:

du
—A gj — Во?тт A sin ot—Bv?. (3)

Уравнение (3) интегрируется приближенными способами.
Случай 4 (общий). Сила ] зависит от времени Ё&, расстояния х

dx
и скорости v= —,

dt
т. е. имеют место вынужденные колебания
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материальной точки, подчиненной упругой связи под действием
внешней периодической силы.

Уравнение движения (1) примет вид
d? |a +ax=A sin wt

или с учетом rouponsove pews
te far=A sin of,

т. е. представляет неоднородное дифференциальное уравнение с по-
астоянными коэффициентами пит.

Исследование колебаний

Свободные колебания

Пусть груз массой т подвешен на пружинной рессоре.
Отклонение груза от положения равновесия у, направленное

вниз, считается положительным, вверх — отрицательным.

Ирложение
—_ оккШЩШ И

и

И |$| Cuna con pmubNCHULA
[UCEHUID

LTDAITILSISAL EL 1111111111111

Puc. 79

В положении равновесия сила тяжести равна упругости пру-
жины. Силу, стремящуюся вернуть груз в положение равновесия,
будем считать пропорциональной отклонению, т. е. равной Аи,
где Е — постоянная для данной рессоры величина (рис. 79).

Предположим, что движению груза препятствует сила сопро-
утивления, пропорциональная скорости АЕ движения груза, т. е.

сила ^ и где /, — коэффициент пропорциональности.
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ПИ dyТаким образом, на груз действует сила ВА На основа-
нии закона Ньютона

ау _ 4?уkyth— =m (1)
где знак минус означает, что сила действует поотив движения.

Уравнение (1) может быть представлено в виде

Yn = Ну= 0
ИЛИ

42у А dy Е _
де+mdtКот90

nV Rоткуда, обозначая > =P,a —=g, HMeeM:

y”+py’+qy=0. (2)
Характеристическое уравнение, соответствующее уравнению

(2), будет |
r+pr+q=0,

a ero KOPHH

уе neSYR
Случай 1. Если сопротивление р настолько велико, что подко-

ренное выражение положительно, то корни /1, Г будут действитель-
ными отрицательными числами.

Общее решение будет
у=— Счети-Н Сье-"я. (3)

Из равенства (3) следует, что отклонение у стремится к нулю
(груз движется к положению равновесия) при возрастании вре-
мени Г. Колебаний в этом случае не будет.

2Случай 2. Если сопротивление таково, что ( >) —= 9, то
р

ГИ==—
2

Общее решение будет
Р, ри=Се.2 ‘1 Cote2'=(Ci4+Cot)e 2°
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„Здесь отклонение у стремится к нулю при возрастании & но бо-
лее медленно благодаря наличию сомножителя 2.

Случай 3. Если сопротивление отсутствует, т. е. р=0, то корни

71,2== -ЕВЬ,
где В=74.

Общее решение будет

y=C, cos Bt+Cy sin Bt. (4)

B ypaBHenuu (4) nocTosHHble C; u C2 3aMeHHM APyrHMH, AIA Yero
разделим и умножим правую часть на 7 С12--С>, откуда

у=]СС (“ cos Bt+— sin Bt . (5)
¥ C2+C22 “Y C2+C? |

Вводим обозначения
—— . C; С.

A=yC/?+C,?, sing= —___., cos p= ——__—_-.
У С:2-- С» y C2+C.2

Тогда уравнение (5) принимает вид
у=А (511 фо со$ В1--с0$ фо 5т ВЕ)

ИЛИ

у=А 1 (ВЕ фо).

Колебания в этом случае называются гармоническими. Проме-
жуток времени Т, за который аргумент синуса изменяется на 2л,

о) on
называется периодом колебаний, в данном случае Т= ——. Часто-
той колебаний называется число колебаний за время 1=2л; в дан-
‘ном случае частота будет В. Величина А наибольшего отклонения
равновесия называется амплитудой колебания; величина фо —на-
чальной фазой.

Случай 4. Если сопротивление настолько мало, что подкоренное
выражение отрицательно, то корни будут комплексными

где
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Общее решение
_Р

у=е 2‘ (С! соз ВЕ-+-С» зщ ВИ)
или после аналогичной замены постоянных интегрирования С1и С.
имеем

y= sin (Bi+@o). -
р

e2 ,
Здесь величина представляет амплитуду, зависящую от

° Pp
e2'

времени #‘и стремящуюся к нулю с его возрастанием. Колебания
будут затухающими.

Вынужденные колебания

Пусть сопротивление движению отсутствует (р=0), а нижняя
точка рессоры совершает колебания по закону Z2==/ sin ot, т. е. груз
колеблется при наличии внешней периодической силы. В этом слу-
чае сила, стремящаяся вернуть груз в положение равновесия, будет
Е (у-ЕЁ зт &ё), и по закону Ньютона получаем уравнение

_ ayКУР! sin of =—m qe
которое можно представить в виде

4?ут dé +ky=—RI sin ot
ИЛИ

у Е Е.Е + 7 Y= min wt, (6)
kОбозначая — =9и-— —__ —а, уравнение (6) запишем

y”+qy=a sin of. (7)
Так как 9>0, то общее решение соответствующего однородного

уравнения будет

Если частота внешней силы ® не равна Частоте собственных
колебаний, то частное решение неоднородного уравнения будем
искать в виде

Yuactu=Aj COS wt+As sin wf.
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Подставляя это выражение в уравнение (7), находим -

Ai=0, Ag=——.
q—o?

Общее решение
аУ= Уодн- Участн==А $1 (Bf-++-q@o) -+ Ш? sin of.

Колебания груза получаются в результате наложения соб-
ственного колебания с частотой В и вынужденного колебания с ча-
CTOTOH ©.

Если частота внешней среды ® совпадает с частотой собствен-
ных колебаний В, то частное решение будем искать в виде

Участн==#(А1 COS wt+A> sin wt) .
Подстановка этого выражения в уравнение (7) приводит

к определению значений:
а

A,=— —, Ao=—0.1 90° 2 0
Следовательно,

а
Ичастн==— 2 tcos of.

20
Общее решение

, аY=YonatYuactu==A sin(Bt+qo) — Vo t cos of. (8)
Второй член правой части равенства (8) показывает, что ампли-

туда колебаний неограниченно возрастает с увеличением {. Это яв-
ление (при совпадении частоты собственных колебаний системы
с частотой внешней силы) называется резонансом.

. НЕПОЛНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

$ 1. ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ

Колебательное движение от силы, пропорциональной
расстоянию, до центра притяжения

Задача 138. Определить закон движения материальной частицы
массой т под влиянием силы, направленной к центру О и прямо
пропорциональной удалению х частицы от центра притяжения
(рис.80).

Решение. Если на материальную частицу массы т действует
центральная сила |, пропорциональная удалению х частицы от цен-
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тра притяжения О, то такая сила называется восстанавливающей.
Восстанавливающая сила для рассматриваемой задачи равна

{=—ах.
По второму закону динамики она выражается уравнением

2х .

Рис. 80

Отсюда дифференциальное уравнение движения

2хт ЧР — —ах
ИЛИ

02

агде @2=— 1} Здесь а— коэффициент упругости, « — частота коле-
баний.

Это неполное линейное однородное дифференциальное уравне-
ние второго порядка. Соответствующее характеристическое урав-
нение

г2-|- 2—0
имеет корни

И 2=- 7 —@®2= 507.
Так как корни характеристического уравнения мнимые, то об-

щее решение имеет вид |

x=C, sin of+C2 cos wt
ИЛИ

Сx=C, (sin ot+aie COS at) .
4

Введем вспомогательный угол ф соотношением
Ce,С: — 5Ф.
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‚ Тогда
— С! (созф $1 wt+si t— Cosg S@sin wi+sin@cosof)

или, обозначая
Cy

cos@ '
получим _

`х=А зт(оЕ+ф). (1)
Выражение (1) представляет собой гармоническое колебаниес амплитудой А и начальной фазой ф. Период колебания Т найдем

из формулы:
o(?-+T) +9=ot+o+2n,

где 2л— период синуса, откуда

ИЛИ .

Oo т. (2)

Подставляя значение (2) в общее решение (1), получим

x=Ai sin (=+)
Притяжение материальной точки
двумя равномощными центрами

Задача 139. Материальная точка М массой т притягивается
двумя равномощными центрами А и В, расположенными один от
другого на расстоянии 2а. Сила притяжения пропорциональна рас-
стоянию от центра до точки М. В начальный момент точка находит-
ся в покое на линии центров, на расстоянии 6 от ее середины
(рис. 81). Найти закон движения точки. |

Решение. В любой момент на точку М действуют две силы.
притяжения центрами А и В

fa=—x(a+x), |
в=х (a—x) ,

где х — коэффициент пропорциональности.
Равнодействующая этих сил

R=faths= —2X.
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На основании второго закона динамики получим дифференци-
альное уравнение движения

a?ne == —2uXx
ИЛИ

2хde += 0. (1)

Puc. 81

Qu .
Вводим обозначение k?== ——, и тогда авнение (1) прини-т yp р

мает вид
2хт +kh2x=0.

Общее решение этого уравнения
x=C, sin kt+C. cos Rt.

dxHauasbuble ycoBua: np t=0 x=, —0. Отсюда

b—=C; sin(k-0)+C2 cos (k-0),

(2)

(3)
и так как

——C,kcos Rt—Cok sin Rt,
TO

O=C,k cos(k-0)—Cok sin(Rk-0). (4)
Решая систему уравнений (3) и (4), получаем искомые постоян-

ные интегрирования
. Ci=0, Cob. (5)

Подстановка значений (5) в общее решение (2) определяет
закон движения материальной точки

x=) cos Rt.
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Притяжение камня, упавшего в глубь Земли,
ее центром

Задача 140. Допустим, что через земной шар проложен узкий
трубопровод, проходящий через центр Земли (рис. 82). Упавший
в него камень притягивается центром Земли с силой, прямо про-
порциональной расстоянию между ними. Через какое время камень
пролетит сквозь всю Землю?

Решение. В любой момент на точку М действует сила Р
притяжения к центру Земли, пропорциональная расстоянию х тела
от этого центра и направленная к центру, т. е. при положительном х,
в сторону его убывания F==—xx. Ha основании второго закона
динамики получим дифференциальное уравнение движения тела

т atx x
dt2

ИЛИ
dx х
—__— + —— x—(). 1dt2 + m (1)

Хх .Вводим обозначение А?=— т" Тогда неполное линейное диф-
ференциальное уравнение (Г!) примет вид

2х
—.— +k*2x—0. 2

Общее решение уравнения (2):
х= С: зш НЕС) со0$ Rt. (3)

Начальные условия: при #=0 х=—КА, a —0. Отсюда
—Ю=С, зщ (#.0)-НС. соз (0) (4)

и, так как
АхTE —C,k cos kt—Cok sin Ri,

TO
O—C,k cos(k-0)—Cok sin(Rk-0). (5)

Решая систему уравнений (4) и (5), находим
С=0, С=р— А. (6)

Значения постоянных интегрирования (6) подставляем в общее
решение (3) и тогда

x=—R cos РЁ
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откуда

| 5 агесоз (->).
На противоположном конце трубопровода х=АЮ и .иско-

мое время
лt= 2"

М

4

aly

x

Puc. 82 Puc. 88

Дополнительное условие: при #=0 Е=то и х=—ВЮ. Исходя
из этого, имеем

mg=xR
или

хх_§&=-р

и коэффициент

у|==] т =] R-
Таким образом,

л К. 6377- 108— hk =a ~ —Л. 98_ 242,3 мин.
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Математический маятник
Задача 141. Найти закон движения и определить период Т ма-

тематического маятника длиной /Г‘при малых отклонениях.
Решение. Силу тяжести Р в точке М, разложим на две

составляющие: М по направлению нити и | — по касательной к тра-
ектории. Сила № уравновешивается сопротивлением нити, и, таким
образом, вся система сил эквивалентна силе [. Из рис. 83 видно:

[| =Р зп «= та эт a,
—

где т — масса, 5 — ускорение силы тяжести. 7
Так как для положительных углов © касательная составляю-

щая } направлена в отрицательную сторону, то

[—=—та sinax—mg a,

так как при малых отклонениях нити $11 и a.
5Ввиду очевидного равенства©=— ИИ составляющая

Ww

Здесь s=AM—длина пройденного шариком криволинейного
пути. На основании второго закона динамики запишем дифферен-
циальное уравнение движения:

425 _ 8 `
ав °

ИЛИ

425 - g
de TS *

Интегрируя это неполное линейное уравнение второго порядка,
получим общее решение

s=C, sin = t+Cs cos = t.
Ucnomb3yeM HauaJIbHble ycOBHA: pH t=O s=a u —_ =—0.

Отсюда
`С.=0, Со—а.

Подставляя эти значения в общее решение, получим
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S==a COs V2 t,
где а — амплитуда колебания.

Движение математического маятника представляет гармониче-
ское колебание с периодом

lг-н|/—
g

Физический маятник

Задача 142. Найти закон движения физического маятника
(ось Ог перпендикулярна к плоскости чертежа).

Решение. Физическим (или сложным) маятником назы-
вается твердое тело, вращающееся вокруг горизонтальной оси Ог
под действием силы тяжести (рис. 84). Обозначим расстояние ОС
центра тяжести маятника от оси вращения через а и силутяжести
маятника через Р, причем РЕМх, где М — масса маятника.

Так как заданной силой является только сила Р, то главный
момент (сумма моментов всех сил системы) относительно OCH OZ
равен

M,=—Mga sing,

где`ф — угол отклонения маятника от вертикали, отсчитываемый
в направлении, обратном движению часовой стрелки.

Как известно из динамики, дифференциальное уравнение вра-
щательного движения твердого тела вокруг неподвижной оси

dpJn ag = Mi, (1)
где /, — момент инерции тела относительно оси вращения Ог.

Тогда уравнение (1) примет вид

dp
7. АР =—Mga sing. (2)

Уравнение (2) представляет дифференциальное уравнение дви-
жения физического маятника.

При малых отклонениях маятника приближенно можно принять
3ШфлАф. Получим приближенное дифференциальное уравнение
малых колебаний маятника

ap
qs dt? ——Mga ф.
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Пусть.
Mga 5
J, =P,

откуда

ae kp =0 3—е_2 ®=0. (3)
Уравнение (3) представляет дифференциальное уравнение гар-

монических колебаний.

<

<
<
<

<< J
< a(7. < |
<:
< ><

ЕA |
P

Xx

Puc. 84 Puc. 85

Интегрируем уравнение (3), предполагая, что начальная угло-
depвая скорость маятника равна нулю (= Tr —0) . Tak kak Kop-

нями соответствующего характеристического уравнения r2-+k?2—0
являются мнимые числа №, то общее решение уравнения (3) вы-
разится

p=C;, cos kt-+C, sin Rt. (4)
Постоянные интегрирования С1 и С> вычисляем из равенства

(4), используя начальные условия:
1) при [=0 Ф=ф:

фо= C,-1+C2-0,
Cy= фо;
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dy2) при #=0 w= = =0:
dpa =—kC, sin kt-+kC2 cos Rt,

—Аф-0-НА-Со. 1—0,
(=0.

Подставляя найденные значения в уравнение (4), получим
уравнение движения физического маятника при малых колебаниях

ф<ф= Фо СО$kt.
Полный период колебаний`

21 J,ть= |Ма
Колебание удлиненной упругой пружины с грузом

Задача 143. К вертикальной пружине, силой тяжести которой
пренебрегаем, подвешен груз P, удлиняющий ее на величину[
(рис. 85). Оттянув груз на длину а вниз, его оставляют свободно
колебаться. Найти закон этого движения, пренебрегая побочными
сопротивлениями.

Решение. Ось Ох направим вертикально вниз и начало О
возьмем в том месте, где находился груз в положении статического
равновесия. В любом положении А на груз действуют две силы:
сила тяжести Р=те и упругая восстанавливающая сила пру-
ЖИНЫ [.

По закону Гука при малых деформациях упругие силы про-
порциональны соответствующим деформациям.

В точке О упругая сила равна силе тяжести Р, а соответствую-
щая деформация /[. Следовательно,

| P| =Al. (1)
В точке А упругая сила |, соответствующая деформация рав-

на [- я:
[fF] =R(/+-+). (2)

Поделив почленно равенство (2) на равенство (1), получим
И
РГ’‘

откуда абсолютная величина силы ]:
P|i]=P+——*.
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Так как при положительном х сила | действует в отрицатель-
ную сторону, ее надо считать силой отрицательной, а поэтому

x

Pf==—P— —-x.
l

Равнодействующая обеих сил
R=P+f

или

R=— FO —— ms Xx.
На основании второго закона динамики дифференциальное

уравнение движения
2х mg

| "de ~~
ИЛИ

d2x g
dp + p*=°

Это неполное линейное уравнение второго порядка. Интегрируя
его, получим общее решение

Х=С зт | 4. t+C2 cos | =[. (3)
Используем начальные условия: В самом нижнем положении

оттянутого груза имеем:

На основании этих.условий находим
С:=0, Co=a,

Подставляя эти значения в общее решение (3), получим закон
гармонического колебания

Хх —а со$ у=:
с периодом Г=2л | =
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$ 2. ДВИЖЕНИЕ ТЕЛА БЕЗ ТРЕНИЯ

Горизонтальное скольжение цепи

Задача 144. Цепь длиной [=4 м соскальзывает с гладкого
горизонтального стола. В начальный момент движения со стола
свисал конец цепи длиной а=0,5 м (рис. 86). Пренебрегая трением,
найти время соскальзывания всей цепи.

1-й

C=0

Oo, „и~
<. Ё

Решение. В любой момент. времени на цепь действует си-
ла РЁ, равная силе тяжести свесившейся со стола к этому моменту
части цепи длиной х..

Обозначая силу тяжести всей цепи Р, получим очевидную про-
порцию

Fx.
Р [’

откуда
РР= k= a Xx, (1)

где m — MacCa.

На основании второго закона динамики

F=m——. (2)

Приравнивая зависимости (1)и (2), получим дифференциаль-
ное уравнение движения цепи
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ах mg
"Ge ~~ 1” |

или
d2x g
dt? Ги.

Подставляя числовые значения и принимая приближенно
£=10 м/сек?, неполное линейное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка запишем в виде.

2х
——- —2,5x0.
dt |

Соответствующее характеристическое уравнение
72—9,5=—0

имеет корни

n= V2, =51— о’ 2— 9°
Общее решение

у -V¥
x= Cie +Cee . (3)

Определим произвольные постоянные С; и С> из начальных
аусловий: при #=0 х=а=0,5 м, о= — —'0, откуда

a=C,e°+ C2,e°=C1 Cp (4)
и, так как

5 5,dx 5 С 2 Jc уз:
di gi Pg

TO

5 у 5)— V2 C,e°— © Cze°, (5)
Из системы уравнений (4) и (5) находим

Ci=Co= = —0.55.
Подставляя эти значения в общее решение, получим частное

решение уравнения (3):
5. V2st -/ st

ех=0,25 | + (6)
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Разрешаем уравнение`(6) относительно {. Имеем

ИЛИ
5.у=:

е +]= —4х.
V ee
e

Это выражение приводит к квадратному уравнению OTHOCH-
5

Ve
тельно е

5, \?2 5
a! 2!

е —4хе 1=0.

Решая его, получим

5.a) _ 4хV6—4
— 2

В выражении (7) знак минус перед корнем отбрасывается, так
5, 5,Vee Vee

екак при 1>0 е >

5V de
e —=2х- 7 4x2—1,

{= (+ 42-1)
и при х=/=4 м искомое время

—ох 4—1. (7)
1,2

. Следовательно,

откуда

[— yz In (8+ 763) = 1,75 сек.
Итак, в течение 1,75 сек вся цепь соскользнет со стола.
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Вертикальное скольжение цепи

Задача 145. Цепь длиною / м переброшена через блок. С одной
стороны свисает а=10 м цепи, с другой 6=8 м цепи (рис. 87).
Через какое время цепь сойдет с блока? |

Решение. В любой момент на цепь действует сила РЁ, равная
разности сил тяжести Р: и Р> двух концов цепи с разных сторон
блока. Если в момент Е больший конец цепи имеет длину х, то мень-
ший конец имеет длину а-+-6—х.

Обозначим силу тяжести цепи Р. Тогда получим пропорцию

P, __ Xx
P, =a+b—x

или |

Р-Р 2х—а—
PtP, atb ()

Так как общая сила тяжести цепи Р-Р.=Р, а длина а=1[,
то соотношение (1) примет вид

Е 9х—[.
Р [ ’

откуда

Е (кф) = =A (2x—1).
На основании второго закона динамики получим дифферен-

циальное уравнение движения цепи

d?x mgMa = (2x—1)
ИЛИ

а2х gвр(2x—1) =0.
Введем новую переменную 2х—{= у. Тогда

ay , ax
dt2 ^ аР

ИЛИ
ax | d?y
dz 2 df’

откуда

Фу 28
ав 1
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Обозначим
2ge— _“6К 7

Тогда уравнение (2) запишется
d?y

Общее решение этого неполного линейного ‘уравнения второго
порядка |

у= Сле"--С›е-м. . - (3)
Начальныеусловия: при #=0 х=10 м, уи=1, ax —oy —0.dt dtОтсюда

1 =Cyer -°+Coe-* -9, (4)
и так как

а===Cyke*t—Coke-ht,
TO .

O= Cike*® °—Coke-* - 9, (5)
Решая систему уравнений (4) и (5), находим постоянные ин-

тегрирования
> J ]

C= — C= —. |

Значения (6) подставляем в общее решение (3)

y= 5 (ее)
ИЛИ

| ert|
a

е^!—9уем--| —0,
откуда

её— у ] у?—1.
Знак минус перед корнем надо отбросить, так как при #>0

её >е-М. С другой стороны, мы имели ей--е-=2у. Следователь-
но, ей" >у. Итак,

ем= у- 7 2—1. (7)
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Разрешая равенство (7) относительно $, имеем

=(+VFN)
ИЛИ

{= Vein [(2x—l)+ y(2x—l)?—-1]
и при х=/

t= у-— шп (1-7 2—1) = 3 In (9-F ¥ 80) 2,8 сек.
28 79,81

«1
| -

ath-x

х С

в. СИТ

Viойо Uj
$ 3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ МАНОМЕТР

Задача 146. Манометр, применяемый для измерения давления
в гидромеханической лаборатории, работает под давлением воздуха
р кГ/см? и принимает положение, показанное на рис. 88. Определить
уравнение движения столба жидкости, когда давление р внезапно
понижается до нуля, если общая длина жидкости в манометре [,
а удельный вес у кГ/см3,
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Решение. Для трубки диаметра 4 общий вес жидкости
7С= a Py. Возмущающая сила обусловлена разностью уровня

в двух рукавах манометра. Если она взята как среднее арифмети-
ческое общей разницы уровней, то ее величина

F=2 (= a ху.
Поэтому дифференциальное уравнение

—

vexBes dt2 ’
причем знак ‘минус обозначает, что длина координаты х берется
от начала отсчета в направлении, положительном вниз.

Следовательно,

Л.
—— 421—9 (2 a) xy= 4 в dx4 Y= g dt?

ИЛИ

2х 25
aetp*=°

Общее решение
x=C, sin == 1:Со cos / “8 t.

Частота колебаний

ту.
On ['

$ 4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕПЛОТЫ В СТЕРЖНЯХ

Распределение теплоты в стержне
от стационарного источника

Задача 147. На левом конце стержня (при х=0) постоянная
температура то. В точках стержня, лежащих на разных расстояниях
х от левого конца, устанавливается температура т=т(х). Найти
температуру в точке с абсциссой х.

Решение. Стержень отдает свою теплоту в воздух и поэтому
охлаждается. Теплота переходит от более теплых частей стержня
к менее теплым. Левый конец постоянно подогревается, чтобы урав-



314 Гл. ХГ. Уравнения второго порядка

новесить потерю теплоты. В каждой точке стержня будет своя
собственная температура, не зависящая от времени.

Пусть на расстоянии х от произвольной точки стержня до его
нагретого конца температура т(х). Во всем элементе от х до х{ ах
будет приблизительно одна.и та же температура т(х).

В единицу времени элемент dx потеряет Ат(х)4А теплоты,
где АА — площадь соприкосновения с воздухом, Е — коэффициент
пропорциональности. |

Если Ф — поперечное сечение стержня, то количество теплоты,
dtполученное холодным концом элемента, благодаря градиентуTe

равно
dt—AQ dt ie ’

x

где ^ — коэффициент теплопроводности, а количество теплоты, по-
терянное теплым концом элемепта, будет

dt—AQD dt Tin
x+dx

Так как температура стационарна, т. е. не меняется со време-
нем, то количество притекшей теплоты равно количеству потерянной
теплоты:

—Фа- | = | (ада (1)dx |x dx x+dx

Так как Ах бесконечно мало, то

dt av 2х

Величина А ‘равна длине окружности поперечного сечения
стержня С, умноженной на длину элемента ах.Подставляя эти значения в уравнение (1), после преобразова-
ний получим

kuCdxdt=1@ dt а dx
x

ИЛИ
ат ЕС ee), 2de Фо (2)

Обозначая —р?, уравнение (2) запишемв виде
tv’ —p*t=0.
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Характеристическое уравнение
—p?=0, >

откуда
Иа, 2= ЕР.

Общее решение
t= CyePx+ Coe ?*,

Учитывая, что на больших расстояниях от начала координат
(хо) температура т=0, получим С!=0, что дает зависимость
т — Сое-Рх,

Начальное условие: при х=0 т==т%, и тогда

С5=— To.

Температура в точке с абсциссой х будет

Т—TeP*,

Задача 148. Один конец стержня нагрет до 100°С. На расстоя-
нии единицы длины от этого конца температура равна95°С. Найти
температуру в точке, удаленной от конца стержня на 10 единиц.

Решение. На расстоянии xX от начала стержня (нагретого
конца) выделим элемент длиною АХ. Температуру Т(х) на данном
элементе можно считать постоянной. |

По закону Ньютона элемент стержня за время 41 теряет теп-лоту в количестве
К (T— То) Pdxdt,

где Е — коэффициент пропорциональности, Р — периметр попереч-
ного сечения стержня, РАх — площадь поверхности элемента, со-
прикасающаяся с окружающей средой, То — температура окружаю-
щей среды.

Пусть Ф — площадь поперечного сечения стержня. По закону
Фурье количество теплоты, полученное холодным концом элемента
стержня за время 4$, равно

АТ (x) 1
—A@D

ax

и количество теплоты, потерянное теплым концом элемента стерж-
ня, будет

dT (x-+dx) d?Tdt 0 (2 d )atАЮта!
где ^ — коэффициент теплопроводности.
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На элементе 4х температуру Т(х) можно считать постоянной,
и количество притекшей теплоты должно равняться количеству
потерянной. `

Следовательно,

ат dT a2T—лФa =—AO ie dt—i~AOTe dt dx+k(T—T)) Pdxdt,
откуда

a?T РР _
de ap UT)=9

или, обозначая для краткости ro —И2, получим
42(Т—То) ,

Общее решение неполного однородного дифференциального
уравнения второго порядка с постоянными коэффициентами (1)

T (x) =To+Cire™*+ Cre—*, (2)
Начальные условия: а) при х=0 Т=100; 6) на очень боль-

шом расстоянии стержень должен иметь температуру, как и окру:-
жающая среда, т. е. при хо (Т—То)—0. Но тогда е-"=->0,
а е*>—со.

Так как Г(х) не может обращаться в бесконечность, то постоян-
ная интегрирования С: должна быть равна нулю, T. e. Ci=—0,
а С›=100, так как при х—0 Т=Т=0.

Тогда равенство (2) принимает вид
T (x) =100e-™*, (3)

Для определения параметра п используем дополнительное
условие: при х=1 Т==95°, откуда

| 95= 100e-"*,
Следовательно,

—n=I1n 0,95.

Подставляем эту величину в уравнение (3) и получаем закон
изменения температуры по длине стержня

T (x) =100(0,95)*.
При х=10 искомая температура

Т(10) =59,9° С.
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Распределение теплоты в продольном ребре
прямоугольного сечения

Задача 149. Найти распределение температуры в продольном
ребре жесткости прямоугольного сечения металлической конструк-
ции (рис. 89) длиной [. Условия работы: 1) тепловой поток постоян-
НЫЙ, т. е. температура в любой точке ребра жесткости не изменяется
с течением времени; 2) материал ребра однородный и теплопровод-

Pedpo

(снобание Wa
\,

yw/paHo Ge
| (puna [т +

| 1
Высота|! | _

|
WeИХ=

Puc. 89

ность постоянная; 3) коэффициент передачи теплоты сплошной
гранью поверхности ребра постоянный; 4) температура окружаю-
щей жидкости постоянная; 5) не имеется других источников теп-
лоты, кроме самого ребра; 6) отсутствуют температурные градиен-
ты (перепады) поперек ширины ребра.

Решение. Рассмотрим небольшой элемент ребра высотой Ах.
Элемент имеет площадь поперечного сечения А=б/, а площадь
поверхности А$=2(1-6)Ах, которая будетЛ$=2[Ах, если принять,
что длина и высота ребра очень большие по отношению к его ши-
рине (16, 535).
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Пусть Т — температура ребра в элементе Ах. Поскольку окру-
жающая жидкость рассматривается при постоянной температуре Ть,
то избыток температуры или разница между температурой ребра
и окружающей жидкости 9 —=Т—Т5, откуда, дифференцируя, полу-
чаем 40—аТ.

Предполагаем, что ребро передает теплоту окружающей среде.
Тепловой баланс: поступающая теплота равна убывающей из эле-
мента высотой Ах теплоте. Поступающая теплота в сечении Хх,
согласно закону Фурье,

dT
x= —kA

40, = —k6l )

x

где А — теплопроводность.
Аналогично выходящая из элемента в сечении х--Ах теплота

=05)‘ dTела —=—АА —— X+AX dxах x+Ax

Следовательно, теплота выходит из элемента Ах через поверх-
ность А$ путем конвекции.

Таким образом, эта теплота

Тепловой баланс примет вид
a Fx=xt+axt+ 9s

ИЛИ

40 40—k6l dx ; —=—k6l wean o*A*O,
который может быть представлен

| _4

Ax RS 9—0. (1)
В предельном случае, когда Ах стремится к нулю, уравнение (1)

принимает вид неполного линейного уравнения второго порядка

420ах —17120—0,
где

2h .
‚и —

RS"
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Общее решение этого уравнения
9— Creme Сое-тх.

В случае отсутствия теплового потока на конце ребра, где х=5,
do 40q|x=v= — kb! —— де 4хdx —0, (2)x=b

так как ни А, ни били [не равны нулю. | |
Кроме того, при постоянной температуре излишек у основания

0] х—о== бо. (3)
Уравнения (2) и (3) образуют начальные условия. Чтобы ис-

пользовать первое из них, необходимо продифференцировать общее
решение дифференциального уравнения. Тогда

ao| = mCye™*— тСое-тх
ax

и, подставляя условие (2), получаем

99. —0=— тС1е" —тСье-тЪ
dx x=b

ИЛИ
C,em>— Coe—m, (4)

У основания излишек температуры равен разности температуры
основания и окружающей среды и тогда

Го— Тв = 9.= С-ЕС.. (5)
Уравнения (4) и (5) используются для определения постоян-

ных интегрирования: embC,—e-mC,—0), }
C;+C2,=0,

откуда
0 —е т?

ст 01 Bem бесть —a |" —ет| — emb.te-mb ~~ Ochmb ’
Г] ] .

emb (0
1 Oo Ope?

C= 2 ch mb — O9chmb
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Таким образом, искомое решение

—__№_ p—mb pm mb p—mx) — __№_ m(b—x) —m(b—x)] —°= Soh mb en rem em) = Fp Lene heme] =
Qo ch m(b—x) |

ch mb

Оно представляет избыток температуры в любой точке ребра
как функцию расстояния х от его основания.

$ 5. ПРОДОЛЬНЫЙ ИЗГИБ ПРЯМОГО СТЕРЖНЯ
Стержень постоянного поперечного сечения

со свободными концами

Задача 150. Определить критическую нагрузку стержня ОД
длиной [, если оба его конца подвижны, но не могут сходить с пер-
воначальной неискривленной оси стержня (рис. 90).

Решение. Критическим называется то значение силы Р, при
котором начинается искривление оси стержня. Для любого сечения
О(х, у) изгибающий момент

M=—Py.

В дифференциальном уравнении упругой линии
Фу _ М
4х2 Е]

определяем изгибающий момент для сечения в точке Д(х, у) и тогда
d?y Р“ae EY” (И

где Е — модуль упругости, Г — момент инерции площади попереч-
ного сечения стержня. |

Дифференциальное уравнение упругой линии (1) можно пре-
образовать к виду

2

dx? EJ

или, обозначая 42= ЕТ!
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Общее решение полученного уравнения
у=С, зш ах- С. со$ дх. . (2)

Граничные условия: так как концы стержня О и А должны оста-
ваться на оси х, то при х=0 у=0и при х=[ у=0. Отсюда

0=— С: эт(9:0) С»2 соз (9-0), }
O—=C, sin gl+C2 cos gl

ИЛИ C.=0, |C, sin gl=0. (3)

5

-—_—_—
4| || [ 1,4)

| J/
1 Lo tt Jo .
ИИ я ДИ

Кое

Рис. 90

Одно из решений системы (3) будет С.=0, С.=0. Подставляя
в общее решение (2), получим

y=0,

т. е. упругая JIMHHA совпадает с осью х и стержень не искривлен.
Этот случай, очевидно, соответствует такой нагрузке Р, которая

меньше критической нагрузки РЬьр.
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Для искривления стержня необходимо, следовательно, чтобы
(15-0. Согласно системе (3), это возможно лишь при условии

sin gl=0,
откуда`

gl= пл
ИЛИ

пл, 9 — yp?
где и — любое целое число.

.. л мп Зл ..Если п=0, 1, 2, 3,..., то соответственно g=0, —, ——, ——, .°7[ ) [ > [ 9
Подставляя эти значения 4 в общее решение и принимая во

внимание, что С›.=0, получим соответственно такие уравнения упру-
ГОЙ ЛИНИИ

y=C, sin(0-x) —0, \
| Лy=C, sin =~%,

y=C, sin x,
y=Cy sin x,

|

Первое уравнение дает упругую линию еще не искривленного
стержня. Второе уравнение дает для упругой линии одну полуволну
синусоиды (у обращается в нуль на протяжении длины стержня /
только 2 раза: при х=0 и при х=/), и стержень уже искривлен.
Третье уравнение дает синусоиду, состоящую из двух полуволн
(у обращается в нуль на протяжении длины стержня [3 раза: при
x=0, 5
содержит три полуволны синусоидыит. д.

ul). Упругая линия, заданная четвертым уравнением,

лИтак,стержень впервые искривляется при д= TT Это и будет
л.критическим значением 9кр==—

С другой стороны,
ний__1/ Р

I= VET
Поэтому

Ркрdup= ЕТ 9
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откуда

Px
EJ
_ ==--

Разрешая последнее равенство относительно Рьк, получим зна-
чение критической нагрузки

EJ .P,=72 pp

Стержень постоянного сечения с защемленным концом
Задача 151. Найти критическую нагрузку упругого стержня

с одним защемленным и другим свободным концом, если стержень
нагружен центрально приложенной сжимающей силой Р (рис. 91).

Решение. Составим дифференциальное уравнение задачи,
исходя из условий равновесия. При определении момента внешних
сил необходимо учесть действующую поперек стержня опорную ре-
акцию А, которая связана с моментом защемления зависимостью

Мзащ==1.
Изгибающий момент М в произвольном сечении X выражается

через момент внешних сил:

M (x) =Py—Ax. (1)

С другой стороны, изгибающий момент выражается зависи-
мостью

М (х) =—Е/Лу, (2)
где Е — модуль упругости материала, 7 — постоянный момент инер-
ции стержня.

Приравнивая уравнения (1) и (2), имеем:
EJy” =—(Py—Ax). . (3)

Уравнение (3) приводится к виду
„, Р Аy+ apY= By (4)

Общее решение соответствующего однородного уравнения
имеет вид

——Yonu==C sin (/-=-») --С> с0з (Ух). (5)
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Частное решение, исходя из вида правой части уравнения (4),

(6)
ищем в форме

Участн== @1Х-- 0%.

Подстановка участь, СОГЛасно (6), и И’частн==0 в уравнение (4)
приводит к уравнению

Р А
ТЕТ (4)= Ey

~

откуда, приравнивая коэффициенты при соответствующих степе-
нях х, имеем

А
a=0, a= ——., Р

Тогда частное решение (6) принимает вид
А

(7)——х.Ичастн== P
Суммируя решения (5) и (7), получаем общее решение неодно-

родного уравнения

y= 4x4, sin ( \~+) --С. со$ | | =тх) (8)
Начальные условия: на шарнирно опертом конце стержня

(х—=0) прогиб у=0, отсюда С›=0; на защемленном неподвижном
конце (х==Г) прогиб у и наклон И’ должны быть равны нулю, т. е.
у==у'’ —=0, откуда, подставляя эти значения в функцию (8) и ее про-
изводную, получаем систему

= Я 14+ (]/-^ 1), ,
0= 4+0, | F cos( 7-1) -

Таким образом, имеем два значения для постоянной интегри-
—_ Al

P sin ( V1)
рования:

C=

Cy=— — A М.
PY o0s( V7!)
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Эти два равенства только тогда взаимосвязаны, если
I oT

sin( J,1) «0s ( =!)
ИЛИ

Р р цены

в(Уве) ==. 9)

у=ЦА

1

Рис. 91 Рис. 92
>

ряет уравнению.
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Применяя правило хорд, уравнение приводим к виду

yotg x—x=clg (— —x —x=ctg (4,7124—x) —x
и находим корни этой функции, значения которых приведены
в нижеследующей таблице

- 3x эт x tg x y

4,500 0, 9124 4,637 0,137
4,450. 0,2624 3,723 —0,727°
4,492 0,2204 4,463 —0,029
4,493 0,2194 4,485 —0,008
4,494 0,2184 4,506 0,012

Итак, х=4,4934.
Таким образом, решение уравнения (9) будет

| РEy [=4,493.
Следовательно, положение равновесия будет нарушено, когда

сила Р достигнет критического значения
20,19Е/Pap =a (10)

Так как20,19 2n?, то выражение (10) можно записать также
в виде

212Е]Pup ©—Q—

Ступенчатое поперечное сечение

Задача 152. Стержень OA (рис. 93) со ступенчатым изменением
сечения в средней части сжимается с обоих концов одинаковыми по
величине, но противоположными по направлению силами Р. Найти
величину критической силы Рьнр.

Решение. Если изгиб малый, то, выбрав точку О за начало
координат и расположив оси так, как указано на рис. 93, получим
для участка / уравнение

ЕЛ”=—Ру
или, обозначая 11.2=? 4 EJ, 9

у’Ет.?у=0. (1)
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Для участка // дифференциальное уравнение примет вид
ЕТ2у"=—Ру

_ Р
или, обозначая 17122— ——, получим

EJs
y”-+-m?y=0. (2)

Общие решения уравнений (1) и (2) примут вид
y=C;,cos mx+C, sin mx, y=C3 cos mex+C, sin mex.

Граничные условия: 1) при х=0 у=0, откуда
O—C;, cos m,:-0-+C>, sin m,-0

ИЛИ

C,=0;
2) при х=а ординаты обоих участков совпадают, т. е.

C2 sin mya=C3 cos maa+C, sin mea; (3)

3) изогнутая ось в точке В имеет B yacTax J u I] OOmytw Kaca-
тельную (производные от ординат равны), что дает

Сота с0$ та==— Сзт»2 sin m,a+CymMe cos M20; (4)
4) в середине стержня при х==а-Н6 касательная параллельна

оси абсцисс, откуда

—C3 sin m2(a+b)+C, cos me(a+b) =0. (5)
Пусть | — ордината изогнутой оси при х==а--5; тогда

C3 cos M2(a+b)+C, sin m2(a+6) =f. (6)
Уравнения (3), (5) и (6) дают

Сз=[с0$ т(а--5), С.=| т т»(а-5).
Подставляем эти значения в уравнение (4) и получаем

tg ma-tg mb=ae (7)
Me

Tak Kak

MN, __ Jo
Mo _ Ji

и полагая
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у Jek= Th
имеем

ТА= ИК.
Уравнение (7) примет тогда вид

{с та. тб=А. (8)
P

у.
|

a \EJ,

]
| _Ё

2
—
!

И ВЕ
|

|

Га Ed;

AL] р
Ф

1 x

Рис. 93 Рис. 94

Из уравнения (8) находим наименьший положительный корень
т и определяем тогда критическую силу

Prp= ЕЛ›т>? = ЕЛ!тл2.
$ 6. ДВИЖЕНИЕ ШАРИКА В ТРУБКЕ (ЗАДАЧА АМПЕРА)

Задача 153. Трубка наклонена к вертикальной оси под углом a
и вращается вокруг нее с постоянной угловой скоростью ®. В трубке
катится без трения шарик (рис. 94). Найти закон движения шарика
вдоль оси трубки, если в начальный момент он находился на оси
вращения и имел скорость 9, направленную в положительном на-
правлении оси трубки.
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Решение. В любой момент на шарик действуют сила тяжестиP=mg и центробежная сила [=7%2. Составляющая их равнодей-
ствующей на оси х

=—P cos a+F cos(90°—a)
или

Х==т (702 зп &—8 с0$ ©).
Так как

r=x sina,
TO

Х=т (хо? sint?a—g cos a).

Ha основании второго закона динамики получаем дифферен-
циальное уравнение движения шарика вдоль оси трубки

2тoi =m (xw* sint?a—g cos a)
ИЛИ

2ее —(62 $1120) х= —g cos a. (1)
Вводим обозначение К?=о? 112%. Тогда уравнение (1) при-

мет вид
а2хЕТ. — 2х=—0 с0$ a. (2)

Общее решение неоднородного линейного уравнения второго
порядка (2) будет Е оз а,x= Cyeht ++Coe—ht + (3)

heTe —00. Отсюда
O== Cyek 94Coe-k 04oon. (4)

Начальные условия: при #=0 х=0,

и так как
d— —Свен— Coke",
90 — Cike®0Cyke-* -0. (5)

Уравнения (4) и (5) образуют систему
5 с05 &
pz”

TO

C.4+-C,= —
onC,—Co.= >
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Решая ее, получаем значения постоянных интегрирования
__ Uok—g cos a _ vok+g cos a

C= aa а ^ (6)
Подставляем значения (6) в общее решение (3) и получаем

i=sin [ (vok—g cos a) ett— (vok+-¢ cos a)e-tt-+2¢ cos a],
где R=o@ sin a.

П. ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА

$ 7. ЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ

Движение материальной точки под действием
восстанавливающей силы с учетом сопротивления

Задача 154. Определить закон движения материальной частицы
массы т под действием силы, притягивающей точку к неподвиж-
ному центру О и прямо пропорциональной удалению х частицы от
центра притяжения О. Материальная частица колеблется в среде
с сопротивлением, пропорциональным скорости движения у.

Исследовать три случая:
1) коэффициент сопротивления Й невелик по сравнению с ко-

аэффициентом упругости 2? (#= =.) ‚ так что й2—^2<<0;
2) 12—22>0;
3) #2—^2=0.
Решение. Если материальная частица массы т движется

под действием восстанавливающей силы в среде с сопротивлением
, пропорциональным скорости о, то [4 называется силой сопротив-
ления. На частицу, кроме восстанавливающей силы |=—ах, дей-
ствует также сила сопротивления среды 4==—ву.

Равнодействующая А этих сил будет Ю=|--Й, откуда на осно-
вании второго закона динамики получим дифференциальное урав-
нение движения

т ax ——ay—p 2
dt2 _ dt

ИЛИ

ов = Ни, (1)
b аre h= on коэффициент COMpPOTHBJIeHHA, k2=—= aT коэффици-

циент упругости.
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Уравнение (1) является линейным однородным уравнением
второго порядка. |

Характеристическое уравнение

retQhr+k?2=0.

Корни характеристического уравнения

r4, 9==—A+ у h2— 2.
Рассмотрим три случая значений дискриминанта й2—22.
Случай 1: 12—20. .
Введем обозначение й2—2=—р?. Тогда

1, >= —h-+ pi.
Общее решение имеет вид

x= et (Cy sin pt+Cs. cos pt)
ИЛИ

| Сх=— Сле м ( sin pt-+-= cospt) ,
4

Вводим вспомогательный угол ф посредством зависимости
Co |
С: — 5Ф.

Тогда
С. ht . °= ~ t tx cos е (cos @ sin pt-++sin@cos pt)

или, обозначая для краткости

Co
cosp —

x=Ae—"t sin(pt+gq). (2)

Уравнение (2) представляет затухающее гармоническое коле-
бание с начальной амплитудой А и начальной фазой ф.

Множитель е-№М характеризует быстроту убывания амплитуды.
При #=0 амплитуда А.=Ае-®`0—
при {=Т амплитуда А.=Ае 1Т,
при #=2Т амплитуда А›=А (е-1Т)?.
Таким образом, амплитуда колебаний убывает.в геометриче-

ской прогрессии со знаменателем е^Т. Период колебания Т нахо-
ДИТСЯ ИЗ равенства

p(t+T)+o=pt+o+2n,

получим
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откуда
—_ 2m

p
ИЛИ |

20p= (3)
Подставляем значение (3) в общее решение и имеем:

‚. 20x=Ae-*t sin (7 ++)
Cayuat 2: h?—k?>0.
BBeftem o6o03HayueHve h2—k?2==q?. Torga KopHu характеристиче-

ского уравнения примут вид

‚= —й-49==— (1-9).
Общее решение будет

х= Сне-®-9#+4 Сье-@®+9е,

Итак, получаем апериодическое движение.
При положительных С! и С› величина х.во все время движения

x.
—— — BCe Bpe-будет тоже положительной, но убывающей и скорость i

мя отрицательной, т. е. направленной к центру О.
При #=0 x=C,+C2, npn tec х—о.
Cayuat 3: h?—k?=0.
Характеристическое уравнение имеет кратные корни

fy fo —Й.

Общее решение в этом случае
х=ем (С.-НС0,

т. е. получаем опять апериодическое движение.
Величина х будет иметь некоторый максимум, после которого

она начнет убывать и частица будет приближаться к точке О.
Момент этого максимума, т. е. наибольшего удаления частицы

от центра притяжения, находится из уравнения

he(Crt Cat) Сим0
ИЛИ

C.—C,h—C,ht=0,
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откуда
_ С›—Си

| Си‘
В случаях 2 и 3 вязкость среды, характеризуемая величиной Й,

слишком велика и не допускает возникновения колебаний.

Колебания маятника в среде с сопротивлением,
пропорциональным скорости качания

Задача 155. Определить закон.и период колебаний маятника
в среде с сопротивлением, пропорциональным скорости качания UV.

. ` mgРешение. Кроме восстанавливающей силы |=— — $ ма-
тематического маятника (задача 141), здесь действует еще сила
сопротивления [41 = — 9. Равнодействующая этих сил

R=[+h=— (=£ 55°
w

Ha основании второго закона динамики получаем дифферен-
циальное уравнение движения

n=(72 s +00)
ИЛИ

SE p21 Ееs=0 (1)
b оroe h= om коэффициент сопротивления, k2= = — коэффици-

ент упругости.
Характеристическое уравнение

r?tQhrt-k?—=0

Г1, =—Й- у 12—22.

Так как fh мало по сравнению с k2, то здесь имеем случай
2—20.

Общее решение дифференциального уравнения (1) для этого
случая

и его корни

s==e—t (C, sin pt+C2 cos pt), (2)
re p=y k2—h?.
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dsНачальные условия: при #=0 $==а,——т —0. Имеем:
45==— йе (Ci sin pt-+Cz cos pt) +e-™ (Cup cos pt—Cyp sin pt). (3)

При 1=0 уравнения (2) и (3) приводят к системе уравнений:
a=e--0 [Cy sin(p-0)+C2 cos(p-0)],O=—he-° [Cy sin(p-0)-+C2 cos(p-0) ]+ |
+e -9 [Cip cos(p-0) —Cop sin(p-0)].

Отсюда Co= a }
Cip—C2h=0

ИЛИ

| й .(= a Co=a. ° (4)
Значения (4) подставляем в общее решение (2) и тогда

ай °
$—=ем |—— sin pttacos pt( р ПРЁТ pt)

ИЛИ

ай _ р=mt ( sin pt-+—cospt). (5)
Введем обозначение

PB

Тогда уравнение (5) примет вид
ай

————e-"tsin(pt-+@).= cosg| SIN(PET)
| 2m |Период колебания Г= >’ но величина

2 20— 2p= (BaB=Yo b - ime lor
Am?

И тогда

T=4m|ТТ Ameg— 162"
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При 6=0, т. е. без учета сопротивления среды, этот результат
совпадает с результатом предыдущей задачи

T=2nу
g

$ 8. ЗАТУХАЮЩИЕ КОЛЕБАНИЯ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЦЕПИ

Колебательный замкнутый `контур

Задача 156. Колебательный контур, представляющий собой
замкнутую электрическую цепь, обладает емкостью С, самоиндук-
цией Г, и активным сопротивлением ^Ю. При переходе энергии элек-
трического поля конденсатора в энергию магнитного поля катушки

.

gl Qс

A/||
1 Го,|
)||

съ
\ -- \\ \

-----|| -т-----Н
> =

-_ oO
—_

Puc. 95

(и обратно) часть энергии контура затрачивается на активных со-
противлениях, в результате чего величина напряжения на конден-
саторе постепенно уменьшается. Найти законы изменения заряда
конденсатора 4 и тока в контуре &, а также напряжения на конден-
саторе И (рис. 595, а).

Решение. Ток в контуре определяется как частное от деле-
ния Падения напряжения на сопротивлении на величину этого со-
противления:

Up Uc—U,.
R R

Здесь Ис — напряжение на конденсаторе, От, — напряжение на
катушке индуктивности, т. е.

di=Г. аЕ`
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Проводим алгебраические преобразования и получаем исход-
ное дифференциальное уравнение цепи

di ;L Or +iR—Uc=0.
d .Ток в контуре {= — i. где 4 — заряд конденсатора;

di _ 429 _ 9
dt dt2 ’ С’

Тогда уравнение цепи примет вид

429 dq qL dt? KET C=?
ИЛИ

aq К 94 qq
ав ГГ ‘а + te =" (1)

—-

Подставляя в уравнение (1) величину 9 =<СИ, запишем диф-
ференциальное уравнение изменения напряжения на конденсаторе

420 R aU U
aL a + te =

Уравнение (1) дифференцируем no {.
Так как

Gq Gi aq _ di 44 _.
ав dt’ dz ~ dt? dt”

то уравнение для определения тока будет.
di di .

fy Rk a 0,тт a tre
Решение уравнения (1) будем искать в виде g=Ae™. Torna

dq d2q
dt ape Amen—Атети,

Подставляя эти значения в уравнение (1), получаем
К 1Авт (тет-тс-) =0

Выражение Де" не равно нулю, так как отсутствие заряда на
конденсаторе обозначало бы отсутствие колебательного процесса.
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Следовательно,
К. 1

mr mr Te =O,

marVar) ~Te
Для краткости введем обозначения:

откуда

, R
LC OU Op=

Torna
M1, 2==—at Y @—o’=—at] V o?—a2.

Обозначая 7/ 2— 9?= ®р, получим

M=—a+]Op,
Mo —@— |®р.

Заряд конденсатора

д=А1ет"--Азетя—ей (А:е2юр!-|-А.е-99р:).
Используем формулу Эйлера:

е2®РЁ —COS Wpt+j sin aol,
e—J©pt COS Wpl—j sin Wf.

Тогда
q==e-% | (Ai+A2)cos wpt+j (A1—Az) sin wp].

Обозначая А. А›=М, j(Ai—A2) =N, получим
g=e— (M cos op:+N sin @pf). (2)

Значения М и М! находятся из начальных условий:
при #—=0 9—Ошах;
при 1=0 1=0.

Таким образом, при {=0 на конденсаторе максимальный заряд
=ОФшах, но по уравнению (2) при #=0 а=М.-

Следовательно,

qe(Qmax COS Wpt-+N sin wpf), (3)
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а[— — — ——е [ (@pN—aQmax) COs WOplt—
— (@pQmax+aN) sin W pt| . (4)

В начальный момент, при #=0, разряда конденсатора нет(4=0) и ток в цепи отсутствует (i=0).
Из второго начального условия и уравнения (4) следует, что

фрМ— 9Отах=0,
откуда

аN= Qmax
Op

Подставляя значение М в уравнения (3) и (4), получим

g=Qmaxe™ (cos Wpt-+- a Sin @pt ) , (5)Wp ‘

, о?

a2
Член Qmax|@p-+ —— }] =/max NPeAcTaBAeT MAKCHMAJIbHOe 3Ha-

6чение тока. р
Итак,

1 — мах eat sin WOpl.

Используя зависимость U= A и равенство (5), получим на-
пряжение на конденсаторе

U= Umax e-™ t+ sin wpt= Umax e COS Wpt-+ —, Sin wot (7)
Pp

Уравнения затухающих колебаний (5), (6) и (7) изображены
графически на рис. 95, 6.

Колебательный разряд конденсатора

Задача 157. Конденсатор емкостью С, заряженный до разности
потенциалов Уз, разряжается через проводник с сопротивлением Ю
и самоиндукцией Г. Исследовать характер ‘разряда при различных
значениях Ю, Ди С.

Решение. В процессе разряда конденсатора разность потен-
циалов на его обкладках переменна. Пусть в момент Е эта раз-
ность У. Тогда разряд конденсатора @ в этот момент будет

Q=CV. | (1)
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dQПри изменении У будет изменяться величина @. Скорость — ——
этого изменения равна силе тока в цепи 1. Поэтому dt

. dQ |

Дифференцируя соотношение (1), получаем
dQ dV.
dt тар.

Подставляем это значение в равенство (2) и имеем:
dV.

i=—C
В любой момент Ё в цепи действуют две противоположные элек-

тродвижущие силы: напряжение конденсатора У и электродвижу-щая сила самоиндукции —LС Общая электродвижущая сила
будет

p=v—L (3)
dt

По закону Ома Ж==Е. Подставляя это соотношение в левую
часть уравнения (3), получим

di

или с учетом зависимости (2)

dV d2V—RC—-=V+LC0—a
откуда

У Кet ater=O 4)
Вводим обозначения й = ® u k?==——“ OL CL’
Дифференциальное уравнение задачи (4) принимает вид

aada 2h + РУО (5)
Это уравнение затухающих колебаний.
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Характеристическое уравнение
retQhrt+k?—=0

имеет корни

4, gp At у h2— R2
Исследуем три возможных случая.
Случай 1. Сопротивление Ю мало, т. е. А<Е, или #2—Е2<0у Lnin R<2 oe
Общее решение уравнения (5) в этом случае

У=ем (С1 зш РЕ С» со$ рй), (6)
где

] К?2— fp2— jf ——— — —__р=увиа ]/ СГ ЧР.
Начальные условия: при t=0 V=Vo, i=—C——di —0, откуда

Vo=e 9 [Ci sin(p-0)+C2 cos(p-0)]
и так как

dV+ ——Пе-м (С1 зт рЕ--С2 соз рр) Не"(Сир соз рЕ-— Сэр зт РИ,
то

O=—he-*-° [Cy sin(p-0)+C, cos(p-0)]+
+e" 9 [Crp cos(p-0) —Cop sin(p-0)],

откуда Vo=C,, |0— АСЕСир. (7)
Решаем систему (7):

h=> Vo, Co=Vo. (8)
Подставляем значения (8) в общее решение (6) и получаем

[№V=e-ht (— Vosin pt+Vocospt)
или

У= Ие-м (— sin pt-+-cospt} .
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Вводим вспомогательный угол ф соотношением
>

ct _ ftbo

Тогда разряд совершается по закону

__ № —ht ofv= sing © 1(РЕФ).
В исследуемом случае цепь является вибратором, в котором

происходят электрические затухающие колебания с периодом
270 2хТ— =р у 1 R2

CL AL

При достаточно малом А, которым можно пренебречь, получимформулу Томсона для периода колебательного разряда
T=2n7 CL.

Caywad 2. Conporussenve R seauko, tT. e. h>k, unu h2—k2>0
LИЛИ R>2у

Общее решение уравнения (5) принимает вид

\

V=Cyela-")t+Creatn)t, (9)
где

g= у h2— 2,

При тех же начальных условиях имеем
Vo=Cea) 04Cye-(a+h) +0,

И так как

dV.р=Cy (g—h) e@—)t—C2(q+h) e-atnt,
TO

0=— С: (4—#) е9-® -°— С,(4-ЕВ)е + -5,
откуда Ci+C.= Vo, |

—0.(q—h) Cy— (qh) C2 (10)
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Решение системы (10) дает значения постоянных интегри-
рования

q+h ,,. q—hC1= Vo, Co= ,1 2g 0; 2 р Vo (11)
Подставляем значения (11) в общее решение (9) и получаем

V= ae Votre 4I" 6 cam
249

ИЛИ

v= [(9-+A)et (q—h) e-#].

В этом случае разряд происходит апериодически. Разность по-
тенциалов У асимптотически приближается к нулю.

Случай 3. При В= или 1?—?2=0 сопротивление в=2/——
Общее решение уравнения (5) будет

У=ем(С.--С. (12)
При тех же начальных условиях имеем

Ио—е-® 0 (СНС>:0),
И так как

< —=—he™ (Cr+Cot) e-™ Co,
TO

O= —he-* °(Cy+C2-0) +Cre *9,
откуда Vo= Ci, |——Cyh+Co. (13)

Решение системы (13) определяет значения постоянных интег-
рирования

Cy=Vo, Co=AVo. (14)

Подставляя значения (14) в общее решение (12), имеем
V=e-*t (Vo tAVol)

И—Ие-м(1 №).
ИЛИ

Разряд происходит апериодически, а разность потенциалов И
стремится к нулю.

Изменяя постепенно сопротивление ^ цепи, можно переходить
от одного вида разряда к другому.
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$ 9. КОЛЕБАНИЯ МАГНИТНОЙ СТРЕЛКИ
БЕЗ И ПРИ НАЛИЧИИ УСПОКОИТЕЛЯ

Задача 158. Магнитная стрелка помещена в равномерное маг-
нитное поле, отклонена на угол фо от положения равновесия и предо-
ставлена самой себе. Исследовать характер движения магнитной
стрелки, пренебрегая внешними сопротивлениями, а также при на-
личии успокоителя.

Решение. На каждый полюс стрелки действует магнитная
сила Ё поля. Таким образом, магнит находится под влиянием вра-
щающей его парысил Р.

Обозначим: Н — горизонтальную составляющую напряжения
однородного магнитного поля, т — равные, разноименные количе-
ства магнетизма на полюсах.

Тогда
F=Hm. (1)

Обе силы РЁ разложим на составляющиеР и { (рис. 96). Силы Р
взаимно уравновешиваются и Поэтому пара сил Ё эквивалентна
паре сил [.

Из рис. 96 очевидно, что
f=—F sing=—MH sing.

Знак минус показывает, что сила | действует в сторону убыва-
ния угла фо.

Элементарная работа 4А пары | при повороте стрелки на бес-
конечно малый угол —аф будет

dA =2fdo=—2F sin gdo. (2)

Дуга 4о круга равна линейной мере угла, умноженной на. ра-
диус, т. е. 4в= 7 dq.

Отсюда

dA==—2F sin o> dp=—FI sin dg. (3)
Учитывая соотношение (1), равенство (3) запишем в виде

ЧА=—п Н эт фаФ. (4)

Величина ml=M wHa3biBaeTCH магнитным моментом стрелки.
Тогда соотношение (4) принимает вид

АА —=—МН зп 94$. (5)
С другой стороны, элементарная работа 4А равна приращению

АН кинетической энергии И стрелки.
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Кинетическая энергия тела, вращающегося вокруг оси,

о2 dt
dгде / — момент инерции тела относительно оси вращения, а=

угловая скорость вращения.
Отсюда | ,

_Т о 49а0= >. 2 Te de dt
ИЛИ

dpdU—dA=I!——dg. (6)
Сравнивая зависимости (5) и (6), получаем

dt?
ИЛИ

а МН.+ 7 sin p=0. .
При малых колебаниях зп фАф. Обозначая постоянную вели-

чину =^?, получаем дифференциальное уравнение магнита
а 0 (7)

Общее решение неполного линейного дифференциального урав-
нения (7) имеет вид

ф==С1 зш РЕ С) с0з РЁ (8)
аНачальные условия: при {=0 p=qo, а —0. Отсюда

фо== С1 $1 (Е.0) --С>соз(Е-0). (9)
Дифференцируя уравнение (8), находим

a. =Cik cos kt—C,k sin Rt
O=C,k cos(k-0)—Co2k sin(Rk-0). (10)
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Из системы уравнений (9) и (10) получаем:
С:=0, Co2= фо.

Подставляя значения постоянных интегрирования в общее ре-
шение (8), находим закон колебаний

ф==фо с0$
ИЛИ

у“ф==фо с0$ t.
[

№

f
Пре f ф ‘\\ р

fl

е .
__ A

и

5

OР “ PPT So
“<
Е

9 ] $
Puc. 96 Puc. 97

Стрелка совершает чисто гармонические колебания с периодом
|

ИЛИ
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Итак, период Г колебаний магнитной стрелки обратно пропор-
ционален 7 Н. Следовательно, число п колебаний стрелки в секунду
прямо пропорционально7Н. Этим обстоятельством пользуются для
определения напряжения Н магнитного поля при помощи наблюде-
ния за колебаниями магнитной стрелки.

Исследуем движение магнитной стрелки при наличии успокои-
теля, т. е. расположенной вблизи стрелки массы немагнитного ме-
талла, например меди.

При вращении магнитной стрелки в успокоителе возникают
индукционные токи, которые, действуя обратно на стрелку, препят-
ствуют ее движению. Сила токов в успокоителе и их действие на
стрелку в каждый момент пропорциональны угловой скорости вра-
щения стрелки.Кроме магнитного поля, на стрелку действует еще пара сил [1(рис. 97), момент которой противоположен по знаку моменту пары
сил |, а по величине пропорционален угловой скорости —-
ния стрелки.

Этот момент

i враще-

dp
Е.

Пусть стрелка поворачивается на бесконечно малый угол —а.
Определим приращение 4И ее кинетической энергии И, работу АА
пары сил {и работу АА! пары сил |.

Аналогично вышеизложенному находим
~~

dpdU=I ДЕ dep, (11)
dA=—MH singdp ~ (12)

| l

Tak KaK MOMeHT Mapbl w=/4l, TO
doАА.= идф=— п——-rT dg. (13)

Приращение 40 кинетической энергии стрелки должно равнять-
ся совершенной над стрелкой работе и поэтому

dU=dA-+dAi.

Подставляя соотношения (11), (12) и (13) в равенство (2),
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получаем

1" dg—=—MH sin gdg—n dl“ae =МНпп
ИЛИ

d*~p п dy MH |

MДля малых колебаний зт фАф. Обозначая > =h,= = k2,
получим дифференциальное уравнение движения

dep dp

Коэффициент сопротивления Й является мерой успокоения.
Коэффициент упругости А? пропорционален напряжению Н поля и
является мерой силы поля.

Характеристическим уравнением для однородного линейного
уравнения (14) будет

ret Qhr+k?—0.

Это уравнение имеет два корня

и, 2— — И-- у h2— R2,
Исследуем три возможных случая значения подкоренного вы-

ражения.
Случай 1. Успокоитель слабый: А<Е или 12—20.
Общее решение уравнения (14) имеет вид

ф==е-№ (С1 sin pt+Ce cos pt), (15)
roe h?—k?= —р,

Начальные условия: при #=0 g=qo, es —0. Отсюда
ф==е-®0 [С1 зш(р:0)-Н С. соз(р:0)],

и так как

dp , : ) :a=—he-'t (Cy sin pt+Cz cos pt) +e" (Cip cos pt—Cop sin pt),
TO ; |0=—he-*- [C,sin(p-0)-+C2cos(p-0)]+

+e -9[Cip cos(p-0)—Cop sin(p-0)|,
откуда фо= С», |



348 Гл. Х1. Уравнения второго порядка

Решая систему (16), находим
h=p (>=фо.

Подставляем найденные значения в общее решение (15) и по-
лучаем

nt (Fege sin ptyф=е` —qosin pt-+qocos pt )
ИЛИ

h
geht |—sin pt-+cos pt} .ф— Фо ( р р р

Вводим вспомогательный угол я соотношением

cig a= и
р

и получаем

ф= e-ht sin(pt+q).
sin @

Стрелка совершает затухающие гармонические колебания с пе-
риодом

т— 2 — 20 —_ Qaр 7 2—h? ум" _p
Случай 2. Успокоитель сильный: А>>Е или 12—Е2>0.
Общее решение уравнения (14) в этом случае

ф== Снеч-№!-- Сье-а+ву, (17)
где 9==7 #2—^2.

Начальные условия: при {—=0 g=q, =0. Orciona
фо== Слеч-№0Сье-(+) -5,

И так как
а |ae == (q—h) Cye(a-™)t— (g--h) Creat,

TO

0= (9—1) Слеа-Ъ -°— (9-й) Coe~ath) - 9,
откуда |C,+C2=qo, | (18)

(4—1) С1— (9-Е№) С›==0.
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Решая систему (18), находим
9 .

Подставляем значения постоянных интегрирования (19) в об-
щее решение (17) и получаем

qh poe(a—M)t 9—1 e—(ath)t
2q ' 2q

ИЛИ

о ем [(а-№)и (4—1) е-ч.
Приближение стрелки к. положению равновесия апериоди-

ческое.

Случай 3. =Е или 12—Е?*==0.
Общее решение уравнения (14)

a

ф=е М(С. СЮ). (20)
dgНачальные условия прежние: при #=0 Фф=ф и т =0.

Отсюда
фи=е*`8(С4-НС>-0),

и так как

аф |Tr = —fe—ht (Ci+Cot) +Cye-ht
TO ,

O=—he-* -9(C,+-C2-0) +Cre-A - 9,
откуда фо== С1, |

0— ACC, (21)
Решая систему (21), находим постоянные интегрирования

Ci=q, Coho. (22)
Подставляем значения постоянных интегрирования (22) в об-

щее решение (20) и имеем

ф=е-** (ф-Ейо!)

ф=фе(1-Й.
Итак, имеем опять апериодическое приближение стрелки к по-

ложению равновесия.

ИЛИ
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$ 10. ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ МЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Колебания материальной точки под действием
восстанавливающей силы, сопротивления среды

и внешней периодическойсилы

Задача 159. Определить закон движения материальной частицы
массы т под влиянием восстанавливающей силы (силы, направлен-
ной к центру О и прямо пропорциональной удалению х частицы от
центра притяжения О), силы сопротивления и внешней силы
Е= с1 эт (91-Нфо) для случая 12—Е2<0.

f

x ae.—= =|
Puc. 98

Решение. Кроме восстанавливающей силы |=— ах и силы
сопротивления .|1=—069, на частицу действует внешняя сила
Е=с: зт(91-фо). Как видно из рис. 98, равнодействующая всех сил

R=F-+f+ft
На основании второго закона динамики дифференциальное

уравнение движения

d2x axFeto GpНах мп(НФ)
ИЛИ

SE ton НСэт (а#--ф), (1)
re 2h=+ P=am т

Это неоднородное линейное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка. Решаем его для случая 12—2?<<0 (случай малого
сопротивления). |

Пусть
h2— k2— — р,

Тогда y= —h--pi, \
! | fo== —h—pi.
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Характеристическое уравнение дифференциального уравне-
ния (1)

r2t.Qhrtk2—=0

имеет комплексные Корни

2=—-— ВЕ у h2—k2 ==—h+ y—p? = —Atpi.
В этом случае общее решение соответствующего однородного

уравнения
x= eht(C, sin pt+C2 cos pt)

ИЛИ

Ce |x=Cye—™| sin pt+G 60s pt).
1

Вводя вспомогательный угол ф COOTHOLIeEHHEM
С. +С: — 5Ф,

имеем: ,
x= Cs e-ht(cosg sin pt+sin.@ cos pt)° COs @ т |

Обозначая
С _
cos@

получим
х=Аем зш (рЕЕФ).

Частное решение уравнения (1) будем искать в виде вспомога-
тельной функции У. Вспомогательная функция и ее производные
равны:

V=M sin(qt+q) +N cos(qt+q),
dVa=Mq cos(qt+q)—Nq sin(qt+qo),

d2а=—M@ sin (qt+qo) —N@ cos(qt+qo).
Подстановка этих выражений в уравнение (1) дает равенство;

—M¢@ sin (qt-+-qo) —N4q cos (gt-+-qo)+24Mq соз(9)—
—2hNq sin (qt+qo) |Мsin (qt-+-q@o) +42Ncos (qt-+qo) =

—=c sin(qi+qo)
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ИЛИ a

(PM—Mq—2hNq) sin (qt-+-qo) +
+ (k2N—Nq?+-2hMq)cos(qt+qo) =c sin(qt+qo).

Приравнивая соответствующие коэффициенты, получим систему
уравнении | RPM—Mq?—2hNq=c, \

k2N—Nq?+2hMq=0.

Решая ее, находим значения Ми М:

_ 2hqc
_ Ah2g?-- (k2—q?)2’

__ 6(®-9?)
_ Ah2g2- (k2—q?)?2 °

Таким образом, общее решение
С (Е2— 92)

x=Ae™ sin(ot-+@) + ее(pega Sin (ae+o) —
2hqe

~ Teg(Pg) OST)
ИЛИ

©2— 2х—=Ае-м эт (рё--ф)-- с) |sin (gt-+0) —таз(P— 9)
2hq_ — p2—h2 cos (gt-+@o) |.

Вводя вспомогательный угол фи! соотношением
214

BOира
и обозначая

с(Е*—4') В
[4h2q2-+ (k2—q?)?] cos фи oo

окончательно получим

x=Ae™ sin (pt-+-) +B sin(qt+-qo—q). (2)
Колебатэльное движение, описываемое уравнением (2), со-

стоит из двух частей: собственного (свободного) колебания х4=—
—Ae-tsin(pt+q) и вынужденного колебания х›=В эт(9#Нф— Фи).
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Первая часть оказывает существенное. влияние на общее коле-
бание только при малом Ё, т. е. в первое время движения. Это объяс-
няется тем, что множитель е\ с.возрастанием { быстро стремится
к нулю. Таким образом, первая часть имеет значение только во
время установления процесса. В дальней-
шем величина х почти исключительно
определяется вторым слагаемым, которое
дает закон установившегося вынужденно-
го колебания.

Упругая пружина с подвешенным
грузом, совершающим периодические
колебания с учетом сопротивления

Задача 160. Груз массы т подвешен
на пружине с жесткостью с. Конец пру-
жины КФовершает вертикальные гармо-
нические колебания по закону КЁ=
—=А $т(рЁ). Найти закон движения гру-
за, если сила сопротивления движению
пропорциональна скорости груза.

Решение. Начало координат по-
местим в точке L, ось х направим по вер-
тикали вниз. Дифференциальное уравне-
ние движения груза в данном случае Xx
будет Рис. 99

2х ax

re 4 — удлинение пружины, с/, — проекция на ось х реакции пру-
жины, Е — коэффициент сопротивления.

Если | — естественная длина пружины, то, согласно рис. 99,
удлинение

A=x—KL—h=x—Asin(pt) —h. (2)
Подставляя выражение (2) в уравнение (1), находим

а2х ах.то=mg—cx-cA sin (pt) +clo—k Te (3)
Произведем замену переменного Х. Пусть

ХЕ-Аи,
где Е —Щ новая переменная, х! — постоянная величина.
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Тогда
dx dé 4х qe.
dt dt’? а df’

и вместо уравнения (3) получаем
re da =mg—c&—cx1+CcAsin(pt) +¢l—k ae (4)

Выберем х! так, чтобы в правой части уравнения (4) исчезли
постоянные члены, т. е. пусть

то—CX +cl=0,
отсюда

mhOL . 6
Согласно закону Гука, сила упругости (реакция) пружины Ё

пропорциональна ее удлинению, т. е. ЁЕ=сА, где с — коэффициент
пропорциональности, называемый жесткостью пружины. Так как
в положении равновесия модуль силы Ё равен силе тяжести Р, то

P=Cicr,

ГДе Аст — статическое удлинение пружины. .
Отсюда

о Р
Аст.

Обратно, зная жесткость с пружины, находим ее статическое
удлинение

Р mg
С С

Аст—

Тогда равенство (5) примет вид

ХА = Ю-НАст.

Как видно из вышеизложенного, замена переменной эквива-
лентна переносу начала координат из точки. Г, в положение равно-
весия груза О, если конец пружины закрепить в точке Г. Послезамены дифференциальное уравнение (4) будет

ape TE с +c&=CcA sin(pt)
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ИЛИ

ae dé of tre!We +2n di +s’§=h sin(pt), (6)
где

h= cA , on
m m

и

— —=/ 8= т То №.
Уравнение (6) есть линейное неоднородное дифференциальное

уравнение второго порядка с постоянными коэффициентами. Общее
решение этого уравнения можно представить в виде

Е=.-НХ», (7)
где Х: — общее решение соответствующего однородного уравнения
(без правой части), Х› — какое-либо частное решение данного
линейного неоднородного дифференциального уравнения.

Находим общее решение X, соответствующего однородного
уравнения

и550. (8)
Для интегрирования этого уравнения применим способ замены

переменной.
Пусть

E=ne™, (9)
где 1 — новая переменная.

Дифференцируя равенство (9) по Ь получим

4ен (9т).
и вторая производная

aE nt ( 2во “ae ааа им)
Подставляя значения функции Ё и ее производных в дифферен-

циальное уравнение (8), после сокращения на общий множитель
ег" находим

dn dy
oantngon —-—2nen+sn =0
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ИЛИ

dy |ав (s?—n?) n=0.

Допустим, что $>иИ; полагая тогда 52— И?== $12, последнее урав-
нение приведем к виду

dyДР $12 ==0. (10)

Это неполное линейное однородное дифференциальное уравне-
ние второго порядка с постоянными коэффициентами.

Проведем подробное интегрирование уравнения (10).
Соответствующее характеристическое уравнение 1/2--$12=0

имеет мнимые корни

=У—$42 = tis).

Частные решения дифференциального уравнения (9) будут:
11== 6” == ей,
i=ert—ей,

Так как корни мнимые, а частные решения независимые (отно-
esiit

шение oat переменное), то общее решение уравнения (10) вы-
разится функцией

n=e [Ci cos (sit) +Ce2 sin(sit) ],

причем «=0. Окончательно:

=С!со$ (51Ё)+С2 эт($11). (11)

В практических применениях это общее решение дифференци-
ального уравнения обычно преобразуется путем замены двучлена
в правой части выражения (11).

В равенстве (11) выносим за скобки величину 7/С12?-- С»2. Тогда
ИИ С Сп=УсСа-ЕСЯ [©cos (sit) +—2— sin(st) | , (12)

¥ C2+C2 ¥ C24-C,?
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причем
С: 2 Ce 2( )+(—=) =УСР--С» ¥ Ce4+C2

CP 4 Ce CP? C22 —1
— СС» C24+C2 C2tC2 ©

На основании вышеизложенного величину а можноС УС?С
принять за Sing, a——̀̀ за cos ф.

V¥C2+C2
Таким путем из равенства (12) находим

n=yC2+C22 [sin g cos (sit) +cos @ sin (sit) J.
Обозначая

¥C2-+C?=C
и применяя формулу синуса суммы

sin(A+B)=sin A cos B-+cosA sin B,
получим

и=С* зщ ($4Ё--ф). (13)

Уравнение (13) представляет уравнение гармонических коле-
баний.

Так как &=е-"®, то, следуя обозначению, принятому в соот-
ношении (7), общее решение уравнения (8) запишем в виде

X,=Cte-"t sin(sit+o), (14)
где C* иф — произвольные постоянные; а 51=752— 2.

Уравнение (14) представляет уравнение затухающих колебаний.
Найдем частное решение Х› данного неоднородного урав-

нения (6).
Предположим, что

Xo==C** sin(pip),
где C** vw — некоторые постоянные величины, которые нужно по-
добрать так, чтобы это значение Х› тождественно удовлетворяло
данному дифференциальному уравнению (6).

Находим
ЯХ>
dt —=C**p cos(pi+'p)
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`А2Х>qe OTP?sin (pity).
Подставляя эти значения производных, а также значение Х.›

в дифференциальное уравнение (6), получим
—C**p? sin (pt-+p) +2nC**p cos (pt-+p) +

+s?C** sin(pt+p) =A sin (pt)

HIM, NOMarad Jia KpatKoctu pt-+p—60,

C** (s?— p?) sin 0+-2nC**p cos 8=A sin(O@—p)

C** (s?— p?) sin 0+2nC**p cos 9—1эл 6 соз ф—№ соз 9 $1 1.
Так как это равенство должно выполняться‘ тождественно (привсяком 09), то коэффициенты при 511 6 и соз OEВ левой и правой час-

тях должны быть равными, т. е.

й с0$ ф=С** (52—р?),
Asin p=—2nC**p. (15)

Из системы (15) находим

С** — A ,
7(52— р?)2-4и?

2np12 ф=— ре.
Тем самым частное решение Х»› линейного неоднородного диф-

ференциального уравнения определено полностью.
Таким образом, общее решение данного дифференциального

уравнения, представляющее закон движения точки при наличии
возмущающей силы, выражается зависимостью

E=X,+-Xe—Cre-™ sin (syt-+q) +С** зш (РЕ).

Ввиду того что множитель е-"! быстро стремится к нулю,
то через достаточно большой промежуток времени можно пре-
небречь членом, выражающим затухающие колебания. ТогдаЕ—=С** sin(pt-+w), т. е. груз совершает только вынужденные коле-
бания около положения равновесия О.
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Вынужденные колебания двигателя на балке
Задача 161. На балке, свободно лежащей на двух опорах, уста-

новлен двигатель, маховик которого насажен на вал с небольшим
эксцентриситетом а, и на вал действует центробежная сила, расша-
тывающая систему. Найти закон вынужденных колебаний системы,

x

; 8 ~ao Plt) =P
3 I.

Of _

7 .7 Am И
A”|7 А Ех |,

= = ИРРР
Рис. 100 Рис. 101

а также исследовать влияние сопротивления среды, пропорциональ-
ного скорости движения.

Решение. Центробежная сила

pu?P = ,
" &

U2
где и — масса маховика, — центробежное ускорение.

Так как о=®е, где ®« — угловая скорость маховика (рис. 100),
то центробежная сила Ри=ро?в.

При колебаниях, вызываемых небалансированным ротором
машины при его равномерном вращении, можно считать, что центро-
бежная сила дает чисто гармоническую силу в заданном направле-
нии с частотою оборотов машины.

Допустим, что на массу т машины, стоящей на упругих опорах
(рис. 101), действует внешняя периодическая сила Р({), изменяю-
щаяся во времени.
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Вертикальная составляющая центробежной силы, вызывающая
поперечные колебания балки, равна Torga Py sin of.

Без учета сопротивления среды в любое мгновение груз нахо-
дится под действием трех взаимно уравновешивающихся сил

2х(рис. 101): силы инерции —тjp СИЛЫ упругости балки —Ёх
и вертикальной составляющей возмущающей силы Риц 1 ©. Здесь
Е — коэффициент жесткости балки (в н/м, кГ/см ит. п.).

Проектируя действующие силы на вертикальную ось, получаем
уравнение движения

axPy sin ot—kx—m Tez —0,
которое принимает вид

2хde +kx= Py sin wt
ИЛИ

d2x К 1de + т t= —— Pysin ot.
9 kОбозначая и?= > дифференциальное уравнение задачи за-

писываем в виде
2х
dt?

+n*x=P sin of, (1)
Proe P= —“_
т

Характеристическое уравнение соответствующего однородного
уравнения 2

72-|-12=0
имеет корни

Г, >= т.

Общее решение однородного уравнения
Xonn== Ci cos nt-+Ce sin nt.

Частное решение ищем в форме
Хчастн==А с0$ ®Ё--В т @ё. (2)

`Так как
Х'частн== —Awo sin of+Bo cos wot

Хчастн== — А? с0$ ot—Bo? sin ot,
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то после подстановки Х"частн И Хчастн ПО формуле (2) в уравнение (1)
получим

A (n?—?)cos wf+B (n?—o?)sin of =P sin ot,
откуда, приравнивая коэффициенты при соответствующих членах,
находим систему А (12—62) =0, |

B(n?—o?) =P.

В результате решения этой системы
Р
п— @2A=0, B=

и частное решение

Хчастн== — а sin of.
h“—@

Общее решение неоднородного дифференциального уравнения
(1) принимает вид |

P six=C; cos nt+Cy, sin nt+ и2—(2
Рассмотрим влияние сопротивления среды. Так как сопротив-

dx——, rae k=2h—
dt’

коэффициент пропорциональности, то дифференциальное уравнение
(1) примет вид

ление среды пропорционально скорости, т. е. №

2242h= 4nx=P sin of.
Характеристическое уравнение соответствующего однородного

уравнения

ret Qhr+n2=0
имеет корни

=— И у h2—n?2.,
Тогда при й<п

Xona== et (Cy cos gi-+Ce2 sin gt),
re —g?@=—h2—n?.

Частное решение ищем в виде

Xuactu—=A cos wf+-B sin ot.
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В результате проведения аналогичных действий получаем об-
щее решение неоднородного уравнения, т. е. закон вынужденных
колебаний процесса

2%РА
(n?—w?)?24 4@2h?x= eht(C, cos qt-+-Ce singt) — cos wt-+

P (n?—@?)(0)?40h? sin wf.



ГлаваХИ
ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ

УРАВНЕНИЯМ ВТОРОГО ПОРЯДКА
С РАЦИОНАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

. УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА

1. Дифференциальным уравнением Эйлера второго порядка
называется уравнение вида

f(x)ApxX?y” + arxy’+ Ary= | 0 (1)
?

re Qo, 04, а2 — постоянные, т. е. оно может быть однородным и не-
однородным.

Подстановкой х==е!й уравнение (1) приводится к линейному
уравнению с постоянными коэффициентами. При этом

а

(1.4%) 1мтм, aly’) et dt et dt? et —s dt _
“= = d(ety — et —

у dy
_ d® — dt
_ e2t

2. Уравнение вида
Ao(ax+b)*y”--A;(ax-+b)y’+Asy=f(x),

где Ao, A1, As, аи 6 — постоянные коэффициенты, приводится к урав-
нению с постоянными коэффициентами подстановкой

ax+b=el_

$ 1. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ В ПРОДОЛЬНОМ РЕБРЕ
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО СЕЧЕНИЯ

Задача 162. Найти распределение температуры в продольном
ребре жесткости параболического профиля (рис. 102). Предпосылки
исследования такие же, как в задаче 149.

Решение. Здесь профиль определяется уравнением

v= (+).
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так что площадь поперечного сечения задана на единицу длины
в виде функции

А(х) =2у=60 (= ). (1)
Разница между входящим в элемент 4х и выходящим`из него

количеством теплоты

dI=TF [ eA (x) |ae

Грань
6 №x 0 0—^ Арнец (вершина)

—“Tidy |. x. —
Х+ах

Borcoma 6—_ eee

Puc. 102

должна быть равнойколичеству выходящей из ребра теплоты путем
конвекции (также на единицу длины)

gs—=2h(T—Ts) dx,
так что

d aTв| A(x) м dx=2h(T—Ts) dx. (2)
Подставляя 0 —=Т— Тз и 40=аТ, приводим уравнение (2) к виду

429 dA(x) а60
ах? т ах Ge ehRA (x)

и, используя равенство (1) для определения А (х) и ее производной,
после преобразований получаем

20 40x?“de +2x 4х — 112620 —=0, (3)
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m у oh
_ R&o

Уравнение (3) является уравнением Эйлера. Оно решается под-
становкой

где

х=е или =ШХ.
Тогда

ao dodt 1ao
ах dt ах x dt

И

1 do dé420 (Se) __ 1. 90 1 te) —
ах? Ах 4 x dx

При этих условиях уравнение (3) принимает вид
| 220 1 dd 492 —_ и7222 (— АР x2 a) +2*-x dt m?*b°0= 0

или, после сокращения подобных членов,
20 dd

| — 22а —5 + i 12020 —0.

Это однородное дифференциальное уравнение имеет решение

(- УИ [amb (— saa тив
9—Cie Cre

и, возвращаясь снова к независимой переменной х, имеем
9=— С.хР'-Е С.хР»,

где
] 1 ——Ра2=— > = > y 1+4m26?2,

Общее решение
1 1——--— У 14471268 С2 290—С:х _ + 1 1 : ,

> + У 1--4т26*
x .



и можно заметить, что при х=0 избытоктемпературы будет неогра-
ниченным, если не принять С2==0.

Следовательно, общее решение окончательно принимает вид
9— СихР*. (4)

Излишек температуры у основания при х=6 составляет
Oo== C,bP,

поэтому постоянная интегрирования
9%.C= =.

Подставляя найденное значение С, в уравнение (4), получаем
искомый закон распределения температуры

o=o (+),
П. ЛИНЕЙНОЕ ОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ
С РАЦИОНАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Линейное однородное дифференциальное уравнение второго
порядка с рациональными коэффициентами имеет вид

y”+p (x)y’+4(x)y=0, (1)
rae p(x) и 9(х) — рациональные функцииX.

Его общее решение
y= CiyitCoys,

re y, W Y2 —- YaCTHble JIMHEHHO HeE3aBHCHMbIe pelleHHA ypaBHeuHa (1).
Если известно одно решение, то можно определить второе по

формуле Je -Л р(х)ах dxуз= Ау; ye”
где А — произвольное постоянное.

$ 2. ТОЛСТОСТЕННАЯ ЦИЛИНДРИЧЕСКАЯ ОБОЛОЧКА
ПОД ДАВЛЕНИЕМ (ЗАДАЧА ЛЯМЭ)

Задача 163. Составить дифференциальное уравнение деформа-
ции толстостенной трубы под действием внутреннего давления
(рис. 103). Длина трубы равна единице, и продольные деформации
во внимание не принимаются. Под влиянием внутреннего давления
труба расширяется. |



$ 2. Толстостенная цилиндрическая оболочка под давлением 367

Решение. Рассмотрим неизвестное пока упругое удлине-
ние и, возникающее под действием внутреннего давления на стенку
трубы радиусом х. На рис. 103 показано сечение трубы, на котором
двумя радиусами с центральным углом 4 и двумя дугами радиусов
х и х--ах выделена элементарная площадка.

Тангенциальное растяжение трубы равно отношению удлинения
периметра окружности к первоначальному периметру окружности:

2ли
2лх

в: = =—. (1)
Радиальное удлинение получается при рассмотрении изменения

длины отрезка АВ=ах, расположенного на радиусе. Точка А ра-
диуса х=МА передвигается на отрезок и, а точка В радиуса x+dx
соответственно на отрезок и-НАН, т. е. элемент4х удлиняется на ве-
личину аи. Относительное радиальное удлинение в рассматривае-
мом месте

аи8:— ах’ (2)
Рассмотрим совместное действие напряжений на вырезанный

элемент стенки (рис. 104).Силы‘напряжения о:, действующие в тангенциальном направ-
лении, на обеих сторонах элемента равны ох, а их равнодействую-
щая СР равна 4ао:АХ.



368 Гл. ХИ. Уравнения второго порядка с рациональными коэффициентами

Напряжение, действующее в радиальном направлении внутрь,
обозначим о;. Приложенная к стороне элемента радиальная сила
хааот. На противоположной стороне элемента напряжение о,- 0",
а соответствующая сила

(o,-+do;) (x+dx)da= (o,x-+-xdo,-+0,dx-+ do,dx) da.
Слагаемое 4о,4х, как малое по сравнению с другими, можно

отбросить,а
xdo,+0,dx= d (xo;).

Тогда равнодействующая радиальных сил d(xo,)da.

Между равнодействующими радиальных и тангенциальных сил
должно существовать равновесие |

доб:Ах==4 (хо) ав,
откуда

(хот)or= dx (3)
Для взаимосвязи формулы (3) с выражениями (1)и (2) при-

мем во внимание законы теории упругости.
Закон Гука в своей общей форме, учитывающий радиальные

и тангенциальные напряжения, дает следующие зависимости для
удлинений:



$ 2. Толстостенная цилиндрическая оболочка под давлением 369

&:= = (с и › 8т— =- (o,— т.) ’ (4)
1где Е — модуль упругости, oT коэффициент Пуассона.

Решим уравнение (4) относительно о; и о;:
ue weor 2—1 (uerter), Or= т (were). (5)

Подставляем выражения (1)и (2) в соотношение (5):

ки (и) СШ (иOe ( dx } or I ( u dx ° x ). (6)
Полученные равенства (6) подставляем в уравнение (3), в ре-

зультате чего

= (nS =) = i | и x(n +4)]
и du d du ия я (вх +]. (7)

Так как в правой части равенства (7)
а du Аи du .al(i++ )|= u( ae) tae

то после сокращения подобных членов

yp LY du и
de TH Th =O.

ИЛИ

Делим последнее уравнение на цих и окончательно имеем диф-
ференциальное уравнение второго порядка с рациональными коэф-
фициентами:

4. 0. | (8)
Дифференциальное уравнение задачи (8) является одноразмер-

ным. Этим обстоятельством можно воспользоваться для упрощения
решения дифференциального уравнения.

Если хи у считаются первого измерения и все члены дифферен-
циального уравнения оказались одного измерения, то удобно ввести
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новые переменные\и г с помощью подстановок
х=е°, у=ге“. (9)

Отсюда после дифференцирования
ау dy dv _ y „) аde = (+) в

При этом
Ах ем
dy

и, следовательно,

4 оу
ах —

Поэтому
dy dz
de dy t* (10)

Аналогичным образом
d?y = ( dz dz ) ew,
ах ^^\ dy? +a (11)

Производим при и==у подстановки(9)— (11) и этим приводим
уравнение (8) к более простому виду

az dz
aePy0

После подстановки
dzау -Р (12)

получаем уравнение первой степени

ар

Разделяя переменные в уравнении (13), находим
| dpdy=— СЗ ° р

или после интегрирования
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откуда -
p=exC-»), (14)

Подставляем значение (14) в правую часть соотношения (12):
dz=eC:-) dy. (15)

Интегрируем почленно уравнение (15) и получаем общее ре-
шение

2=(С.— “ ес). (16)
Из равенства (16) при помощи равенства (9) находим

и=хё= С>х— > eXCi—v),
Замечая, что х==е“, окончательно получаем

1 е2С'
—Сх— —и 2 2 Xx

Если обозначить
1

C= С, — оеб— С*,
то общее решение дифференциального уравнения (8) примет вид

С*и=Сх- 7 (17)
rne C nw C*— nocTOAHHble HHTerpupoBaHHA”. Jia onpeseseHuA NOCTOAH-
ных интегрирования подставим равенство (17) в уравнение (6).

Тогда
we C* Ce] ~"= и?— 1 | (с- x? )+e+ x? |

_ _bE On Ja BE HE

Для упрощения выкладок вводим обозначения:
we we——C=A C*=B., 18p—1 "pel (18)

`В итоге получаем
В

0:=А— —.
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Для определения новых постоянных А и В заметим, что на
внутренней стороне стенки (при х=/) радиальное напряжение о’
должно равняться давлению р внутри трубы со знаком минус.

При х=^А (на внешней поверхности) радиальное напряжение о;
равно нулю.

Таким образом, начальные условия:
Впри х=г —p=A——,,
BnipH x=R 0—А— a

Разрешая эту систему относительно А и В, имеем:
pr pRer

Подставляем найденные значения постоянных (19) в правые
части уравнений (18) и находим значения постоянных интегриро-
вания Си С*:

2 R22C=aca HDs C=Tare (UTD. (0)
Подставляя значения (20) в уравнение (19), получаем

pr Ю?Е| (u—1)x-+ (m-++1) ~|.
Напряжения о, И о; получаются соответственно равными

12 x2—R2

r2 x?+.R? ( )
0:—Р R2—p2 №

| Чем меньше х, тем`большие значения получают оба главных
напряжения. Материал будет наиболее напряжен внутри трубы.

Из уравнений (21) видно, что во всех точках абсолютное зна-
чение о; больше абсолютного значения о’.

Наибольшее напряжение в трубе получится, если во втором
уравнении (21) принять х равным его наименьшему возможному
значению х=г. Тогда

Ю2- а? .Omax—P Ra
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Ill. ЛИНЕЙНОЕ НЕОДНОРОДНОЕ УРАВНЕНИЕ
С РАЦИОНАЛЬНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Вид линейного неоднородного дифференциального уравнения
второго порядка с рациональными коэффициентами

y"+p(x)y'+4(x)y=f(x),
re p(x), g(x), f(x) — непрерывные рациональные функции.

Общее решение
у=Си С2у2-Н И,

где и! и у› — линейно независимые решения соответствующего одно-
родного уравнения; У — частное решение неоднородного уравнения.

Частное решение У находится способом „Лагранжа (методом
вариаций произвольных постоянных), который дает возможность
проинтегрировать неоднородное линейное уравнение, если известно
общее решение соответствующего однородного уравнения у=Слу!-|-
-С?у2, считая при этом С: и С› уже не постоянными, а новыми не-
известными функциями С1(х) и С>(Х).

Частное решение неоднородного дифференциального уравнения
V(x) ищется в виде

V (x) =Ci(x) yitCo(X) yr. (1)
Тогда

dV , , , ,“= (Coys Ca’ye) + (Caps! + Copp!) (2)
и

2

а = (Сии-Н С у2) +2 (Сгиг-Н Суу) + (Ciys”4+ Cayo”). (3)
Предполагаем, что С!’и С»’ удовлетворяют системе

Cr’yr +Co’y2=0, }Cy’ys!+Co’yo’=f (x).
Дифференцируя первое уравнение системы (4), получаем

(СИи-Суг) + (Cry+ Co’Yo’) =0.
Тогда уравнения (1)—(3) примут вид

иCiyitCoye,
=Cyy,/+C ,dx 141 + CoYe',

У
ах?

(4)

(5)
=Crys”+Coy2”+f (x).
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‘’ Умножив первое уравнение (5) Ha 9(х), второе на р(х), третье
на | и сложив почленно, получаем

ФУЧр9+9УИУ.
г

Ввиду того ‘что у1 и У» — решения однородного уравнения, то
"ЕР(х)уг-Е9 (х)у1==0

yo”+p (x) yo’+4 (x) yo=0.
Решая систему (4), находим

oa №,y:( In.)

(ny
Интегрируя, получаем

С:= С.(х) И Co= C(x).

$ 3. СКОРОСТЬ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ТРУБОПРОВОДЕ
Задача 164. Жидкость течет в трубопроводе, длина которого /

велика по сравнению с радиусом Ю поперечного сечения. Разность
давлений на концах трубопровода р. Найти скорость движения
Жидкости.

Решение. Рассмотрим установившееся движение жидкости
в трубопроводе. Скорость движения жидкости о по мере удаления
от стенок и приближения к оси трубопровода увеличивается
(рис. 105).

Вообразим внутри потока жидкости плоскую площадку пло-
щадью $, параллельную оси трубопровода.

Верхние слои жидкости над $3 действуют ускоряюще на нижние.
Нижние тормозят движение верхних.

По закону Ньютона действующая на площадку сила Ё равна
dv |ко dy’ где А — коэффициент пропорциональности.
Рассмотрим ‘далее поток жидкости, имеющий форму полого

цилиндра (рис. 106). Так как величина Аг мала, то скорости частиц
жидкости в цилиндре можно считать одинаковыми.
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Пусть длина цилиндра равна 1. Тогда на внутреннюю поверх-
оность площадью 2лг.| действует сила 2л7Ё Tr На наружную по-

. dv dvBEPXHOCTb JelicTByeT CHa —2nrk Tr —d ( Qnkr Tr ,

Sly

Puc. 105 Puc. 106
~

Сумма этих сил равна —2лЕ4 (+)
При установившемся движении сила трения равна силе, кото-

рая передвигает полый цилиндр вдоль оси. Эта сила равна разности
давлений р на концах полого цилиндра длиной 1. Тогда движущая
сила равна 2лргаг. Итак,

—2nkd ( ra ) =2nprdr,
откуда дифференциальное уравнение процесса

Это неполное линейное неоднородное уравнение с рациональ-
ными коэффициентами. Для интегрирования его сделаем подста-

dv |
dr’

В результате получим линейное уравнение первого порядка

новку 2=

2__Р
dr r..t—i‘i‘RS
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Общее решение его
Сdv 4_—— 49 aeoir oR TT

Интегрируя еще раз, имеем:

О — — 5 "ЕС! In r+Cs.
Постоянная интегрирования С: должна быть равна нулю, так

как скорость течения жидкости по оси трубы не может быть бес-
конечно большой (при г=0 о обращается в бесконечность). Посто-
янная интегрирования С› определяется из начального условия: при
г—=А v=0 (скорость течения около стенок трубы равна нулю),

pR?
Ak

Искомая скорость движения жидкости
откуда С>=

= Е (R2—r?).
$ 4. ИЗГИБ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНЫ

Задача 165. Найти упругую деформацию изгиба плоской круг-
лой пластины от действия равномерно распределенной симметрич-
ной нагрузки. |

Решение. Предположим, что:
1) закрепление по краям пластины всюду одинаковое;
2) ординаты и упругой поверхности *, отсчитываемые от перво-

начального положения срединной поверхности, остаются неболь-
шими (малые деформации);

3) ввиду симметрии у зависит только от расстояния х от оси
симметрии (от перпендикуляра к срединной плоскости в ее центре),
т. е. упругая поверхность должна быть поверхностью вращения;

4) пренебрегается по сравнению с ординатами у теми состав-
ляющими упругих перемещений точек срединной поверхности, кото-
рые параллельны начальному положению этой плоскости;

5) все точки, лежавшие прежде на одной прямой, перпендику-
лярной к срединной плоскости, после деформации остаются опять
на одной прямой, которая вследствие симметрии должна пересе-
каться с осью симметрии пластинки;

6) сохраняется закон Гука.
1. Выясним вопрос изменений длины, происходящих при изгибе.

* Упругой поверхностью называется поверхность, в которую переходит сре-
динная плоскость пластины при ее деформации. |
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В точке А на расстоянии х от оси симметрии и на расстоянии 2
от срединной поверхности (рис. 107) возникают удлинения в танген-
циальном и радиальном направлениях &; И ,. Так как нормаль
к упругой поверхности получает наклон ф по отношению к оси сим-
метрии, то радиус х круга, проходящего через данную точку, увели-
чивается.на 2$.

Принимаем ввиду малости углаф ЗШФАф.
Длина окружности возрастает пропорционально радиусу. Поэ-

тому отпосительное удлинение в тангенциальном направлении

Zp
x (1)&: —

Проведем на расстоянии 4х вторую нормаль к упругой поверх-
ности и обозначим через 4ф угол между двумя нормалями. Длина
волокна, проходящего через точку А и заключенного между двумя
нормалями, увеличится на гаф по сравнению с длиной волокна, ле-
жащего в срединной поверхности, которое остается без изменений.

. Разделим величину г4ф на первоначальную длину 4х и получим
относительное удлинение

гаф„= 249. (2)
Удлинения (1), (2) и соответствующие им нормальные напря-

жения о, и о; в перпендикулярных направлениях взаимосвязаны
основными соотношениями теории упругости

а(ао) =f (ota),
где Е — модуль Юнга, разрешив которые относительно о;и о,
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>

получим
we иЕ=(пе: =), 0.= WT (ме =+). (3)

Подставляем в’ равенства (3) значения удлинений (1), (2)
и в итоге имеем: pE ( e , a&1“ ),On и2— Mx| dx 4

aaEo (yt4 #) .1 К ах х’’
т. е. напряжения пропорциональны расстояниям от срединной пло-
CKOCTH. | |

2. Рассмотрим равновесие элемента пластины и составим урав-
нение равновесиядействующих сил.

| dx x

б- — [=— б-

б———- On —=—_0.

у Рис. 108 га

Проведем через ось симметрии две меридиональные плоскости,
образующие бесконечно малый угол 4, и между обеими плоско-
стями проведем два цилиндрических сечения с радиусами х и х-Нах.
Получим элемент пластины, представленный на рис. 108 (разрез
‚и план).

На четырех поверхностях сечений возникают напряжения о’
и о;, которые на каждой поверхности приведем к паре. На цилиндри-
ческих сечениях появляются также касательные напряжения т, при
помощи которых нагрузка средней части пластины передается
на опору.

а) Напряжения 0+. Каждой элементарной площадке аЁ одного
меридионального сечения соответствует элементарная площадка
другого, на которой напряжение имеет такую же величину. Линии
действия обеих сил о:АЁ пересекаются в плоскости симметрии эле-
мента пластины. Эти силы можно привести к равнодействующей
o:dFda, приложенной в точке их пересечения и лежащей в плоско-
сти симметрии.
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Момент силы о:АР4 относительно любой точки срединной по-
верхности равен о,2АР4<. Для всей плоскости симметрии, учитывая
равенство (4), получаем

Е аМ(0:) — о, o:zdF =da т (2x FY |ear.

Puc. 109

зависит от вида сечения и представляет момент инерции меридио-
‚ №нального сечения, равный —15_ 4%. Поэтому момент пары о:
we hs
2—] 12

М (с!) = (ве <?) ахда, (5)
Ординаты г считаем положительными при направлении их вниз.

dpЕсли величины фи Ч также положительны, то в нижней части
будут растягивающие напряжения о; и равнодействующая этих на-
пряжений в `меридиональных плоскостях направлена в плоскости.
симметрии элемента в сторону центра пластины, как показанов раз-
резе (рис. 109).

Наверху при отрицательных 2 направления сил противополож-
ны и пара, образованная всеми напряжениями о: будет. вращать
элемент пластины против часовой стрелки. Тогда момент (5) будет
иметь отрицательный знак.
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6) Напряжения о0;. В поверхности сечения, соответствующей
радиусу х, напряжения о’ образуют пару сил, момент которой с уче-
том равенства (4) равен

| odFz=и +) | 2ar.
Интеграл / г2АЁ представляет момент инерции прямоугольника

шириной ха и высотой A. Поэтому последнее равенство прини-
мает вид

\o,dFz= =-. т (ux +9) da. (6)
К этому выражению присоединяется еще пара сил от напряже-

ний о’ на противоположной поверхности сечения, имеющая обратное
направление вращения. Таким образом, остается лишь разница
между обоими моментами, которая представляет дифференциал
выражения (6), соответствующий приращению расстояния х на dx:

a(S = ( wx +9) da | =
pe hs . ay аф dpw—1 12 ( dee de ae ) axda.

Таким образом, момент всехрOr:
_ pe Oh ep dyM(or)= oT 15 ( px Ge tH ах ) dxda. (7)

dep |Если величины фи Ах положительны, то Напряжения оду в НИЖ-
ней половине растягивающие и пара в сечении х вращает против
часовой стрелки.

В сечении x-+dx вращение направлено тогда по часовой
стрелке. Если предыдущий дифференциал положителен, то он дает
момент, вращающий в положительную сторону, т. е. момент всех
напряжений о’, вводится в уравнение моментов без изменения знака.

в) Касательные напряжения т.
Для того чтобы привести касательные напряжения к паре сил,

момент которой мы должны найти, определим передающуюся пере-
резывающую силу. Предположим, что в пластине проведено кольце-
образное ‚сечение радиуса х. Ограниченная этим сечением внутрен-
няя часть пластины находится под нагрузкой лх?р, которая уравно-
вешивается перерезывающими силами по кольцеобразному сечению.
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На часть кольца, заключенного между меридиональными сечениями
ис центральным углом 4, приходится -о__ сечения. Поэтому. на эле-
л

мент пластины в сечении Хх передается перерезывающая сила
х2р 4. В сечении хх перерезывающая сила больше только что
найденной на величину дифференциала. Следовательно, разница
между ними соответствует нагрузке, приходящейся на элемент.

Эта разница как бесконечно малая высшего порядка не имеет
существенного значения и поэтому

о.M(t) = = dadx. (8)
Знак момента, как следует из рис. 109, положителен.
3. Элемент пластины относительно вращения будет в равно-

весии, если алгебраическая сумма всех моментов равна нулю:

M (or) +M (or)М (т) =0. (9)
Подставляем в уравнение (9) найденные значения моментов

(5), (7), (8) с учетом их знаков и получаем
we hs ф de .т (uO 4) dda

wE hs dp dep do ep _TT 8 (wx dae ay +p) bidet g Ча4х—0
или после сокращения на ах и выполнения упрощений

и?Е hs dp. dep _ Ф рх?( dx? т. Ах xu2— | 12 2
откуда

| ap dp ФФ 6(и?—1)м ЙА?
dx? ax x wEh3

или, разделив обе части равенства на х, приводим задачу к следую-
щему неоднородному дифференциальному уравнению с рациональ-
ными коэффициентами

ap 1 dg ф 6 (2—1)Te To Ge ee EA 27 (10)
Здесь: ф — угол, образуемый нормалью к элементу пластины

после изгиба с первоначальным ее положением; х — расстояние
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элемента пластины от центра; -—— — коэффициент Пуассона;
Ц

й — толщина пластины; р — давление на пластину.
Соответствующее однородное уравнение для уравнения (10)

а в и)
совпадает с уравнением (8) предыдущей задачи и поэтому имеет
общее решение

Сp= Cyx+ —. (12)
Для нахождения общего решения данного неоднородного урав-нения (10) предположим, что оно имеет такую же форму (12),

но С и С» являются теперь функциями х, т. е.

p= Ci (x) x-+- ———aed
Функции С!(х) и С›(х) нужно определить, чтобы удовлетворитьдифференциальному уравнению (10).Для этой цели применим к дифференциальному уравнению (10)

метод вариации постоянных.
Краткости ради введем обозначение

6(w2—1Si) —N.
wEh3

Тогда уравнение (10) примет вид

dp 1 dg фTe + > . Е — a — —МХ. (13)
Два частных решения соответствующего однородного уравне-

ния (11)
1ф!—=Х, ф2=— x! (14)

_С помощью линейно независимых частных решений (14) будем
искать общее решение уравнения (13) в виде

p= C1(x) qitCe(x)gr. (15)
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Дифференцируя это равенство, получаем

афг=Cyrt Cigi’+ C2’Qe+ Cage’. (16)
Tak Kak C, 4 C2 HeH3BeCTHEI, TO 1A HHX NOCTABHM KaKHe-TO усло-

вия. В виде первого условия поставим `

Ci'qitCr'~e=0, (17)
после чего уравнение (16) упрощается и принимает вид

dp / /i=Cir’ +Cage’. (18)

Дифференцируя еще раз уравнение (18), получим

ay
Fee C1Capel”CalpeCole’. (19)

dp. @p |Подставим выражения ф, Te’ Ge уравнений (15), (18)
и (19) в уравнение (13) и после группировки слагаемых получим

и 1 / 1 и 1 / 1 ‘ :С, ( +—o'-— 9) +0:(@ bP ) +
ФСС= МХ.

Так как фи и ф2 удовлетворяют уравнению (11), то уравнение
(13) превращается в нижеследующее

С! . о--С..Oi’C1’+qn’Co’= —Nx :
ИЛИ

pr’Cy’+qn’Co’= —МХ. (20)

Решая теперь систему уравнений (17)и (20), находим С’и С»:
Nx Nx

СЫ Cf=—-—_
P2p1 —P1P2 Pipa —Pop

Тогда величины С! и С. находятся простым интегрированием:
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|— xdxfeeфхах x
Cy=—N +C=—WN +C=Popr— Pipe is, ( —_ +)

x x

2 + (21)К [акс Nx +C,
2

C.=—N f—orex +C,= м [зах с.— М мс,ф1фх —ФФ 2 8 |
Подставляем полученные значения (21) в уравнение (15) и пос-

ле упрощения найдем общее решение уравнения (13):

иеине)ж-С. ) и
где Ви С — постоянные интегрирования.

Написанное выражение для ф является наиболее общим реше-
нием, так как оно содержит две произвольные постоянные.

Для определения постоянных интегрирования из граничных
условий заметим, что в середине пластины при х=0 и ф=0, т. е.
C,=0. Постоянная С зависит от условия, которому подчиняется
пластина на краях.

Полагаем края пластины защемленными, т. е. считаем, что
упругая поверхность касается по кругу радиуса х==г горизопталь-
ной плоскости, с которой вначале совпадала срединная плоскость
пластины. Поэтому ф должно обращаться в пуль также при Х=и.

Тогда

0=— — м rt+Cr
ИЛИ

C= я r,
Итак, для защемленной по периметру пластины

3(и?—1)=(72x—x3) = heen р (72х— 3). (22)
Подстановка значения ф из равенства (22) в соотношения (1)

и (2) дает значения упругих удлинений и напряжений:
N81 = > (72—42)2, вг= 8. (72—32)2.



Глава ХШ

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К СПЕЦИАЛЬНЫМ ЛИНЕЙНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ВТОРОГО ПОРЯДКА

С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
(УРАВНЕНИЯМ БЕССЕЛЯ, ЛЕЖАНДРА И МАТЬЕ)

Интегрирование дифференциальных уравнений второго поряд-
ка с помощью рядов применяется, когда затруднительно нахожде-
ние общего решения уравнения.

Рассмотрим интегрирование дифференциальных уравнений вто-
рого порядка с переменными коэффициентами при помощи рядов.

Метод неопределенных коэффициентов

В уравнении
y"+p(x) y’+9(x) y=0

p(x) u q(x) раскладываются в степенные ряды ‘
oo oo

p(x) =У. им и 9(х)= У р;м.
$, [—=0 1, [—0

Решение определяется в виде
oo

be я lY= 7", CiX’.
i, l=0

Коэффициенты с; находятся способом неопределенных коэффи-
циентов; подставляя значения у, и’и'у” в уравнение и приравнивая
нулю коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем уравне-
ния для определения коэффициентов с;:

хо |2. 1с2-Н @ос1-- бобо= 0,
х1 |3. 203+2aCo+Q1C1-+Боса-Е В1со= 0,
х2 |4. 30, +3a9C3+204Co+ 2014+ Docot+ byc4+ boco=0,

Чтобы получить два частных решения у! и у2, принимаем для
И1 Со=1 С4==0, для Уз с0=0 с4==1.

После определения с; необходимо удостовериться в сходимости
полученного ряда.
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Метод разложения в ряд Тейлора или Маклорена
Решение уравнения

. Me /у =|(x, у, у )
можно искать в виде ряда Тейлора и Маклорена, если `задать для
него начальные условия и если ряд при этом получается сходя-
ЩИМСЯ.

Пусть начальные условия:
при х=а y=);
» х—=а y=;
» х—=а у’=Ь..В таком случае ones решение уравненияwe“ay eoтоак +y""(a) +

У“(а) :=
Значения и””’(а), иУ(а) находятся из заданного дифференци-

ального уравнения и из уравнений, полученных из него дифферен-
цированием, подстановкой в них заданных постоянных:а, би, 62
вместо х, цу, и’, и".Ряд пеилора

f(x)=

Ряд Маклорена представляет собою частный случай ряда Тей-
лора, когда разложение функции [(х) по степеням х производится
при а=0, т. е.

f(x) =F)+P +3-10) +...4+=

х—y=b>hi—

~ (a) + I" (a).SOjnay.

(0)...
Решения нижеизложенных специальных пяфференциальных

уравнений второго порядка с переменными коэффициентами осно-
вываются на принципе интегрирования уравнений с помощью рядов.

I. УРАВНЕНИЕ БЕССЕЛЯ

Линейное дифференциальное уравнение

ии (1-5 )=0
ИЛИ

xy” ху’-Е (2—1?) у=0, (1)
гдей — любое число, называется уравнением Бесселя п-го порядка
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Известно, что для уравнения типа х?у”’--хр(х)у-9(х)у=0,
если функции р(х) и 9(х) разлагаются в сходящиеся ряды по сте-
пеням х, методом неопределенных коэффициентов могут быть най-
дены решения вида и=х"(@-Наах-На›х?--...). Значения показателя
г находятся из характеристического уравнения

r(r—1)+p(0)r+q(0)=0.
Для уравнения (1) характеристическое уравнение

r(r—1) +r—-v’?=r—rn’e=0,
откуда

Г— НИ.

Y=X" (Ao+ayx+aox?+...)
в уравнение и приравнивая нулю коэффициент при х”+*, находим

k (2и- Е) ав ав—>== 0.
При=1 получим:

Подставляя

(2n+1)a,=0,
Qmyi=0 (m=—1,2,3...).

Придавая К значения 2, 3, 4,... , имеем:

9
2(2n-+2) ”

Я,— т2.4 (21-2) (2-4)’

причем @ — произвольно.
*

2° T(n-+-1)
* Понятие факториала распространяется на любые числа х (в том числе ина комплексные) при помощи гамма-функции Г(х), определяемой двояким

образом:

Полученный сходящийся ряд при @0= определяет

= fet {=—1 Е (интеграл Эйлера) (только при х>0)
0 ni n*—1tP(x) == lim 7 (для любых значений х, отлич-
noo X(X+1) (x+2)...(x4+n—1)

ных от неотрицательных целых).
Основные свойства гамма-функции:

T(x+1) =xP(x),
Г(п)=(п-1)! при целом положительном п.

Понятие факториала п!, определенное сначала для целых положительных п,
обобщается для любого действительного п в виде функций П(х) =Г(х-+]).При целом положительном x: П(х)=х!=1.2.3....-х, При x=0:IT (0) =T(1) ==
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цилиндрическую функцию (функцию Бесселя) п-го. порядка
1-го рода:

и)
27 T(n+1) 2(2n+2) © 2-4(2n+2)(2n+4) “L

со; (-1 (zy
—У, Е Г(и-Е-1) › (2)

k=0

1» (х)=

которая является решением уравнения (1). Здесь |х| < о.
Решение уравнения Бесселя может быть представлено также

функцией Бесселя в виде

®(х) = (=)" >.wna (>) »
k=0

причем

П(и-) =Г(и-&- 1)=П(а) (и-1) (9-2) ... (n-+R). (2a)
Общее решение уравнения Бесселя, если п не целое число,

имеет вид y=Cn (x) +Cat-n(x), (3)
где /-„(х) определяется рядом, получающимся из приведенного
выше ряда для /„(х) заменой п на —п.

При п целом
Jon (x) = (—1)"/» (х),

Та (х) = эт»,
2

Л 1 (х)= cos x.Fe TTX

В этом случае функции /„ и Г_„ — линейно зависимые и их
линейная комбинация (3) уже не является общим решением урав-
нения (1). |

В общем решении в этом случае /_„(х) должна быть заменена
бесселевой функцией второго рода Yn(x), называемой функцией

| ]при =

]
при п=—
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Вебера (или Неймана) и определяемой равенством:

_ 1т(х)с0$ та Т-т(х)
7, (Хх) = Шп

m>n sin mx

При помощи этих функций общее решение уравнения Бесселя
может быть записано в виде

у—Си (х)-- (> (x)

(как при целом, таки не при целом п).
Уравнение

РУ’ — (2-1?)у=0
называется модифицированным уравнением Бесселя. Егооотличие —
последний член всегда отрицательный.

Модифицированное уравнение Бесселя может быть приведено
к виду

xy" xy!+ (Px?—n*) y=0.

Обобщенное дифференциальное уравнение Бесселя
а (xe £4dyF(xe YL)4 (axipoxtyy=0 (>В

сводится к уравнению Бесселя

nz
x2y’+—y'+ (m—— )y=o.

Общее решение (если и — целое число) будет

1 1

ухи [Cin (@x*) +C2Yn(@x®)).
Здесь:

2 о (1—р) 1—р
о 2-2 ~ 2—p+j’

Vi—p)2—46 _k=p—2; n= (=P) 4 и o=—aya.
- 2—p+]
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$ 1. УСТОЙЧИВОСТЬ СТЕРЖНЯ ФОРМЫ УСЕЧЕННОГО КОНУСА,
СЖИМАЕМОГО ПРОДОЛЬНОЙ СИЛОЙ

Задача 166. Найти уравнение продольного изгиба стержня,
имеющего форму усеченного конуса, закрепленного в одном конце
и сжимаемого силой Р. Найти критическую силу; если радиус ниж-
него основания конуса Ю=2г (г — радиус верхнего основания).

Решение. Как известно, дифференциальное уравнение упру-
rou ЛИНИИ

1 P уa _ EJWx ——Ри.
| | ‘Panuyc po некоторого сечения $—$

определяется из соотношения (рис. 110):| ПРА
-1-=5--5 R—r- iL’| £ т. е

Ю—гp=r-+ 7 x

| Полагая —— —Ви замечая, что

=Л,
Рис. 110 4

где /о — момент инерции верхнего сечения, имеем
x \4ah (it)

Начальные (граничные) условия: при х=0 и=0, при х=[

dx
Уравнение упругой линии примет вид

d@y Bx —4ЕЛ Fx + (1+) Py=0. (1)
Пусть

|1-- у.

Уравнение (1) принимает вид
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42в +200 +otty=0, (2)
где

5Роо? — ЕВ?

В уравнении (2) положим у=—. Тогда получаем дифферен-
tциальное уравнение Бесселя ve

22 dz J2 tg 2) at АР tai (оли г) 2 0,
которое представим в виде

az dz2. — 212 —(ta) d(ai?) +- (ta) d(at) +- [Е A z=0.
]Замечая, что и= о› Получим общее решение
2=C1(а Сы 1 (af)

2 2
ИЛИ

2—у (Су зш 1-- С> с0з @ё),.
mat .

rye Cy 1 Co— произвольные постоянные интегрирования, J, uJ 1—
2 ~ 2

функции Бесселя первого рода иполовинного порядка.
Возвращаясь к переменнымхи у, находим

— (+) (Ay sin —2ra
A,y=—C, У, Аз= С. |2

ло ла

Так как при х=0 ордината у=0, то
Ai sin atAs cos a=0(,

al+Ascos ———[Вх—®_},
где

Ao=—A, tg 0.
Следовательно,

—__ [--Вх _ apx
I~ Teosa [--Вх
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=>.

Находим производную

д" [+-Bx
dy A:p (4 apx Oo abe)
dx cos @ т [--Вх «os [--Вх

Производная (3) равна нулю при х=[{. Это дает уравнение

(3).

ap ©,
+B ТЕ’ 4)

из которого при данном В определяем а.
Критическая сила

tg

2825]Рир= oF
Если К==2г, то В=1. Из уравнения (4) имеем

to
Bo =" 9

a=4,06.

Тогда искомая критическая сила

ь _ 4.06? 17,08ЕЛ
В

$ 2. УСТОЙЧИВОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО СТЕРЖНЯ
ПОД ДЕЙСТВИЕМ СОБСТВЕННОГО ВЕСА

Задача 167. Найти критическую длину цилиндрического стерж-
ня с закрепленным нижним концом и со свободным верхним концом
под влиянием силы собственного веса. (Критическая длина стерж-
ня — длина, при которой может произойти прогиб стержня.)

Решение. Верхний конец стержня примем за начало коор-
динат, ось Ох направим вертикально, а ось Оу — горизонтально
(рис.-111).

Рассмотрим элемент стержня длиной 4$ и с координатами цен-
тра тяжести К (и, ч).

Момент силы тяжести элемента относительно точки S B пред-
положении, что изгиб достаточно мал, равен

q(y—v)ds~q(y—v)du,

где д — вес единицы длины стержня.
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Изгибающий момент в сечении 5

M=q | (y—v)du=qxy—q | udu.
0 0

Граничные условия:

+ 0
| || и
Г1 ds JK
| du
|
|
|Sf-

ГГ,
Рис. 111

@?у1) при х=0 у=0, 2) при х=0 М= de =0, 3) npu x=/
вследствие защемления конца А а —0..

Так как i
2
у — —EJ ie M,

то, дифференцируя это равенство, получим

dey ам
В == ах

С другой стороны,
dM dy . dyа =9У-Нах1 9[9]и=к== 4%,
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и поэтому

Elie=OGp
или, обозначая &2= т и #=—т имеем

= +o2x2=0. (1)
3 2Полагая х= (-—} #3, уравнение (1) запишем в виде

‚ 422 ] dz
“Ge +3aT=?

Заменим функцию = через у с помощью подстановки 2=0 71
и получим уравнение Бесселя

12 Е $1 + (= —) и=0. (2)
]Здесь параметр п= 3°

Общее решение уравнения (2)

3 3
ИЛИ

ay И [си (22.57) сы (2858)]. @
Подставляя функции Бесселя Jy ( a. x 2) HJ +(——x2

3 3

в уравнение (3), имеем:

a =С. (Ах Вх Ст...) +С.(К--Ех Мхв -+.. .).
2Находим вторую производную ae и,учитывая второе гранич-

ное условие, получим С!=0. Ввиду этого

мс (28°).
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На основании третьего граничного условия

2a = __сы «(И —0.
Приняв С›=0, получим прямолинейную форму равновесия

у=0. Другие формы равновесия получим, приняв

12а - __1a 12) =0,
320 23! является корнем функции Бесселя 7 1.

3
Корни этой функции 1,87; 4,49; 8,13;...
Наименьшему положительному корню соответствует критичес-

т. е. считая,что

[Edкая длина [р= 1,99 у—
Первое граничное условие будет удовлетворено, если, проинте-

грировав уравнение (3), выбрать новую постоянную интегрирования
так, чтобы изогнутая ось проходила через начало системы ко-
ординат.

$ 3. УСТОИЧИВОСТЬ ВРАЩЕНИЯ ГИБКОЙ НИТИ

Задача 168. Найти критическое значение угловой скорости вра-
щения тяжелой гибкой нити вокруг вертикальной оси.

Решение. Тяжелая гибкая нить (рис. 112), прикрепленная
в точке О, вращается вокруг вертикальной оси Ох. Горизонтальную
ось обозначим Оу. Пусть т — масса единицы длины нити.

Рассмотрим элемент нити ММ. длиной ДА$, обозначив через T
и Г. натяжения нити соответственно в точках М и Ми. Натяжения
направлены по касательным к изогнутой оси нити и образуют с осью
абсцисс углы %и ал. Кроме того, к элементу ММ: приложены цен-
тробежная сила 17%2уА$ и сила тяжести т/А$, где « — угловая ско-
рость вращения, © — ускорение силы тяжести.

Проектируя действующие на элемент силы на координатные
оси, имеем:

T, cos a—T cos at+mgA s=0, |
T, sin a—T sin atmo2yAs=0

ИЛИ A(T cos a)-+mgAs=0, | (1)
A(T sin a) +mow?2yAs=0.
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Так как
x м ау

с0$ &== —— sina= ——
ds’ ds’

то после подстановки этих значений в систему (1) и деления урав-
нений. на Д$, переходя к пределу в предположении, что Д$—>0,
получим `

а ах а dyas (7) +mg=—0, as (т) —тТо?у==0. (2)
р Z

е

7

М

--—-- As mu*yAS
М;

4
mgs J

7

А

Рис. 112

Если отклонение нити от оси вращения мало, то, полагая
45 =ах, уравнения (2) запишем в виде

dT dTdx 8’ Gr dx 14 0. (3)
Vnterpupyem первое из этих уравнений и B итоге получаем

Г—— тах. | (4)
Граничное условие: при х==1 (в точке А) Т==0, отсюда |

O——mgl+C, C=megl. (5)
Подставляя найденную постоянную интегрирования (5) в об-

щее решение (4), имеем: |
T=mg(x—l). (6)
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Второе уравнение (3) можно представить в виде
dy Та го,
dx? + T dx dx +op Moty=0

или с учетом зависимости (6)

dy ] dy у _
dx? т x—l a ТЕ о,

откуда

ay| wy oydx? I—x @х — g(Il—-x)
l—xПолагая z=20// ‚ получим
d?y 1 dy
det Ре dz t¥=° (7)

Общее решение уравнения (7) примет вид

и=С. (г) СУ(2)
ИЛИ

усы ( »/ >) +6 (2® = )
Граничные условия: при х=[ ордината у должна быть конеч-

ной. Но У,(0) = со. Поэтому надо положить С2==0.
При х=0 иу==0, откуда

С (20 у) =0.
Можем принять С1=0 и получим прямолинейную форму рав-

новесия. |
Возможно также предположение, что

20 И =a,
8

где о — корень функции Ло([Г), которая обращается в нуль при
[—2,40; [=5,52; 1[=8,65;...
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Для наименьшего из этих корней имеем

20// ft == 2,40,
g

o= 1.20) 2. (8)
© 8При угловой скорости «<1,20 | —_ нить сохраняет прямоли-

нейную форму.
Если же в равна значению (8), то нить может искривиться.
Итак, критическое значение угловой скорости

(кр— 1,20 | 2
$ 4. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ‚ ТЕМПЕРАТУРЫ В КОЛЬЦЕВОМ РЕБРЕ

ПРЯМОУГОЛЬНОГО ПРОФИЛЯ

и тогда

Задача 169. Кольцевое ребро прямоугольного профиля прива-
рено к теплообменнику (рис. 113): Начало радиус-вектора г нахо-
дится на его оси с положительным направлением от центра. Сохра-
няются в силе расчетные теплотехнические предпосылки задачи 149.
Найти закон распределения температуры.

Решение. Площадь поперечного сечения отдельного элемен-
та высотой аг будет А=2лгб. Площадь поверхности этого элемента
4$ =2(2лг) 4гт=4лгаг. Разностью между подводимой в направлении
г теплотой в отдельный элемент при г и выходящей из отдельного
элемента теплотой при г-- 4х является

а dT—— ( 2nrbe dr, (1)
где Г — температура в отдельном элементе.

Для температуры окружающей среды Гз имеем
0—T—Ts u d0—dT.

Предполагаем, что рёбро теплее окружающей среды.
В установившемся состоянии общий тепловой баланс требует,

чтобы теплота, протекающая через элемент 4, равнялась отдавае-
мой путем конвекции двумя гранями ребра, т. е.

Juous=04$=4лйг@аг. (2)
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Приравнивая уравнения (1) и (2), имеем
Г АТ( 2ndkr ——“ +2ndk —) dr—AnhrOdr—=0

ИЛИ
‚ 429 dOa +r Gp re 0. ‚ (3)

Это модифицированное уравнение Бесселя нулевого порядка

с параметром т= 2hр р = 26 °

OcobaHug

Ширина

Общее решение уравнения (3) может быть непосредственно за-
писано в виде

9— С1/о (тг) Е С>Ко (тг),
где постоянные интегрирования С: и С› определяются заданными
начальными условиями.Здесь К„(х) — модифицированная функция Бесселя второго
рода п-го порядка. Для целочисленных значений п имеет вид

2 [299 _ OIn (Xx)
cos ni on onKn (x) =-
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П. ОБОБЩЕННОЕ УРАВНЕНИЕ БЕССЕЛЯ

$ 5. МАЯТНИК ПЕРЕМЕННОЙ ДЛИНЫ
Задача 170. Обыкновенный маятник состоит из невесомой нити

и веса У на нижнем конце. Найти. уравнение движения маятника
при малых колебаниях, если его длина непрерывно увеличивается.

Решение. Если при колебании маятника его длина /[ непре-
рывно увеличивается, то в момент #Ё она будет А-В.

Угловой момент количества движения (кинематический момент)
| Wесть произведение центробежного момента инерции У/= =“ RO-

круг основания и угловой скорости. Здесь г — радиус инерции.
Для сосредоточенного веса г=/ и поэтому момент количества

движения равен
И „492
& at

Скорость изменения углового момента количества движения,
согласно закону динамики, должна быть связана с восстанавливаю-
щей силой. Как видно из рис. 114, эта сила равна эт 0 или ввиду
малых угловых перемещений приближенно равна №6.

- Восстанавливающая сила образует вокруг опоры момент, плечо
которого [, и таким образом

а (т 4}
it пg dt = — Wel,

где знак минус указывает, что скорость изменения углового: момента
количества движения уменьшается при положительном значении
угла 6.

Тогда дифференциальное уравнение движения маятника
2.У [. 420 dl =(р —_.с (2 +9 . —)+wie=0

и при /=А--ВЁ принимает вид
420 2В 40 5
ав т A+Bt dt т A+Bt 9=0. (1)

Уравнение (1) — линейное дифференциальное уравнение вто-
рого порядка с постоянными коэффициентами.

Пусть
Аив=3 th
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тогда
40 40

du=dt,=ae
и уравнение (1) принимает вид

=и? ——-5> -Е2ии твив= 0, (2)
82—где т B

Уравнение (2) может быть сопоставлено с обобщенным уравне-
нием Бесселя

а 40Tn uP —) ++ (aui+ bu*) 0=0.
Если сравнение покажет, что р=^--2 или b=0, To ypaBHeHnue

(2) приводится к уравнению Бесселя.
В этом случае р ==0 и решение

iou [Cun (ax®) +a¥s (ax) J
если п — целое число.

Так как р==2, |=1 и а=т?, то получаем значения постоянных:

2 1—р
2—р- | р 2—p+j

—=_ = =

2—p+j

Общее решение уравнения движения маятника при малых ко-
лебаниях будет

а= —=—1; o=ay~a=2m;

6— — [ Cid, (Qmu) +Ce2¥i(2mu)J.
u

Tak Kak °
A

ив1
TO

9— lar | Cus (2m —+t) +02Y, ( om)4 +t)].
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$ 6. УСТОИЧИВОСТЬ СТЕРЖНЯ ПЕРЕМЕННОГО СЕЧЕНИЯ
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРЕМЕННОЙ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКИ
Задача 171. Найти критическую нагрузку для защемленного

с одного конца стержня переменного момента инерции под дейст-
вием переменной распределенной нагрузки (рис. 115). Момент

Хх тинерции стержня изменяется по закону J (xX) =—Jo ( 1 — =) , a Ha-
x \n ,грузка р(х)= Ро (1— =) ‚ где т, п принимают положительные

целочисленные значения.

pat

(x)

‚|

27777 Po
Puc. 114 Puc. 115

Решение. Изгибающий момент в сечении (х, и) определяет-
ся так:

1 х х

M(x) =— |p()ae(n—y) = J noe)ae—y | p &) de=—EI (x) -y’.
x l l

Дифференцируя это уравнение с учетом условий задачи,
получим т

——_

ut l и Pol х\тмYT El (1+)
l

y’=0. (1)
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При помощи подстановок
- x , 1 ау _ 1
Я a ST
1 dv , 1 dv pol?Mow, Who, . — 22р’ аи’ * ват’ @ПЕЛ“

~

уравнение (1) приводим к виду

d2v m dv
dai tudy Th OO. (2)

Уравнение (2) решается при помощи цилиндрических функ-
ций Ср р-го порядка:

_Р. ttpau Zy( 2kvu 2¥ ;
m—1.г.ИА P=из-

Для нецелочисленного параметра р имеем:

р 1 4о=и 2 | Culp ( 2evu +Сы» ОЁуи 2” )| |
9 ty [ СУра (ни — С р-1 (2въи | .

J

Для целочисленного параметра р=д., если т=даф-Н1,
n= (qitl)go—2, a ди и 492 принимают целочисленные значения,
имеем:

Ио О
_i (Q2—1)—1dv р 5 ae ) 1 а

fh (adии) +
1ЕСМ oe из“)].

Начальные условия:
а) при х=0 y’=0,T. e. u=1; v=0,
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dv6) npu x=/ у 0, теи—0; 1 =0.
В силу

_2— 1 ilim [ u a pat ( seve av | =o, n—m+2>0,
u—>0

Ир(0) ==со’ или соответственно №а:41(0) =со из второго условия
следует, что С›=0.

Первое условие дает для всех значений р уравнение потери
устойчивости

Ур (28%) — 0.
Первый корень х4=2А4у ввиду того, что

_Рок тр (№ \?(и 1) ЕЛ =A (s)
дает возможность определить критическую силу

Ри= bo = ( а уе.
2v [2

Yactuplt cryyah n—m+3=0, т. е. у=ою, приводит, согласноуравнению (3), к дифференциальному уравнению Эйлера
d2y n+3 du 2
dat Ки ‘Чит ш О

с критической нагрузкой meer
‘ ntl

Критические нагрузки для различных т и п приводятся
в таблице:

п т=0 т==| m=2 m=3 m=4

0 7,87 5.78 3,67 1,0 —
1 16,1 13,0 9,87 6,59 2,95
2 27,3 23,1 18,9 17 ° 102
3 41,3 36,1 30,9 25,7 20,2
4 521. 45,8 39,5 33,0
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Ш. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
” В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ

$ 7. КОЛЕБАНИЯ КРУГЛОЙ МЕМБРАНЫ

Задача 172. Исследовать колебания круглой тонкой мембраны
радиуса Ю и массой о недеформированного состояния на единицу
площади.

Решение. Для составления дифференциального уравнения,
описывающего движение мембраны, рассмотрим усилия, действую-
щие на ее элемент (рис. 116).

a4 TAX
a : TAnyDe4

Так как деформации мембраны и углы наклона малы, то сто-
роны элемента приближенно равны Ах и Ду.

Натяжение `Т является силой на единицу длины. Поэтому силы,
действующие на края элемента, приближенно равны ТАх и ТАу.

Так как мембрана абсолютно гибкая, то эти силы являются
касательными к мембране.

Рассмотрим сначала горизонтальные составляющие сил. Эти
силы получаются умножением действующих сил на косинусы углов
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наклона. Поскольку углы малы, то их косинусы близки к еди-
нице. Следовательно, горизонтальные составляющие сил на проти-
воположных краях приблизительно равны. В связи с этим движение
частицы мембраны в горизонтальном направлении будет ничтожно
малым. Отсюда заключаем, что движение мембраны можно рас-
сматривать как поперечное, т. е. каждая ее частица перемещается
вертикально.

Вертикальные составляющие сил вдоль краев, параллельных
плоскости уОи, будут ТАу зтВ и —ТЛу $11 ©, причем минус указы-
вает, что сила на левом конце направлена впиз. Так как углы малы,
то их синусы можно заменить тангенсами. Поэтому равнодействую-
щая этих двух вертикальных составляющих

TAy(sin B—sin a) ~TAy(tg B—tg a) =
д д—=TAy { (x--LAx, 41)— = (х, уз) | (1)

где и! и Y2 — значения между ии y+Ay.
Аналогично равнодействующая вертикальных составляющих

сил, действующих на двух других краях вырезанного элемента мем-
браны, будет равна

д дАХ | бр (9, УНАИ) —6 (xn ) |, (2)
Где х1 и х>2 — значения между х и х- Ах.

На основании второго закона динамики сумма сил, заданных
зависимостями (1) и (2), равна массе оАхлу=оЛА элемента иде-

О?и
Ot |

ально ровной мембраны, умноженной на ускорение
Таким образом,

ди ди диpAxAy— 7=TAy |e (x--Ax, y1)— -9х (% 1?) +
д д+Tax | Se (ха, ytAy)— oy (X2, y) ;

где производная в левой части равенства вычислена в некоторой
определенной точке (х, у) элемента мембраны.

После деления последнего равенства на рАхЛАу имеем:
ди | диби 7| дкА)ay Ow)

р 9 Ax т
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ди диди (жа, У-Лу)— ди (Xe, у)
Ay

+

Переходя к пределу при Ах->0 и Лу>0, получаем
дии т 5 (М,ys)—5 (%, 92)

—__ = ——| lim — +
dt? О Ax—>0 Ax

и ди2 (x4, y+Ay) a д (Xo, y)
+ lim oY 7 —Ay—0 Ay

д> Lie (Se) tap Cap) =pGe + ae)
и, полагая —— = a’, получаем волновое уравнение для двумерного
случая О?и — 2( O7u ru

ot? Ox? dy? (3)
Так как выражение в скобках представляет оператор Лапласа

\У?и“для функции и=и(х, у), то выражение (3) записывается
О?и
ОЕ

=VU, (4)

Рассмотрим теперь колебания круглой мембраны радиуса Ю
(рис. 117). Применяя полярные координаты х=Г с0$ф и И=Г 11 Ф,
волновое уравнение (4) запишем в виде

ди =a?( O7u 4 1 ou 1 ди 5
др — Or r Or г? Og? (5)

Будем рассматривать решения и(и, #) уравнения (5), которые
являются радиально симметричными, т. е. не зависят от ф. Тогда
волновое уравнение примет упрощенный вид

O7u =a? ( ди 1 ди ).
В де + Or (6)

Так как мембрана защемлена по окружности г=А, то краевое
условие

и(Ю, #) =0 при #>0. (7)
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Решения, ‚независимые от ф, будут иметь место, если начальные
условия не зависят от Ф, т. е. если они вида

u(r, 0) =f(r), (8)
rye f(r) — начальное отклонение, и

ди|=8: (9)
re g(r) — начальная скорость.

=> “S$

Puc. 117

Применяя метод разделения переменных (метод Фурье), опре-
делим решения уравнения (6), удовлетворяющие краевому усло-
вию (7). Пусть

u(r, t) =W(r)G(t). (10)
Дифференцируя и подставляя равенство (10) в уравнение (6),

после деления полученного уравнения на а?ЙЯС найдем
] а ] (<2 | oY).

eG de зу dre rar (11)
Для получения решений, удовлетворяющих краевому условию

без наличия тождественного нуля, выражения в обеих частях равен-



$ 7. Колебания круглой мембраны 409

ства (11) приравняем постоянной, которая должна быть отрица-
тельной, например, —2?. Таким образом,

1 #G 1 (ew 1 aw)
@G dz W*\ dr° rr dr ——f2,

откуда получаем обыкновенные дифференциальные уравнения
2Ga +¥G=0, A=ak, (12)

У 1 dWGe tpaFew =O. (13)
‚Введем в уравнение (3) новую независимую переменную $=,

откуда
I . АЙ dW ds dW -ak aw _w,
rs’ dr ds dr ds

и

ew _
dr2 ds2

Подставляя эти выражения в уравнение (13) и сокращая на
общий множитель ^2, получаем уравнение

aw 1 dW
dss * sds +W=0,

которое представляет уравнение Бесселя нулевого порядка.
Общее решение

W=CiJo (s) НСТ ($) ,

где ло и Уз — функции Бесселя первого и второго рода нулевого
порядка.

Так как отклонение мембраны всегда конечно, а: функция Уз
становится бесконечной при 5—0, то нельзя ее применять и следует
положить С›=0. Определенно С!==0, так как иначе И==0.

Можем принять С!=1 и тогда
W(r) =Jo(s) =Jo(kr).

На окружности г=Ю должно быть и(К, # = (К)С(1 =0.
Так как С=0 будет предполагать и==0, потребуем, чтобы

и(В) =Л (К) =0.
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Обозначая положительные ‘корни функции /($) символами
о, @2,..., ПОЛУЧИМ

a

где m=1,2,3,...
Поэтому решениями уравнения (13), которые исчезают при

г—А, будут функции `
OmWm (tr) =Jo(Amt) =Jo (2, ).

- Корни $=от функции Бесселя нулевого nopsdka Jo(S)

т | Qm | m | Om
1 2,4048256 11 33,7758202
2 5,5200781 12 36,9170984
3 8,6537279 13 40,0584258
4 11,7915344 14 43,1997917
5 14,9309177 15 46,341 1884
6 18,0710640 16 494826099
7 21,2116366 17 52,6240518
8 24,3524715 18 55,7655108
9 27,4934791 19 58,9069839
10 30,6346065 20 62,0484692

Соответствующие общие решения уравнения (12) при А=Ат=
—аАт будут

Gm(t) =m COS Amt-+5m Sin Ant.
Следовательно, решения волнового ‘уравнения (6), удовлетво-

ряющие краевому условию (7), представляются
Ит(г, t) = Wm(r) Gm(t) = (Gm cos Amt-+-Om Sin Amt) Jo(Rmr). (14)
Функции (14) называются собственными функциями, а значе-

HHAAm —характеристическими числами. Колебания мембраны, со-
ответствующие И», называются главными колебаниями т-го по-
рядка. Виды главных колебаний показаны на рис. 118.

При т==1 все точки мембраны перемещаются вверх (или вниз).
Cle |Когда т==2, то функция №2(г)= (Sr) равна нулю при

of ak |—— =0\ ИЛИ Г= . Окружность радиуса г=
R Qe Xe

следовательно, линией узлов, и когда в некоторый момент централь-
является,
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од Ю
Qe

пая часть мембраны движется вверх, внешняя часть (r>
движется вниз, и наоборот.

Решение иш(и, РГ) имеет т—| линий узлов, представляющих
концентрические окружности (puc. 118).

mle bende

m= M0

Puc. 118

Для получения решения, удовлетворяющего также начальным
условиям (8) и (9), рассмотрим ряд

u(r, t) =Swat Gm(t) _> (Am COS Amt +Om sin Amt) Jo (= r ).
m=t m=1

(15)
Подставляя 1=0 и используя равенство (8), получаем

оои(г, 0) = ат р r ) =F(r).
m=1

Следовательно, чтобы ряд (15) удовлетворял условию (8), ве-
ЛИЧИНЫ Am должны быть коэффициентами Фурье ряда Фурье —
Бесселя, который представляет разложение (7) по членам функции

аБесселя Jo (2 ,} ‚т.е.
К

R

Amm=“Rapacary Jt) ( р г), т=ь,2, 3,.
m/ 9

Дифференцируемость функции [(г) в интервале 0<г=А явля-
стся достаточным условием существования разложения,
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Коэффициенты 6» определяются с учетом условия (9) подоб-
ным образом:

В

om аа ол R ' } ar.
—

Для получения числовых значений коэффициентов ат и Om
можно использовать любой метод приближенного интегрирования,
применяя таблицы функций Бесселя Ли Л..

1У. УРАВНЕНИЕ ЛЕЖАНДРА
Дифференциальное уравнение Лежандра имеет вид

(1—x?) y”—2xy’+n(n+1)y=0, (1)
где п — целое положительное число (п=0, 1,2,...,^).

Одним из решений уравнения (1) является сходящийся ряд,
называемый полиномом Лежандра или шаровой функцией,

3...(2n—1) ( n(n—1)
п! тю

п1) (2—2) (#3) п-4 —2-4(2n—1) (2n—3) * —t...) —
1 4[(9—1"]— Qn п! e xn .

Ри (х) =

Фундаментальная система решений (1):
yi= P(x),

y= Qn(x) = > Pa(x) In ЕР (*)Р,-к ($).
О„(х) называется функцией Лежандра второго рода.

Тогда общее решение уравнения Лежандра

Основные свойства полиномов Лежандра следующие:
dx1) Pat) =e [01];

2) Po(x)=1, Pa(x) =X, P2(x) = (3x2—1),
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]Рз(х)= — (5x3—3x), Pi(x)= — (35x*—30x2-+13),2

Р5(х) = = (63x5—70x3+- 15x),
1Рв(х) =—- (2318—3154 105%2—5);16

3) иР»„ (х) = (2n—1)xPn~a (x) —(n—1) Pn-2(x);
4) Р„(х) имеет п нулевых точек, расположенных между
и —1|;

O при ПЕ,+45) JPm(x)Pn(x)de= | при пи
—1 2n+ 1

у S .6) 1—2rx+r2 =Рерих, [и <1.
$ 8. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ ДВУХ РАВНОСИЛЬНЫХ ЗАРЯДОВ

Задача 173. Найти в произвольной точке пространства электри-
ческий потенциал, создаваемый двумя равными и находящимися на
расстоянии 24 зарядами.

Решение. Задача представляет вращение вокруг прямой,
соединяющей эти массы на плоскости (рис. 119).

Пусть +49 — заряды точек А и В, расположенных на расстоя-
нии 24, а Р(х, у) — точка, потенциал которой надо определить.

`’ Потенциал

4
ry Го

Обозначим ОР=ги /_РОх=6. Тогда
2re2—=rd?—2dr cos 0=r* ( 1— 2 cos 0+ : } ,
2r2—r2+d?42dr cos 0=P? ( 1-Е22 cos OF a

и в результате потенциал
4у=-9 ( нон) "4 1+ 4 cos 04-4) »wir 2
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Предположим, что величина г значительно больше 4. Исполь-
Зуя ПОЛИНОМЫ Лежандра, можно написать новое выражение потен-
циала

V= = 2; Pa(oos 0) (-< ) — 72 P,»(—cos 6) ( fy"
у] Pix,4)

Так как полином Р„(х) является функцией своего показателя,
TO потенциал

2 . d \2n+1yv=— > Pons(Cos 90) (=) . (1)
п=0

Замечая, что величина г является очень большой по сравнению
с 4, можно ограничиться первым членом ряда (1), играющим важ-
ную роль в разложении. Поэтому потенциал

29 d\ 2qdcos0 M cos 0V=—— Pi(cos 0) (=) = в = РВ
где M=2qd — электрический момент диполя (—9, +9).
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Очевидно, что если г меньше 4, то тогда

2742== 2 (1—7 созо-+ = ),
2г(14 cos +=

и, проводя аналогичные выкладки,

V= ce У Рида (со$ 0) “yn,
n=0

$ 9. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ
В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ ПОТЕНЦИАЛА

Закон всемирного тяготения гласит, что между двумя мате-
риальными точками с массами М и т, которые находятся на рас-
стоянии г, действует сила

Mm.РА (1)
где Е — постоянная притяжения, а знак минус обозначает, что сила
стремится уменьшить расстояние между точками (рис. 120).

Если точка М: находится в начале прямоугольной системы ко-
ординат, то в формулу (1) можно подставить 72=2- у?--2? и тогда

b Mm
xP YP 22 *

Составляющие силы Ё по трем координатным осям соответ-
ственно равны:

ИИ kMm x _ kRMmx
__ му уяуча (P+y?+22) "2
Fo kMmy = Ш kMmz
г рае (Phy 2)

Существует такая функция-Ф(х, и, 2), что

a _Ф 0%
eax? OY ay? az’
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которая называется силовой функцией и имеет вид

kMm

(Ppyz)"
Отрицательное значение Ф обозначается У=—Ф и называется

потенциалом точки М на точку т.

|2

т

‹
2

М —
. ` _ 9

y > '

и.
Рис. 120

Функция
_ kMm

(x24y24-22)"h
удовлетворяет дифференциальному уравнению в частных произ-
водных

д?у ду O2V
Ox? т ду? т O22 —0, (2)

что легко проверяется подстановкой в это уравнение соответствую-
щих частных производных.

В сферических координатахг, у, ф уравнение (2) представ-
ляется

02(гУ OV 1 02V(Se +5-[0-i S) 442 G0
где ради сокращения записи обозначили соз у через п.
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$ 10. ПОТЕНЦИАЛ ПРИТЯГИВАЮЩИХ МАСС

Задача 174. Найти потенциал северного полюса Л! шара единич-
ного радиуса на точку Р (рис. 121).

Решение. Предположим, что количество сосредоточенных
в обеих точках притягивающих масс равно единице.

Если квадрат расстояния между двумя точками (северным по-
люсом М и точкой Р) (МР)*=К, то потенциал У= ———_-.

+7R
2 |
N

| |

= а

Рис. 121

Полярные координаты полюса М№ (1, 0, 0) и на основании
равенства УЮ==-Н1 12+/2—9^ соз ® получаем

VR=y 1—2r cos v-+r?,
так как

COS @=cos v cos vwi1-+sin v sin v1 cos (@—q1) =COs v.
Тогда потенциал

У =jf(r)=R 2. (1)
Y¥ 1—2r cos v-+r?

Следовательно, потенциал У северного полюса М (1, 0, 0) на
точку Р(г, у, ф) зависит лишь от радиус-вектора г и широты Vv.

При г<1 выражение (1) разложимо по степеням г в рядМак-
лорена

|” 0 [”” (0 aV=f() =f) (Ore pa
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Здесь:

7(0) =1;
i’ (r) =R~2(cosv—r), [(0)=созу;

[’(r) =—R“2+3R—2(cosv—r)?, [” (0) =3 cos*v—1;
[’" (r) =—9R- (cos v—r) +15R—-2 (cos v—r)3,

f’’ (0) =15 cos?v—9 cos v.
Тогда

3 cos*v—| 5 cos*y—3 cos v
3р т! 9V=1-++rcosУ --.:. (2)

Если коэффициенты при г” обозначить через Р» (со$ у), то раз-
ложение (2) примет вид

V=Po(cos v) +rPi(cos v) +r?P2(cos v) +. . == У rP» (cos v)
n=0

ИЛИ

И р,(в), (3)
n=0

где w= Cos v.
Здесь функции2" [| иyr n(n—1) (n—2) (n—3)

2” nin! №— 2(2—1 т 2-4(2n—1) (2n—3)n(n—1) (n—2) nt (n—4) (n—5)
9.4.6(2n—1) (2n—3) (2n—5)

Pn (pw) =

met]. (4)
Простые шаровые функции Лежандра (4) являются целыми и

рациональными. Так:

Ро(и) =со$ 0= 1,
Ра(и) —С05 У В,
P2(p) = = (3 cos?v—1) = 5 (Зи2—1),
P3(w) —+ (5 cos*y—3 cos v)= —->- (5—3),

=ьPx(u)= > (35 costv—30 costv-+3)= = (35-30-43).
/
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Потенциал У должен удовлетворять уравнению (3, стр. 416).
Так как он не зависит от ф, то это уравнение принимает упрощен-
НЫЙ ВИД

2BV) 2 [un оу |
or? =0.

Подставляем сюда выражение потенциала по формуле (3):

>» (ноты [авИ}=0. (6)
n=0

Уравнение (5) может иметь место лишь в случае равенства
нулю коэффициентов при отдельных степенях г:

(n-1)mPa(u)-+——[ ne)2] =o. (6)
После выполнения дифференцирования в квадратных скобках

уравнение (6) принимает вид

Ри п(1p)2 9,So(и +n(n1)Pn(y)=0.
Это дифференциальное уравнение Лежандра.
Общее решение любого линейного дифференциального уравне-

ния второго порядка представляет линейную комбинацию двух ча-
стных решений этого уравнения, т. е.

y=Ciy1tCope.

Одно частное решение может быть представлено в виде степен-
ного ряда с неопределенными коэффициентами и показателями
степеней:

w= > Авить. (7)
k=1

Тогда производная этого частного решения

A УАвтьить-1,
h=1

а второй член уравнения (6)
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de [|(2 —1) ——anиг [>дули>, АътьитьЦ | —
Sam (mp+1) p™— > Anmy (Mpr—1) wn. (8)

k=1

Подставляя выражения (7) и (8) в уравнение (6), имеем

n(n+1) >Anu = >: Авть (ть-НТ) и” —
h=1 h=1

hk=1
ИЛИ

Р.А» {[n(n-+1) ть (ть)] тать(пи 1) тк}=0. (9)
=1

Ряд (9) будет тождественным с рядом

>. {Aptt,(mz—1)we?-Angs [2(2-+1)—Mags(Map+1)] pret]
h=0

nmpu Ap=0.
Выполнение равенства (9) возможно, если Ть—2= Тиза, т. е.,

если показатели степени членов ряда представляют убывающую
арифметическую прогрессию, разность которой равна 2, т. е. зависи-
мость между показателями степени двух рядом стоящих членов
будет

т—2—1»,
т—==4,
тз— 2= И—та—6,

т=тТьА=иИ— 2,
nm, m,—2k+-2.

Тогда ряд приводится к виду

У. {Ак (т.— 28-2) (т. 2-1) Ава [п (и-1)—
k=0

— (my—2k) (my—2k+1)]} pm", Ао
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Первый член степенного ряда

А [п(я-1)— ти(ты 1)] wm (10)
oOpalllaeTca B HYJIb, CCIM M, paBHO n uM —(n-+1).

Остальные члены обращаются в нуль при‘
(m,—2k+2) (m1—2k+1)

n(n-F1)— (m—2k) (my—2k+1)
(m,—2k+2) (mi—2k+1)

(n—1m,-+2k) (n-m,—2k+1)

Arnsi=—An

(11)—— В

Соотношение (11) представляет рекуррентную формулу для
определения коэффициентов Ак при условии, что выбрано одно из
возможных значений 174. =иИ или и.= — (п-Е1).

Пусть в уравнении (10) 171.=. Тогда получаем значения иско-
мых коэффициентов

п(п—1).и,
(п 2) (п3) (n—3) (n—2) (n—1)n

As=—As 2.2(9—3) 2-4(2n—3)(2Qn—1) ’ee okcoy sey 4.
Ansi=—An 2k(2n—2k-+1)

(n—2k+1) (n—2k+2).,..(n—1)n
ЕР! (2—2 1)... (1—1)

ИЛИ

Дь4= (—1)*А,

Таким образом, искомое частное решение

Ss (n=2k-+1) (n—2k42)...(n—1)nn=Ai ( оси kk! (Qn—2k+1)...(2n—1) № ‘),
(12)

пРяд (12) прекращается при k= -5‚ если п — целое положи-
о, если п — нечетное число.тельное четное число и при k=

В уравнении (12), несмотря на неопределенный коэффициент
(2n)!РТТ представляет собой шаровые

функции Р„(и) первого рода.
A1, и! после умножения на
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Пусть теперь в уравнении (10) ин=— (n+1).
Тогда вместо рекуррентной формулы (11) получим для опре-

деления коэффициентов А рекуррентную. формулу

(n+2k—1) (n+2k)
Ok (2n+2k+1)Anwy=Arp

Tak Kak M,==—(n+1)—2k-+2, To получим ряд, представляю-
щий второе искомое частное решение

Yoa= A; (+4)

4 У (n+1) (n+2)...(n+2k—1) (n+2k)ГАН (21-3) (21-5)...(2-21) плен |. (13)
ип!
(2n+1)!

2°nIn! __ nl
(nt! ?~ 1-3-5...(n+l) ”

Умножим ряд (13) на и тогда

Ч» (в) =

представляет шаровые функции О»(и) второго рода.
При п=0:

1 1 J О

+. vga —~1<p<1,
i 1 1 _ bw, w+!QwW=gatgrtagteayer 15!

Между шаровыми`функциями @„ (и) и Р„(и) существует зави-
CHMOCTb

Ч»(и) =—P, (uw)In Pr-НИ3len.
2n—|ss тn— —тт Pr-s(p) +

2n—9Jа son} —1<=и=<1,
которая дает возможность получения функции О„(м) из шаровой
функции Р„(р) первого рода и логарифмической функции.
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У. УРАВНЕНИЕ МАТЬЕ

Дифференциальное уравнение Матье имеет вид
y”+ (A—2h cos 2x) y=0. (1)

Если и — характеристический показатель уравнения (1), то
существует решение у(х) такое, что

у(х--л) == ей“ у(х).
Если и1(х) — решение уравнения Матье, удовлетворяющее на-

чальным условиям

у(0) =l, yi (mt) —0,

то параметр в вычисляется по формуле

ch (ux) =y1 (x).
При малых значениях коэффициента h применяется приближен-

ная формула

пул зшлул
41, (^—1)

pu (Loe 350-48)nyA sin ¥A—20(A—1) (A—4)m2 cos пул.A
6412(A—1)3(A—4)

ун(п) = созл УАН?

В случае ил (л) 52 =1, т.е. изё (п=0, 51; +2...), общее ре-
шение уравнения Матье

у= Слен* p(x)+Cre-* p(—x),

где р(х) — периодическая функция периода л.
Ее коэффициенты Фурье могут быть определены из дифферен-

циального уравнения. Если иу1(л) =-=1, общее решение уравнения
Матье

у= Сар! (х) +С>[хра (х)р(х) ],

где р.(х) и р2(х) — периодические функции периода л [если
и (п) =-Н1] или 2л [если и! (л) =—

Решение у(х) называется устойчивым, если иу(х) при х—о
остается ограниченным; в противном случаерешение неустойчивое.

При |у1(л)|<1 общее решение устойчиво, при [у!(л)|>1
существуют неустойчивые частные решения.
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$ 11. ДИНАМИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ СТЕРЖНЯ
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПЕРЕМЕННОЙ ПРОДОЛЬНОЙ СИЛЫ

Задача 175. Исследовать устойчивость шарнирно закрепленного
на концах стержня длиной [ под действием переменной продоль-
Ной СИЛЫ

P(t) =P cos otf,
где Ро — наибольшее значение продольной силы, ® — круговая час-
тота изменения продольных сил, Г— время. При рассмотрении
поперечных колебаний стержня под действием указанных сил выяс-
нить, когда это движение неустойчиво. Площадь поперечного сече-
ния стержня Ё, жесткость стержня Е/ и плотность у.

|Pit}
0

ds ee
В

P(t)

Puc. 122

Решение. Когда идеально прямой стержень находится в по-
кое, то под действием периодических сил P=Py)cos ot B HeM
возникают переменные напряжения сжатия и растяжения. Если
какой-либо импульс искривит ось стержня, то начнутся поперечные
колебания.

Составим дифференциальное уравнение движения стержня.
Выделим элемент АВ (рис. 122) изогнутого стержня длиною ds..
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Так как деформации малы, то 45 =4х. Тогда дифференциальное
уравнение изогнутой оси

d?yEJ ——M,
dx?

откуда после двукратного дифференцирования
уEJ xt =],

где д — сплошная нагрузка на единицу ДЛИНЫ, которая СОСТОИТ ИЗ
УЕ 49СИЛЫ инерции а . ЧЕ И разности ‚Поперечных сил по концам

элемента, отнесенной к единице длины стержня.
Здесь & — ускорение силы тяжести.
В сечении А поперечная сила (—0,) будет равной @!= a

а в сечении В равна Qo=Pреdx? dx ).
2Разность поперечных сил на элемент будет —Р ae 4х и на

d2единицу длины стержня —Р т
Поэтому дифференциальное уравнение движения стержня будет

diy _ УЕ 4 у
Ed dxt - gi dx —Р dx?

и после деления на Ё/ принимает вид
d*y уг dy Pocosmt d*y
xt ~~ БЕГ de ~~ ET dx (1)

у 0
— 72 y—__ — ph?Пусть ВЕ] = и. Е2. Тогда уравнение (1) запишется
d'y ay ay

2 2 —xt +a dp +k? cos wt qn =0. (2)
Для интегрирования уравнения (2) полагаем

y=X(x)T(Z). (3)
Подставляем это значение и в уравнение (2)ro4X d2T @Х

2 —-—+@X — +8 cos wt -T I =0
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и делим равенство на произведение ХТ:
| (=dX
X

d2X ] РТ7 +R?cos wt ie ) + nat =0. (4)
Полученное уравнение распадается на`два уравнения:

1 4&Х 42Х— ( Txt +k? cos wl de =a-+BR? cos of, (5)
2 2> = —=—a—Pfk? cos ot, (6)

где ох и В — неизвестные постоянные расщепления уравнения (4).
Интегрируя уравнение (5), будем рассматривать # как постоян-

ную величину и искать частное решение в виде

Х==е9чх. (7)

После подстановки выражения (7) в уравнение (5) имеем

giet*+-R?2 cos wt-g?e%*= et(a-+PR? cos wt)
или, сокращая обе части последнего равенства на е9*, получим

q'+k? cos wt-q?=a+Pk? cos wt.
Отсюда

2 4 052д2= — acesat + а + («-НВА? со$ ®Ё) = —А1=К..
Вводим обозначения:

—Ri+Ro=213,
—R,— Ro= 222.

‚Тогда общее решение уравнения (5) будет
X== Cye**-+ Coe-%*-+C3 cos 2ex-+Cy sin ZX.

2Начальные (граничные) условия: при х=0 Х=д0ии —0,
@Х ”при х=1 X=0 1 ———Te ==0.

На основании этих четырех условий получаем систему для опре-
деления постоянных интегрирования:
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Cy+C,+C3;=0,
Cye2b Cre—2"'+-Cs3 cos Zol+-C, sin Zol=0,

(Cy+Co2) 212—C322?=0,
(Cyex!+ Cre-2!) 242— (Сз со$ 221-- Су эт 251) 222=

откуда
C7.= C.= C3= 0,

а

С. sin Zol=0.
Tak Kak Sin 22/—0, To

Zl—=—nn, n=l, 2,3,...
Таким образом,

k* cos*at nan k2cosa@t \?— +(a+pk? cos wt)= aneee)
или

b* cos? 44 22° kt cost@t _.ее bg--ВА? cos ot=——ve ррcos wl к4 д [2 4

откуда после сокращения подобных членов
па 22a-+Bk? cos of= >— “bcos wt. (8)

Равенство (8) будет справедливым при любом $, если соблю-
даются условия

ris’ nm?и== т и В=— в (9)
Каждому решению уравнения (5)

плхXn=Cn sin

будет соответствовать определенное рёшение Та уравнения (6),
и общее решение уравнения (3) выразится суммой

y= y x67,
n=1

Значения (9) подставим в уравнение (6) и тогда
2 2 hah 2oO ФГ —— 7% + nm k2 cos wt
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| | Гили, умножая обе стороны этого равенства на а? и перенося все
члены в левую часть уравнения, получаем

ФТ nist! [2k2

nan?Ilyctb pn= Rg ` Частота собственных (свободных) попереч-
РЕ? РРных колебаний порядка п стержня, bn2a — арт =—ar

отношение наибольшего значения продольной силы к Эйлеровой
нагрузке порядка п стержня.

Тогда уравнение (10) принимает окончательный вид
ФТ
dt? +-pn2(1—bn? cos ot) T=0. (11)

Уравнение (11) является уравнением Матье.Для решенияэтого уравнения введем новую независимую пере-
менную й подстановкой

2и—%Ё ИЛИ b= — >t.
Тогда

qT dT _ 2 aT,
dt, © о 4’4 (>+)

а

4 (7) ee (2 т) = 4 (2)=
dt, dt, АН? ан @ dt a @ @ dta (+1)2

_ 2 2 ФТ _ 4 @T
ю о de w2 diz’

откуда
ФТ wd
dt2 448?`

Уравнение (11) принимает вид
0? dTae _h 21 а --р»? (1—6? соз 28) Т=0

ИЛИ d?T a
dt,2 т (1—bn?cos 24) T=0. (12)
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Пусть Apr? Apr? , ,
2 т.=Fe 2M

Тогда уравнение Матье (12) приводимк виду
d?Tane + (G+291 cos 24) T=0. (13)

Здесь
2pn? bn?ф—— w2 b,2=—o 9 .

Уравнение (13) может быть представлено в виде
d?TGa totes(et +e%)] T=0. (14)

Будем искать общее ‘решение этого уравнения методом Хиллав форме

Т— Уb,eictteime, (15)
mao

где б„— постоянные коэффициенты; #=1—1; с — функция фо и фи.
Подставляя выражение (15) в уравнение (14), получаем

Т— со— >) bm(c+2m)? ети [ф-Нфа (е2--е-2й)] Г>Detect taimt) ——
m==—0o im ==—00

Отсюда получаем бесконечную систему уравнений, общий вид
которых

bm [ (ec+2m)2—qo] —1 [Om—1+0m+1] =0. (16)
Обозначая для краткости

и] = [(с+2т)*—ф],
запишем систему уравнений (16) в развернутом виде:

— фиб-8 b_-2[—2] —qib-1 —0,
—91b-2+[—1]—@ibo =0,

—pbstbo[0]—qibs =0, (17)
—qgido+b1[1]—qib2 =0,
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Исключая из системы (17) величины 6:1, получаем определитель
р (с) =0.

Уравнения (16) не меняются при замене с на с--2$ или на —с,
где $ — целое число, т. е. все корни уравнения заключаются в интер-
Bane +c¢9+2r, где г — положительное или отрицательное целое
число. Отсюда можно сделать вывод, что определитель D(c)
имеет вид |р(с) =А[соз (сл) —соз (сил) ], (18)
где ДА — постоянная величина.

Подставляя в равенство (18) с==0 и заменяя со на с, благодаря
общему виду выражения для с имеем:

р(0) =А [1—со3(сл) |. (19)
Для определения величины А рассмотрим частный случай

—ф!=0, тогда с==7 ф и определитель О(0) переходит в новый опре-
делитель со значимыми диагональными элементами

р’(0)=А [1—соз(Уфил) ],
где

0’(0) = [D (0) Jor=o.
Тогда

eine (5%1—cos(cx) om ( 2 ) . D(0) до)
1—cos Y gon sin? (+ qn) D’(0)

2

1—с0$ (сл) = 112 (vo) -11(0) =A(0).
Здесь |

___ $] ти 0 0 0
__ P41 __ 15— ] в 0 0

оо —__ Фи` ° о” fAД (0) ~~ 0 02— фо 1 02— фо
| mt gt0 0 Pay ] —

фи
0 0 0 — =42—po
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Отсюда
со$ (сл)=1—А(0).

Вопрос об устойчивости движения сводится в каждом отдель-
ном случае к вычислению определителя А(0).

Если
—1=—<1—А(0) =1

величина с вещественная и движение устойчиво; в другом случае
[11—А(0) | =|со$ (сл) | >>1, величина с становится мнимой и дви-
жение неустойчиво. Величиной с, разграничивающей действитель-
ныезначения с от мнимых, является с=].

Очень существенно установить зависимость между коэффициен-тами фо И фи, соответствующую переходу от мнимых к вещественным
значениямс.

Проанализируем. вопрос о переходе с от мнимых значений
к действительным.

Пусть величина с будет комплексной, т. е.
c=a-+t Di,

гдеаи 6 — действительные числа.
Тогда

cos (cm) =cos an cos ibn—sin an sin ibn.
Так как величина соз(сл) по существу всегда действительная,

то или 6=0 или а==$, где $ — целое число.Если р —0, то с — действительная величина: если же a=S, то
cos (cm) =-kcos ibn =1—A(0),

причем это уравнение в каждом частном случае дает лишь одно
действительное значение 6.

В случае, когда 1—Л (0) >>0, величина
c= +ib+2s; (20)

во втором случае, когда 1—Д (0) <0, то
cos (cm) =—cos ibn

и величина a
c= +ib+2s+1, (21)

а общее выражение для Т будет
oO -: coТ— её! У, ре+29)| е-ы>, b,! ett(142s) (22)

s==0. s=0
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Переходу величины с от действительных значений к мнимым
соответствует обращение в нуль величины в формулах (20) и (21).

Таким образом, основными величинами с, разграничивающими
действительные значения от мнимых, будут

c=1 un c=0.

В случае с=1 общее выражение Т=Т, при 6=0, согласно
соотношению (22), принимает вид

со соi >, bereits) >: 6,’etti(ites)
s=0 s=0

и общее решение уравнения (2) при переходе от действительного
значения с к мнимому запишется

=Daur, = DesinDoe 4 Dover|,
s=0 $=0

Общее решение для действительного с, равного —с==а, будет
оо

vyLEv= QiensinFx
tat oikt © . te со

© _ За. 2ikt®x| 2 ре 2-е 2 р»’е |.
Е—1 k=1-.

1 iM

Общее решение для мнимого с=-=#-+-2$--1 примет вид
оо со

y= Ух.Ть= Dy en sin™
n==1 n=1 l

bta © iot bia — iat |2m TOE (4+2s) —_ 918 , 10% (44.98)ж|е? b.e 2 te 2 ре? |.
s=1 s=1

В случае с=0 из равенства (18) получаем

р(0) =0,

откуда в развернутом виде



$ 11. Динамическое сжатие 433

42—д —Фд 0 0 0
—Ф 2—0 — ф 0 0

р (0) = 0 —Ф! fo — 0 =().
0 0 д 2—ф —p
0 0 0 —g 42—Ф

Учитывая, что фи! = —Фо —5› получаем
4рт?Фе—. oO? —0,

отсюда следует Pn=0 WH @->oo, ЧТо практического значения
не имеет.

Следовательно, можно ограничиться исследованием слу-
чая с=1[.

Из равенства (18) аналогично получаем

1--со$ (сл) _ D(1)|
I+cos(fqn) 2’) (23)

Как уже известно, величина с, разграничивающая мнимые иве-
щественные значения, равна 1. Подставив с==1 в уравнение (23),
получаем искомое условие

(1) =0. (24)
В развернутом виде бесконечный определитель (24) записы-

вается

1 a 1 0 0 0
—__ 0 1 Qy 1 0 0 __

DU=1o 9 1 a 1 of =? (25)
0 O 0 ] a 0

Ф—1 ф— 9 Qo—25
где а4=— ‚ а2= , a= И Т. Д.

i CT 4
Раскрывая определитель (25) и приравнивая его нулю, полу-

чаем уравнение для нахождения критического соотношения коэф-
фициентов Фо И фа.



434 Гл. ХШ. Специальные линейные уравнения второго порядка

Решение находится методом последовательных приближений.
Первое приближение, включающее только четыре центральных

элемента определителя, будет
| Qi |

l О
ИЛИ

а12—1 —=0,
откуда о

Второе приближение дает уравнение

ИЛИ

Третье приближение дает уравнение

]м.—=-1 ит. д.
92——

Q3

Критическое уравнение (25), устанавливающее связь между 6?
PnHW Qo=. at принимает вид

1ay— i —-]. (27)
a )

a3— —
О

Необходимые величины:

фо— 1 2(po—1) 2 (go—9)QS ———_——_ =— о. 2— ——_—_ 3
1 bn po bn po

2(go—25) _.a3== — bate” wee
Придавая величине 65,2 определенные значения, можно для

ADn .каждого из них вычислить приближенно отношение ф— 9
‘@
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Правая часть уравнения (27) имеет два знака и поэтому для
каждого значения 6»? распадается на два уравнения, дающих по два
корня для каждого значения 6.2.

При 6,2==0 оба уравнения совпадают и первое приближение
2дает точное значение критического соотношенияPre

@
¢Итак, первое приближение по формуле (26)

ay +1
ИЛИ

Ви2Фо —_
откуда

2 (ф— 1) = Fbn2o.
Когда величина 6,20, то

_ 4ри?Фо— o? =],
. Poт. е. при очень малых значениях отношения pais ‚будет ‚резонанс,

п

когда
0 —=2рп,

т. е. когда частота изменения силы Р вдвое превышает одну из час-
тот собственных (свободных) поперечных колебаний стержня.



Глава ХГУ

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К СИСТЕМАМ ЛИНЕЙНЫХ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ПЕРВОГО ПОРЯДКА

Непосредственный метод интегрирования систем дифференци-
альных уравнений сводится к образованию путем сложения, вычи-
тания, деления данных уравнений интегрируемых комбинаций, т. е.
дифференциальных уравнений вида

o (t,U, 4) =o,
где И — некоторая функция от искомых функций, не содержащая f.
В случае линейной однородной системы с постоянными коэффициен-
тами интегрируемая комбинация есть уравнение с разделенными
переменными, в случае неоднородной линейной системы — линейное
уравнение первого порядка. Каждая интегрируемая комбинация
дает один первый интеграл; если ‘число их равно числу уравнений
системы, интегрирование закончено; в противном случае получается
система с меньшим числом неизвестных функций.

Рассмотрим системы линейных уравнений с постоянными коэф-
фициентами. Существуют различные способы интегрирования таких
‘систем. Проще всего пользоваться методом Даламбера, который
вытекает из непосредственного интегрирования.

Пусть дана система двух уравнений
ахTe =ax+biy+Fi(t),

` (1)©. —ах--б2и-НЕ>(1) .
Обозначим через /, множитель, на который надо умножить вто-

рое уравнение, чтобы получить интегрируемую комбинацию
а Л,a=(A142)x+ (01+ b2h) y+ Fy AP2.

Цель достигнута, если

У(аа--а2^)
ИЛИ

Ad? (и—62) ^—В1=0. (2)

Тогда имеем интегрируемую комбинацию (И=х--^и):
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dU
(a1+-a2) U+-Fi--AF2

(линейное уравнение).
Пусть общий интеграл уравнения (3) есть

U=x+ay=O(t, 4, C).

—dt . (3)

Различают три случая:
1} корни квадратного уравнения (2) действительные и различ-

ные. Тогда имеем два интеграла системы (1):
x+My= (t, A, C;),
x+Asy=D(t, A, C2);

2) корни комплексные, ^— «ЕВ. Приравнивая действительные,
а также мнимые компоненты обеих частей уравнения

x+(a+pi)y=O(t, a+Bi, A+Bi),
получим также два интеграла (4, В — произвольные постоянные);

3) корни действительные и кратные, /л=12.
В этом случае получаем только один интеграл, который позво-

ляет свести вопрос к интегрированию одного линейного уравнения
с одной неизвестной функцией.

Рассмотрим систему трех уравнений
аaax+tbiy+toz+Fi(t),
dt

dyit == A2X+Doy+coz+Fe(t), ,
dzTE = a3xX-+b3y+c3z2+F3(f).

Умножаем второе уравнение на A, TpeTbe Ha ц и затем скла-
дываем. Получаем

d(x--Ay+ Bz).= == (a4+de-+-a3u)x+ (b1+b24-+53n)y+
+ (€1-F Cod C3.) 2--Fi AF2+ pF.

Подберем теперь /, и в так, чтобы имели место равенства:
6,+-beA+b3n= (и-НагА-Нази)А, | (4)
са са сзи= (аа-Раз^-аз) и.
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Вводим подстановку И==х-НАу-+иг. Находим. линейное
уравнение

dU

(aahasp) U+ (Fo Fo pF3) ~
Пусть его общее решение

И=Ф(Ь. № цв, С). (5)
Определяем 1, и р. Запишем систему (4) в виде

а--аз азь, by bed bap Cy CoA-+-Cop
| | =. r р

at.

Отсюда
а2)-Нази= $—01,

(b2—s)A+b3np=—=—by, (6)
CoaA+ (C3—S) p=—C1.

Условие совместности системы (6):

Qe a3 Qi—Ss
bo—Ss bs by —(), (7)

Со C3—S C4

Это кубическое уравнение относительно $.
Различают три случая:
1) среди корней уравнения (7) нет равных, 515525253. Опре-

делив для каждого корня из системы (6) соответственные значения
для Лии (Т.е. а, ца; №2, 2; Аз, из), из уравнения (5) получаем все
три интеграла; .

2) среди корней есть двукратный; тогда найдем лишь два ин-
теграла системы. Для окончания потребуется еще интеграция одно-
го уравнения; |

3) корень трехкратный; тогда найдем лишь один интеграл,
а поэтому интегрирование будет сведено к системе двух уравнений.

В случае комплексного корня поступают аналогично изло-
женному.

’ $ 1.. РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕЩЕСТВА

Задача 176. Некоторое вещество А`разлагается на два вещества
Ри (. Скорость образования каждого из них пропорциональна KO-
личеству неразложенного вещества. Пусть х и у—количества
веществ Ри ©, образовавшихся к моменту 1. Определить закон их
изменений, зная, что в начальный момент х—=0, у=0, а через | ч
Х— - с, y= > с, где с — первоначальное количество вещества Д.
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Решение. В момент # скорости образования веществ Ри ©
будут:

а— =khi(c—x—y),“4 (1). dt —А2(с—х—И),
так как к этому моменту количество неразложившегося еще веще-
ства А равно с-хр— у. Уравнения (1) представляют систему двух
линейных дифференциальных уравнений первого порядка.

Дифференцируя первое уравнение, получим

dx dx dy“ae =e (Gp +p). (2)
dyПодставляя в уравнение (2) значение —; ИЗ второго уравнения

системы (1), имеем: |

d?x dx -ав” —=—А! [>-НА2(с—х—у) . (3)
Исключая у из уравнения (3) и первого уравнения системы (1),

паходим

@2х dx -

Уравнение (4) является однородным линейным уравнением вто-
рого порядка. Его характеристическое уравнение:

та-|- (КАНЕ) г=0.

Это неполное квадратное уравнение имеет два корня:

7—0 и 12=— (ЕНР2).

Таким образом, общее решение уравнения (4)
x=Cy+Съе thayt

Для нахождения второго решения дифференцируем найденное
а. Xxвыражение для х, подставляем хи Е в первое уравнение системы

и решаем его относительно у.
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Получим
dx
dt

—C2(Ritke) erthalt — ky (C—Cy— Coe“ hat —y)

—=—С»(и №) ебу,

и второе решение

y=C—a Cre-(hitk2)t —C,,
4

Таким образом, решения системы

х— С.Н Соев, | (5)y=c+2 Сое би —С.
1

Определим С! и С>, используя начальные условия: при #=0
x=0 у=0. Таким образом,

C1+C2=0,
keC1— р, С2=С, |

откуда
Ric= аbic (6)

C.—= — —~_.,
ki+ke

Подставляя значения (6) в решения (5), получим законы изме-
нения величин Хи ув виде .

__ Ric
Rytke

__ Roc
a athe

Неизвестные коэффициенты Аа и А2 найдем из дополнительных

[—e(hithat | ,
(7)

[1—е-—®+\.

условий задачи: при #=1 x=осИмеем:
Ric——_—_-_——.| | —e—(Rith2) ,| | 8hoc (8)
Rie

ЗС
8
с
8. [1-—е-@® +3].
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Из системы (8) определяем А! и Ро:

Ry : —_ e —he =3; ki=3h2,
и тогда

С. — Sf — e—4heв“)
ИЛИ

]АА— __.е 5"
Отсюда

4.— п 2
ИЛИ

]

Тогда
3.

Суммируя уравнения (9)и (10), имеем

КА— п2
или, потенцируя,

ehithe—2,

Далее
ky

Ri+Re
34 3

ko
kth, 4°

Подставляя эти значения.в систему (7), находим:

г- = (1).
y= — (1—2-t) = - ( 1— =) .
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$ 2. ОТНОСИТЕЛЬНАЯ КРИВАЯ ПОГОНИ

Задача 177. Бомбардировщик, летящий со скоростью 95, пре-
следуется истребителем, скорость полета которого уи. Нос истреби-
теля постоянно направлен к бомбардировщику, который летит в на-
правлении, образующем с горизонталью угол В. Найти траекторию
полета истребителя, наносимую на карту наблюдателем внутри
бомбардировщика. Задачу рассмотреть в полярной системе ко-
ординат.

Mir, ?)

V5sinPB,

¥3605(P-8)

V5C0S(P-8)

Vo sin(P-B)

Рис. 123

Решение. Наблюдателю в бомбардировщике, который дви-
жется вправо, кажется, будто он стоит неподвижно, а истребитель
движется влево, и если бомбардировщик движется со скоростью Ue,
то наблюдателю кажется, что истребитель движется со скоростью 96
(рис. 123). | |

Радиальные и поперечные составляющие верхнего вектора 96
образуют систему дифференциальных уравнений

drTr =—U6 cos(@—B),
do __ .re —6 $(ф—В).

Поэтому, как видно наблюдателю из бомбардировщика, дей-
ствительная скорость истребителя в радиальном направлении (это
сумма двух скоростей в том же отрицательном направлении г) будет

<. ——9и—6 с0$ (ф—В), (1)
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а в поперечном направлении

аas — 96 ЗШ (ф—В). ‚ (2)
Делим равенство (1) на равенство (2) и в итоге получаем урав-

чение с разделяющимися переменными:

dr cos(p—B) Unrdp _ sin (@—B) ~ U6 созес (ф—В).
Решение этого уравнения

Inr+In C=-—In sin(@—f) —= In [cosec(g—B) —ctg(g—f) J,
6 |

которое после потенцирования упрощается к виду

с [созес—В)—ctg(p—-8)]
f= — sin(p—f) =
— | | 1—с0$ (ф—В). |“ _
~ sin(g@—f) ~ sin(g—B) 7

— — i Vn” (3)
[51 (ф—В)] —*° [1— 0$(4—8)56

Начальные условия: при 1=0 7==/%0, ф=ф.
Изучим характер зависимости решения (3) от параметров.
Случай 1. Если скорость бомбардировщика 95 равна скорости

истребителя ии, то уравнение (3) упрощается к виду

| 1
r= 1—cos(p—f) (4)

Уравнение (4) представляет параболу.
Траектория полета истребителя, наблюдаемого из бомбарди-

ровщика, приводится на рис. 124, а.
Очевидно, что в этом случае истребитель никогда не достигнет

бомбардировщика.
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Случай 2. Если скорость истребителя ии превышает скорость
обомбардировщика 95, тогда I-—~ <0 и уравнение (3) запи-

| 6
сывается

_[sin(g—p)]7
v

[1—cos(p—f) ] %6
График траектории полета истребителя, наблюдаемого с борта

бомбардировщика (при ои=206) приводится на рис. 124, 6.
а

7(0,0)
Puc. 124
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$ 3. ДАВЛЕНИЕ `В СИСТЕМЕ ДВУХ СОЕДИНЕННЫХ
ЦИЛИНДРОВ С ГАЗОМ

Задача 178. В двух цилиндрах, соединенных трубкой с краном,
заключен газ под разными давлениями ри и р». Объемы цилиндров
соответственно И+ и У.. Если открыть кран, то газ пойдет из ци-
линдра с большим давлением, например ри, в цилиндр с меньшим
давлением р2. Скорость течения газа в каждый момент { пропорцио-
пальна разности квадратов давлений газа в обоих сосудах в мо-
мент #7, Найти закон изменения давлений в цилиндрах.

Решение. Пусть р! и р> — давления газа в цилиндрах в мо-
мент f. `

За время 4 из первого цилиндра во второй перейдет масса
Мгаза АМ. Скорость течения будет ——. По условию задачи эта ско-
dt

рость пропорциональна р1?— р2?. Следовательно,

dMa= a(p1?—p2?), (1)
где а — коэффициент пропорциональности.

Соотношение (1) можно представить
dM=a(p2—p2?) dt. ‚ (2)

С другой стороны, масса АМ равна убыли массы М! в цилиндре
с давлением ри, а также прибыли массы М> в цилиндре с давлением
р2 за время 4. Но:

Mi=61V1, М›=62У»,

где 6 — плотность газа, которая изменяется пропорционально дав-
лению р при постоянной температуре.

Следовательно, б4= ри, |
0б2— bpo, .

где 6 — коэффициент пропорциональности.
Отстода М!= р.Уь, |

3Mo= bp2V2. ( )
Дифференцируя систему (3), получим

АМ =—6У':Аар. (убыль массы М1) (4)

АМ= У?2Ар» (прибыль массы М>). (5)
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Сравнивая уравнения (4) и (5) с равенством (2), получим си-
стему двух дифференциальных уравнений процесса

—ВУарн=а(р—р?) 1, \
b Vedpo= a (p12— po?) dt

—

ИЛИ

dp, a 2 2_ а — А" (ра р2”), с
dps a (6)
— 2.2dt Бу, (РР Р?).

Проведем преобразования системы.
Первое уравнение системы (6) умножим на У+, второе на И»,

складываем и умножаем на at.
Получим

Vidpit Vodp2=0. (7)
Далее первое уравнение системы (6) умножаем на P2ViV2,

а второе на р1И1И2 и вычитаем. Отсюда
а а аУ: > ( ps a —Ра at | =— | (pP—pz?) (p2VetprVs). (8)

Система (7), (8) легко интегрируется, так как левая часть
уравнения (7) есть полный дифференциал

d(Vipit+Vope) =0,
откуда первое решение системы

Vipit Vopo= C4. (9)
На основании решения (9) уравнение (8) примет вид

ар! dpe aУ:У» ( Р-р ПР ь ) == С: (р12— р22) (10)
или, полагая о —х, имеем

2

dp. apeded (my Ш.
at a dt Pe _ р22 ,

откуда
| dp, dps dxSPA —Nokор ae PP ae (11)
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Подставляем соотношение (11) в уравнение (7) и получаем
dx aVaVope? — ==— Capo? (?—1)

ИЛИ

dx aУИ —— Ci(x1). (12)
Уравнение (12) является уравнением с разделяющимися пере-

менными, общий интеграл которого

ViVe2 x+1
2 In х—| =-: Cyt Co, (13)

Итак, уравнения (9) и (13) представляют общие интегралы си-
стемы (7), (8).

Начальные условия: при #=0 р:=Р:, рз›=Р». Отсюда
ViPy+ V2P2== Ci,

УзУ? In РР»_а
2 Р.—Ро = b

Cy= ИР. УР»,
_ Vive in Р.Р».

9 Р.—Рь`

С: 0-С.
ИЛИ

C2

Подставляем постоянные интегрирования в общие решения (9)
и (13) и получаем систему уравнений, определяющую ри и р> как
функции {:

Р:—ра —__ у. .
P2—Pe Vs’

(Pi-tp2) (Pi—P2) _
(Pi+P2) (pi—p2) ВИ,

In (PiVi-Po2V2)t.

$ 4. НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ДИСКА.
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ

Задача 179. Диск радиуса А и постоянной толщины $ с концен-
трическим отверстием радиуса г вращается с угловой скоростью @
вокруг вертикальной оси. Найти кольцевые и касательные напря-
жения, возникающие в диске под действием центробежных сил.

Решение. Условия равновесия вырезанного элемента диска
(рис. 125) показывают, что между тангенциальными силами Т
в кольцевых сечениях ввиду симметрии сохраняется равновесие,
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а в кольцевом направлении действуют наружу две силы: центро-
бежная

ах | ахdZ= (x4= ) wdm= ( x+== ) w2psxdedx,
где р — плотность, из — масса, и в сечении х-+-ах сила

где ох— кольцевое напряжение.
Внутрь направлены сила

Ех=0охх5аф и вертикальные со-
ставляющие — равнодействую-
щих сил касательных напря-
жений

. a| Frady 20, sin> sdx~ 0,Sdodx,
rsin4+ rsin4

: где оу —касательное напря-Г | 7 жение.
Ey Проектируя эти силы па

Рис. 125 вертикаль, получаем

(++ =) wpsxdxdp-+ (6x+dox) (x+dx) sdp=
=0xxSdp-+o,sdxdq. (1)

Равенство (1) делим на общий множитель $4ф, откуда

( х- =. ) w2oxdx+- (ox+dox) (x+dx) =0xx+o0odx.
Выполняя умножение, сокращая подобные члены и пренебрегая

выражениями (4х)? и dxdox как бесконечно малыми высшего по-
рядка, получаем

х2?рах-охах--х4ох=охаХ. (2)

Равенство (2) делим на 4х, вводим ради краткости подстанов-
OxKY —0х и получаем в итоге первое дифференциальное уравне-

ние для искомых функций
хох Нох—бъ= —0622. (3)



$ 4. Напряженное состояние диска 449

Второе дифференциальное уравнение получится из зависимости,
связывающей кольцевые и тангенциальные удлинения.

Если и — направленное наружу кольцевое перемещение, то duпредставляет его изменение между внутренним и наружным краем
ивырезанного элемента, а величина“dx. Ex — кольцевое удлинение.

При равномерном перемещении от внутреннего до наружного
края 4и=0. При перемещении и удлиняется периметр узкого кольца
на расстоянии х от срединной оси от 2лх до 2л (хи).

Разделив приращение на первоначальный периметр, получаем
тангенциальное удлинение

ее 2п(х-Ри) —2лх
то Элх

и
.

Разрешая это уравнение относительно и, имеем иИ— Хе, откудапосле дифференцирования
du=d(xé€q) — EgtrEg.

Тогда искомая зависимость между удлинениями
. du d(X&q) Ly d&g |
— —— = ee —-,== Te dx otk ду (4)

В это уравнение подставляем вместо удлинений хи &ф ИХ ВЫ-ражения через напряжения, полученные по закону Гука,

1 ]&х— Е. (90—05) И &‹— Е. (Og—VvOx),
где у=0,3 — коэффициент Пуассона (для металлов), Е — модуль
упругости.

Тогда, подставляя эти выражения в уравнение (4) и умножая
затем его на ЕЁ, имеем

абх—Убо=0бъ—\бх«-Х ‘ах. (Og—VOx) —=Op—VOx+% (09’—vox’) .
откуда после приведения подобных членов получаем второе диф-ференциальное уравнение, связывающее напряжения ох.и 0%: |

x (69’—vox’) + (1-+v) (09—09) =0. (5)
Итак, задача ‘описывается системой дифференциальных уравне-

ний (3)и (5).
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В уравнении (5) имеются неизвестные функции об» И ох, а также
их производные, в то время как в уравнении (3) отсутствует произ-
водная функции оу. Поэтому целесообразно уравнение (3) разре-
шить относительно оу, продифференцировать по х и функцию оо
и ее производную ох подставить в уравнение (5). Тогда

Op ==X0x+0x+ 902x2,
Op Ox +X0x”+0’ +2002x, (6)

откуда

x (X0x"+20%’+2002x—vox’) + (1+v) (xox’+0x+002x?—ox) =0. (7)
Группируя члены уравнения (7) по порядку производных, полу-

чаем линейное дифференциальное уравнение второго порядка для
одной лишь функции о»: |

x20x +3x0x' = —pw?(3+v) x2. (8)
Так как в это уравнение искомая функция ох не входит в явном

виде, то ее производнуюох ==и введем в качестве новой переменной.
Таким образом, соответствующее однородное дифференциаль-

ное уравнение сводится к линейному дифференциальному уравне-
нию первого порядка

x2y’+3xy=0.

Разделяя переменные, получим уравнение

ау Зах.
)И Xx

которое почленно интегрируется, и общий интеграл этого уравнения
C= xy.

Начальное условие: при х>=Хо уУ==у, откуда

C= Xo?Yo.
Тогда

хЗу—= Хоз

Хо )=|——]} yo. 9y= ( x (9)
Tak как, согласно принятой подстановке,

- , dbxу—0х — dx’ (10)
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то, приравнивая правые стороны равенств (9) и (10), имеем:
ох 3 Смы (11)

Повторное интегрирование приводит уравнение (11) к виду

од__ 1 СОх — 9 ° x2 4.
СПусть —3 —(С2; тогда общее решение соответствующего од-

нородного уравнения
СOTH 2

Частное решение дифференциального уравнения (8) будем
искать в виде |

of = Bx?, (13)
откуда

0"=2Вх u o'T= 2B.

Постоянную В определяем путем приравнивания соответствую-
щих коэффициентов при х? в обеих частях уравнения, т. е.

2Вх?--3Зх.2Вх= —pw?(3+)x2,
8Bx?=—pw?(3-+v)x?

ЗУВ = — 3 о02.
Частное решение (13) принимает теперь вид

3+0" —=— ~ pw2x?, (14)
Общее решение дифференциального уравнения (8) получается

путем суммирования уравнений (12)и (14):
Co __ ЗУOx—=Cy+ x2 8 ow2x?, (15)

Тангенциальное напряжение ох получается подстановкой коль-
цевого напряжения о», согласно уравнению (15), и его производной
в уравнение (6), откуда
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Со 1+3v
x 8

06922. (16)

Постоянные интегрирования определяются начальными усло-
ВИЯМИ.|

Незагруженные края диска имеют кольцевые напряжения
(на внутреннем и внешнем краях), равные нулю: при хХ==Г вх==0uX=R ox=0. Тогда для определения постоянныхС и С> получаем
систему уравнений

1 __ З-Ру 39Cy+ a (>= 5 262”,
1 3+yCyt Re (= 8 р62А?,

откуда C= = pw? (R2---r?) ; C.=—=ow2R2r?, (17)
Окончательно искомые напряжения 0х; И оф получаются под-

становкой значений постоянных интегрирования (17) в уравнения
(15) и (16): Ox== =pa2 R2-+-r2— <r? — x2 ) (18)

3 272 1+3 .oe рай (Крим): (1g)
Кольцевые удлинения получаются непосредственной подстанов-

кой полученных соотношений (18) и (19) в равенство
xuU=XEg= —— (Op—VOx),
E

откуда окончательно

ry Rr
Xx

a l=ЗУu=por— ~ (Rebr2)x4 —*|: (20)
YJIMHEHHA Ha BHYTPeHHeM Kpae (X==r) и соответственно на нач

ружном крае (х=АЮ) получаются из уравнения (20) в виде частных
случаев:

ЗЕ

34[0-94 a+y > J;Ur= pw"

UR=pw?~ [ (-v) #+y) 5|.
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$ 5. ПРЕВРАЩЕНИЕ ОДНОГО ВЕЩЕСТВА В ДРУГОЕ
Задача 180. Одна грамм-молекула вещества А превращается

постепенно в промежуточное вещество М, которое далее превра-
щается в вещество В. Найти количество вещества В в любой момент
времени {.

Примечание. Скорость превращения вещества А в любой момент про-
порциональна наличному его количеству. Скорость образования вещества В в лю-
бой момент пропорциональна наличному к этому времени количеству вещества М.
Скорость накопления промежуточного вещества М равна разности скоростей пре-
вращения вещества А и образования вещества В.

Решение. Пусть х — количество вещества Д в момент Ё
у — количество вещества М в момент Ё& 2 — количество вещества В
в момент f¢, А! и К — коэффициенты пропорциональности.

Так как первоначально была взята одна грамм-молекула веще-ства А, а веществ М и В не было, то
x+y+z= 1.

Скорость превращения вещества Д:

—ax — Ах.
dt

Скорость образования вещества В:
dz

от: 4 Rey,dt

Скорость накопления вещества М:
ау dx dz
dt dt dt

Таким образом, система дифференциальных уравнений
процесса

ах __ |
a
dЕ=, (1)
dz
ie Pee |

Из системы (1) необходимо определить величину = как
функцию #,
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Дифференцируя последнее уравнение системы (1), находим
az _, dy
ав Па

или с учетом второго уравнения системы (1)

422 |We =RyRox—Re2y. (2)
Правую часть уравнения (2) преобразуем следующим образом:

dzde = khikox—ko2y+kikoy—Rikoy
ИЛИ

d@z |Tz =Ryko (x+y) — (RitRe) Roy.
Так как Ё2у= =, a x+y=1—zZ, To

dz dzde = kyk2(1—zZ) — (2-ЕАз) АЕ
HJIH

d2zTe + (ЕА-НА>) =. НАК (2—1) =0.
Введем новую переменную

и=2— 1.
Тогда получим

du du

Общее решение линейного однородного дифференциального
уравнения (3)

u==Cebit+ CoeThet,
откуда

2— 1 =Слет--Се№
ИЛИ

z= 14+ Crehtt Cyehet,

Начальные. условия: а) при 1=0 2=0; 6) так как при #=0
у=0, то из третьего уравнения системы (1) получим, что при #=0

dz
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Дифференцируя последнее равенство, находим, что
dz“di == —k,Cye—htt—RoCeh,

Начальные условия дают тогда систему
O= 14Cye-* 94Cye—he - 0, |
== —k,Cye—* : °— Е›Сье-№ ` 0,

откуда
С —= —
СНЕС.=0.

Решаем систему (4) и получаем постоянные интегрирования
Ro ky

ыы" = he ©)
Значения (5) подставляем в общее решение и в результате по-

лучаем закон изменения количества вещества В от времени:
р1е-№1—Кое-ви2—1 — kik



Глава ХУ

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К НЕПОЛНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ

ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ

Дифференциальные уравнения вида

У _a(x)dx”

Общий интеграл уравнения находится п последовательными
интегрированиями:

dv-ly
Gea = Года», |
ay = SSicyartcu+e;
dxn-2 a |Л. Sirdar 00 te НСС»

IДифференциальные уравнения вида
( dv—ly oy)

dxn-1 ° dxn

Вводя новую функцию
1у

dx —®,
получаем уравнение первого порядка

dzf (=, =) =(0.
Если, интегрируя это уравнение, получим общее решение в виде

&==ф(х, С1),
то, заменяя & через

1
ах"! ?

приведем уравнение к виду, рассмотренному выше.
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Дифференциальные уравнения вида

i ( ах” ’ Яхт? ) =0
Решая это уравнение относительно —, находим

У(У)
dxm PN" yn

ау .Применяя подстановку 2=—Яхт› Получаем
422ах? =9(zZ).

Полагая
dz
dx Р

получим

ар
“de 0):

откуда
z)dzdp=o(2)de=2%

Тогда
2pdp=29(z)dz,

и, следовательно,

р?=2 ] p(z)dz+Cy, ©
откуда

dz -p=— —=72 /$(2) 42--Се,

+ С».=| 42
72/ p(z)dz+C,

Дифференциальные уравнения вида
Чу Ну dry

i( dxk’? dxkti’? -""? a) —9
Эти уравнения допускают понижение порядка на А единиц, если

. аввести новую функцию 2, положив Tk =2.
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dy dy
’ dx’ ах?

—p приводится к уравнению первого порядка

В частном случае уравнение | (x —0 при помощи
подстановки ———

ах
dpЕ x, Pp, ) ==0.

Дифференциальные уравнения вида

зар ит тат}0
Порядок таких уравнений может быть понижен на единицу,

если принять за новую независимую переменную и, а за новую функ-
цию р=— Тогда

Фу _ 4p
ах? ‘ау’
d3y d?p dp 2ae Рау (FF)

Преобразованное уравнение будет иметь вид

(рт)=0
В частном случае уравнение

iuie и) =0
приводится к уравнению первого порядка

в(ир--)=0.
$1. ЛИНИЯ ПРОГИБА НЕРАЗРЕЗНОЙ БАЛКИ

ОТ РАСПРЕДЕЛЕННОЙ НАГРУЗКИ

Задача 181. Найти линию прогиба неразрезной балки постоян-
ного сечения на жестких шарнирных опорах, в каждом из пролетов
нагруженной распределенной нагрузкой &(х).

Решение. Рассмотрим участок балки между сечениями х
и х-НАх (рис. 126).

Пусть М и М-АМ—соответственно изгибающие моменты
в этих сечениях. Распределенная нагрузка &(х) представляет на-
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грузку на единицу длины в точке х, поэтому &(х)Ах представляет
нагрузку участка между сечениями х и х-{-Ах без учета бесконечно
малых высшего порядка, чем Ах.

Пусть @ — поперечная сила в точке х, т. е. алгебраическая
сумма вертикальных сил по одну сторону от сечения х, например
вправо, а О АО — соответствующая поперечная сила в сечении
Хх Ах.

4 W(X)
Q

M oy M+AM
ЕЕ У |

< | я
|
|| | |

| | -
Х| | A+AX

| W(x} AX | |
|. ——| AX ]

Рис. 126

Из условий равновесия рассматриваемого участка балки за-
ключаем, что °

AQ+w(x) Ax+a(Ax)?=0

(проекция сил на вертикальную ось равна нулю) и
AM+ (Q+AQ)Ax+w (x) AxOAx=0,

-

roe O<O0<1 (CYMMa MOMEHTOB OTHOCHTeJIbHO JIOOOH TOUKH paBHa
нулю). Здесь а — коэффициент при бесконечно малой высшего
(второго) порядка.

Полученные равенства делим на Ах, и тогда

AQ
Ах

+Q+AQ+w(x)0Ax=0.

+w(x)+aAx=0,

Пусть теперь длина элементарного участка Ах—>0, тогда

A . А аjim ( a +-w(x) -+aAx } = lim “ +w (x)= “a +w(x) =0
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И

__{ AM dMtim ( AyPRFAC+w(x) bAx )=== Aim о+9= м+9=0.
Отсюда ~

dQ
de8)
ам __
‘ах —

Используя уравнение Е/у”= М(х), после двукратного диффе-
ренцирования получаем

ЕЛу\= (х), (1)
где EJ — постоянная жесткость балки.

i W(X) k

rr ry PPP Pe
ET=Const

М;TI7) Ми)aa)| am7) \ SZ
~_]| P= f,(0) Wy =Wy(LA)

Lk

Puc. 127

Промежуточный пролет J, Hepaspe3Hon многопролетной балки
показан на рис. 127. Балка разрезается в непосредственной близости
вправо от опоры { и соответственно влево от опоры А. Положитель-
ные направления действующих усилий и деформаций показаны
стрелками.

В дальнейшем будем рассматривать усилия и деформации
только на правом крае сечения.
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Общее решение дифференциального уравнения (1) и его после-
дующие производные с учетом правила знаков, указанного на
рис. 127, получаются последовательным интегрированием:

ЕЛьутУ (Xn) = Wr (Xp) = WR (Xr), 1
ый

Elnynl” (Xn) = бы (хи) = [ш.(®ЕС=
0

— Qho(Xz) +C,,

Elnyn! (x) =Mn (xn) = |Quo()d+Crmt-Co=
0

— Мьо (Xz) ЕСахь-ЕСь, (2)
*hEJnyn’ (Xn) — —ЕЛьфь (Xn) —F J», var dé+Cy wey Coxp+Co=
0

=—EJyuo (xn) +Ci ae +Сьхь--Су
*REJnyn(Xn) =—Eln J gnol8) B+C.F НЕС 4CytCy =

=Ешь(ха) $C: +02 Суб |
Здесь: поперечная сила

*R

Quo (xn) = Jwe(B) db,
изгибающий момент

Xp

Ми (ль) = | Quo(E) 48;
угол наклона

Мы (©)RO—quo(xn) = | ЕТ, dé,
0
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прогиб
oH

+Wr (x2) = — | ды (5) 4Е
при <<хьи ОльЦ.

Начальные условия: на левом конце А-го пролета х»=0, откуда

Qn (0) =Qi, C1= Qi = Qa(0), так как Оь(0) =0,
Мь(0) =Мь, С=— М.=Мь(0),
фа (0) =фе, Сз=—Еф:= -— ЕУЛьфь(0),
Yn (0) =yi, С.=ЕЛьу:= ЕУьуь(0).

Таким образом, четыре произвольные постоянные интегрирова-
ния представляют усилия и деформации на левом краю балки.

Подставляя значения С; (1=1, 2, 3, 4) в уравнения (2), упо-
рядочив члены и разделив фк(хк) и ук(хьк) на Е/ь, получаем общее
решение совместно с первыми четырьмя производными

2 3Yn(Xn) =Yn(0) —Xngn (0) +ЕМь (0) SET; Qn (0) +yno(Xn),
wre) = ФО E~Mn(0)—FF Qe (0) + HoH,
Мь (хь) = М»(0) +x2Qn(0) Мь(х»),
Qh (Xn) — Qh (0) +Qro (Xz) ’
Wr (Xr) = Wr (Xr).

Таким образом, уже известна линейная зависимость усилий
и деформаций между`левым краем и любым сечением хь Е-го про-
лета. Первое уравнение представляет искомую линию прогиба
в пределах А-го пролета.



Глава ХУТ

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ЛИНЕЙНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ
ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ

КОЭФФИЦИЕНТАМИ

$1. ПАРОВАЯ МАШИНА С РЕГУЛЯТОРОМ

Задача 182. Найти дифференциальное уравнение движения па-
ровой машины с регулятором, если радиус кривошипа г==0,3 м,
а длина шатуна [= 1,5 м.

Решение. Известно, что вращательное движение паровой
машины неравномерно. Угловая скорость вала переменна и период
равен продолжительности одного оборота машины.

Поэтому при изучении движения машины вопрос сводится:
1) к исследованию изменения угловой скорости вала в течение

одного оборота в зависимости от угла кривошипа;
2) к определению зависимости угла кривошипа от времени.
Определим кинетическую энергию L системы тел, состоящей

из паровой машины и регулятора.
1. Кинетическая энергия паровой машины [им определяется

следующим образом. На рис. 128 изображена передача одноцилин-
дровой паровой машины. Прямая АВ представляет шатун машины.
В шарнире А можно сосредоточить общую массу М всех частей
машины, двигающихся только по горизонтали (поршень, поршневой
шток и ползун), между тем как вращающиеся части (маховик, вал,
кривошип) можно объединить вместе и приписать им момент
инерции 0.

Шатун совершает как горизонтальное, так и вращательное дви-
жение и поэтому должен рассматриваться отдельно.

Как известно, кинетическая энергия материальной точки мас-
сы т, вращающейся. со скоростью э, равна

т?L= 9 . (1)

Кинетическая энергия системы тел равна сумме кинетических
энергий отдельных масс. В связи с этим определим величинуГ. для
отдельных частей паровой машины.

Кинетическая энергия ползуна и связанных с ним масс

1 Ах \?
Ly= —M\—— ’2 dt

ахгде aT мгновенная скорость ползуна.
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Кинетическая энергия частей, совершающих только одно вра-
щение:

1 ] 49 \?— ___ 2— __ poЁвращ== 9 0a — о 0 ( dt } ’
0где = —„_ — угловая скорость паровой машины.

Определим кинетическую энергию шатуна. Все его точки имеют
различные скорости у.

Представим стержень разделенным на элементы массы ат бес-
конечно близкими сечениями, перпендикулярными длине. Кинети-
ческая энергия одного такого элемента

1АаЁт= = ат. v2, (2)
2

Пусть А — расстояние - рассматриваемого элемента от конца
шатуна. Тогда его координаты по отношению к левой мертвой ТОЧ-
ке К. будут X1==xX-+A/ cos B, |

yi=A sin B.
Отсюда вытекает:

о(а)=(а)+
dp \? d d
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После подстановки уравнения (3) в равенство (2) и интегриро-
вания находим кинетическую энергию шатуна:

Ги= >] vedm= + (2) fam—sin Ba “| лат--
+ = (B'Sasa.

Введем обозначения и названия соответствующих величин:
Г ап=Ми — масса шатуна, /^4т==$ш — статический момент ша-
туна относительно ползуна, / А?ат= 9ш — момент инерции шатуна
относительно ползуна.

Таким образом, кинетическая энергия всего механизма паровой
машины

1 dx \2Lom=Lot+Lspam+lo= о (М-НМи) (+) —
dx dp dB \2. 1 [46 \?.SursinBa + ar+ Om (-F-) +50( dt ). (4)

Если воспользоваться соотношениями:

x==r(l—cos сз В),
dx apa>=rsind <2 41singede
[п В=гэш 9 (или sinp= —sin 9),

l

Leos p-SP =r cos. |
то уравнение (4) после подстановки этих соотношений прини-
мает вид

] | г cos®\?

гЗ г 05$\ с05 9
— — ей —_ , И ПИ25— sin?9 (1+ l cos) cosp +

72 ©0329 49 \? 4$Pm р cos’B \() = 5E(0) ( ). , (5)
В последнем выражении угол В можно выразить еще через O

с помощью равенства

sin B= = sin @.
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Величина Е(9) зависит только от аргумента (переменного
угла) 9 и содержит в качестве коэффициентов массы и моменты
инерции частей системы.

П. Энергия регулятора Г» (обыкновенный регулятор изображен
на рис. 129) равна общей кинетической энергии вращающихся ша-
ров и муфты. Влияние масс соединительных стержней можно учесть

Dee
ых

путем соответствующей прибавки к массе шаров или муфты. Кроме
того, часть энергии муфты, происходящую от величины ——, отнесем

dt
к энергии паровой машины.

Центр системы вращающихся шаров находится в точке с коор-
динатами

х=[(1—с0$ т),
y= (a-+/ sin t)cos 8,
z=(a+/sin t)sin 0.

Середина муфты имеет координату
х—=21(1—с0$ т),

причем х отсчитывается от положения середины при т=0.
Дифференцируя уравнения системы по времени, возводя в квад-

рат и складывая, находим
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ии (чар) (а) (и)=
=[2 ( ат )-Н(а-1 т 1)? ( a ).

Для муфты

муфт== (yaar $1127 (=)
Следовательно,

Гр= 5S E (a )'--(a-+lsin x)? ( © ) | +
+2M,/2 sin@t ( т. ).

Энергия системы паровой машины и регулятора Г, определяется

L—Lum+Lp.

ПТ. Для составления дифференциального уравнения движения
машины применим формулу (1), согласно которой величина Г, свя-
зывается с силами, действующими на отдельные части машины.
Эти силы представляет равнодействующая г(Т—) тангенциально-
го момента гТ силы поршня и тангенциального момента г сопро-
тивления, преодолеваемого машиной. При этом последнее считается
постоянным, а Т является известной функцией 9.

Величина r(7—W) легко находится, если дана индикаторная
диаграмма машины (кривая режима работы). Тогда эту величину
можно считать известной функцией %:

r(T—W)'=F(9).

Для дальнейшего необходимо знать зависимость силы Ё(9') от
величины отклонения регулятора т. Регулятор действует на момент
парового давления гТ, среднюю величину которого ГГ. он меняет.
С подъемом регулятора уменьшается величина гГи и наоборот. Эта
зависимость выражается уравнением

"Тт==/(То— Ат) .
Величина момента давления пара колеблется около величины

ГГт согласно зависимости

rT =r(To—kt) +rT(9).
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Для простоты дальнейших вычислений отбросим влияние коле-
баний и тогда

r(T—W) =r(To—kt—W).
Для т необходимо вычислить силы, действующие на вращаю-

щуюся шаровую систему вместе с муфтой.
При расчете сил учитываем влияние:
а) моментов масс Ма и Me— ()\2-НМ,)51 зп т;
6) пружины — fl(l—cost)sin7;
в) масляного тормоза, пропорциональное скорости движения

муфты омуфт=21$ш тт
_ atТак как тормозящая сила муфты Кторм=А 9муфт=А т р

где А — коэффициент пропорциональности, то приведенный к вра-
щающимся шарам момент равен

аKropul т т==2РЮ 2ху
Силы, действующие на систему регулятора, считаются отрица-

тельными на правой стороне, потому что они противодействуют
возрастанию величины т. Они образуют функцию С(т), которая,
учитывая вышеизложенную систему влияющих усилий, равна |

5 AtG(t) =— (Mi+-M:2)gl sin t—fl(1—cos t) sin t—2/R sin?t 7a

Связь между кинетической энергией Г, системы тел и силами,
под действием которых происходит движение системы, устанавли-
вается дифференциальным уравнением Лагранжа.

Последнее является выражением следующей теоремы.
Если Г, — кинетическая энергия системы масс, которая зависит

только от величины 9, и если при этом движение системы происхо-
дит под действием силы г(Т— №), которая также является функцией
Е(9) той же переменной, то. существует дифференциальное
уравнение

а 9 OLdt ae ap (6)
dt

В данном случае имеем равенство (5). Поэтому
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aL a0 OL 1... 1 de \2 -— SS st EG) ( =50 E(8) Pp oe =o? (9) ( г.)
i aL 49 \? 425 | (7)di do) (F-) +20) ap
ot

Если соотношения (7) подставить в. уравнение (6), находим
уравнения движения машины

d? 2Е(5) в +-5 (6) (=>) =F()=r(To—kt—W) (8)
2 }.—42M, sin t cost (=) —2Р(М.-4М, зт2т) С=

dd \?—IMz(a+/ sin t)cos t (> =— (M2+-M:) gl sin t— (9)
—fl(1—cos t)sin t—2PR sin?t ee

Это система дифференциальных уравнений с двумя зависимымии одной независимой переменными.
ГУ. Допускаем некоторые упрощения, вытекающие из смысла

задачи.
Прежде всего в функции Е (9) можно исключить все слагаемые,

которые не учитывают в своих множителях влияния вращающегося
колеса машины, после чего уравнение (8) принимает вид

| ah0 Wp =r(T>—kt—W). (10)
Пусть

т= 0-Е",
de
ар re

и, ограничиваясь изучением малых колебаний, отбросим все слагае-мые, содержащие произведения \ и ® или их производных. Такимобразом, будем изучать только малые отклонения регулятора т от
начального положения то и малые колебания угловой скорости ма-
шины © относительно их начальных значений соо. Кроме того, в урав-нении (9) примем для установившегося режима
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dt атto=const, Te —0, Я —()
соотношение

IM2(a-+1 sin to) cos to@o?= (M2+M;)gl sin to+f1(1—cos to) sin To.
После изложенных замечаний и введения сокращенных обоз-

начений
m= [?(M2+4M;, $112),

b=2RI?sin2t,
c==fl[(1—cos to) cos to+sin2to] +(M2+ М!) 81 соз to+

+1M: [(a+/ sin to) sin to—l cos?to] wo’,
%=21M2(a+l sinto) wo

вместо уравнений (9) и (10) получаем
m on Am—_— +b +on=xa, (11)

9 dw

Исключим в из этих уравнений, для чего дифференцируем pa-
венство (11)

——

dt x
dw J 29 an — ay“dt (m2qe + ap toy }

и, подставляя полученное выражение в уравнение (12), имеем

91 кх (To—RH—W)ав ГР a Tea Tg N= 0 |
Таким образом, вместо системы уравнений получено искомое

уравнение движения, которое является линейным дифференциаль-
ным уравнением третьего порядка с постоянными коэффициентами,
числовые значения которых находим, подставляя данные задачи.



Глава ХУП

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ЛИНЕЙНЫМ ОДНОРОДНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ ВЫСШЕГО ПОРЯДКА

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Однородными линейными дифференциальными уравнениями
п-го порядка с постоянными коэффициентами называются уравне-
ния вида

yr-pay") ary... -LAnay’ау,
ГДе (1, а2,..., ал — постоянные величины.

Для нахождения общего решения этого уравнения следует
предварительно решить характеристическое уравнение

retаат1-НазтЪ—2-. . +anart+a,=0.
1. Если все корни этого уравнения /1, /2,..., г!» различны и дей-

ствительны, то общее решение
и=—= Сле"х-Н Съе"х--.. .--Спетих,

где С\, С›,..., С„ — произвольные постоянные.
2. Если среди корней характеристического уравнения содер-

жится № равных действительных корней Г1=72=... ==,
а остальные корни Гл-4л, Гр+2, ..., Ги — действительные, различные
игне равные, то общее решение _

у= (С. СХСзх?-...-НСьхе-1) е"х-Съдлетьчая--...-НСвети.
3. Если среди корней характеристического уравнения содержат-

ся комплексные попарно сопряженные 71 = ол-НВЁ и re—=ai—Bful,
а остальные корни /з, /4,..., Ги — действительные и разные, то об-
щее решение

у—=ебих [(С4--С?) cos Bix+i(C,—Co) sin Вах] -- Сзе’зх--Суегх--
+. +Cren®=eux [C*, cos Bix-+C* sin Bix]+C3e-

+Cyersx+., . ACen.
S3mech C*=Ci+C2, Ce=i(Ci—C2).
4. Если среди корней характеристического уравнения содер-

жатся комплексные, попарно сопряженныеи РА раз кратные; то часть
общего решения, соответствующая этим корням, будет

y* em [ (Cy Cox+. . +Cux*)cos Bix
— (CrtitCriax+. . +Copxk—1) sin Вах | .
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$ 1. КОЛЕБАНИЯ ВАЛА ОТ ДЕЙСТВИЯ ЦЕНТРОБЕЖНЫХ СИЛ

Задача 183. Найти критические скорости тонкого вращающего-
ся вала длиной [. Радиус поперечного сечения вала а, сила тяжести
Р и модуль упругости материала Е.

Решение. При увеличении угловой скорости ‘вращающегося
вала от значения &==0 до некоторого предельного значения «=,
называемого критической угловой скоростью, вал сохраняет свою

— x _
_ & dé

0 {oi xZ|
Bix,Y)

у]
Рис. 130

прямолинейную ось. В момент достижения критической скорости @1вал искривляется и начинает колебаться. При дальнейшем увели-чении © колебание прекращается, а затем вновь возникает при вто-
рой критической скорости в, и так периодически.

При вращении изогнутого вала на каждый его элемент дей-ствует центробежная сила, которую можно считать непрерывно
распределенной нагрузкой.

На элемент 4Ё вала (рис. 130) действует центробежная сила
F=mw*n,

где т — масса элемента 4, в — угловая скорость вращения,
—прогиб, равный радиусу вращения элемента dé.Сила тяжести элемента 4 равна ~~ ae, a Macca m= a

РЭлементарная центробежная сила dF — 7 onde. Прогиб п
является функцией &, определяемой уравнением упругой линии.
Таким образом, выражение ar On=T) и элементарная центро-
бежная сила

аЕ=НЕ or oPndé, (1)
Момент этой силы относительно произвольного сечения В будет

dF (x—§) = (x—§)f (6)45.
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Аналогично предыдущим рассуждениям изгибающий момент
x

м=|ЭК
0

Дифференцируя под знаком интеграла дважды это выражение
по параметру х, получим

—оед;6-9 = 94

=o-dg-+5 (x) S* —f(0)2: (0)=f(x). (2)
Так как на основании равенства (1)

’Р—. - (лаf(x) = gl Oe
то выражение (2) примет вид

eM _ _@ (p,@y)_ Po’
dx? dx? dx? gl

Дифференциальное уравнение упругой линии
фу Po
да ЕЙ (3)

2
— 04 -Г 4“. Тогда уравнение (3) представВводим обозначение

ляется так:

d*y
dx’ 9—0.

Для того чтобы решить это неполное линейное уравнение чет-
вертого порядка, записываем характеристическое уравнение

7—0= 0

ИЛИ

(и—9) (#9) (2-9?) =0.
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Корни характеристического уравнения:

n=],
72—90,
Гз==01,
Г,= — 01.

Таким образом, общее решение дифференциального уравнения
упругой линии вала

у= Счечх-- Сье-чх-- С; зп дх-- СЬ соз gx. (4)
Для определения постоянных интегрирования Сл, С>, Сзи Си

используем граничные условия задачи. На опорах вала прогиб и
кривизна оси вала равны нулю. Математически это выражается
четырьмя граничными условиями:

при х=0 y=0, |
4?упри х=0 че ==0,

]
при х=/ y=0,

d?yпри х=/ dx =0. |
Дифференцируя дважды общее решение (4), получим

dy csTe =C,geI*—Coge—9*+-C3q cos gx—Cyg sin qx,
Фу 2 2— 2 oj 2Te =C',q2e9*+-Coq?e ™—C3q sin gx —Cy,q? cos qx.

Граничные условия дают систему четырех уравнений для опре-
деления постоянных интегрирования:

Слеч о Сье-я 9+ C3 sin(g-0)+C, cos (q-0) =0,
Cyg2e% °+-Coq2e—4 °—C3q? sin(q-0) —Cyq? cos(q-0) =0,
CyeU+t Coe-U+ C3 sin gl+C, cos gl=0,
C,get+ Cog2e-4'— C3q? чт 91— Сид? с0з 91=0

ИЛИ

C,+C,+C,=—0,
Cy+C2—Ci=0,

CieU+tCoe—U+C3 sin gl+C, cos ql=0,
CyeU+ Coe-U’—C3 sin gl—C, cos ql=0.



$ 1. Колебания вала от действия центробежных сил 475.

Складывая и вычитая два первых уравнения системы, получаем
С,==0, |

СС,—=0 (5)
или - С2—— С, |

C,=0.

Поступая аналогично с двумя последующими уравнениями
той же системы, имеем:

C3 sin gl+C, cos gl=0, |
Cyet+ Coe-v =(). (6)

zt

Подставляя выражение (5) в систему (6), получим
C3; sin gl=0, |

С: (е91-—е-9г) —=0.
Так как при [5=0 и 9—0 последнее выражение в скобках не

может равняться нулю, то

C,=0, |
Co=0,
C,=0,

C3 sin gl=0.

Если Сз=0, уравнение упругой линии вала у=0, т. е. упругая
линия совпадает с осью Хх и вал не искривлен. При искривлении вала
необходимо, чтобы С.=-0. Но тогда необходимо, чтобы

sin gl=0.
Отсюда

gl=kn
и

—__ kx
q= T°

где k=0,1,2,...
При А==0 получим 49=0, и уравнение упругой линии вала

y=C.+C.+C,=—0,
т. е. вал прямой.

При остальных значениях 4 вал искривляется. В таких случаях
уравнение упругой линии

у=— С; эш 41
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при
gy geeoe ge== 91 —= ]’ 9— 92=— ] » I=3 ] ‚

Упругая линия будет синусоидой:

у=— Сз sin — x, |
У=Сз sin =», |

3aae y=Cs3 sin i x,

содержащей по длине вала одну, две, три и больше полуволн.
_ Таким образом, при критическом значении

kr
109

упругая линия — синусоида с А полуволнами по длине.
Вернемся к введенному обозначению

Ро?
==.ЕЗо

Подставляя в последнее равенство критические значения dup
И ®кр, ПОЛУЧИМ

9кр.Арто ЕТ 1’
Rest __ Рок
д — ЕВ

ИЛИ

h2x2 Elg
| Р`

Вычислим момент инерции площади сечения вала.
Момент инерции 7 материальной точки относительно оси пред-

ставляет собой, как известно, произведение ее массы на квадрат
расстояния точки от оси. Момент инерции площади поперечного се-
чения вала
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J= lim 3] RAm=J Redm,
Am->0

где Лит — масса элементарной частицы, © — расстояние любой точ-
ки элементарной частицы от оси, 4т — дифференциал однородной
массы, имеющей форму круга (для вала) при плотности р=1.

В общем случае ат==ра9 и /=о f Redv.
Момент инерции 7 площади поперечного сечения вала относи-

тельно диаметра:
ола“.

I= .
4

Эту величину можно получить из справочных таблиц или вы-
числить при помощи определенного интеграла, решив задачу опре-
деления момента инерции круга относительно его диаметра.

Масса вала
P.т=—=0ола?1—= —:
8

Таким образом, момент инерции сечения вала

Pa
451

и для определения критической скорости получим выражение
R2y2q = —Oxnp = 77 Е.р 9[2 7

&

Минимальная критическая скорость

ta —
@,== ——TJE.2 [2 у

$2. БАЛКА (ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНЫЙ РЕЛЬС) НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ

Задача 184. Рельс бесстыкового пути лежит на упругом осно-
вании и прогибается сосредоточенной силой Р. Составить уравнение
упругой линии рельса и определить стрелу прогиба в точке О
(рис. 131).

Решение. Реакция р упругого основания, рассчитанная на
единицу длины рельса, пропорциональна прогибу —и, так что

p=—ny,

где и — коэффициент пропорциональности (коэффициент упругости
основания).
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Исходя из симметрии упругой линии относительно оси ординат,
можно рассматривать правую часть рельса, нагруженную силой 3"

Определим изгибающий момент М для любого сечения А(х, и)
правой части рельса. Прогиб рельса —иу представляет собой неко-

Why
Е.[Py x

р.

Рис. 131

торую функцию х, определяемую уравнением упругой линии. Таким
образом, реакция упругого основания

p=—ny=f(x), `
т. е. является функцией X.

На элемент 4ЕЁ рельса (рис. 131) действует реакция основания
раЕ=| (Е) 4Е. Момент силы реакции относительно сечения А равен
[(Е)4Е(х—Е). Сумма моментов всех элементарных реакций, дей-
ствующих слева от сечения А на правую часть рельса, равна

J ered).
, Р РМомент сосредоточенной силы 5 равен — x.

Изгибающий момент в сечении равен алгебраической сумме
моментов относительно нейтральной оси всех внешних сил, прило-
женных к балке с‘одной стороны (справа или слева) от данного
сечения. Отсюда изгибающий момент

м=]«ЭК5х (1)
К равенству (1) применим формулу дифференцирования по

параметру под знаком интеграла:

“| [ OF do dua J FG a=]Oy CTA(9, x) ae —F(u, x) ae
ax

u
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В данном случае и=0, v=x.
Кроме того,

. OFF(g, x) =(x-€)f(®); S— =1(8).
Дифференцируя равенство (1), получаем

oa= A fue Эно (5-х) =
=Ji@ato—9i) S-0-00) > (0-5 =

=fi@ae— (2)
Дифференцируя повторно уравнение (2) и учитывая, чтоF(&, x) =/(&) u ох —0, имеем:

df Рт—=; | та (>) —
у dx=] 0-H G10)= (0—0 ру. (3)

Дифференциальное уравнение упругой линии
d?y M |
Че = ЕТ" (4)

Уравнение (4) преобразуем к виду

2, @EI (5)
Дифференцируя дважды уравнение (5), получим

@у а2М
Ed dx ах

или на основании разенства (3)
@у

—fny,
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откуда
Ау nYt pp);de tT EF

. п 8 ,Вводя обозначение ЕТ —4^4, получим неполное линейное диф-
ференциальное уравнение четвертого порядка

у
——— 4-44, ==0.xe ГАУ

Соответствующее характеристическое уравнение
г*--4*=0.

Это уравнение решаем разложением левой части на квадратные
множители:

r++4k'-+-4r2k?—472k?—0,
(r2+-2k?)2—472k2—0,

(72+ 2k?—2rk) (r2+-2hk?-+2rk) =0.
Последнее уравнение равносильно

r?— 2kr+2k?=0, |
r?t-2kr+-2k?—0.

Определяем корни
ry==k-+ ik,
Го== АЖ,
rg==— Rif,
r,== —k—ik.

Таким образом, общее решение дифференциального уравнения
упругой линии

у=е"*(С; зп АХ--С соз kx) -+-e-** (C3 sin Rx-+C, cos Rx).
Для определения неизвестных постоянных используем началь-

ные условия. |
1. В бесконечно удаленных от силы Р точках практически про-

гиб и кривизна рельса равны нулю. Так как множитель ейх возрас-
тает при возрастании х, то в уравнении не должно быть первогослагаемого e**(C; sin kx-+C:cos kx), что возможно при условииCy=C.=0. : .
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Уравнение упругой линии примет вид

y==e-**(C3 sin kx-++C, cos kx).
2. В начальной точке (х=0) касательная к упругой линии

dyпараллельна оси Хх, а поэтому“dx. —0. Так как
=. =—he-h=(Cy sin kx--C, cos kx) +e-**(Cak cos kx—Cyk sin kx),

TO .— ев -0 [Сз эп(Ё-0)-НСь соз (#.0)] +е-*-° [СзЁ соз (Ё-0) —
Ck sin(k-0)]=0

И
C;>—C.=0,

откуда
C= Cu.

Уравнение упругой линии принимает вид

y=C3e-**(sin kx-++cos Rx). (6)
3. Для определения постоянной Сз используем уравнение (2)

при х=0:

ам
dx == (7)

х==0

Дифференцируя уравнение упругой ‘линии (5), получим
ам ау
de ae (8)

Величину третьей производной для равенства (8) определяем
из уравнения (6). Трижды дифференцируя уравнение (6), имеем:

ауa== AC3k3e-** cos kx. (9)
Зависимость (9) подставляем в уравнение (8). Отсюда

ам —4С.ЕУЕЗе-*х cos Rx.
dx

При х=0
dM -
— — 3ax AOEТЕЗ, (10)
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Приравниваем выражения (7) и (10):

ACEIR= — =
откуда p

C3=— SEITE
Таким образом, уравнение упругой линии

А ев 53У=— ЗЕ e (sin kx--cos Rx),
Стрела прогиба в середине рельсовой плети (при х=0)

Р
=— рр,

где коэффициент
пr=) ЕТ

$ 3. КОЛЕБАНИЯ ОДНОРОДНОЙ БАЛКИ (ПРИВЕДЕНИЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ

ПРОИЗВОДНЫХ К ОБЫКНОВЕННОМУ)

Задача 185. Однородная балка длиною [ жесткостью ЕУ/ и мас-
сой т на единицу длины свободно опирается на колонны (рис. 132).
Найти основную гармонику колебаний.

Решение. Пусть один конец однородной горизонтальной
балки расположен в начале системы координат хОу. Предположим,
что малые колебания балки происходят в плоскости координатных
осей. Если элемент тах на расстоянии х от начала О системы коор-
динат в момент # имел отклонение у, то действующая на элемент
сила равна

mdx Oy
g of’

т. е. следствием колебаний является такое нагружение w, rye

Уравнение прогиба
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Приравнивая эти два уравнения, запишем дифференциальное
уравнение в частных производных, описывающее колебания:

Oty 4 m O7y
87 бя ее OF —0. (1)

2Гармонические колебания периода —— задаются зависимостью
@

y=X cos at,

где Х=Х(х). Подставляя это значение у в уравнение (1), получаем
Ml

р
|:WEES ОНА a]

VU 77
= =
г |A 8

Рис. 132

обыкновенное дифференциальное уравнение относительно Х:
dX mo?EJ Get oe X=0. (2)

Пусть
mor—jagE] © (3)

Тогда уравнение (2) принимает вид
dXxt —oaiX=0.

Общее решение этого уравнения

Х= С. св ах--С. ЗВ ах-- Сз со$ ах-Н Су эт ах, (4)
где Сл, С», Сзи С, — постоянные интегрирования.

Периоды колебаний зависят от способа закрепления концов
балки.

По условию задачи балка свободно опирается, т. е. прогибы
и изгибающий момент на каждой опоре равны нулю.
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тРЕ иee me ежар о Bee te ee >

| d2Xпри х=0 Х=0и при х=1 Te =0. (5)
Подставляя условия Х==0, Х"=0прих=0 в уравнение (4),

имеем

Ci+C3= O=a?(C,—C3),
C=C3=0, °

и уравнение (4) принимает вид
X=C>,sh ax+O, sin ax.

так что

Оставшиеся два условия в уравнении (5) Х=0, Х”=0 при х==1
после подстановки в уравнение (4) ‘дают систему

С2 5В al+C, sin al=0, }
a?Co sh al— a2C, sin al=0.-^ м-

Следовательно, С›==0 и если С,50, то
шт &[==0.

Тогда |
| al=An,

где A — целое число.
Из соотношения (3) получаем

ВЕТ Ал?
(@ — т [2

Основная гармоника соответствует низшей частотѐ при A=1.
Гармоники высших частот получаются при A=—2, 3,4, .



Глава ХУШ

ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩИЕ К ЛИНЕЙНЫМ НЕОДНОРОДНЫМ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫМ УРАВНЕНИЯМ

ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА С ПОСТОЯННЫМИ
КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Неоднородными линейными дифференциальными уравнениями
п-го порядка с постоянными коэффициентами называются уравне-
ния вида | |y+ayy—D4 ary),an_sy’+dn=f (x), (1)
Где 01, 42,..., а» — постоянные, а }(х) — непрерывная функция х.

Для получения общего решения уравнения (1) применяют два
метода.

1. Метод Лагранжа (вариации произвольных постоянных)
4

Общее решение уравнения будет иметь вид
y= CyyitCoyot. ..4+Cryn,

re yi, Yo, ... , Yn — частные решения соответствующего однород-
ного уравнения, a С:, С.,..., С, — функции х, определяемые систе-
мой уравнений:

as |y+ 12ae2 et 4+42 уп—=0,dc, tn, ас» и. с dyn __
ах ‘ах К ах ах Г Тая ‘ах 0 Г (2)dC; “. dn-ty, “dC e ата e ° , i ту —

ах ‘ат Рая ‘пара Кая ‘ата I)
dC; , _Решая систему (2) относительно dx ((=1, 2,..., n),

получим ac — ==fi(x),
it.dx =(х),

aCe .==РЬ(х),
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откуда

с= [н(оах+А,,
C= Гьсоак+Аь |

Ca [| (2) 4хА».
2. Метод неопределенных коэффициентов

Для получения общего решения неоднородного уравнения до-
статочно к его частному решению прибавить общее решение соответ-
ствующего однородного уравнения. Нахождение частного решения
может быть упрощено методом неопределенных коэффициентов
в следующих случаях:

a) когда правая часть

f(x) =e(x),
где а — постоянное число, ф(х) — целая функция т-й степени.

Частное решение у, ищется в виде

Ио=е°хх® (А,хт--А.хт1--...--Атах-Ат),
где До, А1,..., Аж, Аш — неопределенные коэффициенты, А — по-
рядок кратности корня @ для характеристического уравнения.

Если © не является корнем характеристического уравнения,
то k=0;

6) когда правая часть

f(x) ew cos Вяф(х)
ИЛИ

f(x) =e™ sin Bxq(x),
где хи В — постоянные числа, ф(х) — целая функция т-й степени.

Частное решение у, такого уравнения имеет вид

Yo erxh [ (Agxm+-Ayx™1+. ..+Am)cos Bx+
+ (Box™+Bix, ..+Bm) sin Bx],

где До, А.,..., Ажи Вь, Ви... ‚, Вт — неопределенные коэффициен-
ты, а Е — порядок кратности корня &-В для характеристического
уравнения. |

Если «В: не является корнем характеристического уравнения,
то Е=0. |
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$ 1. ДЕФОРМАЦИЯ СТЕНОК ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО РЕЗЕРВУАРА
Задача 186. Цилиндрический резервуар для хранения жидкости,

толщина О стенок которого мала по сравнению со средним ради-
усом Ю (рис. 133), а меридиональное сечение стенки —прямоуголь-
ник, подвергается силовому воздействию давления жидкости. Найти
дифференциальное уравнение деформации стенок резервуара.

Решение. На элемент стенки
с основанием абс и высотой ах,
взятый на глубине х, действуют:
сила давления жидкости, равная
ухКафах и приложенная к грани аб
(у — вес единицы массы жидкости);
силы упругости Ти и Т2, приложен-
ные к граням 6с и а4 и вследствие
симметрии равные между собой.

- Обозначая прогибы точек эле-
мента через и, получим, что от-
носительное удлинение их первона-
чального расстояния от оси цилинд-

<

а равно 7 Ввиду малости тол-ра р уR
щины стенок величины у для всех
точек элемента можно считать рав-
ными и положить, что эти точки рав-
ноудалены от оси цилиндра.

Относительное увеличение дли-
ны окружности цилиндра на уровне

взятого элемента будет также 9. Рис. 133К
Поэтому напряжения, вызванные
в стенках силами упругости, равныЕ где Е — модуль упруго-
сти материала стенки.

Силы упругости
ЕТ.=Т,= >= Бах.

Равнодействующая сил, приложенных к элементу, будет

а аdQ=—=yxRdodx—T sin> —T. sin oe
или, считая

а аsin we
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получаем .

а®—=ухЮафах— =. Ddodx.
Эта сила dQ представляет приращение поперечной силы, боот-

ветствующее приращению Ах глубины элемента.
Известно, что изгибающий момент М и поперечная сила О свя-

заны соотношениями
dMde®:

у.М ==Е/т,
где / — момент инерции площади абс относительно нейтраль-
Ной ОСИ.

Учитывая вышеизложенное, получим

a? dy \ _ ; УЕЕ (J И) = 4 Dag. (1)
Tak Kak |

ОзЮаф
= 12 ’

то после подстановки этого выражения в уравнение (1) и сокраще-
ния на Юаф найдем

EDI dy cr yED
12° dxt ва

ИЛИ aа——— +4aty= mix, (2)
где

, 3
onRape’
в lay)

`ЕБз

Общее решение полученного уравнения

Y=2+Y0,
где г — общее решение соответствующего однородного уравнения,
/о — частное решение уравнения (2).
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Соответствующее однородное дифференциальное уравнение
имеет вид

d+a +4o4y=0. (3)
Характеристическое уравнение

4--40—0
корни которого

n=(1+!) a, fe=(l—i)a, rs=(—1+i)a и = ([—1—1 о.
Составляем общее решение однородного уравнения (3):
2= Cye** cos ax+Cre™ sin ax-+Cse—%* cos ax+Cye-% sin ax.
Частное решение уравнения (2) находим методом неопределен-

ных коэффициентов. Так как правая часть уравнения представляет
двучлен первой степени относительно х, то частное решение ищем
в виде

Ии=Ах-В.
Здесь Аи В — постоянные, подлежащие определению. Находим

их в предположении, что частное решение и есть решение уравне-
ния (2). Дифференцируем Yo No x:

y=A, У=У,=0%=0.

Подставляем эти значения в уравнение (2)
4a*(Ax+B) =m'x

ИЛИ

404Ах--409АВ= тАХ.

Приравнивая коэффициенты соответствующих степеней х, полу-
чим систему уравнений

40А =ИА, \
4a‘ B=—0,

откуда
А

A— B=0. °
40 °

Тогда частное решение неоднородного уравнения (2)
тах
40`У—=
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Таким образом, общее решение неоднородного линейного урав-
нения (2) имеет вид

тах
Aqé ©

y= Cye** cos ax+Cre“ sin ax+Cz3e—-%* cos ax+Cye-@ sin ax-+

Произвольные постоянные Сл, С>, Сзи С, определяются из усло-
вий на концах вертикальной полоски ММ, имеющей фигуру абса
поперечным сечением.

В случае, например, когда резервуар имеет недеформирующее-
ся днище, эти условия будут таковы: при х=0 и=—0иу’=0и при
х=Н у=0и у’=0, где Н — высота цилиндрического резервуара.

$ 2. ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНАЯ ШПАЛА

Задача 187. Определить изгиб железнодорожной шпалы посто-
янного сечения под действием нагрузки и распределение давления
под нею. Зависимость прогиба шпалы от возникающего при этом
давления балласта на нее принимается прямо пропорциональной.

Решение. Нижний край шпалы АВ под влиянием нагрузки
РР деформируется, принимая форму кривой А.В:, и погружается
в балласт. Пусть величина прогиба шпалы на расстоянии х от ле-
вого конца равна и (рис. 134).

Рис. 134

Предположение относительно зависимости между прогибом
(упругой осадкой) у и давлением р, передаваемым на балласт еди-
ницей длины шпалы, может быть выражено уравнением

p=hky,
где Е — коэффициент упругости балласта (коэффициент постели
шпалы).
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Рассмотрим более общий случай, к которому может быть всегда
сведена силовая схема, изображенная на рис. 134,— шпалу, нагру-
женную непрерывно распределенной нагрузкой 4=|(х) (рис. 135).

Под влиянием этой нагрузки различные точки шпалы погрузят-
ся в балласт на глубчну у, зависимость которой от х подлежит опре-

Qe

Py yf

Ns

a—_

MYSI >.-—--—--.-Yy PaneloneNeal | | l= ND25 (УСАWAx GG2 p) WY ENx YN- — (И...
bun oa

№

Рис. 135

делению. При этом давление нагрузки уравновешивается реакцией
упругих сил балласта, т. е. должно соблюдаться равенство

ln 1ппfits ix=—k] ydx.
©

Пользуясь дифференциальным уравнением упругой балки
у
dx?

——MEJ

(знак минус ставится в силу того, что положительный момент вызы-
вает отрицательную кривизну), после двукратного дифференциро-
вания получаем

уEJ dx! М
dx?

). (1)

EJoe +ky=0
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ИЛИ

d*y k |
аа + Ep Y=0. (2)

Характеристическое уравнение

re Ey —0
имеет четыре корня:Ани”): Зл г) VarГ! = (соз A +isin 4 Ey’ Го= ( cos A -_ Ey’

д. П/Р Злf= (со —1 $11 =) Ey’ i ( cos 4 —[sins— a
После упрощений ‹эти корни принимают вид

n=(+i) VzДЕТ’ —(1—йV74Е/'
ча n= (— i) J ЕТ"

Полагая.
4

=_=4Е/ ^^

получаем общее решение однородного уравнения (2) =.
y= (Ci cos ax-+Ce sin ax) e**-++ (C3 cos ax+C. sin ax)e-@*, (3)

Для получения общего решения неоднородного дифференциаль-
ного уравнения (2) применяем метод вариации постоянных интег-
рирования.

k 1——, b= ——.
EJ EJ

Изложим схему решения этой громоздкой своими выкладками
задачи.

Постоянные С; (1=1, 2, 3, 4) в уравнении (3) будем полагать
переменными. Попробуем выбрать эти переменные так, чтобы функ-
ция у удовлетворяла уравнению (2).

Уравнение (2) tuna y@Y)+ay=—bf(x),rae a=
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Lon a да

Продифференцируем уравнение (3) три (т. е. п 1) раза. Тогда
2—4 1—4.

y= > Cy’+ 3 Ci'yi.
1—1 i=1

Вторую сумму, содержащую производные С;, при каждом диф-
ференцировании полагаем: равной нулю, что возможно, так как
имеем право наложить на неизвестные С; такое требование. Таким
образом,

2—4y= = Су:
и

=
> Сги:=0. (4)
1—1

Продолжая дифференцирование, имеем
1—4у” = =. Ciys”

и
=
№ СГ:=0; (5)
{=

iky=У Су:
=

и.
=

ma Cty”=0.. (6)
i=1

Наконец, представим в виде ряда производную четвертого
порядка

1—4 1—4уу) = >» CiyV+ У Сги:”, (7)
i=1 1—1

не налагая на вторую сумму требования равенства ее нулю.
Подставляя соотношения (7) и (3) в дифференциальное урав--

нение(1),. получаем новое уравнение
= В =
УС: SS any?>Сги=ИХ), (8)
i=1 k=0 i=

re dy — символическое обозначение постоянных коэффициентов.
Так как каждая функция и; удовлетворяет уравнению

h=4 hy
a ny Y=0,
hkh=0
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то из уравнения (8) остается только
ыы

ao № Сгуг”=ИХ),
1—1

которое совместнос уравнениями (4) —(6) дает возможность опре-
делить величины С; (1=1, 2, 3, 4), т. е. первые производные не-
известных функций С;;.

Итак, имеем систему уравнений относительно С;:
ix=4 ,

" aС==0, k=0, |, 2;
$=1

1=& © a

a > Ci’y’’=f(x).
i=1

Пусть | |
#==1р:(Х), [—1, 2, 3,4.

Интегрируя эти равенства, получаем

С:=А;- |реб) ах.
*0

Подставляя эти значения в уравнение (3), находим общее ре-
шение неоднородного линейного дифференциального уравнения (2):

rue

1=4 1—4 Е= ЗАци+ Хи |+0)4хi= = 01 x

Первая сумма в правой части полученного равенства представ-
ляет общее решение однородного уравнения, а вторая сумма —
частное решение соответствующего неоднородного уравнения.

Для определения четырех постоянных А; используем начальные
условия. На концах шпалы изгибающие моменты и поперечные силы
равны нулю, т. е.

dyMa=Ms=—EJ =0

. d M dМА _ АМв _ *y
Qa Qa ke = Ea —9

Таким образом, получаем. четыре уравнения для определения
постоянных интегрирования:

у" (0) =0, у”’(0) =0, у” (0) =0 и У”(О =0.



Глава ХТХ

известные функции.
Пусть

Е.
ЕЕ.
2at (cnn ti

Вводя новые неизвестные функции

dx dy/-Х — / /

$

систему (1) заменяем следующей:
_ах
dt

d ‚=,
=_
dt

dx!
di
dy’
dt

dz’
dt

=fi(t, x, у, <, x’, y’, =’),

=/f2(t, x, у, <, x’, y’, =’),

=f3(t, x, y, 2, x’, y’, 2’),

(1)

=

| (2)

J
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Система (2) состоит из шести уравнений первого порядка
с шестью неизвестными функциями: х, у, г, Х',У', г’.

Система (2), разрешенная относительно всех входящих в нее
производных, называется нормальной. Решить систему (2)— значит
найти систему уравнений вида

Fi(t, x, y, 2, x’, y’, 2’, Cy, Co, Cz, ... , Св) =0,Ро x, у, z, x’Y 7’,On Cx С». ‚Св) —0,
e eo ° e °Fa(t, ax,y, 2, x,y’, 2 Cy Co, Cs. Cx) =0

(3)

обладающую следующими двумя свойствами:
1) функции х, и, =, Х', и’, 2’, определяемые системой (3), долж-

ны удовлетворять системе (2);
2) систему (3) можно разрешить относительно произвольных

постоянных Сл, С», ..., Сь, Т. е. все эти постоянные не могут быть
исключены из системы. |

Разрешая систему (3) относительно произвольных постоянных,
получим

Ci=qilt, x,y, 2 x,y’, 2’),=e(fh2 У, 2},
(4)

ух, y’, =). |
Функции и

i= qi(t, x, Yy, 2, x’, y’, z’),
= ga(t, x, y, 2, x’, y’, 2’),.Ee Ee) 6)

Pe= Galt, x, y, 2, x’, y’, 2’)
называются интегралами системы.

Если Фи, фз, ..., ф — интегралы системы (2), то и произвольная
функцияР(фи, ф2, ..., Ф) от этих интегралов будет интегралом си-
стемы, так как

Е(фи, ф2, ... » Me) =F (Ci, Co, у Св) =С

Таким образом, система имеет бесчисленное множество интег-
ралов. Среди них можно выбрать не более шести независимых ин-
тегралов, где п=6 — число уравнений первого порядка, составляю-
щих систему.

Независимыми интегралами называются такие интегралы
фи, ф2, ..., Фь между которыми не может существовать никакого
тождественного соотношения вида Ф(фи, ф, .,. , фв) =0, т. е. ни один
из них не является функцией остальных.
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Разрешая систему общих интегральных уравнений (3) или си-
стему независимых интегралов (4) относительно искомых функций,
получим общее решение системы:

Х — 1 (Ь С., С.,..., Св), |
y =%2(1, Cy, Co, ..., Ce),
Zz ==арз (1, Ci, Co, ... , Ce),
№’==ара ($, С., С.,..., Ce), |
И’==арь (Е, С., Co, ...у Cs),
z’=e(t, Ci, Co..., Св). }

Таким образом, решение системы уравнений (2) сводится
к определению одной из систем уравнений (3), (4) или (5).

В прикладных вопросах особое значение приобретают системы
дифференциальных уравнений второго порядка, к которым, в част-
ности, сводятся задачи, связанные с движением системы материаль-
ных точек и твердых тел в пространстве.

$ 1. ДВИЖЕНИЕ МАТЕРИАЛЬНОЙ ТОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ
ОТТАЛКИВАЮЩЕЙ СИЛЫ, ПРОПОРЦИОНАЛЬНОЙ РАССТОЯНИЮ

Задача 188. Материальная точка массы 1, в. начальный момент
(1[—=0) находящаяся на расстоянии а от центра О, имеет скорость
9, перпендикулярную к прямой, соединяющей начальное положение

ya
р
A M(x,y)

7
и
/<

/
/

|Vo |
|

0 с Xx
_ _ i,—|M,(0,a)

‘Puc. 136

материальной точки с центром О, от которого точка отталкивается
силой, прямо пропорциональной расстоянию от центра (рис. 136).
Найти траекторию движения материальной точки.
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Решение. В любом положении М(х, у) на точку действует
сила Р, направленная по радиус-вектору точки и пропорциональная
ему по величине Р=хг.

Составляющие этой силы на оси абсцисс и ординатX=Xxf COS A=XkX, |
Y=xr sin a=xy.

На основании второго закона динамики получим дифферен-
циальное уравнение движения

4х
"ap=

d@y
dp |

ИЛИ
2х x
авт”с (1)ay % 6dt2 m у 7

Вводим обозначение А?=— —— Тогда неполные линейные урав-
нения (1) принимают вид

2ae —kx—0,
‘ty (2)df —k2y=0.

Общие решения уравнений (2)
x= Cert+Се, |y= Cye*t-+Cye7Ft, (3)

ax =Uy COS as =(0)
dt °° 2”ау ` о |Tr — 00 с0$ 0° = 0.Подставляя эти значения в систему (3), имеем:

а=— Сей `0-НСье-* 9, }
0=— Ce " OtСей " °.

Начальные условия: при {=0 х=—а, у=0,

Так как
а—=C,ke*t—Cpke-"t,
d= —Соврем— Сцёе-ы,
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то O =C,kek -°—Coke-* -9, }
Vo== C3ke* -9°—C,Re—* - 9,

Для определения четырех постоянных интегрирования имеем
систему алгебраических уравнений

C,+C,=a,
C,—C.=0,
C3;+C.,=0, (4)

Vo |C;—C,= ke

Vo
2k’ 2k

Подставляя найденные значения постоянных интегрирования
в общие решения (3), имеем уравнения движения:

а _ Yo _X= > (ем-е Rt) | y=Oh (ekt—e АТ). (5)
Для получения уравнения траектории движения исключим # изуравнений (5), которые преобразуем следующим образом:

2хhtt p—kt— “_erit e a 6)
ekt__ e—kt —2ky |

Vo

Суммируя левые и правые части системы (6), получим
ев!— 2(vox+-aky)
a ао

откуда`

ent — vor-paky e-ht— 1 —__ ro (7)
QUo ekt UoX+aky

Подставляя выражения (7) во второе уравнение (5), получим
— 90 ( Upx-++-aky _ QV ) = (voxtaky)2—a2v¢2

2k а _ щх-аку 2ak (vox-+-aky) (8)
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Уравнение (8) преобразуем к виду
Qaky (vox--aky) = (vox--aky)2—a2v¢?. (9)

После умножения, возведения в степень и сокращения подобных
членов уравнение (9) примет вид

а2к?у? = 002х2— а? 0?
ИЛИ

x2 ky
— =],

_ а? 007
откуда окончательно получаем траекторию движения данной точки
в виде гиперболы

x2 2
2 2“ (4)

$ 2. ВЫБРОС ТЕЛА ПОД УГЛОМ

Задача 189. Камень брошен под углом « к горизонту и движет-
ся в среде, сопротивление которой пропорционально скорости у.
Найти траекторию движения камня.

94

Е Nix,y)

©
XOo ур tv

Puc. 137

Решение. В любой точке траектории М(х, у) на камень дей-
ствуют две силы: тяжести Р=теё и сопротивления среды Е=Ки.

Составляющие их равнодействующей по осям координат
(рис. 137) будут

X=Pcos(P, X)+F cos(F, X), |
У=Р соз(Р, У)Есоз(Е, У).

cos(P, X)=0, соз(Р,У) =1,
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dx dycos(F, X)=— cos(F, У) =— а‘.
Следовательно, -

А=— dx
ds’ ty (1)

Как известно, U=——-; . Тогда система (2) примет вид
‚ ах

A= TR
dyY=—k—ame:

На основании второго закона динамики дифференциальные
уравнения движения

m d2x __pO
dt2 dt’
dy ау _

"де ape
ИЛИ

(2)
dt2 m dt

Решая первое уравнение системы (2) как неполное линейное
однородное дифференциальное уравнение второго порядка, а второе
как линейное однородное дифференциальное уравнение второго
порядка, получим общие решения

— t
x= C,+Cre ,

1gm,k [.я3|=у—=С3-+ Се _

Для частного решения используем начальные условия: при {=0
аx=0, y=0, ——=v0cosa,—— —vp sina.dx

> dt dt
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Получаем:
_.№.

O=C,+Cre me;
—A т (9)0O=—=C3;+Cye m — oe 0

Так как

ах К ——^_
am ,

dy Е 1 gm
dim OR

TO

_ 9Uo COS а——® Се т
т

k — 9 gm (4)Vo SiN a= ——Cye т ———.
m k

Из уравнений (3) и (4) определяем произвольные постбянные:
тС. = — Vo COS Q,
m .С.——> Vo COS a,

| тСз= =e (gm-+-kvo sin a),

= (gm-+-Rvo sin a).C.=—

Подставляя найденные значенияв общие решения, получим
частные решения:

+ _Е1x= р Uo COS a(l—e m ) =а(1—е ° ),
с ‚ (5)

5т -е.y= > (gm+kuosina)(I—e © )—
wa

— Взem t=b(I—e ¢ )—ct.}.
Е

6b Jb
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gm. к 5Здесь с== | следовательно, — —— ==— —
Значения а и 6 очевидны из уравнений (5). Для получения

траектории движения камня исключаем время #.
Из первого уравнения (5) находим, что

8
~ €Ie ef =~

a

Подставляя полученное выражение во второе уравнение (5),
получим

xy=b—-—cl,
откуда

и bx—ay
ae

Полученную величину времени подставляем в первое уравне-
ние (5), и тогда

__8. (6 х—ау)
х=а [1-е @“

или траектория движения камня

2 —ay—bx= = In“ —
$ 3. СБРОС ГРУЗА С САМОЛЕТА В ЗАДАННУЮ ТОЧКУ

Задача 190. Самолет летит на высоте Йй м над землей со ско-
ростью о км/ч. На каком расстоянии х от данной точки А необхо-
димо сбросить груз с самолета без начальной относительной ско-
рости и пренебрегая сопротивлением воздуха, чтобы он попал
в точку А? |

Решение. Начало координат помещаем в начальном поло-
жении груза (рис. 138).

Дифференциальные уравнения движения по координатным
осям принимают вид

"Te —°
ау
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Интегрируя каждое из них дважды, получаем
- x=C,t+C.,

]y= о 8PLCs C, (1)
dНачальные условия—при #=0: х=0, т =v; y=0, y’=0,

dоткуда, так как = —=С:и a=gt+Cs3, umeem
0 Xx 0=—С..0- С»,| > — =С,

O—0+C3-0+G,
0O—0+C;KK или= mg \ С:=, Co=C3=—=C,=0.

\ Тогда система (1) прини-
мает вид

| \A x=vt,
| ]у ——_ of2| Рис. 138 7—5 ЕТ,

откуда общее решение =.
gx?

У 20?
При уи=й находим

2h
x=v| —.

g

$ 4. ДВИЖЕНИЕ ПЛАНЕТ

Задача 191. Найти закон движения планет Солнечной системы,
в частности, движения Земли вокруг Солнца, основываясь на законе
всемирного тяготения, не учитывая при этом влияния других планет.

Решение. Пусть Солнце находится в начале системы коор-
динат хОу, а Земля в момент Ё движения по солнечной орбите имеет
текущие координаты (х, и).

В качестве положительных направлений векторов примем на-
правления -х и -[иИ.

Из рис. 139 очевидно, что действующая на Землю сила Р рас-
кладывается на горизонтальную и вертикальную составляющие
соответственно Р со$ 9 и F sin 0.



$ 4. Движение планет 505.

Пусть М — масса Солнца, т — масса Земли.
Тогда на основании закона всемирного тяготения

kM,MF=— (1)
И второго закона динамики Е=та получаем

@2х тae ——[ с0$ 0—— 72 cos 8, (2)
у . т .m— =F sin 0=— sin 8. (3);

Ga

7

iy
A

a
“Солнце| | в

Y д.
0

Рис. 139

Tak Kak sin 0= = H COS= то уравнения (2) и (3) при-
мут вид

4х _ УХ фу у (4)
ав 3’ Ч 3’ |

re v= kM.
Принимая во внимание, что г=1]/ х?--у?, систему уравнений (4).

запишем в виде

d*x ух d*y vy
aeery ae ae
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При 1=0 Земля находится на оси абсцисс на расстоянии а от
Солнца и движется в положительном направлении оси ординат со
скоростью Uo. |

¢ dx dyНачальные условия: #=0, х==а, у==0, № —=0, р
Остается решить систему дифференциальных уравнений (5),

удовлетворяющую этим начальным условиям.
Предварительно запишем систему уравнений (5) в полярных

координатах (г, 0).
Так как х=/ с0$ 9 и у=гз1п 0, то дифференцируя эти выраже-

ния по Ёи обозначая соответствующие производные сверху точкой,
имеем:

=Vo.

Х=Г с0$ 0— (г зп 0)6,
Х=/с0$ 0—2(7 эт 0)0—(г эт 0) 0-— (г соз 0) 62,
y=r sin 0+ (r cos 9)6,
y=rsin 0+2(r cos 0) 6+ (r cos 6)6—(r sin 6) 62.

Таким образом,

x= (r—r6?) cos @—(2r 6-+r 8) sin 8,
. 6y= (r—r62) sin 0+ (2г 0-х0)соз 6. (6)

С учетом соотношений (6) система дифференциальных уравне-
ний (5) принимает вид

(r—r62) cos 0— (2г 0-Е 0) зш 0=— 9059.
(7).. . ; | .. .. y sin 8(7—0?) чт 0--(2г 0-х 0) соз 0 = — =

Умножая первое уравнение системы на с0$ 6, второе на з1п 0
и складывая, получаем

ee e \r—1 = —— (8)

Аналогично, умножая первое уравнение на Sin 0, BTopoe Ha cos 8
и вычитая, получаем

2r 9--и 0=0. (9)
Соответственно необходимо представить начальные условия

в полярных координатах:
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при #—=0 г=а, 0—0, 2—0, 8=— (10)
Теперь необходимо решить систему дифференциальных урав-

нений (8) и (9), удовлетворяющую начальным условиям (10).
Замечая, что левая часть уравнения (9) представляет выраже-
1 а .Hue —— + — (720), можем его заменить уравнением
r

d ,
——. (r2Q) = ]a 720) =0 (11)

или

#20 =С. (12)
Из условий (10) видим, что при #=0 г=аи = —., Следо-

вательно, из уравнения (12) |
C1=Avo. (13)

Таким образом, уравнение (12) принимает вид

r6—avo, (14)
откуда

‘ . Чо -9—= a (15)
и уравнение (8) будет

.. а200? Vvr= 73 — pa (16)

Уравнение (16) не содержит 6 и непосредственно не включает Ff.
Поэтому, полагая г==р, это уравнение запишем в виде

ар _ ар 4 _ ар _ 4% _ у
dt dr di Pdr в 72

или

ар а2002 У
rR р

==; -С.. (18)
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Из уравнения (18), так как р=г==0, где г==а, имеем:
002 у== (19)

Таким образом, уравнение (18) принимает вид
re \ а2902 Vo" v
a a2 r 2r2 2-

или, рассматривая только положительный квадратный корень,

—=

dt

Отсюда можно получить г в виде функции времени Ёи найти
местоположение Земли (или другой планеты) относительно Солнца
в любое время. Однако значительно больший интерес представляет
описание траектории Земли при ее движении. Для этого необходимо
уравнение, содержащее ги 0.

Задача описывается теперь системой уравнений (20) и (15).
Дифференциальное уравнение, содержащее ги 6, но не включаю-
щее {, может быть получено делением уравнения (20) на уравнение
(15), откуда

2dr (v2— 2" } 4 2v _ avo | (20)
Г re.

dr— =r VAr — .716 ry Are+2Br—}, (21)
где

1 2k у
A= az — ayy?’ B= а?00?`

Разделяя переменные и интегрируя, получаем
а =|40=60+С» (22)

ryAre+2Br—1 .
] du.Применяя подстановку r= 7 dr=——2 ‚ Имеем:

— | a =0+Cs,
jy A+2Bu—wu?

7 \ ee =6+Cs, .
Ул В?— (и—В)?

т. е

агссоз#8 9-4С, (23)
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Общее решение

u=B-+- y A+B? cos(0+Cs3)=B[1+ecos(6+Cs)|, (24)
где

_ YA+B? _ avo aeC= = l. (25)
Так как и== = TO

a2V0"
ВВД |1-е соз(0--С:) ` (26)

Начальное условие: при 0—0 г=а. Отсюда
92002а(1-есо$ Сз) =

Сокращаем на а и переносим единицу в правую часть урав-
нения:

900?e cos C3;= —j=—e.

Сокращая опять обе части равенства Ha е, получаем со$ Сз==1,
т. е. Сз=0.

Таким образом, искомая зависимость г=1(0) будет
__ 9200?
~~ v(1+e cos 6)’r

$ 5. СИСТЕМА ДВУХ СВЯЗАННЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ КОНТУРОВ

Задача 192. Две цепи А и В (рис. 140) находятся в магнитной
связи при заданном коэффициенте М взаимной индукции. Jano: Li,
К: и С; — коэффициент самоиндукции, сопротивление и емкость
цепи A; [Г2, Ю2 и С› — аналогичные величины для цепи В. Найти
закон изменения силы тока {в цепи А, предполагая, что:

а) сопротивления цепей А! и А. весьма малы;
6.) цепи настроены в унисон, т. е. С1Ё1== С>[..
Решение. В цепи Авозникают силы: электродвижущая сила

dis‚ электродвижущая сила самоиндукции —Ё aар
индукции —М —дукц dt
напряжение конденсатора

ог— С! = С, ИЕ.



510 Гл. МХ. Системы второго порядка

Отсюда по закону равновесия электродвижущих сил
. dis ай 1 .Юй=—М——dt —L,—dt — <I ИЕ, (1)

Аналогично для цепи В

ай dip Г.Ю>5= —М dt —[2 ЧЕ. —= iodt. (2)

Из уравнений (1) и (2) получаем систему дифференциальных
уравнений процесса

м“ diм+L; ar АЮй- —= J isd? =0,
yy2ar м <. = + Reir+——a J adt=0

или, дифференцируя,

м ® lo d? ly di, 1авРав Кар+6, #=0, 3)ufФи d2lo С 1М +——dP +R2—+CG 2—0.
Это система двух дифференциальных уравнений второго по-

2рядка. Исключим из системы 8) величину i. Тогда
a2Й [2 . M .([122—М?) —5-dé + Lay мк. 2i a=, (4)
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Дифференцируя уравнение (4), находим
di ai di(Lil2—M?) —, +LRi= —MR +

[№2 diy M dizTC dtGat=" (9)
5.В уравнении (5) заменяем величину mo выражением из

первого уравнения системы (3)
ais __ d2И ай ] .

Mae aeae
и получаем

(LiL,—M? ait (ВНЕ) aaisLe ) iB air Lake) +
ай Ю› . М diz+ (2~ +RiRs) тс“ ©т —=0. (6)

Дифференцируя уравнение (6), находим

d' а(LiLz—M?) — ++(LaRi+LiR2)a+
[2 diy к ай М 425+ (2 “ete a ав

dizВторично заменяя величину М чв_ Выражением из первого
уравнения системы (3), получим

Ач аз(аМЗ) о Е(То)в+
42И Ко di,+ (4 + 2 +RRs)SETe +(2Ten ) 4
l+7С.С. й==0. (7)

Сокращаем уравнение (7) Ha L,L2:

М?\ dtiy К Ro \ @i(1- LiL» dt + (+7) ав 1
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1 | Ri Ro\ Фи+r (—-+ СГА Ly " [2 } dt? +
Rt 1 R2 1 ай 1 , 1
Li Cole Lo Сид’ 4 CiL, Cole t~=0. (8)+

Уравнение (8) представляет неполное линейное однородное
дифференциальное уравнение четвертого порядка, решение которого
определит силу тока й в цепи А.

Так как цепи настроены в унисон, т. е. С1![1= СЁ», и сопротив-
лениями А! и Ю можно пренебречь, то уравнение (8) примет вид

М2 \ а о di, 1.(1— a) dé * GL, de + СГ? #0. (9)
Соответствующее характеристическое уравнение

М? 2 1— 4 2p 7(1 [а[2 ) r+ CL." * Cale = (10)
Обозначим для краткости:

М2 >. 1 Иа.LL =k?; CL =
Тогда уравнение (10) примет вид

(1—?2) r6-2n3r2+-nt=0. (11)
Корни уравнения (11): |

ni ni
y= ’ Го— — ’

у 1-Е у 1-2
ni ni

Гз— , Г— —yi—k yi—k
Искомое общее решение

i=C, sin —-— t+C, cos —— t+
Vite УЕ

п .+C3 sin t+C, cos’
Vi—k y1—k

t.
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$ 6. ИЗМЕНЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА ЭЛЕКТРИЧЕСКОЙ ЛИНИИ
ПО ВРЕМЕНИ (ПРИВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ К. СИСТЕМЕ
`ОБЫКНОВЕННЫХ УРАВНЕНИЙ)

Задача 193. Линия длиной / с сопротивлением К и утечкой Ц
на единицу длины свободна от искажений (т. е. = с’ roe L —
самоиндукция и С — емкость на единицу длины) и заряжена до
потенциала Ш. Конец линии (х=1[) изолирован. В момент времени
[—0 начало линии (х=0) заземляется. Найти закон изменения
потенциала в любой точке линии в зависимости от времени {.

Решение. Прохождение электрического тока по проводу
с равномерно распределенными на единицу длины сопротивле-
нием А, самоиндукцией [., емкостью С и утечкой С характеризуется.
силой тока 1(х, Ё) и напряжением. И(х, №, которые являются функ-
циями положения точки х и времени f.

Величина потерь пропорциональна напряжению в рассматри-
ваемой точке провода.

Величины 1(х, t) u U(x, [) связаны следующей системой урав-
нений:

С°U4GU=0,
(A)о.oo pL НЕ,

называемой системой телеграфных уравнений.
Из системы (А) легко получается уравнение силы тока

O71

и уравнение напряжения

92 020

Каждое из них называется телеграфным уравнением.Если можно пренебречь потерями через изоляцию и сопротив-
ление очень мало, т: е. @ 0, К 20, то приходим к уравнению.

| Oi
—— =аote Ox? (D1)
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и к уравнению
020 020
Oe oe (Ps)

1 .где а2—=--—. Каждое из этих уравнений называется волновым урав-
CL’HeHHeM. |

Потенциал И(х, #) и сила тока {(х, Ё) в кабеле удовлетворяют
системе телеграфных уравнений (А) при О<х<[и 0<1<-о.

Из данных задачи вытекают начальные условия

U(x, 0)—=Us, i(x, 0) =0 (1)
и граничные условия

((0, =0 при #>0, КЕЙ =0. (2)

Кроме того, из первого уравнения системы (А), которое должно
оставаться справедливым из физических соображений при #=0,
следует еще одно начальное условие для потенциала

ai aU |Ox at” Ob ig POU 0) —0
или с учетом соотношения (1) имеем:

oU G
ot lec (3)

Из второго уравнения системы (А), которое должно быть спра-
ведливым и при x=l, следует еще одно граничное условие для по-
тенциала`

ди di .Ox tor PR t) =0
или с учетом соотношения (2) имеем:

oUOx oO (4)
Итак, задача сводится к интегрированию телеграфного уравне-

ния для потенциала О(х, #):
020 02U R С \ oU RG2 —— ^^ чмд — 0Е + ( L т С } ot + LC о (5)

при начальных условиях
| ОИ| СИ(х, 0) = ь Ot aoe (O<x<l)
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и граничных условиях
ди((0, Г) =0 при #>0, Эх a

Пусть
~1(F.,& );

| 2\ г с

U(x, t) =e V(x, 2), (6)
где У(х, Г) — новая искомая функция.

. R GТак как кабель — линия без искажений, то т =с иполу-
чим для функции И(х, Г) волновое уравнение

ду У2Ot? Ox (7)
®

Из начальных и граничных условий для функции И(х, Ё) выте-
кают соответствующие условия для функцииУ(х, [), а именно:

OVV(x, 0) = VU), Ox. on? (O<x<l); (8)
OV

Решение дифференциального уравнения в частных производ-
ных (7) сведем к решению системы обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений.

Для этой цели воспользуемся методом разделения переменных,
т. е. решение будем искать в виде |

V(x, t) =X(x)T (0). (10)
Требуем, чтобы функция Х(х) удовлетворяла: граничным усло-

виям (9), а также, чтобыХ(х)Т (1) ==0.
Подставляем равенство (10) в уравнение (7), откуда

XT”=a?TX"

и после разделения переменных получаем уравнение
и LAT” xX7=e a (11)

Равенство (11) возможно лишь в случае, если каждее из этих
отношений равно постоянной. Очевидно, что если эта постоянная
не отрицательна, то граничным условиям (9) удовлетворяла бы
только функция, тождественно равная нулю.
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Пусть /2 — общая постоянная. Тогда

| (12)
T’+22T=0.

Таким образом, уравнение задачи в частных производных (3)
приведено к системе двух обыкновенных дифференциальных урав-.
нений второго порядка (12).

Общие решения этих уравнений .

А . AХ=А cos —-xB sin 7 Х, | (13)
T=A* cos At+ B* sin Al.

Из условий (9) следует:
2n+1A=0, A= о

OVИз начального условия Or —0 вытекает, что В*==0.
1—0

Итак,
(2 лх (2n+1)nat |

an)
2n-+1 2n+1о] лх ©0$ 5]

V (x, t) =BA* sin

=C sin nat, (14)
где C= BAo*.

Функция (14) удовлетворяет всем условиям задачи, кроме
(2n-+-1)x5] xUd. (15)V(x, 0) =C sin

Чтобы удовлетворить и это условие, будем искать решение 3a-
дачи в виде ряда

Sc, sin earn хсо РОЯ |, (16)
21

n=0

в котором коэффициенты С„ выбраны так, что

УЕAntex=Us, (17)
n==0
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Для нахождения этих коэффициентов рассмотрим нечетную
функцию

ЦИ при 0<х< 2,Кох) = { —Uo npu —21<х<0, (18)
а вне интервала (—21 21) продолженную периодически с перио-
дом 441.

Коэффициенты Фурье этой функции
21

__ 200 | —(—1)”— 5] J sin 7о] xdx= 2Uy- a ,
Поэтому

[ (x) = ——“at $esin x=a 21

40 У 1 (Ont)=— pars sin 5] Xx. (19)
Отсюда следует, что коэффициенты С» должны быть коэффи-циентами Фурье функции f(x).
Если функцию [(х) найти трудно, то можно было бы тогда

функцию У(х, 0) разложить в интервале (0, [) в ряд по функциям
(2n-+-1)x

21
Если функция У(х, 0) удовлетворяет некоторым ограничениям,

то такое разложение возможно и С» будут его коэффициентами.
Пусть теперь далее

sin

: 40С,= Tem(2n-+-1) (20)
Тогда

40У т (биол _a Qa sin 5 x=U), 0<х<12.
Следовательно,

AU Sd (идя (2-1)алV(x, j= 7 РН sin — о] x COS 7 . (21)
Остается проверить, удовлетворяет ли полученное решение

уравнения (21) всем условиям задачи.
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Представим функциюУ(х, Е) в виде

V(x, t) =@(x+at) +o(x—at), (22)
где С

со

_ 2 1 _ (2n+1)a(x-+at)g(x+at) = 7 Qu att sin о ,
Uo S11, (S01)n(x—at)~(x—at)= - Qt sin 5]

i (2)

So %
Ol 5-2 И 61 fl~—* a : 7 ; + +—

2
+ ed

Рис. 141

Из соотношений (18) и (19) следует, что ф(2)= SH), т. е.
—= при —21<2<0,

f(z) = Vy (23)
0—>7 pH O<z<2l,

а вне интервала (—21, 21) продолжается периодически с периодом 41
(рис. 141).

Значения функции У(х, #) представлены на рис. 142.
Во всех точках плоскости (х, #), кроме лежащих на прямых

xtat=—2nl, rne n=0, +1, 2, ... ‚, называемых характеристиками
данного уравнения, функция У(х, Ё) (21) удовлетворяет уравнению
(7), начальным условиям (8) и граничным условиям (9).
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Учитывая соотношение (6), искомая функция
_7t

U(x, t)=e -F V(x, t)=

4U; —-—? < 1 2n+1)x 2n+-l)a— “9е Г ytsin MEY x cogs Имя, ;
л am 2n-+1 21 21

Xd их Caer y
Kit 2 wy
Ил61 4 ototh Kon

41 y | К
Ug

LL
Up Ug

0 ie
>< Uy c

“Zl >

-4[ 4

$ 7. СТАЦИОНАРНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ
УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

В ТЕОРИИ СИСТЕМ СОВРЕМЕННОЙ
‚ТЕХНИКИ И ЕСТЕСТВОЗНАНИЯ

Системы автоматического регулирования

Под термином система подразумевается взаимосвязь самых
различных элементов. |

Физическая система, характеристики которой не изменяются
по времени, называется стационарной. Если же они изменяются
очень медленно, то система называется квазистационарной, и соот-
ношения между различными свойствами системы приблизительно
такие, как в стационарном состоянии.

Линейными стационарными системами называются такие си-
стемы, свойства которых (упругость, масса и коэффициент трения
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в механической системе, емкость, индуктивность и активное сопро-тивление в электрической системе) не зависят от величин, характе-
ризующих состояние системы (от смещений и скоростей в случае
механической системы, напряжений и токов в случае электрической
системы).

Нелинейной системой называется система, которая содержит
хотя бы одно звено, описываемое нелинейными уравнениями.

Процессы в линейных системах описываются линейными диф-
ференциальными уравнениями (откуда и произошло их название,
так как параметры системы, которые входят в коэффициенты урав-
нений, не зависят от переменных и их производных, определяющих
состояние системы). -

В теории систем современной техники и естествознания стацио-
нарные линейные дифференциальные уравнения находят широкое
применение. Особо велико их значение в автоматическом регулиро-
вании. В частности, эти уравнения описывают действие электро-
механических следящих систем, служащих для управления положе-
нием тела в пространстве, так, чтобы оно с требуемой точностью
копировало (отслеживало) положение другого тела и имело воз-
можность изменить положение некоторого элемента в зависимости
от характера сигнала управления (задающего сигнала).

Примерами следящих систем являются: автоматический потен-
циометр для измерения температуры электропечи, системы управ-
ления антеннами радиолокационных станций, автопилоты (на само-
летах), гирорулевые системы (на кораблях) и т. д. Во всех этих
системах регулируемой величиной является положение механичес-
кого объекта.

В более широком смысле следящими системами называют лю-
бую систему автоматического регулирования, предназначенную для
того, чтобы какая-либо выходная величина с заданной точностью
повторяла изменения входной величины часто другой физической
природы.

Поэтому следящие системы находят самое широкое примене-
ние: в копировальных станках, у которых фреза или резец станка
«следит» за. перемещением щупа по копиру; в артиллерии, где ору-
дие или орудийная башня «следит» за рукояткой управления, пере-
мещаемой наводчиком,ит. д.

Составление дифференциальных уравнений систем
автоматического регулирования

Системы автоматического регулирования в большинстве ‘слу-
чаев являются сложными устройствами, динамика которых описы-
вается совокупностью дифференциальных уравнений.

Для получения такой совокупности необходимо составить
дифференциальное уравнение для каждого элемента автоматиче-
ской системы так, чтобы общее число уравнений было не меньше
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YHCa HeE3ABHCHMBIX OOOOUICHHBIX KOOPAHHAT,* ONPeeIAIOWIMX COCTOR-
‘ние системы.

При составлении дифференциального уравнения каждого эле-
мента необходимо выявить физический закон, определяющий его
поведение. Например, закон сохранения вещества (для объектов
регулирования уровня давления), закон сохранения энергии (для
объектов регулирования температуры), закон равновесия моментов
(для объектов регулирования скорости или угла поворота), закон.
равновесия электродвижущих сил (для электрических цепей) ит. д.

Математическая формулировка соответствующего физического
закона является исходным дифференциальным уравнением данного
элемента автоматической системы.

Так, для электродвигателя закон равновесия моментов, приве-
денных к исполнительной оси, т. е. на его валу, представляется
уравнением

dwJ“dt — Мвращ— Мторм, (1)
где J— приведенный момент инерции двигателя, ® — угловая ско-
рость двигателя, Мвращ—вращающий момент двигателя, Мторм —
тормозной момент внешних сил (момент нагрузки).

Далее необходимо определить факторы, от которых зависят
переменные, входящие в это дифференциальное уравнение. В усло-
виях уравнения (1) надо выяснить, от каких величин зависят и ка-
кими соотношениями определяются вращающий момент двигателя
Мвращ и тормозной момент Мторм на его валу.

Следующим этапом является линеаризация полученных урав-
нений, допустимая при отсутствии разрывных, многозначных или
резко изгибающихся характеристик, и если уравнения являются
стационарными, т. е. справедливы в течение всего времени регули-
рования.

В итоге линеаризации получается совокупность дифференциаль-
ных уравнений, описывающих движение рассматриваемой системы:

а: (р) х-Нала(р)х-...Налк(р)хь=Н(®), |
ан (р) гра»(р)ж-Р.. Наш(р) хьРИ, (2)
(рух ам(р)хь+. аи(ружьВ,

re X41, Хо, ..-., Хь — обобщенные координаты системы, в том числе
d .регулируемая величина и({) и ошибка х(1); р= ——qi — алгебраизи-

* Обобщенными координатами называются величины, характеризующие
изменение положения системы. Обобщенными координатами могут быть прогибы
отдельных точек, углы поворота узлов, взаимные углы поворота стержня и т. п.
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рованный оператор дифференцирования; f1(t), fo(t), ... ,.fr(t) —
функции ‘времени, представляющие управляющие и возмущающие
воздействия (будем считать, что к системе приложены только два
воздействия—управляющее й({). и возмущающее [(#)); а:;(р) —
некоторые многочлены оператора р.

Совокупность дифференциальных уравнений (2) может быть
разрешена относительно любой обобщенной координаты.

Обычно это производится относительно отклонения регулируе-
мой величины от заданного значения, т. е. ошибки (рассогласова-
ния) х({), или относительно регулируемой величины y(Z).

В первом случае получается дифференциальное уравнение

D(p)x(t)=Q(p)h(t) +R(p)F(Z). (3)
Здесь характеристический многочлен п-й степени

D (p) =aop"+ap"!agp" +... An—1p+4n, (4)
где Ao, @1, 42,..., ап — постоянные коэффициенты линеаризованной
системы, характеризует свободное движение регулируемого объекта
с регулятором; многочлен п-й степени

О (р) = сор” ср”сор".. .-Нсп-ар-сп, (5)

ГДе Со, С, С2,..., Сп — Постоянные коэффициенты, определяет влия-
ние управляющего воздействия Й(Р) (т. е. требуемого закона изме-
нения регулируемой величины и(1)) на характер изменения ошибки
x(t); Ю(р) — многочлен, определяющий влияние возмущающего
воздействия [({) на характер изменения ошибки х(Г).

Во втором случае при решении системы дифференциальных
уравнений (2) относительно регулируемой величины и({) подста-
новка выражения для ошибки х(Р) =й(1) —у(Г) в равенство (3)
дает уравнение движения регулируемого объекта:

D(p)y(t) =S(p)h(t)—R(E)F(2), (6)
где S(p) =D(p)—Q(p) — MuHorouseH cTeneHH M<=nN:

S(p) = bop™+ bip™!+-bop™2, . .-Om—1p+ Om.

Если функции времени, стоящие в правой части дифференци-
альных уравнений (3)и (6), заданы, то эти уравнения интегрируют-
ся относительно искомых функций времени, т. е. можно определить
изменение ошибки регулирования во времени х({) из уравнения (3)
и движение регулируемого объекта с регулятором иу(Р) из уравне-
ния (6).
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Следящая система

Следящая система работает на принципе обратной связи —
путем сравнения заданного положения объекта с действительным
его положением и использования фиксированных отклонений для
автоматического регулирования объекта. Желательное положение
объекта задается значением напряжения или силы тока, плотности
излучения, перемещения и других физических величин.

Рис. 143

Обозначим элементы схемы электрической следящей системы
следующим образом: 1 — маховичок датчика; 2 — ведомый вал;
3 — регулируемый объект; 4 — усилитель; 5 — электродвигатель
постоянного тока; 6 — шестеренная передача; К: — движковый рео-
стат датчика; А› — движковый реостат ведомого вала; И — напря-
жение задания (т. е. напряжение неуравновешения моста сопротив-
ления, регулирующего усилитель); И, — напряжение питания моста.

Пусть имеется некоторая ось АА’ (рис. 143), которую назовем
задающей. Угол поворота a этой оси задается извне и является
установленной величиной.

Задача следящей системы состоит в том, чтобы угол поворота В
другой оси ВВ’, которую назовем приемной, равнялся ©. Величина
угла и может быть представлена в общем случае любой функцией
времени. Ось ВВ’ должна автоматически следовать за осью АД-.

В качестве измерительного органа системы автоматического
регулирования применена цепь, состоящая из двух потенциометров
(или реостатов) К: и №2, движки которых укреплены на осях AA’
и ВВ’.

Если ©=-=В, то потенциалы движков ПО и 0, равны и их раз-
ность ДИ (т. е. напряжение между движками Ри (©) равна нулю.
Если а=В, то напряжение АИ=И—И,==0 приложено к входным
зажимам усилителя с коэффициентом усиления №. На выходе уси-
лителя образуется напряжение И, =АЮ/ЛО, вызывающее ток &ь в об-
мотке возбудителя генератора Г. |

Появление электродвижущей силы генератора ЕЁ; вызывает
ток {я в цепи якоря двигателя М независимого возбуждения. Послед-
ний через шестеренную передачу с передаточным числом 4 вращает
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приемную ось до тех пор, пока АП не обратитсяв нуль. Тогда на-
пряжение И» станет равным нулю и система придет к состоянию
равновесия.

В структурной схеме системы регулирования (рис. 143) датчик 1
в виде круглого движкового реостата А! предназначен для установ-
KH желательного углового положенияа, которое должен принять
ведомый вал 2, передвигающий регулируемый объект 9. Каждому
углу а соответствует определенное положение движка реостата К..
На ведомом валу 2, имеющем действительное угловое положение В,
находится второй движковый реостат К›, который совместно с рео-
статом А! образует мостовую схему. Если положения © и В движков
двух реостатов №1, Ю› не совпадают, то мост не находитсяв равно-
весии и на его диагонали появляется напряжение, 0, управляющее
усилителем 4.

Усилитель за счет питающей энергии производит ток {я, необ-
ходимый для приведения в движение двигателя 5.

Двигатель постоянного тока приводит в движение при помощи
передачи 6 ведомый вал и работает до тех пор, пока движки двух
реостатов Ал, Ю2 не займут тождественного положения &=В.

Напряжение 0 и ток я становятся равными нулю, и двигатель
останавливается.

Такого рода структурная схема позволяет точно регулировать
положение больших и инертных масс часто на большие расстояния
при небольшой затрате энергии (перевод движка реостата R,).

В следящей системе замеряются физические величины, подле-
жащие контролю (выхрд информации), и этот замер сопоставляется
с другими физическими величинами (входная информация). Разни-
ца между выводом и вводом информации называется погрешностью
по регулирующему воздействию и используется, чтобы вызвать
изменение физической системы с целью минимизации этой погреш-
ности или сведения ее к нулю.

В частности, рассогласование (ошибка) системы

AU=U—U,

представляет разность между напряжением задания 0 и напряже-
нием питания моста U,,.

Задача 194. Для следящей системы (рис. 144) определить угол
поворота командной оси как функцию времени при следующих па-
раметрах: напряжение аккумуляторной батареи Епт=4 в, коэффи-
циент усиления линейного усилителя Ко==10 в/в (вольтов/вольт),
коэффициент пропорциональности вращения Авр=1 кГ-м/а, само-
индукция якоря Гя=0,02 гн, сопротивление якоря Юя=0,74 ом, осе-
вой момент инерции вала /=0,5 кГ`.м. сек?, коэффициент отношения
угловой скорости к напряжению якоря Кя=6,43 в/рад /сек, коэффи-
циент вязкого затухания С=0,5 кГ.м/рад.
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Решение. В структурной схеме следящей системы (рис. 144)
показаны усилитель, двигатель постоянного тока и два потенцио-
метра. При такой схеме соединения потенциометр выхода можно
расположить перед входным потенциометром.

tn Усилитель
С hy bar! ky мeT 9
dyaoe nell

Ly
—ot ee Е

Рис. 144

Угол поворота В командной оси, замеренный вторым потенцио-
метром,

Увых==В*Еи.т, (1)
а угол поворота & исполнительной оси можно вручную установить
равным заданному углу при помощи вращающего вала входного
потенциометра

Vax= QEy.. (2)
-

Рассогласование представляет разность между выражениями
(1)и(2), т.е. |

€ = Увх— Увых. (3)

Напряжение якоря мотора получается путем усиления рассо-
ГгГласования

Ея== ое (4)
и связано с угловой скоростью мотора зависимостью

| di, dpEx=RaliatLa dt -Кя ah
где Ая — сопротивление якоря; [я — самоиндукция якоря; {я — ток
якоря двигателя; Кя — коэффициент соотношения угловой скорости
И напряжения якоря.
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Пусковой (вращающий) момент, приложенный к валу двига-
теля, является функцией силы тока якоря

T= Rspla
и, Когда этот момент действует на вал двигателя, вращение вала
описывается дифференциальным уравнением

T=Rppig—=J —-Ec He
где / — момент инерции всех вращающихся частей, приведенных
к валу двигателя; С — коэффициент вязкого затухания.

Очевидно, что уравнения, описывающие работу следящей си-
стемы, будут

:и
с — Еврйя== 0;

+ReistKa =—ai =Eg.
e

Кроме того, согласно уравнениям(1)—(4), напряжение якоря
Ея может быть представлено в виде

Ея= Ro (Увх—Увых) — Еп.тАо ( a—B)

и поэтому система дифференциальных уравнений, описывающая
работу следящей системы, будет представлена явными функциями
углов поворота осей и силы тока якоря

778. ai ;АР. +C—— —Авря==0,С :+RaiatKa = -+-Еп. cop=Ex.rkoa.
Дифференциальные уравнения движения с учетом условий за-

дачи примут вид

ap ai
de a=,+0,5 ——а (5)4`0,02 +0,74ig+6,43 —— +408=40a.

-llycts onepatop4 —=0. Тогда в операторной форме система
(5) запишется
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(D?+-D) B—2ig=0; |
(321,5D+2000) B+ (D+37) ig—=2000a. J

Характеристический определитель системы
D2+-D —2

р) = 321,5D+2000 2-37

(6)

=D?+38D?+680D+4000=0

представляет уравнение третьей степени с постоянными коэффи-
циентами. |

Характеристическое уравнение

r3t38r2-+680r-+4000=0
имеет корни

ry=—10; 12, з—= —14-=14,281.

Общие решения соответствующих однородных дифференциаль-
ных уравнений (6) будут

Водн=Сие и-РНе-1“ (С1› sin 14,287-+-Ci3 cos 14,287), \
jomH—= Cy,e—10t+e—14t (Cop sin 14,28t-++-Cos cos 14,282). (7)

Число произвольных постоянных можно уменьшить, если ис-
пользовать первое уравнение системы (6). С помощью решений (7)
и их соответствующих производных получаем

0=—(90С.—2С>)е ®-{ (385,72С:3—22С»—2С.2)е14 зш 14,28#—
— (385,72C 12+22C13+-2Co3) e—14t cos 14,281,

откуда, приравнивая соответствующие коэффициенты и сокращая
полученные равенства на 2, имеем

45Си—Си==0;
192,86Ci3— 1 1(2— Coo=0;

— 192,86Cr2—11C13— Co3==0
ИЛИ

C4=45C 1, -
С>›—= 192,86С1з3—11С1>,
Сз= —192,86С1»— 11С1з.

Тогда общие решения соответствующих однородных уравнений
(6) принимают вид

Bonn==C1,e—1t+e—14t(Cro sin 14,28¢-+-Cis cos 14,287),
pOMH — 45Cye1t+ (192,86Cr2—11 Crs) e-™ sin 14,28/— (8)

—(192,86C 2+ 11C13) e-*4! cos 14,281.
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Пусть частные решения системы неоднородных дифференциаль-
ных уравнений (7)

~ Вчастн=А, [я частн==В..
Подставляя их в исходную систему дифференциальных уравне-

ний (6), получаем

2000А-37В =2000%,
откуда

| A=a, B=0. (9)
Таким образом, общее решение для угла поворота командной

оси получается путем суммирования соответствующих уравнений
(8)и (9): ,

В—Сне-0-е-н(Ср эт 14,2814- Св соз 14,281) а.
48 _ “В
dt ~’ dt

Отсюда получаем систему алгебраических уравнений для опре-
деления постоянных интегрирования

| Cu+Ciz—=—a,;
—1 ОСи-- 14,28С›— 14С\з=0;

100С..—400С.2—8С.:=0.

Начальные условия: при #=0 В=0, =0.

Решение этой системы

С.= — 1,820; С2=— 0,4710; C13==0,82a.
Частное решение для угла поворота В командной оси прини-

мает вид

В—а [1—1,82е-10#- (0,82 cos 14,281—0,471` з1т 14,28) е—№.



ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ

. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

1. Определить работу, которую нужно затратить, чтобы насы-
пать из песка конус, радиус основания которого К=1,2 м, а высота
й—1 м. Удельный вес песка у=2 Г/см3. Песок поднимают с поверх-
ности Земли. “

Ответ: А 754. кГм.
2. Концы каната цепного моста находятся на высоте Н==5 м,

а середина на высоте й=4 м от проезжей части моста. Длина моста
21—20 м. Найти кривую свешивания каната.

x2

100°

3. Пластинка, имеющая форму половины эллипса, погружена
вертикально в жидкость так, что малая ось 26 лежит на поверхности
жидкости. Найти давление на стороны этой фигуры, если длина по-
груженной полуоси эллипса равна а, а удельный вес жидкости у.

Ответ: дифференциальное уравнение задачи

“oe

Ответ: парабола у—4=

b ———dp= =v x ¥ a—x? dx;
при х=а p= 5. bya?

4. Ракета с начальной массой Мо г взлетает с Земли в верти-
кальном направлении. Газ выбрасывается постоянными долями
а Г/сек и с постоянной скоростью $ см/сек относительно ракеты
(а>>0; 6>>0). На ракету действует постоянное гравитационное поле.

1) Показать, что уравнение движения

(Mo—at) < —ab=—g(Mo—at);
. Mo2) найти скорость ракеты в любое время {< —— после старта

a
с Земли, принимая начальную скорость ракеты равной нулю;

3) определить высоту подъема ракеты в момент {.
Mo MoОтветы: 2) У о (о gt, O<t< a”

b Mo го Mo3) x=bt——- (My—at)In (=) 9 g?, 0<t<—
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5. Легкое тело массы т падает с высоты 250 м под действием
силы тяжести, встречая противодействие силы трения воздуха.
Предполагая, что сила трения пропорциональна скорости (коэффи-
циент пропорциональности А), установить:

1) через сколько секунд после начала падения тело ‘достигнет
Земли;

2) закон движения h=f(ft). -
риОтвет:1) t= р In _ ko

om
h| —_ mg mg ==

6. Шар массы т падает свободно без начальной скорости под
действием силы тяжести из точки О, которую примем за начало
координат. Сопротивление воздуха Ё пропорционально скорости
падения, т.е. Е=—^о (Rk — коэффициент пропорциональности).
Найти закон движения шара..

Ответ: у=о(1—е—"*).
7. Материальная точка массы т брошена вертикально вверх

с начальной скоростью 9. Сопротивление воздуха пропорционально
квадрату скорости движения.

Найти: 1) время й подъема точки до наибольшей высоты;
2) наибольшую высоту Ай подъема точки;
3) скорость 92 точки в момент ее падения на Землю;
4) время № падения материальной точки на Землю.

Ответы: 1) т_49 — —mg—kv®:dt

t (arctg Ui | С arctg v | a= A= 0 —_ “Jo —
Vag 8 8 т

О 1 arctg v y+при v= = Г 0 ’jag- g
] 5-49 1 A а-Рачо.

= пашет —0 h=—2) s 5 ain aye PH Y 0 5 a]
3 Иao = p—av", s= 1. ат—®—) при падении —„_ = 9 g—av’

_»,|/_&_.при $=Й 92 — 00 gan?’
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| ш ЕО а.
ТЕ "Ye—vya

+ — 3IpH v=v2 t=iIn “2Vary etary 4$ 902< 0, >И.
¥ag Vg

8. Период распада радия 1600лет. В настоящее время имеется
500 мг. Какое количество останется через 250 лет?

Ответ: 449 мг.

9. За 30 дней распалось 50% первоначального количества ра-
диоактивного вещества. Через сколько времени останется 1% перво-
начального количества вещества?

Ответ: #=200 дней.
10. В куске горной породы содержится 100 мг урана и 14 мг

уранового свинца. Определить возраст горной породы, если изве-
стно, что уран распадается наполовину за 4,5. 103 лет и при полном
распаде 238 г урана образуется 206 г уранового свинца. Принять,
что в начальный момент образования горная порода не ‘содержала
свинца, и пренебречь наличием промежуточных радиоактивных
продуктов между ураном и ‘свинцом ввиду их значительно более
быстрого распада, чем урана.

Ответ: 975.106 лет.

11. Футбольный мяч, сила тяжести которого 0,4 кГ, брошен
вверх со скоростью 20 м/сек. Сопротивление воздуха пропорцио-
нально квадрату скорости и составляет 0,48 Г при скорости | м/сек.
Найти время и наибольшую высоту подъема мяча. Исследовать из-
менение результатов, пренебрегая сопротивлением воздуха.

Ответ: #—=1,75 сек, Ишах=16,3 м. Без учета сопротивлениявоздуха #==2 сек и Nmax—=20 М.

4) t= ———

12. Масса ракеты с полным запасом топлива равна М, без топ-
лива — т, скорость истечения продуктов горения из ракеты— с,
начальная скорость ракеты равна нулю. Найти скорость ракеты
после ‘сгорания топлива, пренебрегая силой тяжести и сопротивле-
нием воздуха.

МОтвет: у=с тa (формула Циолковского).
13. Замедляющее действие трения на диск, вращающийся

в жидкости, пропорционально угловой скорости движения.
1. Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 3 об/сек,

через | мин вращается с угловой скоростью 2 об/сек. Какова будет
‘угловая скорость диска через 3 мин после начала вращения?
. 2. Диск, начавший вращаться с угловой скоростью 5 об/сек,
через 2 мин вращается с угловой скоростью 3 об/сек. Через сколько
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времени после начала вращения диск будет обладать угловой ско-
ростью, равной 1 об/сек? |

8Ответ: 1. 7 об/сек. 2. Через 6 мин 18 сек.
14. Найти расстояние, которое пройдет за { сек тело, брошенное

вертикально вниз с начальной скоростью 30 см/сек.
Ответ: $5= > gt?+30,
15. Из точки, находящейся на высоте 18 м над уровнем Земли,

брошено вертикально вверх тело со скоростью 30 м/сек. Найти вы-
соту, на которой тело находится в момент &, как функцию времени.
Найти также наибольшую высоту подъема тела.

Ответ: $=й==— 5. gt?+30f+18; hmax 63,9 м.
16. Пуля проходит через доску в 7,5 см толщины, которая за-

держивает ее движение, сообщая ей постоянное отрицательное уско-
рение. Скорость пули в момент, когда она достигает доски, состав-
ляет 300 м/сек, а в момент, когда она вылетает из доски,—150 м/сек.
Сколько времени заняло движение пули сквозь доску?

]Ответ: f=3000 С2*
Примечание. По условию ускорение а=—® (где и — постоянное по-

ложительное число).

17. Катер, сила тяжести которого 300 кГ, движется прямоли-
нейно. Его начальная. скорость 16 м/сек. Сопротивление воды про-
порционально скорости катера и равно 10 кГ при скорости 1 м/сек.
Какое расстояние пройдет катер, прежде чем его скорость станет
8 м/сек, и за какое время он пройдет это расстояние?

Ответ: 5=25 м; 1==2,1 сек:
18. При движении катерав спокойной воде сопротивление среды

вызывает замедление, пропорционайфное скорости движения.
В момент остановки мотора катер двигался со скоростью 200 м/мин,
а через 1/2 мин — со скоростью 100 м/мин. Найти скорость катера
через 2 мин после остановки мотора.

Ответ: 9==12,5 м/мин.
19. Самолет А летит со скоростью 200 км/ч в направлении,

наклон которого к горизонтальной линии равен 3/4. Самолет В из
точки 50 км севернее вылетает на перехват его со скоростью
300 км/ч. Нос самолета В непрерывно направлен кА. Найти урав-
нение траектории полета самолета В, наблюдаемой с борта само-
лета А. Задачу решить:
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1) в прямоугольной системе координат;
2) в полярной системе координат.
Ответы: 1) дифференциальное уравнение в прямоугольной

системе

dy 300y+1200Ve+e
dx 300x+1600/2+y

при #=0 х=0, у=50. Здесь координаты (х, у) определяют поло-
жение самолета В в любой момент Ё относительно подвижной си-
стемы координат (положения самолета А в момент #);

2) решение в полярных координатах

50 72 (4 sin @—3 cos g) 2
(5—4 cos g—3 sin g) *”

20. Кислород поступает через трубку в бутылку емкостьюв | д,
а смесь кислорода с воздухом вытекает через другую трубку.
Процесс проходит настолько медленно, что в каждый момент можно
считать газ в бутылке однородным. Вычислить, сколько процентов
кислорода будет содержать бутылка, после того как через нее прой-
дет 10 л газа (принимается, что воздух содержит 21% кислорода).

Ответ: р=99,9964 $.
21. Если тело медленно погружается в воду, то его скорость 9

и ускорение а приближенно связаны уравнением A= —8—Ру, где с
и А — постоянные. Выразить пройденное телом расстояние как
функцию времени, если в момент 1=0 тело находилось в покое.

gpaFy 8 ye atOTBeT: S= zt р (l—e-*t),
22. Паропровод диаметром 20 см защищен изоляцией толщиной

10 см (Е=0,00017). Допуская, что труба имеет температуру 160° С,
а внешняя поверхность изоляции 30° С, найти распределение темпе-
ратуры внутри слоя, а также количество теплоты, отдаваемое паро-
проводом наружу в течение суток на протяжении 1 м.

Ответ: Т=592—187,6 |пг; около 1 731 000 кал.
23. Влага, содержащаяся в свежеиспеченном хлебе, испаряется

в окружающую среду со скоростью, пропорциональной количеству
влаги в хлебе, а также разности влажности окружающего и насы-
щенного воздуха. Некоторое количество свежеиспеченного хлеба,
‚содержащее 3 кг влаги, положено в помещение объемом 100 м3,
‚воздух которого первоначально имел влажность 25$. Насыщенный
воздух при той же температуре содержит 0,12 кг влаги на | м3.
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Если в течение первых суток хлеб потерял половину своей влаги,
то сколько влаги в нем останется по истечении вторых суток?

Ответ: дифференциальное уравнение задачи

= =ks(s+6); 0,82 ке.
24. В течение какого времени хлеб (в предыдущей задаче)

потеряет 90% своей влаги, если начальную влажность 25%. поддер-
живать постоянной при помощи вентиляции?

Ответ: 3 суток.
25. Дно резервуара вместимостью 300 л покрыто смесью соли

и нерастворимого вещества. Допуская, что скорость растворения
соли пропорциональна разности между концентрацией раствора
в данный момент и концентрацией насыщенного раствора (1 ке соли
на 3 ке воды) и что данное количество чистой воды растворяет
1/3 кг соли в [| мин, найти, сколько соли будет содержать раствор
по истечении | 4.

Ответ: 18,1 кг.
26. Человек в среднем дышит 18 раз в | мин, выдыхая каждый

раз 2000 смз воздуха, содержащего 4% СО.. Какой процент угле-
кислоты будет содержать по истечении 30 мин воздух аудитории
вместимостью 400 м3, если в ней находятся 50 человек и если венти-
ляторы доставляют в | мин 40 м3 свежего воздуха? (Свежий воздух
содержит 0,04`% СО-.)

Ответ: 0,17%.
27. В торговое помещение вместимостью 10 000 м3 втекает через

вентиляторы в 1 мин 1000 м3 свежего воздуха, содержащего 0,04%
СО.. В 9 ч утра в помещение входят служащие и через 30 мин со-
держание СО) в воздухе повышается до 0,124ф. Какой процент СО,
можно ожидать в воздухек 2 ч дня?

Отв ет: 0,124%.
28. После лекции воздух в аудитории объемом 10 800 м?содер-

жит 0,12% СО». Сколько кубических метров воздуха, содержащего
0,04% СО», надо ‘ежеминутно доставлять в зал, чтобы через 10 мин
после перерыва содержание углекислоты в аудитории состави-
JIO 0,06%? .

Ответ: 421500 м3. Если с — искомая величина, а у —коли-чество углекислоты в данный момент, то дифференциальное урав-
нение задачи

dy=c ( 0,0004)at.
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29. Определить коэффициент скорости реакции второго порядка’
при равных концентрациях вещества А и В: а=6.

1 >Ответ: тет дифференциальное уравнение реакции
dx
—= — x)?Ht k(a—x)

30. Определить константу скорости реакции третьего порядка
при двух равных концентрациях: а=с5Е6.
ОНИ ] (b—a)x b(a—x)Ответ: А= i(b—a)? | a(a—x) +n | ‚ дифференци-

альное уравнение реакции

а== —k(a—x)2(b—x).
31. Определить константу скорости реакции третьего порядка

при равных концентрациях веществ Д1, 42, Аз: а1=а2==а3=а.
| ] 1 ]‘Orspet: k= OF [ (a—x)? — — 5 | ; дифференциальное урав-

нение реакции
ах
—— — 3i k(a—x)3,

32. Реакция омыления уксусно-этилового эфира едким натром
CH;COOC2H3+NaOQH-—CH3;COONa+C2H;s0OH

происходит при равных концентрациях а=0,01 уксусно-этилового
эфира и едкого натра. Найти концентрацию реагентов спустя 9 ч
после начала реакции. При измерении времени в минутах константа
скорости реакции К==3,19.

Ответ: концентрация а—х= 270,002, что составляет
20% первоначальной концентрации.

33. В воде растворяется бензойная кислота (CsH;COOH).
Спустя 10 мин после начала растворения крепость раствора состав-
ляет 6ф. Найти крепость раствора спустя 30 мин, считая скорость
растворения пропорциональной разности крепостей насыщенного
и существующего в данный момент растворов.

Крепость насыщенного раствора бензойной кислоты равна 28%.
Ответ: х=28(1—е*) = 14,4%.
34. Вертикальный цилиндрический резервуар имеет высоту

й—= 11,5 м, а его диаметр р=23 м. Найти время, в течение которого

а

akt-+1
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нефть, заполняющая резервуар, вытечет из него через круглое от-
верстие радиуса 15 см, сделанное в дне?

35. Два вертикальных резервуара, каждый из которых имеет4 м высоты и 4`м в диаметре, поставлены рядом и соединены у дна
коротким круглым шлангом диаметра 1/6 м. Если вначале один
резервуар наполнен водой, а другой пуст, то по истечении какоговремени вода будет находиться в них на одном уровне? Принимает-
ся, что скорость протекания воды через шланг определяется как
скорость воды, вытекающей из отверстия под тем же давлением.

Ответ: t=7,27 mun.
36. В резервуар глубиной 4 м, имеющий в поперечном сечении

квадрат со стороной 6 м, втекает нефть со скоростью 10 мзв 1 мин.
В какое время резервуар будет наполнен, если в то же время нефть
вытекает из него через квадратное отверстие со стороной в 1/12 м,
имеющееся в дне?

Ответ: #=14,7 мин.
Дифференциальное уравнение задачии :}{- 0,6 У2ай ( =) di=36dh.
37. На дне котла, имеющего форму полушара радиуса В= м,

образовалась щель площадью о=0,25 см?. Найти время истечения
всей воды из котла.

14?1/ К
1509 25

38. За какое время вытечет вода через отверстие 0,5 см? на дне
конической воронки высотой й=10 см с углом при вершине о==60??

Ответ: #=9,9 сек.
39. Найти зависимость давления воздуха р от высоты Й, если

известно, что это давление на уровне моря (й=0) равно 1 кГ/см?
и на высоте 500 м равно 0,92 кГ/см2.

Ответ: р==е- 6.00011.
40. Некоторое количество нерастворимого вещества содержит

в своих порах 10 кг соли. Подвергая вещество действию 90 л воды,
нашли, что в течение | ч растворилась половина содержавшейся
в нем соли. Сколько соли растворилось бы в течение того же вре-
мени, если количество воды удвоить? Скорость растворения пропор-
циональна количеству нерастворенной соли и разности между кон-
центрацией раствора в данный момент и концентрацией насыщен-
ного раствора (1 ке на 34). |

Ответ: дифференциальное уравнение задачи

a —kx (1-5) ‚ 0,2 кг.

Ответ: Т= —7 ч 19 мин 36 сек.
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41. Металлический шар, температура которого 12° С, погружен
в воду с температурой 0°С. В течение 8 мин шар охлаждается до
9° С. Найти время охлаждения шара до 6° С.

Ответ: (H19 mun.

42. По закону Ньютона скорость охлаждения тела в воздухе
пропорциональна разности температур тела и воздуха. Известно,
что температура тела в течение 20 мин падает от 100 до 60° С. Тем-
пература воздуха равна20°С. Через сколько времени (от момента
начала охлаждения) температура тела понизится до 25°?

Ответ: t=] 420 mun.

43. Стена (коэффициент теплопроводности k=0,0015) uMmeet
30 см толщины. Найти зависимость температуры ‘от расстояния
точки до наружного края стены, если температура равна 20°С на
внутренней и 0°С на внешней поверхности стены. Найти также коли-
чество тепла, которое стена (на | м2) отдает наружу в течение суток.

Ответ: Т= =x, 864 000 кал.
44. Цилиндрический сосуд высотой Н=20 см и с. площадью дна

$ —=120 см? имеет на дне отверстие площадью о=0,4 см?. Найти вре-
мя истечения через отверстие воды, заполняющей сосуд.

Указание. Скорость истечения =] 251, где Ий — глубина
погружения отверстия в данный момент.

Ответ: r= S78 А] мин.
45. Коническая воронка с радиусом _верхнего отверстия

Ю=20 см, радиусом нижнего отверстия г=0,3 см и высотой h=—20 см наполнена водой. За какое время вода вытечет из‚ воронки?
Ответ: т— 2=ei xe сек.
46. Допустим, что в вертикальном воздушном столбе давление

на каждом уровне обусловлено давлением вышележащих слоев.
Найти зависимость давления от высоты, если на уровне моря это
давление равно 1 кГ/сл?, а на высоте 500 м —0,92 кГ/см?.

Указание. Использовать закон Бойля — Мариотта, в силу
которого плотность газа пропорциональна давлению.

Ответ: дифференциальное уравнение задачи
ар=— рай,

откуда
р— e—9,00016h
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47. Если движение воздуха от одного уровня к другому. соверша-
ется адиабатически (т. е. теплота не приобретается и не теряется),
то давление р==Ао", где р — плотность и .— постоянная. Допуская
адиабатический характер распространения воздуха, найти высоту
атмосферы, если на уровне моря плотность воздуха составляет
0,0013 Г/смз, а давление 1 кГ/см?. .

Ответ: дифференциальное уравнение задачи
4 «
тdp=—— — ah:
4

рп

Высота атмосферы 26,923 км.
48. Найти форму зеркала, отражающего пучок лучей, стремя-

щихся сойтись в одной точке так, что после отражения все лучи
пересекаются в некоторой другой точке.

Ответ: гиперболоид вращения. Дифференциальное уравнение
задачи аг— г’=0.

49. Металлическое ядро (удельный вес у=7,25 Г[смз) радиусом
2 см падает с высоты 1200 м. Через какое времяи с какой скоростью
ядро достигнет Земли? Задачу решить, предполагая отсутствие со-
противления воздуха и при сопротивлении воздуха, пропорциональ-
ном квадрату скорости падения.

Указание. На тело, падающее в пустоте, действует сила при-
тяжения Земли, которая сообщает ему ускорение &=9,81 м/сек?.

При сопротивлении воздуха возникает усилие, пропорциональ-
ное квадрату скорости падения.

При расчете принять коэффициент пропорциональности
wpoF
2G ’

где С — сила тяжести тела, кГ; 6 — 1,293 — сила тяжести 1 м3 воз-
духа, кГ: Е — перпендикулярное к направлению движения наиболь-
шее поперечное сечение тела, м2; ф — постоянное число, зависящее
от формы тела; для шара ф==0,5.

Ответы: 1) #=15,64 сек, ио= в =153,4 м/сек;
2) 1=21,04 сек, о==175,92 м/сек.50. Деревянный шар удельный вес у=0,9 Г/смз) радиусомr=3 cm падает с высоты: 1) А=100 м, 9) h=20 m. Haiiru время

падения и конечную скорость.
Ответы: 1) 1=5,21 сек; о=30,19 м/сек;
2) 1=2,08 сек; и=18,16 м/сек.

k=
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51. Найти суточную потерю теплоты (в кал) паропроводом, тран-
спортирующим пар температурой 100°С. Длина паропровода`20 м,
диаметр 30 см. Паропровод защищен слоем бетона толщиной 10 см.
Температура внешней поверхности бетона 35° С. Найти также тем-
пературу в середине бетонного слоя.(принять коэффициент пропор-
циональности А=225. 10-5 кал/см.град-сек).

Указание. Количество (кал/сек) выделяемой источником
площадью А см? теплоты

АА
где х — радиус цилиндрического источника теплоты, и — темпера-
тура источника по Цельсию, А — коэффициент пропорциональности.

du , ,Величина ie представляет собой температурный градиент.
Ответ: 3,11.108 кал/сутки; 63,4° С.
52. Сферический резервуар диаметром Р=2,75 м наполнен во-

дой. Найти время, необходимое для истечения всей водычерез круг-
лое отверстие в днище диаметром 4=3,7 см. Коэффициент пропор-
циональности в ==4,8.

Ответ: 57,6 mun 58 мин.
53. Горизонтальный цилиндрический резервуар имеет длину

б ми диаметр 4 м. Найти время истечения воды из резервуара через
круглое отверстие радиуса 1/12 м, сделанное в дне.

Ответ: 18,5 мин.
54. Количество света, поглощающегося при прохождении через

тонкий слой воды, пропорционально толщине слоя и количеству
света, падающего на его поверхность. Если при прохождении через
слой толщиной 3 м поглощается половина первоначального количе-
ства света, то какая часть света дойдет до глубины 30 м?

]
OTBeT: ——.

1024

55.. По шероховатой наклонной плоскости, составляющей с го-
ризонтом угол а==30°, спускается тяжелое тело без начальной ско-
рости. Определить, в течение какого времени ТГ тело пройдет путь
длиной [.=39,2 м, если коэффициент трения и=0,2.

Ответ: уравнение движения

тa —mg(sin a—p cos a) =0;.
T= у 2 =4,94~5 сек.g(sina—pcos a)
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56. Определить предполагаемое количество населения Украин-
ской ССР и Белорусской ССР на 15 января 2000 г., если известно,
что 15 января 1970 г. в Украинской ССР проживало 47 136 000 чело-
век и прирост за 1969 г. составил: 0,82$, а в Белорусской ССР
проживало 9 003 000 человек и прирост за 1969 г. составил 0,97%.

Ответ: ^60,45 млн. чел.; 212 млн. чел.
57. Вычислить предполагаемое на 15 января 2003 г. количество

населения городов, если известно число их жителей на 15 января
1970 г. и темпы прироста за последние 11 лет (см. таблицу), которые
по условию будут сохраняться в дальнейшем.

Население| ПриростГород за 11 лет1970 г. (в $)
(в тыс. чел.) 0.

Ленинград 3513 18
Киев 1632 47
Ташкент 1385 49
Баку (с пригородами) 1261 30
Харьков 1223 28
Горький 1170 24
Новосибирск 1161 31
Куйбышев 1047 30
Свердловск 1026 32
Одесса 892 34
Тбилиси 889 27
Донецк 879 24
Челябинск 874 27
Казань 869 30
Днепропетровск 863 31
Пермь 850 35
Омск 821 4]
Волгоград 818 38
Ростов-на-Дону 789 32
Уфа 773 41
Ереван 767 55
Саратов 758 31
Рига 733 26
Алма-Ата 730 60
Фрунзе 431 96
Душанбе 374 65
Вильнюс 372 57
Таллин 363 29
Кишинев 357 65
Ашхабад 253 49

Примечание. 11-летний период принять
за расчетную единицу времени Г, т.е. период
в 33 года составит3 Г.

58. Естественный прирост населения большого города пропор-
ционален наличному количеству жителей и промежутку времени.
Кроме того, население города увеличивается благодаря мигра-
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ции: скорость. прироста населения этим путем пропорциональна
времени, отсчитываемому от момента, когда население города рав-
нялось Ао. Найти зависимость числа жителей города от времени
(считая процесс непрерывным).

Re ke keОтвет: А= ( ) emt t{— ——,К 2. ky 2

59. Население колонии животных удваивается в течение 50 дней.
Через сколько дней ее население утроится?

Ответ: 79 дней.
60. Население страны удвоилось в течение 50 лет и составляет

теперь 20 млн. чел. Когда население достигнет 30 млн. чел. и каким
оно будет через 10 лет?

Ответ: через 29 лет; 22 970 000 чел.
61. Население города в течение 50 лет удвоилось за счет естест-

венного прироста и составляет 40 000 чел. Определить население
города через 10 лет. Решить также задачу в условиях механического
уменьшения населения на 400 чел. в год.

Примечание. Сначала найти коэффициент пропорциональности естест-
венного прироста.

Ответ: 50 240 чел.; 41660 чел.
62. Служащий 30-летнего возраста планирует в течение 20 лет

откладывать по 50 руб. в месяц, с тем чтобы иметь к моменту выхо-
да на пенсию (через 30 лет) 12000 руб. Какую сумму необходимо
ему ежемесячно откладывать в сберегательную кассу’ на 3-процент-
ный счет, чтобы выполнить намеченное?

63. Как долго необходимо держать | руб. на 3-процентном счету
в сберегательной кассе, чтобы эта сумма удвоилась?

Ответ: 22/23 года.
64. Отец новорожденного ребенка планирует накопить до мо-

мента достижения ребенком 20-летнего возраста 3000 руб. путем
ежемесячных взносов в сберегательную кассу на 3З-процентный
вклад. Какую ежемесячную сумму он должен вносить, чтобы по
истечении срока накопить желаемые деньги?

65. Некто для поступления в жилищно-строительный коопера-
тив одалживает 3500 руб. с условием, что погашение долга будет
производиться постепенно путем открытия на имя одалживаю-
щего 3-процентного вклада в сберегательной кассе и ежемесячного
вклада должником определенной суммы до накопления полного.
размера долга. Каков ежемесячный размер вклада, когда будет по-
гашен долг и сколько в действительности денег отдаст должник из
собственных средств?

66. Какой формы должен быть хирургический нож, чтобы боль,
причиненная во время операции, была минимальной, т. е. чтобы.



сосудов?
Ответ: р==Се*®.

с Луны.

зываются ниже).

Небесное | тяжестинапо, |Раднус, киверхности

Венера 0,858 6100Марс 0,385 3 400
Юпитер 2,68 69 200Солнце 286 625 000

Ответы: 10,1 км/сек; 5 км/сек; 60 км/сек, 613 км/сек.
69. Найти кривую, проходящую через точку (4, 6), для которой

длина подкасательной равна среднему арифметическому координат
точки касания.

. dxОтвет: длина подкасательной равна у ay"
Кривая 3 (х—у)2—2у=0.
70. Кривая имеет в точке с абсциссой 2 наклон 45°. Отрезок,

отсекаемый касательной на оси ординат, равен квадрату абсциссыточки касания. Найти уравнение этой кривой.
Ответ: х2—5х у=0.
71. Касательная к кривой на оси ординат отсекает отрезок, рав-

ный радиус-вектору точки касания. Найти уравнение кривой, если
она проходит через точку (—Yy10, 3/2).

Ответ: 1) x*==—10y+25; 2) x?=4y+-4.
72. На оси х касательная отсекает отрезок, равный длине каса-

тельной. Найти уравнение кривой, если она проходит через точку
(—2, 4).

Ответ: ^2--у2—5у=0.



[. Дифференциальные уравнения первого порядка | —_ 543

73. Поднормаль равна отрезку, отсекаемому касательной на
оси и. Найти.уравнение кривой, если она проходит через точку (1, 1).

Ответ: х=и(1--Шшуи).
74. Отрезок касательной от точки касания до оси ординат. равен

отрезку, отсекаемому этой касательной на оси ординат. Найти урав-
нение кривой, если она проходит через точку (2, 4).

Ответ: х2-Ну2—10х=0.
75. Радиус-вектор любой точки кривой равен отрезку, отсекае-

мому на оси ординат нормалью, проведенной через эту точку. Найти
уравнение кривой, если она проходит через точку (4, 3).

Ответ: 1) х2—4и—4==0; 2) х24+16у—64=0.
76. Отношение квадрата радиус-вектора любой точки кривой

к отрезку, отсекаемому на оси х нормалью, проходящей через эту
точку, равно половине абсциссы точки. Найти уравнение кривой,
если она проходит через точку (3, 4).

Ответ: 2544—81 (х2--у2) =0.
77. Квадрат радиус-вектора любой точки кривой равен отрезку,

отсекаемому на оси ординат нормалью, проведенной через эту точку.
Найти уравнение кривой, если она проходит через точку(3, 0).

Ответ: х?--4у2=9е?и. a
78. Кривая в точке с абсциссой 7/2 наклонена к оси абсцисс под

углом 45°. Отрезок, отсекаемый касательной на оси абсцисс, равен
длине касательной. Найти уравнение кривой.

Ответ: х2-+у2-4у=0; x?-+y2—4y=0.
79. Найти ортогональные траектории семейства кругов:

х-у?--2пу=0,
где nm — произвольный параметр.

Ответ: лх2-у2—Сх=0.
80. Найти ортогональные траектории семейства кривых у=ах”,

где а -—- произвольный параметр.
Ответ: х2-пу?==С.
81. Найти ортогональные траектории семейства кривых х3—

—Зху?-+6=0, где в — произвольный параметр.
Ответ: и3—3х2у—С=0.
82. Аквалангист переплывает реку шириной 100 м, все время

направляясь на дерево, которое стоит на другом берегу напротив
места старта. Он плывет со скоростью 3. м/сек. Найти уравнение
траектории аквалангиста, если течение будет сносить его вниз по
реке со скоростью 1 м/сек; 3 м/сек; 4 м/сек.
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иОтвет: y=50|( a_ (~)"] » x2=—200(y—50);
из)"

83. Летчик ведет самолет в направлении к городу, находяще-
муся в 400 км западнее взлетной площадки. Ветер дует с юга сосо скоростью 20 км/ч, скорость самолета 300 км/ч. Найти уравнение
траектории полета.

14 16

OTBeT:. y=200[(*.) " -(>)].
84. В любой момент # скорость о точки превышает среднюю ско-

рость за время Ес начала движения на постоянную величину ®.
Найти закон движения, если при #=0 $=5.=0, а при #=1| s=k.

Ответ: $=А(ш Е).
85. В любой момент # скорость о точки превышает среднюю ско-

рость за время Ёс начала движения на величину квадрата пройден-
ного за это время пути. Найти закон движения, если при #=0
$ =50=0 и ==|.

2t
2—{2°

86. Скорость v, путь $ и время { связаны уравнением

Ответ: $=—

v+s cos [= $1 Ёс0$ &.

Найти закон движения, если при {=0 v=0.
87. Капля сферической формы’с начальной массой М г, свобод-

но падая в воздухе, равномерно испаряется и теряет ежесекундно
т г. Сила сопротивления воздуха пропорциональна произведению
скорости капли на площадь ее поверхности. Плотность жидкости у.
Найти зависимость скорости движения капли от времени, прошед-
шего с начала падения, если в начальный момент времени ее ско-
рость равна нулю. Принять, что коэффициент пропорциональности
Е =>т.

—— 3——Ц—Ц—`—_—‚ЗА. 3636% (e—mt)? 3hа Y/ (M—mt)?
OTBeT: v=gem этYO dt

88. Разность потенциалов на зажимах катушки равномерно па-
дает от величины внешней электродвижущейсилы Ео=2 в до вели-
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чины Ё!=1| в в течение 10 сек. Сопротивление катушки 0,12 ом,
коэффициент самоиндукции `0,1 гн. Найти силу тока в конце десятой
секунды, если в начале опыта она составляла16 — а.

3
Ответ: дифференциальное уравнение задачи

di .L at +Ri=E,
i(10) =9,03a.

89. Найти кривую, касательная в любой точке которой образует
5 ас осями координат треугольник постоянной площади 9°

Ответ: ху= =.
90. Найти кривую, если отрезок касательной, заключенный меж-

ду осями координат, равен а.
Ответ: астроида s+y’h=a’h,
91. Найти кривую, если перпендикуляры, опущенные из’ двух

данных точек на. касательную, имеют постоянную сумму 25.
Ответ: х2-Ру2==52.
92. Найти кривую, если геометрическое место оснований пер-

пендикуляров, опущенных из данной точки Р на касательныек кри-
вой, есть окружность радиуса г, а расстояние точки Р от центра
круга равно с.

Примечание. Начало координат надо поместить в’центре О данной
окружности, за ось абсцисс принять ОР. Координаты основания перпендикуляра
будут

—РУ) „РУер
te а

Подставляя эти значения в уравнение окружности х?--у?=а?, получим урав-
нение Клеро.

§

x2 2Ответ: 2 + = —1; дифференциальное уравнение
y==px—JV r(1+p2)—c2, p=y’.

I. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

93. Материальная точка массой т движется по прямой линии
ink2

к центру, притягивающему ее с СИЛОЙ где г — расстояние
rs?

точки от центра. Движение начинается с состояния покоя при г==а.
Найти время достижения точкой центра.

а2VEОтвет: #=
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94. Тяжелое тело скользит по шероховатой наклонной плоско-
сти, причем угол наклона равен a, a коэффициент трения и. Найти
закон движения, если начальная скорость равна нулю.

1.Ответ: $5= 5 Е (та—ис0$ &) Р.
95. Найти время достижения Земли метеором, падающим с вы-

соты 400 000 км.
Ответ: дифференциальное уравнение задачи

dr
dt?

96. Цепь переброшена через гладкий гвоздь. С одной стороны
свисает часть цепи длиной 8 м, а с другой стороны — длиной 10 м.
При скольжении ускорение пропорционально разности длин ‘частей
цепи, свисающих с обеих. сторон. Через какое время сосколь-
знет цепь?

Ответ: #= =< In(9+ ¥80) =2,76 cex.
g

97. Материальная точка движется по прямой линии к точке A
таким образом, что ускорение ее равно Аг“. В начальный момент
[—0 движущаяся точка находилась в покое на расстоянии [ от точ-
ки А. Когда она достигнет точки А?

98. Сопротивление, оказываемое воздухом падающему телу, вы-
зывает отрицательное ускорение —А5?, где и — скорость тела,
а Е — постоянная. Показать, что снаряд, выпущенный вертикально
вверх со скоростью 1, возвратится к исходной точке со скоростью

a

oR |—=— —=‚ причем k= g(6400)?; [2 122 ч.

где с — ускорение силы тяжести.
Указание. Дифференциальное уравнение движения тела

вверх

aS Чи mo—kv2ав — 4 = 08.
Падение происходит по закону

du
ee =— -=— 2mv ds mg+kou ,

99. Катер движется в спокойной воде со скоростью о=10 км/ч.
На полном ходу его мотор выключается и через 20 сек скорость
катера уменьшается до 91 =6 км/ч. Сопротивление воды движению
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катера пропорционально его скорости. Найти скорость катера через
2 мин после остановки мотора.

Ответ: 92=0,467 км/ч.
100. Цепь длиной [ лежит на гладком столе так, что ее конец

длиной 6 свисает над краем стола. Из этого положения цепь на-
чинает скользить вниз. Через какое время цепь соскользнет
со стола?

2Ответ: ‚уо.
x

101. Bec 1000 телеграфной проволоки 40 кГ. Укрепленные
концы проволоки находятся на расстоянии 120 м, а середина про-
висла на 3 м. Определить горизонтальное натяжение в нижней точке
проволоки.

Ответ: Н=34 кГ.
102. Найти закон движения тела, свободно падающего без на-

чальной скорости, допуская, что сопротивление воздуха пропорцио-
нально квадрату скорости и предельная скорость равна 75 м/сек.

$

я gt(75)* 4 { е75 +e -}
g 2

103. Тело медленно погружается в жидкость. Сопротивление
пропорционально скорости. Найти закон движения тела, погружаю-
щегося в жидкость без начальной скорости.

Ответ: $=—

mg -— mgRB (e ПЕ
104. Частица массой в | г движется по прямой к точке А под

действием некоторой силы притяжения, пропорциональной расстоя-
нию ее от точки А. На расстоянии 1 см действует сила 0,1 дн. Сопро-
тивление среды пропорционально скорости движенияи равно 0,4 дн
при скорости 1 м/сек. В момент {=0 частица расположена на 10 см
правее точки А и скорость ее равна нулю. Найти зависимость рас-
стояния от времени и вычислить это расстояние для #=3 сек
(с точностью до 0,01 см).

Ответ: $5=е`4,2 [10 соз(0,2451) {8,16 з1п (0,2451)];

Ответ: $=—

$]1—зА 7,07 см.
105. Вагон на прямолинейном горизонтальном участке железно-

дорожного пути приходит в движение вследствие силы давления
ветра, пропорциональной квадрату скорости ветра относительно
вагона. Найти уравнения движения вагона при постоянной скорости
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ветра и силе трения, пропорциональной его весу. Исследовать изме-
нение скорости движения вагона с увеличением времени.

425 4$ \?Ответы: 1) т—_—de =# (a—-—} —A*mg,
В А—В-+(А-В) ет:

oR” BOAT (A+B)e208
_ (АВ) е!—(А-В)е-г

s=at— >In 5B !
roe A=ak, B=) Vmg, p=;

2) lim v=a— a
оо

106. Материальная частица массой т движется по прямой ли-
нии к центру О, которым она отталкивается с силой, пропорциональ-
ной расстоянию ее от центра. В начальный момент (1=0) частица
находится от центра на расстоянии 6 и имеет скорость 9, направ-
ленную к центру О. Найти закон движения частицы.

Ответ: r=—[(6+—2) e+ (0 = ем| .
107. Найти закон падения тела в воздухе, считая сопротивление

воздуха пропорциональным квадрату скорости движения, если в на-
чальный момент тело находилось в состоянии покоя.

gk
Ио фит е m +e m

Ответ: $=— In —
k 2

108. На двухопорную балку OA длиной [ действует сосредото-
ченная сила Р, приложенная в середине балки. Найти стрелу про-
гиба балки.

РВ
48EJ ©

109. На`консольную балку длиной [ м с закрепленным концом О
действуют равномерно распределенная нагрузка 4 кГ/м и сосредо-
точенная сила Р кГ, приложенная к концу балки А. Составить урав-
нение упругой линии и определить прогиб балки в точке А (рис. 145).
Жесткость балки ЕУ.

Ответ: h=

-P x3 \ gl [ Ix? x3 [3° — 2,— —— ————— oe — .Ответ: ЕЦ 3 ) + кт ( 2 3 is)[8 72) прогиб конца балки ЙА= ЗЕ]—_( P+—_—.).
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110. Консольная балка длиной [ (рис. 146) нагружёна равно-
мерно распределенной нагрузкой интенсивности 4 на погонную еди-
ницу длины. Составить уравнение упругой линии и определить вели-
чину прогиба А конца балки В. Жесткость балки EJ. `

. — q . 272. 3 4).Ответ: 1) у= AE] (6/2x2—41x3+-x4) ;
qlt2) прогиб конца балки Ив= BET”

{==

Рис. 145

111. Плотина высотой Н==2 м состоит из ряда вертикальных
деревянных столбов (рис. 147) с дощатой обшивкой, закрепленных
в нижних концах. Расстояние между осями двух смежных столбов
с=1 м. Момент инерции площади поперечного сечения столба от-

x fonobuHa Ge/COMbl
IK—— —|_ о \

т © 1ITN=2 _ SJ fe |

ИИА«Е
рZ7 oe =,a

|ry

\

aN шTw
Ld

]

Рис. 146

носительно нейтральной оси /=9000 см^. Составить уравнение упру-
гой линии деформированного под напором воды столба и определить
прогиб й верхнего конца столба, если вода доходит до верхнего края
плотины. Модуль упругости дерева Е ==105 кГ/см?.
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Указание. Давление, передаваемое элементарной полоской
высотой 4 на каждый столб, будет g=c(H—§)d&.Ответ: о °

Що —у) 5: hy — HS

_ QP, | h= 15EI АХ 1,2 см,
sa

где @ — общая нагрузка столба.
112. Материальная точка массы т притягивается каждым из

двух центров с силой, пропорциональной расстоянию х. Коэффи-
>

. Puc. 147

циент пропорциональности равен А, расстояние между двумя цен-
трами 26. В начальный момент (1=0) точка находится на линии
соединения центров на расстоянии х==с от ее середины. Начальная

x ¥скорость—„ равна нулю. Найти закон движения.
Ответ: дифференциальное уравнение движения (начало ко-

ординат в середине расстояния между центрами)

тOx =k (b—x)—k(b+x) =—2kx.
dt2

{V4}xXx=CCOS —— -{¢.
m

113. Тело совершает 90 колебаний в минуту. В течение 15 сек
амплитуда колебаний уменьшается вдвое. Найти дифференциальное
уравнение движения.

Закон движения
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Указание. Движение характеризуется законом

x= Ae— соз(ВЕ 0).

Согласно условию, T==или В=3л; далее
1 In 2.—15а— —

° oe 5
2 dFX 1 O99= 4+88,8x—0.
dt?

114. На тело, сила тяжести которого 10 кГ, действует упругая
сила, стремящаяся вернуть его к положению устойчивого равнове-
сия. Сила пропорциональна смещению и равна 2 кГ при смещении
B 1 м. Сопротивление среды пропорционально скорости. Амплитуда
после трех колебаний уменьшается в 10 раз. Найти период ко-
лебаний.

Ответ:

Указание. Предполагаем закон движения в форме; как
в предыдущей задаче. Дифференцируя, находим

d2x dx7” a 2-1 R2\ y—, dp +2a it -Е (а2- В?) х=0.
С другой стороны, по условию

10 а2х dx

Сравнивая, получаем
ap= =.

кроме того,
—@.бл. l

—a - 3T Bp —e е 10”
откуда

61 -—- =In 10В

Ответ: период колебаний ,
Qn | y= oeT=— = — ИУ—7(6n)2+In? 10.воза,

115. Круглый диск радиуса а, погруженный в жидкость, враща-
ется вокруг оси, проходящей через центр диска перпендикулярно
к его плоскости. Сопротивление трения равно Ро на единицу пло-
щади в каждой точке диска, где о— скорость точки, ЕЁ— постоянная.
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Найти закон движения при начальной угловой скорости во, допус-
кая, что момент силы трения, обусловленный осью, равен постоянной
величине К.

тг?
Указание. Момент инерции диска равен

масса.
‚ где т — его

40 |Элементарный момент силы трения есть hr. ——r-rdrdg,
где г4гаф — элемент площади диска в полярной системе координат.
Полный момент равен

kn deq’
2 dt

250 aеее[и
Ответ: дифференциальное уравнение движения с учетом

трения
та? 429 kn 40м4— `о ЧР “р;

т 2K =“. OK= дАа? (о ле. а“ } (1-е ”" )- лАа*
116. Если ось вала турбины расположена горизонтально,

а центр тяжести диска, насаженного на вал, не лежит на оси, то
прогиб у (рис. 148) оси вала при вращении удовлетворяет урав-
нению

d?yoe + JI —«?} y=g cos wf[+ we,
где т — масса диска, о — постоянное число, зависящее от рода за-
крепления концов А и В, ® — угловая скорость вращения, е — экс-
центриситет центра тяжести диска. Найти общий интеграл этого
уравнения.

]Ответ: если — >о, то
ma

ew?y=Cy cos kt+Cz sin kt-+ oor cos wf-+
где

1k2== —— —(o;
m

]если —— <>, TO
| та

2у= Сче"--Сем— 8 cos wf— fo".k2-+ @? р2 ’
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где

Г
ma

117. Колонна длиной [ неподвижно закреплена в нижнем конце.
Под действием силы Р верхний конец отклонился на расстояние а
от своего первоначального положения. Найти изгибающий момент:
и форму изогнутой колонны.

й
ент 6MAHCECIMUalexa Г

Рис. 148

Проверить, что критическая нагрузка

Prpan = (=)en
Указание. Нижний конец колонны принимаем за начало:

координат, колонну — за ось х.

Полагая р= Te’ получаем дифференциальное уравнение:
изгиба

ФУ _ dpEI ap EMP ду =М=Р(а—9).
P- Ответы: 1) y=a( \—cos |/ EJ x}

2) так как колонна выдерживает груз при х=[ и=а, то

Рив = (-"-).
118. Горизонтальная трубка вращается около вертикальной оси:

с постоянной угловой скоростью ®. Шар, помещенный внутри труб-
ки, скользит по ней без трения. Найти закон движения шара, если:
в начальный момент он находится на оси вращения и имеет скорость,
0 (вдоль трубки). _

Указание. Дифференциальное уравнение движения
d2rАР. = "Pr.
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—-

dr“dt —= 9о При 1—0.
. — 90 pot —otОтвет: г о [е®:--е-® |.

Начальные ‘условия: г=0,

119. Материальная точка массы т притягивается каждым из
двух центров, лежащих на прямой, с силой, пропорциональной рас-
стоянию. Множитель пропорциональности равен ^. Расстояние меж-
ду центрами равно 26. В начальный момент точка находится на
линии соединения центров на расстоянии с от ее середины. Началь-
ная скорость равна нулю. Найти закон движения.

Ответ: дифференциальное уравнение движения (начало ко-
ординат в середине между центрами)

m2 =k(b—x)—k(b+x) =—2kxdt= T=
Начальные условия х=с, —=0 при #=0; х=а соз/ ^^ t.dx

dt

120. Тело, сила тяжести которого 2 кГ, брошенное вертикально
вверх со скоростью 20 м/сек, испытывает сопротивление воздуха,
которое при скорости о м/сек равно 0,040 кГ; в=9,81 м/сек. Найти,
через сколько секунд тело достигнет наивысшего положения.Ответ: ренуравнение задачи

тSe ~ +mg=0; 1—1,7 сек.
121. Тело, брошенное с начальной скоростью и под углом а

к горизонту, движется под влиянием силы тяжести Р и сопро-
тивления воздуха Ю. Определить наибольшую высоту Й тела над
уровнем начального положения, считая сопротивление пропорцио-
нальным первой степени скорости: А=АРу.

Ответ: дифференциальное уравнение задачи

2moe +mg+ вр 0;
Vo SiN @ ]A= в gee NUTR sin a).

~

. ©

122. Тело, сила тяжести которого 1,96 кГ, подвешено на пружи-
не, которая силой 1 кГ растягивается на 20 см, при движении встре-
чает сопротивление, пропорциональное первой степени скорости и
при скорости 1 см/сек равное 0,02 кГ. В начальный момент пружина
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растянута из положения равновесия на 5 см, и тело приходит в дви-
жение без начальной скорости. Найти закон движения тела.

Ответ: дифференциальное уравнение задачи
ах
dt?

X=5e-5# (St-4+-1) cm.

| dx+kdt +-cx=0;

123. Температура на поверхности сферы радиуса а задана функ-
цией |(ф). Ввиду симметрии результирующее распределение темпе-
ратуры и(г, ф) является функцией лишь гиф, т. е. не зависит от
сферической координаты 6. Используя метод разделения перемен-
ных, определить распределение температуры по всей этой сфере.

Ответ:

и (г, ф) = SCat™Pn(cos ф),
, n=0

где
п

2и- | .С ат J [(ф) эт ФР» (с0з ф) @ф
124. Найти числовые значения радиусов линий узлов и2 И Из

колеблющейся круговой мембраны при К =1.
Ответ:

Us. r= om —0,43565,
Ole

и: г—0,97789,
03

г— -^* —0.63788.
Q3

Ш. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ПЕРВОГО ПОРЯДКА

125. В химической реакции вещество с разлагается на два ве-
щества: х и у. Скорость образования каждого из продуктов разло-
жения пропорциональна наличному количеству вещества с. Найти
зависимость х и у от времени, если в начале процесса с=1, х=0,

1 3у=0, а по истечении [4 c= prey eo
; ] 3e — —t ° —e — —t .Ответ: = (1—2); y= т (1—2)
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126. В химической реакции вещество х преобразуется в веще-
ство у со скоростью, пропорциональной наличному количеству х
В то же время образовавшееся вещество у обратной реакцией пере-
ходит в вещество х со скоростью, пропорциональной наличному ко-
личеству и. Химический анализ дал такие результаты:

t о 3 со
х 10 | 6 5,5
y о [4 4,5

Найти зависимость х и у от времени f.
Ответ: и=4,5(1— ©0731); х=10—у.

127. Преобразование радиоактивных веществ происходит со
скоростью, пропорциональной их наличному количеству. КаВ пре-
образуется в ВаС с такой скоростью, что половина количества КаВ
оказывается преобразованной по истечении 27 мин. В свою очередь
половина данного количества КаС преобразуется в другое вещество
в течение 19,5 мин. Принимая первоначальное количество КаВ за
единицу, найти количество КаВ и КаС по истечении | 4.

Ответ: RaB—0,124: RaC=0,249.
128. Скорость роста культуры микроорганизмов пропорциональ-

на их количеству и количеству питательных веществ (коэффициент
пропорциональности равен А). Скорость убывания питательных ве-
ществ пропорциональна наличному количеству микроорганизмов и
времени (коэффициент пропорциональности равен #.). В начале
опыта в сосуде имелось Ау г микроорганизмов и Вог питательных
веществ. Найти зависимость количества А микроорганизмов и ко-
личества В питательных веществ от времени.

Ответ:
__ ба? 1-—ВеаАё \2OR, |(Е1-ЕВеб ) |,

1—pe*t
P=TTBeat

где

а--Во
a—Bo

Кam |Bet =2 - Ao, B=
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1У. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ
ВТОРОГО ПОРЯДКА

129. Снаряд вылетаетиз орудия со скоростью о, направленной
под углом’ а к горизонту. Пренебрегая сопротивлением воздуха,
найти закон движения снаряда.

1Ответ: х==00 с0$ &; У==Ш @— > gi.
130. Снаряд вылетает из орудия со скоростью 800 м/сек под

углом 45° к горизонту. Найти, пренебрегая сопротивлением воздуха,
наибольшую высоту, на которую поднимается снаряд, и место его
падения.

Ответ: Йшах=16,3 км: $265 км.
131. Материальная точка М массы т в начальный момент

(1—0) имеет скорость %,, перпендикулярную к прямой, соединяю-
щей начальное положение М с центром О, который притягивает
точку М с силой, прямо пропорциональной расстоянию от центра.
Найти траекторию движения точки М.

x2 y?a? т ( Vo )
К
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