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Введение

Вычисления и измерения с давних времен играли важную роль 
в жизни человечества и со временем математические понятия и 
математические методы развивались. Математические методы 
стали применяться для сложных инженерных расчетов (атомные 
установки, запуск ракет и т.д.). Любое инженерное достижение  
не обходится без сложных математических расчетов.

Чем сложнее расчет, тем больше вычисления, и проводить их 
на бумаге вручную становится невозможным. Для упрощения че-
ловеческого труда стали появляться разного рода вычислительные 
машины (малые ЭВМ).

Наиболее эффективное применение вычислительная техника 
нашла при проведении трудоемких расчетов в научных и проект-
ных работах. При решении задачи на ПК основная роль все-таки 
принадлежит человеку. Машина лишь выполняет его задания по 
разработанной программе.

Никакая вычислительная машина не может решить предложен-
ную задачу, если для нее не задать программу вычислений. Даже при 
самой совершенной вычислительной технике главной частью работы 
является разработка математических методов решения задач.

Для решения этой проблемы разработаны численные методы 
решения задач. Численные методы – это методы, позволяющие 
получить в результате выполнения последовательности действий 
численный ответ. Раздел математики – теория численных методов –  
содержит описание и обоснование численных методов.

С помощью математического моделирования решение научно-
технической задачи сводится к решению математической задачи, 
являющейся ее моделью.

Численный метод наряду с возможностью получения результа-
та должен обладать еще одним важным качеством – не вносить в 
вычислительный процесс значительных погрешностей.
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Классическими примерами моделей могут служить: 
– определенный интеграл; 
– модель формальных рассуждений: алгебра Буля; 
– уравнение колебания маятника; 
– уравнение теплообмена и другие примеры математической 

физики.
Появление в середине ХХ века ЭВМ расширило приложение 

математических методов в традиционных областях (физике, меха-
нике, технике) и вызвало проникновение математических методов 
в нетрадиционные области (в управление, экономику, химию, био-
логию, лингвистику, психологию).

Теория алгоритмов и моделей составляет предмет численных 
методов. Эта теория тесно связана с теорией приближения и ин-
терполяции функций, производных с частными производными, 
интегральных уравнений и т.д.

Основные задачи численных методов: 
1) типовые теории погрешности вычислений; 
2) детальное описание теоретических основ методов вычис- 

лений; 
3) теоретический анализ условий существования решений – 

сходимости методов.
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§ 1. Элементарная теория погрешностей

В процессе решения задачи сталкиваются с различными чис-
лами, которые могут быть точными или приближенными. Точные 
числа дают истинное значение величины числа, приближенные – 
близкое к истинному, причем степень близости определяется по-
грешностью вычисления.

Приближенным числом a называется число, незначительно от-
личающееся от точного числа A и заменяющее его в вычислениях.

Источники погрешностей: 
1) неточное отображение реальных процессов с помощью мате-

матики, в связи с чем рассматривается не сам процесс, а его идеа-
лизированная математическая модель; 

2) приближенное значение величин, входящих в условие зада-
чи, вследствие их неточного измерения; 

3) замена бесконечных процессов, пределами которых являют-
ся исходные величины, конечной последовательностью действий; 

4) округление исходных данных, промежуточных или оконча-
тельных результатов, когда при вычислении используется лишь 
конечное число цифр числа; 

5) погрешности могут появляться в результате действий над 
приближенными числами; 

6) полная погрешность является результатом взаимодействия 
всех видов погрешностей. Во всех случаях полная погрешность не 
может превышать по своей абсолютной величине суммы абсолют-
ных величин всех видов погрешностей.

Все погрешности можно подразделить на три группы: 
1) исходные, или неустранимые, к которым относятся погрешно-

сти, возникающие в результате приближенного описания реальных 
процессов и неточного задания исходных данных, а также погреш-
ности, связанные с действиями над приближенными числами; 

2) погрешности округления, которые появляются в результате 
округления исходных данных, промежуточных и окончательных 
результатов; 
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3) остаточные, возникающие в результате замены бесконечных 
процессов конечной последовательностью действий.

1.1. Абсолютная и относительная погрешности.  
Значащая цифра числа

Пусть Х точное число, х – приближенное число. Если х < Х, то 
говорят, что число х является приближенным значением числа Х 
по недостатку, если х > Х, то приближенным значением по избыт-
ку. Разность между точным числом Х и его приближенным значе-
нием х составляет ошибку, или погрешность.

Как правило, знак ошибки вычислителя не интересует, поэтому 
пользуются абсолютной ошибкой (погрешностью).

Определение. Абсолютная величина разности между точным 
числом Х и его приближенным значением х называется абсолют-
ной погрешностью приближенного числа х:

	 ∆x = |X − x|.	 (1.1)
Если точное число неизвестно, то ∆x* ≥  |X − x|, где ∆x*  – пре-

дельная абсолютная погрешность. По абсолютной погрешности 
нельзя судить о том, хорошо или плохо произведено измерение. 
Для того чтобы определить, качество произведенных измерений, 
необходимо определить, какую долю составляет абсолютная по-
грешность или предельная абсолютная погрешность от измеря-
емой величины. В связи с этим вводится понятие относительной 
погрешности.

Определение. Относительной погрешностью dх приближенного 
числа х называется отношение абсолютной погрешности ∆х к мо-
дулю точного числа Х (Х ≠ 0):

	
 

,
X
x

x
∆

=δ  тогда ∆x = δx ∙ |X |. 	 (1.2)

Определение. Значащими цифрами приближенного числа х на-
зываются все его цифры в десятичном изображении, отличные 
от нуля, и нули, если они содержатся между значащими цифрами 
или расположены в конце числа и указывают на сохранение раз-
ряда точности.

Нули, стоящие левее первой отличной от нуля цифры, не явля-
ются значащими цифрами.
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Однако точность приближенного числа зависит не только от то-
го, сколько в нем значащих цифр, но и от того, сколько значащих 
цифр заслуживает доверия, то есть от количества верных знача-
щих цифр.

Приближенное число а = а110m + a210m−1 +…+ an10m−n+1 +… содер-
жит n верных значащих цифр в узком смысле, если его абсолют-
ная погрешность не превосходит половины единицы десятичного 
разряда, выражаемого n-й значащей цифрой, считая слева направо, 
то есть выполняется следующее равенство:

	 а ≤ 0,5 ∙ 10m−n+1.	 (1.3)
Если неравенство (1.3) не выполняется, тогда аn называют сом-

нительной цифрой.
Приближенное число а содержит n верных значащих цифр в 

широком смысле, если абсолютная погрешность этого числа не 
превосходит единицы десятичного разряда, выражаемого n-й зна-
чащей цифрой, считая слева направо, то есть:

	 а ≤ 1 ∙ 10m−n+1.	 (1.4)
Округление чисел. В приближенных вычислениях часто при-

ходится округлять числа, как приближенные, так и точные, то есть 
отбрасывать одну или несколько последних цифр и при необходи-
мости заменять их нулями.

При округлении числа мы заменяем его приближенным числом 
с меньшим количеством значащих цифр, в результате чего воз-
никает погрешность округления. Чтобы погрешность была мини-
мальной, нужно придерживаться некоторых правил округления: 

1) если первая цифра слева из отбрасываемых больше 5, то по-
следняя из сохраняемых цифр усиливается. Усиление производит-
ся и тогда, когда первая слева из отбрасываемых цифр равна 5, а за 
ней следуют отличные от нуля цифры; 

2) если первая слева из отбрасываемых цифр меньше 5, то по-
следняя из оставшихся не усиливается; 

3) если первая слева из отброшенных цифр равна 5, а за ней не 
следуют отличные от нуля цифры, то последняя оставшаяся циф-
ра усиливается, если она нечетная и остается без изменений, если 
четная.

При применении третьего правила к округлению одного чис-
ла мы фактически не увеличиваем точность вычислений, однако 
при многочисленных округлениях избыточные числа встречают-
ся примерно так же часто, как и недостаточные. Здесь происходит 
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взаимная компенсация погрешностей, и результат становится бо-
лее точным. Таким образом, при применении рассмотренных вы-
ше правил, абсолютная погрешность округления не превосходит 
половины единицы разряда определяемого последней значащей 
цифрой.

n – количество верных значащих цифр числа, а1 – первая знача-
щая цифра.

1.2. Погрешности арифметических действий

1.2.1. Сложение и разность

Теорема. Аб с о л ю т н а я  п о г р е ш н о с т ь  а л г е б р а и ч е с к о й 
с у м м ы  н е с к о л ь к и х  п р и б л и ж е н н ы х  ч и с е л  н е  п р е в ы -
ш а е т  с у м м ы  а б с о л ю т н ы х  п о г р е ш н о с т е й  э т и х  ч и с е л .

Следствие. Предельная абсолютная погрешность алгебраиче-
ской суммы равна сумме предельных абсолютных погрешностей 
слагаемых:

	 ∆a* = ∆x1
* + ∆x2

* +…+ ∆xn
*. 	 (1.5)

Отсюда следует, что предельная абсолютная погрешность алге-
браической суммы не может быть меньше предельной абсолютной 
погрешности наименее точного из слагаемых, так как увеличение 
точности за счет остальных слагаемых невозможно, поэтому, что-
бы не производить лишних вычислений, не следует сохранять зна-
ки и в более точных слагаемых.

При сложении чисел различной абсолютной точности нужно 
поступать следующим образом: 

1) выделить число (или числа) наименьшей абсолютной точности, 
то есть число, имеющее наибольшую абсолютную погрешность; 

2) наиболее точные числа округлить таким образом, чтобы со-
хранить в них на один знак больше, чем в выделенном числе; 

3) произвести сложение, учитывая все сохраненные знаки; 
4) полученный результат округлить на один знак;
Определим предельную относительную погрешность суммы 

нескольких приближенных чисел.
С л у ч а й  1.  Все слагаемые имеют одинаковые знаки.
Пусть а = x1 + x2 +…+ xn, где приближенные числа xi имеют со-

ответственно предельные абсолютные погрешности:
∆x1

*, ∆x2
*,…, ∆xn

*.
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Тогда предельная относительная погрешность

	

 
.

*
*

а
а

а
∆

=δ
	  

(1.6)

Из формулы (1.5) следует, что ,
1

** ∑
=

∆=∆
n

i
ixa ∑

=

=
n

i
ixa

1

 
./

11

** ∑∑
==

∆=
n

i

n

i
ia xixδ

Так как  ,***
xiii xх δ⋅=∆  то 

 

.

1

1

*

*

∑

∑

=

=

⋅
= n

i
i

хi

n

i
i

a

x

x δ
δ

Пусть δmin
* и δmax

* – наименьшее и наибольшее из чисел δxi
*, тог-

да получим, что
	 δmin

* < δxi
* < δmax

*.	 (1.7)
Таким образом, предельная относительная погрешность суммы 

слагаемых одного знака заключается между наименьшей и наи-
большей предельными относительными погрешностями слага-
емых.

С л у ч а й  2 .  Слагаемые имеют разные знаки (разности).
Пусть x > 0, y > 0, a = x − y. Тогда, сохраняя прежние обозначе-

ния:
	

 
.

***
*

yxa
yxa

a −

∆+∆
=

∆
=δ 	 (1.8)

Таким образом, если числа x и y мало отличаются друг от дру-
га, то даже при малых погрешностях ∆x* и ∆y* величина предель-
ной относительной погрешности разности может оказаться значи-
тельной.

В результате вычитания двух близких по значению чисел может 
произойти большая потеря точности, поэтому следует попытать-
ся преобразовать вычислительную схему так, чтобы малые разно-
сти величин вычислять непосредственно. Такое преобразование не 
всегда возможно, поэтому поступают следующим образом: если 
известно, что первые m значащих цифр могут пропасть, а резуль-
тат нужно получить с n верными значащими цифрами, то исходные 
данные нужно брать с (m + n) верными значащими цифрами.
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1.2.2. Произведение

Теорема. О т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь  п р о и з в е д е -
н и я  н е с к о л ь к и х  п р и б л и ж е н н ы х  ч и с е л ,  о т л и ч н ы х  о т 
н у л я ,  н е  п р е в ы ш а е т  с у м м ы  о т н о с и т е л ь н ы х  п о г р е ш -
н о с т е й  э т и х  ч и с е л :

u = x1 · x2 · … · xn

δu ≤ δx1 + δx2 +…+ δxn

Следствие. Предельная относительная погрешность произве-
дения равна сумме предельных относительных погрешностей со-
множителей:

δu = δx1 + δx2 +…+ δxn.
Отсюда следует, что предельная относительная погрешность 

произведения не может быть меньше, чем предельная относитель-
ная погрешность наименее точного из сомножителей, поэтому при 
перемножении чисел разной относительной точности выполняют 
следующие действия: 

1) выделяют число с наименьшим количеством верных знача-
щих цифр; 

2) округляют оставшиеся сомножители таким образом, чтобы 
они содержали на одну значащую цифру больше, чем количество 
верных значащих цифр в выделенном числе; 

3) сохраняют в произведении столько значащих цифр, сколько 
верных значащих цифр имеет выделенное число.

Абсолютная погрешность произведения находится следующим 
образом:

∆u = |u| · δu.
Если все сомножители имеют n верных значащих цифр и число 

сомножителей не более десяти, то число верных знаков произведе-
ния на одну или две единицы меньше n.

В том случае, если сомножители имеют различную точность, 
под n следует понимать число верных знаков наименее точного из 
сомножителей.

1.2.3. Частное

Теорема. Относительная погрешность частного приближенных 
чисел не превышает суммы относительных погрешностей делимо-
го и делителя:
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u = x / y
δu ≤ δx + δy

Следствие. Предельная относительная погрешность частного 
равна сумме предельных относительных погрешностей делимого 
и делителя: 

δu ≤ δx + δy.
З а м е ч а н и е .  Все правила приближенных вычислений, сфор-

мулированные для умножения, распространяются и на случай де-
ления (и на случай, когда перемножают или делят несколько чисел).

1.2.4. Степень и корень

Теорема 1. П р ед е л ь н а я  о т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь 
m - й  с т е п е н и  п р и б л и ж е н н о г о  ч и с л а  (m  ∈  N )  в  m  р а з 
б о л ь ш е  п р ед е л ь н о й  о т н о с и т е л ь н о й  п о г р е ш н о с т и  с а -
м о г о  ч и с л а :

u = xm, δu
* = m ∙ δx

*.
Отсюда следует, что при возведении приближенного числа в 

степень в результате следует оставить столько верных значащих 
цифр, сколько верных значащих цифр содержится в основании 
степени.

Теорема 2. П р е д е л ь н а я  о т н о с и т е л ь н а я  п о г р е ш н о с т ь 
ко р н я  m - й  с т е п е н и  в  m  р а з  м е н ь ш е  п р е д е л ь н о й  о т -
н о с и т е л ь н о й  п о г р е ш н о с т и  п од к о р е н н о г о  в ы р а ж е -
н и я :

 
.1  , **

xu
m

m
xu δδ ⋅==

Отсюда следует, что при извлечении корня m-й степени из при-
ближенного числа в результате следует брать столько значащих 
цифр, сколько верных значащих цифр имеет подкоренное выражение.

1.2.5. Правила подсчета цифр

1. При сложении и вычитании приближенных чисел в результате 
следует сохранить столько десятичных знаков, сколько их в прибли-
женном данном числе с наименьшим числом десятичных знаков. 

2. При умножении и делении в результате следует сохранить 
столько значащих цифр, сколько их в приближенном данном числе 
с наименьшим числом верных значащих цифр. 
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3. При возведении приближенного числа в квадрат или куб в 
результате следует сохранить столько значащих цифр, сколько их 
в основании степени. 

4. При извлечении квадратного или кубического корня из при-
ближенного числа в результате следует сохранить столько знача-
щих цифр, сколько их в подкоренном выражении. 

5. При вычислении промежуточных результатов следует со-
хранять на одну цифру больше, чем рекомендуют правила 1–4.  
В окончательном результате эта запасная цифра отбрасывается. 

6. Если некоторые данные содержат больше десятичных знаков 
(при «+» и «–») или больше значащих цифр (при других действи-
ях), чем другие, то их предварительно следует округлить, сохра-
няя одну запасную цифру. 

7. Если данные можно брать с произвольной точностью, то для 
получения результата с m верными цифрами исходные данные 
следует брать с таким числом цифр, которое, согласно предыду-
щим правилам, обеспечивают (m + 1) цифру в результате.

Пример 1.1. Определить, какое из равенств точнее: 
 

14,2
7
15

≈  

или  .11,0
9
1
≈

Ре ш е н и е .  Берем числа с большим числом десятичных знаков:
 .11111,0

9
1;14286,2

7
15

≈≈

Определяем предельные абсолютные погрешности, округляя 
их с избытком:

00287,014,214286,2*
1

=−=∆a ;

00112,011,011111,0*
2

=−=∆a .
Находим предельные относительные погрешности:

%13,00013,0
14,2
00287,0

1

*
* 1

1
=≈=

∆
=
a
a

aδ ;

%02,10102,0
11,0
00112,0

2

*
* 2

2
=≈=

∆
=
a
a

aδ .

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



15

Так как  **
21 aa δδ < , то первое равенство точнее.

Пример 1.2. Вычислить 
 

2

3

c
baX = , где a = 7,45(±0,01),  

b = 50,46(±0,02), c = (±0,03). Определить погрешность результата.
Ре ш е н и е .  При вычислении промежуточных результатов бу-

дем сохранять одну «запасную цифру», то есть если по общему 
правилу следует оставить n значащих цифр, то в промежуточных 
результатах сохраним (n + 1) цифру. Тогда: 

1) a3 = 413,5. При возведении приближенного числа в степень 
в результате следует оставить столько верных значащих цифр, 
сколько верных значащих цифр содержится в основании степени. 
Так как в основании степени a = 7,45 содержится три верных зна-
чащих цифры, то в результате оставляем четыре цифры (одну «за-
пасную»); 

2)  .1035,7=b  При извлечении корня m-й степени из прибли-
женного числа в результате следует брать столько значащих цифр, 
сколько верных значащих цифр имеет подкоренное выражение. 
Так как в подкоренном выражении b = 50,46 содержится четыре 
верных значащих цифры, то в результате оставляем пять верных 
значащих цифр (одна «запасная»); 

3) c2 = 237,2. Так как в основании степени c = 15,4 содержит-
ся три верных значащих цифры, то в результате оставляем четыре 
цифры (одну «запасную»); 

4) 
 .4,12

2,237
1035,75,413

=
⋅

=X  В результате оставлено три знача-
щих цифры, так как наименьшее число значащих цифр в числах  
a, b, c равно трем;

5) находим предельную относительную погрешность, исполь-
зуя правила и определения: 

а) предельная относительная погрешность произведения равна 
сумме предельных относительных погрешностей сомножителей; 

б) предельная относительная погрешность частного равна сумме 
предельных относительных погрешностей делимого и делителя; 

в) предельная относительная погрешность m-й степени прибли-
женного числа в m раз больше предельной относительной погреш-
ности самого числа; 

г) предельная относительная погрешность корня m-й степени в 
m раз меньше предельной относительной погрешности подкорен-
ного выражения; 
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д) 
 

;
*

*

a
a

a
∆

=δ

е) A = a ± ∆a
*. Таким образом: ;2

2
13 ****

cbaX δδδδ ⋅+⋅+⋅=

6) находим предельную абсолютную погрешность:
∆X

* = 12,4 ∙ 0,0081 ≈ 0,10. 
О т в е т.  X = 12,4 ± 0,10; δX

* 0,0081 = 0,81%.

Вопросы и задания

1. Каковы основные причины возникновения погрешностей при вы-
числении по готовой формуле? 

2. Что такое абсолютная погрешность приближенного значения вели-
чины? 

3. Что такое относительная погрешность приближенного значения 
величины? 

4. Какие цифры в записи приближенного числа называются верными? 
5. Какие цифры в записи приближенного числа называются верными 

в строгом смысле? 
6. Какие цифры в записи приближенного числа называются знача-

щими? 
7. Что такое округление числа? Что такое погрешность округления? 
8. Из чего складывается полная погрешность округленного числа? 
9. Как объясняется нецелесообразность сохранения излишних деся-

тичных знаков в более точных слагаемых при сложении нескольких чи-
сел? По какой причине в вычислениях следует избегать вычитания близ-
ких по величине чисел? 

10. Как объясняется нецелесообразность сохранения излишних зна-
чащих цифр в более точных данных при умножении или делении не-
скольких чисел?

§ 2. Численное решение уравнений

Любое уравнение можно представить в виде: 
	 f (x) = 0.	 (2.1)
Здесь f (x) – нелинейная функция: 
– нелинейная алгебраическая функция вида

anx
n + an−1x

n−1 +…+ a1x + a0; 
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– трансцендентные функции: тригонометрические, обратные 
тригонометрические, логарифмические, показательные и гипербо-
лические; 

– комбинирование этих функций.
Или
	 φ1(x) = φ2(x)	 (2.2)
Решить уравнения (2.1) и (2.2) численными методами, значит: 
– установить, имеют ли уравнения корни; 
– определить, сколько корней; 
– найти значения корней (с заданной степенью точности).
Решение уравнения разбивается на два этапа: 
1) отделение корней – определение количества корней и нахож-

дение промежутков, на каждом из которых лежит только один ко-
рень уравнения; 

2) уточнение корней до заданной степени точности.
Корень ξ (кси) уравнения (2.1) считается отделенным на отрезке  

[a, b], если на этом отрезке данное уравнение не имеет других корней.
Отделить корни, значит разбить всю область допустимых зна-

чений на отрезки, в каждом из которых содержится ровно по одно-
му корню или корней на этом промежутке нет.

2.1. Отделение корней

2.1.1. Графический метод отделения корней

С л у ч а й  1.  Пусть задано уравнение f (x) = 0. Построим график 
функции y = f (x). Значения действительных корней уравнения есть 
абсциссы точек пересечения графика функции y = f (x) с осью Ox 
(рис. 2.1).

Рис. 2.1

ξ1 отделен на отрезке [a1; b1] и т.д. 
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С л у ч а й  2 .  Представляем уравнение в виде φ1(x) = φ2(x) и 
строим графики этих функций (рис. 2.2). Значения действитель-
ных корней уравнения есть абсциссы точек пересечения графиков 
функций y1 = φ1(x) и y2 = φ2(x). 

0  

y  

( )x2ϕ

( )x1ϕ

ξ x  

Рис. 2.2

Отметим, что полученные отрезки имеют длину не больше 
единицы.

Пример 2.1. Отделить корни уравнения x2 − 2 + 0,5x = 0 графи-
чески. 

Ре ш е н и е .  Перепишем уравнение в виде x2 − 2 = −0,5x. 
Обозначим y1 = x2 − 2, y2 = −0,5x. Построим графики этих функций 
(рис. 2.3).

Рис. 2.3

Из графика видно, что уравнение имеет два действительных 
корня: ξ1 ∈ [–1; 0], ξ2 ∈ [1; 2]. 
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2.1.2. Аналитический метод отделения корней

Процесс отделения опирается на следующие теоремы.
Теорема 1. Е с л и  ф у н к ц и я  н е п р е р ы в н а  н а  о т р е з к е 

[a , b]  и  п р и н и м а е т  н а  к о н ц а х  э т о г о  о т р е з к а  з н а ч е -
н и я  р а з н ы х  з н а к о в ,  т о  в н у т р и  о т р е з к а  с у щ е с т в уе т 
п о  к р а й н е й  м е р е  од и н  к о р е н ь  у р а в н е н и я .

Теорема 2. Е с л и  ф у н к ц и я  y  =  f   (x)  н е п р е р ы в н а  и  м о -
н о т о н н а  н а  о т р е з к е  [a , b]  и  н а  к о н ц а х  о т р е з к а  и м е е т 
р а з н ы е  з н а к и ,  т о  в н у т р и  о т р е з к а  [a , b]  с од е р ж и т с я 
е д и н с т в е н н ы й  к о р е н ь  у р а в н е н и я  f   (x)  =  0 .

Теорема 3. Е с л и  ф у н к ц и я  y  =  f   (x)  н е п р е р ы в н а  н а 
о т р е з к е  [a , b]  и  f ʹ (x)  с ох р а н я е т  з н а к  н а  о т р е з к е ,  т о 
р а с с м а т р и в а е м а я  ф у н к ц и я  м о н о т о н н а  н а  о т р е з к е 
[a , b] . 

Процедура отделения корней: 
1) найти производную fʹ(x) и стационарные точки; 
2) составить таблицу знаков функции f (x) и определить интер-

валы (a;b), где функция имеет на концах разные знаки.
Пример 2.2. Отделить корни уравнения 5x + 3x = 0 аналити- 

чески. 
Ре ш е н и е .  Обозначим f  (x) = 5x + 3x. Найдем производную  

fʹ(x) = 5x ∙ ln 5 + 3. Вычислим корень производной: 
5x ∙ ln 5 + 3 = 0

5x ∙ ln 5 = −3
Данное уравнение корней не имеет, то есть производная на всей 

области определения функции принимает значения одного знака, 
следовательно, функция на всей области определения либо стро-
го возрастает, либо строго убывает. Поэтому приходим к выводу, 
что исходное нелинейное уравнение 5x + 3x = 0 имеет только один 
корень. Отделим его аналитически. Для этого составим таблицу 
знаков функции f (x) = 5x + 3x:

x – ∞ –1 0 1 + ∞
sign f (x) – – + + +

Поскольку на отрезке [−1; 0] происходит смена знака функции, 
то на этом отрезке есть корень.

О т в е т.  ξ1 ∈ [–1; 0]. 
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2.2. Уточнение корней

Уточнить корень, значит довести его значение до заданной сте-
пени точности.

2.2.1. Метод половинного деления (дихотомии, проб)

Пусть дано уравнение f (x) = 0, где f (x) – непрерывная функция и 
корень ξ отделен на отрезке [a; b], то есть a < ξ < b. Пусть b − a > ε, 
где ε – степень точности. Требуется найти значение корня ξ с точ-
ностью до ε.

Берем точку c = (a + b) / 2 и рассматриваем два отрезка [a; c] и [c; b],  
длина которых (b − a) / 2. Если функция f  (c) = 0, то с − точный 
корень. В противном случае выбираем из отрезков [a; c] и [c; b]  
тот, на концах которого функция имеет разные знаки, и этот отре-
зок обозначим [a1; b1]. Теперь отрезок [a1; b1] делим пополам и т.д. 
Получаем систему вложенных отрезков [a; b], [a1; b1], [a2; b2], …, 
[an; bn]. Длина отрезка [an; bn] равна (b − a) / 2n = bn − an. Как только 
bn – an будет ≤ ε, вычисления заканчивают, и число ξ = (an + bn) / 2 – 
корень, взятый с точностью до ε / 2.

Пример 2.3. Отделить корни уравнения x4 − x − 1 = 0 аналитиче-
ски и уточнить один из них методом проб с точностью до 0,01.

Ре ш е н и е .  Полагая f  (x) = x4 − x − 1, имеем fʹ(x) = 4x3 − 1. 
Найдем корни производной:

63,0
4
1

4
1

014

33

3

≈

=⇒=

=−

x

xx

x

Составим таблицу знаков функции f (x):
x – ∞ –2 0 1 + ∞
sign f (x) + + – – +

Из таблицы видно, что уравнение имеет два действительных 
корня:

x1 ∈ [–2; 0] и x2 ∈ [1; +∞].
Уменьшим промежутки, в которых находятся корни. Для этого 

составим новую таблицу знаков функции:
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x –1 0 1 2
sign f (x) + – – +

Следовательно, x1 ∈ [–1; 0] и x2 ∈ [1; 2].
Уточним один из корней, например x2 ∈ [1; 2], методом проб с 

точностью до 0,01:
n  −

na  +
nb  

2
nn

n
bax +

=
f (an) f (bn) f (xn) bn – an

0 1 2 1,5 −1 13 2,56 1
1 1 1,5 1,25 −1 2,56 0,19 0,5
2 1 1,25 1,125 −1 0,19 −0,52 0,25
3 1,125 1,25 1,188 −0,52 0,19 −0,20 0,125
4 1,188 1,25 1,219 −0,20 0,19 −0,01 0,062
5 1,219 1,25 1,234 −0,01 0,19 0,09 0,031
6 1,219 1,234 1,227 −0,01 0,09 0,04 0,015
7 1,219 1,227 1,223 −0,01 0,04 0,01 0,008

О т в е т.  x ≈ 1,22. 
Пример 2.4. Отделить корни уравнения (x − 1)2 ∙ lg  (x + 11) = 1  

графически и уточнить один из них методом проб с точностью до 0,01. 

Ре ш е н и е .  Перепишем уравнение в виде  ( )
( )

.
1
111lg 2−

=+
x

x  

Обозначим y1 = lg  (x + 11), 
 

( )
.

1
1

22
−

=
x

y  Построим графики этих 
функций (рис. 2.4). 

Рис. 2.4
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Из графика видно, что уравнение имеет три действительных 
корня:                   x1 ∈ [–10; –9], x2 ∈ [0; 1], x3 ∈ [1; 2].

Уточним методом проб корень x2 ∈ [0; 1].
n  −

na  +
nb  

2
nn

n
bax +

=
f (an) f (bn) f (xn) bn – an

0 0 1 0,5 0,041 -1 -0,735 1
1 0 0,5 0,25 0,041 −0,735 −0,409 0,5
2 0 0,25 0,125 0,041 −0,409 −0,199 0,25
3 0 0,125 0,063 0,041 −0,199 −0,083 0,125
4 0 0,062 0,031 0,041 −0,083 −0,022 0,062
5 0 0,031 0,016 0,041 −0,022 0,010 0,031
6 0,031 0,016 0,023 −0,022 0,010 −0,006 0,015
7 0,016 0,023 0,020 0,010 −0,006 0,002 0,008

О т в е т.  x ≈ 0,02. 

2.2.2. Метод хорд (ложного положения, линейного 
интерполирования, пропорциональных частей)

Пусть дано уравнение f (x) = 0, где f (x) – непрерывная функция, 
имеющая в интервале (a; b) производные f ʹ(x) и f ʹʹ(x). Корень отде-
лен на отрезке [a; b], то есть f (a) · f (b) < 0 и корень единственный 
на этом отрезке.

С л у ч а й  1.  f ʹ(x) и f ʹʹ(x) имеют одинаковые знаки, f ʹ(x) · f ʹʹ(x) > 0. 
a) f ʹ(x) > 0, f ʹʹ(x) > 0
b) f ʹ(x) < 0, f ʹʹ(x) < 0
Проводим хорду AB, которая пересекает ось Ox в точке x1  

(рис. 2.5). 

Рис. 2.5

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



23

Пусть a = x0, где x0 – нулевое приближение к корню A(x0; f(x0)); 
B(b; f(b)). В – неподвижная точка. Тогда уравнение прямой AB по-
лучаем как уравнение прямой, проходящей через две точки: 

 
.
)()(
)()(

0

0

0

0

xfbf
xfxf

xb
хх

−
−

=
−
−

Требуется найти точку x1, расположенную на хорде AB и одно-
временно на оси Ox:

 
.
)()(
))((

0

00
01 xfbf

xbxfxx
−
−

−=

Точка x1 – первое приближение к истинному значению корня. 
Ищем на кривой y = f (x) точку с абсциссой x1 и проводим хорду, 
которая пересекает ось Ox в точке x2. Таким образом, получаем об-
щую формулу:

	
	

.
)()(
))((

1
n

nn
nn xfbf

xbxfxx
−
−

−=+

	
(2.3)

С л у ч а й  2 .  f ʹ(x) и f ʹʹ(x) имеют разные знаки, f ʹ(x) · f ʹʹ(x) < 0. 
a) f ʹ(x) < 0, f ʹʹ(x) > 0
b) f ʹ(x) > 0, f ʹʹ(x) < 0
A – неподвижная точка (рис. 2.6). 

Рис. 2.6

Тогда b = x0 принимаем за нулевое приближение к истинному 
значению корня. Тогда B(x0; f(x0)); A(a; f(a)). Проводим хорду AB:

 
.
)()(
)()(

0

0

0

0

xfaf
xfxf

xa
хх

−
−

=
−
−
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x1 – точка пересечения с осью Ox. Так как x1 ∈ AB, то ее коорди-
наты удовлетворяют уравнению AB:

 
.
)()(
))((

0

00
01 xfaf

xaxfxx
−
−

−=

x1 – первое приближение к истинному значению корня. 
Находим на графике точку C с абсциссой x1. Строим хорду AC. 
Проводя аналогичные действия, получим формулу:

	
.
)()(
))((

1
n

nn
nn xfaf

xaxfxx
−
−

−=+

	
(2.4)

При оценке погрешности пользуются формулой:
|ξ − xn| < |xn − xn−1|,

то есть процесс последовательного приближения к корню следует 
продолжать до тех пор, пока не будет выполнено условие

|xn − xn−1| ≤ ε.
Пример 2.5. Отделить корни уравнения  ( ) 0387,0cos =− xx  гра- 

фически и уточнить один из них методом хорд с точностью до 0,001.
Ре ш е н и е .  Отделим корень уравнения графически. Для этого 

перепишем его в виде
 ( ).387,0cos xx =

Обозначим x,y =1 ( ).387,0cos2 xy =  Построим графики этих 
функций (рис. 2.7).

Рис. 2.7
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Из графика видно, что уравнение имеет один действительный 
корень x ∈ [0,8; 1].

Чтобы уточнить корень методом хорд, определим знаки функ-
ции  ( ) ( )xxxf 387,0cos−=  на концах промежутка [0,8; 1] и знак 
второй производной данной функции в этом промежутке:

( ) ( )x
x

xf 387,0sin387,0
2
1

+=′

( ) ( )f 0074,0387,0cos11 >=−=

( ) ( )f 0058,08.0387,0cos8,08,0 <−=⋅−=

( ) ( ).387,0cos387,0
4

1387,0cos387,0 2

2
3

2 x
x

x +

⋅

−=+

( ) ( )
2
1387,0sin387,0

2
1 2

1

xx
x

xf +
′











=
′









+=′′

−

Поскольку fʹ(x) > 0, f″(x) < 0 при x ∈ [0,8; 1], то неподвижным 
остается конец a = 0,8.

Для вычислений применяем формулу:
10x =

( )
( ) ( ) ( ).1 n

n

n
nn xа

хfаf
xfxx −⋅
−

−=+

Вычисления оформим в виде таблицы:
n xn f(xn) f(0,8) − f(xn) 0,8 − xn  ( )

( ) ( ) ( )n
n

n x
хff

xf
−⋅

−
8,0

8,0

0 1 0,0740 −0,1320 −0,2000 0,1121
1 0,8879 0,0008 −0,0588 −0,0879 0,0012
2 0,8867 0,0000 −0,0580 −0,0867 0,0000
3 0,8867 − − − −

|x3 − x2| ≤ ε, следовательно, округляя x3 до тысячных, получаем, 
что x ≈ 0,887. 

О т в е т.  x ≈ 0,887.
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Пример 2.6. Отделить корни уравнения аналитически и уточ-
нить один из них методом хорд с точностью до 0,001: 

x3 – 3x2 + 6x + 3 = 0.
Ре ш е н и е .  Полагая, что f(x) = x3 – 3x2 + 6x + 3, имеем f′(x) =  

= 3x2 – 6x + 6. Найдем корни производной:
3x2 – 6x + 6 = 0
x2 – 2x + 2 = 0

D = (–2)2 – 4 ∙ 1 ∙ 2 = 4 – 8 = –4 < 0
Поскольку D < 0, то данное уравнение корней не имеет, то 

есть производная на всей области определения функции прини-
мает значения одного знака, следовательно, функция на всей об-
ласти определения либо строго возрастает, либо строго убывает. 
Поэтому приходим к выводу, что исходное нелинейное уравне-
ние x3 – 3x2 + 6x + 3 = 0 имеет только один корень. Отделим его 
аналитически. Для этого составим таблицу знаков функции  
f(x) = x3 – 3x2 + 6x + 3:

x – ∞ –1 0 1 + ∞
sign f(x) – – + + +

Поскольку на отрезке [–1; 0] происходит смена знака функции, 
то на этом отрезке есть корень. Уточним его методом хорд. Для 
этого определим знаки функции f(x) = x3 – 3x2 + 6x + 3 на концах 
промежутка [–1; 0] и знак первой и второй производных данной 
функции в этом промежутке:

f(–1) = –1 – 3 – 6 + 3 = –7 < 0
f(0) = 3 > 0
f′(x) = 3x2 – 6x + 6
f″(x) = 6x – 6
f″(x) < 0 при x ∈ [–1; 0] 
Поскольку f′(x) > 0, f″(x) < 0, то неподвижным остается конец  

a = –1.
Для вычислений применяем формулу:

00x =

( )
( ) ( ) ( ).1 n

n

n
nn xа

хfаf
xfxx −⋅
−

−=+
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Вычисления оформим в виде таблицы:
n xn f (xn) f (–1) – f (xn) –1 – xn  ( )

( ) ( ) ( )n
n

n x
хff

xfh −−⋅
−−

= 1
1

0 0,0000 3,000 –10,0000 –1,0000 0,3000
1 –0,3000 0,903 7,903 0,700 0,080
2 –0,3800 0,2321 –7,2321 –0,6200 0,0199
3 –0,3999 0,0571 –7,0571 –0,6001 0,0049
4 –0,4047 0,0139 –7,0139 –0,5953 0,0012
5 –0,4059 0,0034 –7,0034 –0,5941 0,0003
6 –0,4062 0,0008 –7,0008 –0,5938 0,0001

|x6 – x5| ≤ ε, следовательно, округляя x6 до тысячных, получаем, 
что x ≈ –0,406.

О т в е т.  x ≈ –0,406. 

2.2.3. Метод касательных (Ньютона)

Пусть корень уравнения f (x) = 0 отделен на отрезке [a; b], при-
чем f ′(x) и f″(x) непрерывны и сохраняют постоянные знаки на 
всем отрезке [a; b]. Геометрический смысл метода касательных со-
стоит в том, что дуга кривой y = f(x) заменяется касательной к этой 
кривой.

С л у ч а й  1.  f ′(x) и f″(x) имеют одинаковые знаки: f ′(x) · f″(x) > 0.
a) f ′(x) > 0, f″(x) > 0 
b) f ′(x) < 0, f″(x) < 0 
х0 = b – нулевое приближение к истинному значению корня. 

Проведем касательную к кривой y = f(x) в точке B(b; f(b)) и найдем 
абсциссу точки пересечения касательной с осью Ox (рис. 2.8). 

Рис. 2.8
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Уравнение касательной в точке B имеет вид: 
f(x) = f(b) + f′(b)(x – b).

Точка x1 принадлежит касательной, то есть ее координаты удов-
летворяют уравнению касательной:

0 = f (b) + f′(b)(x1 – b) или 
 

.
)(
)(

0
01

0

xf
xf

xx
′

−=

x1 – первое приближение к корню и корень уравнения нахо-
дится на отрезке [a; x1]. Проведем касательную в точке C(x1; f(x1)). 
Аналогичным образом получаем х2 и т.д. Общая формула имеет вид:

	

 
.
)(
)(

1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+

	
(2.5)

Получаем последовательность приближенных значений x1,  
x2, ..., xn, каждый последующий член которой ближе к корню ξ, чем 
предыдущий, однако все xn – е приближения остаются больше ис-
тинного значения корня ξ, то есть xn – это приближенное значение 
корня ξ с избытком.

С л у ч а й  2 .  f′(x) и f″(x) имеют разные знаки, f′(x) · f″(x) < 0. 
а) f′(x) < 0, f″(x) > 0 
b) f′(x) > 0, f″(x) < 0
За нулевое приближение принимаем левый конец отрезка [a; b], 

то есть a = x0. Проведем касательную в точке A(a; f(a)) (рис. 2.9). 

Рис. 2.9

Тогда ее уравнение: f(x) = f(a) + f′(a)(x – a). 
х1 – первое приближение к истинному значению корня. Точка x1 

принадлежит касательной, то есть ее координаты удовлетворяют 
уравнению касательной:
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0 = f(a) = f′(a)(x1 – a) или 
 

.
)(
)(

0
01

0

xf
xf

xx
′

−=

Теперь корень ξ находится на отрезке [x1; b]. Проведем касатель-
ную в точке C(x1; f(x1)). Аналогично получаем формулу:
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n

n
nn xf

xfxx
′

−=+

	
(2.6)

Получаем последовательность приближенных значений: x1, 
x2, ..., xn, каждый последующий член которой ближе к истинному 
значению корня ξ, чем предыдущий, то есть xn, однако все xn – е 
приближения остаются меньше истинного значения корня ξ, то есть  
xn – это приближенное значение корня ξ с недостатком.

Данные формулы отличаются только выбором начального при-
ближения. За исходную точку следует брать тот конец отрезка [a; b],  
в котором знак функции совпадает со знаком второй производной. 
Для оценки погрешности можно пользоваться общей формулой.

З а м е ч а н и е .  Если производная f′(x) мало изменяется на отрез-
ке [a; b], то для упрощения вычислений пользуются формулой:
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1 xf

xfxx n
nn ′
−=+

	
(2.7)

то есть значение производной в начальной точке достаточно вы-
числить только один раз.

Пример 2.7. Отделить корни уравнения  ( ) 0387,0cos =− xx   
графически и уточнить один из них методом касательных с точно-
стью до 0,001.

Ре ш е н и е .  Отделим корень уравнения графически. Для этого 
перепишем его в виде  ( )xx 387,0cos= . Из примера 2.5 уравне-
ние имеет один действительный корень x ∈ [0,8; 1].

( ) ( )x
x

xf 387,0sin387,0
2
1

+=′

( ) ( )f 0074,0387,0cos11 >=−=

( ) ( )f 0058,08,0387,0cos8,08,0 <−=⋅−=
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Поскольку f′(x) > 0, f″(x) < 0 при x ∈ [0,8; 1], то неподвижным 
остается конец b = 1, х0 = 0,8.

Для вычислений применяем формулу:
 ( )

( ) .1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+

Вычисления оформим в виде таблицы:
n xn f(xn) f′(xn)  ( )

( )n
n

xf
xfh
′

=

0 0,8000 –0,0580 0,6769 –0,0857

1 0,8857 –0,0007 0,6614 –0,0011

2 0,8868 0,0000 0,6610 0,0000

3 0,8868 – – –

|x3 – x2| ≤ ε, поэтому x ≈ 0,887. 
О т в е т.  x ≈ 0,887. 
Пример 2.8. Отделить корни уравнения x3 – 3x2 + 6x + 3 = 0 

аналитически и уточнить один из них методом касательных с точ-
ностью до 0,001. 

Ре ш е н и е .  Из примера 2.6 корень находится на отрезке [–1; 0]. 
Уточним его методом касательных. Для этого определим знаки 
функции f(x) = x3 – 3x2 + 6x + 3 на концах промежутка [–1; 0] и знак 
первой и второй производной данной функции в этом промежутке:

f(–1) = –1 – 3 – 6 + 3 = –7 < 0
f(0) = 3 > 0
f′(x) = 3x2 – 6x + 6
f″(x) = 6x – 6
f″(x) < 0 при x ∈ [–1; 0] 
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Поскольку f′(x) > 0, f″(x) < 0, то неподвижным остается конец  
b = 0. В качестве начального приближения берем точку x0 = –1. 
Для вычислений применяем формулу:

 ( )
( ) .1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+

Вычисления оформим в виде таблицы:
n xn f(xn) f′(xn)  ( )

( )n
n

xf
xfh
′

=

0 –1,0000 –7,0000 15,0000 –0,4667
1 –0,5333 –1,2050 10,0533 –0,1199
2 –0,4135 –0,0644 8,9937 –0,0072
3 –0,4063 –0,0002 8,9331 0,0000
4 –0,4063 0,0000 8,9329 0,0000

|x4 – x3| ≤ ε.
О т в е т.  x ≈ –0,406. 

2.2.4. Комбинированный метод хорд и касательных

Методы хорд и касательных дают приближение корня с разных 
сторон, поэтому их часто применяют в сочетании друг с другом 
и уточнение происходит быстрее. Пусть дано уравнение f(x) = 0, 
корень ξ отделен и находится на отрезке [a; b]. Если f′(x) · f″(x) > 0,  
то метод хорд дает приближение корня с недостатком, а метод ка-
сательных – с избытком. Если f′(x) · f″(x) < 0, то метод хорд дает 
приближение корня с избытком, а метод касательных – с недостат-
ком. Однако во всех случаях истинный корень заключен между 
приближенными корнями, полученными по методу хорд и методу 
касательных, то есть выполняется неравенство a < xn < ξ < x̅n < b, 
где xn – приближенное значение корня с недостатком, x̅n – с избыт-
ком.

С л у ч а й  1.  f′(x) · f″(x) > 0, то есть со стороны конца a лежат 
приближенные значения корня, полученные по методу хорд, а со 
стороны конца b – значения, полученные по методу касательных 
(рис. 2.10).

а) fʹ(x) > 0, f″(x) > 0 
b) fʹ(x) < 0, f″(x) < 0 
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Рис. 2.10

[xn; x̅n+1] – отрезок, на котором находится исходный корень. 
Получаем формулы:

 ( )
( ) ( ) ( ),1 nn

nn

n
nn xx

xfxf
xfxx −⋅
−

−=+

	

( )
( ) .1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+

	
(2.7)

С л у ч а й  2 .  fʹ(x) · f″(x) < 0, то есть со стороны конца a лежат 
приближенные значения корня, полученные по методу касатель-
ных, а со стороны конца b – значения, полученные по методу хорд. 
Тогда получатся формулы:

	

 ( )
( ) ,1
n

n
nn xf

xfxx
′

−=+

	
(2.8)

( )
( ) ( )

( ).1 nn
nn

n
nn xx

xfxf

xfxx −⋅
−

−=+

 
Процесс вычислений прекращается, как только выполняется 

неравенство | x̅n – xn| < ε. За приближенное значение корня следует 
принять ξ = (x̅n – xn) / 2.

Пример 2.9. Комбинированным методом хорд и касательных ре-
шить уравнение третьей степени x3 – 3x2 + 3 = 0, вычислив корни с 
точностью до 0,001. 
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Ре ш е н и е .  Отделим корни аналитически. Обозначим f(x) =  
= x3 – 3x2 + 3. Найдем производную fʹ(x) = 3x2 – 6x. Вычислим кор-
ни производной:

3x2 – 6x = 0
x2 – 2x = 0
x = 0 или x = 2
Составим таблицу знаков функции f(x):

x –∞ 0 2 +∞

sign f(x) – + – +

Таким образом, уравнение имеет три действительных корня:  
x1 ∈ (–∞; 0], x2 ∈ [0; 2], x3 ∈ [2; +∞). Уменьшим данные промежутки 
до единичной длины:

x –1 0 1 2 3

sign f(x) – + + – +

Следовательно, x1 ∈ [–1; 0], x2 ∈ [1; 2], x3 ∈ [2; 3]. 
Уточним корни комбинированным методом хорд и касательных.
1. x1 ∈ [–1; 0]
f(–1) = –1 < 0
f(0) = 3 > 0 
fʹ(x) = 3x2 – 6x > 0
f″(x) = 6x – 6 < 0 при x1 ∈ [–1; 0]
Для расчета применяем формулы: 

( )
( )n
n

nn xf
xfxx
′

−=+1 ,
( )

( ) ( ) ( )nn
nn

n
nn xx

xfxf
xfxx −⋅
−

−=+1 , 

где xn и x̅n – значения корня по недостатку и избытку соответственно.
Полагаем x0 = –1; x̅0 = 0. Вычисления располагаем в таблице, 

обозначив
( )
( )n
n

n xf
xfh
′

=1 ,
( )

( ) ( ) ( )nn
nn

n
n xx

xfxf
xfh −⋅
−

=2
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n xn xn – x̅n f(xn) fʹ(xn) f(xn) – f(x̅n) h1n

x̅n f(x̅n) h2n

0 –1 –1 –1 9 -4 –0,111
0 3 –0,250

1 –0,889 –0,139 –0,074 7,705 –0,965 –0,010
–0,750 0,891 –0,011

2 –0,879 –0,001 0,003 7,592 –0,008 0,0004
-0,878 0,011 0,004

3 –0,8794 0 0,000 – – –
–0,8794 0,000 –

x1 = ≈ –0,879. 
2. x2 ∈ [1; 2]. 
f(1) = 1 > 0
f(2) = –1 < 0 
fʹ(x) = 3x2 – 6x < 0
f″(x) = 6x – 6 > 0 при x2 ∈ [1; 2]
Для расчета применяем формулы:

( )
( )n
n

nn xf
xfxx
′

−=+1 ,   
( )

( ) ( ) ( )nn
nn

n
nn xx

xfxf
xfxx −⋅
−

−=+1 , 

где xn и x̅n – значения корня по недостатку и избытку соответственно.
Полагаем x0 = 1, x̅0 = 2. Вычисления располагаем в таблице, обо-

значив
( )
( )n
n

n xf
xfh
′

=1 ,
( )

( ) ( ) ( )nn
nn

n
n xx

xfxf
xfh −⋅
−

=2

n xn xn – x̅n f(xn) fʹ(xn) f(xn) – f(x̅n) h1n

x̅n f(x̅n) h2n

0 1 –1 1 –3 2 –0,333
2 –1 –0,500

1 1,333 –0,167 0,038 –2,667 0,413 –0,014
1,500 –0,375 –0,015

2 1,347 –0,001 0,001 –2,639 0,003 –0,0004
1,348 –0,002 –0,0003

3 1,3474 –0,0001 0,000 – – –
1,3473 0,000 –

x2 = ≈ 1,347. 
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3. x3 ∈ [2; 3]. 
f(2) = –1 < 0
f(3) = 3 > 0 
fʹ(x) = 3x2 – 6x > 0
f″(x) = 6x – 6 > 0 при x3 ∈ [2; 3]
Для расчета применяем формулы:

( )
( ) ( ) ( )nn

nn

n
nn xx

xfxf
xfxx −⋅
−

−=+1 , 
( )
( )n
n

nn xf
xfxx
′

−=+1

где xn и x̅n – значения корня по недостатку и избытку соответственно.
Полагаем x0 = 2, x̅0 = 3. Вычисления располагаем в таблице, обо-

значив
( )

( ) ( ) ( )nn
nn

n
n xx

xfxf
xfh −⋅
−

=1 , 
( )
( )n
n

n xf
xfh
′

=2

n xn xn – x̅n f(xn) fʹ(xn) f(xn) – f(x̅n) h1n

x̅n f(x̅n) h2n

0 2 1 –1 9 4 –0,250
3 3 0,333

1 2,250 0,167 –0,797 5,337 1,428 –0,093
2,667 0,631 0,118

2 2,343 0,206 –0,607 4,198 0,677 –0,185
2,549 0,070 0,017

3 2,528 0,004 –0,016 4,041 0,016 –0,004
2,532 0,000 0,000

4 2,532 0,000 0,000 – – –
2,532 0,000 –

x3 = ≈ 2,532. 
О т в е т.  x1 = ≈ 0,879; x2 = ≈ 1,347; x3 = ≈ 2,532. 

2.2.5. Метод итераций 
(последовательных приближений)

Пусть дано уравнение f(x) = 0, где f(x) – непрерывная функция. 
Требуется определить вещественный корень этого уравнения, заклю-
ченный на отрезке [a; b]. Заменим данное уравнение равноценным 
	 x = φ(x).	 (2.9)
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Выберем каким-либо способом x0 ∈ [a; b] и подставим его в 
правую часть уравнения (2.9), тогда получим x1 = φ(x0), затем зна-
чение x1 подставим снова в правую часть уравнения (2.9) и полу-
чим второе приближение x2 = φ(x1), повторяя этот процесс, полу-
чим последовательность чисел xn+1 = φ(xn).

Возможны два случая: 
1) последовательность x0, x1, ..., xn сходится, то есть имеет пре-

дел, и тогда этот предел будет корнем уравнения f(x) = 0; 
2) последовательность расходится, то есть не имеет предела.

Теорема (условие сходимости итерационного процесса). Пус т ь 
н а  о т р е з к е  [a ;  b]  и м е е т с я  е д и н с т в е н н ы й  к о р е н ь 
у р а в н е н и я  x  =  φ(x)  и  в о  в с е х  т о ч к а х  э т о г о  о т р е з -
к а  п р о и з в од н а я  |φʹ (x) |  у д о в л е т в о р я е т  н е р а в е н с т в у : 
| φʹ (x) |  ≤  q  <  1.  Е с л и  п р и  э т о м  в ы п о л н я е т с я  ус л о в и е  
a  ≤  φ(x)  ≤  b ,  т о  и т е р а ц и о н н ы й  п р о ц е с с  с ход и т с я ,  
а  з а  н у л е в о е  п р и б л и ж е н и е  x 0  м о ж н о  в з я т ь  л ю б о е 
ч и с л о  и з  о т р е з к а  [a ;  b] .  По с л ед н е е  ус л о в и е  о з н ач а -
е т ,  ч т о  в с е  п р и б л и ж е н и я  x 0 ,  x 1,  . . . ,  x n  т а к ж е  н а хо -
д я т с я  н а  о т р е з к е  [a ;  b] ,  ч е м  м е н ь ш е  | φʹ (x) | ,  т е м  л у ч -
ш е  с ход и м о с т ь  и т е р а ц и о н н о г о  п р о ц е с с а .

С л у ч а й  1.  Процесс сходится (рис. 2.11).
 

x0a bx(1) x(2) x(3)

Рис. 2.11
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С л у ч а й  2 .  Процесс сходится (рис. 2.12).
 

x0a bx(1) x(2)x(3)

Рис. 2.12

С л у ч а й  3 .  Процесс расходится (рис. 2.13).

x0a bx(1) x(2) x(3)

Рис. 2.13

Уравнение f(x) = 0 к виду x = f(x) можно привести следующим 
способом:

	 k
xfxx )()( −=ϕ ,	 (2.10)

где k следует выбирать так, чтобы |k| ≥ Q / 2, где Q = max| fʹ(x)| на 
отрезке [a; b] и знак k совпадал бы со знаком fʹ(x) на отрезке [a; b]. 
Уточнение корня происходит по формуле: 
	 xn+1 = φ(xn), n = 0, 1, 2, …	 (2.11)
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Определение точности вычисленных приближенных значений 
корня. Пусть ξ – точное значение корня уравнения x = φ(x), а чис-
ло q определяется из соотношения |φʹ(x)| ≤ q < 1, тогда справедливо 
соотношение:

.
1 1−−⋅
−

≤− nnn xx
q
qхξ

Если поставить условие, что истинное значение корня ξ должно 
отличаться от приближенного значения на величину ε, то прибли-
жения x0, x1, ..., xn надо вычислять до тех пор, пока не будет выпол-
няться неравенство:

ξ≤−⋅
− −11 nn xx
q
q

	 или 
 

.1
1 q

qxx nn
−

⋅≤− − ξ  	  (2.12)

Пример 2.10. Отделить корни уравнения 
 

x
x 11 =+  графически 

и уточнить один из них методом итераций с точностью до 0,001. 

Ре ш е н и е .  Обозначим  11 += xy , 
 

x
y 1
2 = . Построим графики 

этих функций (рис. 2.14).

Рис. 2.14

Из графика видно, что уравнение имеет один действитель-
ный корень x1 ∈ [0,5; 1]. Для уточнения его методом итераций 
приведем уравнение к виду xn+1 = φ(xn). Функцию φ(x) будем ис-

кать из соотношения 
 ( ) ( ) ,

k
xfxx −=ϕ  считая, что  

2
Qk ≥ , где  
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Q = max| fʹ(x)|. Число k имеет тот же знак, что и jʹ(x) в промежутке 

x1 ∈ [0,5; 1]. Обозначим  ( )
x

xxf 11 −+= , находим производную:

 
 ( ) 2

1
12

1
xx

xf +
+

=' .

 
[ ]

( ) .408,4
5,0
1

15,02
1max 21;5,0

≈+
+

=′= xfQ

Примем k = 4, тогда

( ) ( ) .
4
1

4
1

x
xx

k
xfxx +

+
−=−=ϕ

За начальное приближение возьмем x0 = 0,5, а остальные при-
ближения определим из равенства 

 
.

4
1

4
1

1
n

n
nn x

x
xx +

+
−=+

Вычисления продолжаем до тех пор, пока 
 

,1
1 q

qxx nn
−

⋅≤− − ξ

где | fʹ(x)| =
 ( ) ′











+

+
−=−

x
xx

k
xfx

4
1

4
1  ≤ q = 0,573. 

Тогда
 

.00075,0
573,0
573,01001,01 =

−
⋅≤− −nn xx

n xn

0 0,5
1 0,6938
2 0,7288
3 0,7428
4 0,7487
5 0,7518
6 0,7538
7 0,7539

О т в е т.  x = 0, 754. 
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Пример 2.11. Отделить корни уравнения аналитически и уточ-
нить один из них методом итераций с точностью до 0,001. 

x3 – 2x + 2 = 0
Ре ш е н и е .  Отделим корни аналитически. Обозначим f(x) =  

= x3 – 2x + 2. Найдем производную fʹ(x) = 3x2 – 2. Вычислим корни 
производной:

3x2 – 2 = 0
 

3
22 =x

x1 ≈ 0,816 или x2 ≈ –0,816
Составим таблицу знаков функции f(x):

x –∞ –2 –1 1 +∞
sign f(x) – – + + +

Таким образом, уравнение имеет один действительный корень 
x ∈ [–2; –1]. Для уточнения его методом итераций приведем урав-
нение к виду x = φ(x). Функцию φ(x) будем искать из соотношения 
 ( ) ( )

k
xfxx −=ϕ , считая, что 

 

2
Qk ≥ , где Q = max| fʹ(x)|. Число k име-

ет тот же знак, что и fʹ(x) в промежутке x ∈ [–2; –1].
fʹ(x) = 3x2 – 2

 
[ ]

( ) ( ) 10223max 2

1;2
=−−⋅=′=

−−
xfQ

Примем k = 10, тогда

 ( ) ( ) 2,02,11,02,02,01,0 33 −+−=−+−=−= ххxxx
k
xfxxϕ .

За начальное приближение возьмем x0 = –2, а остальные при-
ближения определим из равенства xn+1 = –0,1xn

3 + 1,2xn – 0,2. 
Вычисления продолжаем до тех пор, пока

,1
1 q

qxx nn
−

⋅≤− − ξ

где |φʹ(x)| = (–0,1x3 + 1,2x – 0,2)ʹ = –0,3x2 + 1,2 ≤ q = 0,9.
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Тогда 
 

.00011,0
9,0
9,01001,01 =

−
⋅≤− −nn xx

n xn

0 –2
1 –1,8
2 –1,7768
3 –1,77122
4 –1,76979
5 –1,76942
6 –1,76933
7 –1,76930
8 –1,76929

О т в е т.  x ≈ – 1,769. 
Пример 2.12. Используя метод итераций, решить систему нели-

нейных уравнений с точностью до 0,001. 
 





=+
=+−
.6,12sin
;1)1cos(

xy
yx

Решение. Перепишем данную систему в виде:
 







−=

−−=

.sin
2
18,0

);1cos(1

yx

xy

Отделение корней производим графически (рис. 2.15).

Рис. 2.15
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Из графика видим, что система имеет одно решение, заключен-
ное в области D: 

0,7 < x < 0,9,     0 < y < 0,1.
Убедимся в том, что метод итераций применим для уточнения 

решения системы, для этого запишем систему в виде:
 







−−==

−==

).1cos(1),(

;sin
2
18,0),(

2

1

xyxy

yyxx

ϕ

ϕ

Так как 

,0   ),1sin(   ,cos
2
1   ,0 2211 =
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Таким образом, условия сходимости выполняются (сумма моду-
лей частных производных по каждой переменной < 1). Вычисления 
производим по формулам:

 


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nn
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За начальные приближения принимаем x0 = 0,8, y0 = 0,05. 
n xn yn xn – 1 –cos(xn – 1)  

nysin
2
1

−

0 0,8000 0,0500 –0,2000 –0,9801 –0,0250
1 0,7750 0,0199 –0,2250 –0,9748 –0,0100
2 0,7900 0,0252 –0,2100 –0,9780 –0,0126
3 0,7874 0,0220 –0,2126 –0,9775 –0,0110
4 0,7890 0,0225 –0,2110 –0,9778 –0,0113
5 0,7887 0,0222 –0,2113 –0,9778 –0,0111
6 0,7889 0,0222 – – –

О т в е т.  x ≈ 0,789, y ≈ 0,022.
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Вопросы и задания

1. В чем заключается этап отделения корней при использовании чис-
ленных методов решения уравнений? 

2. Какими методами производится отделение корней? 
3. Какие идеи лежат в основе методов уточнений корней уравнения? 
4. Какие существуют методы уточнения корней уравнения? 
5. Какие особенности имеют методы? 
6. Какие условия используются в качестве критериев для определе-

ния достижения заданной точности?

§ 3. Методы решения систем 
линейных уравнений

Рассмотрим линейную систему из n уравнений с n неизвестными:

	

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
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nn
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(3.1)

Обозначим матрицы:

A = 
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

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, X = 
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, B = 
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










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
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b
b
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1

Тогда систему (3.1) можно записать в матричной форме A · X = B.  
Если A – невырожденная матрица, то есть detA ≠ 0, то система (3.1) 
имеет решение, и при этом единственное. Методы решения разби-
вают на две группы: точные методы, позволяющие найти точное 
решение неизвестных после выполнения конечного числа арифме-
тических операций, и приближенные методы. Решение в этих ме-
тодах получают путем построения последовательности приближе-
ний. 
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3.1. Точные методы решения

3.1.1. Метод Крамера

Пусть дана система (3.1) и пусть

∆ = 
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...
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 ≠ 0

Определители:

∆1 = 
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,..., ∆n = 

nnnn

n

n
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............

...

...

21

22221

11211

.

Тогда x1 = Δ1 / Δ2, x2 = Δ2 / Δ, …, xn = Δn / Δ2. Этот метод требует 
очень больших вычислений уже при решении систем из 5–10 урав-
нений. Вычисление определителей для матриц высокого порядка 
осуществляется обычно приближенными методами, в этом случае 
метод Крамера перестает быть в полном смысле точным. 

3.1.2. Решение систем линейных уравнений 
методом последовательного исключения неизвестных. 

Метод Гаусса

Существуют различные вычислительные схемы, реализующие 
этот метод. Рассмотрим схему единственного деления на примере 
системы 4 · 4.
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
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=+++
=+++
=+++
=+++

45444343242141

35434333232131
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(3.2)

Разделим первое уравнение на коэффициент a11:
x1 + а12 / а11x2 + а13 / а11x3 + а14 / а11x4 = а15 / а11.
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Обозначим дроби:
а12 / а11 = b12; а13 / а11 = b13; а14 / а11 = b14; а15 / а11 = b15.

Получаем уравнение:
	 x1 + b12x2 + b13x3 + b14x4 = b15.	 (3.3)

Умножая уравнение (3.3) на a21, а31, а41 и вычитая результат со-
ответственно из второго, третьего и четвертого уравнений систе-
мы (3.2), получаем систему трех уравнений с тремя неизвестными:

	

 


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=++
=++
=++
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(3.4)

Разделим первое уравнение системы (3.4) на коэффициент аʹ22 и 
получим уравнение:

x2 + аʹ23 / аʹ22x3 + аʹ24 / аʹ22x4 = аʹ25/ аʹ22, 
или 

	 x2 + bʹ23x3 + bʹ24x4 = bʹ25. 	 (3.5)

Умножая уравнение (3.5) на аʹ32, а 4́2 и вычитая результаты соот-
ветственно из второго и третьего уравнений системы (3.4), полу-
чаем систему двух уравнений с двумя неизвестными:
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


=+
=+

45444343
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''''''
''''''

axaxa
axaxa

	
(3.6)

Разделим первое уравнение системы (3.6) на коэффициент а″33 и 
получим уравнение:

x3 + а″34 / а″33x4 = а″35 / а″33,
или 

	 x3 + b″34x4 = b″35	 (3.7)

Умножим уравнение (3.7) на a″43, вычтем результат из второго 
уравнения системы (3.6) и получим уравнение:

a″ 4́4x4 = a″ 4́5.

Выпишем систему с треугольной матрицей:
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(3.8)

Получение такой матрицы называется прямым ходом. Отыскание 
неизвестных называется обратным ходом. Если приближенные 
значения корней, полученные по схеме Гаусса достаточно точны, то 
есть поправки корней малы по абсолютной величине, то корни мож-
но не уточнять. В случае необходимости уточнения приближенных 
значений корней поступают следующим образом: 

1) вычисляют для каждого уравнения системы невязки – разно-
сти между правой и левой частями системы, получающиеся после 
подстановки в уравнения приближенных значений корней. Пусть 
x1

(0), x2
(0), ..., xn

(0) – приближенные значения корней, ε1, ε2, ..., εn – не-
вязки, b1, b2, ..., bn – свободные члены. Тогда 

ε1 = b1(a11x1
(0)+...+ anxn

(0))

ε2 = b2(a21 x1
(0)+...+ a2nxn

(0))
...

εn = bn(an1x1
(0)+...+ annxn

(0))

2) выписывают невязки εi в отдельный столбец схемы Гаусса и 
производят над ними те же операции, что и над другими столбца-
ми; 

3) считают столбец ε столбцом свободных членов вычисленные 
ε1, ε2, ..., εn как значения неизвестных;

4) находят уточненные значения неизвестных, прибавляя к 
приближенным значениям неизвестных соответственные невязки, 
то есть

x1 = x1
(0) + ε1

x2 = x2
(0) + ε2

...
xn = xn

(0)+ εn

Компактная схема Гаусса представлена в таблице. 
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Пример 3.1. Используя схему Гаусса, решить систему уравне-
ний с точностью до 0,001.











=+++
=−+−
=+−+
=−+−

6,15,44,13,12,1
1,16,95,84,72,6

105,14,12,23,1
61,52,41,32,2

4321

4321

4321

4321

xxxx
xxxx
xxxx
xxxx

Ре ш е н и е .  Вычисления производим в таблице:
x1 x2 x3 x4 Свободные члены

2,2 –3,1 4,2 –5,1 6,0
1,3 2,2 –1,4 1,5 10,0
6,2 –7,4 8,5 –9,6 1,1
1,2 1,3 1,4 4,5 1,6
1 –1,4091 1,9091 –2,3182 2,7318

4,0318 –3,8818 4,5136 6,4486
1,3364 –3,3364 4,7727 –15,8373
2,9909 –0,8909 7,2818 –1,6782

1 –0,9628 1,1195 1,5994
–2,0497 3,2767 –17,9747

1,9887 3,9335 –6,4620
1 –1,5986 8,7694

7,1126 –23,9018
1 –3,3605

x1 x2 x3 x4

0,6197 8,6324 3,3973 –3,3605
О т в е т.  x1 ≈ 0,620; x2 ≈ 8,632; x3 ≈ 3,397; x4 ≈ –3,361. 

3.1.3. Вычисление определителей с помощью схемы Гаусса

	 detA = 

 

nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

= a11 · aʹ22 · a″33 · ... · a
(n–1)

nn	 (3.9)
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где a11, aʹ22, a’″33, ... a
(n–1)

nn – ведущие элементы схемы единственно-
го деления.

Пример 3.2. Вычислить определитель по схеме Гаусса с точно-
стью до 0,0001.

 

36,016,073,013,0
78,064,012,162,0
74,080,062,045,0
43,026,015,013,1

−−
−

−
−

Ре ш е н и е .  Вычисления производим в таблице:
Элементы определителя Сумма

1,13 0,15 0,26 –0,43 1,1100
0,45 0,62 –0,80 0,74 1,0100
0,62 –1,12 0,64 0,78 0,9200

–0,13 0,73 0,16 –0,36 0,4000
1 0,1327 0,2301 –0,3805 0,9823

0,5603 –0,9035 0,9112 0,5680
–1,2023 0,4973 1,0159 0,3110

0,7473 0,1899 –0,4095 0,5277
1 –1,6127 1,6264 1,0137

–1,4416 2,9714 1,5298
1,3950 –1,6248 –0,2298

1 –2,0612 –1,0612
1,2505 1,2505

1,13000 0,56027 –1,44160 1,25053
–1,1413

∆ = 1,13 · 0,56027 · (–1,4416) · 1,25053 = –1,1413.
О т в е т.  ∆ ≈ –1,1413. 

3.1.4. Обращение матрицы с помощью схемы Гаусса

Пусть дана невырожденная матрица A = (aij), (i =  n,1 ; j =  n,1 ;). 
Для нахождения обратной матрицы A–1 = (xij) используется основ-
ное соотношение A · A–1 = E, где E – единичная матрица:
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При умножении получим n систем линейных уравнений отно-
сительно n2 неизвестных xij. В общем случае имеют место соотно-
шения

∑
=

=
n

k
ijkjik xa

1
∙ δ ,

где 
 





≠
=

=
ji
ji

ij 0
,1

δ , δij – символ Кронекера.

Полученные n систем для ( j =  n,1 ) имеют одну и ту же матри-
цу A и различные свободные члены, составляющие единичную 
матрицу, поэтому эти системы можно решать по схеме Гаусса. 
Решения xij, найденные по схеме единственного деления, и будут 
элементами обратной матрицы A–1.

Пример 3.3. Обратить матрицу по схеме единственного деления.
 



















−

−
−

00,700,223,000,1
48,305,028,017,0
23,075,044,328,0
33,082,055,741,2

Ре ш е н и е .  Вычисления проводим в таблице:

–2,41 7,55 0,82 0,33 1 0 0 0

0,28 –3,44 0,75 0,23 0 1 0 0

0,17 0,28 0,05 3,48 0 0 1 0

–1 0,23 2 7 0 0 0 1

1 –3,13278 –0,34025 –0,13693 –0,41494 0 0 0

0 –2,56282 0,84527 0,26834 0,116183 1 0 0

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



52

0 0,812573 0,107842 3,503278 0,070539 0 1 0
0 –2,90278 1,659751 6,863071 –0,41494 0 0 1

1 –3,13278 –0,34025 –0,13693 –0,41494 0 0 0
0 1 –0,32982 –0,10471 –0,04533 –0,39019 0 0
0 0,812573 0,107842 3,503278 0,070539 0 1 0
0 –2,90278 1,659751 6,863071 –0,41494 0 0 1

1 -3,13278 –0,34025 –0,13693 –0,41494 0 0 0
0 1 –0,32982 –0,10471 –0,04533 –0,39019 0 0
0 0 0,375845 3,588358 0,107376 0,317062 1 0
0 0 0,702356 6,559135 –0,54653 –1,13265 0 1

1 –3,13278 –0,34025 –0,13693 –0,41494 0 0 0
0 1 –0,32982 –0,10471 –0,04533 –0,39019 0 0
0 0 1 9,547442 0,285693 0,843597 2,660671 0
0 0 0,702356 6,559135 –0,54653 –1,13265 0 1

1 -3,13278 –0,34025 –0,13693 –0,41494 0 0 0
0 1 –0,32982 –0,10471 –0,04533 –0,39019 0 0
0 0 1 9,547442 0,285693 0,843597 2,660671 0
0 0 0 –0,14657 –0,74719 –1,72516 –1,86874 1

1 -3,13278 -0,34025 -0,13693 –0,41494 0 0 0
0 1 -0,32982 –0,10471 –0,04533 –0,39019 0 0
0 0 1 9,547442 0,285693 0,843597 2,660671 0
0 0 0 1 5,097815 11,77012 12,74974 –6,82264

1 –3,13278 –0,34025 0 0,283103 1,611677 1,745815 –0,93422

Продолжение таблицы
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0 1 –0,32982 0 0,488433 0,842196 1,334962 –0,71436

0 0 1 0 –48,3854 –111,531 –119,067 65,1388

0 0 0 1 5,097815 11,77012 12,74974 –6,82264

1 -3,13278 0 0 –16,18 –36,3366 –38,7665 21,22919

0 1 0 0 –15,47 –35,9429 –37,9356 20,76971

0 0 1 0 –48,3854 –111,531 –119,067 65,1388

0 0 0 1 5,097815 11,77012 12,74974 –6,82264

1 0 0 0 –64,6442 –148,938 –157,611 86,29613

0 1 0 0 –15,47 –35,9429 –37,9356 20,76971

0 0 1 0 –48,3854 –111,531 –119,067 65,1388

0 0 0 1 5,097815 11,77012 12,74974 –6,82264

О т в е т.  

 



















−
−−−
−−−
−−−

=−

823,6750,12770,11098,5
139,65067,119531,111385,48
770,20936,37943,35470,15
296,86611,157938,148644,64

1А .

3.2. Приближенные методы решения

Приближенные методы также называются итерационными 
методами. В них задается начальное приближение, потом совер-
шается первая итерация, затем вторая и так далее. Итерационные 
методы дают возможность найти решение системы как предмет 
вычислительного процесса, позволяющего по уже найденным 
приближениям к решению найти следующее более точное при-
ближение. Итерационные методы обычно применяются для реше-
ния систем большой размерности, они, как правило, требуют при-
ведения исходной системы к специальному виду. 

Окончание таблицы
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Суть итерационных методов заключается в том, что реше-
ние системы (3.1) находится как предел последовательности 
 

i
k

k
xx =

∞→

)(lim . Так как за конечное число итераций предел может 
быть и не достигнут, то задается погрешность – малое число ε.

Достоинства приближенных методов: простота реализации и 
самоисправляемость. Если в точных методах ошибки в вычисле-
ниях неизбежно ведут к ошибкам результата, то в случае сходяще-
гося итерационного процесса ошибка приближения исправляется 
в последующих вычислениях. Условие и скорость сходимости ите-
рационного процесса существенно зависит от свойств уравнений: 
от свойств матрицы системы и выбора начального приближения. 

3.2.1. Абсолютная величина и норма матрицы. 
Условия сходимости итерационного процесса

Под абсолютной величиной, модулем матрицы A = (aij) пони-
мается матрица |A| = (|aij|), где элементы |aij| находятся как мо-
дули элементов матрицы A. Под нормой матрицы A = (aij) пони-
мается действительное число ||A||, удовлетворяющее следующим 
условиям: 

1) ||A|| > 0 (||A|| = 0 ⇔ A = 0); 
2) ||α · A|| = |α| · ||A|| (||–A|| = ||A||); 
3) ||A + B|| ≤ ||A|| + ||B||; 
4) ||A · B|| ≤ ||A|| + ||B||, 

где A и B – матрицы, для которых соответствующие операции 
имеют смысл.

Матрица A = (aij) определяется тремя нормами: 

1) ||A||1 =  
j
iji
a∑ ||max  – максимальная сумма модулей элементов 

по строкам; 
2) ||A||2 =  

i
ijj
a∑ ||max  – максимальная сумма модулей элементов 

по столбцам; 

3) ||A||3 =  
ij
ija∑ 2||  – корень квадратный из суммы квадратов 

модулей всех элементов матрицы. 
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Для вектора:

X = 

 



















nx

x
x

...
2

1

эти нормы вычисляются по следующим формулам:
1) ||X ||1 = max|xi| – максимальная из координат вектора, взятая по 

модулю;
2) ||X ||2 = |x1| + |x2| +...+ |xn|;

3) ||X ||3 =  22
2

2
1 ||x...||x||x n+++  – абсолютная величина вектора.

Приближенные методы позволяют получать значения корней 
системы с заданной точностью в виде предела последовательности 
некоторых векторов. Процесс построения такой последовательно-
сти называется итерационным (повторяющимся). Эффективность 
применения приближенных методов зависит от удачного выбора 
начального вектора и быстроты сходимости процесса.

Пусть дана приведенная к нормальному виду СЛУ X = β + α · X. 
Итерационный процесс и его сходимость зависят от величины эле-
ментов матрицы α следующим образом: если сумма модулей эле-
ментов строк или сумма модулей элементов столбцов < 1, то про-
цесс итерации для данной системы сходится к единственному ре-
шению независимо от выбора начального вектора, то есть условие 
сходимости можно записать следующим образом:

),1(,1||
1

nia
n

j
ij =<∑

=

или ),1(,1||
1

nja
n

i
ij =<∑

=

.

Сходимость итерационного процесса связана с нормами мат-
рицы α следующим образом: если выполняется одно из условий  
||α||1 < 1, или ||α||2 < 1, или ||α||3 < 1, то процесс итерации линейной 
системы сходится к единственному решению.

Приведение системы линейных уравнений к виду удобному 
для итераций. Итерационные процессы для линейной системы  
X = β +α · X сходятся к единственному решению независимо от 
выбора начального вектора, если

),1(,1||
1

nia
n

j
ij =<∑

=

или ),1(,1||
1

nja
n

i
ij =<∑

=

.
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Таким образом, для сходимости данных процессов достаточно, 
чтобы значение элементов aij матрицы α при i  ≠  j были наиболь-
шими по абсолютной величине. Это равносильно тому, что если 
для линейной системы A · X = B модули диагональных коэффи-
циентов каждого уравнения системы больше суммы модулей всех 
остальных коэффициентов, кроме свободных членов, то итераци-
онные процессы для этой системы сходятся.

Применяя элементарные преобразования, линейную систему  
A · X = B можно заменить такой эквивалентной системой X = β + α · X,  
для которой условия сходимости будут выполнены.

Пример 3.4. Привести данную систему линейных уравнений к 
виду удобному для итераций:









−=+−
=−+
=−+

)3(2,12,31,25,4
)2(5,35,08,55,2
)1(4,28,37,29,0

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Ре ш е н и е .  Из заданной системы выделяем уравнение с ко-
эффициентом, модуль которого больше суммы модулей осталь-
ных коэффициентов. Выделенное уравнение выписываем в такую 
строку новой системы, чтобы наибольший по модулю коэффи-
циент оказался диагональным. В уравнении (2) модуль коэффи-
циента при x2 больше суммы модулей коэффициентов при x1 и x3. 
Принимаем уравнение (2) за второе уравнение новой системы:
	 2,5x1 + 5,8x2 – 0,5x3 = 3,5.	 (II)

Рассмотрим линейную комбинацию:
2 · (3) + (1)

	 9,9x1 – 1,5x2 + 2,6x3 = 0	 (I)
Рассмотрим линейную комбинацию:

–2 · (1) + (2)
	 0,7x1 + 0,4x2 + 7,1x3 = –1,3	 (III)
Получаем преобразованную систему, эквивалентную исходной и 

удовлетворяющую условиям сходимости итерационного процесса:

 









−=++
=++
=+−

3,11,74,07,0
5,35,08,55,2
06,25,19,9

321

321

321

xxx
xxx
xxx
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3.2.2. Метод последовательных 
приближений (итераций)

Пусть дана СЛУ:

	

 


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(3.10)

Запишем систему в матричной форме: A · X = B	

A = 
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, X = 
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, B = 
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Предполагаем, что диагональные элементы aij ≠ 0 (i =  n,1 ). 
Выразим x1 через первое уравнение системы и т.д. В результате по-
лучим эквивалентную систему:
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 (3.11)

Пусть bi  / aii = βi, –aij / aii = αij, (i =  n,1 , j =  n,1 ).
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(3.12)
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Данная система называется приведенной к нормальному виду. 
Пусть:

α = 
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, β = 
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Тогда система в матричной форме имеет вид: X = β + α · X. Или: 
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Решим систему методом последовательных приближений.  
За нулевое приближение примем столбец свободных членов:
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тогда первое приближение получается таким образом:
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Второе приближение:
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и т.д.

Любое (k + 1) приближение вычисляется по формуле
X(k+1) = β +α · X(k), (k =  n,1 ).
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Если последовательность приближений X(0), X(1) ,..., X(k) имеет 
предел xx k

k
=

∞→

)(lim , то этот предел является решением системы.
Оценка погрешности приближенного процесса метода ите-

рации. Если задана допустимая погрешность вычислений ε и xi, 
вектор точных значений неизвестных линейной системы xi

(k) – k-е 
приближение значений неизвестных, вычисленное методом итера-
ций, то для оценки погрешности метода применяется формула:

 
||||∙

||||1
||||||||

1
)( β

α
α
−

<−
+k

k
i xx ,

где ||α|| – одна из трех норм матрицы α, ||β|| – та же норма вектора β, 
k – число итераций, необходимых для достижения заданной степе-
ни точности, при этом предполагается, что последовательные при-
ближения вычисляются точно и в них отсутствуют погрешности 
округления.

Пример 3.5. Методом последовательных приближений решить 
систему с точностью до 0,1:
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Ре ш е н и е .  Данная система удовлетворяет условиям сходимо-
сти процесса, так как модули диагональных коэффициентов каж-
дого уравнения системы больше суммы модулей всех остальных 
коэффициентов, кроме свободных членов. 

1. Приведем систему к нормальному виду:
 









+−=
+−=
−−=

213

312

321

2,02,04,1
2,02,04,1
125,012,025,3

xxx
xxx
xxx

 

















−
−

−−
=

02,02,0
2,002,0
125,0125,00

α

 
















=

4,1
4,1
25,3

β
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Найдем суммы модулей элементов столбцов:
0 + |–0,2| + |–0,2| = 0,4 < 1

|–0,125| + 0 + |0,2| = 0,325 < 1
|–0,125| + 0 + |0,2| = 0,325 < 1

Следовательно, итерационный процесс сходится. Оценим число 

необходимых шагов из формулы ||||∙
||||1

|||| 1

β
α

α
−

+k

≤0,1:

 
1,025,3∙

4,01
4,0 1

≤
−

+k

,

решая неравенство, получаем k > 3,35 или k ≥ 4. 
2. Строим последовательные приближения.

X(0) = 

 

















4,1
4,1
25,3

X(1) = 
















4,1
4,1
25,3

+
















−
−

−−

02,02,0
2,002,0
125,0125,00

∙
















4,1
4,1
25,3

= 
















03,1
03,1
9,2

X(2) = 
















4,1
4,1
25,3

+
















−
−

−−

02,02,0
2,002,0
125,0125,00

∙
















03,1
03,1
9,2

= 
















026,1
026,1
992,2

X(3) = 
















4,1
4,1
25,3

+
















−
−

−−

02,02,0
2,002,0
125,0125,00

∙
















026,1
026,1
992,2

= 
















0068,1
0068,1
9935,2

С точностью до 10-1 получаем, что x1 = 3, x2 = 1, x3 = 1.
Пример 3.6. Решить систему уравнений с точностью ε = 0,005.

 









−+−=
+−+−=

+−−=

14,042,002,013,0
97,044,009,022,0

19,024,005,024,0

3213

3212

3211

xxxx
xxxx
xxxx
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Ре ш е н и е .  Итерационный процесс сходится. Вычисления будем 
проводить в Mathcad. В матричной форме ее можно записать так: 

α :=
















−
−−
−−

42,002,013,0
44,009,022,0
24,005,024,0

β := 
















− 14,0
97,0
19,0

Проверка сходимости:
normi(α) = 0,75, norm1(α) = 1,1, norme(α) = = 0,749. 

m норма < 1, процесс сходится.
Определим итерационный процесс, количество итераций зада-

ет число i:
x(0) := β, i := 0…4, x(i+1) := α · x(i) + β









−− 2242623,02236566,0
114597,11140567,1
2469678,02458045,0

− 2213794,0
1117088,1
2427455,0









−−− 214121,01935,014,0
103525,10771,197,0
235553,02207,09,0

x =

Оценим погрешность и найдем количество необходимых ите-
раций

x(1) – x(0) = 

 

















− 0535,0
1071,0
0307,0

 nm1 := 0,1071      e1 := 
 

)(1
)(

normi
normi
− α

α
 ×  

× nm1      e1 = 0,3213  > e

x(2) – x(1) = 
 

















− 020621,0
026425,0
014853,0

 nm2 := 0,026425      e2 := 
 

)(1
)(

normi
normi
− α

α
 ×  

× nm2      e2 = 0,079275 > e
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x(3) – x(2) = 
















− 00725843,0
00818383,0
00719251,0

 nm3 := 0,00818383     e3 := 
 

)(1
)(

normi
normi
− α

α
 ×  

× nm3     e3 = 0,02455149 < e

x(4) – x(3) = 
















− 00227719,0
0023479,0
00305903,0

 nm4 := 0,00305903     e4 := 
 

)(1
)(

normi
normi
− α

α
 ×  

× nm4     e4 = 0,00917709 < e

x(5) – x(4) = 

 

















− 0006057,0
00054029,0
0011633,0

 nm5 := 0,026425     e5 := 
 

)(1
)(

normi
normi
− α

α
 × 

× nm5     e5 = 0,0034899  
Таким образом, достаточно пяти итераций.
О т в е т.  x1 = 0,247, x2 = 1,115, x3 = –0,224.

3.2.3. Метод Зейделя. Условия сходимости 
процесса Зейделя

Пусть дана линейная система:

	

 











++++=

++++=
++++=

−− 1,12211

222212122

121211111

...
...

...
...

nnnnnnn

nn

nn

xxxx

xxxx
xxxx

αααβ

αααβ
αααβ

	

 (3.13)

Выберем произвольно начальные приближения корней: x1
(0), 

x2
(0), ..., xn

(0) и подставляем в первое уравнение системы (3.13). Тогда 
для переменной x1 получим первое приближение:

)0(
1

)0(
212

)0(
1111

)1(
1 ... nn xxxx αααβ ++++= .
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Полученное первое приближение x1
(1) подставляем во второе 

уравнение системы (3.13). Тогда найдем первое приближение для x2:

 )0(
2

)0(
222

)1(
1212

)1(
2 ... nn xxxx αααβ ++++= .

Полученные первое приближение x1
(1) и x2

(1) подставляем в  
третье уравнение системы (3.13). Тогда найдем первое приближе-
ние для x3:

 )0(
3

)0(
333

)1(
232

)1(
1313

)1(
3 ... nn xxxxx ααααβ +++++=

и так далее до
 )0()1(

11,
)1(

22
)1(

11
)1( ... nnnnnnnnnn xxxxx ααααβ +++++= −− .

Аналогично строим 2, 3 и т.д. итерации. Процесс Зейделя для 
линейной системы X = β + α · X сходится к единственному реше-
нию при любом выборе начальных приближений, если какая-ни-
будь из норм матрицы α меньше единицы.

Оценка погрешности метода Зейделя. Пусть дана линейная си-
стема X = β + α · X. Если xi – точное значение корней линейной си-
стемы, а xi

(k) – k-е приближение, вычисленное по методу Зейделя, 
то для оценки погрешности этого метода применима формула:

1
)0()1(

1

11
1

)( ||||∙
||||1
|||||||| xxxx
k

k −
−

≤−
α

α
.

Пример 3.7. Методом Зейделя решить систему:









=++
=−+
−=+−

2,26,45,28,1
6,32,13,21,3
7,16,38,15,4

321

321

321

xxx
xxx
xxx

Ре ш е н и е .  Приведем систему к виду, где модули диагональ-
ных коэффициентов каждого уравнения системы были бы больше 
суммы модулей всех остальных коэффициентов, кроме свободных 
членов.









−=++−
=++

=++

4,18,52,03,1
7,94,41,92,2
9,14,25,06,7

321

321

321

− )( IIIIIxxx
−+ )2( IIIIIIxxx

+ )( IIIxxx
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1. Приводим систему к нормальному виду: 

 









−+−=
+−+−=
+−−=

4,12,42,03,110
7,94,49,02,210
9,14,25,04,210

3213

3212

3211

xxxх
xxxх
xxxх









+−+−=
−−−=
−−+=

3213

3212

3211

42,002,013,014,0
44,009,022,097,0
24,005,024,019,0

xxxx
xxxx
xxxx

Проверим, сходится ли процесс Зейделя для данной системы:

α = 

 

















−
−−
−−

42,002,013,0
44,009,022,0
24,005,024,0

||α|| = max(0,53; 0,75; 0,57) = 0,75 < 1.

Следовательно, процесс сходится к единственному решению.
2. За нулевые приближения возьмем соответствующие значе-

ния свободных членов:

x1
(0) = 0,19; x2

(0) = 0,97; x3
(0) = –0,14. 

Тогда










−+−+−

−−−

−−+=

0,1915 = 0,42х x0,02    x13,0 0,14 = x

1,0703 = x44,0  0,09х x22,0  0,97 = x

0,2207 = x24,0  0,05x  0,24х0,19

(0)
3

(1)
2

(1)
1

(1)
3

(0)
3

(0)
2

(1)
1

(1)
2

(0)
3

(0)
2

(0)
1

)1(
1x










−+−+−

−−−

−−+=

0,2118 = 0,42х x0,02    x13,0 0,14 = x

1,0988 = x44,0  0,09х x22,0  0,97 = x

0,2354 = x24,0  0,05x  0,24х0,19

(1)
3

(2)
2

(2)
1

(2)
3

(1)
3

(1)
2

(2)
1

(2)
2

(1)
3

(1)
2

(1)
1

)2(
1x

 

и т.д.
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3. Вычисления занесем в таблицу:
N х1 х2 х3

0 0,1900 0,9700 –0,1400

1 0,2207 1,0703 –0,1915

2 0,2354 1,0988 –0,2118

3 0,2424 1,1088 –0,2196

4 0,2454 1,1124 –0,2226

5 0,2467 1,1138 –0,2237

6 0,2472 1,1143 –0,2241

7 0,2474 1,1145 –0,2242

8 0,2475 1,1145 –0,2243

Построение итераций заканчивается, когда с заданной сте-
пенью точности получаем одинаковые значения в двух итерациях 
подряд.

x1 ≈ 0,248
x2 ≈ 1,114
x3 ≈ –0,224

Вопросы и задания

1. Перечислите методы решения СЛАУ. Сравните их между собой. 
2. Какое основное отличие точных методов решения СЛАУ от итера-

ционных? 
3. Каким методом лучше всего решать систему уравнений невысоко-

го порядка, например четвертого? 
4. Когда СЛАУ предпочтительней решать точными методами? 
5. К какой группе методов решения СЛАУ относится метод Крамера? 
6. Сформулируйте достаточное условие сходимости метода итераций 

решения СЛАУ. 
7. Какие виды норм матриц вам известны и как их вычислять? 
8. Как определяется норма вектора? 
9. Напишите условие, определяющее окончание итерационного про-

цесса в приближенных методах решения СЛАУ. 
10. Назовите особенности метода Зейделя решения СЛАУ.  
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§ 4. Интерполирование и экстраполирование

Многие прикладные задачи связаны с поиском эмпирических 
зависимостей по экспериментальным данным. Как правило, экспе-
риментальные данные представляются в виде таблицы. 

Пусть некоторая величина y, характеризующая какой-то про-
цесс, зависит от совокупности не связанных между собой вели-
чин x1, x2, ..., xn таким образом, что каждому набору (x1, x2, ..., xn) 
соответствует единственное значение величины y. Такое одно-
значное соответствие называется функциональной зависимостью, 
а y – функцией переменных величин x1, x2,..., xn: y = f(x1, x2,..., xn). 
Таблица представляет собой набор значений функции для после-
довательности значений аргументов x0, x1, x2, ..., xn. Она должна со-
держать такой набор значений аргументов, чтобы для любого зна-
чения аргумента, отличного от x0, x1, ..., xn, можно было получить 
значение функции с необходимой степенью точности: 

1) название функции, значения которой она выражает; 
2) объем таблицы выражается начальным и конечным значени-

ем аргумента; 
3) шаг – разность арифметической прогрессии, которую обра-

зуют значения аргумента в таблице (h); 
4) количество знаков табулируемой функции. В таблицы вно-

сятся только верные знаки числового значения функции. Это озна-
чает, что погрешность не превышает 5 единиц 1-го отброшенного 
разряда. При этом значение функции для всех значений x, приво-
димых в таблице, определяется с одинаковой абсолютной погреш-
ностью; 

5) количество входов равнозначно числу аргументов функции.
Математическая постановка задачи интерполирования. Иногда 

приходится сталкиваться с необходимостью вычисления функции  
y = f(x) в точках x, отличных от значений аргументов, фиксирован-
ных в таблице. Подобные задачи практически формализуются как 
математические задачи интерполирования. 

Пусть на отрезке [a; b] задана функция y = f(x) своими (n + 1) 
значениями, то есть y0 = f(x0); y1 = f(x1), ..., yn = f(xn) в точках x1, x2, ..., xn, 
которые называют узлами интерполяции. Требуется найти анали-
тически выражение F(x) табулированной функции:

y0 y1 ... yn

x0 x1 ... xn
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совпадающей в узлах интерполяции со значениями заданной 
функции, то есть y0 = F(x0) = f(x0); y1 = F(x1) = f(x1); ..., yn = F(xn) = f(xn). 

Процесс вычисления значений функции в точках x, отличных 
от узлов интерполяции, называют интерполированием функции 
f(x). Если аргумент x, для которого определяется значение функ-
ции, принадлежит заданному отрезку [x0; xn], то задача вычисле-
ния приближенных значений функции называется интерполиро-
ванием в узком смысле. Если аргумент x находится за пределами 
отрезка интерполирования, то задача называется экстраполирова-
нием.

Геометрическая задача интерполирования для функции 1-й пере-
менной y = f(x) означает построение кривой, проходящей через точки 
плоскости (x0; y0), (x1; y1), ..., (xn; yn). Эта задача становится однознач-
ной, если в качестве интерполирующей функции F(x) для функции  
y = f(x), заданной (n + 1) значениями, выбрать многочлен Fn(x) степени 
не выше n такой, что Fn(x0) = y0, Fn(x1) = y1, ..., Fn(xn) = yn. Многочлен 
Fn(x), удовлетворяющий этим условиям, называют интерполяци-
онным многочленом, а соответствующие формулы –  интерполя-
ционными.

При интерполяции возникает ряд задач: 
1) выбор наиболее удобного способа построения интерполяци-

онной функции для каждого конкретного случая; 
2) оценка погрешности при замене f(x) интерполирующей функ-

цией F(x) на отрезке [a; b], поскольку функции f(x) и F(x) совпада-
ют только в узлах интерполяции x0, x1, ..., xn; 

3) оптимальный выбор узлов интерполяции для получения ми-
нимальных погрешностей.

4.1. Интерполяционный многочлен Лагранжа

В случае, когда F(x) вычисляется в классе степенных функций, 
интерполяция называется параболической. В этом случае задача 
параболического интерполирования формулируется следующим 
образом. На отрезке [a; b] в узлах интерполяции x0, x1, ..., xn зада-
на функция f(x) своими (n + 1) значениями y1 = f(x1), ..., yn = f(xn). 
Требуется построить многочлен l(x) так, чтобы в узлах интерпо-
ляции ее значения совпадали со значениями заданной функции  
l(x0) = y0, l(x1) = y1, ..., l(xn) = yn.
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4.1.1. Интерполяционный многочлен Лагранжа  
с неравноотстоящими узлами интерполяции

Узлы интерполяции на отрезке [a; b] могут отстоять друг от 
друга на неравноотстоящие узлы интерполяции, то есть

h = xi+1 – xi ≠ const,
где h – шаг интерполяции. Задача имеет решение, если степень 
многочлена l(x) не выше n. Представим многочлен l(x) в виде  
ln(x) = a0 + a1x + a2x

2+...+ anx
n, где ai – неизвестные постоянные коэф-

фициенты, которые надо найти. Из начальных условий следует, что 
функция ln(x) в узлах интерполяции принимает значения l(x0) = y0, 
l(x1) = y1, ..., l(xn) = yn. Запишем это в виде системы (n + 1) уравне-
ний с (n + 1) неизвестными a0; a1; ... an. Тогда:

	

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(4.1)

где xi, yi – табличные значения аргумента и функции.
Неизвестные a0, a1, ..., an найдем по формулам Крамера a0 = ∆0 /∆; 

a1 = ∆1/∆; ..., an = ∆n / ∆, где ∆ – определитель системы (4.1). Если  
∆ ≠ 0, то система имеет единственное решение:

∆ = 

 

n
nnn

n

n

xxx

xxx
xxx

...1
...............

...1

...1

2

1
2
11

0
2
00

 ≠ 0, если x0, x1,..., xn – различны.

Найдя коэффициенты a0; a1; ... an, можно представить многоч-
лен в виде:

	 ln(x) = nn xxx ∙...∙ ∙ 2210

∆
∆

++
∆
∆

+
∆
∆

+
∆
∆

	  (4.2)

Перепишем этот многочлен в форме:
ln(x) = y0 · Q0(x) + y1 · Q1(x) +...+ yn · Qn(x).

Отсюда следует, что функция Qi(x) должна удовлетворять усло-
виям:
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Qi(xj) = 
 





=
≠
ji
ji

1
,0

Такой многочлен имеет вид:

Qi(x) = )(∙...∙)(∙)(∙...∙)(∙)(
)(∙...∙)(∙)(∙...∙)(∙)(

1110

1110

niiiiiii

nii

xxxxxxxxxx
xxxxxxxxxx
−−−−−

−−−−−

+−

+−    (4.3)

В точках x0, x1, ..., xi-1, xi+1, ..., xn функция Qi(x) обращается в 0, а в 
точке xi = 1. Тогда для формулы (4.2) получаем выражение:

	

ln(x) = f(x) = y0 ∙
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(4.4)

Этот многочлен называется интерполяционным многочленом 
Лагранжа. В сокращенном виде его записывают так:

f(x) = 
)(∙...∙)(∙)(∙...∙)(∙)(
)(∙...∙)(∙)(∙...∙)(∙)(

1110

1110

0 niiiiiii

nii
n

i
i xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxy
−−−−−

−−−−−

+−

+−

=
∑  (4.5)

Если обозначить 
ki = (xi – x0) · (xi – x1) · ... · (xi – xi–1) · (xi – xi) · (xi – xi+1) · ... · (xi – xn),

Пn+1(x) = (x – x0) · (x – x1) · ... · (x – xn),
то интерполяционный многочлен Лагранжа можно записать в виде:

f(x) = Пn+1(x) · 
 

.
0
∑
=

n

i i

i

k
y

Пример 4.1. Построить интерполяционный многочлен Лаг-
ранжа для функции, заданной таблично:

x 1 2 3 5
y 1 5 14 81
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Ре ш е н и е .  Подставляем данные в формулу (4.5). Степень по-
лученного многочлена Лагранжа не выше третьей, так как функ-
ция задана четырьмя значениями:

l3(x) = 1 
)51(∙)31(∙)21(
)5(∙)3(∙)2(

−−−
−−− xxx  + 5 

)52(∙)32(∙)12(
)5(∙)3(∙)1(

−−−
+−− xxx  +

+ 14 
)53(∙)23(∙)13(
)5(∙)2(∙)1(

−−−
−−− xxx  + 81 

)35(∙)25(∙)15(
)3(∙)2(∙)1(

−−−
−−− xxx  =  

= x3 – 2x2 + 3x – 1.
Приведем решение данного примера в Mathcad (рис. 4.1).
x0 := 1		  x1 := 2		  x2 := 3
y0 := 1		  y1 := 5		  y2 := 14

2
)32()12()02(
)3()1()0( y
xxxxxx
xxxxxx

+⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
+

1
)31()21()01(
)3()2()0( y
xxxxxx
xxxxxx

+⋅
−⋅−⋅−
−⋅−⋅−

+

3
)23()13()03(
)2()1()0( y
xxxxxx
xxxxxx

⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
+

0
)30()20()10(
)3()2()1(:)(3 y
xxxxxx
xxxxxxxL +⋅
−⋅−⋅−

−⋅−⋅−
=

Рис. 4.1
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Пример 4.2. Найти приближенное значение функции при задан-
ном значении аргумента с помощью интерполяционного многоч-
лена Лагранжа, если функция задана в неравноотстоящих узлах 
таблицы.

х у

0,05 0,050042

0,10 0,100335

0,17 0,171657

0,25 0,255342

0,30 0,309336

0,36 0,376403

Вычислить значение функции при х = 0,263.
Ре ш е н и е .  Воспользуемся формулой

f(x) ≈ Пn+1(x) · 
 
∑
=

n

i i

i

k
y

0
,

где ki = (xi – x0) · (xi – x1) · ... · (xi – xi–1) · (xi – xi) · (xi – xi+1) · ... · (xi – xn).
Пn+1(x) = (x – x0) · (x – x1) · ... · (x – xn).
Вычисления производим в таблице:

i Разности ki  
∑
=

n

i i

i

k
y

0

0 0,213 –0,05 –0,12 –0,20 –0,25 –0,31 –0,19809 · 10-4 –2526,2

1 0,05 0,163 –0,07 –0,15 –0,20 –0,26 0,44499 · 10-5 25547,7

2 0,12 0,07 0,093 –0,08 –0,13 –0,19 –0,154365 · 10-5 –111202,0

3 0,20 0,15 0,08 0,013 –0,05 –0,11 0,1716 · 10-6 148007,0

4 0,25 0,20 0,13 0,05 –0,037 –0,06 0,7215 · 10-6 428740,0

5 0,31 0,26 0,19 0,11 0,06 –0,097 –0,980402 · 10-6 –38392,7

Тогда П5+1 = 0,1506492 · 10-6, 
 
∑
=

n

i i

i

k
y

0
= 1790173,8.

f(0,263) ≈ 0,1506492 · 10-6 · 1790173,8 = 0,269678.
О т в е т.  f(0,263) ≈ 0,269678.
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4.1.2. Интерполяционный многочлен Лагранжа  
с равноотстоящими узлами интерполяции

Пусть узлы интерполяции равноотстоящие, то есть шаг интер-
поляции h = xi+1 – xi = const. Пусть q = (x – x0) / h, тогда x = x0 + qh. 
Тогда интерполяционный многочлен Лагранжа будет выглядеть 
таким образом:

ln(x) = ln(x0 + q · h) = ,∙∙)1(∙
!

)(∙...∙)1(∙

0
∑
=

−

−
−

−− n

i
i

i
nin y
iq

C
n

nqqq
	 (4.6)

где Сn
i = 

 

)!(!
!
ini

n
−⋅

Оценка погрешности интерполяционного многочлена Лаг-
ранжа. ln(x) совпадает с функцией f(x) в узлах интерполяции x0, 
x1, ..., xn. Будем считать, что функция f(x) дифференцируема (n + 1)  
раз на отрезке [a; b]. Представим погрешность в виде функции  
Rn(x) = f(n) – ln(x). Тогда

|Rn(x)| = | f(n) – ln(x)| ≤ Mn+1 / (n + 1)! · |(x – x0) · (x – x1) · ... · (x – xn)|, 

где Mn+1 = max[a; b] | f  (n+1)(x)|.
Пример 4.3. Найти приближенное значение функции при задан-

ном значении аргумента с помощью интерполяционного много- 
члена Лагранжа, если функция задана в равноотстоящих узлах таб- 
лицы.

х у
0,101 1,26183
0,106 1,27644
0,111 1,29122
0,116 1,30617
0,121 1,32130
0,126 1,32660

Вычислить значение функции при х = 0,1157. 
Ре ш е н и е .  Воспользуемся формулой: 
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где Сn
i = 

 

)!(!
!
ini

n
−⋅

, q = (x – x0)/h. 

Получим q = (0,1157 – 0,101) / 0,005 = 2,94. Остальные вычисле-
ния располагаем в таблице:

i xi yi q – i Сn
i
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−
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n
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i
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iq
C

0
∙)1(

 
∑
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−
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n
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i
nin yi
iq

C
0

∙∙)1(

0 0,101 1,26183 2,94 1 –0,34013605 –0,42919388
1 0,106 1,27644 1,94 5 2,5773196 3,2897938
2 0,111 1,29122 0,94 10 –10,638298 –13,736383
3 0,116 1,30617 -0,06 10 –166,66667 –217,695
4 ,0121 1,32130 -1,06 5 4,7169811 6,2325471
5 0,126 1,32660 -2,06 1 –0,48543689 –0,64398046

Получим:
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C

Тогда f(0,1157) ≈ (–0,00585356) · ( –222,9822) = 1,30523.
О т в е т.  f(0,1157) ≈ 1,30523.

Пример 4.4. С какой точностью можно вычислить  115 с помо-
щью интерполяционной формулы Лагранжа для функции y = x, 
выбрав узлы интерполяции x0 = 100, x1 = 121, x2 = 144.

Ре ш е н и е . 
y = x1/2; yʹ = 1/2 · x–1/2; y″ = –1/4 · x–3/2; y″ʹ = –3/8 · x–5/2

M3 = max|yʹ″| = 
 

5100∙8

3

R2 = 3/8 · 10–5 · 1/3! · |(115 – 100) · (115 – 121) · (115 – 144)| ≈ 1,6 · 10–3.
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4.2. Интерполяционные формулы Ньютона

Пусть функция y = f(x) задана таблично своими значениями  
y0 = f(x0), y1 = f(x1), ..., yn = f(xn) в равноотстоящих узлах интерпо-
ляции. Конечной разностью первого порядка называют разность 
между значениями функции в соседних узлах интерполяции:

∆y0 = y1 – y0 = f(x1) – f(x0) = ∆f(x0);
∆y1 = y2 – y1 = f(x2) – f(x1) = ∆f(x1);

∆yn-1 = yn – yn-1 = f(xn) – f(xn-1) = ∆f(xn-1).
В общем случае конечная разность первого порядка:

∆yi = yi+1 – yi; ∆y = ∆f(x) = f(x + ∆x) – f(x).
Конечная разность n-го порядка ∆nyi – это конечная разность 

конечных разностей (n – 1)-го порядка: ∆nyi = ∆(∆n-1yi). Конечные 
разности обычно принято записывать в единицу последнего знака 
соответствующей конечной разности без нулей впереди.

4.2.1. Первая интерполяционная формула Ньютона 
для равноотстоящих узлов интерполяции

Пусть функция f(x) задана значениями y0 = f(x0), y1 = f(x1), ...,  
yn = f(xn) в равноотстоящих узлах интерполяции x0, x1 = x0 + h, ..., 
xn = x0 + n · h. Требуется построить интерполяционный многочлен 
Pn(x) степени n такой, что Pn(x0) = y0, ..., Pn(xn) = yn. В силу един-
ственности многочлена степени n, построенного по (n + 1) значе-
ниям функции f(x), многочлен Pn(x) является разновидностью за-
писи интерполяционного многочлена и в конечном счете совпадет 
с многочленом, полученным по формуле Лагранжа. Первая интер-
поляционная формула Ньютона:
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(4.7)

На практике часто используют формулу Ньютона в другом виде. 
Пусть q = (x – x0) / h, где h – шаг интерполяции, q – число шагов:
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(4.8)

З а м е ч а н и е .  Формулу (4.8) удобно использовать для интер-
полирования в начале отрезка [a; b], где q – мало по абсолютной 
величине.

Если n = 1, то у(x) = y0 + q ∙ ∆y0 – формула линейного интерполи-

рования. Если n = 2, то 0
2

00 ∙
!2
)1(∙∙)( yqqyqyxy ∆

−
+∆+=  – фор- 

мула параболического интерполирования (квадратичная). На прак- 
тике часто бывает необходимо сузить шаг интерполяции какого- 
либо табличного значения с равноотстоящими элементами.  
В таблице можно считать, что число узлов интерполяции не ограни-
чено. Тогда выбираем n так, чтобы конечная разность ∆nyi была по-
стоянной с заданной степенью точности. За начальное значение x0  
можно выбрать любое значение аргумента.

4.2.2. Вторая интерполяционная формула Ньютона

Пусть на отрезке [a; b] даны (n + 1) различных значений ар-
гумента x0, x1, ..., xn, которым соответствуют значения функции  
y0 = f(x0), y1 = f(x1), ..., yn = f(xn), а шаг интерполяции постоянен и ра-
вен h = xi+1 – xi. Тогда интерполяционный многочлен Ньютона бу-
дет выглядеть так (вторая интерполяционная формула Ньютона):
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(4.9)

Пусть q = (x – xn) / h, тогда:
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(4.10)
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З а м е ч а н и е .  Вторую интерполяционную формулу Ньютона 
применяют для интерполирования в конце таблицы.

Оценка погрешностей интерполяционных формул Ньютона. 
1. h = xi+1 – xi = const, q = (x – x0) / h. Погрешность:

),(∙
)!1(

)(∙...∙)1(∙∙)( )1(1 ξ++

+
−−

= nn
n f

n
nqqqhxR

где ξ ∈ [a; b] или ξ ∈ [x0; xn].
Приближенно погрешность находится:
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2. h = xi+1 – xi = const, q = (x – x0) / h. 
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где ξ ∈ [a; b] или ξ ∈ [x0; xn].
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Пример 4.5. Используя первую или вторую интерполяционную 
формулу Ньютона, вычислить значения функции при заданных 
значениях аргумента х1 = 0,58 и х2 = 0,24.

x y
0,1 0,03983
0,2 0,07926
0,3 0,11791
0,4 0,15542
0,5 0,19146
0,6 0,22575

Составим таблицу разностей, при составлении ограничимся раз-
ностями третьего порядка, так как они практически постоянны: 

x y Dy D2y D3y
0,1 0,03983 0,03943 –0,00071 –0,00036
0,2 0,07926 0,03865 –0,00144 –0,00033
0,3 0,11791 0,03751 –0,00147 –0,00028
0,4 0,15542 0,03604 –0,00175 –
0,5 0,19146 0,03429 – –
0,6 0,22575 – – –
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1. При х = 0,58 применяем вторую интерполяционную формулу 
Ньютона, примем за хn = 0,6. 

h = 0,1; q = (0,58 – 0,6) / 0,1 = –0,2;

0,21904.0,00028)(∙
3!

2)0,2(∙1)0,2(∙0,2)(

0,00175)(∙
2!

1)0,2(∙0,2)(+  0,03429∙0,2)(0,22575 = (0,58)

=−
+−+−−

+

+−
+−−

−+у

Используя Mathcad, получим (рис. 4.2):

 

)4,0()5,0()6,0(
1,06

00028,0

)5,0()6,0(
1,02

001175,0)6,0(
1,0

03429,022575,0:)(

3

2

−⋅−⋅−⋅
⋅

−
+

+−⋅−⋅
⋅

−
+−⋅+=

xxx

xxxxF

F(0,58) = 0,219

Рис. 4.2

Оценим погрешность по формуле:

.000014,0)00028,0(∙
!3

)22,0(∙)12,0(∙2,0

∙
)!1(

)(∙...∙)1(∙)( 1

=−
+−+−−

=

=∆
+

++
≈ +

n
n

n y
n

nqqqxR
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2. При х = 0,24 применяем первую интерполяционную формулу 
Ньютона. Примем за х0 = 0,2. 

h = 0,1; q = (0,24 – 0,2) / 0,1 = 0,4;
 

.0946816,0)00033,0(∙
!3

)24,0(∙)14,0(∙4,0

)00144,0(∙
!2

)14,0(∙4,003865,0∙4,007926,0)24,0(

=−
−−

+

+−
−

++=y

Используя Mathcad, получим (рис. 4.3):

 

)3,0()2,0()1,0(
1,06

00036,0

)2,0()1,0(
1,02

00071,0)1,0(
1,0

03943,003983,0:)(

3

2

−⋅−⋅−⋅
⋅

−
+

+−⋅−⋅
⋅

−
+−⋅+=

xxx

xxxxF

F(0,24) = 0,095

Рис. 4.3

Оценим погрешность по формуле:

.000032,0)00036,0(∙
!3

)22,0(∙)12,0(∙2,0

∙
)!1(

)(∙...∙)1(∙)( 0
1

=−
−−−−−

=

=∆
+

−−
≈ + y

n
nqqqxR n

n
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4.3. Интерполирование сплайнами

Интерполяционные формулы Лагранжа, Ньютона и др. при ис-
пользовании большого числа узлов интерполяции на всем отрезке 
[a, b] часто приводят к плохому приближению из-за накопления 
погрешностей в процессе вычислений. Кроме того, из-за расходи-
мости процесса интерполяции увеличение числа узлов не обяза-
тельно приводит к повышению точности. Для снижения погреш-
ностей весь отрезок [a, b] разбивается на частичные отрезки и на 
каждом из них функцию f(x) заменяют приближенно полиномом 
невысокой степени. Это называется кусочно-полиномиальной ин-
терполяцией. Один из способов интерполирования на всем отрез-
ке [a, b] является интерполирование сплайнами.

Определение. Сплайном называется кусочно-полиномиальная 
функция, определенная на отрезке [a, b] и имеющая на этом отрезке 
некоторое количество непрерывных производных. Преимущества 
интерполяции сплайнами по сравнению с обычными методами 
интерполяции заключаются в сходимости и устойчивости вычис-
лительного процесса. На каждом из отрезков [xi–1, xi], i = 1, 2, …, n 
будем искать сплайн-функцию s(x) = si(x) в виде некоторых полино-
мов. Из условий непрерывности функции s(x) следует, что в узлах 
интерполяции выполняется si(xi) = si+1(xi), i = 1, 2, …, n –1.

4.3.1. Линейный сплайн

На каждом из отрезков строим прямую линию (полином пер-
вой степени): 

	 Si(x) = aix + bi.	 (4.11)
В узловых точках:

 





+=
+=

+++ iiiii

iiiii

bxayx
bxayx

111 :
:

Из данной системы находим ai и bi.

4.3.2. Квадратичный сплайн

На каждом из отрезков по известным точкам построим поли-
ном второй степени:

	
 .)( 2

ijiijiii x + cx + b = axS 	 (4.12)
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Найдем коэффициенты ai, bi, ci из системы:

,2
ijijiijii yx + cx + ba = i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3.

Индекс i соответствует номеру рассматриваемого отрезка, ин-
декс j – номеру точки из этого отрезка.

Пример 4.6. Для функции y = f(x), заданной таблично, осуще-
ствить кусочно-линейное интерполирование и кусочно-квадра-
тичное интерполирование.

x 0 0,5 1 2 3 4 5
f(x) 1,5 0 0 2 2 1 2
Ре ш е н и е .
1. Осуществим кусочно-линейное интерполирование. Для этого 

разобьем данную функцию на отрезки, определяемые соседними 
числами верхней строки таблицы, и на каждом из отрезков строим 
прямую линию (полином первой степени).

Si(x) = aix + bi

( )S x




= 





a0x + b0, при 0 ≤ x ≤ 0,5  

a5x + b5, при 4 ≤ x ≤ 5  
a4x + b4, при 3 ≤ x ≤ 4  
a3x + b3, при 2 ≤ x ≤ 3  

a2x + b2, при 1 ≤ x ≤ 2  
a1x + b1, при 0,5 ≤ x ≤ 1  

В узловых точках:
 





+=
+=

+++ iiiii

iiiii

bxayx
bxayx

111 :
:

Из данной системы находим ai и bi.

0, 0.5 1
2 2, 1 2

( )
2, 2 3

5, 3 4
3, 4 5

при х
х при х

S x
при х

х при х
х при х


 ≤ ≤
 − ≤ ≤

=  ≤ ≤
− + ≤ ≤

− ≤ ≤

–3x + 1.5, при 0 ≤ x ≤ 0.5  
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2. Осуществим кусочно-квадратичное интерполирование. Для 
этого будем рассматривать тройки известных точек отрезков [0; 1], 
[1; 3], [3; 5]. На каждом из этих отрезков по известным точкам по-
строим полином второй степени (рис. 4.4). Найдем коэффициенты 
ai, bi, ci из системы:

,2
ijijiijii yx + cx + ba = i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 3.

Индекс i соответствует номеру рассматриваемого отрезка, ин-
декс j – номеру точки из этого отрезка.

 2

2

2

3 4.5 1.5,0 1
( ) 5 4, 1 3

8 17, 3 5

x x x
S x x x x

x x x

 − + ≤ ≤


= − + − ≤ ≤
 − + ≤ ≤

Рис. 4.4

4.3.3. Кубический сплайн

Будем искать сплайн-функцию на каждом отрезке [xi, xi+1] в ви-
де полинома третьей степени:

	  
iiiiiiii dxxcxxbххaxS +−+−+−= )()()()( 23 ,	 (4.13)

где аi, bi, ci, di – искомые коэффициенты.
Из условия интерполяции в узловых точках имеем:

si(xi) = si+1(xi), i = 1, 2, …, n – 1.
Используя условия непрерывности первой и второй произво-

дных, получим новые уравнения:
Siʹ(x) = 3ai(x – xi)

2 + 2bi(x – xi) + ci 
Si″(x) = 6ai(x – xi) + 2bi 
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В качестве дополнительных условий используем
Si″(x0) = Si″(xn) = 0,

то есть:

02)(6
,02

111

0

=+−
=

−−− nnnn bxxа
b

.
Получим систему из 4n уравнений с 4n неизвестными, решим 

ее любым способом и получим интерполяционную функцию. 
Пример 4.7. Построить кубический сплайн для функции, задан-

ной таблично (n = 3):
x 1 3 5 7
y 4 –2 6 –3

Отрезок [1, 3]: 000
2

00
3

001 )()()()( dxxbxxbххaxS +−+−+−=  про- 
ходит через точки: (1, 4) и (3, –2).

Отрезок [3, 5]:  111
2

11
3

112 )()()()( dxxbxxbххaxS +−+−+−=  про-
ходит через точки: (3, –2) и (5, 6).

Отрезок [5, 7]:  222
2

22
3

223 )()()()( dxxbxxbххaxS +−+−+−=  про- 
ходит через точки: (5, 6) и (1, –3).

Неизвестных 4 · 3 = 12. Найдем уравнения.
1. )3(2,0,1,0, =−== iniyd ii

d0 = y0 = 4,
d1 = y1 = –2,
d2 = y2 = 6.
2. )3(2,0,1,0,23

1 =−=++⋅+⋅=+ inidhchbhay iiiii

h = 2
8a0 + 4b0 + 2c0 + d0 = –2,
8a1 + 4b1 + 2c1 + d1 = 6,
8a2 + 4b2 + 2c2 + d2 = –3.
3.  )2(1,0,1,0,23 1

2 =−==+∙+⋅ + inicchbha iiii
12a0 + 4b0 + c0 = c1,
12a1 + 4b1 + c1 = c2.

4.  )2(1,0,1,0,226 1 =−==+⋅ + inibbha iii
12a0 + 2b0 = 2b1,
12a1 + 2b1 = 2b2,
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5.  0)()( 30 =′′=′′ xyxy
2b0 = 0.
6.  .02)57( 22 =++ iba
Решим систему из 12 уравнений (12 неизвестных), используя 

Mathcad (рис. 4.5).
Given
d0 – 4 = 0				    12a0 + 4b0 + c0 – c1 = 0
d1 + 2 = 0				    12a1 + 4b1 + c1 – c2 = 0
d2 – 6 = 0				    12a0 + 2b0 – 2b1 = 0
8 · a0 + 4b0 + 2c0 + d0 + 2 = 0	 12a1 + 2b1 – 2b1 = 0
8a1 + 4b1 + 2c1 + d1 – 6 = 0		  b0 = 0
8a2 + 4b2 + 2c2 + d2 + 3 = 0		 12a2 + 2b2 = 0

Find a0 b0, c0, d0, a1, 
b1

, 
c1, d1, a2, b2, c2, d2, 

(
)

73
120

0

163
30

−

4

31
24

−

73
20

28
15

2−

41
60

41
10

−

29
30

6





















































→

73
120

0

163
30

−

4

31
24

−

73
20

28
15

2−

41
60

41
10

−

29
30

6





















































0

0
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

0.608
0

-5.433

4

-1.292

3.65

1.867

-2

0.683

-4.1

0.967

6

=
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S1(x) := 0,608(x – 1)3 + 0 · (x – 1)2 + (–5,43) · (x – 1) + 4

S2(x) := –1,29(x – 3)3 + 3,65(x – 3)2 + 1,87 · (x – 3) + (–2)

S3(x) := 0,68(x – 5)3 + (–4,1) · (x – 5)2 + 0,97 · (x – 5) + 6

Рис. 4.5

Вопросы и задания

1. Для чего нужна интерполяция функций? 
2. Охарактеризуйте виды интерполяции. 
3. Чем определяется близость интерполяционного полинома к задан-

ной функции? 
4. Чем определяется степень интерполяционного полинома? 
5. Какие виды интерполяции вам известны? 
6. Какие интерполяционные формулы применяются, если узлы ин-

терполяции равноотстоящие? 
7. Что такое конечные разности? 
8. Какую интерполяционную формулу Ньютона необходимо приме-

нять в начале таблично заданной функции и какую – в конце? Почему? 
9. Что такое экстраполяция? 
10. Чем обусловливается выбор способов интерполяции? 
11. В чем преимущества сплайн-интерполяции по сравнению с интер-

поляционными полиномами?
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§ 5. Численное интегрирование 
и дифференцирование

5.1. Численное интегрирование

Если функция f(x) непрерывна на отрезке [a; b], то определенный 
интеграл от этой функции в пределах [a; b] существует и имеет вид:

 
)()()( aFbFdxxf

b

a

−=∫ ,

где F(x) – первообразная для f(x). 
Для большинства элементарных функций первообразную не 

удается выразить через элементарные функции. Кроме того, при 
практических расчетах подынтегральная функция задается в ви-
де таблицы. Все это приводит к необходимости замены непосред-
ственного интегрирования на численные методы. Задача числен-
ного интегрирования состоит в следующем: найти определенный 
интеграл на отрезке [a; b], если подынтегральная функция на от-
резке [a; b] задана таблично или первообразную нельзя предста-
вить в виде элементарной функции. 

Формулы приближенного интегрирования называются квадра-
турными формулами.

5.1.1. Метод прямоугольников

Метод прямоугольников основан на непосредственном опреде-
лении интеграла:

 
∫ ∑ ∆=

−

=
∞→

b

a
i

n

i
in
xfdxxf

1

0

)(lim)( ξ ,

где 
 

i

n

i
i xf ∆∑

=

=

1

0
)(ξ  – интегральная сумма, соответствующая некоторо-

му разбиению отрезка [a; b] и некоторому выбору точек ξ0, ξ1, ..., 
ξn-1 на отрезках разбиения. Вычисление определенного интеграла 

J = 
 
∫
b

a

dxxf )(  геометрически сводится к вычислению площади криво-
линейной трапеции, ограниченной функцией f(x) и прямыми x = a,  
x = b.
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Рассмотрим криволинейную трапецию (рис. 5.1).
y     N    

A C 
   

B 
   

        
M         

        
        

0 
a ξ 

  

b 
x 

   

Рис. 5.1

Заменим криволинейную трапецию MNba прямоугольником 
ABba проведя отрезок AB так, чтобы фигуры MAC и CNB полу-
чились примерно равной площади, тогда SABba ≈ SMNba. Так как вы-
сота прямоугольника есть значение функции в точке ξ, то

 
)(∙)()( ξfabdxxf

b

a

−≈∫ .

Для увеличения точности, можно разбить отрезок [a; b] на не-
сколько частей и для каждой из них вычислить приближенные 
значения площади криволинейной трапеции, основанием которой 
является отрезок  )1;0(1 −=−=∆ + nixxx iii  высотой f(ξi), выбран-
ное из условия минимума ошибки интегрирования. Тогда за при-
ближенное значение интеграла принимают интегральную сумму:

∫
b

a

dxxf )( = 111100 )(...)()( −− ∆++∆+∆ nn xfxfxf ξξξ .

Практически удобно делить отрезок [a; b] на равные ча-
сти, а точки ξi совмещать с левыми ( f(ξi) = f(xi)) или правыми  
( f(ξi) = f(xi+1)) концами отрезков разбиения или с серединой  
f(ξi) = f(xi + h / 2)), если точку ξi совместить с левым концом отрезка ∆xi,  
то приближенное значение интеграла вычисляется по формуле ле-
вых прямоугольников:
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Jл = ∫

b

a

dxxf )( ≈ )...(∙ 110 −+++
−

nyyy
n
ab

= ∑
−

=

1

0

∙
n

i
iyh
	

(5.1)

где h = 
 

n
ab −

 – шаг интерполирования.

Если точку ξi совместить с правым концом отрезка ∆xi, то при-
ближенное значение интеграла вычисляется по формуле правых 
прямоугольников:

	
Jл = ∫

b

a

dxxf )( ≈ )...(∙ 21 +++
−

nyyy
n
ab

= ∑
=1

∙
n

i
iyh
	

(5.2)

Если точку ξi совместить с серединой отрезка ∆xi, то прибли-
женное значение интеграла вычисляется по формуле средних пря-
моугольников.

Пример 5.1. С помощью формул левых, правых и средних пря-

моугольников вычислить интеграл 
 

∫ +

9

1 2x
dx , взяв n = 4.

Ре ш е н и е .
h = (9 – 1) / 4 = 2 ⇒ точки разбиения: x0 = 1, x1 = 3, x2 = 5, x3 = 7, 

x4 = 9.

Jл =  )...(∙ 110 −+++ nyyyh  = 
 

)
27
1

25
1

23
1

21
1(∙2

+
+

+
+

+
+

+
 ≈ 1,5746

Jп =  )...(∙ 21 nyyyh +++  = 
 

)
29
1

27
1

25
1

23
1(∙2

+
+

+
+

+
+

+
 ≈ 1,0898

Jс =  )...(∙ 21 nyyyh +++  = 
 

)
28
1

26
1

24
1

22
1(∙2

+
+

+
+

+
+

+
 ≈ 1,2834

5.1.2. Метод трапеций

Заменим на отрезке [a; b] дугу AB – графика подынтегральной 
функции y = f(x) стягивающей хордой и вычислим площадь трапе-
ции ABba (рис. 5.2).
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Рис. 5.2

Примем значение определенного интеграла численно равным 
площади этой трапеции:

∫
b

a

dxxf )( ≈ 2
)()(∙)( bfafab +

− .

Погрешность вычисления:

R = 
 

)(∙
2

)( 10 yyhdxxf
b

a

−−∫
для формулы трапеции оценивается следующим образом:

R = 
 

)(''∙
12

ξfh
− , где ξ ∈ [x0; x0+h].

Если: 
1) f″(ξ) > 0, вычисление по формуле трапеции дает значение ин-

теграла с избытком; 
2) f″(ξ) < 0, вычисление по формуле трапеции дает значение ин-

теграла с недостатком.
Точность вычислений возрастает, если разбить отрезок [a; b] на 

несколько частей и применить формулу трапеции к каждому от-
резку ∆xi. Тогда:

∫
+1

)(
i

i

x

x

dxxf ≈
i

ii xxfxf
∆

+ + ∙
2

)()( 1 .
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Если отрезок [a; b] разделить на равные части h = 
 

n
ab − , то

∫
+1

)(
i

i

x

x

dxxf = .
2

)()(∙ 1++− ii xfxf
n
ab

Общая формула трапеции:

	
∫
b

a

dxxf )( = ).∙2...∙2∙2(∙
2 1210 nn yyyyyh

+++++ −

	
(5.3)

5.1.3. Метод парабол (Симпсона)

Точность приближенного интегрирования возрастает, если  
подынтегральную функцию y =f(x) на отрезке [a; b] заменить ква-
дратичной функцией, принимающей в узлах x0 = a, x1, x2 = b значе-
ния y0 = f(x0), y1 = f(x1), y2 = f(x2) (рис. 5.3).

y

       
       
       
       
       
       

х

Рис. 5.3

Формулу Симпсона можно получить, взяв в качестве интерпо-
ляционного многочлена, многочлен Ньютона:

P2(x) = )(∙)(∙
2

)(∙ 102
0

2

0
0

0 xxxx
h
yxx

h
yy −−

∆
+−

∆
+ .

∫
2

1

)(
x

x

dxxf = )4(∙
3 210 yyyh

++ .
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Погрешность формулы Симпсона:

R = ∫
2

1

)(
x

x

dxxf = )4(∙
3 210 yyyh

++ .  

оценивается следующим образом:

R = 
 

)(∙
90

5

ξIVyh
− , где ξ ∈ [x0; x0+2h].

Для увеличения точности вычислений отрезок [a; b] разбива-
ют на n пар участков [x2n-2, x2n-1; x2n] и получают общую формулу 
Симпсона:

	

∫
b

a

dxxf )( ≈ ( )...(4)(∙
3 12120 − +++++ nyyyyh

),)...(2 222 −+++ nyy 	

(5.4)

если h = (b – a) / 2n, то

	

∫
b

a

dxxf )( = ( )...(4)(∙
*6 12120 − +++++
−

nn yyyy
n
ab

))...(2 222 −+++ nyy 	

(5.5)

Пример 5.2. Вычислить интеграл ∫ +

1

0
21 x

dx  и сравнить получен-

ные результаты: 
1) пользуясь общей формулой трапеции при n = 4; 
2) пользуясь формулой Симпсона при n = 8.
Ре ш е н и е . 
1. По формуле трапеции:
f(x) = 1 / (1 + x2)
h = (1 – 0) / 4 = 0,25; 
x0 = 0; x1 = 0,25; x2 = 0,5; x3 = 0,75; x4 = 1;

 
∫ 








+
+

+
+

+
+

+
+

+
≈

+

1

0
222222 11

1
75,01
2

5,01
2

25,01
2

01
1∙

2
25,0

1 x
dx  ≈ 0,7828.

Погрешность вычисления
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,0417,0)2(∙

12
25,0)(∙

12
=−−=′′−= ξfhR

где ξ ∈ [0; 0,25]. 
Так как f″(ξ) < 0, то вычисление по формуле трапеции дает зна-

чение интеграла с недостатком.
2. По формуле Симпсона: 
f(x) = 1 / (1 + x2)
h = (1 – 0) / 8 = 0,125
x0 = 0; x1 = 0,125; x2 = 0,25; x3 = 0,375; x4 = 0,5; x5 = 0,625; x6 = 0,75; 

x7 = 0,875; x8 = 1.
 

.785398,0

)
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1
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1(2
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1

625,01
1

375,01
1

125,01
1(4

11
1

01
1

∙
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













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



+
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+

+
+

+
+

+
+

+
+

≈
+∫ x
dx

Погрешность равна:

 
.000008,0)24(∙

90
125,0)(∙

90

55

=−−=−= ξIVyhR

где ξ ∈ [0; 0,25].

5.2. Численное дифференцирование

Задача численного дифференцирования ставится следую-
щим образом. Пусть функция y = f(x) на отрезке [a; b] задана таб- 
лично своими (n + 1) значениями. Требуется найти аналитиче-
ское значение (выражение) производной. В качестве аппрок-
симирующей функции выберем интерполяционный многоч-
лен. Если узлы интерполяции в исходной задаче равноотстоя-
щие  );0(1 nihxx ii ==−+ , то в этом случае для замены функции 
f(x) можно воспользоваться интерполяционными формулами 
Ньютона. Пусть
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(5.6)

где правая часть есть первая интерполяционная формула Ньютона, 
вычисленная через число шагов q = (x – x0) / h, где h = xi+1 – xi. 

Перепишем формулу (5.6) в виде:

	  ...∙
!3

∙
!2

∙)( 0
3

0
2

2

00 +∆+∆
−

+∆+≈ y23 23 +− qqqyqqyqyxf
	
(5.7)

Продифференцируем данное выражение, учитывая

	

 
.)(∙1∙)()(

dq
xdf

hdx
dq

dq
xdf

dx
xdf

==
	 (5.8)

Продифференцируем равенство (5.7) и воспользуемся зависи-
мостью (5.8):

	








+∆+∆+∆≈′ ...∙

6
∙

2
∙1)( 0

3
0

2
0 y+− 263 2 qqy−12qy

h
xf

	
(5.9)

	

 ( )...)1(∙1)( 0
3

0
2

2 +∆−+∆≈′′ yqy
h

xf
	

(5.10)

Таким же образом можно определить и следующие производ-
ные функции f(x). Формулы приближенного дифференцирования 
для определения производных в узлах интерполяции можно упро-
стить, взяв y = 0:

	

 









−

∆
+

∆
−∆≈′ ...

32
∙1)( 0

3
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2

0
yyy

h
xf

	
(5.11)

	

 ( )...∙1)( 0
3

0
2

2 +∆−∆≈′′ yy
h

xf
	

 (5.12)

Чтобы получить значения производной в точке, лежащей в кон-
це таблицы, следует воспользоваться второй интерполяционной 
формулой Ньютона.
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(5.13)

 ( )...)1(∙1)( 3
3

2
2

2 +∆++∆≈′′ −− nn yqy
h

xf

Пример 5.3. С помощью интерполяционных формул Ньютона 
найти значения первой и второй производных при данных значе-
ниях аргумента х1 = 1,2; х2 = 2,23; х3 = 3,1 для функции, заданной 
таблично.

х у(х)

0,8 2,857
1,2 3,946
1,6 4,938
2,0 5,801
2,4 6,503
2,8 7,010
3,2 7,288
3,6 7,301

Ре ш е н и е .  Составим таблицу конечных разностей:
х у(х) ∆уi ∆2уi ∆3уi

0,8 2,857 1,089 –0,097 –0,032
1,2 3,946 0,992 –0,129 –0,032
1,6 4,938 0,863 –0,161 –0,034
2,0 5,801 0,702 –0,195 –0,034
2,4 6,503 0,507 –0,229 –0,036
2,8 7,010 0,278 –0,265 –
3,2 7,288 0,013 – –
3,6 7,301 – – –
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1. Так как х1 = 1,2 является узлом интерполяции, то воспользу-
емся формулами, получающимися из первой интерполяционной 
формулы Ньютона (5.11) и (5.12): 
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Получаем:
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3
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2. х2 = 2,23. Возьмем за х0 = 2,0. Тогда q = (x – x0) / h = (2,23 – 2,0) /  
0,4 = 0,575. Воспользуемся формулами: 
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3. х3 = 3,1. Возьмем за хn = 3,2. Тогда q = (x – xn) / h = (3,1 – 3,2) / 
0,4 = –0,25. Воспользуемся формулами (5.13):
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Вопросы и задания

1. Какими методами производится интегрирование? 
2. Какие идеи лежат в основе методов? 
3. Какой из методов интегрирования наиболее точен? Почему? 
4. Какой из методов интегрирования является наиболее грубым? 
5. При каких условиях вычисление интеграла происходит по избытку 

и по недостатку? 
6. При каких условиях вычисление по формуле Симпсона дает более 

точный результат? 
7. Как ставится задача численного дифференцирования? 
8. Как строятся формулы численного дифференцирования, какова их 

погрешность? 
9. Как можно построить формулы численного дифференцирования 

повышенной точности?

§ 6. Приближенное решение обыкновенных  
дифференциальных уравнений

Дифференциальные уравнения возникают во многих областях 
прикладной математики, физики, механики, техники и т.д. С их 
помощью описываются практически любые задачи динамики 
машин и механизмов. Существует множество методов решения 
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дифференциальных уравнений через элементарные или специаль-
ные функции. Однако чаще всего эти методы либо вообще непри-
менимы, либо приводят к столь сложным решениям, что легче и 
целесообразнее использовать приближенные численные методы. 
В огромном количестве задач дифференциальные уравнения со-
держат существенные нелинейности, а входящие в них функции 
и коэффициенты заданы в виде таблиц и / или экспериментальных 
данных, что фактически полностью исключает возможность ис-
пользования классических методов для их решения и анализа. 

Дифференциальное уравнение n-го порядка, разрешенное отно-
сительно старшей производной, записывают в виде: y(n) = f(x, y, y ,́ 
y″, ..., y(n-1)). Решением или интегралом уравнения называется вся-
кая дифференцируемая функция y = φ(x), удовлетворяющая этому 
уравнению. График решения обыкновенного дифференциального 
уравнения называется интегральной кривой этого уравнения.

Решение дифференциального уравнения, содержащее столько 
независимых произвольных постоянных, каков его порядок, назы-
вается общим решением или общим интегралом этого уравнения. 
Геометрически решение представляет семейство интегральных 
кривых этого уравнения.

Частным решением называется всякое решение, которое может 
быть получено из общего при определенных числовых значениях 
произвольных постоянных. Произвольные постоянные, входящие 
в общее решение, определяются из так называемых начальных ус-
ловий. Задача начальных условий ставится следующим образом: 
найти решение y = φ(x) уравнения, удовлетворяющее дополни-
тельным условиям, состоящим в том, что решение y = f(x) должно 
принимать вместе со своими производными до (n – 1) первого по-
рядка заданные числовые значения y0, y0ʹ, y0″, …, y0

 (n-1) при задан-
ном числовом значении x0:

y0(x0) = y0; y0ʹ (x0) = y0ʹ; y0″ (x0) = y0″; …
Условия называются начальными условиями, x0, y0, y0 ,́ ..., y0

(n-1) –  
начальными данными, а задача отыскания решения уравнения, 
удовлетворяющего начальным условиям, называется задачей 
Коши. Методы точного интегрирования дифференциальных урав-
нений подходят лишь для сравнительно небольшой части уравне-
ний, встречающихся на практике.

Методы приближенного решения дифференциального уравне-
ния в зависимости от формы представления решений можно раз-
делить на две группы: 
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1) аналитические методы, дающие приближенное решение 
дифференциального уравнения в виде аналитического выражения 
(методы последовательного приближения, методы интегрирова-
ния дифференциальных уравнений с помощью степенных рядов); 

2) численные методы, дающие приближенное решение в ви-
де таблицы (метод Эйлера и его модификации, Рунге – Кутта, 
Адамса, Милна и др. ) Мы ограничимся рассмотрением наибо-
лее широко используемых на практике методов Эйлера и Рунге – 
Кутта.

6.1. Метод последовательных приближений 
(метод Пикара)

Пусть дано уравнение yʹ = f(x,y), правая часть которого в прямо-
угольной области {|x – x0| ≤ a, |y – y0| ≤ b} непрерывна и имеет не-
прерывную частную производную по y. Требуется найти решение 
уравнения, удовлетворяющее начальному условию x = x0; y(x0) = y0.

dy / dx = f(x,y)     |dx
dy = f(x,y)dx
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Заменяя функцию y значением y0, получаем первое приближе-
ние:
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второе приближение:
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Оценка погрешности метода Пикара. 
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где M = max|f(x, y)|; N = max| f ʹ(x, y)| – постоянная Липшица; 
h = min(a, b / m),

где a и b – границы области, которой принадлежат точки (x; y).
Пример 6.1. Решить методом Пикара дифференциальное урав-

нение:
yʹ = x2 + y2; y(0) = 0.

Ре ш е н и е .  Переходим к интегральному уравнению:
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Оценим погрешность 3-го приближения:
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Так как функция f(x, y) = x2 + y2 определена и непрерывна во 
всей плоскости, то в качестве a и b можно взять любые числа:

{|x – x0| ≤ 0,5, |y – y0| ≤ 1},
–0,5 ≤ x ≤ 0,5,
–1 ≤ y ≤ 1.
M = max| f(x, y)| = max(|x2 + y2|) = 1,25;
N =max | f'(x, y)| = max(|2 · y|) = 2;
h = min (a, b / m) = min(0,5; 1/1,25) = 0,5;
n = 3
|y – y3| ≤ 23 · 1,25 · 0,54/4! = 0,026.

6.2. Интегрирование дифференциальных уравнений  
с помощью степенных рядов

Пусть дано уравнение: y(n) = f(x, y, yʹ, yʹ, ..., y(n-1)) с начальными 
условиями:

x = x0; y(x0) = y0, yʹ(x0) = y0 ,́ ..., y(n-1)(x0) = y0
 (n-1).

Правая часть уравнения есть аналитическая функция в началь-
ной точке.

M0(x0, y0, y0ʹ, y0″, ..., y0
(n-1)).

Подставим уравнение y = y(x) в первоначальное уравнение и 
разложим в ряд Тейлора по степеням (х – х0):
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(6.2)

|x – x0| < h, h достаточно малая величина.
Пример 6.2. Найти решение дифференциального уравнения  

yʹ = y – 4x + 3 с начальным условием y(0) = 3.
Ре ш е н и е . 
y″ = yʹ – 4 = y – 4x + 3 – 4 = y – 4x – 1
yʹ″ = yʹ – 4 = y – 4x – 1
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y″″ = y – 4x – 1
...
Используя начальные условия, находим:
y0ʹ = 3 – 4 · 0 + 3 = 6
y0″ = 3 – 4 · 0 – 1 = 2
y0″ʹ = y0″″ = y(n) = 2
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y = 3 + 6x + x2 + 1 / 3x3 +...

6.3. Метод Эйлера

Метод Эйлера является сравнительно грубым и применяется 
для ориентировочных расчетов. Пусть дано дифференциальное 
уравнение первого порядка yʹ = f(x, y) с начальными условиями  
x = x0; y(x0) = y0. Требуется найти решение дифференциального 
уравнения на отрезке [a; b].

Разобьем отрезок на n равных частей и получим последователь-
ность x0, x1, ..., xn, где xi = x0 + ih, где h = (b – a) / n – шаг интегри-
рования. Выберем k-й участок [xk; xk+1] и проинтегрируем на нем 
уравнение:
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Тогда получаем равенство: 
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Если в последнем интеграле подынтегральную функцию на 
участке [xk; xk+1] принять постоянной и равной начальному значе-
нию в точке x = xk, то получим:
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Тогда: 
yk+1 = yk + ykʹ · h
ykʹh = yk+1 – yk           (6.5)
ykʹh = Δyk

yk+1 = yk + Δyk

Продолжая этот процесс и каждый раз принимая подынтег-
ральную функцию на соответствующем участке постоянной и 
равной ее значению в начале участка, получим таблицу решений 
дифференциального уравнения на заданном отрезке [a; b].

Пример 6.3. Проинтегрировать методом Эйлера дифференци-
альное уравнение yʹ = y – x с начальными условиями: x0 = 0; y0 = 1,5 
на отрезке [0; 1,5] при h = 0,25. Вычисления вести с четырьмя зна-
ками после запятой.

Ре ш е н и е . 
i xi yi yiʹ= yi – xi ∆yi = hyiʹ

(1) (2) (3) (4) (5)
0 0 1,5000 1,5000 0,3750
1 0,25 1,8750 1,6250 0,4062
2 0,50 2,2812 1,7812 0,4453
3 0,75 2,7265 1,9765 0,4941
4 1,00 3,2206 2,2206 0,5552
5 1,25 3,7758 2,5258 0,6314
6 1,50 4,4072

1. По начальным данным заполняем первую строку в столбцах 
(2) и (3).

2. Из уравнения yʹ = y – x вычисляем yiʹ в столбце (4). 
3. Содержимое столбца (4) умножаем на h и записываем резуль-

тат в столбец (5). 
4. К содержимому столбца (3) прибавляем содержимое столбца 

(5) той же строки и записываем результат в столбец (3) следующей 
строки. 

5. Определяем xi+1 = xi + h и затем шаги 2, 3, 4 повторяем до тех 
пор, пока не будет пройден весь отрезок [0; 1,5].

З а м е ч а н и е  1.  Метод Эйлера может быть применен к реше-
нию систем дифференциальных уравнений и решению диффе-
ренциальных уравнений высших порядков. В последнем случае 
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дифференциальные уравнения должны быть приведены к системе 
дифференциальных уравнений 1-го порядка.

Пусть задана система двух дифференциальных уравнений 1-го 
порядка:
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с начальными условиями: x = x0; y(x0) = y0; z(x0) = z0.
Приближенные значения y(xi) ≈ yi и z(xi) ≈ zi находят по форму-

лам:
yi+1 = yi + ∆yi; ∆yi = hf1(xi; yi; zi),
zi+1 = zi + ∆zi; ∆zi = hf2(xi; yi; zi).

З а м е ч а н и е  2 .  Более точным является модифицированный 
метод Эйлера, или метод Эйлера с пересчетом. Его суть в том, что 
сначала по формуле находят так называемое «грубое приближе-
ние»: ỹi+1 = yi + fi · Δx, а затем пересчетом   )~,(~

111 +++ = iii yxff  полу-
чают тоже приближенное, но более точное значение: 
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6.4. Метод Рунге – Кутта

Метод Рунге – Кутта является одним из методов повышенной 
точности. Пусть на отрезке [a; b] требуется найти численное реше-
ние уравнения: yʹ = f(x, y) с начальными условиями y(x0) = y0. 

Разобьем отрезок [a; b] на n равных частей точками: 
xi = x0 + i · h, (i =  n,0 ), h = (b – a) / n – шаг интегрирования.
Последовательные значения yi искомой функции y определяют-

ся по формуле:
yi+1 = yi + ∆yi.

Если разложить функцию в ряд Тейлора и ограничиться члена-
ми до h4 включительно, то приращение функции ∆y можно пред-
ставить в виде:
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где производные y″(x), yʹ″(x), y″″(x) определяются последователь-
ным дифференцированием из первоначального уравнения.  

Вместо непосредственных вычислений в методе Рунге – Кутта 
определяются четыре числа:
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 (6.6)

Тогда
	 ∆y = 1 / 6 · (k1 + 2k2 + 2k3 + k4).	  (6.7)
Таким образом, для каждой пары текущих значений xi и yi: 
1) по формулам определяются значения:
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2) находим ∆yi = 1 / 6 · (k1
(i)+ 2k2

(i) + 2k3
(i) + k4

(i)); 
3) yi+1 = yi +∆yi.
Вычисления по методу Рунге – Кутта обычно располагают в 

виде таблицы:
i x y yʹ = f(x, y) k = h · f(x, y) ∆y
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i x y yʹ = f(x, y) k = h · f(x, y) ∆y
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Заполнение таблицы: 
1) в столбцы (2) и (3) текущей строки записываются нужные 

значения x и y; Если строка 1-я, то записываются начальные дан-
ные x0 и y0; 

2) значения x и y текущей строки подставляют в правую часть 
уравнения (1) и определяют f(x, y) и записывают в столбец (4) этой 
же строки; 

3) полученное значение f(x, y) умножают на h и записывают в 
столбец (5) этой же строки; 

4) найденные значения k умножают на соответствующий коэф-
фициент и записывают в столбец (6) текущей строки; 

5) шаги 1, 2, 3, 4 повторяют для нахождения каждого k в i-м 
решении; 

6) результат (6) столбца суммируют, делят на 6, определяют ∆yi 
и yi+1 = yi + ∆yi; 

7) затем все вычисления повторяют с первого шага до тех пор, 
пока не будет пройден весь отрезок [a; b].

Метод Рунге – Кутта имеет порядок точности h4 на всем отрез-
ке [a; b]. Если ε –заданная точность решения, то число делений n 
для определения шага интегрирования h = (b – a) / n выбирается 
таким образом, чтобы h4 было меньше ε. 

З а м е ч а н и е .  Шаг расчета можно менять при переходе от од-
ной точки к другой.

Пример 6.4. Используя метод Рунге – Кутта, найти решение 
дифференциального уравнения yʹ = y – x при x = 1,5 с начальным 

Окончание таблицы
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условием y(0) = 1,5 с точностью до ε = 0,01. Вычисления вести с 
двумя запасными знаками. 

Ре ш е н и е .  Выберем начальный шаг вычислений h: h4 < 0,01;  
h < 0,3. Пусть h = 0,25. Тогда x0 = 0; x1 = 0,25; x2 = 0,50; x3 = 0,75;  
x4 = 1,00; x5 = 1,25; x6 = 1,50.

i x y yʹ = f(x, y) k = h · f(x, y) ∆y
0 0,0000 1,5000 1,5000 0,3750

0,1250 1,6875 1,5625 0,3906
0,1250 1,6953 1,5703 0,3926
0,2500 1,8926 1,6426 0,4106

0,3920
1 0,2500 1,8920 1,6420 0,4105

0,3750 2,0973 1,7223 0,4306
0,3750 2,1073 1,7323 0,4331
0,5000 2,3251 1,8251 0,4563

0,4323
2 0,5000 2,3243 1,8243 0,4561

0,6250 2,5524 1,9274 0,4818
0,6250 2,5653 1,9403 0,4851
0,7500 2,8094 2,0594 0,5149

0,4841
3 0,7500 2,8085 2,0585 0,5146

0,8750 3,0658 2,1908 0,5477
0,8750 3,0823 2,2073 0,5518
1,0000 3,3603 2,3603 0,5901

0,5506
4 1,0000 3,3591 2,3591 0,5898

1,1250 3,6540 2,5290 0,6322
1,1250 3,6752 2,5502 0,6376
1,2500 3,9967 2,7467 0,6867

0,6360
5 1,2500 3,9951 2,7451 0,6863

1,3750 4,3383 2,9633 0,7408
1,3750 4,3655 2,9905 0,7476
1,5000 4,7427 3,2427 0,8107

0,7456
6 1,5000 4,7408
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Вопросы и задания

1. Назовите группы методов решения ОДУ. Какие методы относятся к 
каждой группе.

2. Какова погрешность метода Эйлера?
3. Укажите возможные пути модификации метода Эйлера, уменьша-

ющие погрешность.
4. Какой из методов является наиболее точным? Почему?

§ 7. Приближенные методы решения 
дифференциальных уравнений в частных 

производных

Дифференциальные уравнения в частных производных, или 
уравнения математической физики, являются одной из динамично 
развивающихся областей численного анализа. В настоящее время 
не существует разделов науки и техники, где бы эти уравнения не 
находили практическое применение. К ним прежде всего относят-
ся физика, электродинамика, гидроаэродинамика и многие другие 
области знания. Возможности современных компьютерных мето-
дов и программ позволяют решать задачи, которые совсем недав-
но решить было немыслимо. В данном параграфе мы рассмотрим 
один из наиболее употребительных и хорошо изученных числен-
ных методов решения задач математической физики – метод ко-
нечных разностей,  или метод сеток, для решения уравнения в 
частных производных эллиптического типа. 

Идея метода конечных разностей (метод сеток) известна давно, 
однако во времена Эйлера практическое применение метода было 
весьма ограниченным из-за огромного объема ручных вычисле-
ний, связанных с размерностью получаемых систем алгебраиче-
ских уравнений, на решение которых требовались годы. В настоя-
щее время после появления быстродействующих компьютеров си-
туация в корне изменилась. Метод стал удобен для практического 
использования и является одним из наиболее эффективных при 
решении различных задач математической физики. 

Основная идея метода конечных разностей (метода сеток) для 
приближенного численного решения краевой задачи для двумер-
ного дифференциального уравнения в частных производных со-
стоит в следующем: 
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1) на плоскости в области G, в которой ищется решение, строит-
ся  сеточная область, состоящая из одинаковых ячеек размером  h  
(h – шаг сетки) и являющаяся приближением данной области G; 

2) заданное дифференциальное уравнение в частных производ-
ных заменяется в узлах сетки соответствующим конечно-разност-
ным уравнением; 

3) с учетом граничных условий устанавливаются значения ис-
комого решения в граничных узлах области. 

Решая полученную систему конечно-разностных алгебраи-
ческих уравнений, получим значения искомой функции в узлах 
сетки, то есть приближенное численное решение краевой задачи. 
Выбор сеточной области зависит от конкретной задачи, но всегда 
надо стремиться к тому, чтобы контур сеточной области наилуч-
шим образом аппроксимировал контур области G.

7.1. Уравнение Лапласа

Уравнение Лапласа имеет вид:
 

.02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
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y
u

x
u

Задача Дирихле для уравнения Лапласа заключается в нахож-
дении функции u = u(x, y), удовлетворяющей данному уравнению 
внутри некоторой области G, а на границе этой области Г – усло-
вию uГ = φ(x, y), где φ(x, y) – заданная непрерывная функция.

Метод сеток состоит в том, что выбирают шаг и строят сетку, по-
крывающую данную область G. Выделив граничные и внутренние 
узлы, заменяют данное уравнение во внутренних точках конечно-
разностным уравнением, используя одну из следующих схем: 

1) 
 

));,(),(),(),((
4
1),( hyxuhyxuyhxuyhxuyxu ++−+++−=

2) 
 

)).,(),(),(),((
4
1),( hyhxuhyhxuhyhxuhyhxuyxu +++−+++−+−−=

А в граничных точках значения функции u(x, y) находят из 
дополнительного условия. Решив полученную систему, состав-
ляют таблицу значений искомой функции. Процесс усреднения 
Либмана применяется при решении задачи Дирихле для уравне-
ния Лапласа. При этом используют формулы: 
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Для внутренних точек:
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4
1 )1(
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ji
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ji
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ij

где uij – начальные значения внутренних точек, найденные из ре-
шения системы или взятые произвольно. 

Для граничных точек: 
 ),()()(0 AAuAu h ϕ==

где u0(Ah) – начальное значение функции в точке Ah, u(А) – значе-
ние функции в точке А, лежащей на границе.

 
,)()()()(

)1(
)( δ

δ+
−

+=
−

h
AuBuAuAu

k

h
k

где δ – расстояние между точками А и Ah, взятое со знаком плюс, 
если Ah – внутренняя точка области G, и со знаком минус, если  
Ah – внешняя точка.

Пример 7.1. Используя метод сеток, составить приближенное 

решение задачи Дирихле для уравнения Лапласа 
 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  в 

квадрате ABCD с вершинами A(0; 0), B(0; 1), C(1; 1), D(1; 0); шаг  
h = 0,2. При решении задачи использовать итерационный процесс 
усреднения Либмана до получения ответа с точностью до 0,01.

Ре ш е н и е .  Разобьем решение на несколько этапов.
Построим область решения, покроем ее сеткой с шагом h = 0,2. 

Вычислим значения искомой функции u(x, y) в граничных точках 
области (рис. 7.1). 

Рис. 7.1
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Значения функции u(x; y) на стороне AB найдем по формуле: 
u(x, y) = 45y(1 – y).

Имеем: u(0; 0) = 0; u(0; 0,2) =7,2; u(0; 0,4) = 10,8; u(0; 0,6) = 10,8; 
u(0; 0,8) = 7,2; u(0; 1) = 0.

На стороне BC: u(x; y) = 25x; u(0,2; 1) = 5; u(0,4; 1) =10; u(0,6; 1) = 15; 
u(0,8; 1) = 20; u(1; 1) = 25. 

На стороне CD: u(x; y) = 25; u(1; 0,8) = u(1; 0,6) = u(1; 0,4) =  
= u(1; 0,2) = u(1; 0) = 25.

На стороне AD: u(x; y) = 25x  sin
 
;

2
xπ u(0,2; 0) = 1,545; u(0,4; 0) =  

= 5,878; u(0,6; 0) = 12,135; u(0,8; 0) = 19,021.  
Для определения значения функции во внутренних точках об-

ласти методом сеток заданное уравнение Лапласа в каждой точке 
заменим конечно-разностным уравнением по формуле:

 
).(

4
1),( 1,1,,1,1 +−+− +++== jijijijiiiij uuuuyxuu

Используя эту формулу, составим уравнение для каждой внут-
ренней точки. Предварительно пронумеруем искомые значения 
функции, изобразив их на соответствующей построенной выше 
сеточной области; отметим также найденные граничные значения 
(рис. 7.2).

Рис. 7.2

В результате получаем систему уравнений:

);878,5(
4
1);545,12,7(

4
1

6312521 uuuuuuu +++=+++=
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);25021,19(
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Решение этой системы выполним интеграционным способом 
типа Зейделя. Для каждого значения составим последовательность 
 ,...,,...,, )()2()1()0( k

iiii uuuu  которую строим до сходимости в сотых до-
лях. Запишем соотношения, с помощью которых будем находить 
элементы всех последовательностей:
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Для вычисления по этим формулам нужно определить началь-
ные значения  ,)0(ju  которые могут быть найдены каким-либо спо-
собом.

Чтобы получить начальное приближенное решение задачи, бу-
дем считать, что функция u(x, y) по горизонталям области распре-
делена равномерно. Сначала рассмотрим горизонталь с граничны-
ми точками (0; 0,2) и (1; 0,2) (рис. 7.3). 

7,2 u1 u2 u3 u4 25

(0; 0,2) (1; 0,2)
Рис. 7.3

Обозначим искомые значения во внутренних точках через  ,)0(1u
,)0(2u ,)0(3u .)0(4u  Так как отрезок разбит на пять частей, то шаг изме-

рения функции 
 

.56,3
5
2,725

1 =
−

=K  Тогда получим:

;76,1056,32,72,7 1
)0(

1 =+=+= Ku

  

;32,1456,376,101
)0(

1
)0(

2 =+=+= Kuu

 

;88,1756,332,141
)0(

2
)0(

3 =+=+= Kuu

 
.44,2156,388,171

)0(
3

)0(
4 =+=+= Kuu

 Аналогично найдем значения во внутренних точках других 
горизонталей. Рассмотрим горизонталь с граничными точками  
(0; 0,8) и (1; 0,8) (рис. 7.4).

10,8 u5 u6 u7 u8 25

(0; 0,4) (1; 0,4)
Рис. 7.4

Для этой горизонтали имеем 
 

,84,2
5
8,1025

2 =
−

=K  следовательно: 

;64,1384,28,10)0(
5 =+=u
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;48,1684,264,13)0(
6 =+=u

;32,1984,248,16)0(
7 =+=u

.16,2284,232,19)0(
8 =+=u

Значения в граничных точках третьей горизонтали (рис. 7.5) 
такие же, как и для второй, следовательно:  ;64,13)0(

5
)0(

9 == uu  
;48,16)0(

10 =u ;32,19)0(
11 =u .16,22)0(

12 =u

10,8 u9 u10 u11 u12 25

(0; 0,6) (1; 0,6)
Рис. 7.5

Наконец, значения в граничных точках для четвертой горизонта- 
ли (рис. 7.6) те же, что и для первой, следовательно:  ;66,10)0(

1
)0(

13 == uu
;32,14)0(

14 =u ;88,17)0(
15 =u .44,21)0(

16 =u

7,2 u13 u14 u15 u16 25

(0; 0,8) (1; 0,8)
Рис. 7.6

Все полученные значения представим в таблице, которая назы-
вается нулевым шаблоном:

1 0 5 10 15 20 25

0,8 7,2 10,76 14,32 17,88 21,44 25

0,6 10,8 13,64 16,48 19,32 22,16 25

0,4 10,8 13,64 16,48 19,32 22,16 25

0,2 7,2 10,76 14,32 17,88 21,44 25

0 0 1,545 5,878 12,135 19,021 25
yi

xi
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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Для каждого нового приближенного решения задачи будем со-
ставлять таблицу, содержащую только внутренние значения, кото-
рые изменяются в процессе вычислений. Эти таблицы называются 
шаблонами. В результате получим следующую последователь-
ность шаблонов.

№ 1 № 2
9,790 13,258 17,027 20,904 9,346 12,708 16,561 20,679
12,641 15,363 18,411 21,589 11,927 14,460 17,630 21,153
12,524 15,170 18,241 21,506 11,754 13,243 17,443 21,079
9,176 12,354 16,312 20,623 8,406 11,442 15,610 20,384

№ 3 № 4
9,092 12,371 16,287 20,544 8,930 12,158 16,116 20,458
11,461 13,829 17,100 20,887 11,150 13,414 16,761 20,718
11,239 13,518 16,856 20,771 10,877 13,036 16,454 20,567
7,985 10,929 15,189 20,074 7,728 10,581 14,911 19,926

№ 5 № 6
8,826 12,021 16,005 20,403 8,758 11,933 15,934 20,368
10,945 13,144 16,542 20,608 10,811 12,968 16,399 20,537
10,634 12,712 16,189 20,433 10,472 12,497 16,014 20,345
7,551 10,344 14,715 19,826 7,431 10,184 14,583 19,759

№ 7 № 8
8,714 11,875 15,887 20,344 8,685 11,837 15,851 20,327
10,723 12,853 16,306 20,490 10,665 12,777 16,221 20,457
10,365 12,365 15,899 20,288 10,294 12,263 15,875 20,263
7,350 10,077 14,496 19,716 7,297 10,007 14,439 19,687

№ 9 № 10
8,666 11,811 15,835 20,319 8,654 11,796 15,823 20,313
10,628 12,725 16,203 20,439 10,603 12,695 16,178 20,427
10,248 12,215 15,778 20,228 10,220 12,165 15,744 20,210
7,262 9,960 14,414 19,675 7,238 9,936 14,381 19,658
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№ 11 № 12
8,646 11,786 15,815 20,308 8,640 11,779 15,809 20,306
10,587 12,674 16,162 20,418 10,576 12,661 16,150 20,413
10,198 12,137 15,722 20,199 10,184 12,120 15,708 20,192
7,225 9,912 14,362 19,648 7,214 9,898 14,351 19,643

№ 13 № 14
8,637 11,774 15,806 20,304 8,635 11,772 15,803 20,303
10,569 12,652 16,143 20,409 10,565 12,646 16,138 20,407
10,176 12,108 15,699 20,188 10,170 12,101 15,693 20,185
7,207 9,889 14,344 19,639 7,202 9,883 14,339 19,637

№ 15
8,634 11,770 15,802 20,302
10,562 12,642 16,135 20,405
10,167 12,096 15,689 20,183
7,200 9,879 14,336 19,636

Шаблоны № 14 и 15 содержат значения, отличающиеся друг от 
друга меньше чем на 0,01 (заданная точность), поэтому вычисле-
ния прекращаем. Последние значения округляем до сотых долей и 
получаем ответ:

1 0 5 10 15 20 25
0,8 7,2 8,63 11,77 15,80 20,30 25
0,6 10,8 10,56 12,64 16,14 20,40 25
0,4 10,8 10,17 12,10 15,69 20,18 25
0,2 7,2 7,20 9,88 14,34 19,64 25
0 0 1,54 5,88 12,14 19,02 25

yi
xi

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Пример 7.2. Используя метод сеток, составить решение диффе-

ренциального уравнения Лапласа 02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  с заданными на-

чальными условиями; шаг h = 1. Уточнение решения производить 
до сотых долей с помощью процесса Либмана.
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Ре ш е н и е .
 

);Г(1
916

22

=+
yx u(x, y)|г = 0,5(|x| + |y|). 

1. Используя симметрию заданных начальных условий, постро-
им решение только в первой четверти (рис. 7.7).

Рис. 7.7

На рисунке закрашенными кружками помечены граничные уз-
лы, а выколотыми – внутренние. 

Возьмем шаг h = 1 и составим таблицу значений x и y:
x 0 1 2 3 4
y 3 2,90 2,60 1,98 0

Вычислим значения функции u(x, y) на границе: 
A(0; 3)	 u(A) = 0,5(0 + 3) = 1,5;
B(1; 2,90)	 u(B) = 0,5(1 + 2,9) = 1,95;
C(2; 2,60)	 u(C) = 0,5(2 + 2,6) = 2,3;
D(3; 1,98)	 u(D) = 0,5(3 + 1,98) = 2,49;
E(3,77; 1)	 u(E) = 0,5(3,77 + 1) = 2,39;
F(4; 0)	 u(F) = 0,5(4 + 0) = 2.
Для определения начальных значений функции u(x, y) во внут-

ренних точках составим систему уравнений, содержащих эти зна-
чения. Каждое уравнение получается приравниванием значения 
функции во внутренней точке среднему арифметическому четы-
рех значений функции в соседних точках:

),25,1(
4
1

241 uuu ++=   ),95,1(
4
1

5312 uuuu +++=  
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),79,4(
4
1

623 uuu ++=   ),21(
4
1

5814 uuuu ++=  

),(
4
1

96425 uuuuu +++=  ),(
4
1

107536 uuuuu +++=  

),88,4(
4
1

1167 uuu ++=   ),22(
4
1

948 uuu +=

),2(
4
1

51089 uuuu ++=   ),2(
4

1
611910
uuuu ++=  

).22(
4
1

71011 uuu ++=  

Решая эту систему, получим: u1 = 1,91; u2 = 2,05; u3 = 2,10; u4 = 2,05; 
u5 = 2,11; u6 = 2,18; u7 = 2,34; u8 = 2,11; u9 = 2,13; u10 = 2,19; u11 = 2,28. 
Найденные значения функции u(x, y) позволяют составить шаблон 
№ 1, в котором внутренние значения соответствуют найденным, а 
граничные получаются в результате уточнения предыдущих гра-
ничных значений по формуле линейной интерполяции:

,
1

)()()()(
∂+
−

+=
AuBuAuAu h

h δ

где Ah – узловая граничная точка; A – ближайшая к Ah точка, ле-
жащая на границе; Bh – ближайшая к Ah узловая точка, лежащая 
внутри области; δ – расстояние между точками A и Ah, взятое со 
знаком плюс, если точка Ah лежит внутри области, и со знаком ми-
нус, если она лежит вне области.

В данном примере имеем:
;5,1)()( == AuAu h  

;1,0390,2 −=−=Bδ   ;94,1
9,0

95,105,21,095,1)( =
−

−=hBu  

;4,0360,2 −=−=Cδ   ;43,2
6,0

3,21,24,03,2)( =
−

−=hCu  

;02,0298,1 =−=Dδ –  ;49,2
98,0

49,234,202,049,2)( =
−

−=hDu

;23,0477,3 −=−=Eδ   ;40,2
77,0

39,234,223,039,2)( =
−

−=hEu  

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



118

.2)()( == FuFu h

№ 1
1,5 1,94 2,43

1,91 2,05 2,10 2,49
2,05 2,11 2,18 2,34 2,40
2,11 2,13 2,19 2,28 2

2. Процесс Либмана заключается в уточнении значений, вхо-
дящих в шаблон № 1. Каждый следующий шаблон получается из 
предыдущего следующим образом: значения функции во внутрен-
них точках равны среднему арифметическому четырех соседних 
значений предыдущего шаблона, а значения функции в гранич-
ных точках находятся по формуле линейной интерполяции, уже 
использованной при получении шаблона № 1. Это уточнение про-
изводится до тех пор, пока два последних шаблона не совпадут с 
заданной степенью точности. В результате вычислений получим 
следующую последовательность шаблонов. 

№ 2 № 3
1,5 1,94 2,31 1,5 1,94 2,33
1,91 2,02 2,29 2,49 1,90 2,06 2,25 2,49
2,06 2,10 2,18 2,34 2,40 2,05 2,10 2,23 2,32 2,41
2,09 2,13 2,19 2,22 2 2,10 2,12 2,18 2,22 2

№ 4 № 5
1,5 1,94 2,31 1,5 1,94 2,33
1,92 2,05 2,28 2,49 1,91 2,06 2,26 2,49
2,05 2,12 2,21 2,34 2,40 2,06 2,11 2,23 2,33 2,41
2,09 2,12 2,20 2,20 2 2,09 2,14 2,19 2,22 2

№ 6 № 7
1,5 1,94 2,31 1,5 1,94 2,32
1,92 2,06 2,28 2,49 1,92 2,06 2,27 2,49
2,062 2,12 2,22 2,34 2,40 2,06 2,12 2,23 2,33 2,41
2,10 2,13 2,20 2,21 2 2,10 2,20 2,22 2,22 2
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№ 8
1,5 1,94 2,32
1,92 2,06 2,27 2,49
2,06 2,12 2,23 2,33 2,41
2,10 2,13 2,20 2,22 2

Шаблон № 8 является ответом.

7.2. Уравнение теплопроводности

Уравнение теплопроводности имеет вид: 
 

.2
2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂  Смешанная 

задача для данного уравнения состоит в определении функции  
u(x, t), удовлетворяющей данному уравнению, начальному условию  
u(x, 0) = f(x), 0 ≤ х ≤ l и краевым условиям u(0, t) = φ(t), u(l, t) = ψ(t). 

Используя метод сеток, выбирают шаг h по оси Ох и вычисляют 
шаг k = σh2 по оси Оt, а затем строят сетку со значениями хi = in,  
tj = jk (i = 0, 1, 2, …, n; j = 0, 1, 2, …, k). Значения uij = u(xij, tj) вычис-
ляют по формулам:

ui0 = u(xi, 0) = f(xi) – из начального условия,
u0j = φ(tj), unj = ψ(tj) – из краевых условий.
Для определения значений во внутренних точках применяют 

формулы: 
 

2
,1,1

1,
jiji

ji
uu

u +−
+

+
= 	 при σ = 1/2,

 
6
4 ,1,1

1,
jiijji

ji
uuu

u −+
+

++
= 	 при σ = 1/6.

Пример 7.3. Используя метод сеток, составить решение сме-
шанной задачи для дифференциального уравнения параболиче-

ского типа 
 

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂  (уравнение теплопроводности) при заданных 

начальных условиях u(x, 0) = f(x), u(0, t) = φ(t), u(0,6; t) = ψ(t), где  
x ∈ [0; 0,6]. Решение выполнить при h = 0,1 для t ∈ [0; 0,01] с че-
тырьмя десятичными знаками, считая σ = 1/6.
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Ре ш е н и е .
u(x, 0) = 3x(1 – x) + 0,12;
u(0, t) = 2(t + 0,06);
u(0,6; t) = 0,84. 
Параболическое уравнение решается методом сеток постепен-

ным переходом от значений функции u(xi, tj) к значениям u(xi, tj+1), 
причем tj+1 = tj + k, где k = h2 / 6 = 0,01 / 6 = 0,0017. Вычисления про-
изводятся по формуле:

 
).6,...,2,1;6,...,2,1)(4(

6
1),( ,1,11 ==++= −++ jiuuutxu jiijjiji

Все расчеты приведены в таблице:
j i 0 1 2 3 4 5 6

xi
yi

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

0 0 0,12 0,39 0,60 0,75 0,84 0,87 0,84
1 0,0017 0,1233 0,3800 0,5900 0,7400 0,8300 0,8600 0,84
2 0,0034 0,1267 0,6372 0,5800 0,7300 0,8200 0,8517 0,84
3 0,0051 0,1300 0,3659 0,5704 0,7200 0,8103 0,8445 0,84
4 0,0068 0,1333 0,3607 0,5612 0,7101 0,8010 0,8380 0,84
5 0,0085 0,1367 0,3562 0,5526 0,7004 0,7920 0,8322 0,84
6 0,01 0,1400 0,3524 0,5445 0,6910 0,7834 0,8268 0,84

7.3. Уравнение колебания струны

Уравнение колебания струны имеет вид: 
 

.2
2

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂  Смешанная 

задача для данного уравнения состоит в отыскании функции u(x, t),  
удовлетворяющей данному уравнению, начальным условиям  
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = Φ(x), 0 ≤ x ≤ l и краевым условиям u(0, t) = φ(t),  
u(l, t) = ψ(t). 

Используя метод сеток, выбирают шаг h по осям Ox и Оt и стро-
ят сетку со значениями хi = ih, tj = jh (i = 0, 1, 2, …, n; j = 0, 1, 2, …). 
Для определения значений функции применяют формулы:

ui0 = f(xi) (i = 0, 1, 2, …, n) – нулевой слой;
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i

ii
i hffu Φ+

+
= +−

2
11

1  (i = 0, 1, 2, …, n) – первый слой;

ui,j+1 = ui+1,j + ui–1,j – ui,j–1

Пример 7.4. Используя метод сеток, составить решение смешан-
ной задачи для дифференциального уравнения колебания струны 
 

2

2

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂  с начальными условиями u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = Φ(x)  

(0 ≤ x ≤ 1) и краевым условиям u(0, t) = φ(t), u(1, t) = ψ(t). Решение 
выполнить с шагом h = 0,1, определяя значения функции u(x, t) с 
четырьмя десятичными знаками, причем 0 ≤ t ≤ 0,5.

Ре ш е н и е .
f(x) = 2x(1 – x2), Φ(x) = (x + 0,4) cos(x+0,3), φ(t) = 0,5t2, ψ(t) = 0.
Для решения воспользуемся соотношением:
ui,j+1 = ui+1,j + ui–1,j – ui,j–1 (i = 1, 2, …).
При этом ui0 = fi, а для определения ui1 можно использовать 

один из возможных приемов, например ,)(
2
1

1111 iii hffu Φ++= −+

причем 
 

1001),,...,2,1,0(0 =
−

==+=
h

nniihxi

tj = 0 + jh( j = 0, 1, 2, 3, 4, 5)
Кроме того, u0j = φ(tj); unj = ψ(tj).
Решения по указанным формулам удобно выполнять в таблице, 

которая и является решением данной задачи. Порядок заполнения 
таблицы следующий: 

1) вычисляем значения ui0 = fi = 2xi(1 – xi
2) при xi = 0,1i и записы-

ваем их в первую строку (она соответствует значению t0 = 0); 
2) вычисляем значения u0j = φ(tj) = 0,5ti

2 при tj = 0,1 и записываем 
их в первый столбец таблицы (он соответствует значению x0 = 0);

3) заносим значения u10j = ψ(tj) = 0 в последний столбец таблицы 
(он соответствует значению x10 = 1,0);

4) вычисляем значения ui1 по формуле:
 

,)(
2
1

111 iiii hffu Φ++= −+

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



122

где fi+1 и fi–1 берутся из первой строки таблицы, а Φi = (xi + 0,4) cos 
(xi + 0,3); xi = 0,1i (i = 0, 1, 2, …, 9); h = 0,1. Результаты записываем 
во вторую строку таблицы;

5) вычисляем значения uij в последующих строках по формуле 
ui,j+1 = ui+1,j + ui–1,j – ui,j–1, где значения ui+1,j, ui–1,j, ui,j–1 берутся из двух 
предыдущих строк таблицы.

xi

tj

0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

0
0,1 0,005 0,2381 0,4247 0,5858 0,7092 0,7677 0,7942 0,7315 0,5825 0,3354 0
0,2 0,02 0,2317 0,4399 0,5879 0,6815 0,7534 0,7312 0,6627 0,4909 0,2405 0
0,3 0,045 0,2218 0,3949 0,5356 0,6321 0,6450 0,6219 0,4906 0,3207 0,1555 0
0,4 0,08 0,2082 0,3175 0,4391 0,4991 0,5006 0,4044 0,2799 0,1552 0,0802 0
0,5 0,125 0,1757 0,2524 0,2810 0,3076 0,2585 0,1586 0,6090 0,0394 –0,0003 0

Вопросы и задания

1. В чем состоит идея метода сеток? 
2. Назовите основные виды уравнений в частных производных, их тип. 
3. Что такое начальные условия и краевые условия? В чем заключает-

ся их отличие? 
5. В чем заключается процесс усреднения Либмана?
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Варианты заданий для лабораторных работ

Лабораторная работа № 1
Элементарная теория погрешностей

Задание. 1) – определить, какое из равенств точнее, 2) – вычис-
лить и определить погрешность результата.

В а р и а н т ы

№ 1	1) 
 

463,0
41
19;63,644 ≈≈

	 2) ( ) ( ),0004,00435,2,01,085,3,
3

±=±==

( )1,06,962 ±=c

ba
c
abX

№ 2	1) 63,2
19
50;19,527 ≈≈  

	 2) 
 

( ) ( ) ( )1,08,10,05,02,16,004,0845,3, ±=±=±== cba
c
abX

№ 3	1) 
 

16,638;667,1
3
5

≈≈

	 2) ( ) ( ),02,04,86,06,06,228, ±=±==

( )05,07,68 ±=c

ba
c
baX
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№ 4	1) 
 56,531;764,0
17
13

≈≈

	 2) ( ) ( ),0005,0642,0,002,0456,3,
2

±=±==

( )004,012,7 ±=c

ba
c
baX

№ 5	1) 
 

48,530;467,0
15
7

≈≈

	 2) ( ) ( ),002,017,2,0005,0643,0,
3

±=±==

( )001,0843,5 ±=c

ba
c
abX

№ 6	1) 
 

318,0
22
7;60,313 ≈≈

	 2) ( ) ( ),01,063,2,0002,03575,0,2 ±=±==

( )0005,0854,0 ±=c

ba
c
abX

№ 7	1) 235,0
17
4;24,35,10 ≈≈

	 2) 
 

( ) ( ) 14,3,001,0235,8,5,054,
4

2
2

=±=±== ππ baabX

№ 8	1) 
 

24,418;545,1
11
17

≈≈

	 2) ( ) ( ),002,078,3,0003,06531,1,3

2

±=±==

( )0005,0158,0 ±=c

ba
c
baX

№ 9	1)  61,28,6;091,1
11
12

≈≈
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	 2) ( ) ( ),02,07,21,0002,07568,0, ±=±== dc
b
cdX

( )01,065,2 ±=b

№ 10	 1) 
 

823,0
17
14;28,753 ≈≈

	 2) ( ) ( )

( )004,0863,0

,01,045,2,02,08,54,
48

3

±=

±=±==

c

ba
c

abX

№ 11	 1) 
 

69,422;095,0
21
2

≈≈
	

	 2) ( ) ( ),002,0163,12,005,016,4,
3

±=±==

( )01,018,55 ±=c

ba
c
abX

№ 12	 1) 
 

61,758;33,2
3
7

≈≈
	

	 2) ( ) ( ),03,05,72,05,06,315, ±=±== ba
c
baX

( )04,08,53 ±=c

№ 13	 1) 77,3
13
49;74,314 ≈≈

	 2) ( ) ( ),04,03,23,003,0632,4, ±=±==

( )06,03,11 ±=c

ba
c
abX

№ 14	 1) 
 

872,0
31
27;48,642 ≈≈
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	 2) ( ) ( ),0002,0121,0,001,0245,1,
2

±=±==

( )003,034,2 ±=c

ba
c
baX

№ 15	 1)  58,1
12
19;46,312 ≈≈

	 2) ( ) ( ),002,071,1,0003,0142,0,
3

±=±==

( )001,0727,3 ±=c

ba
c
abX

№ 16	 1) 
 

33,987;56,2
9
23

≈≈

	 2) ( ) ( ),03,071,3,0001,01756,0,2 ±=±==

( )0002,0285,0 ±=c

ba
c
abX

№ 17	 1) 
 

64,27;857,1
7
13

≈≈

	 2) 
 

( ) ( ) 14,3,002,0274,3,3,072,
4

2
2

=±=±== ππ baabX

№ 18	 1) 
 

857,0
7
6;40,641 ≈≈

	 2) ( ) ( )

( )006,084,1

,03,08,13,004,08345,0,

±=

±=±==

b

dc
b
cdX

№ 19	 1) 54,1
13
20;94,763 ≈≈
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	 2) ( ) ( )

( )0003,0235,0

,004,037,4,002,0348,2,3

2

±=

±=±==

c

ba
c
baX

№ 20	 1)  32,311;28,2
7
16

≈≈

	 2) ( ) ( )

( )03,032,87

,002,0205,5,01,027,7,
3

±=

±=±==

c

ba
c
abX

Лабораторная работа № 2
Численное решение уравнений

Задание. 1) – отделить корни уравнения аналитически и уточ-
нить один из них методом половинного деления с точностью до 
0,01; 2) – отделить корни уравнения графически и уточнить один 
из них методом половинного деления с точностью до 0,01.

В а р и а н т ы

№ 1	 1) x4 – 18x2 + 6 = 0		  2) x2 – 20sin x = 0
№ 2	 1) 3x4 + 8x3 + 6x2 – 10 = 0	 2) x lg(x + 1) = 1
№ 3	 1) 3x4 – 8x3 – 18x2 + 2 = 0	 2) (x – 2)2 lg(x + 11) = 1

№ 4	 1) x4 – 4x3 – 8x2 – 17 = 0		  2) 
 

01
2
хlg2 =+−x

№ 5	 1) 2x3 – 9x2 – 60x + 1 = 0	 2) 5 sin x = x – 1
№ 6	 1) x4 – x – 1 = 0	 2) tg3x = x – 1, –π / 2 ≤ x ≤ π / 2
№ 7	 1) x4 – 4x3 – 8x + 1 = 0		  2) (x – 2)2 lg(x + 11) = 1
№ 8	 1) 3x4 + 4x3 – 12x2 – 5 = 0	 2) cos(x + 0,3) = x2

№ 9	 1) 2x4 – 8x3 + 8x2 – 1 = 0	 2) (x – 2) cos x = 1, – 2 π ≤ x ≤ 2π
№ 10	 1) 2x4 + 8x3 + 8x2 – 1 = 0	 2 ) sin(x – 0,5) – x + 0,8 = 0
№ 11	 1) 3x4 + 4x3 – 12x2 + 1 = 0	 2) x2 – 20 sin x = 0
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№ 12	 1) 3x4 – 8x3 – 18x2 + 2 = 0	 2) 2 lg x – x
2

 + 1 = 0

№ 13	 1) x4 + 4x3 – 8x2 –17 = 0	 2) x2 cos 2x = –1
№ 14	 1) x4 – x3 –2x2 + 3x – 3 = 0	 2) xlg (x+1) = 1
№ 15	 1) 3x4 + 8x3 + 6x2 – 10 = 0	 2) 5 sin x = x
№ 16	 1) x4 – 18x2 + 6 = 0	 2) tg x = x + 1, – π/2 ≤ x ≤ π/2
№ 17	 1) x4 – x – 1 = 0	 2) (x – 1)2 lg (x + 11) = 1
№ 18	 1) 2x4 – x2 – 10 = 0	 2)cos(x + 0,5) = x3

№ 19	 1) 3x4 + 4x3 – 12x2 – 5 = 0	 2)(x – 3) cos x = 1, –2π ≤ x ≤ 2π 

№ 20	 1) 2x3 – 9x2 – 60x + 1 = 0	 2) sin ( x + π
3 ) – 0,5x = 0

Лабораторная работа № 3
Численное решение уравнений

Задание 1. 1) – отделить корни уравнения графически и уточ-
нить один из них методом хорд и методом касательных с точ-
ностью до 0,001; 2) – отделить корни уравнения аналитически и 
уточнить один из них методом хорд и методом касательных с точ-
ностью до 0,001.

В а р и а н т ы

№ 1	 1) x – sin x = 0,25	 2) x3 – 3x2 + 9x – 8 = 0
№ 2	 1) tg(0,58x + 0,1) = x2	 2) x3 – 6x – 8 = 0
№ 3	 1) 3x – cos x – 1 = 0	 1) 2) x3 – 0,2x2 + 0,5x – 1 = 0
№ 4	 1) tg(0,4x + 0,4) = x2	 2) x3 – 0,1x2 + 0,4x – 1,5 = 0

№ 5	 1) lg x – 7
2x + 6

= 0	 2) x3 – 3x2 + 9x + 2 = 0

№ 6	 1) tg(0,5x + 0,2) = x2		  2) x3 + x – 5 = 0
№ 7	 1) 3x– cos x – 1 = 0	 2) x3 + 0,2x2 + 0,5x – 1,2 = 0
№ 8	 1) x + lg x = 0,5	 2) x3 + 3x + 1 = 0
№ 9	 1) tg(0,5x + 0,1) = x2	 2) x3 + 0,2x2 + 0,5x – 2 = 0

№ 10	 1) x2 + 4sin x = 0	 2) x3 – 3x2 + 12x – 9 = 0
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№ 11	 1) ctg 1,05x – x2 = 0	 2) x3 – 0,2x2 + 0,3x – 1,2 = 0
№ 12	 1) tg(0,4x + 0,3) = x2	 2) x3 – 3x2 + 6x – 2 = 0
№ 13	 1) x lg x – 1,2 = 0	 2) x3 – 0,1x2 + 0,4x – 1,5 = 0
№ 14	 1) 1,8x2 – sin 10x = 0	 2) x3 + 3x2 + 6x – 1 = 0
№ 15	 1) x

4ctg x – = 0	 2) x3 + 0,1x2 + 0,4x – 1,2 = 0

№ 16	 1) tg(0,3x + 0,4) = x2	 2) x3 + 4x – 6 = 0
№ 17	 1) x2 – 20 sin x = 0	 2) x3 + 0,2x2 + 0,5x + 0,8 = 0

№ 18	 1) x
3ctg x – = 0	 2) x3 – 3x2 + 12x – 12 = 0

№ 19	 1) tg(0,47x + 0,2) = x2	 2) x3 – 0,2x2 + 0,3x + 1,2 = 0

№ 20	 1) x2 + 4 sin x = 0	 2) x3 – 2x + 4 = 0

Задание 2. Комбинированным методом хорд и касательных ре-
шить уравнение третьей степени, вычислив корни с точностью  
до 0,001.

В а р и а н т ы

№ 1 2x3 – 3x2 – 12x – 5 = 0	 № 11 x3 + 3x2 – 24x + 10 = 0
№ 2 x3 – 3x2 – 24x – 3 = 0	 № 12 x3 – 3x2 – 24x – 8 = 0
№ 3 x3 – 3x2 + 1,5 = 0	 № 13 2x3 + 9x2 – 10 = 0
№ 4 x3 – 12x + 6 = 0	 № 14 x3 – 12x + 10 = 0
№ 5 2x3 + 3x2 – 24x – 10 = 0	 № 15 x3 + 3x2 – 3 = 0
№ 6 2x3 – 3x2 – 12x + 10 = 0	 № 16 2x3 – 3x2 – 12x + 1 = 0
№ 7 x3 – 12x + 6 = 0	 № 17 x3 – 3x2 – 24x – 5 = 0
№ 8 x3 – 3x2 + 2,5 = 0	 № 18 x3 – 4x2 + 2 = 0
№ 9 x3 – 3x2 – 2 = 0	 № 19 x3 – 12x – 5 = 0
№ 10 x3 + 3x2 – 3,5 = 0	 № 20 x3 + 3x2 – 24x + 1 = 0

Лабораторная работа № 4
Численное решение уравнений

Задание 1. 1) – отделить корни уравнения графически и уточ-
нить один из них методом итераций с точностью до 0,001; 2) – от-
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делить корни уравнения аналитически и уточнить один из них ме-
тодом итераций с точностью до 0,001.

В а р и а н т ы

№ 1	 1) ln x + (x + 1)3 = 0	 2) x3 + 2x2 + 2 = 0
№ 2	 1) x 2x = 1	 2) x3 – 3x2 + 9x – 10 = 0
№ 3	 1) 0,5x + lg (x– 1) = 0,5	 2) x3 + 0,2x2 + 0,5x – 2 = 0
№ 4	 1) x – cos x = 0	 2) x3 + 3x – 1 = 0
№ 5	 1) 3x + cos x + 1 = 0	 2) x3 + x – 3 = 0
№ 6	 1) x + ln x = 0,5	 2) x3 + 0,4x2 + 0,6x – 1,6 = 0
№ 7	 1) 2 – x = ln x	 2) x3 – 0,2x2 + 0,4x – 1,4 = 0

№ 8	 1) (x – 1)2 = 
1
2
ex	 2) x3 – 0,1x2 + 0,4x + 2 = 0

№ 9	 1) (2 – x) ex = 0,5	 2) x3 + 3x2 + 12x + 3 = 0
№ 10	 1) 2,2x – 2x = 0	 2) x3 – 0,2x2 + 0,5x – 1 = 0
№ 11	 1) x2 + 4sin x = 0	 2) x3 – 0,1x2 + 0,4x + 1,2 = 0
№ 12	 1) 2x – lg x = 7	 2) x3 – 3x2 + 6x – 5 = 0
№ 13	 1) 5x – 8ln x = 8	 2) x3 – 0,2x2 + 0,5x – 1,4 = 0
№ 14	 1) 3x – ex = 0	 2) x3 + 2x + 4 = 0
№ 15	 1) x(x+1)2 = 1	 2) x3 – 3x2 + 12x – 12 = 0
№ 16	 1) x = (x + 1)3	 2) x3 + 0,2x2 + 0,5x + 0,8 = 0
№ 17	 1) x2 = sin x	 2) x3 + 4x – 6 = 0
№ 18	 1) x3 = sin x	 2) x3 + 0,1x2 + 0,4x – 1,2 = 0
№ 19	 1) x = √lg (x+2)	 2) x3 + 3x2 + 6x – 1 = 0
№ 20	 1) x2 = ln(x+1)	 2) x3 – 0,1x2 + 0,4x – 1,5 = 0

Задание 2. Используя метод итераций, решить систему нели-
нейных уравнений с точностью до 0,001.

В а р и а н т ы

№ 1 

 
№ 2 

 
№ 3 

 
№ 4 

 
№ 5 

 
№ 6 

 
№ 7 

 

№ 8 

 
№ 9 

 
№ 10 

 
№ 11 

 
№ 12 

 
№ 13 

 
№ 14 

 

№ 15 

 
№ 16 

 
№ 17 

 
№ 18 

 
№ 19 

 
№ 20 
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№ 1 

 
№ 2 

 
№ 3 

 
№ 4 

 
№ 5 

 
№ 6 

 
№ 7 

 

№ 8 

 
№ 9 

 
№ 10 

 
№ 11 

 
№ 12 

 
№ 13 

 
№ 14 

 

№ 15 

 
№ 16 

 
№ 17 

 
№ 18 

 
№ 19 

 
№ 20 

 

Лабораторная работа № 5
Методы решения систем линейных уравнений

Задание 1. Используя схему Гаусса, решить систему уравнений 
с точностью до 0,001.

№ 1 

№ 2 

№ 3 
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 № 4 

 
№ 5 

 

№ 6 

 

№ 7 

 

№ 8 

 

№ 9 

 

№ 10 
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№ 11 

 

№ 12

 

 

№ 13

 

 № 14
 

  
№ 15 

 
№ 16 

 

№ 17 
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№ 18 
 

№ 19  

№ 20 
 

Задание 2. 1) обратить матрицу по схеме единственного деле-
ния. Все расчеты вести с четырьмя десятичными знаками. Ответ 
округлить до трех десятичных знаков; 2) вычислить определитель 
по схеме Гаусса с точностью до 0,001.

№ 1 

1) 



















−−
−

−

00,174,032,054,0
36,000,167,025,0
17,035,000,142,0
55,011,047,000,1

  2) 

00,122,044,066,0
22,000,132,054,0
44,032,000,142,0
66,054,042,000,1

 

№ 2 

1) 



















−
−
−−

55,037,025,074,0
63,038,042,035,0
72,021,035,052,0

44,012,023,015,0

  2) 

00,136,043,055,0
74,000,135,011,0
32,067,000,147,0

54,025,017,000,1

−−
−

−
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№ 3 

1) 



















−

−

28,015,023,037,0
18,035,042,000,1
32,012,022,055,0
83,027,016,075,0

  2) 

9,77,29,53,5
8,45,89,17,0
1,37,74,56,1
2,03,24,12,8

−−
−
−−
−

 

№ 4 

1) 



















−
−

−

4,305,12,22,5
05,182,016,03,1
2,28,14,37,2
2,53,17,25,1

  2) 

22,000,132,054,0
00,122,044,066,0
66,054,042,000,1
44,032,000,142,0

 

№ 5 

1) 



















−−
−
−

44,025,010,156,0
16,042,025,032,0
10,172,082,013,2
56,032,013,217,1

  2) 

74,000,135,011,0
00,136,043,055,0
54,025,017,000,1
32,067,000,147,0

−−

−
−

 

№ 6 

1) 



















−
−

−
−

2,13,65,46,1
2,46,15,13,0
7,18,31,43,5
7,25,12,32,1

   2) 

8,45,89,17,0
9,77,29,53,5

2,03,24,12,8
1,37,74,56,1

−
−−

−
−−

 

№ 7 

1) 



















−
−

−−

47,018,032,084,0
44,021,062,041,0
64,025,000,173,0
23,043,073,062,0

  2) 

22,000,132,054,0
00,122,044,066,0
66,054,042,000,1
44,032,000,142,0
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№ 8 

1) 



















−−

−−

57,064,053,072,0
68,084,115,132,2
32,062,043,064,0

77,083,015,213,1

  2) 

8,45,89,17,0
9,77,29,53,5

2,03,24,12,8
1,37,74,56,1

−
−−

−
−−

 

№ 9 

1) 



















−
−

−−
−

75,062,082,092,0
75,033,042,088,0
65,028,055,074,0
22,033,026,042,0

  2) 

74,000,135,011,0
00,136,043,055,0
54,025,017,000,1
32,067,000,147,0

−−

−
−

 

№ 10 

1) 



















−
−

−
−

27,047,052,065,0
37,018,042,063,0
56,014,038,092,0
32,063,018,075,0

 2) 

00,122,044,066,0
22,000,132,054,0
44,032,000,142,0
66,054,042,000,1

 

№ 11 

1) 



















−
−−−

−

89,937,173,652,4
93,32,1017,834,6
43,591,254,125,3
11,247,421,813,7

  2) 

4,032,000,155,0
9,73,03,22,8

8,45,84,17,0
6,11,37,72,0

−−
−

−−

 

№ 12 

1) 



















−
−

−

11,005,300,103,4
21,217,045,433,2
44,321,045,433,3
78,045,356,709,1

  2) 

57,008,032,016,0
44,012,183,044,0
13,064,046,016,1
13,148,032,184,0

−
−

−−
−
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№ 13 

1) 



















−

−
−

1,38,43,25,1
2,93,85,78,4
3,36,57,35,4
1,27,38,45,4

  2) 

42,008,012,062,0
18,044,052,044,0
15,157,042,063,0
32,02,183,052,0

−

−
−

 

№ 14 

1) 



















−
−

−
−

3,53,78,46,5
1,75,39,45,7
4,32,78,65,4
1,93,87,35,5

  2) 

27,062,083,041,0
38,064,045,027,0

88,016,036,015,0
18,063,084,05,1

−
−−

−
−

 

№ 15 

1) 



















−
−−

51,528,752,441,3
04,303,202,211,1

08,605,904,803,7
05,103,102,18,1

  2) 

41,083,015,04,1
11,012,02,06,1

13,072,018,02,1
25,012,03,18,0

−
−

−
−

 

№ 16 

1) 



















−
−

−
−

17,032,045,303,7
22,033,075,034,0
22,017,045,381,2

17,033,056,371,1

 2) 

1,308,015,023,0
63,057,042,016,0
3,261,05,12,0
8,04,035,05,2

−
−
−

−

 

№ 17 

1) 



















−
−

−
−

33,028,041,028,0
63,018,033,082,0

71,011,022,018,0
66,045,013,017,0

  2) 

22,000,132,054,0
00,122,044,066,0
66,054,042,000,1
44,032,000,142,0

 

№ 18 

1) 



















−

−

12,711,818,415,3
04,701,903,801,7
05,109,104,328,1
48,453,342,241,1

  2) 

00,136,043,055,0
74,000,135,011,0
32,067,000,147,0

54,025,017,000,1

−−
−

−
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№ 19 

1) 



















−
−−

14,072,015,051,0
13,011,018,023,0

22,019,008817,0
51,042,033,028,0

  2) 

9,77,29,53,5
8,45,89,17,0
1,37,74,56,1
2,03,24,12,8

−−
−
−−
−

 

№ 20 

1) 



















−

−

55,504,403,805,7
00,300,100,200,1
00,103,102,101,2

05,308,112,417,1

  2) 

8,45,89,17,0
9,77,29,53,5

2,03,24,12,8
1,37,74,56,1

−
−−

−
−−

 

Лабораторная работа № 6
Методы решения систем линейных уравнений

Задание. Методом итераций решить систему линейных уравне-
ний с точностью до 0,001, предварительно оценив число необходи-
мых для этого шагов.

В а р и а н т ы
№ 1 

 
№ 2 

 
№ 3 
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№ 4 

 

№ 5 

 
№ 6 

 
№ 7 

 

№ 8 

 
№ 9 

 
№ 10 
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№ 11 

 

№ 12 

 

№ 13 

 

№ 14 

 № 15 

 
№ 16 
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№ 17 

 
№ 18 

 

№ 19 

 

№ 20 

 

Лабораторная работа № 7
Методы решения систем линейных уравнений

Задание. Методом Зейделя решить с точностью до 0,001 систе-
му линейных уравнений, приведя ее к виду, удобному для итера-
ций.

В а р и а н т ы
№ 1 № 2
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№ 3

 

 

№ 4

 

 

№ 5

 

 

№ 6

 

 

№ 7

 

 

№ 8

 

 

№ 9

 № 10

 

 

№ 12 

 № 13 

 
№ 14 

 
№ 15 

 № 16 

№ 11
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№ 17 

 

№ 18 

 

№ 19 

 

№ 20
 

 

Лабораторная работа № 8
Интерполирование функций

Задание. Найти приближенное значение функции при данном 
значении аргумента с помощью интерполяционного многочлена 
Лагранжа, если функция задана: 1) в неравноотстоящих узлах таб-
лицы; 2) в равноотстоящих узлах таблицы.

В а р и а н т ы  к  з а д а н и ю  №  1

Таблица 1 Таблица 2
x y № 

варианта x x y № 
варианта x

0,43 1,63597 1 0,702 0,02 1,02316 2 0,102
0,48 1,73234 7 0,512 0,08 1,09590 8 0,114
0,55 1,87686 13 0,645 0,12 1,14725 14 0,125
0,62 2,03345 19 0,736 0,17 1,21483 20 0,203
0,70 2,22846 0,23 1,30120
0,75 2,35973 0,30 1,40976

Таблица 3 Таблица 4

x y № 
варианта x x y № 

варианта x

0,35 2,73951 3 0,526 0,41 2,57418 4 0,616
0,41 2,30080 9 0,453 0,46 2,32513 10 0,478
0,47 1,96864 15 0,482 0,52 2,09336 16 0,665
0,51 1,78776 0,60 1,86203
0,56 1,59502 0,65 1,74926
0,64 1,34310 0,72 1,62098
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Таблица 5 Таблица 6

x y № 
варианта x x y № 

варианта x

0,68 0,80866 5 0,896 0,11 9,05421 6 0,314
0,73 0,89492 11 0,812 0,15 6,61659 12 0,235
0,80 1,02964 17 0,774 0,21 4,69170 18 0,332
0,88 1,20966 0,29 3,35106
0,93 1,34087 0,35 2,73951
0,99 1,52368 0,40 2,36522

В а р и а н т ы  к  з а д а н и ю  №  2

Таблица 1 Таблица 2
x y № 

варианта x x y № 
варианта x

1,375 5,04192 1 1,3832 0,115 8,65729 2 0,1264
1,380 5,17744 7 1,3926 0,120 8,29329 8 0,1315
1,385 5,32016 13 1,3862 0,125 7,95829 14 0,1232
1,390 5,47069 19 1,3934 0,130 7,64893 20 0,1334
1,395 5,62968 0,135 7,36235
1,400 5,79788 0,140 7,09613

Таблица 3 Таблица 4
x y № 

варианта x x y № 
варианта x

0,150 6,61659 3 0,1521 0,180 5,61543 4 0,1838
0,155 6,39989 9 0,1611 0,185 5,46693 10 0,1875
0,160 6,19658 15 0,1662 0,190 5,32634 16 0,1944
0,165 6,00551 0,195 5,19304
0,170 5,82558 0,200 5,06649
0,175 5,65583 0,205 4,94619

Таблица 5 Таблица 6
x y № 

варианта x x y № 
варианта x

0,210 4,83170 5 0,2121 1,415 0,888551 6 1,4179
0,215 4,72261 11 0,2165 1,420 0,889599 12 1,4258
0,220 4,61855 17 0,2232 1,425 0,890637 18 1,4396
0,225 4,51919 1,430 0,891667
0,230 4,42422 1,435 0,892687
0,235 4,33337 1,440 0,893698
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Лабораторная работа № 9
Интерполирование функций

Задание. Используя первую или вторую интерполяционную 
формулу Ньютона, вычислить значения функции при данных зна-
чениях аргумента. При составлении таблицы разностей контроли-
ровать вычисления.

В а р и а н т ы 

Таблица 1
x y № 

варианта
Значения аргумента

1,415 0,888551 x1 x2 x3 x4

1,420 0,889599 1 1,4161 1,4625 1,4135 1,470
1,425 0,890637 11 1,4179 1,4633 1,4124 1,4655
1,430 0,891667
1,435 0,892687
1,440 0,893698
1,445 0,894700
1,450 0,895693
1,455 0,896677
1,460 0,897653
1,465 0,898619

Таблица 2
x y № 

варианта
Значения аргумента

0,101 1,26183 x1 x2 x3 x4

0,106 1,27644 2 0,1026 0,1440 0,099 0,161
0,111 1,29122 12 0,1035 0,1492 0,096 0,153
0,116 1,30617
0,121 1,32130
0,126 1,33660
0,131 1,35207
0,136 1,36773
0,141 1,38357
0,146 1,39959
0,151 1,41579
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Таблица 3
x y № 

варианта
Значения аргумента

0,15 0,860708 x1 x2 x3 x4

0,20 0,818731 3 0,1511 0,7250 0,143 0,800

0,25 0,778801 13 0,1535 0,7333 0,100 0,754

0,30 0,740818

0,35 0,704688

0,40 0,670320

0,45 0,637628

0,50 0,606531

0,55 0,576950

0,60 0,548812

0,65 0,522046

0,70 0,496585

0,75 0,4722367

Таблица 4
x y № 

варианта
Значения аргумента

0,180 5,61543 x1 x2 x3 x4

0,185 5,46693 4 0,1817 0,2275 0,175 0,2375
0,190 5,32634 14 0,1827 0,2292 0,1776 0,240
0,195 5,19304
0,200 5,06649
0,205 4,94619
0,210 4,83170
0,215 4,72261
0,220 4,61855
0,225 4,51919
0,230 4,42422
0,235 4,33337
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Таблица 5
x y № 

варианта
Значения аргумента

3,50 33,1154 x1 x2 x3 x4

3,55 34,8133 5 3,522 4,176 3,475 4,25
3,60 36,5982 15 3,543 4,184 3,488 4,30
3,65 38,4747
3,70 40,4473
3,75 42,5211
3,80 44,7012
3,85 46,9931
3,90 49,4024
3,95 51,9354
4,00 54,5982
4,05 57,3975
4,10 60,3403
4,15 63,4340
4,20 66,6863

Таблица 6
x y № 

варианта
Значения аргумента

0,115 8,65729 x1 x2 x3 x4

0,120 8,29329 6 0,1217 0,1736 0,1141 0,185
0,125 7,95829 16 0,1168 0,1745 0,110 0,1825
0,130 7,64893
0,135 7,36235
0,140 7,09613
0,145 6,84815
0,150 6,61659
0,155 6,39986
0,160 6,19658
0,165 6,00551
0,170 5,82558
0,175 5,65583
0,180 5,49543
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Таблица 7
x y № 

варианта
Значения аргумента

1,340 4,25562 x1 x2 x3 x4

1,345 4,35325 7 1,3617 1,3921 1,3359 1,400

1,350 4,45522 17 1,3463 1,3868 1,335 1,399

1,355 4,56184

1,360 4,67344

1,365 4,79038

1,370 4,91306

1,375 5,04192

1,380 5,17744

1,385 5,32016

1,390 5,47069

1,395 5,62968

Таблица 8
x y № 

варианта
Значения аргумента

0,01 0,991824 x1 x2 x3 x4

0,06 0,951935 8 0,027 0,525 0,008 0,61

0,11 0,913650 18 0,1243 0,492 0,0094 0,66

0,16 0,876905

0,21 0,841638

0,26 0,807789

0,31 0,775301

0,36 0,744120

0,41 0,714193

0,46 0,685470

0,51 0,657902

0,56 0,631442
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Таблица 9
x y № 

варианта
Значения аргумента

0,15 4,4817 x1 x2 x3 x4

0,16 3,9530 9 0,1539 0,2569 0,14 0,2665

0,17 5,4739 19 0,1732 0,2444 0,1415 0,27

0,18 6,0496

0,19 6,6859

0,20 7,3891

0,21 8,1662

0,22 9,0250

0,23 9,9742

0,24 11,0232

0,25 12,1825

0,26 13,4637

Таблица 10
x y № 

варианта
Значения аргумента

0,45 20,1946 x1 x2 x3 x4

0,46 19,6133 10 0,455 0,5575 0,44 0,5674

0,47 18,9425 20 0,4732 0,5568 0,445 0,57

0,48 18,1746

0,49 17,3010

0,50 16,3123

0,51 15,1984

0,52 13,9484

0,53 12,5508

0,54 10,9937

0,55 9,2647

0,56 7,3510
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Лабораторная работа № 10
Интерполирование функций

Задание. Для функции y = f(x), заданной таблично осуществить: 
1) кусочно-линейное интерполирование; 2) кусочно-квадратичное 
интерполирование; 3) кубическое интерполирование. 

В а р и а н т ы 
№ 1

x 61,1 60,8 60,18 59,2 58,1 55,2 49,1
f(x) 49,1 48,6 50,1 52,2 53,6 58,1 69,1

№ 2
x 61,8 60 58,7 56,1 54,2 50,6 47,1

f(x) 49 49,3 52,8 55,2 57,5 63,1 68,2

№ 3
x 60,1 59,2 58,6 55,4 53,1 52 49,9

f(x) 49 52,1 53,2 56,6 59,5 66,6 67,8

№ 4
x 60,3 59,1 58,7 58,1 54,5 50,3 47,1

f(x) 49,9 54,8 56,9 57,1 62,3 66,1 67,3

№ 5
x 59,2 59 54,2 55,6 53,1 57,8 60,9

f(x) 49,7 50,5 51,9 54,4 57,3 64,8 49

№ 6
x 60,8 60 58,6 57,3 56,1 50,4 46,8

f(x) 49,4 49,8 53,4 55,2 56,2 59,9 67,4

№ 7
x 60,8 59,1 57,9 55,7 54,3 52,6 49,1

f(x) 50,8 53,3 54,3 56,7 60,7 64,1 67,7

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



151

№ 8
x 63,1 61,9 59,6 57,2 57,1 50,9 47,1

f(x) 49,8 49,3 53,3 56,1 57,3 64,1 66,6

№ 9
x 61,7 60,4 58,1 57,2 53,4 49,4 45,9

f(x) 49,8 51,1 53,2 57,3 61,5 66,4 68,8

№ 10
x 58,1 57,5 56,4 55,1 53,4 50,2 46,1

f(x) 49,1 51,2 53,0 54,6 57,6 60,1 61,8

Лабораторная работа № 11
Численное дифференцирование

Задание. С помощью интерполяционных формул Ньютона най-
ти значение первой и второй производных при данных значениях 
аргумента для функции, заданной таблично. 

В а р и а н т ы 

Таблица 1
x y(x) x y(x)

2,4 3,526 3,6 4,222 1) x = 2,4 + 0,05n;
2,6 3,782 3,8 4,331 2) x = 3,12 + 0,03n;
2,8 3,945 4,0 4,507 3) x = 4,5 – 0,06n;
3,0 4,043 4,2 4,775 4) x = 4,04 – 0,04n
3,2 4,104 4,4 5,159 (n = 1, 3, 5, ..., 19).
3,4 4,155 4,6 5,683

Таблица 2
x y(x) x y(x)

1,5 10,517 4,5 8,442 1) x = 1,6 + 0,08n;
2,0 10,193 5,0 8,482 2) x = 3,27 + 0,11n;
2,5 9,807 5,5 8,862 3) x = 6,3 – 0,12n;
3,0 9,387 6,0 9,701 4) x = 5,85 – 0,09n;
3,5 8,977 6,5 11,132 (n = 2, 4, 6, ..., 20).
4,0 8,637 7,0 13,302
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Лабораторная работа № 12
Численное интегрирование

Задание. 1) – вычислить интегралы по формулам левых и пра-
вых прямоугольников при n = 10, оценивая точность с помощью 
сравнения полученных результатов; 2) – вычислить интегралы по 
формуле средних прямоугольников, используя для оценки точно-
сти двойной просчет при n1 = 8; n2 = 10; 3) вычислить интегралы 
по формуле трапеций при n = 10; 4) вычислить интегралы по фор-
муле Симпсона при n = 8. Сравнить полученные результаты

В а р и а н т ы 

№ 1 1) 2)  

№ 2 1) 2)  

№ 3 1) 2)

№ 4 1) 2)

№ 5 1) 2)

№ 6 1) 2) 

№ 7 1) 2)

№ 8 1) 2)

;

;

;

;

;

;

;

; .

.

.

.

.

.

.

.
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№ 9 1) 2)

№ 10  2)

№ 11 1) 2) 

№ 12 1) 2) 

№ 13 1) 2) 

№ 14  1)

№ 15 1) 2)

№ 16 1) 2)

№ 17 1) 2)

№ 18 1) 2) 

№ 19 1) 2)

№ 20 1) 2)

1)

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

;

.

.

.

.

.

.

.

2) 

.

.

.

.

.
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Лабораторная работа № 13
Методы решения обыкновенных 
дифференциальных уравнений

Задание 1. Составить решение задачи Коши для обыкновенного 
дифференциального уравнения первого порядка методом Эйлера на 
отрезке [0,2; 1,2] с шагом h = 0,1 при начальном условии у(0,2) = 0,25. 
Вычисления выполнять с четырьмя десятичными знаками. 

В а р и а н т ы 

№ 1  

№ 2  

№ 3  

№ 4  

№ 5  

№ 6  

№ 7  

№ 8  

№ 9  

№ 10  

№ 11  

№ 12  

№ 13  

№ 14  

№ 15  

№ 16  

№ 17  

№ 18  

№ 19  

№ 20  

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



155

Задание 2. Используя метод Рунге – Кутта найти решение диф-
ференциального уравнения yʹ = f(x, y) на отрезке [0; 1] , удовлетво-
ряющего начальным условиям y(x0) = y0 с шагом h = 0,1. Все вы-
числения вести с четырьмя десятичными знаками. 

В а р и а н т ы 

№ 1   

№ 2   

№ 3   

№ 4   

№ 5   

№ 6   

№ 7   

№ 8   

№ 9   

№ 10   

№ 11   

№ 12   

№ 13   

№ 14   

№ 15  
 

№ 16   
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№ 17   

№ 18  

 

№ 19   

№ 20   

Лабораторная работа № 14
Методы решения дифференциальных уравнений  

с частными производными

Задание. Используя метод сеток, составить приближенное ре-

шение задачи Дирихле для уравнения Лапласа 
 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u  в 

квадрате ABCD с вершинами A(0; 0), B(0; 1), C(1; 1), D(1; 0). Шаг 
h = 0,2. При решении задачи использовать итерационный процесс 
усреднения Либмана до получения ответа с точностью 0,01. В таб-
лице вариантов приведены формулы, задающие искомую функ-
цию на сторонах квадрата ABCD. 

В а р и а н т ы 

№ 1

№ 2

№ 3
№ 4
№ 5
№ 6
№ 7
№ 8

0
20

00

00
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№ 9

№ 10
№ 11
№ 12

№ 13

№ 14
№ 15
№ 16

№ 17

№ 18
№ 19
№ 20 0

20
0 0

3030
0

0

0
20

0

40 40

Лабораторная работа № 15
Методы решения дифференциальных уравнений 

с частными производными

Задание. Используя метод сеток, составить решение дифферен-

циального уравнения Лапласа 
 

02

2

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

y
u

x
u

 с заданными началь-

ными условиями. Шаг h = 1. Уточнение решения производить до 
сотых долей с помощью процесса Либмана. 

В а р и а н т ы 

№ 1

№ 2

№ 3
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№ 4

№ 5

№ 6

№ 7

№ 8

№ 9

№ 10

№ 11

№ 12

№ 13

№ 14

№ 15

№ 16

№ 17

№ 18

№ 19

№ 20
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Лабораторная работа № 16
Методы решения дифференциальных уравнений 

с частными производными

Задание. Используя метод сеток, составить решение смешан-
ной задачи для дифференциального уравнения параболическо-

го типа 
 

2

2

x
u

t
u

∂
∂

=
∂
∂  (уравнение теплопроводности) при заданных 

начальных условиях u(x, 0) = f(x), u(0, t) = φ(t), u(0,6; t) = ψ(t), где  
x ∈ [0; 0,6]. Решение выполнить при h = 0,1 для t ∈ [0; 0,01] с че-
тырьмя десятичными знаками, считая σ = 1/6. 

В а р и а н т ы 
№ 1    
№ 2    
№ 3    
№ 4    
№ 5    
№ 6    

№ 7    

№ 8    

№ 9    

№ 10    

№ 11    

№ 12    

№ 13    

№ 14    

№ 15    

№ 16    

№ 17    

№ 18    

№ 19    

№ 20 
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Лабораторная работа № 17
Методы решения дифференциальных уравнений  

с частными производными

Задание. Используя метод сеток, составить решение смешан-
ной задачи для дифференциального уравнения колебания струны 

2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂

=
∂
∂  с начальными условиями u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = Φ(x)  

(0 ≤ x ≤ 1) и краевыми условиями u(0, t) = φ(t), u(1; t) = ψ(t). Решение 

выполнить с шагом h = 0,1, определяя значения функции u(x, t) с 
четырьмя десятичными знаками, причем 0 ≤ t ≤ 0,5. 

В а р и а н т ы 

№ 1 

 
 

 
 

№ 2 

 
 

 
 

№ 3 
 

 
 

 

№ 4 

 
 

 
 

№ 5 

 
 

 
 

№ 6 

 
 

 
 

№ 7 

 
 

 
 

№ 8 

 
 

 
 

№ 9 

 
 

 
 

№ 10 
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№ 13 

 
 
 

 

№ 14 
 

 
 

 

№ 15 

 
 

 
 

№ 16 

 
 

 
 

№ 17 

 
 

 
 

№ 18 

 
 

 
 

№ 19 

 
 

 
 

№ 20 

 
 

 
 

№ 11 
 

 
 

 

№ 12 
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