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П Р Е Д И С Л О В И Е 

Эта книга является обобщением работ ав­
торов за последние несколько лет. Идея представления 
случайного поиска в виде вероятностного автомата до­
вольно естественна, хотя и была сформулирована только 
в 1967 г. [/]. В этом же году Ю. И. Неймарком с соавт. [2] 
была высказана мысль о возможности использования 
вероятностных автоматов для решения задачи многопа­
раметрической оптимизации. Оба направления сначала 
развивались независимо, пока не было обнаружено, что 
они представляют собой разные ветви одного и того же 
дерева — автоматной стохастической оптимизации. Пер­
вую из них, которую представляют авторы, можно ус­
ловно назвать «Случайный поиск как вероятностный 
автомат», вторую — «Вероятностный автомат как слу­
чайный поиск». 

В данной книге нашли отражение работы и идеология 
первого из указанных направлений автоматной оптими­
зации, хотя в ней затронуты работы и второго направ­
ления. 

Подобно тому как детерминированные автоматы яв­
ляются частным случаем вероятностных, так регулярные 
процедуры поиска могут рассматриваться как частный 
случай процедур случайного поиска. В соответствии 
с этим в книге в виде частных случаев рассмотрены из­
вестные регулярные методы поисковой оптимизации как 
детерминированные автоматы и исследована работа этих 
автоматов в случайной среде, т. е. при оптимизации объ­
екта с помехами. 

Монография является пятой в серии книг по слу­
чайному поиску. В первой — «Случайный поиск в зада­
чах оптимизации многопараметрических систем» (Рига, 
«Зинатне», 1965) — проблема случайного поиска была 
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только поставлена. Во второй — «Статистические ме­
тоды поиска» (М., «Наука», 1968) — были исследованы 
преимущественно локальные алгоритмы случайного по­
иска. В третьей —• «Случайный поиск с линейной такти­
кой» (Рига, «Зинатне», 1971) — рассмотрены алгоритмы 
случайного спуска, и в четвертой •— «Случайный поиск 
в задачах адаптации» (Рига, «Зинатне», 1973) — иссле­
дованы процессы сходимости случайного поиска в точку 
или зону экстремума. 

В настоящей книге работа алгоритмов случайного по­
иска анализируется в терминах вероятностных автоматов. 
Теория вероятностных автоматов дала эффективный язык, 
удобный для анализа и синтеза алгоритмов случайного 
поиска. Этот же язык дал возможность убедительно по­
казать, что случайный поиск эффективно обобщает регу­
лярные алгоритмы. Открылась возможность оптималь­
ного синтеза алгоритмов поиска по свойствам объекта. 

При попытке автоматного представления алгоритмов 
случайного поиска с непрерывным распределением слу­
чайного шага в пространстве параметров обнаружилось 
любопытное обстоятельство: эти алгоритмы породили 
континуальные вероятностные автоматы. 

Автоматное представление наряду со всеми своими до­
стоинствами обладает одним существенным недостат­
ком — трудностью анализа при большом числе перемен­
ных. А если вспомнить, что случайный поиск наиболее 
эффективен при оптимизации объектов с большим числом 
параметров [3], то очевидна необходимость дальнейших 
изысканий подходящего математического аппарата для 
решения таких задач. Следовательно, методы, рассмот­
ренные в данной книге, нельзя считать универсальными. 
Их можно рекомендовать для анализа и синтеза алго­
ритмов поиска при оптимизации объектов не слишком 
высокой размерности. 

В заключение авторы пользуются приятной возмож­
ностью высказать свою глубокую признательность ли­
цам, которые просмотрели рукопись и высказали свое 
мнение по поводу ее удачных и неудачных мест, в ре­
зультате чего последних стало значительно меньше. 

Л. Растригин 
К. Puna 
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§ 0.1. З А Д А Ч А 
П О И С К О В О Й О П Т И М И З А Ц И И 

,хп управляемы и 

(0.1.1) 

О б ъ е к т о м поисковой оптимизации яв­
ляется (п+ 1)-полюсник с п входами и одним выходом 
(см. рис. 0.1.1). Входы объекта хи. 
определяются вектором 

\= (хи ..., хп). 
Эти входы обычно называются параметрами или коор­
динатами объекта (в литературе по планированию экс­
периментов их называют факторами) . На рис. 0.1.1 
показано схематическое изображение объекта в- скаляр­
ной (а) и векторной (б) форме. 

Выход объекта Q является всегда скалярным и 
обычно называется показателем качества (или откли­
ком) объекта, а его зависимость от входных параметров 

Q = Q ( я , , - . . , * « ) = Q ( X ) (0.1.2) 
— функцией качества или функцией отклика (последний 
термин обычно употреб­
ляют в планировании экс- а) 
периментов). 

Зависимость (0.1.2) мо­
жет иметь недетермини­
рованный характер. В 
этом случае используется 
запись 

Q' = Q ( X , £ ) , (0.1.3) 
где Е — стационарный 
случайный фактор. Пусть 

Объект Q 

5) 

ME[Q(X, £)] = :Q(X) , 
(0.1.4) 

Объект-

Рис. 0.1.1. Представление объекта 
оптимизации. 
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где М — знак математического ожидания, а индекс Е 
обозначает, что осреднение производится по случайному 
фактору Е при X = const. 

Теперь можно сформулировать з а д а ч у о п т и м и з а ­
ц и и . Следует определить такое допустимое состояние X, 
при котором Q(X) достигает экстремума, т. е. решается 
задача 

Q(X)->-extr, (0.1.5) 
x e s 

где 5 — заданное множество допустимых состояний 
объекта. 

Как видно, постановка задачи оптимизации очень на­
поминает постановку задачи нелинейного программиро­
вания с той лишь разницей, что экстремизируемая функ­
ция Q(X) неизвестна и задается своими реализациями, 
которые могут быть случайными (0.1.3). В последнем 
случае процесс образования показателя Q' очень удобно 
описывается аддитивной моделью 

Q ' ( X ) = Q ( X ) + e ( 0 ) , (0.1.6) 

где е(а) — случайное нормально распределенное число 
с нулевым математическим ожиданием и дисперсией о 2 . 
Отдельные реализации предполагаются некоррелирован­
ными. 

Ниже всюду, если это не оговорено особо, рассматри­
вается задача минимизации 

Q(X)-*-min, (0.1.7) 

где множество допустимых входов 5 определено заранее. 
Решением поставленной задачи является состояние X*, 

удовлетворяющее условию 
Q ( X * ) ^ Q ( X ) (0.1.8) 

(X*, X e S ) 
или 

X* = argmin Q(X) . (0.1.9) 

Последнее выражение означает, что искомое состояние 
X* является аргументом, принадлежащим S и соответст­
вующим при этом минимуму функции качества. 

Очевидно, что при отсутствии аналитического выраже­
ния для Q(X) решение поставленной задачи (0.1.7) 
может производиться одним из трех способов: 
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1) путем восстановления (идентификации) функции 
качества Q(X) с последующим решением соответствую­
щей задачи нелинейного программирования; 

2) путем поиска, т. е. соответствующим образом по­
следовательно «запрашивая» значения показателя в со­
стояниях Xi , Х 2 , . . . с тем, чтобы постепенно прибли­
жаться к решению задачи X*; 

3) комбинированным путем, т. е. последовательно пе­
ремежая процесс идентификации и поиска. Этот путь, 
называемый иногда экстраполяционным поиском, опи­
рается на простые модели функции качества Q(X) , кото­
рые используются для получения оценок положения 
точки минимума, уточняемых на следующем этапе. 

Четкого различия между этими тремя способами ука­
зать нельзя, т. к. понятия модели объекта и ее идентифика­
ции используются в разной мере, но во всех трех случаях. 

В данной книге будем рассматривать лишь поиск, 
смысл которого сводится к следующему [1, 3—5]. Для 
сбора информации на N-u этапе (или шаге) поиска 
делаются пробные шаги, т. е. определяется показатель 
качества в точках 

Х яо>,Х*<2>,...,Х*<™*>, (0.1.10) 
выбранных некоторым случайным образом вокруг точки 
Xjy—1 • 

Выбор пробных шагов осуществляется в соответствии 
с заданным я-мерным законом распределения 

Р (XNWIV/N-u X iv ( 1 >, . . . , X f f «- i>) , (0.1.11) 
который формируется в процессе поиска. (Для детерми­
нированных методов поиска это распределение вырож­
дается в б-функцию.) 

Полученная информация о поведении функции каче­
ства в районе исходной точки XJV_I позволяет принять 
решение о переводе объекта в другую точку 

XN = XN-l + AXN, (0.1.12) 

причем смещение AXN определяется в соответствии с 
выбранной функцией решения Ф: 

A X w = O(Wtf_ b X w 0> , . . . ,X w <™*>) . (0.1.13) 

Здесь вектор WJV_I называется вектором памяти. Он 
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характеризует предысторию поиска и определяет влия­
ние предыдущих шагов поиска на выбор JV-ro шага. 

Вектор памяти WJV-I с точки зрения информации, по­
лученной на (N— 1)-м этапе поиска, корректируется в 
соответствии с алгоритмом самообучения 

W f f = 4 f ( W f f _ b X w _ b Х*<1>, . . . , ХдЛ-л-)). (0.1.1.4) 

При \У^ = 0 имеет место независимый поиск. Приме­
ром такого независимого поиска является поиск по 
методу градиента. 

Для исследования и оценки эффективности поисковых 
процедур, для сопоставления различных алгоритмов по­
иска и для определения сходимости процесса поиска не­
обходимо задать ситуацию, в которой эти алгоритмы 
действуют, т. е. иметь модели. 

Приведем некоторые модели функции качества, на ко­
торых в дальнейшем будут исследованы и сопоставлены 
алгоритмы поиска. 

1. Линейная модель объекта является наиболее прос­
той из всех возможных. Она характеризуется линейной 
зависимостью показателя качества объекта от его управ­
ляемых параметров: 

п 

Q(xu ...,хп) = Q & + 2 ai(Xi-Xio), (0.1.15) 

или, в векторной форме, 
Q ( A , X ) = Q 0 + [ ( X - X o ) , A ] , (0.1.16) 

где квадратными скобками выделено скалярное произве­
дение. Вектор градиента функции качества равен 

grad Q(Xo) = ( а ь . . . , а„) = А , (0.1.17) 

т. е. он предполагается постоянным в зоне поиска. Это 
означает, что функция качества является линейной в пре­
делах, определяемых смещением АХ=Х—Х 0 . 

Эта модель хорошо отражает локальные свойства объ­
екта вдали от экстремума или при достаточно малых 
шагах поиска АХ. Поэтому она применима для локаль­
ного анализа работы алгоритмов поиска. 

2. Стохастическая модель объекта характеризуется 
тем, что в ней вектор ситуации объекта А = (аи ..., ап), 
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т. е. градиент функции качества Q(X) , меняется от од­
ного состояния к другому по некоторому вероятностному 
закону. В общем виде такая модель выражается форму­
лой 

А ^ + 1 = Р ( А № Д Х * ) , (0.1.18) 

где F — случайный вектор, плотность распределения ко­
торого зависит от двух векторных аргументов — вектора 
ситуации А в предыдущей исходной точке и вектора 
смещения АХ. 

В общем случае плотность распределения вектора си­
туации А на ( i V + l ) - M шаге зависит от вектора ситуаций 
на N предыдущих шагах AN,..., А] и от смещения AXN 

на N-u шаге, т. е. 
р ( А л - + 1 / А * , . . . , А , , AXJV ) . (0.1.19) 

Такая модель объекта может быть использована для мо­
делирования весьма широкого класса объектов оптими­
зации. Объект в этом случае задается при помощи функ­
ции F(AN, AXjy) или плотности распределения (0 .1 .19) . 

Далее будем исследовать работу алгоритмов поиска 
на стохастической модели, ситуации которой принимают 
значения из конечного множества векторов 

А = { А Ь А 2 , . . . , А„}. (0.1.20) 

Плотность распределения (0.1.19) в простейшем случае 
можно задавать в виде однородной цепи Маркова 

p(AN+l/AN, AX W < 4 ) ) = 

6ц <*> 

6 , i ^ . . . 6™<*> 
(0.1.21) 

где i — номер реализации вектора ДХя на ЛГ-м шаге 
поиска (t'= 1 , . . . , т); 

v — число направлений, которые может принимать 
вектор градиента. 

§ 0.2. А Л Г О Р И Т М Ы 
С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 

Алгоритмы случайного поиска характери­
зуются тем, что выбор пробных шагов Х ^ 1 ' , . . . , Х ^ ( т л \ 
а также рабочего смещения AXJV производится случайно 



ВВЕДЕНИЕ 
12 

в соответствии с вероятностным распределением (0.1.11) 
и функцией решения (см. формулу (0.1.13)). Различают 
алгоритмы случайного поиска без самообучения и с са­
мообучением. 

АЛГОРИТМ ПОИСКА БЕЗ САМООБУЧЕНИЯ 

При работе алгоритмов поиска без само­
обучения не учитывается предыстория процесса поиска, 
т. е. W = 0 , и не используется выражение (0 .1 .14) . 

Среди алгоритмов поиска без самообучения можно 
условно выделить два класса алгоритмов: 1) алгоритмы 
поиска с линейной тактикой и 2 ) алгоритмы поиска с не­
линейной тактикой. 

Алгоритм с линейной тактикой [4] характеризуется 
тем, что при неудачном шаге (AQ'N^0) делаются проб­
ные шаги в соответствии с распределением (0 .1 .11) , а 
потом передается управление на выбор AXJV в соответст­
вии с функцией решения (0 .1 .13) . При удачном шаге 
( A Q ' J V < 0 ) пробные шаги не делаются, а блок пробных 
шагов сразу передает управление на блок функции реше­
ния, который определяет последующий как равный 
предыдущему, т. е. 

AXN=AXN^. (0.2.1) 

Примером алгоритма поиска с линейной тактикой 
может быть, например, следующий алгоритм: 

Г AXN-i при AQN_1=Q(XN^)-Q(XN-2)<0; 
N X aS при A Q j v - i ^ O . (0 .2.2) 

Алгоритм с нелинейной тактикой. При удачном шаге 
делаются пробные шаги в соответствии с распределе­
нием (0 .1 .11) , а потом передается управление на выбор 
А Х № в соответствии с решающим правилом (0 .1 .13) . При 
неудачном шаге пробные шаги не делаются, а сразу уп­
равление передается на блок функции решения. 

Для некоторых нелинейных алгоритмов поиска этот 
шаг может быть равным предыдущему с противополож­
ным знаком, т. е. 

AXjy— —AXJV_) . (0.2.3) 
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Ниже в основном будут рассмотрены алгоритмы по­
иска с одним пробным шагом, совпадающим со смеще­
нием AXN. 

Пример алгоритма поиска с нелинейной тактикой: 

{ " З

д х " Р " ^ " - < ° п

; (0.2.4) 
1 — AXJY-I при Д ф л ч ^ О , 

где 
A Q ^ _ I = Q ( X J V - i ) - Q ( X J v _ 2 ) ; (0.2.5) 

Х*_, = Х*_* + ДХ № _,; (0.2.6) 
S — реализация случайного вектора, равномерно рас­

пределенного на единичной гиперсфере; 3 = 
= (h> • • • . I n ) ; 

а — длина смещения АХ № : 
c = | A X w | . (0.2.7) 

АЛГОРИТМ ПОИСКА С САМООБУЧЕНИЕМ 

В алгоритмах поиска с самообучением 
[6—9] вектор Ww изменяется по формуле (0.1.14) в зави­
симости от сделанного шага A X ^ - j и полученной инфор­
мации (опыта) AQJV-I - Ниже будут рассмотрены алго­
ритмы поиска с самообучением с одним пробным шагом, 
совпадающим с рабочим шагом AXjv-ь В этом случае 
алгоритм самообучения можно задать, например, при 
помощи следующей рекуррентной формулы: 

W w = W w _ 1 - 6 s i g n A Q J f _ i ( X ) signAXw-,, (0.2.8) 

где б — параметр, характеризующий скорость обучения 
( 6 > 0 ) ; A Q J V - I ( X ) определяется формулой (0.2.5); 

sign АХ^_!= (sign А х И * - 1 ' , . . . , sign A*n<w-i>) (0.2.9) 
( A x j ( J V - 1 ) — i-я координата вектора AXjy-i) . 

Чтобы устранить нежелательное детерминирование 
поиска, на изменение вектора накладывается ограниче­
ние 

| W | « f | / t t 
( 0 < d < l ) . 

(0.2.10) 
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В настоящей книге везде будут рассмотрены алго-^ 
ритмы дискретно распределенного поиска {10]. Исследо­
вание таких алгоритмов поиска обосновано хотя бы тем, 
что они широко применяются в технических устройст­
вах — автоматических оптимизаторах [11], работающих 
по алгоритмам случайного поиска. 

Дискретно распределенный поиск характеризуется 
тем, что множество реализаций случайного вектора АХ^, 
определяемое формулой (0.1.13), содержит конечное 
число векторов. 

Дискретно распределенный поиск будет определяться 
при помощи задания конечного множества из m элемен­
тов, которые могут быть значениями вектора ДХ<*>: 

ДХ«>=(Д*,< 1 >,. . . ,Дхп ( * ) ) (0.2.11) 
( i = l , 2 m). 

Поиск по вершинам гиперкуба. Пусть, например, коор­
динаты вектора ДХ^ равны одному из двух чисел: + 1 
или — 1, т. е. 

X i W e { + l , - 1 } . (0.2.12) 

При таком поиске векторы смещения AXN направлены 
к вершинам л-мерного гиперкуба. Число возможных 
реализаций вектора смещения АХ для такого поиска 
равно числу вершин n-мерного гиперкуба, т. е. 

т = 2«. (0.2.13) 
Векторы возможных смещений АХ занумеруем в сле­

дующем порядке: 

АХН+™/2) = _ Д Х М (0.2.14) 

(« = 1 , 2 , . . . . т ) . 

Запись алгоритмов (0.2.2) и (0.2.4) для дискретно рас­
пределенного поиска остается такой, как для непре­
рывно распределяемого поиска, только S здесь пред­
ставляет собой случайный вектор, образующийся путем 
равновероятного выбора одного вектора смещения АХ 
из 2" возможных. 

К дискретно распределенному поиску применима идея 
самообучения [1, 3, 5, 6, 9]. При алгоритме покоординат-
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ного самообучения для каждой координаты на М-и шаге 
задаются вероятности положительного и отрицательного 
смещения: 

+ 1 С В Е Р ° Я Т Н 0 С Т Ь Ю (0.2.15) 
—1 с вероятностью 1 — p i ( J V ) 

( i = I , n ) . 

Вероятности P i ( J V ) зависят от J-Й координаты вектора 
памяти Wjv= ( Ш 1 ( Л Г ) , . . . , гап

(Ю) на iV-м шаге, т. е. от w^NK 
Эта зависимость, например, может иметь следующий 

В И Д : 0 при а><<*><-1; 

pi(N)= \j (l+WiiN)) при | ш ^ | < 1 ; (0.2.16) 

1 при Wi<-N\ 
где Wiw — t-я координата вектора памяти Wjv на N-m 
шаге поиска. Следовательно, решающую функцию по­
иска задают формулы (0.2.15) и (0 .2 .16) . Алгоритм са­
мообучения задается для каждой координаты в виде 

WilN+» = WiW-b sign ( A Q J V A ^ W ) (0.2.17) 

(i=l,...,n). 

На изменение w^N) накладывается ограничение 
| ш ^ > | г ^ (0.2.18) 

(0<dt). 

Другой алгоритм самообучения образует систему по­
иска с применением оптимизирующих автоматов 
[2, 12—16]. Здесь параметр памяти Wi(N) соответствует 
состоянию i-ro автомата на N-u шаге. Оно принимает 
одно из дискретных значений, число которых равно 
числу состояний автомата. Вероятность Pi(N) может при­
нимать значения 1 или 0 в зависимости от значения па­
раметра Wi^K Переход вектора памяти КУ{<№> ИЗ одного 
состояния в другое от iV-ro шага поиска к {N+\)-uy 
шагу является случайным. Следовательно, решающая 
функция поиска задается формулой (0.2.15) и выраже­
нием 

„.(*> = { s J g n ^ W > е с л и т™>0; 
Н г I l + s ignte;^) , если w^<0. к ' ' 
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Алгоритм самообучения можно также задать, например, 
при помощи рекуррентной формулы 

t0 i ( J V ) — б sign (AQjvAxj ( J V )) с вероятностью qf, 
Wiw + 6 sign ( A Q W A X J ( J V ) ) с вероятностью l — c/i 

(0.2.20) 
Если решающую функцию поиска задать формулами 
(0.2.15) и (0.2.16), а алгоритм самообучения — форму­
лой (0.2.20), то получаем более общий алгоритм, обоб­
щающий как алгоритм покоординатного самообучения, 
так и систему автоматного поиска. 

Покоординатный поиск [17—19] также является дис­
кретно распределенным поиском. При этом поиске одна 
из координат вектора AXJV принимает значение + 1 или 
— 1, а все другие координаты этого вектора равны нулю, 
т. е. 

A * i W e = { l , 0 , - 1 } (0.2.21) 
( i = 1,2 л) 

при выполнении условия 
п 

2|Дх 4 (*п | = 1. (0.2.22) 
i=i 

Число возможных направлений смещения А Х для поко­
ординатного поиска в этом случае равно 

т = 2п. (0.2.23) 
Троичный поиск [20] характеризуется тем, что все 

координаты вектора AXN принимают одно из значений 
+ 1, 0 или — 1 , т. е. имеет место (0.2.21) без ограничения 
(0.2.22). Число возможных направлений смещения А Х в 

пространстве X для троичного поиска равно 
т = Зп. (0.2.24) 

§ 0.3. Н Е К О Т О Р Ы Е С В О Й С Т В А 
В Е Р О Я Т Н О С Т Н Ы Х А В Т О М А Т О В 

Под вероятностным автоматом понима­
ется объект [21—24] 

A = <X,Y,U; р(и',у/и,х)>, (0.3.1) 
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где X, У, U — конечные или счетные множества соот­
ветственно входных символов, выходных символов (букв) 
и состояний автомата; 

—• условная вероятность того, что автомат, будучи в со­
стоянии u(u^U), при подаче на вход буквы х(х^Х) 
выдает на выход букву у(у^У), переходя одновременно 
в состояние u'(u'^U). При этом функция (0.3.2) должна 
удовлетворять очевидным условиям 

р(и',у/и,х)^0 при всех и ' е ( / и ( /еУ; (0.3.3) 

Начальные условия вероятностного автомата определя­
ются распределением вероятностей начального состоя­
ния рт(и) на множестве состояний u^U, причем оче­
видно, что 

Содержательное функционирование вероятностного 
автомата состоит в следующем. В начальный момент вре­
мени ^ = 0 известно распределение вероятностей началь­
ных состояний автомата рт(и). 

На вход вероятностного автомата в дискретные 
моменты времени 

/ = 1 , 2 , 3 , . . . , Л Г , (0.3.6) 
подается некоторая последовательность 

X1X2X3 ... Xjv • • • (0.3.7) 
из множества входных символов X. Автомат работает 
потактно, т. е. в каждый дискретный момент времени 
выдает на выход некоторый символ у из множества 
выходных символов У и переходит одновременно в новое 
состояние u'^U в соответствии с функцией условной ве­
роятности (0.3.2). Таким образом, после прохождения N 
тактов на выходе автомата получается последователь­
ность 

р{и', у/и, х) (0.3.2) 

(0.3.4) 

(0.3.5) 

У\УгУз . • • Уп 
и автомат находится в состоянии Un-

(0.3.8) 

2 — 2014 
ГОС. П У Б Л И Ч Н А Я 

НАУЧ; ••• иЧЕСКАЯ 
Б И Б Л И О Т Е К А С С С Р 
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В дальнейшем алгоритмы поиска будут рассмотрены 
как вероятностные автоматы. При этом будет показано, 
что различные классы поисковых алгоритмов представ­
ляются как различные вероятностные автоматы. 

НЕКОТОРЫЕ ТИПЫ 
ВЕРОЯТНОСТНЫХ АВТОМАТОВ 

Вероятностный автомат типа Мили [21, 22, 
24]. Вероятностный автомат является вероятностным ав­
томатом типа Мили, если для условной плотности веро­
ятности (0.3.2) выполнено условие 

р {и', у/и, x)=pi (и'/и, х) р2 (у/и, х), (0.3.9) 
т. е. последующее состояние, в которое переходит ав­
томат u'^U, не зависит от выхода автомата y^Y, а вы­
ход у не зависит от состояния, в которое переходит авто­
мат для любого значения входа х е Х автомата и для 
любого состояния автомата u^U. Это означает, что вы­
ход автомата и его состояние не зависят друг от друга. 
Они определяются лишь значениями входа и предыду­
щего состояния. 

Вероятностный автомат типа Мура [21,22,24]. Вероят­
ностный автомат является автоматом типа Мура, если 
всюду, где 

р(и'/и,х)ф0, (0.3.10) 
выполнено соотношение 

p(ylu,x,u')=p(y/u'), (0.3.11) 
следовательно, если выход автомата зависит только от 
его состояния и не зависит от входа. Таким образом, для 
вероятностного автомата типа Мура имеем 

р {и', у/и, х)=р (и'/и, х) р (у/и'), (0.3.12) 

т. е. такой автомат является частным случаем автомата 
Мили. 

Автомат со случайными реакциями [21, 25]. Вероят­
ностный автомат называется автоматом со случайными 
реакциями (с детерминированной функцией переходов), 
если он является автоматом типа Мили и условная веро­
ятность р{и'/и, х) принимает только два значения: 0 и 1. 
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Отсюда следует, что существует функция д{и,х) 
такая, что 

/ // \ П , если ы' = 6 ( и , х ) ; / n q i q \ 
р (и /и, х) - | о — в противном случае. ^ 1 6 > 

Это означает, что состояние автомата вполне регу­
лярно зависит от его входа и предыдущего состояния. 
Стохастичность автомата образуется за счет функции 
выхода. 

Марковский автомат [21, 25]. Вероятностный автомат 
называется марковским (с детерминированной функ­
цией выходов), если он является автоматом типа Мили 
и условная вероятность р(у/и,х) принимает только два 
значения: 0 или 1. Следовательно, существует такая 
функция %(и,х), что 

/ / v J 1, если # = Л(ы,х); . 
P {У/и, х) - <у 0 _ в П р 0 Т И В Н 0 М случае, (U.d. 14) 

т. е. вход и состояние детерминированно определяют вы­
ход автомата; случайно лишь состояние автомата. 

Д е т е р м и н и р о в а н н ы й автомат является част­
ным случаем вероятностного автомата и получается из 
определения (0.3.1), где условная вероятность р {и', у/и, х) 
принимает только два значения: 0 или 1. 

ВИДЫ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ 
В ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТНЫХ АВТОМАТОВ 

Ниже будут рассмотрены вопросы эквива­
лентности различных поисковых алгоритмов. При этом 
эквивалентность алгоритмов поиска будет сформулиро­
вана как эквивалентность их автоматного представле­
ния. Поэтому приводим определение и основные свойства 
эквивалентности автоматов [21, 23, 26, 27]. 

Эквивалентность состояний вероятностного автомата. 
Предположим, что вначале автомат находится в состоя­
нии щ и на его вход подается последовательность вход­
ных символов (0.3.7) длиной N. Тогда на выходе авто­
мата получаем последовательность выходных символов 

2* 
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той же длины (0.3.8). Вероятность появления последова­
тельности (0.3.8), согласно определению (0.3.2), равна 

N 

2 П p(yk, Uk/Uk-i, xh). 
uh^U h=l 

(0.3.15) 
Если для Uoi^U, UQ2^U И для любого положительного 
N имеет место равенство 

Р и т {У\У2 • • • W * l * 2 ...XN)= Р и ю {У\У2 • • • yN/XiX2 ...XN) 
(0.3.16) 

для всех 
ftel; yh(=Y (0.3.17) 

( £ = 1 , 2 , . . . , АО, 
то состояния ы01 и «02 называются эквивалентными. Фи­
зически это означает, что состояния uoi и и02 неразли­
чимы как внутренние начальные условия, поскольку они 
приводят к одному и тому же внешне наблюдаемому по­
ведению, или соотношению вход—выход. 

Эквивалентность начальных распределений вероят­
ностного автомата. Д л я каждой пары (х, у) входного и 
выходного символов данного автомата через T(yjx) 
обозначим матрицу, //-элементом которой является 

in (у/х) = р (у, щ/щ, х), (0.3.18) 

т. е. вероятность перехода из состояния i в состояние / 
и появления на выходе сигнала у при подаче на вход 
сигнала х. Тогда {Т(у/х)}, где x e l , y^Y, является се­
мейством mXtn матриц с неотрицательными элемен­
тами, где m — количество внутренних состояний авто­
мата. Из условия (0.3.4) следует, что матрицы Т(у,х) 
должны быть такими, чтобы для каждого входного сиг­
нала х^Х переходная матрица состояний 

Т(х) = 2т(у/х) (0.3.19) 
у 

являлась стохастической. Переходная матрица для по­
следовательностей входных (0.3.7) и выходных (0.3.8) 
символов определяется равенством 
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Т{у\У2. • • У^ххх2.. .xN) = TiyJx^Tiyz/xz)... T(yN/xN). 
(0.3.20) 

Если P<°)= ( p i ( 0 ) , . . . , p m

( 0 ) ) — любое начальное рас­
пределение внутренних состояний Ui,u2,...,um авто­
мата, то число 

Р Р ( 0 ) {У\У2 • • • У'n/XM ...XN) = 

= eT'(yiy2...yN/xlx2...xN)PW (0.3.21) 

обозначает вероятность появления последовательности 
У1У2 • • .yN на выходе, когда на вход подается последова­
тельность xiX2...xN при начальном распределении Р ( 0 ) . 
Здесь е является m-мерным вектором, элементы кото­
рого равны единице; Т — транспонированная матрица Т. 

Два начальных распределения P i ( 0 ) и Р2 ( 0 ) называются 
^-эквивалентными, если для любых последовательнос­
тей (0.3.7) и (0.3.8) длины N имеем 

Рр,(») (У1Уг---Уя1х\Х2...хя) = 
= / % „ ) {У1У2 • • • Ук/xiXz ...xN). (0.3.22) 

Два начальных распределения Pi<°> и Рг ( 0 ) называ­
ются эквивалентными, если они jV-эквивалентны для 
всех N. 

Когда распределения Р^ 0 * и Р2 ( 0 ) являются вырожден­
ными, т. е. элементы векторов Pi<0) и Р2 < 0 ) равны нулю 
или единице, тогда эквивалентность начальных распре­
делений совпадает с эквивалентностью состояний. 

Достаточным условием {23] эквивалентности началь­
ных распределений P i ( 0 ) и Рг ( 0 ) является их (пг— ^ - э к в и ­
валентность, где m — количество внутренних состояний 
автомата. 

Эквивалентность двух вероятностных автоматов по за­
данным начальным распределениям. Пусть даны два ве­
роятностных автомата Ах и А2 с матрицами переходов 
Т\(у/х) и Т2(у/х). Пусть автомат А\ имеет m t внутрен­
них состояний, а автомат А2 т2 внутренних состояний. 
Предположим, что P i ( 0 ) есть начальное распределение 
состояний для автомата Л ь а Рг ( 0 ) — то же для авто­
мата А2. Обозначим вероятность появления на выходе 
автомата Л; последовательности У\у2...ук при условии, 
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что на вход была подана последовательность ххх2... xN 

и начальное распределение состояний автомата было 
равно P j ( 0 ) , величиной р р ( 0 )

т > (уху2... yN/xiX2... xN); 

PP.m

Ti (У1У2 • • • Ук1ххх2 ...XN) = 

= ej'i (У1у2... yN\x,x2 ...xN) P<«», (0.3.23) 

где e* — mj-мерный вектор, элементы которого равны 
единице; 

T'i — транспонированная матрица 7,- ( / = 1 , 2 ) . 
Если для всех входных последовательностей Х \ Х 2 . . . xN 

и выходных последовательностей у\у2... г/я, имеющих 
длину N, 

Р P i m

T l (У1У2 • • • yN/xiX2 ...xN) = 

= P P J 2 (У1У2 • • • Уп1х{х2 ...xN), (0.3.24) 

то начальное распределение P i < 0 ) для автомата А\ назы­
вается JV-эквивалентным начальному распределению 
Р 2

( 0 ) для автомата А2. Или, иначе, система ( Г ь P i ( 0 ) ) , т .е . 
система «переходная матрица Т\ и начальное распреде­
ление Р ^ 0 ' » , называется Л^-эквивалентной системе 
(Г 2 , Р 2

( 0 ) ) , т. е. системе «переходная матрица Т2 и на­
чальное распределение Р2<°Ь>. 

Системы (T ' i , P i ( 0 ) ) и {Т2, Р 2

( 0 ) ) называются эквива­
лентными, если они iV-эквивалентны для всех JV. 

Достаточным условием 123] эквивалентности систем 
(TuPi{0)) и (Т2, Р2<°>) является их ( m , + m 2 - 1 ) - э к в и в а ­
лентность, где Ш\ — количество внутренних состояний 
автомата Л ь а т2 — автомата А2. 

Эквивалентность автоматов по состояниям. Автоматы 
А\ и Л 2 называются эквивалентными по состояниям {22], 
если для каждого и^{иА>} существует такое и^{11Аг), 
что 

РщЛ' {У\У2 ...Ук--- /ХХХ2 . . . x N . . . ) = 

= ри^{У\У2.. . y N . • .\Х\Х2. . .xN...), (0.3.25) 

и наоборот, для каждого Uk^.{UA*} существует такое 
что 
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P u h

A l {У\У2 •••УМ-- . /*1*2 . . . X N . . . ) = 

= Pufl{yiy2---yN..Jxlx2...xN...) (0.3.26) 

при всех парах входных и выходных последовательнос­
тей XiX2...xN... и У\У2-..Ун--- • Здесь {UA'} и {UA>} — 
множества внутренних состояний автоматов А{ и А2 

соответственно; ри1

А{ (У\Уг • • -1х\Х2 . . . ) —• вероятность 
появления на выходе автомата Л* ( i = l , 2 ) последова­
тельности у\у2..., если на вход была подана последова­
тельность Х\х2... и в начальный момент автомат Лг- на­
ходился В СОСТОЯНИИ Uj. 

Стохастическая эквивалентность автоматов. Вероят­
ностные автоматы А\ и Л 2 называются стохастически 
эквивалентными, если для каждого начального распре­
деления Р г ^ ' ^ Р д , 1 0 ' } найдется такое начальное распре­
деление Р ; - ( 0 ) е { Р д 2

( 0 ) } , что 

Pptml (УМ* • • • W * i * 2 ...xN) = 
=Pv.^i{y\y2-.-yNlxlx2...xN) (0.3.27) 

и для каждого начального распределения Р ь ( 0 ) е { Р А 2

( 0 ) } 
найдется такое начальное распределение Рг ( 0 >е{Рл, < 0 ) }, 
что 

PpkW2 (У\У2 • • • Un/XiX2 ...xn) = 

=P P ; ( 0 )

 т ' (У1У2 •. • Ук1ххх2 ...xN) (0.3.28) 

для всех пар входных и выходных последовательностей 
x\X2...xN и У\У2---Уя и для всех N. Здесь { Р А , ( 0 ) } И 
{Рд 2

( 0 ) } обозначают класс начальных распределений ав­
томатов Л] и А2 соответственно. 

В некоторых случаях для установления эквивалент­
ности автоматов удобно пользоваться понятием гомо­
морфизма автоматов. 

Гомоморфизм вероятностных автоматов [22]. Вероят­
ностный автомат Ai = (X, Y, {T^X/Y)}} гомоморфно ото­
бражается на вероятностном автомате А2 = (Х, Y, 
{T2(XjY)}y, если существует такая матрица В, число 
строк которой равно числу внутренних состояний авто­
мата Л ь число столбцов —• числу внутренних состояний 
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автомата А2, все строки матрицы В стохастические, а 
все ее столбцы линейно независимые, и для всех х е Х , 
г /еУ справедливо равенство 

Т1(у1/х)В = ВТ2(у/х). (0.3.29) 

Если вероятностный автомат А\ гомоморфно отобра­
жается на вероятностном автомате А2, то они стохасти­
чески эквивалентны, причем начальному вектору Pi ( 0> 
эквивалентен начальный вектор Рг ' 0 ' , т. е. 

Р 2(0) = Р 1(о)5. (0.3.30) 

Если матрица гомоморфизма В состоит только из ну­
лей и единиц, то автоматы А\ и А2 эквивалентны по со­
стояниям. 

Приведем еще некоторые положения, которые пона­
добятся в дальнейшем при исследовании эквивалент­
ности алгоритмов поиска. 

1. Для того чтобы два вероятностных автомата Ах и 
А2 со случайными реакциями были эквивалентны по со­
стояниям, необходимо и достаточно, чтобы существовал 
автомат Аз со случайными реакциями, на котором гомо­
морфно отображаются автоматы Ах и А2 [21]. 

2. Любой вероятностный автомат стохастически экви­
валентен некоторому вероятностному автомату Мура. 
При этом всякий вероятностный автомат со случайными 
реакциями эквивалентен вероятностному автомату Мура 
со случайными реакциями [21]. 

3. Д л я всякого вероятностного автомата типа Мили, 
имеющего m внутренних состояний и / входных симво­
лов, можно построить эквивалентный ему по состояниям 
вероятностный автомат типа Мура, имеющий 1{пг-\-\) 
внутренних состояний [21]. 

§ 0.4. АВТОМАТЫ 
В СЛУЧАЙНЫХ СРЕДАХ 

Модель объекта в общем случае можно 
представить как некоторую случайную среду, с которой 
взаимодействует автомат — алгоритм поиска. Поэтому 
•естественно рассмотреть основные положения и резуль­
таты, полученные в области исследования поведения ав-
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томатов в случайных средах [28], учитывая, что имеется 
в виду автомат поиска. 

Некоторые дополнительные определения. Рассмотрим 
автомат типа Мура. Задаем этот автомат его каноничес­
кими уравнениями 

Переменная t здесь обозначает время. Обычно она 
принимает целочисленные значения t= 1,2,..., N,.... 
Предполагается, что входная переменная автомата x(t) 
может принимать лишь два значения: 0 и 1, т. е. 

Значение х = 0 соответствует единичному выигрышу ав­
томата, а значение х=\ — его единичному проигрышу. 
Предполагается, что выходная переменная y(t) авто­
мата А может принимать к различных значений 

Значения переменной y(t) будем также называть 
действиями автомата. В момент времени t автомат А 
произвел действие уа, если y(t)=ya ( а = 1 , 2, . . . , х ) . Ав­
томат может находиться в некотором из m его состояний 
U\,...,um. Число m называется памятью автомата. Оче­
видно, что для автомата с детерминированной функ­
цией выхода F(u(t)) m ^ x . Автомат А в момент времени 
t находится в /-м состоянии ( / = 1 , 2, . . . , т ) , если « ( 0 = 
= «j. Действие уа соответствует состоянию Uj, если 

F(Uj) =уа. 
Уравнение (0.4.2) описывает зависимость действия 

автомата от его состояния, а уравнение (0.4.1) — изме­
нения его состояния под воздействием входной перемен­
ной x(t). В случае детерминированных автоматов 
Q)(u(t),x(t+1)) и F(u(t)) являются детерминирован­
ными функциями, а в случае вероятностных автома­
тов — функциями плотности вероятностей. 

Входная переменная x(t) принимает лишь два значе­
ния: 0 и 1. Поэтому формула (0.4.1) задает пару «ото­
бражений в себе» множества состояний автомата. Эти 
отображения будем записывать в виде переходных мат­
риц автомата: 

u{t+\)=Q>(u(t),x[t+\))\ 
y(t)=F(u(t)). 

(0.4.1) 
(0.4.2) 

* = { 0 , 1 } . (0.4.3) 

\\ац(х) || (0.4.4) 
(i,/ = 1, 2, . . . , m; х = 0, 1). 
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Переходные матрицы детерминированного автомата 
просты: каждая ее строка при любом фиксированном 
значении х содержит только один элемент, равный еди­
нице, а остальные элементы равны нулю. Переходы де­
терминированного автомата из одного состояния в дру­
гое определяются следующим образом: если в момент t 
автомат находился в состоянии щ, то в момент t+l он 
перейдет в такое состояние Uj, для которого 

atj(x(t+l)) = l. (0.4.5) 

Д л я вероятностного (стохастического) автомата пере­
ходные матрицы являются стохастическими. Элементы 
переходных матриц ац(х) обозначают вероятность пе­
рехода из i-ro состояния в /-е при заданном значении 
входной переменной х, т. е. 

ац(х) = B E P ( u ( * + 1) =Uj/u(t) =щ, х). (0.4.6) 

Детерминированный автомат является частным слу­
чаем вероятностного автомата. 

Случайная среда. Обычно различают стационарную 
и составную случайные среды. Говорят, что автомат на­
ходится в с т а ц и о н а р н о й с л у ч а й н о й с р е д е [28] 

С={ах,а2 Он), (0.4.7) 

если действия автомата и значения его входной перемен­
ной связаны следующим образом: действие уа ( а = 
= 1, 2 х ) , произведенное автоматом в момент t, 

влечет за собой в момент £ + 1 значение х=\ (проиг­
рыш, штраф) с вероятностью 

* а = - Ц ^ - (0.4.8) 

и х = 0 (выигрыш) с вероятностью 

l - s . - i ± ^ . (0.4.9) 

Здесь аа — средний выигрыш автомата при действии уа. 
При этом предполагается, что 

| а а | ^ 1 . (0.4.10) 

Пусть в момент t автомат находится в состоянии щ 
(i=l, 2 , . . . , т), которому соответствует действие г/ а ,= 
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= F(Ui). Тогда вероятность рц перехода автомата из со­
стояния щ в состояние Uj определяется формулой 

Pii = saiaij(l)+ (l-sai)aij(0) (0.4.11) 

( i , / = l , 2 , . . . . m). 

Нетрудно убедиться, что матрица 
A (S) = \\pijW (0.4.12) 

является стохастической. Следовательно, функциониро­
вание автомата в стационарной случайной среде описы­
вается цепью Маркова [29, 30]. 

Введем диагональную матрицу размерности тХт,. 
элементами которой являются вероятности штрафов, 
действия автомата [14, 31]: 

Sl 
0 

о о 
s2 0 

о о 
о о 

О О О о 
(0.4.13) 

где sj (j — l,...,m) определяется формулой (0.4.8), а 
т — память автомата. 

Тогда при учете формулы (0.4.11) имеем цепь Мар­
кова с матрицей переходных вероятностей 

A(S)=SAl+(I-S)A0, (0.4.14) 

где Л] и Лг — переходные матрицы автомата при про­
игрыше и выигрыше соответственно. 

Обозначим через pi (i=l,... ,т) финальную вероят­
ность состояния щ автомата, находящегося в стационар­
ной случайной среде С, а через оа ( а = 1,2,..., и) — 
сумму финальных вероятностей таких состояний щ, ко­
торым соответствует действие уа. сга имеет смысл веро­
ятности действия уа автомата Л в среде С. Тогда в слу­
чае эргодической цепи Маркова (0.4.14) математическое 
ожидание W(A,C) выигрыша для автомата А в среде С 
выражается формулой 

W(A,C) (0.4.15) 
а = 1 

file:////pijW
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Будем говорить, что автомат А обладает целесообраз­
ным поведением в среде С, если 

W(A,C)>—{a1 + a2+ + а.л). (0.4.16) 

Д л я автомата, совершающего свои действия равноверо­
ятно и независимо от реакции среды, 

W=—(al + a2+ ... +ак). у. 
(0.4.17) 

Очевидно, что W(A, C)^W. В работе [28] рассмотрены 
множества автоматов с целесообразным поведением в 
стационарных случайных средах. 

Рассмотрим поведение автомата в с о с т а в н о й с л у ­
ч а й н о й с р е д е [28], т. е. в среде, свойства которой 
изменяются случайным образом. Будем считать, что 
среда, с которой взаимодействует автомат, состоит из 
стационарных случайных сред С ( а>, переключение кото­
рых осуществляется по марковской схеме. 

Рассмотрим цепь Маркова 
K(CW, ...,СМ, А), (0.4.18) 

имеющую v состояний С* 1 *, . . . , С м , причем переходы из 
одного состояния в другое задаются матрицей переход­
ных вероятностей 

А = 
>\2 

6ui би: V2 

(0.4.19) 

Состояние С ( а ) цепи Маркова соответствует стацио­
нарной случайной среде 

С^ = С{а^\ а2 
(а) (0.4.20) 

Будем говорить, что автомат находится в составной 
среде К, если в каждый момент времени он находится 
в одной из сред С<а> ( а = 1, 2, . . . , v), т. е. если его дейст­
вия у и значения входной переменной х связаны форму­
лами (0.4.8) и (0.4.9); если при этом в момент t авто­
мат находился в среде С ( а ) , то в момент t+ 1 он будет 
находиться в среде С(Р> с вероятностью б ар-
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Обозначим через \р№ ( р = 1 , . . . , у ; г'= 1 , 2 , . . . , т ) та-
кое состояние системы автомат — составная среда, при 
котором автомат находится в состоянии щ, а состав­
ная среда — в состоянии С(Р>. Тогда вероятность p i j ( P ) ( v ) 

перехода системы из состояния i|3i<P) в состояние TJ)J(V) 

выражается формулой 

PijM W = [Pa^au (1) + (1 - paW) ац (0) ]6 P V , (0.4.21) 
где Ilcj j(x) | | — переходные матрицы (x = 0,1) ав­

томата A; 
Р а г

( Р ) и 1— р а / Р ) — соответственно вероятности проиг­
рыша и выигрыша автомата А в 
среде С<Р> при действии yat — F(Ui); 

Р а ^ = - ^ ^ - (0.4.22) 

1 + а„ <Р> 

l _ p ^ ( W = _ i Z | 2 L _ . (0.4.23) 

Матрица 

Л(х(Р),Л) = ||р«<Р^)[| (0.4.24) 
(Р, v = 1 , . . . . о; t , / = l , . . . , m ) 

является стохастической. Следовательно, поведение сис­
темы автомат — составная среда описывается некоторой 
цепью Маркова. В случае эргодической цепи Маркова 
(0.4.24) математическое ожидание выигрыша W(A,K) 
автомата А в среде К вычисляется по формуле 

W(A, К) = 2 2 а«(Р)аа(Р). (0.4.25) 
а=1 р = 1 

Здесь а а

(Р> — суммарная вероятность таких состояний 
системы, в которых автомат производит действие уа, а 
составная среда находится в состоянии С ( Р ) . 

Простейшая составная случайная среда, когда у = 2, 
задается матрицей переходных вероятностей 

Л = (0.4.26) 
1 - 6 б 

б 1 - 6 

Здесь параметр б представляет собой среднюю частоту 
переключения состояний составной среды. 
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Автоматы с формируемой структурой в случайных 
средах [28, 32, 33]. Структура автомата задается пере­
ходными матрицами | |а^(л;)| | (х = 0,1), которые опреде­
ляют переходы состояний u(t)^{uu u2,...,um} автомата 
при том или ином значении входной переменной х, и 
функцией y(t)=F(u(t)), определяющей действия y(t)^ 
^{уи У2,---,Ук} автомата, или, в случае автомата со 
случайными действиями, вероятности действий авто­
мата в зависимости от его состояний. 

Д л я автоматов с формируемой структурой матрицы 
переходов изменяются в зависимости от значений вход­
ной переменной х. 

Изменения переходных матриц | |aj j(x) | | осуществля­
ются следующим образом. Пусть в момент t под воз­
действием входной переменной x{i) состояние щ перехо­
дит в состояние Uj, а затем, в момент входная пере­
менная принимает значение х ( £ + 1 ) = 0 (выигрыш) либо 
x(t+l)=l (проигрыш). Величина переходной вероят­
ности aij(t+\) увеличивается в случае x(t+l)=0 и 
уменьшается при x(t+l)=l, а остальные элементы 
aik(t,x(t)) (&¥=/) i-й строки изменяются таким обра­
зом, чтобы сохранилась стохастичность матрицы, т. е. 
чтобы соблюдалось условие 

Остальные строки матрицы ||a,-j(x)|| не изменяются. В 
каждый момент времени t изменяется лишь одна из мат­
риц \\a(t,x(t) || ( х = 0 , 1 ) , и именно та, которая соответст­
вует значению х, равному x(t). 

Предложено несколько алгоритмов изменения элемен­
тов переходных матриц [32—36]. Например, в работе [32] 
рассмотрены следующие, весьма общие, формулы изме­
нения переходных вероятностей: 

m 

(0.4.27) 

; (0.4.28) 

flfft*<0 (*+! ) = 

~a[l-x(t + l)]+ ( - l ) i ( f + l ) e . J t ( ( ) ( l _ f l ) ' 

a[l-x(t+\)]ai.x(t) (f) 
(0.4.29) 

fl[i-*(f+i)]+ ( _ i)*<t+i)flij.*<t> ( i - a ) 

Здесь a = const; 0 < a < l . 
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Некоторые основные сведения о цепях Маркова. Из 
изложенного видно, что функционирование автоматов в 
случайной среде описывается цепью Маркова. Поэтому 
исследование автомата в случайной среде сводится к ис­
следованию соответствующей цепи Маркова. Приводим 
основные положения о цепях Маркова [29, 30]. 

Под цепью Маркова будем понимать некоторую сис­
тему U, которая в каждый момент времени может нахо­
диться в одном из m состояний ии и2,...,ит и меняет 
свое состояние только в дискретные моменты времени 
t\, h , - - - , tN- Вероятностный переход системы U из од­
ного состояния в другое задается некоторой переходной 
вероятностью pij(N). Это вероятность перехода из t-ro 
состояния в /-е в момент времени t = N. В общем случае, 
когда вероятности переходов Pij(N) зависят от времени 
t = N, цепи называются неоднородными цепями Маркова. 
Если pij не зависят от времени tN, т. е. 

P i i W = P (0.4.30) 

то цепь Маркова называется однородной. Такая цепь за­
дается матрицей переходных вероятностей 

я — 

Рп Plm 

Рт\ 

(0.4.31) 

где рц (i, / = 1 т) — вероятность перехода из t-ro 
состояния в /-е. При этом должно выполняться условие 
стохастичности матрицы я , т. е. 

2 
3 = 1 

1 (0.4.32) 

( i = l , . . . , т). 

Для полного задания цепи Маркова необходимо иметь 
также вектор начальных вероятностей 

Р<°>=(р, <»>,..., р т<°>), (0.4.33) 

где Pi(0> ( i = l , . . . , m ) — вероятность того, что система 
U в момент времени t = 0 находится в состоянии щ. 
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Вероятности переходов системы из одного состояния 
в другое за N шагов определяются формулой 

р<л-)=( я ' )(л-)р«». (0.4.34) 

Здесь (я ' ) <*> 

Р<0) 

JV-Я степень транспонированной мат-

вероятностей 
рицы я ' ; 
вектор начальных 
(0.4.33); 

P W = ( / 7 1 W , . . . , ^ m W ) , (0.4.35) 

где р :(-V) _ вероятность того, что система находится 
в г-м состоянии после iV шагов. 

Элементы pa(N) матрицы я ( Л Г ) называются переход­
ными вероятностями за N шагов. Их можно определить 
по формуле Перрона [37] 

AN) 
= 2 

1 т., —1 

( m v - l ) ! 
( v = l , , . . , r ) . (0.4.36) 

Обозначим через >w характеристические числа матрицы 
я , т. е. корни характеристического полинома матрицы я , 
который задается определителем 

Х-ри 
-Рп 

— Р\2 

Х — р22 

— Рт 
— Р2т 

— рт\ -Рт.2 

(0.4.37) 

В формуле (0.4.36) 
nji(%) — алгебраическое дополнение элемента 

определителя я ( ^ ) , стоящего на пересе­
чении его /-й строки и г-го столбца; 

mv — кратность v-ro характеристического 
числа К; 

£ ) A m v - i [ o / 0 ] — производная по переменной К порядка 
mv— 1; подстановка lk = Xv производится 
после дифференцирования; 
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Особенно простой вид формула Перрона (0.4.36) при­
обретает в случае, когда все характеристические числа 
матрицы я (0.4.37) имеют кратность, равную единице, 
т. е. когда 

mi = m 2 = . . . =mr= 1. (0.4.39) 

В этом случае г — п и формула Перрона имеет вид 
m 

2 ,0.4.40) 
( г , / = 1 , 2 , . . . , п ) . 

Если существует предел 

1\трцт=рц^, (0.4.41) 

то вероятности p t j ( o o ) называются предельными переход­
ными вероятностями. Имея вектор начальных вероят­
ностей Р<°)= ( p i < 0 ) , . . . , p m ( 0 ) ) , можно получить предель-
ные вероятности p i ( o o ) ( t = l , . . . , m ) различных состояний 
цепи Маркова по формулам 

Pi(°°)= 2 Р)тРц(*°г- (0.4.42) 

Если предельные вероятности цепи Маркова Рг ( о о ) 

(1—1,..., т) не зависят от ее начальных вероятностей 
рг ( 0 ) (i~ 1, • • •, tn), то такая цепь Маркова называется 
эргодической. Легко видеть, что цепь Маркова является 
эргодической, если вероятности рц{<х,) для любого ин­
декса / не зависят от индекса i, т. е. если все строки мат­
рицы я ( о о ) = | |P i j ( o o ) II предельных переходных вероятнос­
тей одинаковы. Д л я того чтобы цепь Маркова была 
эргодической, необходимо и достаточно, чтобы одним из 
значений простого корня характеристического полинома 
ее матрицы переходных вероятностей была единица, 
а модули всех других корней этого полинома были 
строго меньше единицы. 

Для случая эргодической конечной цепи Маркова пре­
дельные переходные вероятности определяются форму­
лами 

3 — 2014 
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Pa <<*>) = Kji (Я) 
(0.4.43) 

( t ' , / = l , . . . , m ) . 

Приведем еще другой признак, по которому определя­
ется эргодичность цепи Маркова. Этот признак следую­
щий. Если начиная с некоторого N^1 все элементы N-й 
степени матрицы переходных вероятностей я положи­
тельны, то цепь Маркова является эргодической и ее 
предельные вероятности равны I 

На практике использование формул Перрона или воз­
ведение переходных матриц в N-ю степень для цепей 
Маркова со многими состояниями является сложной 
задачей. Поэтому более целесообразно предельные ве­
роятности рг ( о о ) находить как решение следующей сис­
темы алгебраических уравнений [38]: 

где я — матрица (0.4.31); 
Р — вектор предельных вероятностей; Р=(ри рт). 

Формула (0.4.45) имеет место для эргодических цепей 
Маркова. 

р/°°>= l i m P i j ( J V ) . (0.4.44) 

Р = Ря, (0.4.45) 



Г Л А В А I 

ПОИСК БЕЗ САМООБУЧЕНИЯ 

§ 1.1. С Л У Ч А Й Н Ы Й п о и с к 
К А К В Е Р О Я Т Н О С Т Н Ы Й А В Т О М А Т 

Рассмотрим задачу минимизации скаляр­
ной функции многих переменных 

методами случайного поиска как задачу функциониро­
вания вероятностного автомата в некоторой среде [39]. 
Автоматом в данном случае является алгоритм случай­
ного поиска, а среда, в которой действует этот автомат, 
представляет собой объект оптимизации. Среда в общем 
с.лучае предполагается стохастической, т. е. на одно и то 
же воздействие X она каждый раз отзывается некото­
рым случайным образом. 

Одним из примеров такого взаимодействия автомата и 
среды может служить г о м е о с т а т Э ш б и [40], пред­
ставляющий собой динамическую систему 

Состояние системы (1.1.2) описывается вектором U = 
= ( и ь U2,..., ит) и определяется как вектором управляе­
мых параметров гомеостата Х = (хи х 2 , . . . , хп), так и 
вектором неуправляемых параметров Е = (si, е2,..., е п ) , 
характеризующим стохастические свойства среды. 

Управление состоянием U гомеостата осуществляется 
путем воздействия на его параметры хих2,... ,хп, при­
чем целью управления является выведение гомеостата 
в заданное состояние U*, т. е. минимизация показателя 

Q=Q(xux2,... ,хп) (1.1.1) 

d\J 
F(V,X, Е ) , (1.1.2) 

dt 

Q = | U - U * | . (1.1.3) 

з* 
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Управление параметрами гомеостата производится 
методом проб и ошибок, который сводится, по сути дела, 
к случайному перебору элементов некоторого допусти­
мого множества управлений {X} с последующей провер­
кой их эффективности и реакции на каждое случайное 
управление. При этом четко разграничиваются два вида 
реакций. Отрицательная реакция R~ возникает в ответ 
на управление, которое не приводит к выполнению по­
ставленных целей. Эта реакция в соответствии с алго­
ритмом гомеостата вызывает очередную случайную 
пробу управления. Положительная реакция R+ следует 
за достижением цели управления. Она сохраняет в объ­
екте то управление, которое привело к положительному 
результату. Алгоритм такого поведения гомеостата 
можно записать в виде 

где Xt- — управление на i-м шаге работы гомеостата; 
Е •— оператор случайного управления из класса 

допустимых управлений, т. е. оператор случай­
ного определения параметров гомеостата. 

Легко заметить, что такой алгоритм имеет целесообраз­
ное поведение, направленное на поиск и сохранение 
в системе состояния, которое обеспечивает положитель­
ную реакцию R+. 

Итак, смысл случайного поиска по рассмотренному 
алгоритму (в данном случае —• слепого поиска) заклю­
чается в том, чтобы случайно перебирать значения пара­
метров системы до тех пор, пока не будут найдены 
такие их варианты, которые обеспечивают выполнение 
определенных заданных условий. В случае гомеостата — 
это наличие устойчивого состояния системы в заданных 
границах. 

Такое поведение' гомеостата, по-видимому, наиболее 
целесообразно в том случае, когда управляющее 
устройство не имеет никаких сведений о структуре объ­
екта, т. е. последний представляет собой «черный ящик». 

Естественно задать вопрос: всегда ли можно найти ус­
ловия, при которых объект удовлетворяет целям управ­
ления, т. е. можно ли случайным перебором допустимых 

(1.1.4) 
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управлении всегда наверняка достигать цели: 
Разобьем множество возможных реализаций парамет­
ров объекта на два подмножества { Х ( 0 ) } и { X * } , в первое 
из которых объединены значения параметров, приводя-

' щие к отрицательной реакции, во второе — вызывающие 
положительную реакцию. Тогда решение задачи управ­
ления будет заключаться в случайном отыскании хотя 
бы одного элемента второго множества за конечное 
число шагов поиска (под шагом поиска здесь понима­
ется однократный случайный выбор параметров объек­
та ) . Д л я этого необходимо, чтобы оба подмножества 
имели одинаковую мощность, т. е. чтобы при случайном 
переборе элементов множества всех возможных управ­
лений (под управлением здесь и далее подразумевается 
определение параметров объекта хи х%,... ,хп) предста­
вители подмножества { X * } встречались не слишком 
редко. Тогда вероятность выбора одного из элементов 
этого подмножества будет конечна. Следовательно, про­
цесс завершится в конечное время и система обяза­
тельно придет в состояние, удовлетворяющее целям 
управления. 

Представим работу гомеостата как функционирование 
некоторого вероятностного автомата, действующего в 
случайной среде [41]. Тогда гомеостат следует «рас­
слоить» на среду и управляющее устройство УУ (см. 
рис. 1.1.1). Под средой подразумевается объект управле­
ния, реализующий зависимость (1.1.2), а управляющее 
устройство работает в соответствии с алгоритмом слу­
чайного поиска (1.1.4). В этом случае отрицательная ре­
акция R~, эквивалентная Q>q = const, соответствует 
штрафу, а положительная реакция R+(Q^.q) 
штрафу [39]. 

Алгоритм случайно- . ^ Среда 
го поиска (1 .1 .4) , pea- (f~J\ (объект) 
лизуемый управляю­
щим устройством, яв­
ляется вероятностным 
автоматом, выход кото­
рого X изменяется в со­
ответствии со входом Q. 
Стохастическая матри­
ца, характеризующая 

У 

не-

Поиск 
(УУ) 

Рис. 1.1.1. Блок-схема гомеостатиче-
ского управления. 
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функционирование этого автомата в случайной среде, 
имеет вид 

R+ 
1-р р 

О 1 
(1.1.5) 

где р — вероятность отыскания решения, удовлетворяю­
щего поставленным целям управления ( Q ^ q ) . Эффек­
тивность функционирования гомеостата существенно 
зависит от величины р . Чем больше р , тем быстрее нахо­
дится решение и, следовательно, тем эффективнее работа 
гомеостата. 

Стохастический характер данного автомата определя­
ется двумя факторами — оператором случайного шага 
Е и неопределенностью среды (стохастичность среды за­
висит от неизвестного вектора ситуации Е ) . 

Применение описанной схемы слепого поиска к опти­
мизации многопараметрических систем не приводит 
к успеху. Это связано с тем, что для более или менее 
сложных объектов управления вероятность р отыскания 
цели «сразу» очень мала, и процесс слепого поиска не­
обходимого управления связан, как правило, с огром­
ными затратами времени. 

Рассмотренный алгоритм случайного поиска (1.1.3) 
пригоден для отыскания решения в принципе, т. е. гаран­
тирует конечность времени отыскания условий, удовлет­
воряющих целям управления. Однако вопросы быстро­
действия не решаются этим алгоритмом, поскольку он 
предназначен для управления объектами самого широ­
кого класса с единственным ограничением, связанным 
с конечностью вероятности отыскания решения. 

В задачах экстремального управления часто содер­
жатся дополнительные сведения об объекте, например 
о характере поведения показателя качества объекта при 
различных управлениях. Эта информация дает возмож­
ность применить новые алгоритмы управления, которые 
построены на базе случайного гомеостатического поиска, 
но решают вопросы быстродействия уже с учетом имею­
щихся дополнительных сведений об объекте. 

Дополнительные сведения об объекте оптимизации не­
сет функция качества Q(X) , которую нужно минимизи­
ровать. Значение Q(X) очень часто может служить ме­
рой близости к цели, т. е. мерой успеха поиска. 
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Сформулируем один из а л г о р и т м о в с л у ч а й ­
н о г о п о и с к а , который основывается на высказанных 
соображениях: 

где ДХг — рабочее смещение на £-м шаге, а случайные 
пробы 3 предполагаются достаточно малыми по мо­
дулю, чтобы обеспечить достаточно большую вероят­
ность достижения подцели. Нетрудно заметить, что этот 
алгоритм является дифференциальным аналогом гомео-
статического алгоритма и обычно называется алгорит­
мом случайного спуска или случайным поиском с линей­
ной тактикой. Смысл его прост и естествен. Система де­
лает случайные шаги в пространстве управляемых пара­
метров, пока не будет найден такой шаг, который при­
ведет к уменьшению функции качества. Положительная 
реакция алгоритма заключается в движении по выбран­
ному направлению, т. е. в повторении этого шага до 
тех пор, пока показатель качества не начнет увеличи­
ваться, что вызовет отрицательную реакцию — случай­
ные пробы новых направлений и т. д. 

Эффективность такого алгоритма поиска гарантиру­
ется условием небыстрого изменения функции Q(X) , со­
гласно которому успех в X] может повториться в Х 2, если 
расстояние между Х[ и Х 2 не очень велико. На этом ос­
новании в алгоритме (1.1.6) предусмотрены повторные 
шаги в выбранном направлении. 

Рассмотрим работу этого алгоритма как стохастиче­
ского автомата в случайной среде, которая в данном слу­
чае представлена объектом оптимизации. Направленный 
граф работы такого автомата показан на рис. 1.1.2, где 
S — оператор случайного смещения, a R+ — оператор 
положительной реакции. Стрелками на рисунке пред-

при Ri~, т .е . если A Q i ^ O ; 
при Ri+, т. е. если A Q t < 0 , 

(1.1.6) 

А0>0 ( (^Х^^^^ГоЛ \ A O i 0 

fa) \ \tJL^ja±^XzJ J & 
1 (t-p2) 2 ^ 

Рис. 1.1.2. Граф гомеостатического алгоритма 
оптимизации (линейная тактика). 
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ставлены переходы от одного оператора к другому, при­
чем рядом указаны события, вызывающие эти переходы, 
а в скобках — вероятности этих событий. Автомат мо­
жет пребывать в двух состояниях и задается матрицей 
переходов 

P i l ~ P l " (1.1.7) 
1-р2 Р2 

где вероятности р{ и р2 зависят от свойств среды, т. е. 
от оптимизируемого объекта, и изменяются вместе 
с этим объектом. 

Нетрудно заметить, что эффективность рассматривае­
мого алгоритма зависит от того, как часто применяется 
оператор R+. 

Именно в этом цикле показатель качества уменьша­
ется и происходит настройка системы. Поэтому значе­
ние вероятности р2 в значительной мере определяет 
эффективность применения данного алгоритма. Алгоритм 
эффективен, если объект таков, что значение р2 доста­
точно близко к единице. 

Однако эффективность алгоритма зависит и от вероят­
ности выхода автомата на указанный цикл, т. е. от ве­
личины 1— ри которая соответствует вероятности слу­
чайного определения удачного направления ( A Q < 0 ) . 
Достаточно большое значение этой величины обеспечи­
вает работоспособность алгоритма. 

Таким образом, для эффективной работы алгоритма 
случайного поиска (1.1.6) необходимо, чтобы объект оп­
тимизации удовлетворял следующим требованиям: 
1) значение рх не должно быть очень малым, 2) значе­
ние р2 должно быть велико. 

Рассмотренный а л г о р и т м с л у ч а й н о г о по­
и с к а построен н а п р и н ц и п е « н а к а з а н и я » с л у ­
ч а й н о с т ь ю , в соответствии с которым оператор слу­
чайного шага S вводится как отрицательная реакция на 
неудачу при отыскании подцели. В случае удачи поиск 
осуществляется тем же способом, который привел 
к удаче. Такая форма поведения, безусловно, разумна и 
целесообразна для линейных и близких к ним объектов, 
свойства которых с переходом из одного состояния в дру­
гое изменяются незначительно. 

.Именно поэтому автомат, реализующий подобный ал-
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горитм, называется автоматом с линейной тактикой [39]. 
Если же условие линейности объекта не выполняется и 
вероятность р2 мала, то рассмотренный линейный алго­
ритм поиска имеет ограниченное применение. 

Объекты, для которых вероятность р% мала, часто 
бывает целесообразно оптимизировать, применяя а л г о ­
р и т м с н е л и н е й н о й т а к т и к о й . В этом алгоритме 
отрицательная реакция R~ заключается в регулярном 
«исправлении» ошибок, т. е. каждый раз принимаются 
меры для того, чтобы устранить последствия неудачи. 
Этот алгоритм можно записать в следующем виде: 

Оператор случайного шага S здесь вводится как поло­
жительная реакция R+ на удачный шаг, который привел 
к уменьшению функции качества A Q < 0 . Отрицательная 
реакция R~ вызывает действие, направленное на прео­
доление полученного отрицательного эффекта ( A Q > 0 ) , 
после чего снова следует случайный шаг Н. Таким обра­
зом, работоспособность этого алгоритма поиска дости­
гается исправлением ошибок, допущенных в процессе 
случайных проб. 

Граф алгоритма показан на рис. 1.1.3. Матрица пере­
ходов графа имеет вид 

где р — вероятность случайного удачного шага (р = р\). 
Очевидно, что для эффективной работы этого алгоритма 
объект вовсе не обязан обладать свойствами «гладкости». 
Единственное условие, предъявляемое алгоритмом к объ­
екту, заключается в том, чтобы вероятность р была не 
очень мала. 

(1.1.8) 

AQ>0 

AQ<0 
(Р) 

Рис. 1.1.3. Граф алгоритма случайного поиска с 
нелинейной тактикой. 
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Рассмотренные выше алгоритмы случайного поиска 
являются стохастическими автоматами, переходные мат­
рицы которых определяют "статистические свойства опе­
ратора случайного шага, которые в процессе поиска оста­
ются неизменными. Естественно использовать возмож­
ность изменения вероятностных свойств оператора Н для 
целенаправленного воздействия на переходные вероят­
ности, чтобы повысить эффективность указанных алгорит­
мов. Данную задачу решают а л г о р и т м ы с а м о о б у ­
ч е н и я, т. е. способы перестройки статистических свойств 
оператора Е, основанные на предыстории поиска. Такое 
самообучение вносит в поиск дополнительную обратную 
связь и является реакцией более высокого порядка на по­
ведение объекта в процессе поиска, чем R+ или R~. 

Таким образом, можно утверждать, что алгоритмы 
случайного поиска являются вероятностными автоматами, 
адаптация которых производится путем введения само­
обучения в процессе их функционирования. 

§ 1.2. П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е 
С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 
В В И Д Е В Е Р О Я Т Н О С Т Н О Г О А В Т О М А Т А 

В предыдущем параграфе показано, что ал­
горитмы случайного поиска могут рассматриваться как 
простейшие вероятностные автоматы, имеющие два со­
стояния — случайный шаг S и реакцию R на результат 
этого случайного шага. В данном параграфе эта точка 
зрения расширяется и обобщается, что позволяет не 
только привлечь теорию вероятностных автоматов к ис­
следованию работы алгоритмов случайного поиска, но и 
построить новые алгоритмы. 

Начнем с определения исходных понятий, точнее, с 
установления связи между понятиями теорий поисковой 
оптимизации и вероятностных автоматов. Эта связь 
отражена в таблице 1.2.1. 

Рассмотрим алгоритм случайного поиска с ограничен­
ным, т. е. конечным, числом т возможных направлений 
движения в пространстве оптимизируемых параметров. 
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Т а б л и ц а 1.2.1 

Теория поисковой оптимизации Теория вероятностных автоматов 

Объект Среда 

Оптимизатор, работающий по ме­
тоду случайного поиска 

Вероятностный автомат 

Реакция объекта 

AQ'scO 
AQ'>0 

Входной алфавит автомата 
С = ( 0 , 1 ) 
нештраф (с=0) 
штраф ( с = 1 ) 

Д Х Ь ДХ 2, ь . . , Д Х т Выходной алфавит автомата 

Состояние объекта 

r-ero-(f- ?) 
\ oxi дх„! 

Состояние среды 

S = ( s i , . . . , sm) 

Будем рассматривать сначала покоординатный поиск, 
когда вдоль координатных осей равновероятно делаются 
единичные шаги в обоих направлениях 

А Х = ( ± 1 , ± 1 , . . . , ± 1 ) . (1.2.1) 

Очевидно, что в этом случае т четно. Определим индексы 
следующим образом: 

AXH)=-kX(i+ml2) ( 1 - 2 . 2 ) 

( ) • 
„ т 

т. е. шаги с индексами, различающимися величиной-^- , 
равны по модулю и противоположно направлены. 

Покажем теперь, как некоторые описанные ранее ал­
горитмы покоординатного поиска записываются в тер­
минах теории автоматов. 
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Нелинейный алгоритм случайного поиска: 
f Н, если A Q V i ^ O ; 

* 1 R, если A Q V J X ) , 
(1.2.3) 

где 
A Q V ^ Q ^ X i - O - Q ^ X ^ ) и Х*_, = Х М + ДХ1_,. 

Здесь S — оператор случайного шага, который пред­
ставляет собой равновероятный выбор из 
т — 2п возможностей (1.2.1); 

R — оператор реакции на A Q ' > 0 (напомним, 
что рассматривается случай минимизации). 
Пусть для конкретности R выражает опера­
цию возврата в исходную точку, т. е. Ri = 

Блок-схема оптимизации по этому алгоритму пока­
зана на рис. 1.2.1, а. Здесь П — блок памяти предыду­
щего значения показателя качества; И М —• исполнитель­
ный механизм, выполняющий операцию (1.2.4); бук­
вой S обозначен генератор случайных шагов. 

Заметим, что данный алгоритм не тождествен опи­
санному в работе [1]: в последнем после возврата необхо­
димо следует случайный шаг, в алгоритме же (1.2.3) 
реакция R может повторяться, если повторяется нера­
венство A Q ' > 6 . 

Теперь сформулируем этот алгоритм в терминах функ­
ционирования вероятностных автоматов [39]. 

Вероятностный автомат, описывающий указанный ал­
горитм случайного поиска, оперирует двумя стохасти­
ческими матрицами, соответствующими двум реакциям 
среды (штраф и нештраф) . Нештрафу (с = 0 ) соответст­
вует стохастическая матрица выбора случайного шага 

(1.2.4) 

= - Д Х ( _ , . 

АХ: 
А0=\\рц\\ (1.2.5) 

( г , / = 1 , . . . , т ) , 

где 
1 

(1.2.6) 

Штрафу ( с = 1 ) соответствует нестохастическая мат­
рица реакции 
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^ i = llfl«ll 

( t ' , / = l , . . . , m ) , 

(1.2.7) 

где 

1 при 
( . т . \ (1-2.8) 
( i = — + 1 , . . . , т ] ; 

2 
т 
~2 \ ' 2 

О при остальных значениях i, /. 

Иначе говоря, матрица реакции состоит из четырех бло­
ков — двух единичных и двух нулевых: 

Л , = 
О 

О 
(1.2.9) 

Нетрудно заметить, что эта матрица обеспечивает воз­
врат системы в исходное состояние при A Q ' > 0 . 

Таким образом, вероятностный автомат, эквивалент­
ный алгоритму случайного поиска с возвратом, пред­
ставляется в виде следующей комбинации матриц: 

А=(\-с)А0+сАь (1.2.10) 

Блок-схема оптимизации с применением этого вероят­
ностного автомата показана на рис. 1.2.1,6. Здесь блоке 
выполняет естественную операцию: 

f 1, если A Q ' > 0 ; 
\ 0, если AQ' 0. 

(1.2.11) 

Блок А\ представляет собой автомат, срабатывающий 
при с = 1 в соответствии с матрицей А\, т. е. реализую­
щий поведение при штрафе. Блок А0 реализует вероят­
ностный автомат Ло, т. е. образует случайный шаг S. 

Заметим, что обе матрицы Ло и А\ можно объединить 
в одну следующего вида: 

А{с) = \\сц?\ (1.2.12) 
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где 
1 + с ( / и - 1 ) I . . т I . ' т\ 

• / = H - T ( i = l , . . . , T ) ; 
при 

1 - е 
1 = 1 -

l m при остальных значениях i, у. 
(1.2.13) 

а) г ' 1 

Объект 
О,-

да 

АХ; 
Случайный 

шаг 
нет 

б) 

им к- 05ъе> 'кт 
4-1 

Рис. 1.2.1. Блок-схема оптимизации: 
а — с алгоритмом случайного поиска; б — с применением вероят­
ностного автомата. 
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Обе схемы на рис. 1.2.1, а и б работают строго иден­
тично. Поэтому дальнейшее изучение поведения системы 
оптимизации, работающей по алгоритму случайного 
поиска (1.2.3), можно производить с привлечением 
аппарата теорий вероятностных автоматов. 

Среда в этой теории описывается вектором 

S = ( s b s 2 , , , . , s m ) , (1.2.14) 

где Si — вероятность штрафа ( с = 1 ) при ДХ = ДХ<*>. 
При отсутствии помех в определении приращения 

показателя качества получаем 
AQi=(AXugradQ(X)), (1.2.15) 

и вероятность штрафа ( A Q ^ > 0 ) равна 
S i = sgnAQ(*> (1.2.16) 

где 
если z > 0 ; 

О, если 2=^0. 
При наличии нормальных некоррелированных помех, 

накладывающихся на показатель качества, получаем 
более общую формулу: 

где Ф(г) — интеграл вероятности; 
а2 — дисперсия нормальной помехи; 

sgn z = { 1 -

Ф ( * ) = - / e-*ldt. 

Очевидно, что с изменением градиента показателя 
качества вектор S будет также изменяться. 

Далее, для полного описания функционирования сис­
темы случайного поиска как вероятностного автомата 
необходимо установить связь между поведением внеш­
ней среды и действиями автомата, т. е. замкнуть цепь 
обратной связи. Для этого в формулу (1.2.13) вместо 
коэффициента с подставим вероятность штрафа при £-м 
действии автомата, т. е. 
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l+Si(m-l) I . . m I . л m\ 

( t ' = f - + 1 - . . . , m ) ; 

при 

m при остальных значениях г, j . 
(1.2.18) 

Тогда процесс оптимизации случайным поиском описы­
вается простой цепью Маркова со следующей матрицей 
переходных вероятностей (см. § 0,4): 

A(S) = (I-S)A0+SAu (1.2.19) 
здесь Л о и А г — м а т р и ц ы (1.2.5) и (1.2.7) соответст­

венно; 
I — единичная матрица; 
5 — диагональная матрица 

5i 0 0 . . . 0 0 
0 s2 0 . . . 0 0 

5 = 
О О О 
О О О 

Sm-l О 
0 sm 

(1.2.20) 

где Si — вероятность штрафа при i-м действии автомата. 
Располагая этими данными и пользуясь аппаратом 

теории вероятностных автоматов, можно определить ста­
тистические свойства поиска. 

Пусть 

P=(Pl,p2,...,Pm) (1.2.21) 
— вектор предельных вероятностей шагов AX< !>,.. . 
. . . , А Х ( т ) . Тогда осредненный шаг, определяющий эф­
фективность поиска, равен 

М[АХ] - 2 Pi АХ»), 

а средняя вероятность штрафа 
т 

Рср= 2 P%Si. 

(1.2.22) 

(1.2.23) 
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Линейный алгоритм случайного поиска: 

| ЛХ<_Ь если A Q V i ^ O ; 
1 I 3, если A Q V i > 0 , 

где S — случайный вектор из множества (1.2.1). 

В случае штрафа (AQ'>0 , т. е. с—\) матрица А{ сов­
падает с (1.2.5) и соответствует случайному шагу, т. е. 
равновероятному выбору одного из m возможных на­
правлений. При «нештрафе» ( A Q ' ^ O , т. е. с = 0) мат­
рица А0 — единичная, что соответствует повторению 
предыдущего шага. Таким образом, матрица переход­
ных вероятностей алгоритма случайного спуска в про­
цессе оптимизации имеет вид (1.2.18), где 

агр = 

1 — SiН , если t = ;; 
m (1.2.25) 

St . . . , если 1ф]. 
m 

§ 1.3. Л И Н Е Й Н Ы Й А Л Г О Р И Т М 

С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 

Линейные алгоритмы случайного поиска 
характеризуются тем, что после удачного шага ( A Q ' ^ O ) 
последующий шаг делается в том же направлении, а 
после неудачного шага (AQ'>0) выбирается новое слу­
чайное направление. В данном параграфе исследуем ли­
нейный алгоритм случайного поиска, определенный фор­
мулами (1.2.24). Д л я этого алгоритма матрица переход­
ных вероятностей при нештрафе ( A Q ' ^ 0 ) имеет вид [42] 

1 0 0 . . 0 0 0 
0 1 0 . . 0 0 0 

0 0 0 . . 0 1 0 
0 0 0 . . 0 0 1 

4 — 2014 
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а при штрафе (Д<2'>0) 

т т 

т 

где m = 2 n . 

_1_ 
т 

(1.3.2) 

Далее предположим, что в процессе поиска вероят­
ности штрафов Si ( t = l , . . . , m ) постоянные. Это имеет 
место, например, для линейной функции Q(X) . Тогда 
функционирование автомата описывается простой одно­
родной цепью Маркова со следующей матрицей переход­
ных вероятностей (см. формулу (1.2.25)): 

Л (Б ) = 

bi 

а2 

ai ах 

а2 
а2 « 2 а2 

От—1 й т - 1 &гп-\ 

О-т &т &т 

й т - 1 Ьт-\ С1т-\ 
dm dm Ьт 

(1.3.3) 

где 

di=-
т 

bi=\ — Si + 
т 

(1.3.4) 

По этой матрице с учетом (1.3.4) и (1.2.17) видно, что 
для афО цепь Маркова является эргодической. Поэтому 
вектор предельных вероятностей Р—(ри...,рт) явля­
ется решением системы уравнений 

P = 4 ' ( S ) P , (1.3.5) 

где A'(S) — транспонированная матрица (1.3.3). Ре­
шая эту систему, находим 

b\ — a\—l S\ 

b2 — a 2 - l s2 

(1.3.6) 



ПОИСК БЕЗ САМООБУЧЕНИЯ 
51 

Ъ\ — ах — 1 S i 
P m = T ГР1=—ри 

ит dm I Sm 

После нормировки pi ( i = l m) имеем 

Pi^~S* (1.3.7) 
Si 

( i = l , . . . , m ) , 
где 

m 

s * - ( 2 t ) ~ 1 - ( L 3 - 8 ) 

3=1 ' 
Предельный средний штраф равен 

P c p = mS*. (1.3.9) 
Можно показать, что имеет место неравенство 

0<Pcv<~ . (1-3.10) 

причем при сг->-оо р Ср->-^- и при а->0 р Ср->0. Следова­
тельно, рассмотренный автомат, соответствующий ли­
нейному алгоритму случайного поиска, обладает целе­
сообразным поведением в процессе оптимизации при на­
личии помехи с ограниченной дисперсией. 

Пронумеруем направления смещения ДХ ( г ) в прост­
ранстве X следующим образом: 

ДХ<1>=( + 1 , . . . , + 1 ) ; Д Х ( 2 ) = ( + 1 , . . . , + 1 , - 1 ) ; ДХ<з> = 

= ( + 1 , . . , , + 1 , - 1 , + 1 ) ; Д Х < « > = ( + 1 , . . . , + 1 , 

- 1 , - 1 ) ; . . . ; ДХ<™/2-» = ( + 1, - 1 , . . . , - 1 , + 1 ) ; 

\ д х < " ^ ) = ( + 1 , - 1 , . . . , - 1 ) ; ДХ<™/2+» = -ДХ(*> 
(1.3.11) 

( ' • ' т ) -

Тогда средний вектор смещения в пространстве X будет 
равен 

4* 
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Л * [ Д Х ] = [ ( 

Sm — Sm/2 ^ ^ S i + m / 2 — S i 

SmSjn'2 ' X S i S i 4 - m / 2 

Sm/4+2 Sm/4 S m / 4 + n - m / 2 Sm/4+1 

Srn/4 s m/4+m/2 S T O , 4 + i S m / 4 + i - ) - m / 2 

S m — S m / 2 \ С И ! / S i + m / 2 — S i 

Sm.Sw.r2 ' N S iS i+m/2 

S 2 +m/2 — S 2 S 3 + m / 2 — S3 

S2S 2+m/2 s 3 S 3 + m / 2 

S4+m/2 S4 S m S m / 2 

S4S4+TO/2 Smr&m 
) S*] , (1.3.12) 

где 5* определяется формулой (1.3.8). Среднее измене­
ние показателя качества 

M[AQ] = S*\ S l + w / 2 ~ 5 ' ( a i + a 2 + - + a n ) + 
L S i S i + T O / 2 

, S 2 + T O / 2 — S 2 

- ( « 1 + + a n - i — a n ) + S2S2+m/2 

S 3 + m / 2 ~ S 3 

S3S3+ m /2 

S4+m/4 — S 4 

( « 1 + ••• +an-2 — C t n - l + a n ) + 

S4S4+m/2 
( a H han-2 — a n - i — ctn) 4 Ь 

, Sm—1 STO/2—1 , . 

H (ai— ••• - a n - i + a n ) + 

Sm—lSm/2—1 

. S m Sm/2 
SjnfeSn 

(a, a „ ) ] , (1.3.13) 

где a i 2 = l (напомним, что ai — направляющие 
i=l 

косинусы градиента) . 
С л у ч а й б е з в о з д е й с т в и я п о м е х и необхо­

димо рассмотреть отдельно. Предположим, что направ­
ление градиента функции Q(X) удовлетворяет условиям 

http://Sm.Sw.r2
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a,i>a2> ••• > a n > 0 ; a i > a 2 + ••• + сс„ 
Тогда при о-»-0 имеем 

т 

(1.3.14) 

1 при 1 = 1 , . 
' 2 ' 

(1.3.15) 

Цепь Маркова является неэргодической ^имеются 

О при i = ~ ^ + U • • •. т -

т 

поглощающих состоянии ) с матрицей переходных веро­

ятностей 
1 1 1 1 1 1 
т т т т т т 

1 1 1 1 1 1 
m т m m т 
0- •0 1 0- •0 0 

0 • •0 0 0- •0 1 

(1.3.16) 

m 
~2~ 

JV-Я степень этой матрицы будет иметь вид i4 w (S) 

1 1 2N- 1 2 W - 1 2N- -1 
2 № - ' m 2 * - ' т 2N- m 2N-im 2N- m 

1 1 2N- 1 2N-l 2N- -1 
2N- 2N-lm 2N-

0 • • 0 1 0 ... о 

0 • • 0 0 0 ... l 

m 
T 

m 
T 
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По матрице (1.3.17) находим вектор вероятностей pw = 
— ( p i w , • • •, PmiN)) пребывания автомата в состоянии i 
на N - м шаге: 

_ L _ ( P l ( 0 ) + . . . + p m / 2 ( 0 ) ) п р и 1 = 1 , . . . / ^ ; 

Р ,(N) — 2N—\ 
— — (Pl(0)+ - + / W 0 ) ) + Р г ( 0 ) при 1 = 

т 
= у + l , . . . , m , 

(1.3.18) 
где Р<°).= ( p i { 0 } , . . . , р т

( 0 ) ) —• вектор начальных вероят­
ностей. При предельном переходе N-+oo получаем век­
тор предельных вероятностей: 

Pi 

О т при i = l , . . . , — ; 

2 ш 
P i ( 0 ) + — (Pim + - + P m / 2

{ 0 ) ) при i = — + l , . . . , m . 
(1.3.19) 

Средний штраф pCp = 0 и средний вектор смещения в 
пространстве X 

М[&Х]-- ( т / 4 + т / 2 т \ 

i = l + m / 2 i = m / 4 + l + m / 2 J 

( т / 8 + т / 2 т / 4 + т / 8 

г = т / 2 + 1 г ' = т / 8 + 1 + т 

+ т / 2 г = т / 4 + 1 + г а / 2 

Г ( 0 ) _ 

^ Рг(0> I , - . . , - ( p l + m / 2 ( 0 ) - р 2 + т / 2 ( 0 > + 
г ' = 3 / 8 т + 1 + т / 2 

• + p 3 W 2 ( 0 ) - P 4 + m / 2 ( 0 ) + - - Р т т ) (1.3.20) 
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/ 7 г ( 0 ) - P l + m / 2 ( 0 ) ( « 1 + « 2 + 

Среднее изменение показателя качества 
т/2 

M[AQ]=-ai 

г=1 

••• +ап) — Р2+т /2 ( 0 ) ( a i + ••• + a n - i — а п ) — 

— Рз+т/2 ( 0 ) ( а 1 + + а п - 2 —а п _1 + а г а ) — 

— Р4+т/2 ( 0 ) ( a i + ••• + а „ - 2 — a n - i —а«) — ••• 
-•• —/7m_i<°> (cci — ••• — а п - 1 + OCn) — 

- Р т ( 0 ) ( с ч а п ) . (1.3.21> 
Рассмотрим д в у м е р н ы й с л у ч а й при наличии по­

мехи (я = 2; /п = 4). Векторы ДХ<*> пронумеруем в следу­
ющем порядке: 

дх<1> = (1,1); дх<2) = ( - 1 , 1 ) ; 

Д Х ( 3 ) = ( - 1 , - 1 ) ; ДХ<«>=(1 , -1 ) . 

Матрица A (S) имеет вид 

(1.3.22). 

A(S) = 

6] a] ai ai 
й 2 b2 а2 а2 

а3 аъ Ъг а 3 

Й4 G4 #4 &4 

4 
4-3s< 

4 

И + 0С2 

(1.3.23) . 

(1.3.24) ) 

2 1 " " \ 2о /J* 

(1.3.25> 
( а ь а 2 — направляющие косинусы вектора градиента; 

a i

2 + a 2

2 = l ) . 
Из матрицы (1.3.23) следует, что цепь Маркова при 

постоянных S j однородная и при офО эргодическая. 

где 

а» 

Si' 

- - 5 [ ' - » ( - а й 2 1 ) ] = 
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Вектор предельных вероятностей P=(pi, р2, Рз, Р4) 
находим, решая систему уравнений 

P = 4 ' (S )P , (1.3.26) 

где A'(S) —транспонированная матрица (1.3.23): 

Pi-
1 S\S2s3Si 

S\ S 1 S 3+S2S4 

1 S1S2S3S4 

s 3 SiS3 + S2Si 

Р2 = 

Pi--

1 
S2 

1 

S1S2S3S4 

S1S3 + S2S4 

S1S2S3S4 

Si S1S3 + S2S4 

(1.3.27) 

Средний штраф, подсчитанный по формуле (1.2.23), ра­
вен 

S1S2S3S4 

S1S3 + S2S4 

1 

1 

+ (1.3.28) 

Легко заметить, что имеет место неравенство 

1 
(1.3.29) 

Отсюда следует, что соответствующий этому алгоритму 
вероятностный автомат обладает целесообразным пове­
дением. Средний вектор смещения в пространстве X 

М[АХ]= (pi-p2-Pz + Pi, Pi + P2-Ps-Pi) = 

_ Г (Sl+S4)S2S3- (Sz+S^SjSj 

*• S1S3 + S2S4 

(si+s2)s3s4-(s3 + Si)s1s2 1 
s l s 3 + 52 s4 

(1.3.30) 
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Среднее приращение показателя качества 

M[AQ}--
2 - Ф 2 

Ф ( s i z s j f^a+s ) ] 

+ 

+ 
2 _ ф 2 ( - ± - ) ^ ( ^ ) 

(1.3.31) 

2а 

При предельном переходе <Х1-»-У2/2, аг->У2/2 (если, 
выполнено условие о=й=0) находим: 

Ф 
M [ A Q ] = 

(Л) 
\ 2о / (1.3.32) 

Рассмотрим случай, когда ai = l ; а2 = 0. Тогда из фор­
мулы (1.3.25) следует 

(1.3.33) 
Матрица A(S) имеет вид 

A(S) = 

bi й\ Ci d\ 
а2 Ь2 а2 а2 

а2 а2 Ь2 а2 

ах й\ а.\ Ь\ 

(1.3.34) 

В силу симметрии матрица (1.3.34) распадается и по­
лучаем pi=Pi\ Р2 = Рг- Окончательное уравнение для оп­
ределения вектора Р приобретает вид 

Pi= (bl+ai)pi + 2a2p2; 
p 2 = 2 a 1 p I + (b2 + a2)p2 . 

(1.3.35) 
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Решая эту систему уравнений, находим: 

1 l — b2 — a2 

Р1=Р4 = — 2 \-Ь2~а2 + 2аГ 
1 2а: (L3-36> 

Р 2 Р г 2 ' \-b2-a2 + 2al ' 

Подставляя формулы (1.3.24) в выражение (1.3.6) и 
учитывая равенства (1.3.33), имеем: 

(1.3.37) 
P l = p 4 = ± S 2 = ± [ l - o ( - L ) ] ; 

p 2 = P 3 = l S l = l [ l + o ( l b ) ] . 
По формуле (1.2.23) 

p c p = 2 S l s 2 =- i -y02 (^ - ) . (1.3.38) 

Из формулы (1.3.38) следует, что автомат, соответствую­
щий этому алгоритму, обладает целесообразным поведе­
нием. Среднее приращение показателя качества за один 
шаг поиска равно 

M[AQ] = s 2 - S l = - o ( ^ - ) . (1.3.39) 

В пределе при о->0 (а=^=0) получаем: 

P l = Pi-^0; р 2 = р 3 - ^ - 1 ; р с р - > 0 ; M [ A Q ] - ^ - l . 
(1.3.40) 

При а-^-оо имеем: 

(1.3.41) 

В случае, когда о = 0, цепь Маркова, описывающая ли­
нейный алгоритм случайного поиска, является неэргоди-
ческой, в силу чего этот случай требует отдельного ана­
лиза. 



ПОИСК БЕЗ САМООБУЧЕНИЯ 
59 

Из формул (1.3.25) при а = 0 получаем: s i = l; s 2 = s 3 = 
= 0; s4 = 1. 

Матрица (1.2.23) для д в у м е р н о г о с л у ч а я б е з 
в о з д е й с т в и я п о м е х и при условии (1.3.14) имеет вид 

A(S) = 

4 4 
0 1 
0 0 

_1_ _1_ 
т т 

4 Т 
0 о 
1 о 

Т Т 

(1.3.42> 

Л -̂я степень этой матрицы 

1 2 j Y - l 2 N - l 1 
2iv+i 

О 
О 
1 

2n+i 2N~*1 

1 О 
О 1 

2 * - 1 2 W - 1 

2N+\ 
О 
О 
1 

(1.3.43), 

2iv+i 2 l V + 1 2 J V + 1 2^+' 

По этой матрице получаем вектор вероятностей на N-щ 
шаге 

1 
2Л-+1 

2 N - l 
2N+l 

( P l ( 0 ) + P 4 ( 0 > ) при i = 1, 4; 
(1.3.44). 

( P l ( 0 ) + P 4 ( 0 ) ) + Р г ( 0 )
 При 1 = 2, 3. 

Вектор предельных вероятностей равен 

О при i= 1, 4; 

р . (о> +i_ ( р 1 ( 0) +р 4 ( о ) ) П р И i = 2,3. 

Средний вектор смещения в пространстве X 

М [ Д Х ] = ( - 1 , - ( Р з ( 0 ) - р 2

( 0 ) ) ) . 

(1.3.45) 

(1.3.46) 
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Д л я среднего приращения функции качества имеем 

М[А Q] = - а, - (р3 (0) - р 2 (О) y i - а , 2 . (1.3.47) 

Особо следует рассмотреть случай а\ = а2 = ^2\2. Тогда 
в соответствии с определением алгоритма (1.2.24) 

1 1 1 1 
4 4 Т Т 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

A(S) = 

Вектор предельных вероятностей равен 

0, если / = 1 ; 

(1.3.48) 

Рг--
Р г т + ~ P i { 0 \ если / = 2,3,4. 

(1.3.49) 

Д л я среднего приращения показателя качества в этом 
случае имеем 

M [ A Q ] = - (4/>1 ( 0 ) + Р з ( 0 ) ) у 2 . (1.3.50) 

§ 1.4. Н Е Л И Н Е Й Н Ы Й А Л Г О Р И Т М 
С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 

Для нелинейного алгоритма характерно то, что после 
удачного шага ( A Q ' ^ O ) выбирается новое случайное 
направление шага, а после неудачного шага (AQ'>0) 
делается возврат в предыдущее состояние. В этом па­
раграфе исследуем нелинейный алгоритм случайного 
поиска, определенный формулой (1.2.3) в § 1.1. 

Для этого алгоритма матрицы переходных вероятнос­
тей имеют вид [43]: 
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при нештрафе (AQ'^.0) 

1 1 
т т 

1 1 
т т 

где т=2п; 
при штрафе (AQ'>0) 

(1.4.1) 

О 

о 

(1.4.2) 

где нулями обозначены блоки, элементы которых равны 
нулю, а I — единичная матрица. 

Далее будем предполагать, что в процессе поиска ве­
личины Si (i=l,...,m), определенные по формуле 
(1.2.17), постоянны (например, функция Q(X) является 

линейной). Тогда функционирование автомата описыва­
ется простой однородной цепью Маркова со следующей 
матрицей переходных вероятностей (см. формулы 
(1.2.8)): 

A(S) = 

ax ax bi ax ai • Ol 

a2 a2 •• a2 b2 a2 •• a2 

dm/2 CLml2 
•• am/2 flm/2 •• b m l 2 

bmh+\ &т/2+1 * " Om/2+l flm/2+I O m/2+ l flm/2+1 • •• Omh+i 

am CLm " й щ 

m m (1 
T 

m 
~2~ 

где 

a » = — ( 1 - s O ; bt= — (1 — S f ) +su 
m m 

(1.4.4) 
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По этой матрице можно убедиться, что для любого 
значения параметра о цепь Маркова является эргоди-
ческой. Поэтому вектор предельных вероятностей Р = 
= {р\,...,рт) пребывания автомата в состояниях i 
можно найти, решая систему уравнений 

P=;4 ' (S)P (1.4.5) 

где A'(S) — транспонированная матрица (1.4.3). Не­
трудно заметить, что система (1.4.5) сводится к следую­
щей системе: 

flPl+g2p2+ +gm/2 Pm /2 = 0; 

glPl+f2P2 + g3p3+ •- +gm/2 P m / 2 = 0; 

f l - g l 

0 ' f b 

(1.4.6) 

g\P\+g2P2+ -• + gm/2-l pm/2-l+fm/2 Pm/2 = 0\ 

pm/2+i= , , Pi 1 1 = 1 , . . . , — I , 
Km'2+i * ' 

где 
ki 

fi = Cli + bm/2+i — 1; 
л -m/2+i 

gi = ai + am/2+i-T-1—; (1-4.7) 
Кщ/2+i 

ki = ai — bi— 1 = — ( 1 + S j ) . 

Из системы (1.4.6) находим: 

(1.4.8) 2 

Pm'2+i = —r 7 Pi 
Krn/2+i Ji~gi 

0 < :;) 
После нормировки p i и подстановки вместо fi и gi выра­
жений (1.4.4) и (1.4.7) имеем: 
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l+Sm/2-H 
Pi— — - - о 

1 SjSm/2-И 

рг+т/2z 

(i=l,...,-%); (1.4.9) 

l + S i n 

1 SiSm/2+i 

( < - • ? ) • 

где 
m/2 

5 = 
/ у 2 + 5, + S j + C T/ 2 

' 1 — SjSj + T O/ 2 

) " ' . (1.4.10) 

Средний штраф равен 
m/2 

S i + 2 5 г 5 , + т о / 2 + S i + m / 2 S = = l _ m S , { { А П ) 

j _ J 1 5i<S i+m/2 

Нетрудно показать, что имеет место неравенство 

- | < Р с Р ^ у . (1.4.12) 

При ЭТОМ При СГ->0 / ?ср -* -7з И При 0 - > - О О /?Cp->V2-
Отсюда следует, что вероятностный автомат, соот­

ветствующий рассмотренному алгоритму случайного 
поиска, в процессе оптимизации при наличии помех с ог­
раниченной дисперсией обладает целесообразным поведе­
нием в смысле определения, данного М. Л . Цетли-
ным [28]. 

Далее пронумеруем направления смещения ДХ<«> в 
пространстве X (состояния автомата) в следующем по­
рядке: 

Д Х < " = ( + 1 , . . . , + 1 ) , ДХ<2> = ( + 1 . . . . , + 1 , - 1 ) ; ДХ<з) = 

= ( + 1 , . . . , + 1 , - 1 , - 1 ) ; ДХ№ = 

= ( + 1 , . . . , + 1 , - 1 , - 1 ) ; . . . ; Д Х ( ™ / 2 - п = 
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= ( + i , - i - l , + 1 ) ; л х ™ / 2 = 

= ( + 1 , - 1 , . . . , - 1 ) ; AXC»/2+') = - A X W 
. (1-4.13) 

2 
Тогда средний вектор смещения в пространстве {X} равен 

М[АХ}=[( 
1—S\S i+m/2 1—S2S2+W./2 

Sm — Sm/2 \ „ / S 1 + m / 2 — S i 

+ 

1 — S m S m / 2 ' M — S i S j + m / 2 

1 —S m /4S T n /4+m/ r 2 1 — S m / 4 - H S m / 4 - H - ) - m / 2 

Sm — S m / 2 \ c / S i + m / 2 — Si h (Л 1 — S m / 2 S m ' M—SiSi4_ m /2 

S 2 +m/2— s2 S34-m/2 — S3 S4+ m /2 — S4 
+ ~ ~ h 

+ 

1—S2S2+M/2 1—S3S3+M/2 1— S4S44W2 
sm Sm/2 \ g I 

l - s m s m / 2 J ' (1.4.14) 

где S определяется формулой (1.4.10). Среднее смеще­
ние в направлении градиента grad Q(X) = (ос ь а 2 , . . . , ап) 
равно 

Af[AQ] = sf "1+m/2~S[ ( a i + a 2 + - +ап) + 
L 1 — S i S14-m /2 'SlSl+m/2 

S2+m/2~S2 

1 — S2S 2+m/2 

S3+m/2 — S3 

1 ~ $ 3 5 3 + т / 2 

1 — S4S4+ m /2 

(a t + a 2 + ••• + a n - i —a n ) + 

( a i + ••• + a n - 2 — a n - i + a n ) + 

( a i + ••• +0C1-2 — a.n-1 — 

\ 1 1 Sm-l — Sm/2—I 1 , \ , 
-a„) + ••• + - (ai— a n - i + a n ) •+ 

1 Sm—lsm/2—1 
Sm Sm/2 

1 SmSm/2 
•(ai — a2— ••• —an) ] • (1.4.15) 
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Теперь предположим, что направление вектора гради­
ента функции Q (X) удовлетворяет условиям 

ai><% 2> ••• > a n > 0 ; 
a i > a 2 + ••• +an . 

(1.4.16) 

Тогда имеют место следующие неравенства: 

A Q ( " > 0 ; . . . ; AQWV>0; AQ("V2+i)<0; . . . ; AQ(™><0, 

(1.4.17) 

где AQb') — приращения функции Q(X) по направлению 
A X ( i ) . Поэтому при предельном переходе о-э-0 имеем 

lim S j = 
сг-*0 

lim Pi 
СГ-+0 

m 1 при 

. m 
О при * = - y m ; 

2 . . m 
— при < = ! , . . 

4 . m , . 
- — при 1 = - т г + 1 , . . . . m; 
3m 2 

(1.4.18) 

(1.4.19) 

l i m p c p = 4; H m M [ A X ] = ( - 1 0 , . . . , o ) ; (1.4.20) 
cr->-0 <J a-*0 4 

l im A I [ A Q ] = - — a b 

a->-0 <J 
(1.4.21) 

Нетрудно убедиться, что при предельном переходе 
а->-оо получаем 

l im s » = - j r ; H m p i = — ( i = l m) ; 
(У->-оо ^ a->-oo W 

H m p c p = 4 - ; HmAf[AX]=(0 0); 
0->-oo -̂ CT->oo 

l im M[AQ]=0. 
a->co 

(1.4.22) 

5 — 2014 
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Далее рассмотрим д в у м е р н ы й с л у ч а й (я = 2; т = 
= 4) . 

Принимаем следующую нумерацию векторов ДХ<*>: 

ДХ<1>=(1,1); Д Х < 2 > = ( - 1 , 1); 

Д Х ( 3 ) = ( - 1 , - 1 ) ; ДХ(*>= (1, — 1). 

Пусть функция Q(X) является линейной, т. е. 

grad Q(X) = (а, , а2) =const; o c i 2 +oc2 2 = 1. 

Тогда из формулы (1.2.17) следует: 

a i + а г 
«3 

2а 

(1.4.23) 

где Ф(г)=—L Г е ~ г 2 Л 

Матрица (1.4.3) равна 

A(S) = 

где 
1 

а\ cii bx a,i 

а2 а2 а2 Ь2 

Ъг аг а3 а3 

Й4 Ьц Й4 Й4 

1 

(1.4.24) 

fli=—(1-sj); bi=—(l+3s<). (1.4.25) 

Имеем следующий вектор предельных вероятностей: 

( 1 + S 3 ) ( 1 - S 2 S 4 ) ( 1 + S 4 ) ( 1 — S i S 3 ) 

3 ( 2 - S 1 S 3 - S 2 S 4 ) 
P2-- 3(2 — S ! S 3 —s2s4) 
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( I - S 2 S 4 ) ( 1 + 5 2 ) (1-SjSs) 
Р г 3 ( 2 - s l S 3 - s 2 s 4 ) ' P i 3 ( 2 - s L S 3 - 5 2 s 4 ) ' g ) 

где Si определяется формулами (1.4.23). 
Среднее приращение показателя качества равно 

М [ Л С Н — ; , ~\ ; г т Х 

(1.4.27) 

V2 

Пусть ~ < a i ^ l . Тогда при предельном переходе о-Я) 

получаем: 

5 , - > 1 ; s 2 -^0; s 3 ->0; s 4 ^ l ; (1.4.28) 

P i - ^ y ; P2~^Y'
 Р з _ > Т ' p 4 ~ ^ ¥ ' (1.4.29) 

M [ A Q ] - > - ^ ± . (1.4.30) 
Из формул (1.4.30) и (1.4.21) следует, что для рассмот­
ренного алгоритма скорость движения в направлении 
градиента не зависит от размерности пространства X 
(при единичном смещении по каждой координате 
|Л*г| = 1). 

Рассмотрим случай, когда ах = 1; а 2 = 0 . Для этого 
случая получаем 

1 

(1.4.31) 
S J = S ' [ 1 - ф ( - 1 . ) ] 

5* 
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Матрица Л (S) приобретает вид 

ах ai Ъх ci 

A(S) = &2 d-2 cl2 Ь2 

Ь2 а2 а2 а2 

а.\ Ь\ а.\ й\ 

(1.4.32) 

где йг и bi ( i = l , 2) определяются формулами (1.4.25). 
Из матрицы (1.4.32) видно, что цепь Маркова является 
эргодической. В силу симметрии матрица (1.4.32) рас­
падается, в результате чего получаем Pi=p4, Рг=Рз- В 
окончательном виде уравнения для определения вектора 
Р записываются просто: 

Pi = 2alpl + {а2+Ь2)р2; 

Р2= (а1 + Ь1)р1 + 2а2р2. 

Решая эту систему, находим 

(1.4.33) 

1 1-2а2 

l+ai + bl — 2a2' 
р2--

ai + bi 
1 + ai + fei — 2a2 

(1.4.34) 

Подставляя формулы (1.4.25) в (1.4.34) и учитывая вы­
ражения (1.4.31), имеем: 

Pi=Pi=-Q ( I + S 2 ) ' 

' P2 = P 3 = - g ( l + S l ) 

(1.4.35) 

12 

Средний штраф равен 

P c P = - ^ ( l + 2 s ] S 2 ) = - i - - i - a ) 2 (1.4.36) 

Из этого видно, что вероятностный автомат, соответст­
вующий данному алгоритму случайного поиска, обла­
дает целесообразным поведением. 
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Средняя длина шага поиска равна 

M [ A X l ] = ± ( s 2 - S l ) = - - 1 Ф ( ~ ). (1.4.37) 

В пределе при а->-0 получаем: 

(1.4.38) 

1 1 

Р с р - + - ^ - ; M[Axi]-i ^ . 

При 0->оо имеем 
1 1 

Pi=p4-^—; P 2 = p 3 - ^ - j ; 

рср->-^-; М[Ахг]-+0. 

Особо необходимо рассмотреть случай ai = a2 = V2/2. 
В этом случае при офО из формулы (1.4.27) получаем 

(1.4.39) 

M[AQ]= Т ^ Т " - ( 1 А 4 0 ) 

6 + ф2 ( -1£ ) 
Отсюда при а->0 имеем 

M [ A Q ] = - - y - . (1.4.41) 

Теперь с о п о с т а в и м л и н е й н ы й и н е л и н е й н ы й 
а л г о р и т м ы случайного поиска. Для этого, используя 
формулы (1.4.15) и (1.3.13), составим отношение сред­
них приращений показателя качества обоих алгоритмов 
на одном шаге поиска: 

SiSi+m/2 S* ( 1 ~ SiSi+m/2) 
t\=- £ Si+m/2 Si SSiSi+m/2 

1 SiSi+m/2 



ГЛАВА I 
70 

то/2 

=

 3 + ф 2 ( - | г ) 

(1.4.42) 
Нетрудно заметить, что при а-^-оо отношение TJ->3. Это 
означает, что в процессе оптимизации при наличии по­
мех с большой дисперсией линейный алгоритм случай­
ного поиска в три раза эффективнее нелинейного, если 
функция Q(X) имеет линейный характер. 

Сравним э ф ф е к т и в н о с т ь линейного и нелиней­
ного алгоритмов случайного поиска при оптимизации 
в двумерном пространстве (га = 2) в случае отсутствия 
помехи (а = 0). Для этого составим отношение правых 
частей выражений (1.3.47) и (1.4.30): 

- а 1 - ( Р з ( 0 ) - / ? 2 ( 0 > ) У 1 - а , 2 

= 3 | " l + (p 3

( 0 ) -p2 ( 0 ) ) l / 1 a ' 2 ] - (1.4.43) 

Видно, что сравнительная эффективность алгоритмов 
зависит от направления градиента функции Q(X) и от 
начального распределения вероятностей Р<0 ) = (pi<°>, р2(°>, 
Рз ( 0 > , р 4 т ) • Так, например, при аг->-1 или при /? 2

( 0 )->-Рз ( 0 ) 

получаем т]*->3, а при «1->У2/2 и р 2

( 0 ) ->-1 имеем п*->0. 
При рз(0)—>4 и ai->.y2/2 находим максимальное значение 
Л* = 6. 

Формула (1.4.43) дает сравнительную оценку линей­
ного и нелинейного алгоритмов случайного поиска, 
когда направляющие косинусы градиента функции ка­
чества удовлетворяют условиям " | / 2 / 2 < a i ^ l ; a 2 = 
= y i — a i 2 . В случае, когда ai = a 2 =y2/2 , сравнительная 
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оценка алгоритмов вычисляется по формуле, получен­
ной из выражений (1.3.50) и (1.4.41), 

7(pi<0> + 3p 8

( 0 ) ) т]*= КИ Z. . (1.4.44) О 

При Pi ( 0 ) ->0 и р 3

( 0 ) ->-1 отношение (1.4.44) стремится к 
максимальному значению (г]*-»-7), а при /?i ( 0 )->0 и 
р3(°'-»-0 — к минимальному (г)*-Я)). 

§ 1.5. А Л Г О Р И Т М Г А У С С А — З Е Й Д Е Л Я 
И Е Г О С Т О Х А С Т И Ч Е С К И Й В А Р И А Н Т 

Сущность алгоритма Гаусса—Зейделя со­
стоит в следующем [3]. Процесс оптимизации происхо­
дит последовательно по каждой переменной, т. е. со­
стоит из последовательных спусков в направлении ко­
ординатных осей. 

В этом параграфе для простоты исследуем одну м о-
д и ф и к а ц и ю а л г о р и т м а Г а у с с а — З е й д е л я . 
Сначала для спуска выбираются подряд все положи­
тельные направления координатных осей, а потом — все 
отрицательные. Если по выбранному направлению 
спуска приращение функции качества отрицательно 
( A Q ' < 0 ) , ТО производится спуск по этому направлению 
до тех пор, пока функция качества уменьшается 
( A Q ' < 0 ) . Если A Q ' ^ 0 , то происходит переход к следу­
ющему направлению спуска. 

Из сказанного следует, что автомат этого алгоритма 
поиска имеет 2п состояний, которые пронумеруем в сле­
дующем порядке: 

АХ(» = ае,; ДХ<2) = ае 2 ; АХ<»> = ае„; 

AX< n+ 1) = - a e i ; АХ<2> = - а е 2 ; . . . ; АХ<2"> = - а е „ , 

где а — величина шага; 
е ь . . . , е „ — координатные орты. 
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Далее будем предполагать, что а=\. Матрицы пере­
ходных вероятностей автомата в соответствии с алго­
ритмом поиска равны 

при нештрафе (AQ'<0) 

А0 = 

100 . . . О 
010 . . . 0 

ООО . . . 1 

(1.5.2) 

при штрафе ( A Q ' ^ 0 ) 

А,= 

0100 . . 0 
0010 . . 0 

0000 . . 1 
1000 . . 0 

(1.5.3) 

Предполагается, что оптимизация идет при наличии 
помехи, определяемой формулой (0.1.22), и что функция 
качества Q(X) линейная. Тогда ее приращение kQ'i оп­
ределяется формулой (1.2.15), а вероятности штрафов 
( A Q ' i ^ O ) — формулой (1.2.17). Следовательно, вероят­
ности штрафов действий автомата-поиска определяются 
выражением 

y [ l - 0 > ( 2 - ^ - ) ] при i = n + l , n + 2, . . . , 2 n , 

(1.5.4) 
где Ф(г) — функция Лапласа ; 

а; — направляющие косинусы вектора гради-
п 

ента функции качества Q(X) ; ^ ai2= I . 
г=1 
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Функционирование автомата в среде (1.5.4) описывается 
цепью Маркова со следующей матрицей переходных ве­
роятностей: 

^ ( S ) = 

l - s i si 0 0 - 0 0 
0 l - s 2 s2 0 ••• 0 0 
0 0 0 0 - - 0 l - s m _ , 
sm 0 0 0 ••• 0 О 

о 
о 
Sm—1 

1 Sm 

(1.5.5) 

где m=2n . 
Поскольку функция качества Q(X) линейна, то, при­

нимая офО, получаем однородную эргодическую цепь 
Маркова. Следовательно, вектор предельных вероят­
ностей Р = ( р и . . . , рт) пребывания автомата в состоя­
ниях i (t '= 1,2,..., т) находится как решение системы 
линейных уравнений 

P = 4 ' ( S ) P , .(1.5.6) 

г д е Л ' ( 5 ) —транспонированная матрица (1.5.5). 

Решая эту систему, находим 

Р г = {— ( / = 1 , 2 , . . . , т ) . (1.5.7) 

S i ZJ — 

Средний штраф автомата равен 

т 

(1.5.8) 

а среднее смещение в пространстве параметров {X} 

М[АХ]= (pi-pn+u р2-Рп+2, Рп-р2п) = 
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Pep Pep 1 (1.5.9) 
* S\ — Sn—i Sn — S2n ' tTl 

Среднее приращение функции качества на одном шаге 
п 

1 V / 1 1 M[AQ]--

2 Г 
CCi. (1.5.10) 

3=1 

Подставляя выражения (1.5.4) в формулы (1.5.8) и 
(1.5.9), в окончательном виде имеем 

Рср = 

п 

2 
•» 1 

(1.5.11) 

M[AQ]=-
it 

2-
i - i 1 \ 2а ' 

П 

г=1 

Ф 
V 2а / 

7 \ ~ a i -

(1.5.12) 

Для двумерного случая при большой помехе из фор­
мул (1.5.11) и (1.5.12) находим 

(1.5.13) 

M[AQ]= 
2Ула 

(1.5.14) 

С л у ч а й б е з в о з д е й с т в и я п о м е х ( а = 0 ) не­
обходимо рассмотреть особо. В этом случае при выпол­
нении условия (1.3.14) из формулы (1.5.4) следует: 

Si = '•Sn—1; s n+l— ••" —52n = 0, 
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и поэтому матрица (1.5.5) принимает вид 

A(S) = 

0100 • • 0000 • • 0 
0010 • • 0000 • • 0 

0000 • • 1000 • • 0 
0000 • • 0100 • • 0 

0000 • • 0100 • • 0 
0000 • • 0010 • • 0 

0000 • • 0000 • • 1 

(1.5.15) 

Из этой матрицы видно, что цепь Маркова является не-
эргодической. Ее состояния от 1 до л являются переход­
ными, а состояния от п+1 до 2п — поглощающими. Как 
нетрудно показать, Л -̂я степень матрицы (1.5.15) имеет 
вид 

N+1 

AN(S) = 

0 • • 100 • • 0000 •• • 0 
0 • • 010 • • 0000 •• • 0 

0 • • 000 • • 1000 •• • 0 
0 • • 000 • • 0100 •• • 0 

0 • • 000 • •• 0100 •• • 0 

0 • • 000 • • 0100 •• • 0 
0 • • 000 • • 0010 •• • 0 

0 • •• 000 • •• 0000 •• . 1 

п п 

N 

(1.5.16) 
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Из этой матрицы получаем следующее распределение 
вероятностей цепи Маркова на JV-M шаге: 

P i ( J V ) = - =Piv ( J V ) = 0; 

pN+i{N)=pi(0) (i=l,...,n-N); 

(1.5.17) 

( 0 ) + ^ P i m ; 
i = n-N+\ 

pn+iW = pn+i(0) (i = 2,...,n), 

если l^A/sg ln . 
P l W = ... = P N ( A - ) = 0 ; 

n 

P » + i w = P n + i < 0 , + J%Pii0); (1.5.18) 
i=l 

P „ + i ( J V ) = / W ° > (i = 2,..., n), 

если n < A / ^ o o . 
Из формул (1.5.18) видно, что данное распределение 

вероятностей является предельным распределением 
(А/->оо). Оно зависит от начального распределения 

Среднее приращение функции качества на одном шаге 

M[AQ}=- ( ] ? р п + г т а г + ^ i ( 0 , « i ) . (1-5.19) 
г=1 г=1 

Оно также зависит от начальных вероятностей. 
Далее рассмотрим с т о х а с т и ч е с к и й в а р и а н т 

а л г о р и т м а Г а у с с а — 3 е й д е л я [18]. Отличие 
этого алгоритма от его детерминированного варианта 
заключается в том, что последующая переменная спуска 
выбирается случайно, т. е. после спуска по переменной 
Х{ с равной вероятностью выбирается для спуска любая 
из переменных Xj ( / = 1 , . . . , 2п). Этот алгоритм соответ­
ствует вероятностному автомату со следующими матри­
цами перехода: 
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при нештрафе (AQ'<0) 

1 0 0 ••• О 
0 1 0 - 0 

Л 0 = 

О 0 0 ••• 1 

(1.5.20) 

при штрафе ( A Q ' ^ O ) 

1 1 
т 

т 

т 

_1_ 
т 

(1.5.21) 

где т = 2п. 
Функционирование этого автомата в случайной среде 

(1.5.4) описывается цепью Маркова со следующей мат­
рицей переходных вероятностей: 

A(S) = 

bi 
0-2 Ь2 а2 а2 а2 

Здесь 
Si 

т 

От—1 О-m—l От—1 

От От Ощ 

••l-st+ , 
т 

Ьт-1 Om-i 

От Ьт 

(1.5.22) 

(1.5.23) 

где Si определяется формулой (1.5.4). 
В § 1.3 показано, что предельное распределение веро­

ятностей цепи Маркова (1.5.22) при о>0 равно 

•• in::) (1.5.24) 

0 = 1 2n). 
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Следовательно, стохастический и детерминированный 
варианты алгоритмов Гаусса—Зейделя при оптимиза­
ции с помехами эквивалентны в том смысле, что процесс 
оптимизации описывается одной и той же цепью Мар­
кова для обоих алгоритмов. 

Для случая отсутствия помехи ( 0 = 0) при учете усло­
вия (1.3.14) имеем 

S\= ••• = S n = l ; s n +i = ••• = S 2 n = 0 
и, учитывая формулы (1.5.23), получаем 

1 1 1 1 

A(s=l) = (1.5.25) 

N-я степень этой матрицы имеет вид AiN)(s= 1) = 

1 1 2N~\ 2N~l 2N- -1 2"-I 
2N~lm 2N ~1т 2N~lm 2 ^ - ' т 2N~ m 2N-lm 

1 1 2 N - \ 2N~l 2N- -1 2 N - \ 
2N ~lm 2N-1m 2N-^m 2N~ m 2N~lm 

0 • • 0 1 0 0 • •• 0 
0 • • 0 0 1 0 • •• 0 

0 • 0 0 0 0 •• 1 

(1.5.26) 
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Распределение вероятностей цепи Маркова на N-м шаге 
равно 

f 
1 

2N~itn 
при i= 1, . . . , n; 

2N. 

2N~lm 

2> 
(1-5.27) 

^ P i m + Pi(0) при i=n+l,...,2n, 

а предельное распределение вероятностей 

О при i— 1 n; 
7Е 

i ( 0 ) + -

(1.5.28) 
(0) при i = n+ 1 , . . . , 2n. 

Среднее смещение по направлению градиента на одном 
шаге 

M[AQ] 
it it it 

* ill , ' 
г=1 г=1 j = l 

29) 

Сравнивая формулы (1.5.19) и (1.5.29), видим, что при 
поиске в отсутствие помех (ст=0) преимущество имеет 
стохастический вариант алгоритма, так как на его 
быстродействие меньше влияет направление градиент­
ного вектора минимизируемой функции. 

§ 1.6. Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н Ы Й А Н А Л О Г 
Н Е Л И Н Е Й Н О Г О А Л Г О Р И Т М А 
С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 

Рассмотрим детерминированный аналог не­
линейного алгоритма случайного поиска [19]. Предпола­
гается, что поиск производится по координатным осям 
в пространстве {X}, т. е. этот поиск является покоорди­
натным (см. формулы (1.5.1)). 
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Суть этого алгоритма заключается в том, что при 
A Q ' ^ 0 происходит возврат в исходное состояние, а при 
A Q ' < 0 осуществляется смещение по переменной X i + U 

если на предыдущем шаге поиска происходило смеще­
ние по переменной %i ( t = 1 , . . . , n, п +1,. • •, 2n), где / = 
= n + i обозначает переменную — х% [19]. Этот алгоритм 
поиска задается автоматом со следующими матрицами 
переходных вероятностей: 

при нештрафе (AQ'<0) 

Л 0 = 

0100 
0010 

0000 
1000 

(1.6.1) 

при штрафе (AQ '^O) 

000 • •• 0100 • • 0 
000 • •• 0010 • • 0 

000 • •• 0000 • • 1 

100 • •• 0000 • • 0 
010 • •• 0000 • • 0 

000 • •• 1000 • • 0 

п п 

Функционирование этого автомата в случайной среде 
(1.5.4) описывается цепью Маркова с матрицей пере­
ходных вероятностей 
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A(S) = 

О а{ 0 0 ••• О О Ь, О О 0 ••• О О I 
О 0 а 2 0 - - - О О О Ь2 О О--- О О I 

О О О О - О On—1 О О О О- • ьп-iO 
О О О о - О О ап 

О 0 0 -• 0 
bn+i о О 0 ••• О О О 0 0 -• 0 0 

О Ь п + 2 О О - О О О О ап+20 " • 0 0 

О О О О ••• Ь 2 п - \ О О О 0 0 " - 0 а 2 п . 
а2п О О О ••• 0 Ь2п О О О 0 ••• О О 

(1.6.3) 
где 

(H=\—Si\ bt = Si. (1.6.4) 
Учитывая линейность функции качества и используя 

выражение (1.5.4), имеем 
a n + i = bi\ b n + i = ai (1.6.5) 

( t ' = l , . . . , п). 
Поэтому матрица (1.6.3) принимает вид 

A(S) = 

0 0 0 - • 0 0 Ьг 0 0 0 • • 0 0 
0 0 а2 0 •• • 0 0 0 ь2 0 0 • •• 0 0 

0 0 0 0 •• • 0 O n - l O 0 0 0 - • Ьп-\ 0 
0 0 0 0 - 0 0 ап 0 0 0 - • 0 
ах 0 0 0 •• • 0 0 0 ft. 0 о.- • 0 0 
0 « 2 0 О - • 0 0 0 0 ь2 0 - • 0 0 

0 0 0 0 • • я п _ 0 0 0 0 0 - • 0 Ьп-1 

Ьп 0 0 0 •• • 0 ап 0 0 0 0 " • 0 0 

(1.6.6) 

6—2014 
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В случае, когда афО (щфО; Ьгф\), эта цепь Маркова 
эргодическая. По матрице (1.6.6) для нахождения пре­
дельных вероятностей получаем следующую систему ал­
гебраических уравнений: 

pi = aipn+i + bnp2n 
p2 = alp1 + d2pn+2 

Рз = а2р2 + а3рп+3 

Pi^di-ipi-i+dipn+i 

рп = CLn-lPn—l + CLnPln 

Рп+2 = Ь2р2 + Ь]Рп+1 

Pn+i — bipi-\- bi-ipn+i-

(1.6.7) 

P2n — bnpn + Ьп-{р2п-\ 

Введем обозначения 

kx = bnp2n; k2=anpn. (1.6.8) 
Тогда из первого и ( п + 1 ) - г о уравнений этой системы 
находим 

axk2+kx g\2k2+gxxkx . 
Pv 

Pn+l= 

l — dxbx U\ ' 
k2+bXki f\2k2 + f\\k\ 
\—axbx 

где 
gi2 = ai; gu = U b = l ; fn = bx; ux = l-axbx. 

Из i-го и (п-И)-го уравнений получаем 
gi2k2 + gi\k\ fi2h + fi\k\ 

Pi S pn+i — -

(1.6.9) 

(1.6.10) 

(1.6.11) 
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Здесь Vi = UiU2.. .щ; щ — Х—аФг, (1.6.12) 
g « ; gn', fi2', fn определяются по рекуррентным формулам 

gi2—^i-]gi-l,2 + агЬ <—l/i—1,2; 
, (1.6.13) 

gil = Я г - l g i - l . l + dibi-lfi-UU 

fi2 = biai-\gi-\t2 + bi-lfi-\,2, ^ g 

/ t l = M f - l f f i - M + 6 i - l / i - U 
( i = 2 , 3 , . . . , n ) . 

Сравнивая формулы (1.6.10), (1.6.13) и (1.6.14), нетрудно 
заметить, что выражение для f i 2 получается из формулы 
для g n , а для fu — из формулы для gi2 при замене а* на 
bi и bi — на Ci (i= 1,2,..., п ) . При i — n из формул 
(1.6.11) получаем 

gn2^2 + gnl&l fn2&2 + fnl&l „ « . г , 
Рга = '• Р2п= • (1.6.15) 

Из равенств (1.6.8) и (1.6.15) находим соотношение kx 

и кг-

k2=Gku k{ = Fk2> (1.6.16) 

где 
п Qngnl с bnfП2 .. _ 
0 = ; /*= т - т - ; ( l . b . l / ) 

F= ~. (1.6.18) 

Отсюда видно, что функция F симметрична G относи­
тельно <Xi и b i , т. е. F получается из G, если щ заменить 

2га 
на bi. Из условия нормирования 2 pi—l находим 

H2k2 + Hxk{=\, (1.6.19) 

где 

н У§г2±Ы н y g U + h ( 1 6 2 0 ) 

'2 
<-1 <-1 

6* 
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Из формул (1.6.16) и (1.6.19) получаем 

1 F 
H2G + Hl H2 + HXF ' 

k2 = 
1 G 

H2 + HXF H2G+HX 

(1.6.21) 

(1.6.22) 

Следовательно, формулы для определения предельных 
вероятностей имеют вид 

P i Vi\H2 + HxF + H2G + HXI ы 

„ - - 1 / ^ • Ux \ _ ЫО+Пх h 
Pn+i~Vi\H7+H7+ h2g+hx i vi й ь 

(1.6.23) 

Поскольку H2 и Hi симметричны по отношению к а ; и bi, 
то pi и pi+n также симметричны, т. е. Рг+п определяется 
из формул для Pi подстановкой а,- и bi на место bi и а* 
соответственно. 

Среднее приращение функции качества на одном шаге 
равно 

71 

M[AQ] = 2 0 > 1 - Р » - И ) « « = 2^ ( h2+hxf + 

, gii-fn \ 
H2G + i 

(1.6.24) 

Далее рассмотрим д в у м е р н ы й с л у ч а й (п = 2) . Для 
этого случая матрица (1.6.3) принимает вид 

A(S) = 

О ах bi О 
О 0 а2 Ь2 

ах 0 0 bi 
Ъ2 а2 О О 

(1.6.25) 

Исходя из этой матрицы имеем следующую систему ал-
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гебраических уравнений для определения предельных ве­
роятностей: 

p[ = a[p3 + b2pi; 

P2=alPl + a2p<; { { 6 Щ 

p3 = b[pi + a2p2\ 

pi = b2p2 + bxp3. 

Решая систему уравнений с учетом формул (1.6.5), на­
ходим: 

Ь2 + аха2

2 ах + а2Ьх

2 

P i = 2 + b2-axbx + a2 ' Р 2 = 2 + b2-axbx + a2

2' 

_ a2 + bxb2

2 _ _ bx + ax

2b2 

Р з = 2 + b2-a{bx + a2

2 ' P i ~ 2 + b2-axbx + a2

2 ' 
(1.6.27) 

Подставляя вместо щ и Ь\ величины Si из формул 
(1.6.4), получаем: 

S2 + S3S4 2 S 3 + S 4 S 1 2 

Pi= -3 ; р 2 = 

2+ ^ SjSj+^+SjSj2 2+ SjSj+f+SjS 

S4 + S1S2 2 sx + s2s3

2 

Р з = -ъ ; р 4 = 

2 + J£ SjSj+i' + StSi* 2 + ^ S j S J + 1 2 + S4S12 
3=1 j - l 

(1.6.28) 

Среднее приращение функции качества равно 

M[AQ]= 
( S 2 - S 4 + S 3 S 4 2 - S i S 2

2 ) a i + ( S 3 - S i + 5 4 S i 2 - S 2 S 3 2 ) « 2 
_ 3 

2 + ^ , s j s i + 1

2 + s 4 s 1 2 

(1.6.29) 
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Рассмотрим с л у ч а й б е з в о з д е й с т в и я п о м е х и , 
т. е. когда а = 0 . Тогда по формулам (1.5.4) имеем: 

Г 1 при i— 1 , . . . , п; 
' I 0 при i = n+1,..., 2п. 

По формулам (1.6.4) находим: 

_ Г 1 при i = l , . . . . я; 
г _ I 0 при г' = п + 1 , . . . , 2п; 

Г 0 при i = 1 , . . . , /г; 
й ' ~ I 1 при t' = n + 1 , . . . , 2п. 

Матрица (1.6.6) при условии (1.3.14) имеет вид 

(1.6.30) 

(1.6.31) 

A(S) = 

00 
00 

00 
00 

00 
10 

1000 
0100 

00 
00 

• 0000 - 10 
• 0010 - 00 

• 0000 ••• 01 
• 0000 ••• 00 

(1.6.32) 

Из матрицы видно, что состояния от 2 до я этой 
цепи Маркова являются невозвратными, а состояние 1 
и состояния от п+1 до 2п — циклическими с пе­
риодом п + 1. Следовательно, предельные вероятности 
равны 

1 
Pl~Pn+l= ••• =Р2п: 

П + 1 ' 

Р 2 = РЗ= ••• = Р п = 0. 

Среднее приращение функции качества 

M[AQ]=- 1 V 
п+ 1 г=2 

«г 

(1.6.33) 

(1.6.34) 
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Для двумерного случая (п = 2) по формулам (1.6.33) 
и (1.6.34) имеем 

Pi=P3 = P 4 = - j ; р2 = 0\ (1.6.35) 

M [ A Q ] = - 4 - « 2 . (1.6.36) 
О 

§ 1.7. А Л Г О Р И Т М 
П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О Г О Г Р А Д И Е Н Т А 

В данном параграфе рассмотрим одну моди­
фикацию метода градиента. Эта модификация характе­
ризуется тем, что после пробного шага gi>0 рабочий 
шаг, имеющий величину 

AXi = — at sign AQig (1-7.1) 

(гд-е AQig — приращение функции качества в результате 
пробного шага gi), делается в t'-м направлении. Такая 
процедура производится по всем координатам. Строго-
говоря, этот метод нельзя назвать градиентным. Это,, 
скорее, полярный метод. Представим алгоритм как веро­
ятностный автомат. 

1. Одномерный случай ( п = 1 ) . Состояния автомата 
пронумеруем в следующем порядке: 

AXW = g ; Д Х < 2 ) = - а ; АХ& = + а. (1.7.2) 

Здесь g — пробный шаг, а ±а — рабочие шаги поиска. 
Пусть вход автомата, как обычно, определяется величи­
ной штрафа 

f 1, если A Q ' ^ O ; ч ч c = s g n A Q ' = 1 л л / ^ - п (1-7-3) 
10, если AQ < 0 . 

Выход автомата совпадает с его состоянием и образует 
трехбуквенный алфавит (1.7.2). 

Далее предположим, что a=g=\. Графы переходов 
автомата показаны на рис. 1.7.1, а его матрицы перехо­
дов имеют вид 
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AG<0 

Рис. 1.7.1. Графы переходов автомата для 
случая « = 1. 

при нештрафе (AQ'<0) 

00 1 
100 
100 

(1.7.4) 

лри штрафе ( A Q ' ^ 0 ) 

0 1 0 
1 0 О 
1 О О 

(1.7.5) 

Случайная среда задается через вероятности штрафов 
действия автомата, которые в предположении о линей­
ности функции качества (grad Q(X) = const) и нормиро­

ванное™ его градиента = 1 I равны 
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(1.7.6) 

Функционирование автомата поиска в случайной среде 
(1.7.6) описывается цепью Маркова с циклической мат­
рицей переходных вероятностей 

A(S) = 
! 0 S i 1 — S i 

I 1 О О 
1 0 о 

(1.7.7> 

1 1 1 п ^ 
Pi=~2' Pa=YSl> Р з = у О - ^ -

Предельные вероятности для этой цепи Маркова равны 

(1.7.8Х 

Средний штраф рабочих шагов 

Pcv.v=slS2=±[l-<&(-±)], (1.7.9), 

а среднее смещение по направлению градиента 

M [ A Q ] = p 3 - p 2 = - j С1 ~ 2 s i ) = - 4 Ф ( 27 ) * ( 1 - 7 Л 0 ) ' 

При а->-0 имеем 

Рср.р-^О; M[AQ]-» 

а при а->-оо 

Р с р . р ^ - ^ ; M[AQ]->0. 

2 ' 
(1J.11)> 

(1.7.12)., 

2. Двумерный случай (п = 2) . Состояния автомата про­
нумеруем в следующем порядке: 

http://1J.11
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AQzO 

UQ'<0 

Рис. 1.7.2. Графы переходов автомата для случая п=2. 

AXW=gei; ДХ< 2 > = - а е , ; Д Х ( 3 ) = с е , ; 

Д Х < 4 > = £ е 2 ; ДХ< 5 > = - а е 2 ; Д Х ( 6 > = а е 2 . 
(1.7.13) 

Графы переходов автомата показаны на рис. 1.7.2. 
Имеем следующие матрицы переходов автомата: 

при нештрафе (AQ'<0) 

А0 = 

0 0 1 
О О О 
О О О 

О О О 
1 О О 
1 О О 

О О О 
1 О о 
1 О о 

О 0 1 
О О О 
О О О 

(1.7.14) 
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при штрафе (AQ '^O) 

0 1 0 '0 0 0 
0 0 0 '1 0 0 
0 0 0 ' 1 0 0 

0 0 0 'о 1 0 
1 0 0 ^0 0 0 
1 0 0 .0 0 0 

(1.7.15> 

Функционирование автомата описывается цепью Мар­
кова 

> S i 1 - 5 ! •о 0 0 
) 0 0 • 1 0 0 
) 0 0 • 1 0 0 

) 0 0 '0 5 4 
1 — Si 

0 0 'о 0 0 
0 0 0̂ 0 0 

(1.7.16); 

где 

s , - s , = y [ l + ® ( - g - ) ] ; (1.7.17) 

- • H ' - t e ) ] . 
а; — направляющие косинусы вектора-градиента функ­
ции 

Q(X) = a i * i + a2X2; a i 2 + a 2

2 = l . (1.7.18) 
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Предельные вероятности цепи Маркова равны 

Pi=P*=-£\ P2=—sr, pa= — (l-Si); 

(1.7.19) 

Рис. 1.7.3. Графы переходов автомата для случая п>2. 
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Средний штраф рабочих шагов 

(1.7.20) 

а среднее приращение показателя качества 

M [ A Q ] = | - [ ( l - 2 s 1 ) a , + (l-2s4)a2]=—У[ ф(~) а , + 

(1.7.21) 

При a-Я) имеем 

Рср.р->0; M [ A Q ] ( a i + a 2 ) , 

а при а - > о о 

Р с Р . р - > | - ; MAQ1 — 0. 

3. Многомерный случай ( я > 2 ) . 

Q ( X ) = ^ й Л ; ^ а г

2 = 1 . 
г=1 г=1 

(1.7.22) 

(1.7.23) 

(1.7.24) 

Графы переходов автомата для этого случая показаны 
на рис. 1.7.3. Матрицы переходов имеют вид 

при нештрафе (AQ'<0) 

Л 0 = 

в3 вх о о ••• о о 
0 В3ВХ о ••• о о 

о о о о ••• в 3 вх вх о о о ••• о въ 

(1.7.25) 
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при штрафе ( A Q ' ^ O ) 

В2 Bi О О ••• О О 
О В2 Bi О 

где 

О о 

0 0 0 0 
в , о о о 

В3 Bi 
О £ 3 

(1.7.26) 

О О О 
1 0 0 
1 О О 

О 1 О 
В 2 = О О О 

;0 О О 
В 3 = 

О 0 1 
,0 О О 
О О О 

(1.7.27) 

Функционирование автомата в случайной среде, задан­
ной функцией (1.7.24), описывается цепью Маркова 

A{S) = 

Здесь 

В(s^ Bi О О- О О 
О B(s2) Bi 0 - 0 О 

О 
Bi 

о 
о 

О 0-B(sn-i) В{ 

О 0 - 0 B(sn) 

(1.7.28) 

О Si l—Si 

0 0 О 
О О О 

(1.7.29) 

(1.7.30) 

где Ф — интеграл Лапласа . Обозначим через Р* = 
= (Рзг-2, рзг-и Рг%) вектор предельных вероятностей, со­
ответствующий i-й переменной функции (1.7.24). Для 
определения этих векторов по матрице (1.7.28) составим 
систему векторных уравнений: 
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P, = P 1 B ( s , ) + P « B 1 ; 

P2 = P1Bi + P2B(s2); 

Рз = Р 2 5 , + Р 8 Я ( 5 8 ) ; 

P i = P i _ 1 5 1 + P i 5 ( s i ) ; 

P n = P „ _ 1 B 1 + P n 5 ( s „ ) . 

Из i-го векторного уравнения этой системы следует 

Pi 

1 —Si — 1+Sj 

О 1 О 
О 0 1 

О О О 
= Рг-I ! 1 О О 

I i 1 о о 
(1.7.32) 

Отсюда для координат векторов Р; и Р г -1 получаем со­
отношения 

P3i-2 = Рз(г—1)—1 + Рз(г-1) = Рзг-4 + Рзг'-3 = РЗг-5'. 

Р з г - 1 = Р з г - 2 5 г ; (1.7.33) 

P 3 i = P 3 i - 2 ( l - S j ) . 

Из первого уравнения системы (1.7.31) имеем: 

Р1 = Рзп-1 + Рз«; 

p 2 = s.p.; (1.7.34) 

Р з = (1 —Si ) /? i -

После нормировки величин pj (/ = 1, 2, . . . , 3 я ) находим 

Р з г - 1 = - | ^ ( i = l , . . . . п ) ; (1.7.35) 
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Средний штраф рабочих шагов равен 

V f l - s t , ( l - S i ) S i ] V {l-st)st 

(1.7.36) 
а среднее смещение по направлению градиента 

l - 2 s i 
M[AQ]= J£ {pzi-P3i-i)ca= ^ 

—h2 »(•%)«• с - 7 - 3 7 » 
i = l 

Для случая отсутствия помех (a=0) имеем 
п 

Pcp.p=0; A f [ A Q ] = - - ^ - J ^ a * , (1.7.38) 
г=1 

а при 0->-оо 

Р с Р . р - ^ | - ; M[AQ]->0 . (1.7.39) 

§ 1.8. А Л Г О Р И Т М П А Р А Л Л Е Л Ь Н О Г О 
Г Р А Д И Е Н Т А 

Рассмотрим параллельную модификацию 
метода. Этот алгоритм представляет собой поиск по вер­
шинам гиперкуба. По всем координатам делаются проб­
ные шаги и определяется полярное направление гради­
ента. Это полярное направление соответствует направле­
нию на вершину гиперкуба, которая наиболее близка 
к направлению градиента. Схема алгоритма параллель­
ного градиента показана на рис. 1.8.1. Алгоритм в тер­
минах теории автоматов представляется в виде двух 
автоматов — а в т о м а т а п р о б н ы х ш а г о в Л < П ) , 
имеющего п + 1 внутренних состояний, и а в т о м а т а 
р а б о ч и х ш а г о в Л<Р>, имеющего т+l (т = 2п) внут­
ренних состояний. 

Пронумеруем возможные рабочие шаги АХ<'> в сле­
дующем порядке: 
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Рис. 1.8.1. Схема оптимизации методом параллельного 
градиента. 

ДХО)= (1, . . . , I ) ; А Х ( 2 ) = ( 1 , . . . , 1, - 1 ) ; ДХ(з> = 

= ( 1 , . . . , 1, - 1 , 1 ) ; Д Х « > = ( 1 , . . . , 1, - 1 , - 1 ) ; . . . 

. . , ; д х < ™ / 2 - 1 > = ( 1 , - 1 , . . . , - 1 , 1); • • • ; ДХ ' » /2= 

= ( 1 , - 1 , . . . , - 1 ) ; ДХ<«+*> = -ДХ<*> (1.8.1) 

( / = 1 , 2 , . . . . f ) . 
У автомата пробных шагов внутренними состояниями 

являются пробные шаги g^i (их число равно п) и одно 
фиктивное состояние — автомат рабочих шагов. У ав­
томата рабочих шагов внутренними состояниями явля-

7 — 2014 
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ются рабочие шаги A X ( i ) (их число равно m = 2 n ) и одно 
фиктивное состояние — автомат пробных шагов. 

Определим множество входов автоматов. Пусть вхо­
дом автомата пробных шагов Л ( П ) является знак при­
ращения функции качества. Входы автомата рабочих 
шагов Л ( Р ' определим следующим образом. Пусть в со­
стояниях от 1 до т автомат принимает на вход только 
числа с = 0 и с = 1 , а в состоянии т + 1 (фиктивное состоя­
ние) — только векторы С = (си ..., сп), координаты с* 
которых могут иметь значения 0 или 1. При этом i-я ко­
ордината вектора С равна нулю, если автомат пробных 
шагов Л ( П > в 1-м состоянии не получил штрафа (с = 0), и 
равна единице, если получил штраф ( с = 1 ) . Следова­
тельно, вектор С=(си...,сп) представляет собой набор 
величин с, полученных при пробных шагах. Векторы 
Cj-= (сх^\ ,.., cn

(i)), количество которых равно 2™, про­
нумеруем в том же порядке, как рабочие шаги АХ'»', т .е . 

d = ( 0 , . . . , 0 ) ; С 2 = ( 0 , . . . , 0 , 1); С 3 = ( 0 , . . . , 0 , 1,0); . . . 

C m / 2 - i= (0 , 1, 1 , . . . , 1,0); C m / 2 = ( 0 , 1 , . . . 

\);...;Ст-,= (1, 1 , . . . , 1,0); C m = (1, . . . , 1). 
(1.8.2) 

Нетрудно заметить, что векторы С г (i= 1 , . . . , 2") об­
разуются некоторым неоднородным а в т о м а т о м «па­
м я т и » со следующими, зависящими от номера шага N 
матрицами переходов: 

I ' 0 
0 / 

2iv-i 2n — 2N"1 

0 1 0 
О О О 

2JV-I 2w-i 2n—2N 

I 2̂ -1 

J. 2n_2N-i 

^ 2n — 2w-' 

(1.8.3) 

где / — единичная матрица порядка 2^ 1 (Л/ = 
= 1 , 2 , . . . , л ) . 
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Таким образом, автомат рабочих шагов A (P> пред­
ставляет собой а в т о м а т с о г р а н и ч е н и я м и н а 
в х о д е . 

На рис. 1.8.2 показаны графы переходов из одного со­
стояния в другое для автомата пробных шагов Л ( П ) и для 
автомата рабочих шагов Л<Р> при с = 0; с = 1 ; Cj = 
= (ci<J>,..., cn

{i)) • Из этого рисунка получаем следую­
щие матрицы переходных вероятностей: 

1) для автомата пробных шагов (переходные мат­
рицы штрафа и нештрафа совпадают) 

0 1 0 0 ••• 0 0 
л , л , , О 0 1 0 ••• 0 0 I . / f . . ч Л,(п)=Л 0 ( п ) = : _ л \ \ п + 1 (1.8.4) 

• i 0 0 0 0 ••• 0 1 ' ' v ' 
1 о о о ••• о о 

п+1 

2) для автомата рабочих шагов 
10 0 ••• 0 0 ••• 0 1 
0 0 ••• 0 0 - 0 1 

Л ; ( р > = тп+1 (1.8.5) 

m+l —j 

а) о-
1 П+1 

с-0 
с-1 

(р) 

Рис. 1.8.2. Графы переходов автомата пробных тагов 
(а) и автомата рабочих шагов (б). 

7* 
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Здесь индекс у обозначает состояние рабочего авто­
мата, на которое он переходит из фиктивного состояния. 
При этом у совпадает с номером вектора штрафа Cj = 
= ( с 1 0 ) , . . . , с „ « ) ) . 

Объединяя автомат пробных и автомат рабочих ша­
гов, получаем автомат, количество состояний которого 
равно п + т и переходные матрицы имеют вид 

0 • • 0 0 • • 1 0 0 • • 0 
0 • • 0 0 • • 1 0 0 • • 0 

0 • • 0 0 • • 1 0 0 • • 0 
0 • • 0 0 • • 0 1 0 • • 0 

0 • • 0 0 • • 0 0 0 • • 1 
0 • • 1 0 • • 0 0 0 • • 0 

(1.8.6) 

j п 
т 

Среда задается вероятностями появления векторов 
C j = ( c i ^ , . . . , c„(i>), т. е. вероятностями qj выбора у'-го 
рабочего шага после окончания пробных шагов. Вектор 
вероятностей Q = (q\,..., q2

n), согласно нумерации век­
торов ДХ<э"> (1.8.1) и переходных матриц (1.8.3), опреде­
ляется формулой 

п 

Q = Q0)JJ [SNA, (N) + (1 - sN) Л 0 (N) ] . (1.8.7) 
Л'=1 

Здесь Q < 0 ) — 2 п -мерный начальный вектор состояний 
автомата «памяти» (1.8.3); Q ( 0 , = (1, 0 , . . . 
. . . . 0); 

s,v — вероятность штрафа iV-ro пробного шага; 

sN=Bep ( A Q V ^ 0 ) = у [ 1 + Ф ( ^ ) ] ' ( 1 ' 8 - 8 ) 

где <xN (N=\,...,n) — направляющие косинусы гради­
ента функции Q(X) . 
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S т 

Функционирование объединенного автомата в случай­
ной среде (1.8.8) описывается цепью Маркова со следу­
ющей циклической переходной матрицей: 

0 ••• 0 1 0 0 ••• 0 ; 
О ••• 0 1 0 0 ••• 0 

0 ••• 0 1 0 0 ••• 0 

А о = Л , = | | 0 ••• 0 0 1 0 ••• 0 j (1.8.9) 

О ••• 0 0 0 0 ••• 1 
<7i ••• qm 0 0 0 ••• О 

Предельные вероятности этой цепи находятся как ре­
шение системы алгебраических уравнений 

Pi = qiPm+n ( t = l , • • • ,m) ; 

Pm+l 
i = l 

Pm+2~Pm+l', • • • ' Pm+n = Pm+n-1-

Решением этой системы является 

Яг 

1 + tt 

l + n 

(t = l , . . . , m); 

(i = m+\,..., m + n). 

(1.8.10) 

Xl.8.11) 

Тогда средний вектор рабочего шага в пространстве {X} 
равен 

М[АХ] = ^ р г А Х ^ = { [ ( < 7 H W 2 - ? I ) + . 
i = l 

+ ( 0 2 + 7 П / 2 - 9 2 ) + ••• + { q m - q m l 2 ) \ 1 + n ' 
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[{o\+mh—qi)+ ••• + ( M W 2 - W 2 ) - ••• 

I 
{QrnU+l+mh — QmU+l) ~~ (am — (]mh)h ' l + n ' 

• • • . [ (4\+m/2 - <7l) - (?2+m/2 ~ <7г) + (Яз+т/2 ~ Яз) ~ 

- (<74+m/2-94) + ••• - (qn~qml2)\~^ } • 

(1.8.12) 

Среднее изменение показателя качества равно 

A f [ A Q ] = - - j 4 — [(<7i+m/2-<7i) (0С1 + 0С2+ ••• + « „ ) + 1 + n 

+ (^2+m/2 — Яг) ( a i + a 3 + ••• +an-i — a n ) + 

+ ( 9 3 W 2 — <7з) («i + +an -2 — a n - i + a n ) + 

+ (<74+m/2 — 94) (0Ci+ ••• +<Xn-2 —OCn-1 — a n ) + - " 

••• + (qm-i — qmi2-i) ( a i a n - i + a n ) + 

+ [q-m-qmh) (ai a „ _ i - a„ ) ] . (1.8.13) 

Для двумерного случая (n = 2) из формул (1.8.11) и 
(1.8.7) имеем: 

Pi= J- ( l - s i ) ( 1 - « 2 ) ; Рг= ^ - ( 1 - S i ) s 2 ; 

Р з = J-S1S2; р 4 = — s i ( l - s 2 ) ; 

Р 5 = у ; Р е = у ; (1.8.14) 

Р с Р = y [ s ' i ( l - s ( ) ( l - S a ) + s ' a ( l - S i ) s 2 + 

+ s /

3 Si5 2 + s V i ( l - s 2 ) ] ; (1.8.15) 
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M[AQ]=- — [(si+sa-l) ( « i + a 2 ) + ( s ! - s 2 ) ( a i - a 2 ) ] , 

(1.8.16) 
где 

s'2 

S 3 

S 4 = 

T>+«(^)] = 

(1.8.17) 

S i , s 2 определяются формулой (1.8.8). 
Далее рассмотрим случай, когда отсутствует помеха 

(о = 0). Предположим, что направление вектора гради­
ента функции Q(X) удовлетворяет условию 

o c i > a 2 > - - - > a n > 0 ; 

a i > a 2 H han. 

Тогда из формул (1.8.17) и (1.8.8) следует: 

s ' i = s'2 = • • • = s'm/2 = 1; s'm/2+i = • • • = s ' m = 0 ; 

Si = S 2 = - - - = S n = l : 

Поэтому по формуле (1.8.7) получаем: 

qi = q2=--- = qm/2=0; <7m/2+i=l; 

Ятп/2+2 = От = 0, 

а по формулам (1.8.11) имеем: 

(1.8.18) 

(1.8.19) 

(1.8.20) 

1 т 
— — при i = — + 1 , т+1, 
1 + п 2 

m + n; 

. „ т т п О при 1 = 1 , 2 , . . . , — , — + 2 , . . . , т . 
(1.8.21) 
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Средний штраф рабочих шагов и среднее изменение 
функции качества равны 

п 

P c p . p = 0; M[AQ]=-~|— У a i . (1.8.22) 

Сравнение формул (1.8.22) и (1.7.38) показывает, что 
при отсутствии помехи алгоритм параллельного гради­
ента по быстродействию в 2 / ( 1 / я + 1 ) раза превосходит 
алгоритм последовательного градиента. 

Таким образом, в пределе при n-voo это отношение 
стремится к 2. 

§ 1.9. А Л Г О Р И Т М Н А И С К О Р Е Й Ш Е Г О 

С П У С К А 

Этот алгоритм, так же как и алгоритм па­
раллельного градиента, представляет собой поиск по 
вершинам гиперкуба. Метод наискорейшего спуска от­
личается от метода параллельного градиента тем, что 
после удачного рабочего шага не происходит перехода 
к пробным шагам, а продолжается спуск по направле­
нию удачного рабочего шага до первого неудачного 
шага, после чего снова совершаются пробные шаги [3]. 
Схема метода наискорейшего спуска показана на 
рис. 1.9.1. Аналогично методу градиента метод наиско­
рейшего спуска может быть представлен в виде двух ав­
томатов: а в т о м а т а п р о б н ы х ш а г о в Л<П> и а в т о ­
м а т а р а б о ч и х ш а г о в Л ( Р>. Автомат пробных шагов 
имеет п+1 состояний: п состояний — рабочие шаги, одно 
фиктивное состояние — автомат пробных шагов. 

Пусть входами автомата пробных шагов Л < П ) и авто­
мата рабочих шагов Л<Р> ЯВЛЯЮТСЯ числа с = 0 или с = 1 
и векторы C j = (с{^\ ..., cn

{i)), определяемые формулами 
(1.8.2). Тогда автомат, соответствующий алгоритму 
наискорейшего спуска, представляет собой а в т о м а т 
с о г р а н и ч е н и я м и н а в х о д е . Переходы из одного 
состояния в другое для автомата пробных шагов Л < П ) и 
автомата рабочих шагов Л ( Р ) показаны на рис. 1.9.2. По 
этому рисунку получаем следующие переходные мат­
рицы: 



UQ'<0 (c*0) 
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8 9 ... Я 9 9 -
1 2 J m m * ] 

Рис. 1.9.2. Графы переходов автомата пробных шагов 
(а) и автомата рабочих шагов (б). 

1) для автомата пробных шагов 

J0 1 0 0 • • 0 

ho 0 1 0 • • 0 

i • 
0 

1 1 
0 0 0 • • 1 

111 0 0 0 • • 0 

n + 1 

2) для автомата рабочих шагов 

юг 

т+ I — } 

т+1 
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о •• 
о •• 

о •• 
о •• 

о о 
о о 

0 о 
1 о 

> m+l 

1 
01 

( / = 1 , 2 , . . . , 2" ) , (1.9.2) j m+l-j 

Объединяя матрицы при A Q ' < 0 автомата пробных 
шагов А ( П > и автомата рабочих шагов А<Р>, имеем пере­
ходную матрицу 

1 о о ••• о о - о о о о о ••• о 
0 1 о ••• о о ••• о о о о о ••• о 

0 0 0 - 0 0 - 1 0 0 0 0 - 0 
0 0 0 - 0 0 - 0 0 1 0 0 - 0 
0 0 0 - 0 0 - 0 0 0 1 0 - 0 

О О О 

О О О 

0 о 
1 о 

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

1 
о 

(1.9.3) 

Объединяя матрицы А Г

П и АЦР, получаем переходную 
матрицу автомата при штрафе 

0 • • 0 0 • • 1 0 0 0 • • 0 

0 • • 0 0 • • 1 0 0 0 • • 0 
0 • •• 0 0 • •• 0 1 0 0 • •• 0 
0 • • 0 0 • • 0 0 1 0 • • 0 

0 • • 0 0 • • 0 0 0 0 • • 1 
0 • • 1 0 - 0 0 0 0 • • 0 

! » 

(1.9.4) 
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Функционирование автомата в случайной среде опи­
сывается цепью Маркова с матрицей переходных вероят­
ностей 

0 0 • • 0 S'l 0 0 • • 0 
0 1 - s ' 2 o - • 0 S'2 0 0 • • 0 

0 0 0 •• • 1 s m S m 0 0 • • 0 
0 0 0 •• • 0 0 1 0-•• 0 

0 0 0 •• • 0 0 0 0 • •• 1 

<?i Яг • • qm 
0 0 0 • • 0 

m n 
(1.9.5) 

где s ' j ( / = 1 , . . . , m) — вероятность штрафа /-го рабо­
чего шага; qj определяется формулой (1.8.8). Предель­
ные вероятности этой цепи находятся как решение сис­
темы алгебраических уравнений 

Pi = (l-s'i)Pi + qiPm+n 

( t ' = l , . . . , т); 

то 

P m + 1 = ^ S'iPf, (1.9.6) 
i = l 

Рт+2 — Рт+\! • • • i Рт+п = Ргп+п— и 

Решением этой системы является 

7j{2-V-.+n) ' п р и / = 1 , . . . , т ; 
5=1 J 

I т 

1 ( +п ) при i=m+ 1 , . . . , т + п. 
3=1 3 

(1.9.7) 
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Средний штраф рабочих шагов равен 

т т 

Р с р . р = ^ < ? г (2jh+nYi • (1.9.8) 
2 = 1 j=l i 

Среднее смещение по направлению градиента опреде­
ляем по формуле (1.8.11), заменяя в этой формуле qi 

т 

(i= 1 , . . . , т + п) на qi/s'iH ( 1 + « ) на ^ qi/s'i + n: 
г=1 

х Si ' S i+m/2 s 1 ' 

X ( a 1 + a 2 + - + a n ) + ( - ^ L - - ^ - ) ( a 1 + 
4 S 2+m/2 S 2 ' 

. . . ч , / q3+m/2 q% \ 
+ a 2 H h a n - i - a n ) + \ — — ) X 

x S 3+m/ 2 S 3 

X ( a i a 2 H Ь a n - 2 — a n - i + a „ ) + 

. / qt+m/2 <74 \ , . , , 
+ I — — I ( a i + a 2H ha n -2 —an-i — 

X S 4 + m / 2 S 4 ' 

-a„)+- + \—, - 7 - — l ( a i - a 2 - -

/ q-m qrn/2 \ 
« „ _ , + « „ ) +1 — — — I X 

x о m J mi 2 

X ( a i — a 2 — ••• — ctn-i — a « ) ] • 
(1.9.9) 

Для двумерного случая (n = 2) по этой формуле 
имеем 



ГЛАВА I 
110 

M[AQ] = 
\ S ~7~) (ai + aa) + \ ~ Г ~ ( « 1 - 0 2 ) 

1 S ! S 3 ' 4 S 2 S 4 ' 

2£« 
(1.9.10) 

Далее рассмотрим случай, когда отсутствует помеха 
( а = 0 ) . Тогда имеют место формулы (1.8.18) и (1.8.19). 
Следовательно, матрица переходных вероятностей цепи 
Маркова (1.9.5) приобретает вид 

A(S) = 

0 • • 0 0 • • 0 1 0 0 0 • • 0 

0 • • 0 0 • • 0 1 0 0 0 • • 0 
0 • • 1 0 • • 0 0 0 0 0 • • 0 

0 • • 0 0 • • 1 0 0 0 0 • • 0 
0 • • 0 0 •• • 0 0 1 0 0 • • 0 
0 • • 0 0 • • 0 0 0 1 0 • • 0 

0 • • 0 0 • • 0 0 0 0 0 • • 1 
0 • •• 1 0 • • 0 0 0 0 0 • • 0 

(1.9.11) 

т 
2 

Из этой матрицы видно, что у цепи Маркова состояния 
от 1 до т / 2 и от т + 1 до т + п — невозвратные, а от 
m/2 + l до m — поглощающие. Поэтому она является 
неэргодической и ее предельные вероятности зависят от 
ее начальных вероятностей P i ( 0 ) , 1 = I,... ,т + п. Вероят­
ности перехода за ./V шагов и предельные вероятности оп­
ределяются при помощи УУ-й степени матрицы (1.9.11). 
Можно показать, что эта степень равна следующим 
матрицам: 
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1) для Nsz:n 
0 • •• 0 • 00 • • 00 • 0 • • 01 00 • • 00 

0 • • 0 * 00 • • 00 ] 0 ' • 01 ' 00 • • 00 

0 • • 0 . 10 • • 00 . о • • 00 00 • • 00 

0 • • 0 • 00 • •• 01 • 0 • • 00 00 • • 00 

0 • • 0 . 00 • • 00 . 0 • • 00 . 10 • • 00 

0 • • 0 • 00 • • 00 • 0 • • 00 • 00 • • 01 

0 • • 0 10 • • 00 0 • • 00 00 • • 00 

0 • • 0 10 • • 00 0 • • 00 00 • • 00 

т 
2 

N 

т 
Т 

т 
i n-N 

2) для N>n 
(1.9.12) 

• 100 • ••оо • 
т 
Т 

100 • •00 ] . 
0 ' 100 • •00 ' 0 

m 
2 

• 010 • •01 •. 

• 100 • •00 • 
0 0 

' 100 • •00 

(1.9.13) 
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где нулями обозначены блоки, элементы которых равны 
нулю. 

Предельные вероятности цепи Маркова равны ее пол­
ным вероятностям на JV-M шаге при N>n: 

Pi=PiN(N>n) = 

О 

m/2+l т+п 

j = l j=m+l 

при t'= 1, . . . т 
2 ' 

ри i= у + 1; 

pi 

о 

(0) т при i = — + 2 , 

при t = m + 1, . . . , т + п. 
(1.9.14) 

Средний штраф рабочих шагов равен 

Рср. р 
III 

2=1 

0. (1.9.15) 

Среднее смещение в направлении градиента определя­
ется по формуле (1.9.9) с использованием вероятностей 
(1.9.14): 

m/2+l т+п 

M[AQ]=- [( £р}М+ ^ Р ^ ) ( а 1 + а2+-

j = l j = m+l 

— + ап) +p2+mhm(ai + a2+---

••• + an-i-an) +рг+т/2

{0) (ai + a 2H \-an-z~ 
— a „ - i + a„) + p 4+m/2 ( 0 > (oci + a 2 H H an- 2 — «n-i — 

— ccn) 4 r p m - i ( 0 ) ( a i - a 2 a n - i + a n ) + 

+ Pm{0)(ai-a2- ~an-\ — an) (1.9.16) 

Для двумерного случая (л = 2) по формулам (1.9.14) и 
(1.9.16) получаем: 
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Pi = Р2 = 0; рг=pi<°> +р2<°> + р 3

( 0 ) + р 5

( 0 ) + Рб ( 0 ); 

р 4 = р 4

( 0 ) ; Р5 = Ре = 0; (1.9.17) 

Af[AQ]= - [ W 0 ' + р2<°> + Р з ( 0 ) + р 5

( 0 ) + р 6

( 0 > ) (а, + а 2 ) + 

+ p 4

( 0 ) ( a i - a 2 ) ] . (1.9.18) 

§ 1.10. С О П О С Т А В Л Е Н И Е 
Н Е П Р Е Р Ы В Н О Г О И А В Т О М А Т Н О Г О 
А Л Г О Р И Т М О В С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 

Непрерывный вариант случайного поиска 
характеризуется тем, что шаг в n-мерном пространстве 
параметров определяется как радиус-вектор, конец кото­
рого равномерно распределен по поверхности «-мерной 
гиперсферы, а начало лежит в ее центре. 

В многоканальных оптимизаторах [11, 43] использу­
ется дискретный, т. е. автоматный, вариант случайного 
поиска, при котором конец радиуса-вектора распределя­
ется равномерно только по вершинам n-мерного гипер­
куба, а начало вектора по-прежнему лежит в центре 
«-мерной гиперсферы, описывающей гиперкуб. 

Рассмотрим, как введение дискретности повлияет на 
эффективность и статистические свойства поиска [44]. 

Под эффективностью поиска будем понимать его 
быстродействие [3], измеряемое средней величиной бла­
гоприятного приращения функции качества объекта, 
приходящейся на один шаг поиска. Быстродействие по­
иска характеризует скорость смещения к экстремуму 
функции в направлении ее градиента. Быстродействие 
поиска будем исследовать, используя линейную модель 
функции качества 

Q ( X ) = Q ( 0 ) + [ g r a d Q ( X ) , X ] , (1.10.1) 

где X — n-мерный вектор параметров; 
[gradQ(X) ,X] — с к а л я р н о е произведение вектора гра­

диента на вектор X. 

8 — 2014 
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Интересующее нас приращение функции качества за 
один шаг легко вычисляется на основании (1.10.1): 

AQ f = Q(X 1 + AX i ) - Q ( X < ) = [grad Q(X),| |ДХ 41cos 
(1.10.2) 

Здесь | g r a d Q ( X ) | и |АХ| — модули gradQ(X) = 
= (аи...,ап) и вектора шага A X J ; ф* — угол между 
направлением градиента и направлением шага. 

Из формулы (1.10.2) следует, что эффективность слу­
чайного поиска определяется «удачностью» выбора на­
правления случайного шага (при фиксированных 
| g r a d Q ( X ) | и | Д Х , | ) . 

Так, при поиске maxQ(X) шаги будут удачными, если 
coscpi>0. При неудачном шаге происходит автоматичес­
кий возврат в предыдущую удачную точку и снова опре­
деляется случайное направление шага. При удачном 
шаге также делается случайный шаг, что отличает про­
цедуру нелинейного алгоритма. В линейном алгоритме 
за неудачным шагом следует повторение шага в том же 
направлении. 

Таким образом, эффективность алгоритмов обоего 
вида существенно зависит от результативности одного 
случайного шага. Поэтому изучим свойства автоматного 
случайного поиска на одном случайном шаге. 

При расчете эффективности случайного шага, для 
того чтобы получить оценку в сопоставимых единицах, 
необходимо, как принято выше, полагать, что 

| g r a d Q ( X ) | = l ; [АХ[ = 1. (1.10.3) 

Тогда координаты вектора шага A X j = (Ахц,..., Ax,„) 
имеют вид 

Ах< t — + —=• 

( / - I . * » ) . ( u a 4 ) 

Другими словами, вектор АХг- есть вершина п-мерного 
гиперкуба и случайный механизм выбора шага заклю­
чается в выборе любой вершины этого гиперкуба равно­
вероятно, т. е. с вероятностью 1/2". 

Так же без ограничения общности можно положить, 
что производится поиск maxQ(X) и задача заключается 
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в том, чтобы найти условное математическое ожидание 
смещения к цели 

т 

г=1 

где т — число неблагоприятных направлений шага АХ. 
В варианте случайного поиска на гиперсфере M[AQ] 

не зависит от выбора направления gradQ. Но при дис­
кретном варианте ситуация резко меняется. Например, 
при выборе координат градиента для случая п ^ 2 в виде 

а г .= 1; a j = 0 (1.10.6) 

( t ^ / = l , 2 , . . . , n ) 

имеем 2 n M значений AQi = \/~)fn, 2п~х значений AQi = 
= — 1/Уя и M[AQ] = l /(2yn) —т*. При выборе координат 
градиента в виде 

a ^ a j = - ~ - ah = 0 { 1 Ж 7 ) 

( £ = 1 , 2 , . . . , п ; кф1ф\) 

имеем 2"~ 2 чисел Д@*=2/У2п, 2п~2 чисел AQi=-2/i2n, 

2 " - 1 чисел AQi = 0 и M[AQ]= М{2рл) = т * . 

Докажем ,что при п ^ 2 

m*^M[AQ]s^m*. (1.10.8) 

Оценка сверху получается следующим образом. Пред­
ставим M[AQ] как среднее арифметическое 2п чисел: 

м ^ = 4 г 2 ^ = т 2 ~ п 2 ^ - (1ло-9) 

A Q i ^ O г=1 

Последнее равенство справедливо ввиду того, что для 
каждого A Q i > 0 в силу симметричности вершины Х £ 

8* 
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гиперкуба и линейности объекта имеется равное по мо­
дулю, но обратное по знаку приращение A Q ' i . Используя 
известное неравенство, имеем 

M [ A Q ] = l 2 - « ^ T | A Q i | S = ^ 2 - « / J ^ A Q ; 2 , (1.10.10) 
i = l / г=1 

причем равенство достигается только тогда, когда все 
| A Q i | , кроме одного, равны нулю. Легко проверить, что 
такая ситуация возможна лишь при выборе градиента 
Q ( X ) в виде (1.10.6). Для нахождения оценки снизу не­
обходимо рассмотрение A f [ A Q ] как среднего арифмети­
ческого т положительных чисел AQc 

т 

M [ A Q ] = 4п S A & = т2-п— y^Qu (1.10.11) 
AQt>0 г=1 

для которого известно другое неравенство: 

M [ A Q ] > m 2 -
in П AQt- (1.10.12) 

Здесь равенство достигается при условии, что все 
A Q i равны друг другу. Несложно показать, что равен­
ство возможно лишь при выборе градиента Q ( X ) в виде 
(1.10.7). Таким образом, неравенства (1.10.8) доказаны. 
В работе [3] потери на поиск ka определены следующим 
образом: 

max / . , л i о \ 

* П = М А О Г
 ( 1 Л 0 Л З ) 

где / — число определений функции качества на один 
рабочий шаг. 

При случайном поиске с пересчетом, который был 
рассмотрен выше, 1=1, а при градиентном методе по­
иска l = n+l. С учетом (1.10.2) и (1.10.3) для случайного 
поиска имеем 

A Q m a x = J g r a d Q ( X ) J | А Х г | = 1 И к а = щ щ . 
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Теперь сравним потери на поиск при различных мето­
дах оптимизации. Как показано в работе [3], потери на 
поиск равны: 

а) для метода градиента kn=n+l; 
б) для варианта случайного поиска с пересчетом при 

шаге, равномерно распределенном по гиперсфере, 

ka= ; г , (1.10.14) 

где Г (га) — гамма-функция. 
Для варианта случайного поиска на гиперкубе исполь­

зуем оценки (1.10.8). 
На рис. 1.10.1 видно, что максимальные потери слу­

чайного поиска на гиперкубе меньше потерь при исполь­
зовании градиентного метода для п > 6 . 

Рис. 1.10.1. Потери на поиск: 
/ — метод градиента; 2 — непрерывный случайный 
поиск; зона потерь случайного поиска на гиперкубе 
заштрихована. 
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Рассмотрим некоторые вероятностные характеристики 
•случайного поиска на гиперкубе. Отметим тот факт, что 
Af[AQ] при равномерном распределении направлений 
градиента совпадает с математическим ожиданием при­
ращения функции качества случайного поиска на гипер­
сфере. Это вытекает из того, что случайная величина фг 
из (1.10.2) будет иметь точно такое же распределение, 
как и при случайном поиске на гиперсфере. Однако если 
направление градиента зафиксировано, то распределе­
ние угла ф; при случайном поиске на гиперкубе дис­
кретно и зависит от выбора направлений градиента, что 
непосредственно видно из выражения для cos ф,: 

п 

c o s Ф<= ^ , V M I A V i = 2j a ^ ( 1 . Ю . 1 5 ) | g r a d Q ( X ) | | A X 1 | 
3=1 

( i = l , 2 , . . . , 2 » ; / = 1 , 2 , . . . , / г ) . 

Вид закона распределения угла ф зависит от направ­
ления градиента Q(X) . Так, при выборе координат гра­
диента в виде (1.10.6) имеем: 

СОЗф1=-)=-; Р(ф, ) = - 1 ; 
\п 2 

l 1 (1.10.16) 
• с о з ф 2 = Я(ф 2 ) = — - . 

\п 2 
При выборе координат градиента в виде (1.10.7) 

имеем 2п~2 чисел созф! = 2/У2п, 2 n _ 1 чисел созф 2 = 0 и 
2п-2 Ч И С е л cos ф 3 = — 2/у2/г, т. е. 

cosq>i=—1=; / > ( Ф 0 = 4 " : 

\2п 4 

с о з ф 2 = 0; Р ( ф 2 ) = - 1 - ; (1.10.17) 

, С 0 5 ф з = — ; Р ( ф 3 ) = — . 
]/2д 4 
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Если выбрать координаты градиента в виде 

ai = a 2 = " - = a n = - т г , (1.10.18) 

то будет иметь место следующий закон распределения 
угла <jp: 

(п-т)~т 2т Сп

т

 п 1П 1 0 Ч coscpm= - = 1 ; ^ ф т ) = — , (1.Ю.19) 
п п 2п 

В последнем случае число разных по величине углов 
ф т между векторами шагов и вектором градиента равно 
п + 1 , т. е. увеличивается с ростом Ли Попутно можно от­
метить, что при оптимизации n-мерной функции каче­
ства ситуация, при которой выполняется условие (1.10.6) г 

может иметь место 2п раз, ситуация, когда выполняется 
п - 1 

условие (1.10.7), будет иметь место 4 r — 2n(n— 1) 

раз и ситуация, когда выполняется условие (1.10.18), мо­
жет встретиться 2п раз, т. е. при больших п условие 
(1.10.18) является наиболее возможным. 

Случайный поиск на гиперкубе, при котором на каж­
дом шаге производится случайный равновероятный 
выбор одного из множества дискретных направлений по­
иска, можно считать своего рода аппроксимацией слу­
чайного поиска на гиперсфере. Качество аппроксимации-
можно оценивать, например, по величине среднеквадра-
тического отклонения функции распределения Р*(ф) слу­
чайной величины угла ф при случайном поиске на гипер­
кубе от функции распределения -Р(ф) при случайном 
поиске на гиперсфере, т. е. 

б = У 2Р (Фт) [F* (фт) - F (фт) р . (1.10.20) 
т 

Здесь 
т 

^ * (фт ) = / 5 ( 0 ^ф<фт) = ^ Я ( ф А ) 
к=1 
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матрицей полного факторного эксперимента типа 2™ и 
обладает свойством ортогональности [45]: 

2 
г=1 

•Следовательно, 

О при j=f=k; 

•—- при \ — k. 

(1.10.26) 

(1.10.27) 

(1.10.28) 

я в силу условия (1.10.3) 

D[AQ}= ~ - M 2 [ A Q ] . 

Отсюда при / г ^ 2 из неравенств (1.10.8) следуют 
оценки (1.10.22). 

Из рис. 1.10.3 видно, что в принятых терминах потери 
на поиск неравенства (1.10.22) можно интерпретировать 
так: минимальным потерям соответствует минимальная 
дисперсия, а максимальным потерям — максимальная 
дисперсия. 

Рис. 1.10.3. График зависимости от п 
среднеквадратических отклонений ве­
личины относительного смещения к 
цели. Кривая / — метод непрерывного 
.случайного поиска. 
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§ 1. 11. А В Т О М А Т Н А Я О П Т И М И З А Ц И Я 
П Р И Н А Л И Ч И И О Г Р А Н И Ч Е Н И Й 

Выше рассматривались процессы оптимиза­
ции без ограничения на область поиска. Однако в реаль­
ных случаях на область поиска накладываются различ­
ного рода ограничения. Чаще всего в виде неравенств: 

Учет ограничений может быть сделан двояко. Во-пер­
вых, методом штрафных функций, т. е. путем образова­
ния новой функции качества вида 

^ v ; I Q(X)+</(X) при ХфБ, 

где а(Х) — штраф за нарушение ограничений, который 
строится следующим образом: 

<7(Х)=0 при X e S ; 
4 ( Х ) > 0 при ХфБ; 

например, 
<7(X) = - 8 m i n { 0 , « , ( X ) , . . . , n f e ( X ) } , 

где 5 — достаточно большой коэффициент штрафа. 
Минимизируя функцию Q(X) в открытой области, т. е. 

решая задачу 

Q(X) - v m i n , 

получаем X*, который при достаточно большом б совпа 
дает с решением исходной задачи (0.1.5), т. е. 

5 : /г г-(Х)^>0 

Х* = Х*. 

Такой подход, как это очевидно, не требует коррекции 
алгоритма, но допускает заход в область XsjfeS. 
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Другой подход к решению оптимизационных задач с 
ограничениями связан с организацией реакции на заход 
в недопустимую область. Например, нарушение ограни­
чений отождествляется с неудачным шагом: 

(XgfeS) = ( A Q ^ 0 ) . 

В этом случае использование нелинейного алгоритма 
(0.2.4), записанного в виде 

= | а Е при ( A Q J v _ 1 < 0 ) A ( X w _ 1 s S ) ; 
N I - A X W _ , при ( A Q w _ i > 0 ) V ( X f f _ l 4 E S ) I 

гарантирует решение поставленной задачи (здесь знак 
!Д — логическое «И»; V — логическое «ИЛИ») . 

Линейный алгоритм (0.2.2) запишется в виде 

АХ Л ,= 
AXJV_! при ( A Q W - i < 0 ) A ( X w - i « = S ) ; 

аЗ при ( A Q ^ - i ^ 0 ) A ( X A - i e S ) ; (1.11.1) 
— AXjv-i при X J Y - J ^ S . 

Здесь обратный шаг введен как реакция на нарушение 
ограничений. 

Рассмотрим работу последнего алгоритма для случая, 
когда множество возможных направлений {АХ} образу­
ется координатными направлениями (1.5.1), т. е. имеет 
место стохастический вариант алгоритма Гаусса—Зей-
деля (см. § 1.5): 

Д Х < * > = { 
ati при t ^ n ; 

-aei-n при n<is^2n, 

где ег — t-й орт. Здесь случайный вектор Н имеет дис­
кретное распределение 

Р ( 0 = 2 ^ ( t = l , . . . , 2 n ) . 

Ограничимся для простоты случаем п = 2, который рас­
смотрел И. Л. Антонов [17]. 

Схема рассмотренного им алгоритма такова. В началь-
1 л 

ныи момент с равной вероятностью выбирается один 
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из регулируемых параметров Xi или х2 и с вероятностью 
1 
2 по этому параметру делается шаг в ту или другую сто­

рону. Если этот шаг удачен, т. е. если приращение пока­
зателя качества имеет желаемый знак, то система про­
должает движение по той же координате и в том же 
направлении до тех пор, пока указанное приращение не 
сменит знак. После этого снова производится случайный 
выбор направления движения. Если первый шаг был не­
удачен, то процедура выбора направления движения 
повторяется сразу после этого шага. 

Будем считать, что переход системы из точки в точку 
происходит мгновенно, но в каждой точке плоскости, 
куда система попадает после n-го шага, она задержива­
ется на единицу времени (например, на 1 сек). 

Определим поведение системы в окрестности точек, яв­
ляющихся запрещенными, следующим образом. Сис­
тема, попав в процессе поиска в точку, принадлежащую 
запрещенной области, остается там в течение 1 сек, 
после чего с вероятностью 1 возвращается в точку, ис­
ходную для последнего шага. Если при «отражении» 
знак приращения показателя качества будет таким, ка­
кой нужен, система будет продолжать двигаться в том 
же направлении до момента, пока не сменится знак при­
ращения, после чего указанным образом производится 
выбор нового направления движения. Если при «отра­
жении» приращение показателя качества имеет нежела­
тельный знак, то выбор нового направления движения 
производится сразу. 

В § 1.5 было показано, что такой процесс поиска по­
средством его автоматного представления сводится к не­
которой цепи Маркова, т. е. представляет собой случай­
ное блуждание по плоской решетке с шагом, равным 
единице. Легко заметить, что вероятности переходов сис­
темы из точки в точку будут зависеть только от того, в 
какой точке система находится в данный момент, т. е. 
процесс переходов также будет марковским. Точнее го­
воря, этот процесс будет описываться однородной мар­
ковской цепью со счетным множеством состояний. 

Назовем переход системы из точки в точку между 
двумя последовательными остановками для выбора на­
правления движения тактом и рассмотрим процесс по-
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иска, принимая в качестве аргумента этого процесса 
число тактов. 

Будем считать, что показатель качества системы 
можно представить в виде 

Q ( * i , * a ) = f i ( * i ) + f a ( * 2 ) , 

где fi(xi) и / 2 ( ^ 2 ) — произвольные функции, имеющие 
единственный строгий минимум. 

Будем считать, что минимум показателя качества 
Q(xu х2) находится в точке (0, 0). 

Назовем окрестностью минимума точки (1,1), (1, — 1), 
( — 1 , 1), ( — 1, —1) и найдем среднее число тактов, не­
обходимое системе, чтобы из некоторой точки плоскости 
попасть впервые в одну из точек окрестности минимума. 

Поскольку нас интересует среднее число тактов, необ­
ходимое системе для первого попадания в окрестность 
минимума, мы можем считать точки, принадлежащие 
этой окрестности, поглощающими, т. е. такими, что веро­
ятность перехода из этих точек в самих себя равна 1, и, 
следовательно, можем для определения искомого сред­
него числа тактов воспользоваться следующей форму­
лой [47]: 

со 

N= ^ / V ^ X ^ S ) , (1.11.2) 

где X; — исходное состояние системы; 
S — множество всех возможных состояний сис­

темы, кроме состояний, принадлежащих 
окрестности минимума; 

Pq(X{, S) — вероятность того, что, выходя из состоя­
ния Хг-, система после q тактов окажется 
в одном из состояний множества S, не за­
ходя при этом ни разу в точки, принадле­
жащие окрестности минимума; 

Pq(Xit S)=2Jp<i(9) 

Для определения этих вероятностей разобьем мно­
жество на однородные подмножества. 
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Разбиением на однородные подмножества назовем та­
кое разбиение множества 5, когда для любых двух со­
стояний Xj и Xj-eSft и для любого подмножества Si имеет 
место равенство 

и подмножества 5, попарно не пересекаются. По край­
ней мере одно такое разбиение всегда существует: каж­
дое возможное состояние является однородным подмно­
жеством. 

Обозначим J^j pij для Xi^Sk через p(Sk, Si). Ис-
x i6=s, 

пользуя то, что подмножества Si,...,Sm не пересекаются, 
можем записать 

т 

Pq(\itS)= ^P(XuSh). (1.11.4) 
ft=i 

Вводя производящую функцию A(s) последователь­
ности ад 

со 

A(s)= ]£aqs4, (1.11.5) 
9=1 

умножая выражения (1.11.4) на si и суммируя их для 
всех q от 1 до оо, получим 

со 

P(s,S)= ^P(s,Sk), (1.11.6) 
fe=i 

где P(s, S) и P(s, Sk) — соответственно производящие 
функции последовательностей Pq(Xi, S) и Pq(Xi, Sk). 

Предположим, что Ро(Х,-, S) = l , т. е. что X j = S . Тогда 
формулу (1.11.2) можно записать так: 

т 

A / = 1 + P ( l , 5 ) = l + ]?P(l,Sh). (1.11.7) 
й = 1 
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Задача, таким образом, свелась к отысканию чисел 
Р(\, Sh)• Для сокращения записи в дальнейшем будем 
писать вместо Р(\, Sk) просто P(Sk). 

Теперь найдем вероятность P(Sfe). Согласно определе­
нию переходной вероятности за q шагов 

Используя уравнение Колмогорова—Чепмена, получим 

Pq(Xi,Sl)= ]?pih«i-» ]?Ры = 
x j e=s, x f te=s 

т 

= 2 2 Pikiq~i) 2 phi> (1Л1-9) 

s = i x ^ s , xA<=ss 

или, применяя введенные обозначения, 
ГЦ 

Pq(\uSi)= 2p(St'Sl)p^(^i,Ss). (1.11.10) 
8=1 

Переходя к уравнениям в производящих функциях и по­
лагая в них s = 1, получим 

т т 

P(Si)= 2P(Ss,Sl)P(Ss)+ 2' PiSs.S^PoiSs) 

"\l=l, . . . , m ) , (1.11.11) 
8=1 

где Po(Ss) есть вероятность того, что в начальный мо­
мент X ; ^ 5 S . 

Решая полученную линейную неоднородную систему 
уравнений, найдем P(Si) (1=1,...,т). Подставляя по­
лученные значения в (1.11.7), определим среднее число 
тактов, необходимое системе для первого попадания 
в окрестность экстремума. 

С точки зрения сравнения детерминированных и слу­
чайных методов поиска интересно рассмотреть ограни­
ченные запрещенные области, закрывающие прямой 
путь в окрестность экстремума из какой-либо части плос­
кости. 
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Найдем Л/ для з а п р е щ е н н ы х о б л а с т е й двух 
типов: 

1) запрещенной области типа I : множество точек Х = 
— (хих2) с координатами, удовлетворяющими неравен­
ствам 

Os^x^m; -ls^x2^l; (1.11.12) 

2) запрещенной области типа I I : множество точек, ко­
ординаты которых удовлетворяют неравенствам 

Xi-x2^m+l; x2s^0; х^О, (1.11.13) 

за исключением точек ( т + 1 , 0), (0, —т—\). 
Запрещенные области типов I и I I представлены на 

рис. 1.11.1 в виде заштрихованных участков. 
Определим N для о г р а н и ч е н и й , с о з д а в а е м ы х 

о б л а с т ь ю т и п а I . 
В этом случае окрестность минимума состоит из двух 

точек ( — 1, 1), ( — 1, —1), а множество возможных со­
стояний можно разбить на однородные подмножества 
(указываются только точки однородного подмножества, 
расположенные в верхней полуплоскости; точки в ниж­
ней полуплоскости определяются из соображений сим­
метрии) : , 

1) множества Лг- (/ = 2 , 3 , . . . , / ) ; 

Л г = { 0 : ( - 1 , 1 ) } ; 

через 0 обозначена точка плоскости Х—(хих2); 

2) множества Л г ( / = 1, 2, . . . , / ) ; 

В{={0: ( - М ) ( * = 2 , 3 , . . . , о о ) } ; 

3) множества С* ( / = 1, 2 , . . . , т); 

С г = { 0 : (/,&)(& = / + 1 , / + 2 , . . . , о о ) } ; 

4) множества D, ( i = 1, 2, . . . , / ) ; 

Di={0: (f t , t )(f t = m + l , m + 2 , . . . , o o ) } ; 

5) множество Е: 

£ = { 0 : ( - l , * ) ( * = / + U + 2 , . . . , o o ) } ; 

9 — 2014 
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И (б) . 
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6) множество F: 

F={0:(i,j)(i=-2, - 3 , . . . , - оо; / = 1+1, Л - 2 , . . . , о о ) } ; 

7) множество G: 
G={0:(i,j) (i = m+\,/n + 2,. ., <х>; j = l + 1,1 + 2,оо)}. 

Эти множества содержат все возможные состояния 
системы (т. е. все точки плоскости, в которых система 
может остановиться для выбора нового направления дви­
жения) и действительно являются однородными. 

Предположим сначала, что исходное состояние i на­
ходится в множестве G. Запишем для указанных мно­
жеств систему уравнений (1.11.11): 

Г 3P{Ah)-P{Bk)-P{Ah-,)=0-
а \ -P(Ah)+3P(Bk)-P(Bh^)=0 

1 (6 = 2,3, . . . , / ) ; 

З Я ( В , ) - ^ P{Bk)-P{F)=Q; 
k=\ 

2P(C1)-Pl(F)-P(E)=0; 

i 

2P(D1)-£p(Dh)-P(G) = l; 
h =i (1.11.14) 

m 4 ' 

3P(E)-РЩ - £p(Ch)-P(G) = 1; 
fe=i 

(P) 2 />(C f t ) - />(C f c _, )=0 (£ = 2 , 3 , . . . , m ) ; 

(Y) 2P(Dh)-P(Dk-l)=0 (6 = 2 , 3 , . . . , 0 ; 

2P(F)-P(Bl)-P(E)=0; 

2P(G)-P(Dt)-P(Cm)=2. 

P ( A i ) s = 0 введено для единообразия записи подсис­
темы ( а ) . Решая отдельно от остальных уравнений под­
системы ( а ) , (р) и (у), получим: 

9* 
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Al-h i Ol-h Al-h _ Ol-h 
P(Ah) = 1 P(Ai) P {B{) • 

Al-h _ Ol-h Al-h i Ol-h 
P(Bh) = P (At) + 1 /> (В,); 

(1.11.15) 
2'- 1 + 1 

P(Ch)=2^P(Cm); 
P(Dh)=2^P(Dl). 

Подставляя полученные соотношения в оставшиеся 
уравнения системы (1.11.14) и решая их, получим: 

2 ( 2 ' - i - l ) 2(2 г - ' + 1) 
Al ' v " А1 

2(2 '+4- l ) 2(2'+' + l ) 
Om+l ' 4 ' 2т+1 

3 + 3-4' ' К ) 3 + 3-4' 
2(2 г+>+1) 

(1.11.16) 

P(G)=3+ п , 
у ' 2т+1 

Используя формулы (1.11.15) и (1.11.16), найдем выра­
жения для всех р(о) (о — однородное подмножество); 
подставляя их в формулу (1.11.7), получим 

tfG=10 + 4 . 2 4 - 4 ~ + 2 l n i _ 2 т + ; , ( _ L _ _ L _ _ L ) . 
\ 01 От Om+l I 

(1.11.17) 
NG — среднее число тактов, необходимое системе для 

первого попадания в окрестность минимума, если на­
чальное состояние feG. 

Аналогично для случая, когда начальное состояние 
получим систему уравнений, отличающуюся от 

(1.11.14) лишь правыми частями. Решая эту систему и 
подставляя результаты в (1.11.7), получим 

^ = 1 2 + 4 . ^ + 4 Цг-^). (1.11.18) 



ПОИСК БЕЗ САМООБУЧЕНИЯ 
133 

Рассмотрим случай о г р а н и ч е н и й , с о з д а в а е ­
м ы х о б л а с т ь ю т и п а I I . ' 

Окрестность минимума состоит теперь из трех точек: 
(1 , 1), ( — 1, 1), ( — 1, —1)- Однородными множествами 
будут: 

1) множества A t (i = 2,3,т); 
Ai={0: (£, 1), ( - 1 , 0 1 ; 

2) множества В0: 
Во={0: ( - 1 , 0 , ( - » , 1)(» = 2,3 оо)}; 

3) множества Bi (i — 1, 2, 3 , . . . , т); 

5 i = { 0 : (i,k), (-k, - i ) ( * = 2 , 3 , . . . , o o ) } ; 

4) множества С 4 ( i = 1, 2, 3 , . . . , т); 

Ci={0: (i, -k), {k, -i) (k = m+l,m + 2, oo)}; 

5) множества Эц. 
Множества Dtj в совокупности образуют множество 

точек, координаты которых удовлетворяют следующим 
неравенствам: 

2^.Xi^.m; — tn^.x2^. — 2; Xi — x2^m + 2. 

Пусть 2 ^ г ' ^ т и — z ^ j ^ t n для т нечетного и 

m/2=sC/^.т для четного т. Тогда 

D i j = { 0 : ( i , - / ) , (/, - t ) } ; 

6) множество Е: 

Е={0: (k,l), ( - 1 , - А ) ( Л = от+1,т + 2 , . . . ' , о о ) } ; 

7) множество F: 

F = { 0 : ( i , * ) ( t = - 2 , - 3 , - о о ; £ = 2 , 3 , . . . , оо)}; 

8) множество G: 

G={0: (i,k), (-k, -i) (i = m + l , m + 2, . . . , oo; k = 2, 
3 , . . . , o o ) } ; 
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9) множество Я : 
Я = { 0 : 0", -k) (i = m+\,m + 2,.. .,оо- k = m+\,m + 

+ 2 , . . . , о о ) } . 
В предположении, что Р0(Н) — 1, получим следующую 
систему уравнений для искомых величин: 

Г 3P(Ai)-P(Bi)-P(Ai-l)=Q; 
W I -Р(А{)+ЗР(В^-Р(В^)=0 

(i = 2,3,..., m; / > ( Л , ) = 0 ) ; 
m 

3P(B0)- ^P(Bi)-P(G)=0; 
i = i 

3P(Bl)-P(B0)-2P(F)=0; 

2P(C1)-P(E)-P(G)=0; 

3P(Ci)-P(Ci-l)-P(DUm)=0 
{1 = 2, 3, . . . , m); 

4P(DU)-P(Di-Ui)-P(Diti-<) = 0 
( I > / + 1 ; i + / > m + 2); 

4P(DU) - 2P(D^hj)-P(D^X) = 0 
( t ' = / + l ; i + / > m + 2); 

/ач J 4 Р ( О ; , , ) - Р ( ^ _ 1 > ; ) = 0 
J (t' = /; i+j>m + 2); 

m m 

2P(Di,i)- ] ? (\+bik)P(DUk)- ^ P ( D k t i ) -
k=j+\ h=i+\ 

-P(Ci)-P(Cj)=Q 

(i+i = m + 2; 6 « - { J ; ; ; * ) ; 
m 

3P(E)- ^P(Ci)-2P(H)-P(Am)=2; 

2P(F)-P(BQ)=0; 
2P(G)-P(Bm)-P(E)=0; 
2P(H)-P(Cm)=2. (1.11.19) 



ПОИСК БЕЗ САМООБУЧЕНИЯ 
135 

Из подсистем (а) и (р) найдем: 
Al-h _L Oi-fe Al-h _ Ol-k 

P(Ah) = 1 /> (Л,) P (Bt); 

P (Bh) = - P (Л0 + 3 — /> (50 ; 

2'-' + 1 
т ) = ^ п г т Р ( Л г ) ; 

P(Dh,m)=2^P(Cm); P(Ch)=2^P(Cm). (1Л 1.20) 

После подстановки соотношений (1.11.20) в оставшиеся 
уравнения системы (1.11.19) и решения полученной сис­
темы найдем: 

2 т - ' - 1 12 

, 1 7 - 2 т - 2 + 1 п / _ . ч 34 - 4^-4-3 - 2 m - i — 1 
Р(Ст)= л п лт_0 ; Р(Е) = 

17 .4"г-2 > v ' 5 j . 4 m - 2 ' 

P(77) = J L ; p (G) = — — . (1.11.21) 

Находя с помощью соотношений (1.11.20) и (1.11.21) все 
необходимые величины и подставляя их в (1.11.7), по­
лучим 

^ = 1 0 + m + 1 ^ j . (1Л1.22) 

Для случаев, когда начальное состояние расположено 
в множествах G и F, тем же методом соответственно по­
лучим: 

N e = l 0 + m + £ + L ; ^ 8 + ^ ± 2 f . (1.11.23) 
1 7 - 2 ш — 1 7 • 2 m 

Определим теперь время, необходимое системе для 
первого попадания в окрестность минимума. Назовем 
такт правильным, если система в конце данного такта не 
удалилась от точки минимума, т. е. приблизилась к ней 
или осталась на том же расстоянии, на котором она на­
ходилась в начале такта. В противном случае будем на­
зывать такт неправильным. 
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Пусть до того, как система попала в окрестность мини­
мума, прошло п тактов и пусть правильных было k. 
Число неправильных тактов равно тогда n — k. При дан­
ном методе поиска потеря времени на каждый непра­
вильный такт равна 2 сек. В самом деле, 1 сек уходит на 
то, чтобы совершить этот неправильный такт, и 1 сек 
на то, чтобы потом снова сделать шаг в правильном 
направлении, так как после п тактов система должна 
оказаться в окрестности минимума. 

Из k правильных тактов 2 необходимы (при сделан­
ных предположениях) для попадания в указанную ок­
рестность. Время, требующееся для осуществления этих 
тактов, обозначим t'. Остается k — 2 тактов, которые сис­
тема затрачивает на «колебания» около осей хх и.хг, яв­
ляющихся (при предположениях, сделанных относи­
тельно показателя качества) линиями остановки, и на 
«отражение» от границ запрещенных множеств. В обоих 
случаях на каждый такой такт затрачивается 2 сек и, 
следовательно, всего 2 (k — 2) сек. 

Таким образом, время, соответствующее первому попа­
данию в окрестность минимума за п тактов, равно 

t = t' + 2(k-2)+2(n-k). (1.11.24) 

Усредняя это выражение по возможным реализациям, 
получим 

T = f + 2(N-2). (1.11.25) 
Подставляя вместо ./V его значения, соответствующие 

случаям (1.11.17), (1.11.18), (1.11.22), (1.11.23), получим 
зависимость времени поиска от формы и размеров за­
прещенных областей и от расположения начальной 
точки на плоскости. 

Полученные результаты дают возможность говорить о 
преимуществе алгоритма (1.11.1) и аналогичных ему 
случайных методов поиска перед детерминированными 
при указанных условиях. В самом деле, легко можно 
указать области, из которых система при детерми­
нированном методе поиска и указанных ограниче­
ниях никогда не попадет в окрестность минимума, в то 
время как формулы (1.11.17), (1.11.18), (1.11.22), 
(1.11.23) и (1.11.25) показывают, что при применении 
случайного поиска цель может быть достигнута за 
вполне приемлемое время. 
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ПОИСК С САМООБУЧЕНИЕМ 

§ 2.1. А Л Г О Р И Т М Ы С А М О О Б У Ч Е Н И Я 

П Р И С Л У Ч А Й Н О М П О И С К Е 

К А К В Е Р О Я Т Н О С Т Н Ы Е А В Т О М А Т Ы 

В предыдущей главе были исследованы ал­
горитмы случайного и детерминированного поисков как 
вероятностные автоматы в случайных средах. В настоя­
щей главе исследуем с использованием такой интерпре­
тации различные алгоритмы самообучения. 

Под с а м о о б у ч е н и е м при поиске понимается из­
менение вероятностных характеристик процесса поиска. 
Пусть вероятность выбора шага АХ в пространстве пере­
менных Х = (хи ... ,хп) зависит от векторного параметра 
W, который назовем в е к т о р о м « п а м я т и » и число 
координат которого равно числу координат вектора 
АХ, т. е. 

W = ( a > b . . . , a > „ ) . (2.1.1) 

Вероятность выбора yV-ro шага поиска A X W задается как 
условная вероятность 

pN(AX)=p(AXN/WN), (2.1.2) 

где WN — значение вектора памяти W на JV-M шаге по­
иска. 

Значение вектора памяти VJN на N-м шаге поиска оп­
ределяется как некоторая векторная функция от значе­
ния вектора памяти Wjv_i на (JV — 1)-М шаге, от сделан­
ного шага A X J V - I и от приращения функции качества 
A Q ' J V _ I , полученного на (N— 1)-м шаге: 
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WN = W(WN_U АХд'-ь A Q V - i ) . (2.1.3) 

В общем случае эта функция может быть и случайной. 
На изменение длины вектора памяти W накладывается 
ограничение 

| W | ^ d y " n (2.1.4) 

(d = const), 

где я — размерность пространства {W}. 
Далее предполагается, что вектор памяти W, а также 

смещение АХ могут принимать значения из конечных 
множеств 

W G { W < 4 , W(2), . . . , W<M>}; (2.1.5) 

ДХе={ДХО>, АХ<2), . . . , ДХ<*>}. (2.1.6) 

Что касается приращения функции качества AQ', то нас 
будут интересовать только два значения: 

sgnAQ' = C = { 1' е с л и Д ( ^ 0 ' ( 2 17) 
I 0, если A Q ' < 0 . ^ ; 

Поиск с самообучением определим как вероятностный 
автомат следующим образом. Пусть состоянием авто­
мата является вектор памяти W, выходом автомата — 
вектор смещения АХ, а его входом sgnAQ' = c. Тогда 
множество состояний, множество выходов и мно­
жество входов автомата будут определяться соответст­
венно формулами (2.1.5), (2.1.6) и (2.1.7). Функция пере­
ходов автомата будет определяться выражением (2.1.3), 
а функция выходов — соотношением (2.1.2). Отметим, 
что по формуле (2.1.3) изменение состояний автомата 
WJV-1-^-WJV зависит также от выхода автомата ДХ^_1 на 
(N— 1)-м шаге. Таким образом, с учетом предположений 
(2.1.5) и (2.1.6) алгоритмы самообучения при случайном 
поиске описываются как вероятностные автоматы с ко­
нечным числом состояний и конечным числом выходов. 
При этом вероятности выходов автомата зависят только 
от его состояния и не зависят от его входа, а вероятности 
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переходов автомата из одного состояния в другое зави­
сят кроме состояния и входа автомата также от его вы­
хода на предыдущем шаге. 

Введем следующие обозначения: 

Р М . ( с ) ( / ) = В е р ( W ^ ^ - ^ W J V + I ^ / A X ^ ^ A X ^ . C ) (2.1.8) 

(i'b i 2 = \,...,т; с==0, 1); 

<7У = Вер (AX W = AX«)/W J V = W<*)) (2.1.9) 

(i' = 1, . . . , m; у'=1, . . . , v); 

s, = Bep (с=1 /АХ = АХ0)) = у [ 1 + Ф ( ~ ^ ) ] (2.1.10) 

(j=\,...,v); 
Z 

Ф(г) = —— J e~t2dt — интеграл вероятности. Здесь 
Уя о-7 

Рг,л,м (/) обозначает вероятность перехода автомата из 
состояния W ( i i ) в состояние W<»2), если на предыдущем 
шаге поиска на выходе автомата появился сигнал АХ<-»>, 
а потом на его вход поступил входной сигнал с; цц — ве­
роятность появления на выходе сигнала ДХ<з) при 
нахождении автомата в состоянии W' 1 ' '; s'-*' — вероят­
ность штрафа /-го действия (выхода) автомата. 

П е р е х о д н у ю ф у н к ц и ю автомата будем зада­
вать при помощи 2v следующих стохастических матриц: 

для с = 0 

Ао(1) = 
/>11<°>0') - / W 0 ) ( / ) 

(2.1.11) 

для с = 1 

Л , ( / ) = 
? , > < " ( / ) - / W ' > ( / ) 

(2.1.12) 

В ы х о д н у ю ф у н к ц и ю автомата задаем 
мощи прямоугольной матрицы порядка mXv 

при по-
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qvi qw 

q-mi ••• q-n 

(2.1.13) 

Далее, используя формулы (2.1.8) и (2.1.9), находим 
совместную вероятность события, состоящего в том, что 
у автомата появился выход Д Х ^ и автомат потом пере­
ходит из состояния W ( i i ) в состояние W ( i 2 ) при условии, 
что на его вход поступил сигнал с: 

Вер (Ww«-> - * V W 4 ДХ л г = ДХ(Я/с) =qi[jPiii2(j). 

(2.1.14) 

Совместная вероятность следующих трех событий: 
WN(».>->W^+i<4 ДХ № = ДХ<Я И с = 1 равна 

В е р ( \ У ^ ) ^ \ У д Г + 1 ^ , ДХ л г = ДХи), c = l ) = s j < 7 V p M i n M / ) . 

(2.1.15) 

Аналогично для с = 0 имеем 

Вер (WWW> W w + l < 4 ДХ № = ДХ«), с = 0) = 

= ( l - s j ) ^ i 1 < , w > ( / ) . ' (2.1.16) 
Суммируя эти вероятности, получаем совместную вероят­
ность перехода автомата из состояния W^ 1 ' в состояние 
W(*2) при появлении сигнала ДХ (^ на его выходе: 

Вер ( W w < * - > W w + 1 ( 4 AXN = AXU))=Pii,.(/) = 

=qU^-si)Pb4w(i) + s j P i ^ 4 j ) l 
(2.1.17) 

Суммируя вероятности Pi^U) по всем выходам ДХ<-?> 
(j = l,..., v), находим полную вероятность перехода ав­
томата из состояния W ( ! | ) в состояние W' J ' 2 ': 
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Рчч- ^ a ( l - S i ) P ; l i 2 < ° > ( / ) +*>Рг^ЧП] (2.1.18) 

{h,i2=\,... ,т). 
3=1 

Следовательно, полное функционирование автомата в 
случайной среде (2.1.10) описывается цепью Маркова с 
переходными вероятностями (2.1.18). Запишем эту цепь 
Маркова в виде стохастической матрицы порядка тХт 

А = 
Ри ••• Pit 

Pml ••• рп 

(2.1.19) 

где рцц (I'I, t 2 = l , . . . , m ) определяются формулой 
(2.1.18). Предельные вероятности этой цепи Маркова, 
если она однородная и эргодическая, находятся как ре­
шение системы алгебраических уравнений 

Р = Л 'Р , (2.1.20) 

где Л ' — транспонированная матрица (2.1.19); 
Р — вектор предельных вероятностей; Р=(ри... 

...,рт). 
В некоторых случаях для исследования матрицы 

(2.1.19) удобнее представить ее при помощи более прос­
тых матриц. Для этого вводим квадратные матрицы 
Qi(j) и S(j) порядка т: 

Qi(i) = 
ям о о -
0 q2j 0 •• 

0 0 
0 0 

0 0 0 ••• 0 qn 

(2.1.21) 

S(/) = 

Sj 0 0 ••• 0 0 
0 S; 0 ••• 0 0 

0 0 0 ••• 0 s j 

(2.1.22) 
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-При помощи введенных матриц (2.1.21) и (2.1.22) и мат­
риц (2.1.11), (2.1.12) матрица Л представляется в виде 

где / — единичная матрица порядка т. 
Отметим, что при помощи конечных вероятностных ав­

томатов, переходные функции которых зависят от их вы­
ходов, представляется любой алгоритм дискретного са­
мообучения (векторы W и АХ принимают значения из 
дискретного множества векторов). Рассмотрим некото­
рые частные случаи автоматов, функционирование кото­
рых описывается цепью Маркова с матрицей переходных 
вероятностей (2.1.23). 

1. Вероятностный автомат, переходная функция кото­
рого не зависит от его выходов. В этом случае все мат­
рицы Ac(j) при фиксированном с равны между собой, 
т. е. 

v 

А = 2[{I-S{j))Qi{i)Ao{j)+S{j)Qi{i)Aim (2Л-23) 

Л 0 ( / ) = Л 0 ; A i ( / ) = A , 

0 = 1, 

(2.1.24) 

Матрица Л равна 

A=(I-S*)A0 + S'AU (2.1.25) 

где 
V 

3=1 

0 0 

V 
о о (2.1.26) 

V 
о о 



Замеченные ошибки 

Стр [ Строка или № 
| формулы Напечатано Должно быть 

24 Форм. (0.3.29) Тх(Ух1х)В Т1(у/х)В 

51 Форм. (0.3.11), ДХ<т/2-Н) 

63 
4-я строка 

63 2-я строка = ( + 1, . . . , + 1 , - 1 , - 1 ) ; = ( + 1, . . . , + 1 , - 1 , +1); 
снизу 

71 Форм. (1.5.1), д у \ г ( 2 ) = _ а е 2 ; . . . д Х < " + 2 > = - о е 2 ; . . . 
2-я строка 

94 Матрица .. . В3 Bt . . . ВгВ\ 
(1.7.26) 

. . . 0 в2 

(1.7.26) 
. . . 0 в3 

. . . 0 в2 

111 Матрица .010.. .01. . 000 . . . 01. 
(1.9.13) 

112 Форм. (1.9.14), тп+п m + п 
2-я строка + 2 р<ф) 

3 = m + 1 

186 Табл. 2.2.2, 1 1 
2-я строка снизу — (1- /гб) 

4 
— (1 +Аб) 
4 

191 Форм. (2.2.54), *°Р » = = Р „ - 1 = 

1-я строка 2 - 1 2 

294 1 -я строка снизу ( 0 = 1 ) (6=1) 

334 2-я строка тек­ Тогда выражения Тогда выражения 

340 
ста снизу (3.5.11) и (3.5.12) (3.5.11) и (3.5.13) 

340 6-я и 7-я строки Случайный поиск в Проблемы случайного 
сверху многопараметриче- поиска, вып. 1. 

9-я и 10-я стро­
ских задачах. 

341 9-я и 10-я стро­ Сопоставление непре­ Сопоставление непре­
ки снизу рывного и автоматного рывного и автоматно­

случайного поиска. 118 го алгоритмов случай­
ного поиска . . 113 

341 6—8-я строки Переходный процесс в Автоматная оптимиза­
снизу двумерной экстре­ ция при наличии огра­

мальной системе при ничений . . . 123 
наличии запрещенных 
областей и случайном 
методе поиска . 123 

Л. А. Растригин, К. К. Рапа. Автоматная теория случайного поиска. 
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Здесь сумма 
v 

(2.1.27) 

где Sj ( / = l , . . . , w ) определяется формулой (2.1.10), а 
qa — элементы матрицы (2.1.13), представляющие собой 
вероятность, с какой штрафуется автомат, если он на­
ходится в состоянии W<*> (t = l , 2, . . . , m ) . Эта формула 
аналогична формуле, рассмотренной в главе I I для слу­
чая, когда выход автомата совпадает с его состоянием. 

2. Вероятностные автоматы со случайными выходами 
и детерминированными переходами. Функционирование 
этого автомата в случайной среде описывается частным 
случаем цепи Маркова (2.1.25). Для этого случая мат­
рицы А0 и А\ являются стохастическими булевыми мат­
рицами, т. е. матрицами, у которых в каждой строке один 
элемент равен единице, а все другие равны нулю. Веро­
ятности штрафов для таких автоматов рассматриваются 
относительно его состояний и определяются формулой 
(2.1.26). 

3. Вероятностные автоматы со случайными перехо­
дами и детерминированными выходами. Функциониро­
вание такого автомата в случайной среде (2.1.10) пред­
ставляет собой процесс оптимизации при помощи кол­
лектива независимых автоматов [12, 13]. Его полное 
функционирование описывается частным случаем цепи 
Маркова (2.1.25). В этом случае матрицы А0 и Ах явля­
ются стохастическими, а матрица Qij (формула 
(2.1.13)) — булевой стохастической матрицей. Матрицы 
Qi(i) ( / = 1 , . . . , а) имеют вид 

0 • • 0 0 0 ••• 0 

Qi(i) = 
о • 
о • 
о • 

• 0 0 0 
• 0 1 0 
• 0 0 0 

о 
о 
о 

(2.1.28) 

m—ji 

о • • о о о ••• о 
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где номер /г- соответствует действию ДХ<->4>, которое про­
изводит автомат в состоянии W<'>. С учетом матрицы 
(2.1.28) и формулы (2.1.27) находим матрицу вероятнос­
тей штрафов 

S* = 

О О О 
о о 

о 
о 

О 0 0 ••• s. о ••• о о 

О 0 0 ••• 0 0 ••• 0 s 

(2.1.29) 

где S j ( — ... ,v) — вероятность штрафа того дей­
ствия автомата ДХ ( ^ ' , которое соответствует состоя­
нию W<*>. 

Рассмотрим, как для автомата, заданного матрицами 
(2.1.11) и (2.1.12), определить выходную функцию 
(2.1.2). Так как вектор ДХ принимает значение из конеч­

ного множества (2.1.6), то и координаты Axi (l—l,...,n) 
вектора ДХ принимают значения из конечных множеств 

Axle={lxlU),...,AxiW} (2.1.30) 
( / = 1 , 2 , . . . , / г ) , 

где vi — конечное число. 
Выходную функцию автомата р^ (ДХ) , определенную 

формулой (2.1.2), задаем при помощи выходной функ­
ции для каждой координаты Axt вектора ДХ, т. е. ис­
пользуя п функций, не зависящих от номера шага N: 

ptw (Axt) =*pi(AxiWrNN) (2.1.31) 
( / = 1 , 2 , . . . n) , 

где N — номер шага поиска. 
Рассмотрим алгоритмы самообучения при поиске по 

вершинам гиперкуба. Предположим, что координаты 
Axi (1 = 1,..., п) вектора ДХ могут принимать только 
одно из двух значений: + 1 или — 1 . Тогда множество 
действий автомата имеет 

v = 2n (2.1.32) 
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элементов, т. е. имеются 2п возможных смещений AX'J' 
в пространстве {X}. Предположим, что 1-я функция 
(2.1.31) зависит только от 1-й координаты w\ вектора па­
мяти W. Тогда формулу (2.1.31) можно задать в виде 
следующих двух формул: 

Вер (Ax,m^i/WlW)=Fi(gi,Wi); (2.1.33) 

Вер (Дхг(*> = - 1 М < * > ) = l-Fi{qi,wi) (2.1.34) 

( / = 1, 2 , . . . , n; o ; = const, 0<<7;< 1). 

Далее будем требовать, чтобы функции Fi(qi,wi) были 
монотонно возрастающими и чтобы они удовлетворяли 
условию 

0^Fi(qi,Wi)^l (2.1.35) 
(1=1,... п). 

Функция Fi = Fi(qi,wi) может иметь следующий вид: 

1, если wi>q; 

Fi= • у ( 1 + - у ) , если \wt\^q; (2.1.36) 

. О, если wi<i — q. 

Вид этой функции показан на рис. 2.1.1. На изменение 

10 — 2014 
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координат Xi вектора W будем накладывать ограни­
чение 

d, если Wi>d; ,,Jv. 
wi= wi, если —d^.wi^.d\ (2.1.37) 

— d, если Wi<_ — d. 
Теперь рассмотрим, как, используя формулы (2.1.33) и 

(2.1.34), определить вероятность q^, т. е. вероятность по­
явления выхода АХ*-»' при условии, что автомат нахо­
дится в состоянии WW. По определению (2.1.9) поло­
жено 

<7« = Вер (AX = AXU>/W=W<4'>). 
Каждый выход AX(J> характеризуется набором своих ко­
ординат, т. е. 

AX(J)=(Ax 1 <i), . . . ,Ax„<J)), (2.1.38) 
где 

Дл:,0">= / + 1 с вероятностью Ft(qu шг<*>); 
\ —1 с вероятностью \~Fi(qi,Wi(i)). 

Вероятности F^ = Fi(qt,Wi^) и 1 — Fi(qt, w^) = 1 — F^ 
зависят от состояния W ( i ) , в котором находится вектор 
W, т. е. от координат Wi(i) вектора W^>. Эта зависимость 
выражается формулами (2.1.33) и (2.1.34). Объединяя 
формулы (2.1.33) и (2.1.34), имеем: 

Вер (Ax, = Ax,«>M = ^ ( i ) ) = у [ 1 - 0 -

~2F^)) signAx^J], (2.1.39) 
где 

1, если г > 0 ; 
sign z = 0, если г = 0; (2.1.40) 

— 1, если г -<0 . 
При Алтг<»> = 1 из этого соотношения получаем формулу 

(2.1.33), а при Ах г('' = —1 — формулу (2.1.34). Следова­
тельно, 

qij = Вер {Axi = Ax^i\ Ахп = Ax„(J)/W = W«>) = 
п 

= ( Т У П П - sign Д*,и>], (2.1.41) 
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где 
W<*>= ( ш ^ ) , . . . , wn^). (2.1.42) 

Теперь в общем виде определены все величины, необ­
ходимые для составления матрицы переходных вероят­
ностей (2 .1 .23). После нахождения вектора предельных 
вероятностей Р = (ри •. •, Рп) для этой цепи Маркова оп­
ределяется средний выход автомата, т. е. среднее смеще­
ние в пространстве X на одном шаге поиска: 

т 2п 

М[АХ}= £Pi(2 4iMU))- (2.1-43)' 

i=l j=l 
В этой формуле сумма 

M [ A X / W « > ] = J^ijAX") (2.1.44) 

является средним выходом автомата при его нахожде­
нии в состоянии W*'*, т. е. средним смещением в прост­
ранстве X при значении вектора памяти W = W<*>. Сред­
нее смещение по направлению градиента определяется 
как скалярное произведение векторов Л1[АХ] и гради­
ентного вектора а = ( а ь . . . , ап) оптимизируемой функ­
ции Q (X) . 

Далее рассмотрим несколько конкретных видов фор­
мулы самообучения (2 .1 .3). Пусть функция 4 r = 4 R ( W N _ B 

A X J V - I , A Q V - i ) является д е т е р м и н и р о в а н н о й и 
имеет вид 

W N - I - 6 sign A Q ' J V - I sign A X J V _ B 

если I I ^d]/n; 

T~~~, если \VfN\>dyn, 
1 1 (2.1.45) 

где вектор sign A X определяется как 
sgn A X = (sgn Axu sgn Axn); (2.1.46) 

10* 
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f — 1, если 2 < 0 ; 
sgnz = J 

Б \ + 1 , если 2$гО. 

Постоянная б здесь определяется формулой 

(2.1.47) 

(2.1.48) 

где k — любое фиксированное натуральное число (k — 
= 1, 2, 3 , . . . ) ; d^O. Предполагается, что каждая ко­

ордината wi (1=1,..., п) вектора памяти W=(wi,... 
...,wn) может находиться в одном из следующих 2k+1 
состояний: 

wi = d, ( £ - 1 ) 6 , (/г — 2 ) 6 , . . . . б, 0, - б , - 2 6 , . . . , -
-(k-l)6,-d. (2.1.49) 

Тогда вектор памяти W может находиться в одном из 
(2k + 1) X (2k + 1) состояний, т. е. множество внутренних 
состояний автомата (2.1.5) содержит (2k + 1) X (2k+1) 
элементов. Самообучение заключается в переходе век­
тора W из одного состояния в другое W<J> в соот­
ветствии с формулой (2.1.45). 

Видно, что формула (2.1.45) определяет вероятност­
ный автомат, вероятности переходов которого зависят от 
его выходов. Переходы этого автомата определяются 
стохастическими матрицами (2.1.11) и (2.1.12). По­
строим эти матрицы. Для удобства перепишем формулу 
(2.1.45) в виде двух формул в отдельности для случая 
нештрафа (AQ'JV<0) и для случая штрафа ( A Q ' J V ^ O ) : 

для A Q ' J V < 0 

WJV-I + 6 sign Д Х Л ' _ Ь если | W A - | <d^n; 
(2.1.50) 

для A Q V ^ O имеем 

Wjv_i — 6 sign A X J V - I , если |W A - | ^d^n; 
(2.1.51) 

если \WN\>d]ln. 
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Первая из полученных формул (2.1.50) задает матрицы 
Ao(i) ( / = 1 . • • •, v), а в т о р а я — (2.1.51) — м а т р и ц ы Ai(/) 
(j=l,...,v). 

На рис. 2.1.2 показаны пространства {X} и {W} для 

Рис. 2.1.2. Пространство выходов ДХ(') и пространство состоя­
ний W<J'> автомата. 

AQ'<0 

4X = 4 X W АХ-АХЮ 

Рис. 2.1.3. Переходы автомата при 
нештрафе (AQ'<0). 
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•случая, когда п = 2 и когда количество состояний W ( i ) 

вектора W равно количеству возможных смещений Д Х ^ 
в пространстве {X}, т. е. когда m = 2 n = 4. Там же по­
казана нумерация векторов ДХ<-<) и W ( ! ) . На рис. 2.1.3 
представлены полученные по формуле (2.1.50) переходы 
автомата из состояния W<*>> в состояние W' i2> при не­
штрафе (AQ'<0) для различных значений выхода ДХ ( ^ 
( / = 1 , 2, 3, 4) автомата. Исходя из данного на рис. 2.1.3 
графа переходов при b^d можно написать следующие 
матрицы Л 0 ( / ) переходных вероятностей: 

Л 0 (1 ) = 

Л ( 3 ) = 

1 0 0 0 
1 0 0 0 
1 0 0 0 
1 0 0 0 

0 0 1 0 
0 0 1 0 
0 0 1 0 
0 0 1 0 

А0{2) = 

Л 0 (4 ) = 

0 1 0 0 
0 1 0 0 
0 1 0 0 
0 1 0 0 

0 0 0 1 
0 0 0 1 
0 0 0 1 
0 0 0 1 

(2.1.52) 

На рис. 2.1.4 показаны полученные по формуле (2.1.51) 
переходы автомата из одного состояния в другое при 
штрафе (AQ'^O) для различных ДХ '̂>. Исходя из дан­
ного на рисунке графа имеем следующие матрицы пере­
ходных вероятностей A j (/) ( / = 1 , 2 , 3 , 4 ) : 

Al(l) = 

Л,(3) = 

0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

0 1 0 0 
0 1 0 0 
0 1 0 0 
0 1 0 0 

Л, (2) 

Л.(4) 

0 0 1 0 
0 0 1 0 
0 0 1 0 
0 0 1 0 

1 0 0 0 
1 0 0 0 
1 0 0 0 
1 0 0 0 

(2.1.53) 
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Рис. 2.1.4. Переходы автомата при штрафе 
(AQ'SsO). 

Матрицы Л 0 ( / ) и А\(1) удовлетворяют равенствам 

Л 1 ( 1 ) = Л 0 ( 4 ) ; Л 1 ( 2 ) = Л 0 ( 3 ) ; 4 ) 

Л , ( 3 ) = Л 0 ( 2 ) ; Л 1 ( 4 ) = Л 0 ( 1 ) . 

Определим вид следующей матрицы: 

Л (/) = Qi (/) [ (/ - 5 (/)) Л 0 (/) + S (/) Л, (/) ] (2.1.55) 

( /=1 ,2 ,3 ,4 ) . 

Учитывая равенства (2.1.54), имеем: 

^ ( 1 ) = С 2 * ( 1 ) [ ( / - 5 ( 1 ) ) Л 0 ( 1 ) + 5 ( 1 ) Л 0 ( 4 ) ] ; 

Л (2) =Qi(2)[(I — S(2))Л0(2) + 5 ( 2 ) Л 0 ( 3 ) ] ; 

4 ( 3 ) = Q , ( 3 ) [ ( / - S ( 3 ) M o ( 3 ) + S ( 3 M o ( 2 ) ] ; ( 2 ' L 5 6 > 

Л (4) = Q j ( 4 ) [ ( / —S(4) )Л 0 (4 ) + 5 ( 4 ) Л 0 ( 1 ) ] . 
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Отметим, что если во вторых слагаемых этих формул 
матрица S(j) зависит от номера /, то матрица А0 зависит 
•от номера (5 — / ) . Суммируя равенства формулы (2.1.56), 
находим 

4 

Л= ^ [Qi(/) (IS(j))+Qt(5-j)S(5-j)]A0(j). 
*- 1 (2.1.57) 

Поскольку матрицы Q,(/) и S(j) диагональные, матрица 

Q(!)=Qi(j)(I-S(j))+Qi(5-j)S(5-i) (2.1.58) 

также является диагональной. Ее элементы, как не­
трудно понять, вычисляются по формуле 

9i 0") = 9 f j ( l - S j ) +q{,(v+i-j)Sv+i-h (2.1.59) 

где v — количество выходов автомата; 
.qij\ — элементы матрицы (2.1.13); 

Sj и s„+i_j определяются формулой (2.1.10). 
Используя формулы (2.1.59) и (2.1.57), находим мат­
рицу (2.1.60) переходных вероятностей цепи Маркова, 
описывающей функционирование алгоритма самообуче­
ния (2.1.45) в случайной среде (2.1.10). В этой матрице 
Qii (1\ / = 1 . . - . , 4 ) — элементы матрицы Qif, SJ (/== 
= 1,... ,4) — вероятность штрафа действия ДХ^'' авто­
мата, определяемая формулой (2.1.10). 

| 9 и ( 1 - S i ) +quSi 912(1 - s 2 ) + 9 1 3 S 3 

921(1 — S\) +924^4 922(1 — S2) +923S3 

'981 (1 - S i ) + 9 3 4 S 4 9 3 2 ( 1 - s 2 ) +933S3 

941 (1 ~ s l ) + 9 4 4 S 4 942(1 - s 2 ) + 9 4 3 S 3 

9 1 з ( 1 - S 3 ) +912S2 9 H ( 1 - s 4 ) +9llSl 
923 (1 — S3) + 9 2 2 S 2 9 2 4 ( 1 - s 4 ) + 9 2 1 S 1 

9зз (1 - S 3 ) + 9 3 2 S 2 934(1 -Si) + 9 3 l S i 

943 (1 — S 3 ) -f-<742 s2 944(1 - s 4 ) +<74iSi 

(2.1.60) 
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На рис. 2.1.5 показана нумерация внутренних состоя­
ний автомата для случая, когда т>2п, т. е. когда коли­
чество внутренних состояний WW автомата больше, чем 
количество его выходов ДХО'). На рис. 2.1.6 показаны най­
денные по формулам (2.1.50) и (2.1.51) переходы такого 
автомата из одного состояния в другое в зависимости от 
его выходов ДХ ( ^ при нештрафе ( A Q ' < 0 ) . Под каждым 
графом в скобках указан выход, которому соответствует 
этот граф переходов в случае штрафования этого выхода. 
По изображенному на рис. 2.1.6 графу получаем следую­
щие матрицы переходных вероятностей автомата: 

при нештрафе 

2fe + l 

P(i) 0 0 • • • 0 0 

P(i) 0 0 • • 0 0 

А>(/) = 0 P(j) о . • 0 0 

0 0 0 • •P(j) 0 
2ft + I 

( / = 1 , 2 ) ; 

о о 

4k$3M 4kik 

2k2, 

2ti 

2k. 
о 

2k 
О О 

2k*1 3k*2 k+t ) 
i о о— \ 

AX<«> / • (Z) 

О О О о о 
<2Ы}г 2к3+2* 2кг+3к,1 ик+2 2к+1 

Рис. 2.1.5. Нумерация состояний W(*> и выходов ДХ<Я автомата при 
п = 2 и т>2п. 
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Ml) 

О P(j) о о 
О О P(j) о 

2ft + I 

о 
о 

} 2h + l 

(/ = 3,4); (2.1.61) 

^ Ч ! ч Ч Ч i Ч ^ 

а - АХ'" их-АХ'") 
С-J (С-1) 

АХ=АХ,!) (АХ~АХ'3>) 
с-О (с=1) 

С 
11% 

2т 

217,-Л 

^171*2 

АХ- АХ"' (АХ=АХ'г>) 
с-О (с-1) 

АХ-АХа> (АХ=ДХГ") 
с*0 (с-1) 

Рис. 2.1.6. Переходы автомата для т>2п (п=<2). 
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(2.1.62) 

В матрицах Ac{j) (с = 0, 1; / = 1, . . . ,4) нулями обозна­
чены матрицы порядка (2k +1) X (2k +1), элементы ко­
торых равны нулю; P(j) ( / = 1 , 2, 3, 4) — матрицы по­
рядка (2k +1) X (2k +1) следующего вида: 

1 0 0 ••• О О О 
1 0 0 ••• О О О 
О 1 0 ••• О О О 

О 0 0 ••• 1 О О 
О 0 0 ••• 0 1 О 

О 1 О 0 ••• О О ! 
О 0 1 о ••• О О 

В матрице AQ(j) физический смысл блоков P(j) таков, 
что он характеризует переход за один шаг из и-го 
столбца состояний на и-й столбец графа, изображенного 
на рис. 2.1.6. Если блок P(j) равен нулю, это означает, 
что за один шаг невозможен переход из и-го столбца со­
стояния на v-и столбец состояния. 

Элементы t'-й строки блока P(j) являются вероят­
ностями перехода из г-го состояния «-го столбца в со­
стояния, принадлежащие v-му столбцу. 

Теперь построим матрицу А. Поскольку выполнены 
условия (2.1.62), то имеют место равенства (2.1.56) и 
матрицу А можно строить по формуле (2.1.57). Введем 
диагональные матрицы (2.1.65) порядка (2k+\)X 
X(2k + l), элементы которых вычисляются по формуле 

Р ( 2 ) = Р ( 4 ) (2.1.64) 
О 0 0 0 ••• 1 О 
О 0 0 0 ••• 0 1 
О 0 0 0 ••• 0 1 

(2.1.59). 
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Qu(j) 

ftu-ixaft+iH-i (/) О О— О 
О 9(u-I)(2h+l)+2 0') 0 0 

О О ••• ^(„_1)(2fe+l)+2h+l•(/) 

(2.1.65) 

Затем, используя блоки Qu(j), матрицу Q(j) перепи­
сываем в виде 

<3(/) = 

Q,(y) О О - О 
О Q2(j) О - О 

(2.1.66) 

О О О-«3 2 f t+i(j) 

По формуле (2.1.57), учитывая вид матрицы A0(j) и 
блочное представление матрицы Q(j), находим матрицу 

Рп 0 0 - 0 0 0 
0 Р2з 0 0 - 0 0 0 

0 РЪ2 0 ^34 0 - О 0 0 

0 0 0 0 0 -
"2fc,2ft-l U ^2k,2h+\ 

О 0 0 0 0 - 0 P2h+l,2k P2k+l,2h+l 
(2.1.67.) 

где блоки Puv (и, v= 1, . . . , 2k+1) равны 
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Pii = Qi(l)P(l)+Ql(2)P(2); 

Pu,u-1 = Qu(l)P(\)+Qu(2)P(2) 

(u = 2,...,2k+l); (2.1.68) 

Pu,u+1 — Qu 

(u=l,...,2k); 

*2fc+l,2ft+l = Q2h+1(3)P(3)+Q2h+l(4)P(4). 

Учитывая матрицы (2.1.63) и (2.1.64) имеем матрицы 
(2.1.69) — (2.1.72). Элементы этих матриц q(u-\)(2h+\)+i{}) 
(i=l,...,2k; / = 1 , . . . , 4 ) определяются по формуле 
(2.1.59). Следовательно, матрицы Pu,u-i имеют вид 
(2.1.73) и (2.1.74). Матрицы Ри, и+1 И P2k+l, 2fc+l МОЖНО 

<5u<i)P( i ) = 

+i)+i(l) о 
:+ i ) + 2 ( l ) о 
О ^(м—l)(2ft+l)+3 ( 1 ) 

О 

о 
о 

о 
о 
о 

о о 

(2.1.69) 

QU(3)P(3) = 

<7(u-i)(2fc+o+i (3) О 
<7(u-l)(2ft+l)+2(3) О 

О ^(и_1)(2й+1)+з(3) 

о -
о -
О -

О 

О 

О 

О 

О 

О 

О 0 0 ••• <7(U_i)(2M-i)+2fe+i(3) 0 | | 

(2.1.70) 
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<3u(2)P(2) = 

О fttt_J)(2fc+I)+1 (2) О О - О 
О О &u-ix2ft+iH*(2) О - О 

О О О О ••• ?(u-I)(2ft+l)+2h(2) 

0 0 О 0 ••• С/(и-\)(2к+1)+2к+1 (2) 

(2.1.71) 
QU(4)P(4) = 

О 4f(U_1)(2ft+i)+i (4) О 0 ••• О 
О 0 ^ ( U _ 1 ) ( 2f t + i ) + 2 (4 ) О— О 

О О О 0 ••• <7(u_i)(2M-i)+2ft(4) 

0 0 О 0 ••• ^(„_i)(2fc+i)+2ft+i(4) 

(2.1.72) 

Ри,и—\ — 

<7(u-l)(2k+l)+l (1) <7(u-l)(2fe+l)+I (2) О О 

<?C«-l)(2fe+l)+2(l) 0 9 ( u _ 1 )(2ft + i ) + 2 (2) О 

О 9(u-l)(2ft+I)+3 (1) 0 (̂«—1)<2̂ +1)+3 (2) 

О О О О 
О О О О 

О ••• О о о 
0 - 0 о о 
0 - 0 о о 

О ••• <7(M-l)(2M-l)+2k(l) 0 ?(«-l)(2ft+l)+2ft(2) 

О " - 0 ^(U_i)(2ft+i)+2ft+j (О 9(u-l)(2fc+l)+2fc+l (2) 

(2.1.73) 
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flfi(l) ft (2) 0 0 0 - 0 0 0 
q2{\) 0 q2(2) 0 0 ••• О О О 

О &(1) 0 q3(2) 0 - 0 О О 

0 0 0 0 0 -q2k(l) 0 <?2,(2) 
О О 0 0 0 - 0 q2h+i(\) cJ2k+i{2) 

(2.1.74) 

найти из матриц Ри,и-\ и Рц путем замены в последних 
элемента q(u-l){2h+l)+i (1) элементом q ( l i - m k + l ) + i (3) и эле­
мента q(n-\)(2h+i)+i (2) — элементом 9 ( u _ I ) ( 2 M - I ) - H (4) (£ = 
— 1 2ЛЕ-Ы). 

Далее рассмотрим тот вид самообучения, когда в фор­
муле (2.1.3) п е р е х о д н а я ф у н к ц и я Ч г = Ч / ( \ ¥ № - ь 
AQN-U AXn-I) н е з а в и с и т о т в ы х о д а автомата, 
т. е. когда 

V = V ( W w _ b A Q V - i ) (2.1.75) 
и 4 r (W J V _ i , A Q ' J V - I ) — д е т е р м и н и р о в а н н а я ф у н к ­
ц и я . Такой алгоритм самообучения наиболее удобно за­
дать при помощи формулы 

W j v - j - 8 sign A Q ' J V - I I , если | W J V | s£d"yn; 

если \WN\>dyn, 
| W j v | (2.1.76) 

где I — л-мерный вектор с координатами — 1 , 0 или + 1 , 
соответствующий некоторому фиксированному 
направлению шага; 

1 = ( t i , . . . , in). (2.1.77) 

В формуле (2.1.76) последующие значения вектора 
памяти W зависят не от сделанного шага, а от получен­
ного приращения A Q ' J V - I оптимизируемой функции. Да­
лее будет показана работоспособность алгоритма при ре­
шении задач оптимизации. Такой алгоритм самообучения 
представляет собой вероятностный автомат с детермини­
рованными переходами и случайными выходами. Полное 
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функционирование такого автомата описывается цепью 
Маркова с матрицей переходных вероятностей (2.1.25), 
которую можно построить, если известны матрицы пере­
ходных вероятностей автомата при нештрафе А0 и при 
штрафе А{ и матрица вероятностей штрафов S* автомата 
по отношению к его состояниям. 

Построим матрицы переходных вероятностей Ло и А\ 
для этого автомата. Напишем формулу (2.1.76) отдельно 
для случаев 

sign AQ'A-_i = ± 1, 

т. е. при A Q ' < 0 

W.v-j + ei* 0 ', если i W . v l ^ r f j ' n ; 

|WJV| 
•, если [ Шл- j >d~\'n, 

а при A Q ' ^ O 

\V2v_i-6K 1», если | W w | < r f y n ; 

W A - = ^ ^ , если \VJN\>dfn. 

(2.1.78) 

(2.1.79) 

(2.1.80) 

Здесь и I * 1 ' — n-мерные векторы, координаты которых 
равны ± 1 , т. е. они направлены вдоль биссектрис прост­
ранственных углов, образованных координатными квад­
рантами. 

Пусть 

КО =( ; , (<» , , . . , ; „«» ) ; (2.1.81) 

Ю) = (i,0) . . . inm). (2.1.82) 

Рассмотрим случай, когда 

КО = id) = ( S g n а » , , . . . , sgn а>„). (2.1.83) 

Функция sgn определена выше (2.1.47). По фор­
муле (2.1.79) получаем переходы автомата при 
нештрафе (с = 0), а по формуле (2.1.80) — переходы при 
штрафе ( с = 1 ) . Эти переходы представлены на рис, 2.1.7. 

file:///V2v_i-6K1�
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Матрицы А0 и А\, характеризующие реакцию автомата 
соответственно при нештрафе и штрафе, имеют вид 

Л 0 = 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 1 

0 0 0 1 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
1 0 0 0 

(2.1.84) 

Для случая т>2п переходы автомата, определяемые 
формулами (2.1.79) и (2.1.80), при учете формулы 
(2.1.83), показаны на рис. 2.1.8. Переходная матрица Л 0 

имеет блочный вид 

/ > „ « > > 

(0) 

0 
0 

о о 
о о 

Р32<°> о 

о 
о 

о 
о 
о 

о -
о ••• 

P2h-\,2k (0) 

(2.1.85) 

где нулями ооозначены матрицы, элементы которых 
равны нулю; i 3 , / 0 ) — матрицы порядка (2k)X(2k), рав­
ные между собой: 

а 

С=0 с~1 

Рис. 2.1.7. Граф переходов автомата, переходы которого 
не зависят от выходной функции, для случая т—2п 

(п=2). 

11 — 2014 
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pii(0)=p{0)== 
2k (2.1.86) 

Переходная матрица А\ равна следующей блочной мат­
рице: 

О 0 0 
0 0 0 

о л 2

( 1 ) о о 
о о / V " о 

о о 
о .0 

о о 
о о 

Рок-2fe—1,2ft—2 

о 
(1) 

2ft,2ft-l (i) о 
(2.1.87) 

где — матрицы порядка (2/г)Х(2/г), равные между 
собой: 
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/>1;.(1) = />(!) = 

0 1 0 0-
0 0 1 0 -

0 0 0 0-
0 0 0 0-

0 0 0 0-
0 0 0 0-

о о о ••• о о 
о о о ••• о о 

•О 1 0 - 0 0 
• 1 о о ••• о о 

• 0 0 0 ••• 1 о 
• 0 0 0 ••• 1 о 

(2.1.88) 

( t = l , . . . , 2*; / = l , . . . , 2 f e ) . 

Функционирование автомата в случайной среде описы­
вается цепью Маркова с матрицей переходных вероят­
ностей вида 

А-. 

Рп Pl2 0 0 0 •• 0 0 0 
0 Р2з о 0 •• 0 0 0 

0 Рз2 0 P3i 0 •• 0 0 0 

0 0 0 0 0 •• " Ргк-1,2к--2 0 Р 2h-\,2k 
0 0 0 0 0 •• 0 P2k,2k-\ P2k,2h 

Здесь Рц равны матрицам 

Pu=(I~S*l)A0; PiA-1=(I-S*i)A0-

(2.1.89) 

(2.1.90) 

где 
s((i-i)2fe+i) о о ••• 0 

0 s((t-l)2ft+2) о ••• 0 

0 0 ••• s((«-')2fe + 2Z) 

11* 
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Далее рассмотрим такой алгоритм самообучения, 
когда р а с п р е д е л е н и е в ы х о д о в АХ^\ определяе­
мое формулой (2 .1 .2) , п р е д с т а в л я е т б - ф у н к ц и ю , 
т. е. когда каждому состоянию WW автомата соответст­
вует один определенный его выход ДХ '̂) и функция 
(2.1.3), определяющая переходы внутренних состояний 
автомата, является случайной и не зависит от вектора 
ДХ: 

P w ( W ) = p ( W J V / W w _ , I A Q ' J V - I ) . (2.1.91) 

Эта зависимость реализуется заданием двух стохастиче­
ских матриц А0 и А\. Конкретный алгоритм самообуче­
ния, т. е. конкретный автомат, будет задан, если будут 
заданы конкретные матрицы А0 и А\. Такой алгоритм 
самообучения представляет собой вероятностный авто­
мат со случайными переходами и детерминированными 
выходами. 

Пусть каждая координата wi (1=1, п) вектора 
памяти W = ( w \ , . . . , wn) может находиться в одном из 2k 
состояний: 

o>,u> = d - ( / _ l ) 6 (2.1.92) 

(}=\,...,2k), 

где w№ — j-e состояние памяти по 1-й координате. 

Здесь 

(rf>0) 

d — число, задающее верхнюю и нижнюю границу изме­
нения координат Wi вектора W ; 

k — фиксированное натуральное число, характеризую­
щее количество дискрет обучения по одной коор­
динате. 

Тогда вектор памяти W может находиться в одном из 
(2k)2 состояний, т. е. множество внутренних состояний 
автомата содержит (2k)2 элементов. Этот случай соот­
ветствует п = 2. 
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Часто удобнее задавать не автомат, описывающий пе­
реходы вектора W, а к о л л е к т и в и з п н е з а в и с и ­
м ы х а в т о м а т о в , где каждый автомат коллектива 
описывает переходы по одной координате Wi (1=1, 2 , . . . 
... , п) вектора W [12—16]. В этом случае задаются пере­
ходные матрицы каждого автомата из коллектива. По­
том по этим матрицам строятся матрицы переходных 
вероятностей всего коллектива автоматов, представляю­
щего более сложный автомат и задающего переходы век­
тора W из одних состояний в другие. Пусть стохастичес­
кие матрицы порядка (2k) X(2k) 

Ro(l) 
r,i<°)(/) - r 1 , 2 f e W ( / ) 

/•2ft,. ( 0 )(0 - r 2 h , 2 h ( 0 ) ( 0 

rn^(l) 

W > ( 0 

r i ,2ft ( 1 ) (0 

(2.1.94) 

(2.1.95) 

••r 2 f t l 2 fc ( 1 ) (0 ! 

(1=1,..., n) 

являются переходными матрицами /-го автомата указан­
ного коллектива (Ro(l) — при нештрафе; R\(l) — при 
штрафе). Обозначим через W ( ( ' i ' l i ' ' J состояние век­
тора памяти W, 1-я координата (/.= 1, . . . , п) которого на­
ходится в состоянии U, а через W^'i h in) — состояние, 
1-я координата которого находится в состоянии ji. Тогда 
вероятность перехода W(»'i ч) ->W<ip ь ) будет опре­
деляться по формуле 

/>(W<^- . i n ) ->W(i 

. . . , Wn^"''-^ ffi>„<i»>) 

зп)) =P(w^b). 

Я 
i=\ 

г. 

>- W^M, . . . 

(I) (2.1.96) 

(ii,ji= \,...,2l). 

Рассмотрим более подробно случай, когда п = 2. Из 
формулы (2.1.96) получаем при нештрафе (AQ'<0) 

P(W'<Pi- 1) 2 ' !+v.)-^ W((^-i)2ft+V2)/c = 0) =Р(ш,(Рь •Wi (Р0-



166 
ГЛАВА II 

• даа(7.)/с = 0) =р<°> 
(P,-l)2ft+Vi,(P 2-l)2ft+72 

= r<°) (1)Г<°> (2), (2.1.97) 

где 

= 2 2fe; p 2 = l , 2 2ft; 

Y i = 1, 2, 2fe; y 2 = l , 2 , . . . , 2 f t . 

При штрафе (AQ '^O) имеем аналогичное выражение: 

р =/-(1) (П/-С) (2) (2 1 98) 

Следовательно, для вектора W имеем блочные переход­
ные матрицы 

Л 0 = (2.1.99) 

(2.1.100) 

где блоки Рг-/°) и / V 1 ' (г, / = 1 , 
матрицам порядка (2k) X(2&) : 

Я„<°> = г „ № ( 1 ) Я 0 ( 2 ) ; 

Р«<»=г„<"(1) /? , (2 ) . 

2&) равны следующим 

(2.1.101) 

(2.1.102) 

Здесь Ро (2) и Ri (2) — матрицы (2.1.94) и (2.1.95) при 
/ = 2 ; Г ц т (1) и г,/ 1» (1) — элементы тех же матриц 
при / = 1. 

В некоторых случаях коллектив состоит из одинаковых 
автоматов, которые переходят из данного состояния 
только в соседние состояния. При этом переходы авто­
мата такие, что при штрафе ( A Q ' ^ 0 ) автомат старается 
менять свое действие, т. е. с большей вероятностью пере­
ходит в ту сторону, где происходит смена его действия 
(выхода АХ); при нештрафе ( A Q ( , ) < 0 ) автомат старается 
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закреплять это действие, т. е. удаляется от состояния, где 
происходит смена его действия. 

Пусть в состояниях от d до-^- вероятность штрафа дей­

ствия автомата меньше, чем вероятность нештрафа, а в 

состояниях от — ^ до —d имеет место обратное. Тогда 

матрицы переходных вероятностей Ro(l) и R\(l) ав­
томатов целесообразно задать [2, 13] в виде матриц 

Я о ( 0 = Я о = 

г, г2 0 0 • 
г, 0 г2 0 • 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

о о 
о о 

о о о-
0 0 0-

г, 0 г2 0 0 
0 г2 0 г, 0 

о о 
о о 

0 0 0 
0 0 0 

• 0 0 0 
• 0 0 0 

•0 0 0 
• 0 0 0 

г2 0 г, 
0 Г 2 Г! 

(2.1.103) 

ft ft 
r 2 

0 0 • • 0 0 0 0 0 • • 0 0 0 
/"2 0 Г\ 0 • • 0 0 0 0 0 • • 0 0 0 

0 0 0 0 • • r2 0 0 0 • • 0 0 0 
0 0 0 0 • • 0 Г\ 0 г2 

0 • • 0 0 0 

0 0 0 0 • • 0 0 0 0 0 • •• гх 
0 г2 

0 0 0 0 • • 0 0 0 0 0 • • 0 Г\ Г2 

(2.1.104) 
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Эти матрицы должны быть стохастическими, т. е. 

r i + r a = l . (2.1.105) 

При этом предполагается, что имеет место неравенство 

r i > r 2 . (2.1.106) 

Из формул (2.1.102) и (2.1.101) и матриц (2.1.103) и 
(2.1.104) следует, что в этом случае матрицы Л 0 и Л, 
имеют блочный вид (см. матрицы (2.1.107) и (2.1.108)). 
В этих матрицах подматрицы Л ( 0 ) , ^ 2 ( 0 ) и / V 1 ) , / у 1 ) равны 

Pli°) = rlRM; р 2 ( 0 ) = Г 2 ^ ( 0 ) . (2.1.109) 

(2.1.110) 

Ах = 

/уо) /уо> 0 0 •• • 0 0 
Р,(0) 0 0 •• • 0 0 

0 0 0 0 • • Л ( 0 ) 0 
0 0 0 0 •• • 0 /у°> 

0 0 0 0 • • 0 0 
0 0 0 0 • • 0 0 

к 

/ у 1 ) 0 0 •• • 0 0 
/ у п 0 Л ( 1 ) 0 •• • а 0 

0 0 0 0 • • Я 2(1) 0 
0 0 0 0 • • 0 Я,<1) 

о о о о - о о 
о о 0 0 - 0 о 
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где /?<°) и /?0> — матрицы (2.1.103) и (2.1.104); 
Г) и г 2 — отличные от нуля элементы этих 

матриц, удовлетворяющие условиям 
(2.1.105) и (2.1.106). 

Таким образом, в двумерном случае (я = 2) переход­
ные матрицы автомата поиска выражаются через пере­
ходные матрицы одномерных автоматов поиска, умно­
женных на переходные вероятности этих автоматов. Ана­
логичным свойством обладают переходные матрицы ав­
томата поиска в я-мерном случае, если этот автомат об­
разован из коллектива одинаковых независимых автома­
тов, действующих по всем параметрам оптимизируемого 
объекта. Это обстоятельство облегчает исследование 
процесса оптимизации в многомерном пространстве. 

/у°> 0 
0 / у о ) 

Р 2

< 0 ) 0 Pi №) 
0 Р2<°> / у о ) 

(2.1.107) 

0 0 0 •• 0 0 0 
0 0 0 •• 0 0 0 

р , (1) 0 0 - 0 0 0 
0 / у п 0 - 0 0 0 

О О 0 - Л ( 1 ) 0 Р2<>) 
0 0 0 ••• о / у ° P2

(i) 

> к 

(2.1.108) 
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Далее построим матрицы Q*j и S* для случая, когда 
в ы х о д ы Д Х а в т о м а т а д е т е р м и н и р о в а н н ы е , 
т. е. когда любому состоянию WW автомата соответствует 
один определенный его выход A X W . Очевидно, что соот­
ветствующий состоянию WW выход ДХ^> будет зависеть 
от того, как пронумерованы состояния W<») и вы­
ходы A X W . Рассмотрим для наглядности двумерный слу­
чай ( п = 2 ) . Пусть координата вектора Д Х принимает 
значения A J Q = + 1 —• когда координата Wi вектора W 

находится в состояниях от d до ^ , и Axi= — 1 — когда 

координата Wi находится в состояниях от - ^ до —а. 

Представим номер состояния автомата i в виде формулы 

где у и р принимают значения натуральных чисел от 1 
до 2k: у = 1, • • •, 2k; ^=1,... ,2k. При такой записи номера 
состояния автомата значение переменной у указывает в 
сетке состояний WW номер горизонтальной прямой, а 
значение переменной р указывает номер вертикальной 
прямой. 

Пронумеруем выходы ДХ(->> автомата (их всего 4 для 
я = 2) в следующем порядке: 

Находим, при каких значениях вектора WW (t' = 
= 1, (2k)2) вектор Д Х принимает указанные ниже 
значения. Если в формуле (2.1.111) i подсчитано 

i = ( p - l ) 2 f e + Y, (2.1.111) 

Д Х < 1 ) = ( 1 , 1); Д Х < 2 > = ( 1 , - 1 ) ; Д Х < з ) = ( - 1 , 1); 

ДХ«)= ( — 1 , - 1 ) . (2.1.112) 

(2.1.113) 

если при (2.1.114) 

если при (2.1.115) 
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16) L n J то AX = AXW. (2.1.1 

Теперь для рассматриваемого случая можно построить 
матрицу Qij (2.1.13). Используя формулы (2.1.113) — 
(2.1.116), находим, что она имеет следующий блочный 
вид: 

Qi 

Qij — 
Qi 

Q2 

Q2 

(2.1.117) 

где блоки Qi и Q2 — прямоугольные матрицы 4x2k 

10 0 0 

10 0 0 
0 10 0 

0 10 0 

Q 2 = 

0 0 10 

0 0 10 
0 0 0 1 

0 0 0 1 

(2.1.118) 

Матрица 5* штрафов автомата по состояниям WW на­
ходится по формуле (2.1.27) с учетом формул (2.1.117) 
и (2.1.118): 

5*, 0 0 ••• 0 0 0 ••• 0 
0 5*i 0 - 0 0 0 ... 0 

5* = 0 0 0 • • S*i 0 0 -• 0 
0 0 0 • • 0 S*2 0 •• 0 

о 0 0 - 0 о о . . . S* 

(2.1.119) 
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где блоки S*i и S*2 являются диагональными матри­
цами 

S*,= 

si О О 
О s{ О 

О О О 
О О О 

к 

5*0 = 

s 3 О О 
О s 3 О 

О О О 
О О О 

•О 0 0 
• О 0 0 

•si 0 0 
•О s 2 О 

• О 
• О 

• о 
• о 

о о 0 ••• 0 0 0 ••• s 2 

к 

О О О 

•0 0 0-
•О 0 0-

s 3 О О 
О s 4 О 

•О 0 0 

• о 
• о 

S4 

(2.1.120) 

Здесь Sj ( / = 1 , • • •, 4) — вероятности штрафов действия 
ДХ<я автомата, определяемые формулой (2.1.10). 

§ 2.2. С В О Й С Т В А П О К О О Р Д И Н А Т Н О Г О 
С А М О О Б У Ч Е Н И Я П Р И О П Т И М И З А Ц И И 
В О Т С У Т С Т В И Е П О М Е Х 

В этом параграфе исследуем алгоритм по­
координатного самообучения при случайном поиске для 
случая, когда на оптимизируемую функцию не наклады­
вается помеха (а = 0). 

Покоординатное самообучение в процессе случайного 
поиска вводится в виде изменения вероятностных свойств 
двоичного выбора движения системы вдоль каждой из 
координат [9]. Пусть вероятность выбора шага вдоль по-
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ложительного направления оси xt на N-ы шаге опреде­
ляется кусочно-линейной функцией параметра wf. 

если Wi^. — 1; 

(l + Wi), если — 1 ^ Ш г ^ 1 ; 

если Iz^LWi. 

(2.2.1) 

Для удобства введем л-мерное пространство {W}, коорди­
наты которого образуются величинами Wi (t = l , л ) . 
В этом пространстве вектор памяти W определяет на­
правление преимущественного движения системы. В 
процессе одного шага поиска система смещается в прост­
ранстве параметров вдоль вектора 

АХ = Х я - Х к - ь ' (2.2.2> 
модуль которого предполагается постоянным и равным 
единице: |ДХ| = 1. Координаты этого вектора Дх, (£ = 
= 1, . . . , л) определяются следующим образом: 

1 
—— с вероятностью pf, 
У/г 

\=г с вероятностью 1 
}'п 

(2.2.3) 

Будем рассматривать следующий алгоритм покоорди­
натного самообучения для случая максимизации: 

WiW+» = WiW) + 8 sign (AQN\XiW (2.2.4) 

где 6 —-шаг изменения параметра хюи определяющий 
интенсивность обучения ( б > 0 ) ; 

AQJV — приращение функции качества на А/-м шаге 
поиска; AQN = QN — QN-I-

При самообучении возможно Шг^>1 , что приведет к 
нежелательному «детерминированию» поиска. Поэтому 
имеет смысл изменение величин Wi ограничить следую­
щими пределами: 

- d , если Wi^—d; 

Wi, если —d<,Wi<.d; 

d, если d^Wi. 
(2.2.5) 
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Изучение динамики такого самообучения возможно и 
целесообразно с привлечением теории марковских цепей, 
которые хорошо описывают процессы подобного рода. 
В процессе обучения вектор памяти W переходит из од­
ного состояния в другое в соответствии с алгоритмом 
обучения (2.2.4) и ограничениями (2.2.5). Пусть общее 
число возможных состояний этого вектора конечно и 
равно т. Пусть также вероятность перехода из 1-го со­
стояния в /-е определяется числом рц. Тогда изменение 
вектора W в процессе самообучения 

- > W J Y _ , - > W ^ W J W ^ , 

как это будет показано далее, образует простую цепь 
Маркова. Будет также показано, что в линейном поле 
эта цепь будет однородной. (В нелинейном случае пере­
ходные вероятности зависят от положения системы, т. е. 
от времени, что вносит неоднородность.) 

Таким образом, матрица тХт переходных вероятнос­
тей pij определяет процесс самообучения, и задача за­
ключается в определении этих вероятностей с последую­
щим привлечением общей теории марковских цепей. 

1. Случай n = 2; 6^2d. Исследуем сначала простейшую 
схему обучения в двумерном пространстве. В этом слу­
чае вектор W = ( ш ь w2) может находиться в одном из 

Рис. 2.2.1. Пространства {W} и {X} для п—2. 
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четырех состояний, которые занумеруем в следующем 
порядке: 

W^id.d); W 2 = ( d , -d); 

W 3 = ( - d , d ) ; W 4 = ( - d , -d). { - } 

Эти состояния вектора W показаны на плоскости обуче­
ния на рис. 2.2.1, а. 

На рис. 2.2.1,6 показаны возможные направления дви­
жения оптимизируемой системы в двумерном простран­
стве параметров. Таких направлений также четыре. 
Выбор направления движения определяется двумя сов­
местными событиями, а именно движением по обеим ко­
ординатам. Поэтому вероятности выбора указанных 
направлений движения следующие: 

Р ( Д Х < П ) = № 

/>(ДХ<2>)= /М1-р 2 ) ; 

Р(ДХ(з)) = ( 1 - р , ) р 2 ; 
P(AXW) = (\-pl)(l-p2), 

где pi ( i = l , 2) определяются формулой (2.2.1). 
Вероятности р\ и р% зависят от состояния вектора W, 

что и создает марковость процесса обучения. 
Пусть вектор W находится в состоянии Wi, т. е. W = 

= [d, d). Тогда по формулам (2.2.7) и при учете ограни­
чений (2.2.5) получаем следующие условные вероят­
ности: 

P(AX0>/W,)=1 (l+d)(l+d)=qu; 

P(AX«2)/Wi) = j - ( l + d ) ( l - d ) = 9 i 2 ; 
(2 2 8) 

/>(AX<3)/W,) = ~(l~d)(l+d)=ql3; 

P(AX«)/W,) = 1 ( 1 - ^ ( 1 - ^ ) = ^ , 

где P(AXW/V/i) обозначает вероятность выбора направ­
ления ДХ«) при W = W,. 

Аналогично подсчитываем условные вероятности 
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P(AK^yWi) для других состояний вектора W. Получен­
ные значения показаны в табл. 2.2.1. 

Т а б л и ц а 2.2.1 

АХ(з') 
» | ДХ(1) AX(2) ДХО) ДХ(4) 

JL (1+<*)*• 
4 

1 (1-d 2 ) i - (1-d 2 ) 
4 4 

i - ( l - d ) 2 

4 

w 2 

4 
A ( i+d) 2 1 ( i - d ) 2 j J- ( i - d 2 ) 
4 | 4 1 4 

w 3 | JL ( i - d 2 ) 
[ 4 

i - ( l - d ) * 
4 

• i ( i + d ) » 1 ( i - d 2 ) 
4 j 4 

W4 \ - J - ( l - d ) 2 

4 
1 - J - ( 1 - r f 2 ) - J - d + d ) * 
4 1 4 4 

Теперь обратимся к алгоритму самообучения. Пусть 
для определенности градиентное направление располо­
жено между направлениями ДХО и ДХ<2> плоскости пара­
метров (см. рис. 2.2.1,6). Тогда 

AQ(i) = [ g rad Q, ДХ<Я] (2.2.9) 
0 = 1 , . . . , 4); 

AQ< 1>>0; Д(3< 2>>0; Д<Э<3><0; AQ< 4><0. (2.2.10) 

Переходим к автоматному представлению этого алго­
ритма самообучения, т. е. рассмотрим вектор W как со­
стояние автомата, а ДХ — как его выход. Тогда таблица 
2.2.1 представляет матрицу вероятностей выходов авто­
мата Qij. Случайная среда, с которой взаимодействует 
автомат, задается модифицированной формулой (2.1.10) 
предыдущего параграфа: 

S j = Bep ( A Q < 0 / A X = AX«)) = i-[ )], 

(2.2.11) 

где приращения функции AQO') определяются формулой 
(2.2.9). 

При таком определении вероятности штрафа действия 
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автомата учитывается то, что происходит поиск макси­
мума Q(X) . Предположим, что функция Q(X) является 
линейной, т. е. приращения AQ<->> ( / = 1 , 2, 3, 4) не меня­
ются в процессе поиска. В этом параграфе будем исхо­
дить из предположения, что на функцию Q(X) не накла­
дывается помеха (а = 0). Тогда по формуле (2.2.11) с 
учетом формул (2.2.10) имеем: 

s, = s2 = 0; s3 = s 4 = l . (2.2.12) 

•Функционирование автомата в стационарной случайной 
среде (2.2.12) описывается цепью Маркова с матрицей 
переходных вероятностей (2.1.60). Подставляя в эту 
матрицу значения из таблицы 2.2.1 и значения из 
формулы (2.2.12), получаем матрицу переходных вероят­
ностей для вектора W: 

A (W/Wi) 

(1+0-2) 
1 

у 
(l-d*) 

(1-flf 2 ) 
1 

У 
(1+0-2) 

(1-<* 2) 
1 

У 
( l+d* ) 

(1+d 2 ) 
1 

У 
( l - d 2 ) 

J_ 
У 
J_ 
2 

J_ 
У 
J_ 
У 

Возможные переходы вектора W 
из одного состояния в другое пока­
заны на рис. 2.2.2. 

Из матрицы видно, что переходы 
вектора W из одного состояния в 
другое образуют простую, однород­
ную цепь Маркова. Состояния 3 и 
4 являются несущественными; зна­
чение имеют только состояния 1 и 2, 
т. е. такие, первая координата кото­
рых положительна. Это вызвано 
тем, что в состояниях 1 и 2 прира­
щение функции качества макси­
мально (напомним, что рассматри­
вается случай максимизации пока­
зателя качества объекта). 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

(2.2.13) 

Рис. 2.2.2. Граф веро­
ятностей перехода для 
вектора памяти (на­
правление градиента 
расположено между 
биссектрисами перво­
го и четвертого квад­
рантов). 

12 — 2014 
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Из матрицы (2.2.13), используя формулу Перрона [48] 
и учитывая таблицу 2.2.1, получаем матрицу переходных 
вероятностей за N шагов для вектора памяти W: 

A ^ ( W / W i ) = 

l ( l + d 2 N ) 

_1_ 
т 
_1_ 
~2~ 

~(l+d™) 

1 ( 1 -d™) 

1 ( 1 + d™) 

1 ( 1 + ^ ) 

-(l-d™) 

0 0 

о 0 

о 0 

о 0 

(2.2.14) 

Пусть p i ( 0 ) обозначает вероятность того, что в начале 
поиска вектор W находится в состоянии i, P i i N ) — веро­
ятность того, что на iV-м шаге поиска вектор W нахо­
дится в состоянии i, я Pi — вероятность того, что в пре­
деле при Л/->-оо вектор W будет принимать значение 
Тогда по матрице (2.2.14) получаем: 

1 ^ ( р 2 ( 0 ) + р 3

( 0 ) ) ; P i w = l + l d 2 i V ( p 1

( 0 ) + P 4 ( 0 ) ) 

Р2 (Ю: 1 - 1 d™ (Pi О) + P i <°>) + у d™ (p2(0) + Рз(0)) ; 

Рз = p 4

( i V ) = 0. 
(2.2.15) 

Рассмотрим случай, когда выполняется условие 
0<d<l. Тогда из (2.2.15) при предельном переходе 
N—>-оо получаем: 

Pi = lim p i ^ ' = * 
(2.2.16) 

• 

р2= l i m р2

(Ю = 

2 
_1_ 
2 

Из выражения (2.2.16) следует, что в этом случае цепь 
Маркова является эргодической, т. е. предельное рас-
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лределение вектора памяти W не зависит от его началь­
ного распределения. Из этого же выражения видно, что 
в пределе при N-^oo вектор W равновероятно пребывает 
в существенных состояниях 1 и 2. 

Изложенный прием определения предельных вероят­
ностей р\, р2 требует вычисления корней характеристи­
ческого уравнения и миноров матрицы переходных веро­
ятностей Л (Wj/Wj), что весьма сложно для матриц боль­
ших размерностей. Эти же предельные вероятности 
можно получить стандартным образом, решая систему 
линейных уравнений 

Р = Л ' Р , (2.2.17) 
где А' — транспонированная матрица (2.2.13); 

Р — вектор предельных вероятностей. 
Определим теперь среднее приращение функции 

Q(x\, х2) на N-м шаге поиска: 
4 

MN[AQ]= У p 4<*W[AQ/WJ, (2.2.18) 
Iff 

где M[AQ/V^i] — среднее приращение функции качества 
при W = W , ; суммирование ведется по всем состояниям i. 
Среднее приращение M[AQ/W,] вычисляется по формуле 

4 

Af[AQ/W ; ]= ^P(AXMIV/i)\Qii), (2.2.19) 

где P(AX' i ' /Wi) определяется таблицей 2.2.1, AQb'J — 
формулой (2.2.9). Суммирование ведется по всем воз­
можным направлениям движения оптимизируемой сис­
темы в плоскости параметров. Из формул (2.2.9) и 
(2.2.10) и таблицы 2.2.1 следует, что 

M[AQ/Wi] = dAQ<iK (2.2.20) 
Поэтому 

MN[AQ]= -Ldax + 
У2 

+ J _ d 2 ^ + i a 2 ( p 1 ( 0 ) + p 4 ( 0 ) _ p 2 ( 0 ) _ p 3 ( 0 ) ) > (2.2.21) 
Г 

12* 
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где ai и аг — направляющие косинусы градиентного век­
тора; a i 2 + a 2 2 = l - Видно, что при больших ./V MN[AQ] 
мало зависит от начальных вероятностей р^°К В пре­
дельном случае (Л7-^оо) получаем 

M[AQ] = hmMK{AQ]=~dai. (2.2.22) 
JV^OO Т'2 

Отметим, что максимальное значение M[AQ] принимает 
в случае, если «i = l , т. е. когда направление градиента 
совпадает с координатной осью хх. Минимальное значе­
ние M[AQ] принимает при a i - > - L , т. е. когда направле-

У2 
ние градиента стремится к направлению АХ*1' или АХ ( 2 ) . 
Тогда 

M[AQ]= ~ d. (2.2.23) 

Следовательно, среднее приращение функции качества 
в зависимости от различного направления градиента из­
меняется в пределах 

1 M[AQ] 1 
2 d }'2 

(2.2.24) 

Рассмотрим частный случай, когда d=\. Тогда из мат­
рицы (2.2.14), подставляя d=l, получаем следующую 
матрицу переходных вероятностей за N шагов для век­
тора W: 

i4 w (Wj /Wi) = 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 1 0 0 
1 0 0 0 

(2.2.25) 

Как видно из матрицы, вероятности перехода вектора 
W из одного состояния в другое не зависят от номера 
шага N. Состояния 1 и 2 матрицы (2.2.25) являются по­
глощающими. 

Подставляя в (2.2.15) d=l, получаем: 

Н (2.2.26) 
р 2 ( Л ' ) = р 2 ( 0 ) + р <0). ' 
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В этом случае распределение вектора W по сущест­
венным состояниям 1 и 2 не зависит от номера шага по­
иска N. Оно зависит лишь от начальных вероятностей 
Рг ( 0 ) . В пределе при JV-voo получаем: 

рх = l im р 1 ( л - ) = р 1 ( 0 ) + р 4 ( 0 ) . 
iV-*-oo 

р2 = Н т р 2 ( л ' > = / 7 2 < ° > + / 7 3

( 0 ) . 
JV-*oo 

(2.2.27) 

В этом случае цепь Маркова является неэргодической. 
Если d=l, то в соответствии с формулой (2.2.21) сред­
нее приращение функции качества на N-u шаге поиска 
не зависит от N и равно 

M [ A Q ] = ^ - a 1 + ( p 1 ( ° ) + p 4 ( 0 ) - P 2 ( 0 , - P 3 < 0 ) ) ~ а 2 . 

(2.2.28) 

Дальше рассмотрим особый случай, когда направление 
градиента оптимизируемой системы совпадает с одной 
из биссектрис, например с биссектрисой АХ*1*, т. е. когда 
ai = a 2 = l / y 2 . Тогда по формуле (2.2.9) получаем: 

AQO>=|gradQ| ; AQ<2>: 

AQ(4) = - | g r a d Q | . 
= AQ(3) = 0; 

(2.2.29) 

Используя эти неравенства и формулу самообучения 
(2.2.4), запишем матрицу переходных вероятностей для 

вектора памяти W в следующем виде: 

4 ( W / W ; ) = 

1 

<7l2 + </l3 

о 
<7n + <7i4 

О 
О 

О 
О 

?11+<?14 
О 

о 
о 
о 

<?12 + <?13 

(2.2.30) 

Переходы из одного состояния в другое показаны на 
рис. 2.2.3 в виде графа. 

Из матрицы (2.2.30), используя формулу Перрона, по­
лучаем матрицу переходных вероятностей за yV шагов 
для вектора памяти W: 
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A (W/W*) = 
1 

l - ( 9 l l + V l 4 ) j V 

l - (<7n + <7i4)* 
1 - ( < 7 I 2 + 7 1 3 ) W 

Рис. 2.2.3. Граф веро­
ятностей перехода для 
вектора памяти (на­
правление градиента 
совпадает с биссек­
трисой первого квад­
ранта) . 

где 

О О О 
(qn + qn)N О О 

О (<7п + <714) я О 

О 0 (?1 2 + <71зГ 

(2.2.31) 

По этой матрице находим распреде­
ление вектора W на JV-M шаге по­
иска: 

Р 1 № = 1 - ( 9 1 1 + 4 1 4 № ° ) - ( < ? П + 

+ < 7 1 4 ) № Р З ( 0 ) - ( < ? . 2 + 9 . З ) Л Г Р 4 ( 0 ) ; 

p 2

{ N ) = (<7п + < 7 и № 0 ) ; 

Pz{N)-(qn + qu)NPsw; 

Р 4 < * > = ( < 7 . 2 + < 7 1 3 Г Р 4 < 0 ) , 
(2.2.32) 

<7n + <7i4= Y ( L + D 2 ) ' <7i2 + <7i3= у ( l - ^ 2 ) -

Рассмотрим случай, когда выполняется условие 0 < 
<d<l. Тогда при предельном переходе N-^oo получаем 

JV^OO 0 при t = 2, = 2,3, 4. 
(2.2.33) 

В этом случае цепь Маркова является эргодической и в 
пределе вектор W с вероятностью 1 принимает значение 
W b т. е. система обучается идеально. Среднее прираще­
ние функции качества на N-м шаге поиска равно 

(2.2.34) 
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В пределе при N-^oo получим 

M[AQ] = l im МK[AQ] = d. (2.2.35) 

Из формулы (2.2.35) видно, что в случае, когда oci = l/"|/2,. 
результат почти вдвое превышает приращение функции 
качества. Отметим, что такой случай маловероятен и 
поэтому результат (2.2.35) имеет узко локальный ха­
рактер. 

Дальше рассмотрим частный случай, когда d = L 
Тогда из матрицы (2.2.31) получаем следующую мат­
рицу переходных вероятностей за N шагов: 

^ ( W / W i ) = 

1 0 0 0 
0 1 0 0 
0 0 1 0 
1 0 0 0 

(2.2.36) 

Из этой матрицы видно, что состояния 1, 2, 3 являются 
поглощающими, а состояние 4 — несущественным. В пре­
деле при Л/->-оо получаем: 

p 1 = l imp i ( J V )=p 1 <°)+p 4 

JV->oo 

p 2 = Hm Р2т = Рг{0)\ 

(0). 

p 3 = l im ръ 

N-*oc 

( J V ) = p 3 ( 0 ) (2.2.37> 

j04 = Hm p 4

( ] V ) =0 . 
JV->oo 

Таким образом, установлено, что для d=\ цепь Мар­
кова также является неэргодической. 

2. Случай я = 2; 6 = 4 - . Выше рассмотрен простейший 
К 

случай покоординатного обучения в процессе случайного 
поиска, когда имеется всего два уровня памяти для каж­
дой координаты. Обычно количество уровней памяти 
больше двух. В этом случае вектор может находиться 
в одном из (2&+1) 2 состояний, где k — целое число. Эти 
состояния пронумерованы и показаны на рис. 2.2.4. 
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4к%2Ы 4к2 2к2Лк,1 2к<2 

О 

4к*ЗМ 4к2*к 2кЪ 

О fO ч 

5 

5 

\2k*t Зк+2 к*1 
<Ь— о о— 

о о 

№<1)г 4кг+2к 2кг+Зк+1 4к*2 2к<1 

"1 

Рис. 2.2,4. Плоскость обучения 16 

Пусть вектор градиента функции качества оптимизи­
руемой системы удовлетворяет условию 

(2.2.38) 

где oci — направляющий косинус вектора градиента. 
В этом случае имеем автомат с (2&+1) 2 состояниями 

и 4 выходами AX<J>. Функционирование такого ав­
томата (переходы вектора W из одного состояния в 
другое) описывается цепью Маркова с блочной матри­
цей (2.1.67) из предыдущего параграфа. Блоки Pu,v этой 
матрицы равны матрицам (2.1.73) и (2.1.74), элементы 
которых определяются формулой (2.1.59). Так как на 
функцию Q(X) не накладывается помеха (о = 0), то 
имеют место равенства (2.2.12) и из формул (2.1.59) и 
(2.1.68) получаем, что в матрице А блоки Pu,u+i и 
P2k+i,2k+\ равны нулю, т. е. 
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Р и,и+\ = 0 

(u=\,2,...,2k); 

P2k+\,2k+l = 0. 

Следовательно, матрица А принимает вид 

A (Wj/WO = 

(2.2.39) 

Рп 0 0 •• • 0 0 0 

Рц 0 0 •• • 0 0 0 
0 Р 32 0 •• • 0 0 0 

0 0 0 • • Pzhfih-l 0 0 
0 0 0 • • 0 Р 2h+\,2h 0 

(2.2.40) 

В этой матрице нулями обозначены блоки, элементы 
которых равны нулю, Pu,v являются квадратными мат­
рицами Якоби [49] — частными случаями матриц (2.1.73) 
и (2.1.74). Так, например, для i = j = l имеем матрицу 

Рп Р12 0 0 0 • 0 0 0 0 

Р21 0 Р23 0 0 • 0 0 0 0 
0 Р32 0 Р34 0 • 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 • "P2h-\,2k- -2 0 P2h-\,2k 0 
0 0 0 0 0 0 P2k,2k- i о p2h, 
0 0 0 0 0 • 0 0 p2h+l,2k P2h+l 

(2.2.41) 
Элементы рц последней матрицы с учетом формулы 

(2.1.59) определяются из таблицы 2.2.2 условных вероят­
ностей выбора направлений движения оптимизируемой 
системы в плоскости параметров. Элементы таблицы 
вычислены по формулам (2.2.7). При помощи таблицы 
можно показать, что элементы матрицы (2.2.41) удов­
летворяют соотношениям 
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дхш 
ДХ(1) ДХ(2) 

i 

W, 1 — (1+66) (1+66) 
i 4 

А- (1+66) ( 1 - й б ) 
4 

W 2 | 1 ( 1 + £ 6 ) ( 1 + ( й - 1 ) 6 ) j i - ( 1 + £ 6 ) ( 1 - ( & - 1 ) 6 ) 
| 4 1 4 

w* 4-(1+*б)(1+в) 
4 

i - ( l + f t 6 ) ( l - 6 ) 
4 

1 ( I + W ) -L(i-t-fte) 
4 

1 ( 1 + А 6 ) ( 1 - 6 ) 4-(1+*в)(1+«) 
4 

w 2 * 1 ( l - A 6 ) ( l - ( f t - l ) 6 ) 1 ( 1 + £ 6 ) ( 1 + ( / г -1 )6 ) 

w 2 A + 1 -1 (1+&6) ( 1 - А б ) J - (l+k6)(l+kd) 
4 

P l l = P 2 f c + l , 2 f c + b P\2 = P2h+\,2h', P23 = p2fc,2fc-b P34 = 

= P2ft-l,2ft-2J Pft,ft+1 =Pft+2,fe+b Pft+I,ft+2 = Pft+l,ftJ 

Pft+2,ft+3 = P M - f > P2ft-l,2fe = P32; p2k,2k+\ = P21-

(2.2.42) 
Построенные по матрицам (2.2.40) и (2.2.41) переходы 

вектора W из одного состояния в другое показаны на 
рис. 2.2.5. Из рисунка видно, что вектор памяти W 
за (2& + 1) шагов, независимо от того, в каком состоянии 
он находился в начале поиска, достигает правого ребра 
сетки. Потом происходит блуждание по состояниям 
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Т а б л и ц а 2.2.2 

1 
АХ(3) ; ДХ(4) 

1 ( 1 - й 6 ) ( 1 + й 6 ) 1 ( 1 - £ 6 ) ( 1 - 6 6 ) 
4 1 4 

1 ( 1 - А в ) ( 1 + ( А - 1 ) в ) _ 1 . ( 1 _ Л б ) ( 1 - ( А - 1 ) в ) 

1 

} ( 1 - А в ) ( 1 + 6 ) 
4 

1 ( 1 - И ) ( 1 - 6 ) 

1 (1-66) 
4 

1 ( 1 - 6 6 ) 
4 

1 ( 1 - И ) ( 1 - в ) I l ( i -*e ) ( i+e ) 
4 , 4 

J - ( l - W ) ( l - ( * - l ) 6 ) 
4 

1 ( 1 - А в ) ( 1 + ( * - 1 ) в ) 

--- (1 — Jfe6) (I — A6) 
4 

1 ( 1 - А 6 ) ( 1 + * 6 ) 
4 

этого ребра. Поэтому основной интерес представляет 
анализ переходных вероятностей за такое число шагов 
N, которое превосходит 2k+l (N^2k+l). Для таких N 
из матрицы (2.2.40) получаем следующую блочную мат­
рицу переходных вероятностей за N шагов для вектора 
памяти W: 

P U

( J V ) 0 . . . 0 
Рп РЦ"-1 0 . . . 0 

A"{WjfW{)= \\ Раг P2l PU

N~2 0 . . . 0 | | (2.2.43) 

2fe+l,2fe P2i Ри 0 . . . 0 
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где нулями обозначены блоки, элементы которых равны 
нулю; Pi+i,i... P2\P\\N~i ( i = 0 , . . . , 2k) — произведение 
матриц; Р ц ^ - » — (N — i)-n степень матрицы Ри; эту 
степень можно определить, используя формулу Перрона. 

Из матрицы (2.2.43) видно, что состояния от 2k + 2 до 
(2/г-Ы) 2 являются несущественными. Поэтому 

p2k+2= ••• =P(2fe+i) J=0. (2.2.44) 

Теперь находим предельные вероятности pi. Из мат­
рицы (2.2.40), учитывая (2.2.44), получаем 

Р = Р'пР, (2.2.45) 

где Р'и — транспонированная матрица (2.2.41); 
Р — вектор предельных вероятностей. 

Решая систему (2.2.45), получаем: 

Р2к+\=Р\; 
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Pl2 
P2h = P2= Рй 

Рг\ 

Р2Ъ Р\2 
Р 2 Й - 1 = Р З = Р\\ 

Р32 Р21 

h 
. . Р 3—1,3 

Pk+2=Pk= 11 Pi; 
Р 3,3-1 п 

3 = 2 

л . 

3 = 2 

k + l 

(2.2.46) 

P h + 1 = 11 " t ^ P l > 
j - 2 Рз-Э-1 

где 
h ш k +1 

(•-••£ I Г, II: ) 
m = 2 j = 2 Ĵ'J—1 j = 2 rj,]—l 

Эти предельные вероятности определяют дискретное 
распределение блуждания системы в процессе поиска 
вдоль правого ребра квадрата на рис. 2.2.5. В качестве 

Рис: 2.2.6. Предельное распределение вектора W по существенным 
состояниям для k—l; 2; 4; 8; 16. 
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примера на рис. 2.2.6 показано такое дискретное распре­
деление, рассчитанное по формулам (2.2.46) для случая 

rf=l; k=\; 2; 4; 8; 16. Характерно относительное увели­
чение вероятности на концах ребра по сравнению с его 
серединой. Это, по-видимому, является результатом по­
координатного характера обучения, в процессе которого 
система движется вдоль диагоналей. 

Далее определим среднее приращение функции каче­
ства при W = WJ: 

4 

M[AQ/W { ]= ^ T / 5 ( A X U ) / W i ) A Q ( ^ = [P(AX(')/W i) -

-P(AXW/W i )]AQ< 1 ) + [ P ( A X <2 ) / W i ) -

-P(AX<3)/Wi)]AQ< 2>, (2.2.48) 

где AQW определены формулой (2.2.10). По формулам, 
приведенным в таблице 2.2.2, получаем: 

P ( A X ( ' ) / W i ) - P ( A X W / W i ) = у ( 2 Л + 1 - 0 6 ; 
(2.2.49) 

Р(АХ<2>/\У0 - P ( A X<3 ) / W , ) = — (i- 1)6. 

Поэтому 

M[AQ/W,-]= 1 [ ( 2 & + 1 - t')6AQ< 1 )+ (t - 1)6AQ ( 2 )]. 
(2.2.50) 

Усредняя это выражение по всем возможным значе­
ниям i, в предельном случае N-^-oo получаем 

M[AQ]=—dau (2.2.51) 

что совпадает с результатом, полученным для случая 
6^2d (2.2.22). Это доказывает, что при статистической 
оптимизации с обучением в двумерном пространстве па­
раметров в случае линейной функции качества оптими­
зируемой системы скорость оптимизации при N-+oo не 



ПОИСК С САМООБУЧЕНИЕМ 
191 

зависит от величины параметра б, т. е. предельные свой­
ства обучения не зависят от скорости обучения. Это 
можно доказать и для других размерностей простран­
ства параметров оптимизируемой системы. 

3. Случай п>2; b^2d ( 0 < d < l ) . Вектор W теперь 
может находиться в одном из 2п состояний. Эти состоя­
ния пронумеруем по тому же принципу, по которому мы 
это делали в двумерном пространстве параметров, т. е. 

(2.2.52) 
W2"-i=( — d,—d,...,—d,d); W 2« = (— d, — d,.., 

-d, -d). 

Число возможных направлений движения оптимизи­
руемой системы в n-мерном пространстве параметров 
также равно 2™. Эти направления A X ( i ) пронумеруем в 
таком же порядке, как векторы Wj. Пусть функция ка­
чества оптимизируемой системы является линейной и 
пусть для простоты направляющие косинусы градиент­
ного вектора он ( г ' = 1 , . . . , п ) удовлетворяют условиям 

а 1 > а 2 > - > о с „ > 0 ; ( 2 2 5 3 ) 

a i > a 2 + ••• + a n . 

Тогда, проделав те же самые выкладки, что и для слу­
чая п = 2, получаем: 

1 

(2.2.54) 
p 2 n - i + 1 = ••• = р 2 " = 0. 

Для среднего приращения функции Q(X) при N-+oo 
имеем 

M[AQ]=-Ldai. (2.2.55) 

Эта формула дает возможность оценить среднее смеще­
ние к цели Af[AQ] для достаточно больших N в зависи­
мости от п, d и ai . Видно, что в пределе при n->oo 
M[AQ]-*-0, т. е. эффективность этого алгоритма обучения 
с ростом я уменьшается. 
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§ 2.3. С В О Й С Т В А П О К О О Р Д И Н А Т Н О Г О 

С А М О О Б У Ч Е Н И Я П Р И 

С Т А Т И С Т И Ч Е С К О Й 

О П Т И М И З А Ц И И С П О М Е Х А М И 

Пусть на функцию качества оптимизируе­
мой системы Q(xi,..., х„) накладывается помеха е ( о ) , 
которая является нормально распределенной случайной 
величиной с математическим ожиданием, равным нулю, 
и дисперсией D = o2. Тогда оптимизация системы прово­
дится по следующей величине: 

Q' (*ь . . . . х п ) = Q (*ь . . . , * » ) + в (о) . (2.3.1) 

Алгоритм покоординатного самообучения можно пред­
ставить в виде 

wivf+» = wiw + 6sign ( A Q V U ^ ) ) , (2.3.2) 

где б — шаг изменения параметра wu определяющий 
интенсивность обучения ( б > 0 ) ; 

AQ'JV — приращение функции Q(xu ..., хп) на N-u 
шаге поиска; AQ'N = Q'N — Q'N-I. 

Как и в предыдущем параграфе, полагаем |ДХ| = 1, а на 
изменение величин Wi накладываем обычное ограниче­
ние \wi\<d (i=l,...,n). 

1. Двумерный случай (п=2; 6^2d). Плоскость па­
раметров оптимизируемой системы и плоскость обучения 
имеют тот же вид, что и в предыдущем параграфе (см. 
рис. 2.2.1). Из формулы (2.3.1) следует, что для единич­
ного шага вдоль направления АХ<->> имеем приращение 
функции качества в виде 

A Q ' ^ A Q ^ + eO^o) = (ДХО), grad Q) +е (У2а) , (2.3.3) 

где е(аУ2) — нормально распределенная случайная ве­
личина с математическим ожиданием, равным нулю, и 
дисперсией 2а 2. 

Для линейной функции Q(X) , вектор градиента кото­
рой равен 

grad Q(X) = ( a b a 2 ) (2.3.4) 
(a, 2 + a 2

2 = l ) , 
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получаем следующие выражения для приращения функ­
ции качества по направлениям АХ*-*': 

AQ(i) = a I + a 2 ; AQW = a i - a 2 ; 

AQ(3) = _ ( a i _ a 2 ) ; A Q < 4 > = - ( a , + a 2 ) . 
(2.3.5) 

Алгоритм покоординатного самообучения представ­
ляет собой автомат, функционирование которого описы­
вается цепью Маркова с матрицей переходных вероят­
ностей (2.1.60). Вероятности o,j ( i , }=\,...,п) этой мат­
рицы задаются таблицей 2.2.1, а вероятности штрафов 
Sj — формулой (2.2.11). 

Используя равенства (2.3.5), находим 

$ 4 = 1 — 5 ь S3 = 1 — s2. 

Вводим обозначения 

AQO) 
I I -4- Ш I 

2 

(2.3.6) 

(2.3.7) 

Ai = fln + ai4= у (1 + d 2 ) ; 
(2.3.8) 

A2 = c 'l2 + <7l3 = 

2 где Ф(г) = J ' e~t2dt — интеграл вероятности. Тогда 
Ул о 

из матрицы (2.1.60), учитывая формулы (2.3.6) — (2.3.8), 
получаем следующую матрицу переходных вероятностей 
для вектора W [49]: 

Л = 

АхФх А2Ф2 Л 2 Ф 3 Л , Ф 4 

Л 2 Ф, Л!Ф 2 Ахф3 Л 2 Ф 4 

Л 2 Ф! АХФ2 Л , Ф 3 Л 2 Ф 4 

Л : Ф ! Л 2 Ф 2 Л 2 Ф 3 Л 1 Ф 4 

(2.3.9) 

Видно, что при йф\ и 0=^0 из любого состояния возмо­
жен переход в любое другое состояние, т. е. цепь Мар­
кова является неприводимой. Из матрицы (2.3.9), ис­
пользуя формулу Перрона, получаем матрицу переход­
ных вероятностей за N шагов для вектора W: 

13 — 2014 
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AN = 

| 0 > j ( l + d^)X- Ф 2 ( 1 - 6 ^ ) 1 ф 3 ( J _ d2JV)I ф 4 ( 1 + d2N) 

Ф , ( 1 - d2W)l ф 2 ( J + d2N)\ ф 3 ( ! + d2W) I ф 4 ( 1 _ d2N) 

-2 Фх (1 - d ™ ) ^ Ф 2 (1 + d 2 J V ) ^ Ф з (1 +d2N)1- Ф 4 ( 1 - d 2 J V ) 

^ Ф , ( 1 + d™^ Ф 2 ( 1 - ^ Фз ( 1 - ^ Ф 4 ( 1 + ^ 2 W ) 

(2.3.10) 

Пусть jt?i (0) обозначает вероятность того, что в начале по­
иска вектор W находится в состоянии i; piN — вероят­
ность того, что на JV-M шаге поиска вектор W находится 
в состоянии i, и. Pi — вероятность того, что в пределе при 
JV-VOO вектор W будет принимать значение Wj. Тогда по 
матрице (2.3.10) имеем: 

р , ( № ) = 1 . ф 1 + 1 . ф 1 ^ ( р 1 ( 0 ) + р 4 ( 0 ) ) _ 

- у Ф , ^ ( р 2 < 0 > + р 3 < 0 > ) ; 

р2(Ю= 1 ф 2 - | ф ^ ( Р 1 1 0 ) + р 4 ( 0 ) ) + 

+ 1 ф 2 ^ ( р 2 ( 0 ) + / , 3 ( 0 ) ) ; 

(2.3.11) 
Рз<Ю = — Ф з - — ф 3 ^ . ( р 1 ( 0 ) + р 4 ( 0 , ) + 

+ у < М ш ( Р 2 ( 0 ) + Р з ( 0 > ) ; 

р,(Ю = i . ф 4 + 1 ф 4 ^ ( р , ( 0 ) + р 4 ( 0 ) ) -

- у Ф 4 ^ ( р 2 ( 0 ) + р 3

( 0 ) ) • 
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0->оо 4 

Рассмотрим случай, когда выполняется условие 
0 < d < l . Тогда из (2.3.11) при предельном переходе 
N-+oo получаем 

Р г = у Ф г (2.3.12) 

( t = l , . . . , 4 ) . 
В этом случае цепь Маркова является эргодической, т .е . 
предельное распределение вектора W не зависит от его 
начального распределения. Оно зависит от величины по­
мехи а. Из выражения (2.3.12), учитывая (2.3.7), нахо­
дим 

im pi = — при £ = 1 , . . . , 4; 
j (2.3.13) 

—• при i = 1, 2; 
lim pi= I 2 
C-»-0 I n о л 

О при 1 = 3, 4. 
Из формул (2.3.13) видно, что при о->-оо вектор W 

равномерно распределяется по всем состояниям i (i = 
= 1, . . . ,4) , а при а-*-0 вектор W с одинаковой вероят­
ностью 1/2 принимает состояния 1 и 2 и с вероятностью 
О -— состояния 3 и 4. 

Среднее приращение функции качества Q(X\, х 2 ) на 
N-ы шаге поиска равно 

4 

MN[AQ]= £ PiWM[AQ/V/i], (2.3.14) 

где 
Af[AQ/Wi] = dAQ(*). (2.3.15) 
Подставляя выражения (2.3.11) и (2.3.15) в соотноше­

ние (2.3.14), получаем 

MN[AQ] = - J - d { Ф ) [ 1 + d™ (р,(0) + р4<о) _ 
2у2 х 2а ' 

/ДО(2) \ 

_ р 2 ( 0 ) _ р 3 ( 0 ) ) ] ( а 1 + а 2 ) + ф ^ _ b L _ 

- ^ (р, (0) + рА(0) _ р 2 ( 0 ) _ р з ( 0 ) ) ] ( а 1 _ а г ) | , 

(2.3.16) 

13* ( 
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где cci и а2 являются направляющими косинусами гради­
ентного вектора, причем a,i2 + а2

2=1. 
В предельном случае, когда N-voo, из (2.3.16) полу­

чаем 

M[AQ]=limAijv[AQ]= — l —d\ Ф (£9!! ) (ai + a2) 
w^oo 2У2 "- v 2а 1 + 

+ Ф ( ^ ) ( а 1 _ а 2 ) ] . 
Отсюда имеем: 

1 
l im M[AQ]= —= dau 

lim M[AQ] = 0. 

(2.3.17) 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

На рис. 2.3.1 представлено поведение среднего прираще­
ния функции качества в зависимости от уровня помехи о 
для случаев, когда направление градиента совпадает с 
осью Х\ (tzi = l ; а 2 = 0) и когда направление градиента 
совпадает с биссектрисой ДХ(1> (ai = о.2 = 1/У2). Очевидно, 
что при малых помехах (ст^1) система лучше оптими­
зируется тогда, когда направление градиента совпадает 
с осью х\, хуже, — когда направление градиента совпа­
дает с биссектрисой ДХ<!>. Для помех <т>1,5 среднее уве­
личение функции качества практически не зависит от на­
правления градиента оптимизируемой системы. 

WMIAO) 

Р и с . 2.3.1. Характеристика изменения среднего при­
ращения функции качества на одном шаге поиска для 
я = 2 и 65=2<i при N-+°° в зависимости от уровня 
помехи о. 
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Далее рассмотрим частный случай, когда d=\. Под­
ставляя в матрицах (2.3.9) и (3.3.10) d=\, получаем 

А*=А = 

Ф, 0 0 Ф 4 

0 Ф 2 Ф 3 0 
0 Ф 2 Ф 3 0 

Ф, 0 0 Ф 4 

(2.3.20) 

В этом случае вероятности пере­
хода вектора W из одного состоя­
ния в другое не зависят от номера 
шага N. Эти переходы показаны на 
рис. 2.3.2. Видно, что состояния 
цепи Маркова образуют два зам­
кнутых множества [50]. В одно мно­
жество входят состояния 1 и 4, во 
второе — состояния 2 и 3. 

Подставляя в формулу (2.3.11) 
d=l, получаем: 

р 1 ОУ) = ф 1 ( р 1 ( 0 ) + р 4 ( 0 ) ) 

p2W = <S>2(p2M+Pal0)) 
р 3 ( Ю = ф 3 ( р 2 ( 0 ) + Р з ( 0 ) ) 

р 4

( Ю = Ф 4 ( Р 1 ( 0 ) + Р 4 ( 0 ) ) . 

Рис. 2.3.2. Граф пе­
реходов вектора W 
при d = 1. 

(2.3.21) 

Следовательно, распределение вектора W по состоя­
ниям i также не зависит от номера шага поиска N. Это 
распределение зависит лишь от начальных вероятностей 
Pi ' 

В пределе при N-*-oo из (2.3.21) получаем: 

*- { ^ ( P l ( 0 ) + P 4 ( 0 ) ) 

( Р 2 ( 0 ) + / ? 3 ( 0 ) ) 

( t = 1, 4); 
{1 = 2, 3). 

(2.3.22) 

Подставляя в выражение (2.3.16) d=\, имеем 

2о 
Af[AQ] = M w [ A Q ] = - 4 f Ф ( ^ ^ ) ( P i ( 0 ) + P 4 ( 0 > ) ( a 1 + 

у 2 ' п 

+ а 2 ) + Ф ( ~ ^ ) ( Р 2 т + Р ъ т ) ( a i - a 2 ) ] . (2.3.23) 
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Из этой формулы находим: 

lim M[AQ] = ~ a. + ~ (Plm + р 4

( 0 ) - р 2

< 0 ) -Рз< 0 ) ) « 2 ; 
ст->о У2 У2 

(2.3.24) 

limAf[AQ] = 0. (2.3.25) 
СГ-юо 

2. Многомерный случай (п>2; 8^2d). Пусть направ­
ляющие косинусы градиентного вектора oti (i=l,...,п) 
удовлетворяют условию 

« i > « * > - > « » > 0 ; (2.3.26) 
a i > a 2 + ••• + a n-

Тогда при нумерации состояний вектора W (2.2.52) 
предыдущего параграфа имеем: 

AQ ( 1 ) , A Q ( 2 ) , . . . > A Q < 2 " - I ) > 0 ; g ^ 

A Q ( 2 " - 1 + i ) ; . . . ; A Q < 2 " ) < o . 

Проделав те же самые выкладки, что и для п = 2, по­
лучаем предельное распределение вектора W по состоя­
ниям: 

Р<= ^ = Т ф * ( 2 3 - 2 8 > 

(t = l , . . . , 2 » ) . 

Среднее приращение функции качества Q ( х ь . . . , хп) на 
один шаг поиска в предельном случае N-+oo равно 

2 " i 

M[AQ] = d • 2 ' - " ФгД<2<1> = d • 2 1 - " 
z=i 

х{[Ф(̂ 1) + ...+Ф{^1)]в|+ 

+ [ ф ( ^ ) + . . . + ф ( ^ _ ) 
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СС2+ •" 

- Ф 
/ AQ ( 4 ) \ . / AQ<2" ') \ 1 

+ 

AQ (2 п - 1 

) ] • " } Ф 
2а 

(2.3.29) 

В предельном случае из этой формулы следует: 

§ 2.4. СВОЙСТВА ПОКООРДИНАТНОГО 
САМООБУЧЕНИЯ С МАЛОЙ 
ИНТЕНСИВНОСТЬЮ 
ПРИ СТАТИСТИЧЕСКОЙ 
ОПТИМИЗАЦИИ С ПОМЕХАМИ 

В предыдущем параграфе был рассмотрен 
случай покоординатного самообучения, когда вектор па­
мяти W может принимать одно из 2 П = 4 возможных зна­
чений, т. е. когда количество состояний автомата совпа­
дает с количеством его выходов (т = 2п). В этом пара­
графе рассмотрим случай, когда т= (2k+l)n, т. е. когда 
т>2п. Пусть функция Q(X) обладает теми же свойст­
вами, которые были заданы формулами (2.3.1) — (2.3.8). 
Тогда работа алгоритма как вероятностного автомата, 
функционирующего в случайной среде, описывается 

lim M[AQ] = — - ссь (2.3.30) 

l imM[AQ] = 0. (2.3.31) 
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л = 

Ри Р\2 0 О 0 ••• О 
Р21 О Р2г О О - О 

О Р32 О Р 3 4 О - О 

О 
О 
О 

О 
О 
О 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

О ••• Р2ft—i,2ft-: 
О ••• О 
О ••• О 

цепью Маркова с блочной матрицей переходных вероят­
ностей [51], т. е. матрицей (2АЛ). 

В этой матрице нулями обозначены блоки, элементы 
которых равны нулю, а Рц — матрицы типа Якоби 
(2k+\)-го порядка, определяемые формулами (2Л.73) и 
(2.1.74) (например, матрица (2.4.2), где рц — вероят­
ность перехода вектора W из состояния i в состояние / ) . 

Рп = 

рп Pi2 0 0 0 ••• О О О О 
P2i 0 р 2 3 о о ••• О О О о 
О рз2 0 p3i о ••• О о о о 

О 0 0 0 0 ••• p2k-l,2k-2 0 P2k-\,2k О 
0 0 0 0 0 ••• 0 p2h,2h-\ 0 p2ft,2ft+i 
О 0 0 0 0 ••• 0 0 p2k+\,2k p2h+i,2h+i 

(2.4.2) 

Элементы ptj ( / = 1 , . . . , (2k +1)2; / = 1 , . . . , 4 ) определя­
ются формулой (2.1.59) при учете формул (2.3.6) и 
(2.3.7), т. е. 

Ри= (Яа + Яи5-з)®ь 

где 

<7« = 
i=i 

1 + ауг<*) sign Axilft). 

(2.4.3) 

(2.4.4) 
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0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 

О P2k-U2k О 
^2ft,2ft-l 0 P2h,2h+\ 

О P2k+l,2k P2h+\,2h+\ 

(2.4.1) 

Элемент получен из формулы (2.1.41) с использова­
нием конкретного вида функции F(qi, wi), заданной фор­
мулой (2.2.1). Нумерация состояний и переходы вектора 
W из одного состояния в другое для этой цепи Маркова 
показаны на рис. 2.4.1. Учитывая матрицу (2.4.1), полу­
чаем систему векторных уравнений для нахождения 
предельных вероятностей pi (i— 1 , . . . , (k+1)2): 
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P I = P ' H P , + / " 2 1 P 2 ; 

Р 2 = / 5 / 1 2 Р 1 + Р /

3 2Рз; 

+ P 'fc+2,M-iPft+2; (2.4.5) 

P2ft = P'ih-1,2ft P2h-l + P'2ft+1,2ft P2ft+I! 

P2ft+1 = P'lh,1h+\P2fe + P'2h+l ,2ft+l P2fe+1. 

где P'ij — транспонированная матрица Р ц (i,/=1,..., 
2k+l); 

Pi — (2k +1)-мерные векторы предельных вероят­
ностей; 

Pi= (p(2h+l)i-2h, P(2h+l)i) (i= 1, • • • , 2k +1). 

Решая систему векторных уравнений (2.4.5), получаем 
уравнение для определения координат вектора Pfc+i [52]: 

P k + l = {Р W l (/ - P'k-l,k {I Р'П (/ - P \ 1 ) - '/"21 • • • 

• • • />' f t,ft-l) - 'P ' f t + 1 > f t) + P'ft+2,ft+l (/ - P'h+\,h (/--

Pr

2h+l,2k (I — P'2fe+1,2h+l ) ~ 1РГ2к,2к+\-" • 

• • . /> ' f t > h + 1 ) - 1 / , ,

h + i . f t+2)} Pft+i. (2.4.6) 

Векторы P t (i= 1 , . . . , k, k + 2,..., 2k+1) определяются из 
следующих рекуррентных выражений: 

P f t = ( / - P W ( / / " . „ ( / - Я ' , , ) - ' / " * , -

.-/>' f t,ft-i)- I/ , 'ft+i,ft)Pft+i; 

Р 2 = ( / - / , / 1 2 ( / - Я ' „ ) - ' Р ' 2 1 ) Р / з 2 Р з ; 
Pl=(I-P'n)-'P'2^2\ 

P h + 2 = ( I - P ' h + 3 , h + 2 ( I Р ' 2 Н , д ( / - • • • (2.4.7) 

Pr2k+\,2ft+l) Р'2к,2к+\• • • Р'к+Ъ,к+ь) ~ХР'к+2,к+ъ) - 1 X 

XP'ft+l,fc+2Pft+b 

P2ft — P'2h+\,2k (J — P'2k+\,2k+\) ~XP'2k,2h+\) ~1 X 

X P ' 2fc-l,2ftP2fc-b 

P2ft+1 = {I — РГ2к+\,2к+\) ~XP'2h,2h+\P2k-
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Рис. 2.4.2. Граф переходов вектора W при 
6=d. 

Далее более подробно рассмотрим с л у ч а й , к о г д а 
6 = d. В этом случае вектор памяти W может находиться 
в одном из девяти состояний. Нумерация состояний и пе­
реходов для этого случая показаны на рис. 2.4.2. Для оп­
ределения предельного распределения вектора W по со­
стояниям i = l , . . . , 9 из формул (2.4.6) и (2.4.7) получаем 
следующие выражения: 

Р 2 = [ Р ' 1 2 ( /_/> ' , , ) - Ф ' 2 1 + Р ' 3 2 ( 7 - Я ' з з ) - ' ^ Р г ; 

Р 1 = ( / - Я ' „ ) - Ф ' 2 1 Р 2 ; 

Р з = ( / - ^ / з з ) - 1 / 5 / 2 з Р 2 , 

(2.4.8) 

где 

Р'и = 

Р'. 21: 

Л 2 Ф 2 

о 

ВФХ 

ВФ2 

о 

BOi о 
О Л 2Ф1 

ВФ2 АХФ2 

Ф, О 
О ВФХ 

ф 2 ВФ2 

Р' 12-

Л 2 Ф 3 В Ф 3 

Л , Ф 4 О 
О 

О 
АХФ3 

Bфi Л 2 Ф 4 

Р'чъ— 
ВФЪ ф 3 О 
£ Ф 4 0 Вф3 

О Ф 4 ВФ4 

(2.4.9) 
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P'z2 = 

А 2 Ф, ВФ[ о 
А{Ф2 О АУФ{ 

О ВФ2 А2Ф2 

Л 1 Ф 3 Б Ф 3 О 
Л 2 Ф 4 О Л 2 Ф 3 

О В Ф 4 А ,Ф 4 

Pi 
Р2 

Pi 

Pi 
Ps 
Ре 

Р7 
Р8 
Рэ 

(2.4Л0) 

А1=у ( 1 + ^ 2 ) ; A 2 = - I ( l - d * ) ; B = - i ; 

( t = l , 2 , 3 , 4 ) ; 

(2.4Л1) 

Ф! + Ф 4 = 1 ; Ф 2 + Ф 3 = 1 ; Л! + Л 2 = 1 ; 

ф ^ j — интеграл вероятности, 

/ — единичная матрица. 

Для краткости введем обозначения 

HI=(I-P'II)-'P'2U Я 2 = ( / - Р ' з з ) - ' ^ 2 з ; (2.4.12) 

P'L2HL + P'32H2=UL + U2=U. (2.4.13) 

Из первого уравнения системы (2.4.8) следует, что 

«21 (1 — «ЗЗ) + «13«32 
Pi-- ( l - « u ) ( 1 - " з з ) -«13«31 

P5 = FlP5\ 
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»зг(1 — "и ) + » 3 i " i 2 

( 1-Мц) ( 1 - "Зз ) ~ " 1 3 " 3 1 

(2.4.14) 

где Uij (/ ,/ = 1,2,3) определяются формулой (2.4.13). 
Вычислим элементы матриц Hi 0 = 1, 2). После обра­

щения матрицы 1 — Р'ц получаем матрицу 

( / - Р ' п ) - ' = 

1 

~ #7 

1-А1Ф2-ВА2Ф1Ф2 5 Ф 1 ( 1 - Л 1 ф 2 ) 
Л 2 Ф 2 ( 1 - Л ! Ф 2 ) ( 1 - Л , Ф , ) ( 1 - Л ! Ф 2 ) 

5 Ф 2 ( 1 - Л 1 Ф 1 ) 5 Л 2 Ф 2

2 

5 Л 2 Ф 1 2 

A^iil-A^i) 
1-Л1Ф1-БЛ2Ф1Ф2 

(2.4.15) 

где 
Z>!= ( I—Л,Ф0 ( 1 - Л ! Ф 2 ) -ВА2Ф1Ф2[2-А1(Ф1 + Ф2)]. 

(2.4.16) 

В соответствии с формулами (2.4.12) имеем матрицу 

5 Ф 1 [ 1 - В Ф 2 ( с г 2 + Л 1 Ф 2 + л 2 Ф 1 ) ] 
В{\-Ахф2) ( 1 - ^ Ф , ) Ф 2 

В 2 Ф 2

2 ( 1 - ^ ) Ф ! 

( 1 - Л ^ ^ Ф ! 5 ^ ( 1 - й Р ф 2 ) 
Л 2 Ф 1 Ф 2 [ 2 - Л , ( Ф 1 + Ф 2 ) ] 6 ( 1 - Л 2 Ф , ) ( 1 - с гФ 2 )Ф , 

( 1 - Л 1 Ф 1 ) Ф 2 ВФ2[\-ВФ{(№+АХФХ+А2Ф2)} 

(2.4.17) 

(1 — Р'зз), D3 и Н2 находим, подставляя в формулы 
(2.4.15), (2.4.16) и (2.4.17) Ф 3 и Ф 4 вместо Ф! и Ф 2 . Из 
выражений (2.4.8) при помощи матрицы (2.4Л7) и ра­
венств (2.4.14) получаем: 
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pi = (J>i{(l-A102) [ 4 ( 1 + 4 Ф 2 ) ^ + 1 ] _ 

- 4 - ^a<Di<Daf 1 + Ф1 (1 - &Ф2) F2 } ; 
4 4 ' L>\ 

р2= { л 2 Ф 1 ф 2 [ 2 - Л ] ( ф 1 + ф 2 ) ] + ^ - [ Ф 2 ( 1 - Л 1 ф 2 ) X 

Х ( 1 - с г 2 ф 1 ) Л + Ф 1 ( 1 - ^ 1 Ф 1 ) ( 1 - ^ Ф 2 ) / 7

2 ] } ^ ; 

Рз = Ф 2 { ~<S>2(l-d2<I>l)F1+{l-Al<Z>l)[-^( 1 + 

+-^Oi)f2+i ] - 4 л 2 Ф 1 Ф 2 ^ 2 } ^ - ; 

1 (2.4Л8) 

р 7 = ф 3 { ( 1 - Л . Ф 4 ) [ 4 ( 1 + 4 Ф 4 ) Л + 1 ] -

- - 1 Л 2 Ф 3 Ф 4 ^ + i - ф а (1 - # ф 2 ) F2 } -EL.; 
4 4 J D 3 

p 8 = { Л 2 Ф 3 Ф 4 [2 - Л, ( ф 3 + Ф 4 ) ] + у [Ф 4 (1 ,Ф 4 ) X 

Х ( 1 - ^ 2 Ф з ) / 7

1 + Ф з ( 1 - ^ 1 Ф з ) ( 1 - ^ Ф 4 ) ^ 2 ] } - ^ ; 

р 9 = Ф 4 { ^ - Ф 4 ( 1 - ^ Ф з ) / 7

1 + ( 1 - ^ 1 Ф з ) [ у ( 1 + 

+ у Ф з ) ^ 2 + 1 ] - у Л 2 Ф з Ф 4 ^ 2 } - ^ - , 

где Z)3 можно определить из формулы (2.4Л6), если за­
менить Ф1 и Ф 2 на Ф 3 и Ф 4 . Нормируя (t = 1, - - -, 9), 
находим 

р 5 = { [ ^ [ 4 - Ф * ( 1 - А 1 Ф * + 1 ) ( 1 + 4 ф г + 1 ) + 

t-1,3 
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+ у Ф ж (1 - d*<bi) ( 1 - у &Фг+1 ) -

- 1 Л а Ф , * Ф ж ф ж (1 _ 

-A&i) ( 1 + у Фг) + у Ф г ( 1 - ^ Ф т ) ( ! _ 

-1-ФФг) - ~A2<$№i+l]Di+l]F2 + 

+ ^ [ ^ ^ ^ ^ ( ^ Л ^ г Ф г Ф г + О Х 
1=1,3 

Х(Фг + Фг+1)]+1 } 1 . (2.4Л9) 

Из (2.4Л 3) следует: 

« п ( 1 ) = у Фз { ( l - 4 j < D 2 ) [ л а Ф ] + у Ф 2 + у Ф х Ф а И а -

" з з ( 1 ) = у Ф 4 { ( 1 - Л ! Ф , ) [ л 2 ф 2 + - 1 ф , + 

+ ~ Ф 1 Ф 2 ( Л 2 - ^ ) ] - 1 л 2 2 ф 1 ф 2 2 } - ^ - ; 

ы 1 2 ( 1 ) = ф 1 ф 3 Л 2 [ 1 + ф 2 ( л 2 - Л 1 - ^ 1 ^ 1 ) ] 

Ы з 2 ( 1 ) = ф 2 ф 4 Л 2 [ 1 + ф , ( Л 2 - Л , - ^ i ± ^ i _ ) ] J . 

(2.4.20) 

ы1а<1) = 1 ф 1 Ф з ( 1 - ^ ф 1 ) ( 1 _ ^ 2 ф 2 ) ' ; 

4 и{ 

и 3 1 (П= - 1 ф 2 ф 4 ( 1 _ й 2 ф 1 ) ( ! _ ^ 2 ) * . 
4 £>! 
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uHl2) 0> / = 1, 2, 3) получается при замене Ф ь Ф 2 , Фз, Ф 4 

на Фз, Ф 4 , Фь Ф 2 соответственно. Подставляя иц = 
= « i j ( 1 , + « t j ( 2 ) (i, / = 1, 2, 3) в выражение (2.4.14), полу­

чаем выражения для Л и /•'г- По найденным формулам 
(2.4.14), (2.4.18) и (2.4.19) с учетом (2.4.20) определяем 
предельное распределение вектора W по состояниям 
на плоскости обучения в зависимости от величины 
помехи а и от параметра «ограниченности» обучения d. 

Рассмотрим некоторые частные случаи. 
1. Пусть о-ИЗ. Тогда, используя формулы (2.4.11), по­

лучаем: 

Игл Ф1 = П т Ф 2 = 1 ; П т Ф 3 = Н т Ф 4 = 0; 
О"-»0 о->-0 о-Ю сг-Ю 

Н т £>! = (); Н т £ > з = 1 ; (2.4.21) 
о-<-0 а-»0 

,. Р5 1 
О_о D, (\+A2)A2(F1 + F2 + 2) 

Подставляя выражение (2.4.21) в формулы (2.4.18) и 
(2.4.19), имеем: 

(2.4.22) 

2. Пусть О-УОО. Тогда, используя формулы (2.4.11), 
находим 

HmOi = Iim Ф 2 = Н т Ф 3 = П т Ф 4 = 4 - ; 
л1-»- оо п-+оо гг-> со гт—>- со £ 

9 4 
Н т ^ = Н т ^ 2 = - ^ . ; (2.4.23) 

Д 1 

И Р5_ J 8А, 
Л » £>, I (5 + 7А2)(2 + Ао)(]+А2) ' 
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Подставив выражение (2.4.23) в формулы (2.4.14), 
(2.4.18) и (2.4.19), получаем: 

1 А г (2.4.24) 
5 + 7Л 2 

3. Пусть Тогда 

П т Л , = 1; Н т Л 2 = 0; lim F, = lim / 7

2 = 0; 
d-м d - i d-i d-i (2 4 25) 
НгаД 1 = ф 3 Ф 4 ; Н т £ > 2 = Ф 1 Ф 2 . 
d->-l d-*l 

Подставляя это выражение в формулы (2.4.14), (2.4.18) 
и (2.4.19), получаем: 

Ф 1 Ф 2 Фз Ф4 
P ^ P s i P'-^P* Рг=— Р5; Р ^ Р ч 

[ Ф, Фо Фз Ф 4 I " 1 

Ф 4 Ф 3 Ф 2 Ф! i 
Р2 = Р4 = Р6 = Р8 = 0-

И з равенств (2.4.26) следует, что состояния цепи 2, 4, 6 
и 8 образуют множество невозвратных состояний, а 
1, 3, 5, 7, 9 — множество возвратных состояний. 

Среднее приращение функции качества М[Д<2] равно 
9 

M[AQ]= У[ PiM[AQ/Wi]= [pi-pg+^-iPs-Ps + P*-

-p6))dAQM + [p3-p7+±-(p2-ps-P4+Pe) ]dAQW, 

(2.4.27) 

где Pi ( i = l , . . . , 9 ) определяются формулами (2.4.18) и 
(2.4.19). 

11 — 2?:1 



ГЛАВА II 
210 

Из выражения (2.4.27) с учетом равенств (2.4.22) и 
(2.4.24) следует: 

Urn M[AQ]=-L-dan; limAf[AQ] = 0. (2.4.28) 
С-<-0 У 2 0->-<» 

Для d—l из выражения (2.4.27), учитывая равенства 
(2.4.26), получаем 

Ф | - Ф 4 / Ф | 2 + Ф 4 2 Ф22 + Ф ч 2 \ _ 1 

M[AQ]= < т

 4 1 + ' / 7 4 + *\Z ) AQ ( 1 ) + 
Ф 1 Ф 4 Х Ф 1 Ф 4 Ф 2 Ф 3 > 

) ' AQ(2) | Ф 2 - Ф 3 / { | Ф1 2 + Ф 4

2 , Ф 2

2 + Ф 3

2 

Ф 2 Ф 3 \ Ф ^ 4 ' Ф 2 Ф 3 

(2.4.29) 

Для случая, когда ai = l ; a 2 = 0 (вектор градиента 
функции качества совпадает с осью xi), Ф1 = Ф 2 ; Ф 3 = Ф 4 ; 

AQ< I '=AQ< 2) = l/y2. Из (2.4.29) следует: 

- Ф | - Ф 4 / Ф , 2 + Ф 4

2 \ ~ 1 

M[AQ]=n ' ^ [1+2 V / 4 ) . (2.4.30) 
Ф[Ф 4 ^ Ф[Ф 4 ' v ; 

Если же ai = a2=l /y2 (вектор градиента функции каче­
ства совпадает с биссектрисой первого квадранта) , то 

Ф 2 = Ф з = 1 ; AQ(D = 1; AQ<2> = 0. (2.4.31) 

Из (2.4.29) получаем 

Ф 1 - Ф 4 / Ф, 2 + Ф 4

2 \ - ' 
M[AQ]= ' „ 4 3 + ' 4 ) . (2.4.32) 

Ф1Ф4 х Ф1Ф 4 ' 

Можно показать, что если ai соответствует условию 
l / y 2 ^ a i ^ l , то M[AQ] удовлетворяет неравенству 

Ф , - Ф 4 / Ф , 2 + Ф 4

2 \ - 1 
' 13+ ' ^ 4 ) s£M[AQ]sS 

Ф 1 Ф 4 Х Ф 1 Ф 4 ' 

Т Ф 1 - Ф 4 / Ф1 2 + Ф 4

2 \~ х 

^ У 2 ' ( l + ) • (2-4-33) ф , ф 4 \ ф , ф 4 / v ' 
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12М(Ш) 

1 

0,75-

0,50 -

0,25 -
6 

О 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 

Рис. 2.4.3.. Сравнительная характеристика 
изменения среднего приращения функции 
качества за один шаг поиска в зависимости 
от помехи а при обучении для случаев b = d 
и 6=s2rf ( d = l ) . 

На рис. 2.4.3 сравнивается изменение У2.М[Д(2],_вычис-
ленное по формуле (2.4.30), с изменением y2M[AQ], 
вычисленным для ai = l ; аг = 0 при d=l, в случае, когда 
6^2d. Видно, что для случая 8 = d среднее приращение 
функции качества на один шаг поиска примерно на 1/3 
больше, чем для случая 8^2d. Это показывает, что в об­
становке помех для оптимизации системы целесообразно 
применять самообучение с меньшей интенсивностью. 
Этот вывод согласуется с экспериментально полученным 
результатом, приведенным в работе [6]: уменьшение ско­
рости обучения улучшает свойства поиска. 

§ 2.5. С В О Й С Т В А П О К О О Р Д И Н А Т Н О Г О 
С А М О О Б У Ч Е Н И Я 
С Д Е Т Е Р М И Н И Р О В А Н Н О Й 
П Е Р Е Х О Д Н О Й Ф У Н К Ц И Е Й , 
Н Е З А В И С Я Щ Е Й О Т В Ы Х О Д А 
А В Т О М А Т А 

Такое самообучение задается формулой 
(2.1.76) параграфа 2.1 и представляет собой автомат 
с детерминированными переходами и случайными выхо­
дами. 

14* 
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1. Случай m = 2 n = 4 (b^2d). Матрицы переходов для 
этого случая задаются формулами (2.1.84). Полное 
функционирование автомата в случайной среде описыва­
ется цепью Маркова с матрицей переходных вероятнос­
тей (2.1.25). Элементы матрицы штрафов (2.1.26) опре­
деляются по формуле (2.1.27). По матрице (2.1.25) на­
ходим 

А = 

l - s* 1 ) 0 0 sw 
О 1 -S< 2 > S<2> О 

О . s<3> l-s<3> О 
s<4> 0 0 l-s< 4> 

(2.5.1) 

Множество состояний и переходы 
из одного состояния в другое для 
этой цепи показаны на рис. 2.5.1. 
Видно, что состояния 1 и 4 образуют 
одно замкнутое множество, а состо­
яния 2 и 3 — второе замкнутое мно­
жество. Исходя из матрицы (2.5.1) 
имеем систему уравнений для опре­
деления предельных вероятностей 

Рис. 2.5.1. Перехо­
ды вектора W для 
случая т — А; п — 2. 

S ( 1 ) P i = p 4 S < 4 > ; 

SWp2 = sWp3. 
(2.5.2) 

Поскольку состояния цепи Мар­
кова распадаются на два замкнутых класса, то можно 
рассматривать две цепи Маркова, отдельно для каждого 
замкнутого множества состояний. Из системы уравнений 
(2.5.2), используя начальные вероятности состояний 
P i ( 0 ) , Р 2 ( 0 ) , Рз ( 0 ) , Р 4

( 0 ) и учитывая условия нормировки 

Pi + p 4 = l ; р 2 + Р з = 1 , 

находим предельные вероятности 
р, = S (4) ( р , (0) + р4(0)) ; p2 = s(3) (р2(0) + р з(0)) . 

p 3 = s ( 3 ) ( p 2 ( 0 ) + p 3 ( 0 ) ) ; P i = sw{piW+Pi(0)). 

(2.5.3) 

(2.5.4) 

Теперь по формуле (2.1.27) определим вероятности 
штрафов s ( i ) (i— 1 , . . . , 4). Вероятности цц (/, t' = 
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= 1, . . . ,4) , содержащиеся в этой формуле, даны в таб­
лице 2.2.1. Вероятности штрафов Sj действий АХ<^ опре­
деляются по формуле (2.2.11): 

(2.5.5) 

Следовательно, для вероятностей штрафов s^' (t' = 
= 1,2,3,4) имеем: 

sW=±[l+d(Sl-s2)]; s ( 2 ) = l [ l + d ( S 2 - S 3 ) ] ; 
(2.5.6) 

s t 3 ) = - i [ l - d ( s 2 - s 3 ) ] ; s » ) = ^ - [ l - d ( s 1 - s 4 ) ] . 

Отсюда видно, что 

S ( i ) + S(4) = i ; S (2) + S (3) = i . (2.5.7) 

Среднее приращение функции качества Q(X) определя­
ется по формуле 

т 

M[AQ]= ^ pfM[AQ/W<*>]. (2.5.8) 

Если функция Q(X) линейная, то в формуле (2.5.8) 
4 

Af[AQ/W<*>]= ^ qijAQU) = d&QW, 
3=1 

где AQW — приращение функции Q(X) (на одном шаге) 
по направлению АХ ( г ) . Следовательно, среднее прираще­
ние функции качества 

M[AQ] = d[(sW-s^) (р,(°) + /74(0)) (а! + сс2) + (s<3>-s<2)) х 

X (Р2<°) + Рз ( 0 ) ) ( с с 1 - а 2 ) ] = б ? 2 [ Ф ( ^ 2 ? ) ^ ' ( ° ) + 
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+ р4<°>) (а , + а 2 ) + Ф ( ^ ~ ) ( Р 2 ( 0 ) + Р з ( 0 > ) X 

X ( с ц - а 2 ) ] • (2.5.9) 

Рассмотрим случай, когда а-*-0, т. е. когда отсутствует 
помеха. Тогда Si->0, s 2-»-0, s 3 - > l , s 4 - ^ l . Следовательно, 

S ( l ) _ ^ l ( l _ d ) ; S ( 2 ) ^ i . ( 1 _ d ) ; 

(2.5.10) 

Из формулы (2.5.9) имеем 

УИ[А Q] = d2[ai + (Pi ( 0 ) + p 4

( 0 ) - p 2

( 0 ) - Рз ( 0 ) ) a 2 ]. (2.5.11) 

2. Случай m = 4 2 = 16 (6 = 2c?/3). В этом случае по 
матрице (2.1.25) находим матрицу (2.5.12). 

А = 

1 _S<1) 0 0 0 0 0 0 0 
1 _ S(2) 0 0 0 0 0 S(2) 0 0 

0 0 0 1-S(3) 0 s<3> 0 0 0 
0 0 0 1 _ S ( 4 ) 0 0 s<4> 0 0 

1 -s<5> 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 _ s (6) 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 l - s < 7 > 0 0 0 0 0 
0 0 0 1_S(8) 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 S<9> 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 S(10) 0 0 
0 0 0 0 0 s<u> 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 s<12> 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
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в 9 
• 1гР 

ПС 

\ б / / I 

hz 
/ к 
\ 

9 * 

'6 12 8 

Рис. 2.5.2. Переходы вектора W для 
случая т= 16; п = 2. 

Переходы этой цепи Маркова показаны на рис. 2.5.2. 
Из рисунка видно, что состояния цепи Маркова обра­
зуют два замкнутых множества. В первое множество 

0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

sC5) 0 0 0 0 0 0 
0 S<6> 0 0 0 0 0 

5(7) 0 0 0 0 0 0 
0 s<8> 0 0 0 0 0 
0 0 0 l-s< 9> 0 0 0 
0 0 0 l-s< 1 0> 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 1 - s < n > 

0 0 0 0 0 0 1 -S02) 
S(I3) 0 0 1_S<13) 0 0 0 

0 S(14) 0 1_S04> 0 0 0 
S(15) 0 •0 0 0 0 1 -5(15) 

0 S(15) 0 0 0 0 1 _S(16) 

(2.5.12) 
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входят состояния 1, 6, 11, 16, во второе — состояния 4, 
7, 10, 13. Другие состояния являются невозвратными. 
Предельные вероятности невозвратных состояний равны 
нулю, т. е. 

P2 = P3 = P5 = P& = P9 = Pl2=Pl4 = P\S = 0. (2.5.13) 

Из матрицы (2.5.12) получаем уравнения для нахожде­
ния предельных вероятностей состояний 1, 6, 11, 16, при­
надлежащих первому замкнутому множеству: 

S ( ' )p 1 = =( l - S (6 ) )p 6 ; 

s<6>p6 = 5 < ' » p u ; (2.5.14) 

( l - s < n > ) p „ = s<16>pi6, 

и для состояний 4, 7, 10, 13, принадлежащих второму 
замкнутому множеству: 

S<4 )p 4 =(l - S <7 ) )p 7 ; 

sWP7 = s m P l o ; (2.5.15) 

( l - S U O ) ) p ) 0 = s(13)p ]3. 

Решая систему уравнений (2.5.14), с учетом условий нор­
мировки и начальных вероятностей получаем: 

S(18)s(n) ( 1_s(6)) 
Pi= ^ * V ' . 

5<16)S(11)S(1) 
Рб S ( 1 ) г i , 

(2.5.16) 

P n = S<n Л < ° ) ; 

(1-S(">)5<6>SP> 
P16 S ( 1 ) ^1 , 

где 

S < n = s ( i 6 ) s ( U ) ( s ( i ) + s ( n ) ) + S ( i ) S ( 6 ) ( S ( 6 ) + S(i6))_ (2.5.17) 
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Здесь Pi<°) — начальная вероятность пребывания сис­
темы в первом замкнутом множестве; 

Р,т = P l < o ) + р б ( 0 ) + pu(0)+pi6(0) +p2Q)p3l + р з т р з б + 

+ Psi0)Psi+ Pai0)Pa,U+ Р9(0)Р9,6 + Pl2WPl2,U + 

+ Pl4(0)Pl4,ll+Pl5<°>Pl5,16. (2.5.18) 

Решая систему уравнений (2.5.15), получаем анало­
гичные формулы для предельных вероятностей р^ рт, 
Рю, Pl3-

5 ( . 3 » 5 0 0 ) ( 1 - 5 ( 7 ) ) 
/ 4 S ( 2 ) 2 -

с(13)с(10)с(4) 
Н7 5 ( 2 ) ^2 , 

(2.5.19) 

I h 0 = — s e T ~ 2 * 

( 1 - S (10 ) ) S (7) S (1) 
Pl3 = ^ * V ' , 

где 
5(2)= S(13)S(10)(S(4)+ S(10)) + S ( 4 ) 5 ( 7 ) ( S (13 ) + S(7)), (2.5.20) 

Здесь / V 0 ) — начальная вероятность пребывания сис­
темы во втором замкнутом множестве; 

/>2<о) = р 4 ( 0 ) + рт(0) + р ш (0 ) + р 1 3 ( о ) + р 2 ( 0 ) ; 7 2 7 + р з ( о ) ; 3 з 4 + 

+ P5(0)P5,10 + P8 ( 0 )P8,4 + P9 ( 0 ) P9 ,13 + Pl2(0)Pl2,7 + 

+ Р14(0)Р14ЛЗ + Р15(0)Р15,20. (2.5.21) 

В формулах (2.5.12) — (2.5.21) входящие вероятности 
штрафов si ( / = 1 , . . . , 1 6 ) определяются по формуле 
(2.1.27) с учетом формул (2.1.41) и (2.2.11). 

По формуле 2.1.41 определяем вероятности q^ появле­
ния на выходе АХ^^ при условии, что вектор памяти W 
находится в состоянии W<J'>. Эти вероятности д л я 
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различных состояний приведены в таблице 2.2.1. Опре­
деленные по формуле (2.1.27) вероятности s ( j ) штрафов 
состояний следующие: 

S ( l ) = i . [ l + d ( S l _ S 4 ) ] ; S ( 6 ) = ! _ d ( S l _ S 4 ) ] ; 

s < n ) = у [ 1 - - | d ( s , - s 4 ) ] ; s 0 « = l [ i - d ( s , - s 4 ) ] ; 

(2.5.22) 

S ( 4 ) = _ ^ [ 1 + d ( S 2 _ S 3 ) ] ; S (7 ) = | _ d ( s 2 _ S 3 ) ] ; 

S d 0 ) = 1 [ i - A d ( s 2 - s 3 ) ] ; s«3) = ~ [1 _ d ( s 2 - s 3 ) ] . 

Из этих формул находим равенства 

S ( i ) + S ( 1 6 > = l ; S ( 6 ) + S ( i i ) = i ; 

S ( 4 ) + S ( 1 3 ) = l ; S (7) + S(10) = l . 

Следовательно, 

5<l) = [ s(16) + ( S <6))2] S (1); S<2)=rs(13) + (S<7>)2]s<4); 

c (16) / s ( l l ) )2 S (16) S (11) S (1) 

P l l = 

P4 = 

Pio = 

s ( i 6 ) s ( 6 ) s ( i ) 

50) 

S (13) ( S (10) )2 

S (13) S (7) S (4) 

S<2) 

Л<°>; Pi6= 

P 2(0); p7 = 

P 2

( 0 ) ; P i 3 = 

50) 

(s(6))2sO) 
SO) 

S O 3 ) s ( 1 0 ) s ( 4 ) 

5(2) 

(s<7>)2sO> 
5<2) 

(2.5.23) 

Л ( 0 ) ; (2.5.24) 

P 2(0); 

Среднее приращение функции Q(X) при нахождении 
вектора W в состоянии W<2'' равно 
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M[AQ/W»]= ]?Яц№ 
3=1 

(3): 

dAQW приг"=1; 

— dAQ<» при i = 6; 

— dAQW при i = l l ; 

dAQW при i=16 ; 
dAQw при t = 4; 
2 

— dAQW при г' = 7; 

2 
— c?AQ<2> при г = 10; 
О 
dAQ<2> при t=13, 

(2.5.25) 
где 

A Q ' 1 » = ( a 1 + a 2 ) ; A Q < 2 > = ( a , - a 2 ) ; 

AQ(3) = _ ( a i + a 2 ) ; A Q ( 4 ) = _ ( a i _ a 2 ) . 

Среднее приращение функции Q(X) при учете всех со­
стояний W<*> вектора памяти W равно 

16 

M[AQ] = J^iM[AQ/W<*>)=[ ( P l - p I 6 ) + | - ( p 6 - p n ) ] х 

XdAQ«> + [ (p 4 -Pis) + - | ( / W i o ) 1 ^ A Q ( 2 \ 

(2.5.26) 

где предельные вероятности p{ определены формулами 
(2.5.24). 

Рассмотрим случай, когда отсутствует помеха ( 0 = 0 ) . 
В этом случае s i = s 2 = 0; s3 = s 4 = l . Следовательно, 

s»> = s W ~ ( l - d ) ; S(13) = 5 ( 1 6 ) = - i ( l + d ) ; 
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S (6) = S ( 7 ) = ^ . ( 1 _ 2 d ) ; s(io) = s u i ) = i _ ( l+\d). 

Предельные вероятности равны: 
S(16)(S(11))2 s(16)(<j(ll)\2 

Pe--

(S(16))2S(1) 
Л<°>; P i 3 = - ~ ^ — ^ 2 ( 0 ) ; 

(s<6))2s(o 

S(16)S(1I)S(1) s(i6) s(ii) s<i) 
РАО). p = p (0). 

1 ' r / S(D 2 ' 

s(i6) s(6) s(i) S(i6) s(6) s(i) 
Л<°>; PlO = - ^ ^2 ( 0 ) . 

(2.5.27) 

(2.5.28) 

S<i> S(i) 

где 
S(i) = 5<2) = s(i 6's(i 1)(s( 1) + s(i1)) +s( 6>s(i)(s< 1 6)+s( 6)). 

(2.5.29) 

Подставляя эти вероятности и выражения (2.5.25) в 
формулу (2.5.26) и учитывая формулы (2.5.27), находим 
среднее приращение функции 

M[AQ]=-
25d2 

18 -f- 7fif2 [ а 1 + ( Л ( 0 ) - ^ 2 ( 0 ) ) а 2 ] , (2.5.30) 

где ai , a 2 —1 направляющие косинусы градиентного век­
тора функции Q(X) ; /у°> и Р 2

( 0 ) определяются форму­
лами (2.5.19) и (2.5.21). Из этой формулы имеем 

lim M[AQ] = a i + ( Л ( 0 ) - Л> ( 0 )) « 2 (2.5.31) . 

l im M[AQ] = 0. (2.5.32) 

Аналогичным образом можно исследовать случай, 
когда m>16 (6<2d/3). 
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§ 2.6. С Т А Т И С Т И Ч Е С К И Е С В О Й С Т В А 

К О Л Л Е К Т И В А О П Т И М И З И Р У Ю Щ И Х 

А В Т О М А Т О В И И Х С Р А В Н Е Н И Е 

С О С В О Й С Т В А М И П О К О О Р Д И Н А Т Н О Г О 

С А М О О Б У Ч Е Н И Я 

В настоящем параграфе исследованы ста­
тистические свойства оптимизирующих автоматов с де­
терминированными выходами и проведено их сравнение 
со свойствами алгоритма покоординатного самообучения 
[14, 15]. Структурная схема системы оптимизации изобра­
жена на рис. 2.6.1. Здесь Аи...,Ап — независимые ве­
роятностные автоматы, перерабатывающие значения 
функции Q(X) в значения переменных хи...,хп- Каж­
дая из переменных Xj (/ = 1 , . . . , п) управляется своим ав­
томатом Aj. Входной переменной всех управляющих ав­
томатов является знак приращения функции s ignAQ(X). 
Внутреннее состояние автомата Aj определяет изменение 
переменной согласно соотношениям 

x J ( ^ + D = X j ( i v ) + A X j (iv+i) j (2.6.1) 

где AXJW+1> — выход /-го автомата, равный + 1 или — 1 
в зависимости от того, находится ли /-й автомат на. 

4 

Рис. 2.6.1. Схема системы оптимизации 
коллективом независимых автоматов. 
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(JV+1) -M такте в одном из первых т состояний или в 
одном из последних т состояний. 

Смена состояний вероятностного автомата с линейной 
тактикой с 2т состояниями показана на рис. 2.6.2. 

Систему оптимизирующих вероятностных автоматов 
будем сопоставлять с алгоритмом покоординатного само­
обучения при случайном поиске. Напомним сущность 
этого алгоритма. Пусть в формуле (2.6.1) AXJ^T+U 

равно + 1 с вероятностью pj и —1 с вероятностью 1— pj, 
причем pj определяется по следующей формуле: 

p 3 = Y i l + W ] ) - ( 2 - 6 ' 2 ) 

Здесь Wj — параметр памяти, который в процессе поиска 
меняется от шага к шагу в зависимости от накопленного 
опыта по следующей рекуррентной формуле: 

Wjvr+i) = Wj{iT) + & sign (AQNAXJW), (2.6.3) 

где б — постоянная ( б > 0 ) . 
Чтобы не допустить нежелательного детерминирова­

ния поиска, на изменение Wj накладывается ограничение 

— d, если —d ; 
Wj= Wj, если —d<Wj<d; (2.6.4) 

d, если d^Wj, 

где OsCds^l. 
Нетрудно заметить, что система случайного поиска с 

покоординатным самообучением равносильна вышеизло­
женной схеме оптимизации, если вместо автомата Aj по-

то 

г, 

г " 

Рис. 2.6.2. Графы переходов оптимизирующих автоматов. 
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ставить такие автоматы со случайными выходами, внут­
ренним состоянием которых является параметр Wj, оп­
ределяющий вероятности pf, l—pj выходов автомата. 
Переходные функции этих автоматов зависят от их вы­
ходов. Предположим, что функция Q(X) является ли­
нейной, т. е. 

Q ( X ) = Q ( X 0 ) + ( X , g r a d Q ( X ) ) , (2.6.5) 

где 
grad Q (X) = const. 

Будем рассматривать задачу отыскания максимума 
функции Q(X) . Рассмотрим случай, когда оптимизацию 
производит коллектив автоматов Aj. Предположим, что 
все автоматы Л,- коллектива одинаковы и что их пере­
ходы из одного состояния в другое описываются матри­
цей (2.1.103) при нештрафе (с = 0) и матрицей (2.1.104) 
при штрафе ( с = 1 ) . Далее предположим, что на объект 
оптимизации не воздействует помеха, т. е. а = 0 . Сначала 
анализ проводим для случая о д н о м е р н о г о п р о с т ­
р а н с т в а {X} ( я = 1 ) . Тогда имеем следующие вероят­
ности Si штрафов действий Axt автомата (£=1 , 2): 

si = 0; s 2 = l (2.6.6) 

и получаем следующую матрицу вероятностей штрафов 
(см. формулу (2.1.120)): 

110 . . . О О О . . . 0 

0 . . . 0 0 0 . . . 0 
0 . . . 0 1 0 . . . 0 

0 . . . 0 0 0 . . . 1 

т га 

По формуле (2.1.25) находим матрицу переходных ве­
роятностей цепи Маркова, описывающей "Ьункциониро-
вание автомата, 

m 

(2.6.7) 

т 
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А--

rx r2 О О О 
гх О г2 О О 
О г, О г 2 О 

О 
О 

О О О 
О О О 

О О О О 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

гх 0 г 2 О 
О Г! О г 2 

О 0 rj /-2 

(2.6.8) 

Вектор предельных вероятностей определяется реше­
нием системы линейных уравнений 

Р = Л 'Р , (2.6.9) 

где Д ' — транспонированная матрица Л; 
Р — вектор предельных вероятностей; Р = ( р ь . . . 

•• • , Р2т) • 
Из системы (2.6.9) находим предельные вероятности 

р . = Г12т-гГ2г-\. 
Г \ ~ Г 2 

(2.6.10) 

( /=1,2 , ...,2т). 

Среднее приращение функции Q(xx) на одном шаге 

2т 

M[AQ}= P j - J ? P i = - ^ — r 2» 

i = m+ 1 -r2» 
(2.6.11) 

Для случайного поиска с покоординатным самообуче­
нием переходы параметра памяти ш3- (переходы автомата 

Рис. 2.6.3. Граф переходов параметра хю, 
алгоритма покоординатного самообучения. 

из одного состояния в другое) для случая 6 = d/m пока­
заны на рис. 2.6.3. Эти переходы образуют цепь Маркова 
с матрицей переходных вероятностей 
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А = 

1 0 0 . . 0 0 
1 0 0 . . 0 0 
0 1 0 . . 0 0 

0 0 0 . . 1 0 

(2.6.12) 

Предельные вероятности равны 

Pi = 1; p2 = Ps= • • • = P 2 m = 0 (2.6.13) 

и среднее приращение функции Q(xx) на одном шаге 

M[AQ] = pi- ( 1 - p i ) = 2pl-\=d. (2.6.14) 

Сопоставляя формулы (2.6.11) и (2.6.14), видим, что 
выражению (2.6.11) соответствует параметр d в алго­
ритме случайного поиска с покоординатным самообуче­
нием. 

Формула (2.6.10) дает решение для функций, завися­
щих от одного переменного Q(X) = Q(xx). 

Далее рассмотрим д в у м е р н ы й с л у ч а й , т. е. 
функции, зависящие от двух переменных Q = Q(xx, х2). 
Тогда в процедуре оптимизации участвуют два автомата 
Ах и А2, система которых Л = { Л Ь А2} образует один бо­
лее сложный автомат А. Внутренним состоянием ав­
томата А является вектор W = (до ь 

внутренние состояния автоматов 
А\ и Л2 соответственно, а его вы­
ходом является вектор Д Х = ( Д х ь 

Ах2), где Дх1 и Ах2 — выходы ав­
томатов Л, и Л 2 соответственно. 
Входом автомата Л является 
sign AQ. 

Пусть далее вектор градиента 
функции Q(xu х2) находится 
между биссектрисами первого 
и четвертого квадранта плоскости 
Х ( х ь х2) (рис. 2.6.4) и пусть каж­
дый из автоматов Ах и Л 2 имеет 

Дог), где W\ и w2 — 

два состояния W w2 
(г) 

Рис. 2.6.4. Плоскость не­
зависимых переменных 
оптимизируемой функции 
Q{xu хг). 

15 — 2014 
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i 
Рис. 2.6.5. Граф переходов цепи Маркова, 
описывающей переходы системы автома­
тов Л = { Л Ь Л 2 ) при От1 = т 2 = 1 . 

( г = 1 , 2), т. е. mi = m 2 = l . Тогда автомат А имеет пере­
ходные матрицы А0 и А\ типа (2.1.107) и (2.1.108). По 
формуле (2.1.25) находим, что переходы автомата А об­
разуют однородную цепь Маркова (рис. 2.6.5) со следу­
ющей матрицей переходных вероятностей: 

Г1 2 Г\Г2 
Г\Г2 г2

2 

Г\Г2 г? Г\Г2 

Г\Г2 г, 2 Г\Г2 

Г , 2 Г\Г2 Г\Г2 

(2.6.15) 

Предельные вероятности этой цепи Маркова равны 

1 
Р1 = Р З = - ^ - > Ь 

* (2.6.16) 
1 

p2=Pi=Yr2-
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Среднее приращение функции Q(xu х2) на одном шаге 

M[AQ]=-^(ri-r2)au (2.6.17) 

где ai = cos (x b gradQ) . 

Для алгоритма случайного поиска с покоординатным 
самообучением в § 2.2 было получено: 

M [ A Q ] = ~ d a i . (2.6.18) 

Следовательно, параметр d соответствует разности ве­
роятностей Г\ — Г 2 . 

Когда автомат А\ имеет 2т состояний, а автомат А2 — 
два состояния, тогда по матрице (2.1.25) находим, что 
переходы автомата Л = {Л Ь А2) образуют цепь Маркова 
(рис. 2.6.6) со следующей матрицей переходных вероят­
ностей: 

А = 
т2 т{ 

(2.6.19) 

где блоки Г, и Т2 — матрицы (2.6.20) и (2.6.21) типа 
Якоби. 

15* 



V\~ rxr2 О О О 
г, 2 О г,г 2 О О 
О л, 2 О гхг2 О 

О О О О О 
0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

гI2 0 пг2 0 0 . . . О О О О 
О гуг2 0 г2- 0 . . . О 0 0 0 

О 0 0 0 0 . . . г,г 2 0 г 2

2 О 
О 0 0 0 0 . . . О гхг2 0 г 2

2 

О О О О 0 . . . О 0 г{г2 г 2

2 

т 
(2.6.20) 



Г\Г2 Г2 2 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 

Г\Г2 0 г2

г 0 0 . . 0 0 0 0 - 0 . . 0 0 0 0 

0 Г\Г2 0 г2

2 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . • гхг2 0 г2

2 0 0 . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 /-12 0 Г\Г2 0 . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . г. 2 0 Г\Г2 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 г. 2 0 Г\Г2 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 >-12 Г\Г2 

(2.6.21) 
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Pi — Pi+2rnz (2.6.22) 

Предельные вероятности для этой цепи Маркова 
равны 

l r i 2 m - V - l Г ' ~ Г 2 

2 Г12т_Г22т 

( t = l 2 т ) , 

а среднее приращение функции Q(X) определяется по 
формуле 

Рис. 2.6.7. Граф переходов 
цепи Маркова, описываю­
щий переходы системы ав­
томатов A—{Ah А2] при 
OTi = I; m 2=2m. 

M[AQ]=- 1 rim — r2

m 

У 2 rx

m + r2

n 

(2.6.23) 

Следовательно, 

l im М[Д<2] = 
| 2 

(2.6.24) 

Нетрудно заметить, что в рас­
смотренном случае увеличение 
памяти тх автомата А\ приво­
дит к увеличению среднего 
приращения функции Q(xi,x2). 

Когда автомат А\ имеет два 
состояния, а автомат А2 — 
2т состояний, переходы авто­
мата А — {Аи А2} образуют 
цепь Маркова (рис. 2.6.7) с 
матрицей переходных вероят­
ностей 

Ti(rx) Т2(г2) 
Т2 (г,) Г, (г 2) 

(2.6.25) 

где блоки Ti(r{) и Ti(r2) (i — 
= 1, 2) представляют собой 
матрицы типа Якоби: 



гг2 Г\Г2 
0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 Г\Г2 
0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 г. 2 0 Г\Г2 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . / - . 2 0 Г\Г2 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . 0 Г\Г2 0 г, 2 0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . • • гхг2 0 гх

2 0 
0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 гхг2 0 гх

2 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 гхг2 г{2 

а о 
S 
о 

> 
о о 
СП << л m 
5 
m 
3 

(2.6.26) 



t\r2 ГI2 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
Г\Г2 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 Г\Г2 0 гГ- 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . • гхг2 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . 0 г;1 0 Г\Г2 0 . . . 0 0 0 0 

О О О О О . . . О 0 0 О 0 . . . /-[2 0 гхг2 о 
О О 0 0 0 . . . О 0 0 О 0 . . . О /-,2 0 гхг2 

О О О О О . . . О 0 0 О 0 . . . О 0 r t 2 r , r 2 ! 

т пг 
(2.6.27) 
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Т](г2) можно получить из 7"i(гi) и Т2(г2) — из Т2(г{), 
если в этих матрицах поменять местами гх и г2. 

Предельное распределение вероятностей цепи Мар­
кова следующее: 

~-P2m+\-i— -Г" f 1 
1 (а-Ь)ат~'Ь>-

P2m+i — Pim+l—i — "7Г r2 

2 ат — Ьт 

1 (a-b)am~ibi~1 

(2.6.28) 

2 am — bm 

( i = l , 2 , . . . , m ) , 
где 

a = /-!2 + r 2

2; b = 2r1r2. 

Среднее приращение функции 

M [ A Q ] = - ^ ( п - ^ о , . (2.6.29) 
У2 

Полученная формула совпадает с формулой (2.6.17). 
Следовательно, увеличение памяти автомата Л 2 в рас­
смотренном случае не влияет на среднее приращение 
функции Q(xi,x2) при ее оптимизации. 

Из изложенного в этом параграфе видно, что относи­
тельно среднего приращения функции Q(X) на одном 
шаге поиска оба алгоритма эквивалентны, т. е. для 
обоих можно указать такие значения их параметров, при 
которых средние приращения функции Q(X) совпадают. 

§ 2.7. СТАТИСТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
КОЛЛЕКТИВА ВЕРОЯТНОСТНЫХ 
АВТОМАТОВ ПРИ ОПТИМИЗАЦИИ 
ФУНКЦИИ л ПЕРЕМЕННЫХ 

В предыдущем параграфе были получены 
формулы для определения предельных вероятностей 
цепи Маркова и среднего приращения функции Q(X) , 
если эта функция зависит от одного или двух перемен­
ных. В этом параграфе получим общие формулы для 
случая функции Q(X) п переменных при условии, что 
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каждый автомат коллектива имеет два состояния [16], 
т. е. память автоматов т\—\ ( / = 1 , . . . ,п) . 

За состояние системы, как и раньше, примем элемент 
множества возможных значений вектора W = (wi, w 2 , . . . 
..., wn), которое обозначим через {W}. Общее число воз­
можных значений вектора W конечно и равно 

Пусть pij (i, / e [ W } ) означает вероятность перехода 
вектора W из состояния W ( i ) в состояние WW за один 
шаг. Переход вектора W из одного состояния в другое 
описывается цепью Маркова с матрицей переходных ве­
роятностей (2.1.25), матрицы Л 0 и А\ которой определя­
ются формулами (2.1.107) и (2.1.108). 

Предельные вероятности р и ..., р 2 п этой цепи Маркова 
в общем случае находятся как решение системы алгеб­
раических уравнений (2.1.20). В этом параграфе [16] по­
кажем другой, более простой прием нахождения пре­
дельных вероятностей р \ , . . . , р2п. 

Разобьем множество состояний системы {W} на два 
непересекающихся подмножества {W}+ и { W } - , при­
чем W e { W } + , если AQ>0 при смещении АХ; в про­
тивном случае, т. е. когда AQ<0, W e { W } - . Случай, 
когда AQ = 0, который возможен при совпадении линии 
уровня функции Q(xu...,xn) с одним из поисковых дви­
жений AXW (/ = 1 , . . . , 2"), не будем рассматривать. 

Пусть глубина памяти всех автоматов коллектива 
равна единице ( т г = 1 ; 1=1,... ,п). В этом случае вектор 
состояний системы W = ( ш ь . . . , да„) имеет 2™ различных 
значений. Перенумеруем эти значения следующим обра­
зом: номера от 1 до 2" - 1 присваиваются состояниям сис­
темы, входящим в { W } - . Остальным состояниям, вхо­
дящим в (W}+, номера присваиваются по следующему 
правилу: если состояние W = (wu ..., wn) имеет номер 
г = 1 , 2,...,2п~х (т. е. A Q ( i ) < 0 ) , то номер i + 2n~x присваи­
вается такому состоянию из { W } + , для которого 

п 

(2.7.1) 

A Q ( l + 2 > = - A Q W 
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В случае вероятностных автоматов коллектива ( 0 < 
< / А < 1 ; 1=1,... , п ) множество состояний вектора W об­
разует эргодический класс, состоящий из одного под­
класса. 

Отсюда следует, что существуют предельные вероят­
ности pi того, что система будет находиться в состояниях 
W«> ( i = l , . . . , 2 " ) . 

Согласно [16] предельные вероятности pi и pi+s со­
стояний W<*> вектора W ( f = l , . . . , s ) , где s = 2™ _ 1, опре­
деляются следующими формулами: 

где вероятность перехода рц для вероятностных ав­
томатов, глубина памяти которых равна единице, 
имеет вид 

причем xi = ri (1=1,...,п), если 1-я координата вектора 
W<i'= (wu ..., wn), имеющего номер / ( / = 1 , . . . , 2 " ) , сов­
падает с 1-й координатой вектора состояний W ( i ) , имею­
щего номер i (i= 1 , . . . , 2п). В противном случае Xi = 
= 1—^. Для состояний W = (w\,..., wn), принадлежа­
щих {W}+, т. е. имеющих номер j = s+ 1 , . . . , 2s, наобо­
рот, в случае совпадения указанных координат Xi=\—ri, 
в случае несовпадения Xi = rt (1=1,... , п ) . 

Вероятности перехода рц удовлетворяют следующим 
свойствам. 
С в о й с т в о 1: 

s 

(2.7.2) 

П П 
(2.7.3) 

Pii — Pi+s,i (2.7.4) 

( / = 1 , , s; i=l, . . . , 2s). 

С в о й с т в о 2: 

PiA+s — Pii (2.7.5) 

( / = 1 , ,2s; 1=1,..., s). 
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С в о й с т в о 3: 

Pij, если i, / e { W } - или i, / e { W } + ; 
Pih если t 'e={W}- и /<={W} + или t ' e{W} + 

и / e { W } - . 
(2.7.6) 

Для доказательства равенств (2.7.2) необходимо пред­
варительно доказать, что [16] сумма предельных вероят­
ностей pi и р г + s состояний W<*> и W< i + S ) постоянна для 

всех i (i = 1, 2, . . . , s) и равна ^ п " » т - е -

1 
2n-i 

( t = 1, 2, s). 

(2.7.7) 

Для этого запишем систему уравнений, которой удов­
летворяют предельные вероятности состояний системы 

2s 

П= ^ PaPi 
3=1 

( t = l , . . . , s ) ; 
2s 

(2.7.8) 

Phi+sPi-
3=1 

Используя 1-е и 2-е свойства вероятностей Pij, систему 
уравнений (2.7.8) запишем в виде 

3=1 
(2.7.9) 

p i + s = ^ Pii{Pj + Pj+s) 

( t = l , . . . , S ) . 
3=1 
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Сложив уравнения системы (2.7.9), соответствующие со­
стояниям W<»' и W ( ' + s ) , получим 

P i + P i + S = ^ (Ри+Ра) (Pi+Pj+s) (2.7.10) 
3=1 

( i = l , . . . , s ) . 

Смысл формулы (2.7.7) состоит в том, что система 
(2.7.10) имеет следующее решение: 

1 Pi+s (2.7.11) 
2"" 1 

(i=l,...,s). 

Действительно, подставив (2.7.11) в систему (2.7.10), по­
лучим 

^(PH + Pn) = l (2-7.12) 
3=1 

( i = l , . . . , s ) . 

Из 1—3-го свойств вероятностей р ц следует 
s 2s 

^(Pii + Pn)= 2!PU=1 (2-7.13) 
3=1 3=1 

что и завершает доказательство формулы (2.7.7). 
Выражения (2.7.2) получаем, подставляя соотноше­

ния (2.7.11) в уравнения системы (2.7.9). 
Рассмотрим с л у ч а й с п о м е х о й [16]. Предполага­

ется, что на вычисленное значение функции Q(X) накла­
дывается помеха е ( а ) , представляющая нормально рас­
пределенную случайную величину с математическим ожи­
данием, равным нулю, и дисперсией о 2 . Тогда поощрение 
или штрафование автоматов коллектива производится од­
новременно в зависимости от знака суммы 

AQ' = AQ + Ae, (2.7.14) 

где Ае — нормально распределенная случайная величина 
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с математическим ожиданием, равным нулю, и диспер­
сией 2а 2 . 

Обозначим 

S i = Bep ( A Q ' « > > 0 / A Q « > < 0 ) ; 

S i = l - s , = Bep (AQ'<*><0/AQW<0). 

В силу линейности функции Q(X) и симметричности рас­
пределения помехи е(б) относительно ее нулевого мате­
матического ожидания для состояний i e { W } + (i = 
= s + 1 , . . . , 2s) вероятности штрафа и нештрафа соответ­
ственно равны 

Вер ( A Q ' W > 0 / A Q W > 0 ) = 5 4 ; 
(2.7.1о) 

Вер ( A Q , ( ' ) < 0 / A Q < « ) > 0 ) = s i l 

т. е. 
St = S j + s ; S j = Sj+s. (2.7.17) 
Докажем, что предельные вероятности Рг и pj+ s со­

стояний W<i> вектора W ( i = l , . . . , s ) при наличии помех 
определяются по формулам [16] 

s 

Р г = 2^7, (SjPit + SjPjt); 

(2.7.18) 

Р'-+»= "̂ ГГЛ ^ (SjPn + SjPji) 
3=1 

(t = l , . . . , s ) . 

Предварительно покажем, что в случае действия по­
мех справедливо то же утверждение, что и для случая, 
когда нет помехи, т. е. 

Pi+Pi+s=2^1 (2.7Л9) 

(i=l,...,s). 

Запишем систему уравнений, которой удовлетворяют 
стационарные вероятности pt и pi+s состояний W ( i ) и 
W«+«> (i = l , . . . , s ) : 



ПОИСК С САМООБУЧЕНИЕМ 
239 

2s 

Pi= J5j (SjPa + SjPji)pj; 
3=1 2 s (2.7.20) 

pi+s= J? (SjPii + SiPji)Pj 
3=1 

( t = l , . . . , s ) . 
Используя свойства вероятностей pji (2.7.6) и Si (2.7.15), 
(2.7.17), запишем систему (2.7.20) в виде 

Pi= (SjPn + Sjpji) {Pj + Pi+s); 
' " Х (2.7.21) 

Pi+s= (Sjpji + Sjpji) (Pj + Pj+s). 

Складывая уравнения системы (2.7.21), соответствую­
щие состояниям W ( i ) и W ( i + s ) ( i = l , . . . , s ) , получим 

s 

P i + pi+s= Jj? (pji + рц) (pi + pi+s) (2.7.22) 
3=1 

( i = l , . . . , s ) . 
Подставив (2.7.19) в (2.7.22), докажем высказанное ут­
верждение: 

s 2s 

2 (рп+рп)=2jpi>=i- (2-7-23) 

3=1 3=1 
Формулы (2.7.18) для предельных вероятностей состоя­
ний получим, подставив (2.7.19) в (2.7.21). 

.... 

§ 2.8. С Р А В Н Е Н И Е А Л Г О Р И Т М О В 
С А М О О Б У Ч Е Н И Я 

В параграфе 2.6 было показано, что при оп­
тимизации в двумерном пространстве алгоритм оптими­
зации коллективом независимых автоматов в отношении 
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среднего приращения функции Q(X) на одном шаге эк­
вивалентен алгоритму покоординатного самообучения 
при случайном поиске. 

Это означает, что к определенным параметрам одного 
алгоритма можно подобрать такие параметры второго 
алгоритма, при которых результаты действия обоих будут 
одинаковыми. В этом параграфе рассмотрим другие ас­
пекты эквивалентности алгоритмов самообучения. 

Э К В И В А Л Е Н Т Н О С Т Ь А В Т О М А Т О В 
П О Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Ю 
И Х Н А Ч А Л Ь Н Ы Х С О С Т О Я Н И Й [21] 

В работах [21, 26] показано, как определить 
вероятность выходного сигнала ДХ'-»', если на вход авто­
мата был подан входной сигнал с, для случая автомата, 
вероятности переходов и выходов которого зависят 
только от его состояния и от его входного сигнала, но не 
зависят от выходного сигнала на предыдущем такте. Ве­
роятности переходов, описывающих алгоритм самообу­
чения при случайном поиске, в общем случае зависят 
также от выходного сигнала автомата на предыдущем 
шаге. Распространим на этот случай методику и фор­
мулы, изложенные в работах [21, 26]. 

По формулам (2.1.8) и (2.1.9) имеем 

Вер (Wjv+i^'/WivW), ДХ.уО), с) •Bep(AX, Y(i)/W I V( ii)) = 
= <7ыРг,г2<с>. (2.8.1) 

Просуммировав это выражение по всем / (/' = 1 , . . . , v), 
находим вероятность перехода автомата из состояния 
W<*i) на iV-м шаге в состояние W (") на (М+1) -м шаге 
при подаче на его вход сигнала с: 

•и 

Вер ( \ W = V W W < * > , с) = 2 <7vPv2<c>, (2.8.2) 

где v — количество выходных сигналов автомата. 
Переписывая это выражение в матричной форме, 

имеем следующие матрицы перехода Л 0 и А\ для авто­
мата, переходы которого зависят от его выходов: 
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Л0= 2 Qi(i)A0(j); 
j = 1 (2.8.3) 

М= ^Q<(/M,(/). 

Далее, аналогично тому, как это сделано в работах 
[21, 26], введем матрицу 

7(ЛХ<;>/с)=Л с(2;(/), (2.8.4) 

где Л с — матрица (2.8.3); 
Qi(j) — матрица (2.1.21). 

Элемент матрицы (2.8.4) обозначает вероятность пере­
хода автомата из состояния W<»'> в состояние W' i 2 ) и по­
явления на его выходе сигнала AX<J>, если на вход авто­
мата был подан сигнал с, т. е. 

/<„,-,(АХ<я/с)=р(ЛХО->, W<*->/W«->, с) = 

V 

(2 
31=1 

<i,,jphi2 (/) ) '//.;• (2.8.5) 

Тогда, согласно формуле (0.3.20), переходная матрица 
автомата при входной последовательности (CjC 2 . . .c N ) 
и выходной ( A X i A X 2 . . . AXJV) определяется формулой 

Т (АХ]АХ2 . . . AXWciCa . . . cN) = Т (ДХ,/с,) Т (АХ2/с2) . . . 

...T(AXN/cN). (2.8.6) 

Введем обозначение 

Ppi ( 0 ) (AX,AX 2 . . . AX l V/c,c 2 . . . CN) = Pi^Ti(AXlAX2 . . . 

. . . AXN/CiC2. .. cN)eit (2.8.7) 

где e,i — вектор, элементы которого равны единице; 
Рг ( 0 )—• начальное распределение внутренних состоя­

ний автомата Ai\ 
r , ( A X i A X 2 . . . AXN/c{c2 . . . c j V) — 

переходная матрица входной-выходной последователь­
ности автомата А*. 

16 — 2014 
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Если для автомата А\ с начальным распределением 
P i ( 0 ) и для автомата А2 с начальным распределением 
Р 2

( 0 ) имеем 

(АХ,ДХ 2 . . . AXN/Clc2 ...cN) = Р £ ( 0 ) ( A X , A X 2 . . . 

. .. AXN/CiC2 ...ся) (2.8.8) 

при всех входных последовательностях С\С2... cN и всех 
выходных последовательностях A X [ A X 2 . . . ДХ^, имею­
щих длину N, то системы (P i < 0 ) , Тг) и (Р2

{0), Т2) называ­
ются Л^-эквивалентными. Системы ( P i ( 0 ) , Т\) и ( Р г ' 0 ' , ^ ) 
называются эквивалентными, если они ^-эквивалентны 
для всех N. 

Достаточным условием эквивалентности двух систем 
является их (тх + т2 — 1)-эквивалентность, где тх и 
т2 — количество внутренних состояний соответственно 
автомата Ах и автомата А2. 

ВЕРОЯТНОСТИ С О О Т Н О Ш Е Н И Й в х о д / ? — 
В Ы Х О Д А А Л Г О Р И Т М О В С А М О О Б У Ч Е Н И Я 

Рассмотрим о д н о м е р н ы й с л у ч а й (я = 
= 1). Построим матрицы T(AXW/c) для алгоритма слу­
чайного поиска с самообучением. Нумерация состояний 
автомата и переходы из одного состояния в другое для 
этого алгоритма при различных значениях с и АХ(^' по­
казаны на рис. 2.8.1. 

Пусть Дх ( 1 ) = 1 и Ах^ = — 1, так как в одномерном 
случае выходы AXW и состояния W<»' автомата явля­
ются не векторами, а числами. Тогда составленные по 
рис. 2.8.1 и формуле (2.8.2) матрицы переходов при фик­
сированном входном сигнале с и при учете вероятностей 
выходного сигнала АХ (^ на yV-м шаге имеют вид (2.8.9) — 
(2.8.12). 

Qt(lMo(l) 

Яп 0 0 . 0 0 
Я21 0 0 . 0 0 
0 031 0 . . . 0 0 

0 0 0 .-• • Я2т1,\ 0 

(2.8.9) 
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о -о— 
2т, п*2 m,tl т. 

-О с-о 
йХ-1 

2 т, 2т, -1 
- о 

Щ*2 т. 

2т, 2щ-1 
- О -

М,*2 Щ+t Щ 

о - о — 
2т, 2т,-I 

-О 
т,*2 т,*1 

АХ-1 

Рис. 2.8.1. Графы переходов автомата с переходной функцией, 
зависящей от выхода автомата для п=\. 

0 <7l2 0 0 0 

0 0 Я22 0 0 

Qi(2)A0(2) = 

0 0 0 0 • • • Qim-\,2 
0 0 0 0 • • • Ц2тл,2 

0 Ч\\ 0 0 0 
1 

0 0 Я 21 0 0 

Q i ( i ) A ( i ) = J 

0 0 0 0 • • a2m-\,\ 
0 0 0 0 • • <72m,-l,l 

a i2 0 0 0 0 

022 0 0 0 0 

Qi(2)Al(2) = 0 qz2 0 0 0 

0 0 0 a2mv2 0 

(2.8.10) 

(2.8.11) 

(2.8.12) 

16* 



7,(ЛХ«)/0) = 
quqи q^qii о о о 
<?21<7и о q^qzi о о 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

О О О 0 0 . . . q%m—\,\q%m—1,i 0 72т,—1,272т,, .? 

О 0 0 0 0 . . . О 7 2 m , , l 7 2 m , - l , j q2m[,2q2ml,j 

( /=1 .2) 
(2.8.13) 

Т\ (АХО)/1) = 

7 l 2 7 l j ^ п ^ г з 

722713 о 
0 

7217зз 

0 
0 

о 
о 

0 7з27гз 0 g 3i743 0 

0 
0 
0 

0 
0 
0 

0 0 0 0 0 . . • 7 2 г п , - 1 , 2 7 2 т - 2 , з 0 7 2 т - 1 , 1 7 2 т , , j 

О 0 0 0 0 . . . О <7 2 т„272т , -1„? 72m,,l72m,,j 

( /=1 .2) 
(2.8.14) 
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По матрицам (2.8.9) — (2.8.12) и формуле (2.8.4) нахо­
дим матрицы (2.8.13) и (2.8.14) переходов автомата для 
фиксированных его входных с = 0, 1 и выходных AX<i> 
(/ = 1, 2) сигналов. 

Из формулы (2.8.7) с учетом матриц (2.8.13) и (2.8.14) 
имеем следующие выражения для определения вероят­
ности появления сигнала АХ '̂> ( / = 1 , 2) на выходе авто­
мата, если на его вход был подан сигнал с (с = 0, 1): 

Вер (АХО)/0) = Р ^ Г , (ДХО-)/0)е, = р 1< 0 ) (ЯиЯи + ЯмЯа) + 

2т, -1 

+ ^ P i i 0 ) (ЯпЯг-из + Яг2Я1+1,з) + 
i = 2 

+ Р2т,т {Я2т[Л q2m,-l,j + Я2т1,2Я2т„]) \ (2.8.15) 

Вер(АХО-)/1) = Р 1(°)Г 1(АХ(Я/1)е 1 = р 1 ( 0 ) ( ( 7 1 ^ 1 з . + <7 1 1 ^) + 

2т,— 1 

^ Рг(0)(Я12Яг-\,3 + Яг\Яг+\,з) + + 
г = 2 

+ Р 2 т , < 0 ) (Я2т1,2Я2т1-и+ <72m„l<72m„j) » (2.8.16)' 

где P i ( 0 ' — вектор начальных вероятностей состояний 
автомата Ах (алгоритма покоординатного 
самообучения); 

Р 1 ( 0 > = ( р 1 ( ° ) , . . . , Р 2 п г 1

( 0 ) ) ; '2.8.17> 

Г,(АХО')/с) определены формулами (2.8.13), (2.8.14); 
ei — единичный вектор размерности 2т1: 

1 

е , = > 2 т , (2.8.18) 
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Рис. 2.8.2. Графы переходов автомата с детерминированной функ­
цией выхода для п = 1. 

Найдем аналогичные выражения для вероятностей вы­
ходных сигналов AXW при оптимизации коллективом не­
зависимых вероятностных автоматов. Нумерация состоя­
ний автомата и переходы из одного состояния в другое 
для этого алгоритма показаны на рис. 2.8.2. Предполо­
жим, что в состояниях от 1 до т2 выход автомата равен 
+ 1, а в состояниях от т2 + \ до 2т2 равен — 1 , т. е. 

A Y j + 1 , если W=W<*> ( i = l , . . . , m 2 ) ; 
ДА - { 1, если W=W<1') (j' = m 2 + 1,. . . , 2т2). 

(2.8.19) 

Следовательно, матрицы Q%{j) для этого алгоритма 
имеют вид 

Q»(i) = 
/ о 
о о 

}ГП2 

I } т 2 Qi(2) = 
О О 
О / 

(2.8.20) 

где / — единичная матрица порядка т2. 
Так как переходы этого автомата не зависят от его 

выхода, а зависят только от сигнала, поступающего на 
его вход, то, согласно рис. 2.8.2, автомат будет иметь пе­
реходные матрицы вида (2.8.21) и (2.8.22), 



Л 0 ( 1 ) = Л „ ( 2 ) = Я в = 

Г 2 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 

>'\ 0 ''2 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 
0 Г\ 0 г2 

0 . . и 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . • гх 0 г2 0 0 . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 . 0 г2 0 Г\ 0 . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . • г2 0 Г\ 0 
0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 г2 

0 Г\ 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 г2 

3 
О 
о 
п 
п 

о о 
01 к л гч 
X 
S 
сч 3 

(2.8.21) 



r2 г, О О О 
r2 О г, О О 
О г 2 О гх О 

О 
О 
О 

О О О О 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . • г2 0 0 0 . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . . 0 Г\ 0 г2 

0 . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . • П 0 г2 0 
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 г2 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 г2 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

( 2 . 8 . 2 2 ) 
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где п + г 2 = 1 ; Г ] > г 2 . 
После перемножения матриц Rc на Qi{j) имеем мат­

рицы (2.8.23) — (2.8.26) переходов автомата для фикси­
рованных входных и выходных сигналов. 

7"2(ЛХ(»/0) = 

г2 
0 0 0 . . 0 0 0 0 . . 0 

0 г2 0 0 . . . 0 0 0 0 . . 0 

\ о 
[ 

Г\ 0 Г 2 0 . . 0 0 0 0 . . 0 

j 0 0 0 0 0 . • О 0 г2 
0 . . 0 

0 0 0 0 0 . . 0 Г\ 0 0 . . 0 
0 0 0 0 0 . . 0 0 г2 

0 . . . 0 
! 0 
i 

0 0 0 0 . . 0 0 0 0 . . 0 

1 
0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . 0 

(2.8.23) 

raj т2 

г 2(АХ( 2;/и) = 

0 . . 0 0 0 0 0 • • 0 0 0 0 

0 . . 0 0 0 0 0 •• 0 0 0 0 
0 . . 0 г2 

0 0 0 •• • 0 0 0 0 
0 . . 0 0 Г\ 0 0 • • 0 0 0 0 
0 . . 0 г2 

0 Г\ 0 0 0 0 0 

0 . . 0 0 0 0 0 . • г2 0 Г\ 0 
0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 г2 

0 Г\ 

0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 г2 

(2.8.24) 
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7,2(АХ<1)/1) = 

г2 
0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . . 0 1 " 

г2 
0 0 0 . . 0 0 0 0 . . 0 

! 

0 г2 
0 Г\ 0 . . 0 0 0 0 . . . 0 

1 

0 0 0 0 0 . • г2 0 Г\ 0 . . 0 
0 0 0 0 0 . . 0 г2 

0 0 . . 0 |. 
0 0 0 0 0 . . 0 0 0 . . 0 1 
0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 . . 0 

1 1 
! 

0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 . . o i l 

(2.8.25) 

Г2(ДХ<2>/1) = 

0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 . . 0 Г) 0 0 0 . . 0 0 0 о 
0 . . 0 0 г2 

0 0 . . 0 0 0 о ; 
0 . . 0 Г\ 0 г2 

0 . . 0 0 0 0 

0 . . 0 0 0 0 0 . • гх 0 ''2 0 
I 

0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 Г2 

0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 г2 

! 

(2.8.26) 

Вероятности появления на выходе автомата сигнала 
AX ( j ' \ если на его вход был подан сигнал с, определя­
ются с учетом выражений (2.8.7) и (2.8.23) — (2.8.26) по 
формулам 
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Вер (АХ<1)/0) = J£ - r 2 ( P t B , ( 0 ) - Pnh+lV»); 

2m2 

Вер (ДХ<2>/0) = 2 Pim+r2(pm2W- Pm 2 + 1 ( 0 ) ) ; 
tl = TO2+l 

(2.8.27) 

1112 

Вер ( A X ( 0 / i ) = £ Р^-^Р^-Ртън™); 
i = l 

Вер (ДХ<2>/1) = ^ T p i ( 0 ) + r i ( p n i 2 ( 0 ) _ p m 2 + 1 ( 0 ) ) ) 

(2.8.28) 

где P 2

( 0 ) — вектор начальных вероятностей состояний 
автомата Л 2 (алгоритма оптимизации коллективом неза­
висимых автоматов); 

P 2

( 0 ) = ( / ? i ( 0 > , . . . , / W 0 ) ) ; (2.8.29) 

T2(AXW/c) определены формулами (2.8.23)—(2.8.26); 
е 2 — единичный вектор размерности 2т2: 

1 

1 

2Ш2 (2.8.30) 

Найдем вероятности выходов АХ^> при входе с для ал­
горитма оптимизации коллективом автоматов со случай­
ными выходами и детерминированными переходами. Ну­
мерация состояний и переходы автомата из одного 
состояния в другое для этого алгоритма показаны 
на рис. 2.8.3. Матрицы переходов для этого алгоритма 
(2.8.31) и (2.8.32) не зависят от его выходов. 
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Q> с-0 

О -
2 

О 
1 

с=1 

Рис. 2.8.3. Графы переходов автомата с детерминированной функ­
цией перехода для « = 1 . 

Л 0 ( 1 ) = Л 0 ( 2 ) = Я 0 

1 О О 
1 О О 
О 1 О 

О О О 
О О О 

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 

о о 
о о 
о о 

о о 
о о 

О О О 
О О О 
О О О 

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 

1 о 
О 1 
О 1 

0 1 0 0 
0 0 1 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

[о о о о 
0 0 0 0 

(2.8.31) 

о о о . . . о о о 
о о о . . . о о о 

(2.8.32) 



0 0 . . . 0 0 0 0 
0 0 . . . 0 0 0 0 

0 <?2j 0 . . . 0 0 о 0 

Г з ( Д Х ^ / 0 ) = 

( / = 1 . 2 ) 

О 
О 

О 
о 

о 
о 

<?m 3 - l , j 

О 
о о 
о о 

о 

О О О . . О О О О 
О О О . . О О О О 
О О О . . О О О О 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

о 
о 
о 

о 
о 

о 
о 

о 
о 

О . . . g2m3-i,i О 

О . . . О q2m3,j 

О . . . О q2m3ij 

(2.8.33) 



( /=1 ,2) 

m 3 

0 Q2j 0 0 
0 0 <73j 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 0 0 
0 0 0 0 

0 0 о . . . о о 0 
0 0 о . . . о о 0 

m»i 0 0 . . . 0 0 0 
0 0 0 . . . 0 0 0 
0 0 0 . . . 0 0 0 
0 qm,+i,s 0 0 0 0 

0 0 0 . . . q2m,-2,j 0 0 

0 0 0 . . . 0 q ^ - u 0 j 
(2.8.34) 
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У этого автомата вероятности цц выходов AXU) опре­
деляются матрицей Qa (2 .1 .21) , элементы которой мо­
гут отличаться от нуля и единицы. Г 3 (ДХ^''/c) описыва­
ются матрицами (2.8.33) и (2 .8 .34) . 

Вероятность появления на выходе автомата сигнала 
AX (J J при подаче на его вход сигнала с равна 

Вер (АХО)/0) = Р 3<°)Гз(АХи)/0)ез=р 1( 0 ) '7и + ^ Рг(0>Х 

2 т 3 - 1 

Xqi-u+ Pi{0)qi+uj + P2m3

mq2m3,j (2.8.35) 
г=т3+1 

0 = 1 , 2 ) ; 

Вер (АХи)/1)=Рз(0)7 ,з(АХО')/1)е 3= ^ Рг(0><7г+и + 
г=1 

2 т 3 

+ ^Pi(0)qm3-ui 0 = 1 , 2 ) . (2.8.36) 
г=т3+1 

С О П О С Т А В Л Е Н И Е А Л Г О Р И Т М О В С А М О О Б У Ч Е Н И Я 

Сопоставим рассмотренные алгоритмы са­
мообучения, представленные в виде автоматов, и выяс­
ним, в каком смысле они эквивалентны. Сначала срав­
ним автоматы с детерминированными переходами и 
случайными выходами и автоматы со случайными пере­
ходами и детерминированным выходом. Предположим, 
что у первого автомата имеются два состояния, а у вто­
рого 2т2 состояний. Тогда для первого автомата из фор­
мул (2.8.35) и (2.8.36) им^ем 

Вер (ДХО->/0) =р,<°><7и + />2«»<72Г, 
(2.8.37) 

Вер (AXU)/l)=p 2<o> 9 u . + P l(0)<7 2 j 

0 = 1 , 2 ) , 

где Р ( 0 ) = ( p i ( 0 ) , p 2 ( 0 ) ) — начальное распределение состоя­
ний автомата с детерминированными переходами. 
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Автоматы будут 1-эквивалентными при данных началь­
ных распределениях вероятностей р 2 ( 0 ) и P 3

W , если 
равны выражения (2.8.37), (2.8.35) и (2.8.36), т. е. если 

P i ( 0 ) 9 n + P 2 ( 0 ) < 7 2 i = 6 i ; 
(2.8.38) 

P 2 ( 0 ) 9 l l + P l ( 0 ) 9 2 1 = *2 , 

где 

bl = A-r2a = J£ р ^ - г 2 ( р т , ^ ~ Pm2+im); 

b2 = A - r x a = ^ piM-rl(pm,«>)-pm,+i<0)); 
1 = 1 

p<o) — вектор начальных вероятностей состояний авто­
мата со случайными переходами; Р<0 ) = ( р х

т , . . . , р2т2

т) -

Решая систему уравнений (2.8.38) относительно qxx и 
q2X, находим: 

6 l P l ( 0 ) _ f e 2 p 2 ( 0 ) б 2 Р 1 ( 0 ) _ Й 1 р 2 ( о , 

Ч ^ р ^ - р ^ ' * 2 I =
 Р ^ - р 2 ^ • ( 2 ' 8 - 4 0 ) 

Можно показать, что вероятности qx2 и q22 определяются 
формулами 

<?12=1-<71Ь 9 2 2 = 1 - 9 2 1 - (2.8.41) 

Следовательно, для автомата со случайными перехо­
дами и детерминированными выходами и произвольным 
числом состояний 2 т 2 и произвольным начальным рас­
пределением состояний можно найти 1-эквивалентный 
ему автомат с детерминированными переходами и слу­
чайными выходами, имеющий два состояния, причем на­
чальное распределение этих состояний произвольное, а 
вероятности выходов автомата определяются форму­
лами (2.8.40) и (2.8.41). 

Найдем требование, при выполнении которого вероят­
ности выходов автомата с детерминированными перехо­
дами удовлетворяют условию симметрии 

9 u + 92i = l . (2.8.42) 
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Из формул (2.8.40) имеем 
&, ( Р ! №) _ р 2 ( 0 ) ) + й 2 ( р , (0) _ ^ 2 ( 0 ) ) 

b{ + b2 = 

(2.8.43) 
По формулам (2.8.39) находим: 

(0) 2pi 
(0) 

1=1 

(2.8.44) 
г = т 2 +2 

Отсюда следует, что рассмотренные автоматы 1-эк­
вивалентны при выполнении следующего условия: 

Этому требованию удовлетворяет, например, симметрич­
ное начальное распределение автомата А 2 . 

Следовательно, если начальное распределение авто­
мата со случайными переходами и детерминированными 
выходами удовлетворяет условию (2.8.45), то он 1-экви­
валентен некоторому автомату с детерминированными 
переходами и случайными выходами, вероятности выхо­
дов которого удовлетворяют условию симметрии (2.8.42). 

Поскольку в формуле (2.8.45) не содержатся вероят­
ности рта

т и Рт2+\т, то случай, когда у автомата со 
случайными переходами имеются только два состояния, 
необходимо рассмотреть отдельно. Для этого случая по 
формулам (2.8.39) получаем: 

(2.8.45) 
г = 1 г = т 2 + 2 

Ь1=р1(0)-Г2{р1(0)_р2(0)). 

&2 = Р 1 ( 0 ) - П ( Р 1 ( 0 ) - р 2 < 0 » ) . 

Складывая эти выражения, имеем 
61 + fe2=2p1(0)-p1(0> + p2(0) = pI(0)+p2(0) = i. (2.8.47) 

(2.8.46) 

17 — 2014 
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Следовательно, в этом случае оба автомата 1-экви.ва-
лентны для произвольных начальных вероятностей со­
стояний автоматов; при этом выполняется условие сим­
метрии (2.8.42). 

Теперь сопоставим автомат с детерминированными пе­
реходами и случайными выходами, у которого имеются 
два состояния, и автомат, представляющий алгоритм по­
координатного самообучения, имеющий 2tri\ состояний. 
Обозначим через Ъ\ и Б2 правые части формул (2.8.15): 

2т, - 1 

5 l = P l ( 0 4 ? l l ? l l + < 7 l 2 9 2 l ) + 2j Ргт(Яг\Яг-\Л + 
г = 2 

+ <7i2<7i+l,l) + P m , ( 0 ) (q2ml,\q2m-l,l + Q2~mv2Q2mv\) i 

(2.8.48) 
2 m i - l 

Ь2 = Р\т{Я\2Яп + ЯиЯ2\) + ^ P l W (Яг2Я1-1,1 + 
i = 2 

+ ЯиЯг+\,\) + P 2 m , < 0 ) (^2та,,292)11,-1,1 + Я2тх,\Я2тх,\) • 
(2.8.49) 

Приравнивая правые части формул (2.8.37) к правым 
частям формул (2.8.15), (2.8.16), получаем систему урав­
нений 

(2.8.50) 
P i ( 0 ) t f i i + / V 0 ) ? 2 i = 5 i ; 

р2тЯи + Р\тЯ2\ = Ь~2 

и находим ее решение: 

Ч п = ~ Р ^ - р ^ ' ? 2 1 = ' P i ' ° ' - P 2 ' ° ' • ( 2 - 8 ' 5 1 ) 

Вероятности qi2 и q22 выхода АХ(2> определяются форму­
лами (2.8.41). 

Следовательно, для автомата, представляющего собой 
алгоритм самообучения и имеющего произвольное число 
2Ш[ состояний, причем начальные вероятности состояний 
произвольны, существует 1-эквивалентный ему автомат 
с детерминированными переходами и случайными выхо-
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дами, имеющий два состояния, причем начальные веро­
ятности этих состояний произвольны, а вероятности вы­
ходов автомата определяются формулами (2.8.51) и 
(2.8.41). 

Найдем условие, при котором удовлетворяется требо­
вание (2.8.42). Из формул (2.8.51), (2.8.48) и (2.8.49) 
находим 

51 + b2=p1^ (ql2qn + qnq2l + qnqu + qi2q2i) + 

2т, -1 

+ 2 ^ (ЧпЯг-\Л + Яг2Яг+1Л + ЯиЬ-1Л + 
i = 2 

+ Яг\Яг+1л) +P2mt

W (<7m„l <72т,-1,1 + <72т„2 ^ 2 т , , 1 + 

+ 9 2 т 1 , 2 ? 2 т - 1 , 1 + Я2т^2т„2) = P l ( 0 ) ( ^ И + ?21) + 

2т, - 1 

+ ^ Р» ( 0 ) (9*-1,1 + 9<+1,1) + Р 2 т , ( 0 ) (Ч2Щ-1,1 + 
г = 2 

+ &m„i) = l . (2.8.52) 

Предположим, что функция выхода алгоритма само­
обучения имеет вид 

1, если w^>d; 

- l ( l + o > ( i ) ) . если | a )W» |^d ; (2.8.53) 

0, если wW<d; 

qu=F(wW) 

Я12=1-Яп (2.8.54) 
^ (d = const; 0<d==Sl) 

и что состояния WW) автомата, представляющего собой 
алгоритм самообучения, определены формулами (2.1.92), 
т. е. что состояния автомата симметричны относительно 
нулевой точки 

S y ( 2 m l - i + l ) = _ a y ( i ) i (2.8.55) 

17* 
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Тогда вероятности qn (i = 1 , . . . , 2 т х ; / = 1 , 2) удовлетво­
ряют условию 

Яц + Я2т,-1+\,]= 1- (2.8.56) 

Требование (2.8.52) приобретает вид 

bl + b2=(plW-pSmiV>))(qu+q2l)+2p2mm + ^ (Pi{0)~ 
i = 2 

2m,-1 

- j 5 2 n , 1 - 1 - + i ( 0 ) ) ( f l f i - i , i + flli+i,i)+2 ^ j 5 i « » = l . 
i = m i +1 

(2.8.57) 

Это равенство соблюдается при выполнении условий 

jS.-<0> = P2m . - . -+i ( 0 ) • (2.8.58) 

Следовательно, для автомата, представляющего собой 
алгоритм покоординатного самообучения с произволь­
ным числом Ъп\ состояний, начальные вероятности ко­
торых симметричны, т. е. удовлетворяют условию 
(2.8.58), существует 1-эквивалентный автомат с детерми­
нированными переходами и случайными выходами, име­
ющий два состояния, причем начальные вероятности 
этих состояний произвольны, а вероятности выходов ав­
томата определяются формулами (2.8.51) и (2.8.41) и 
удовлетворяют условию симметрии 

<7ii+.<72i= 1. 

Случай, когда у автомата алгоритма покоординатного 
самообучения имеются только два состояния, необхо­
димо рассмотреть отдельно. Из формулы (2.8.52) с уче­
том условия (2.8.56) имеем 

*>1 + &2 = Д 1 < 0 ) ( й 1 + й н ) + Р 2 ( 0 ) ( ^ П + й п ) = 

= (Piт+Р2т) (<7и + <Ы = <?п + fa = 1 • (2.8.59) 

Следовательно, в этом случае автоматы 1-эквива­
лентны друг другу при произвольных начальных вероят­
ностях их состояний. 
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§ 2.9. Т Р О И Ч Н Ы Й А Л Г О Р И Т М П О И С К А 

В предыдущих параграфах были рассмот­
рены алгоритмы двоичного поиска, при которых по каж­
дой координате Хг приращение Ах; (г = 1 , . . . ,п ) может 
принимать одно из двух значений: —1 или -4-1. Здесь 
рассмотрим алгоритм троичного поиска, при котором 
приращение Ах; принимает одно из трех значений: — 1, 
О или + 1 . Рассмотрим троичный поиск в процессе опти­
мизации коллективом независимых вероятностных авто­
матов [20]. Пусть в дискретные моменты времени ty 
( / V = l , 2 , . . . ) каждый автомат коллектива Aj с вероят­
ностью }.j ( O ^ ^ j ^ l ) участвует в процессе поиска, т. е. 
совершает смену состояний под воздействием входа 
AQ{tN) и выдает на выход сигнал Axj(t^), или с вероят­
ностью \—Xj = Kj не участвует в процессе поиска. В мо­
мент времени tN состояния автоматов w(ty) и значения 
переменной Xj(tN) определяются по следующим фор­
мулам: 

/ W(w}(tN^), AQ(tN)); 
Wj(tN) I Wj(tN-i), есл :ли автомат Aj не работает; 

(2.9.1) 

XJVN) =xi(ty-l) +AXj(tN), (2.9.2) 

где Axj(tN) — выходное действие автомата Aj в момент 
tN, которое определяется однозначно состоянием памяти 
riDj и участием Aj в процессе поиска; 

AXj(tN) = 

— 1 при l^Wj^m; 
+ 1 при т+ lsCayj==52m; (2.9.3) 

0, если автомат Л; не работает. 

Далее для простоты изложения рассмотрим одномер­
ный случай ( / i = l ) . Пусть автомат имеет 2т состояний 
и переходы автомата из одного состояния в другое, 
когда он работает, задаются стохастическими матри­
цами 
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f>0(P)=XQ = 

Г\ г2 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
ri 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 г, 0 г2 

0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . • ri 0 г2 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . 0 г2 

0 Г\ 0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . • • Г2 0 0 
0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 г2 

0 Г\ 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 Г2 Г\ 

ш m 

=/?,= 
г2 г{ 

0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
г2 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 г2 0 Г\ 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . • г2 0 0 0 . . . 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . 0 Г\ 0 г2 

0 . . . 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . • • г, 0 г2 
0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 г2 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 г2 

(2.9.4) 

т т 

Когда автомат не работает, т. е. не участвует в про­
цессе поиска, его состояние не изменяется и его переход­
ные матрицы равны единичной матрице 

1 о о . . . О 
О 1 о . . . о R0w = Rlm = (2.9.5) 

О 0 0 . . . 1 
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Введем новый автомат с количеством состояний, рав­
ным 4т. Пусть первую группу состояний нового авто­
мата образуют состояния исходного автомата совместно 
с событием «Автомат работает», а вторую группу — со­
стояния автомата совместно с событием «Автомат не ра­
ботает». Нумерация состояний и переходы из одного со­
стояния в другое для нового автомата показаны на 
рис. 2.9.1. 

По этому рисунку получаем следующие переходные 
матрицы автомата: 

А0-
RoX RQX 

IX IX 

RiX RXX 

IK IX 
(2.9.6) 

где Ro и Ri — матрицы (2.9.4); 
/ — единичная матрица (2.9.5); 
X — вероятность того, что автомат работает; 

Я = 1 — л — вероятность того, что автомат не работает. 
Объединяя матрицы А0 и АХ с учетом вероятностей 

штрафов действий A X ( i ) автомата, получаем матрицу А, 

| h, 

л * ' Д 
imtl / -Г £ i 3 m i 

Рис. 2.9.1. Графы переходов автомата, описывающего алгоритм 
троичного поиска: 
а — при нештрафе; б — при штрафе. 



264-
ГЛАВА II 

которая описывает функционирование автомата в слу­
чайной среде: 

А: RX RX 

IX IX 
(2.9.7) 

Здесь матрица R имеет вид (2.9.8). Ее элементы имеют 
вид 

Vi = rlsi + r2(l-Si) =r2+ (r1-r2)si; 

\-Vi = rx-{rx-r2)Si ; 

здесь Si — вероятность штрафа действия ДХ(*> автомата 
в t-м состоянии; 

(2.9.9) 

Далее предполагается, что функция качества Q(X) 
линейна. Тогда A Q ( i ) = a (i = l , . . . , m ) и AQ(») = — a (t = 
= m + 1 , . . . , 2m). Следовательно, 

S — S, — . . . —S m— 1 S m + i — • 

- И ' Ч £ ) ] . 
= 1 — S2n 

(2.9.10) 

где a = ] grad Q(X) |. С учетом формул (2.9.9) и (2.9.10) 
матрица R принимает вид 

R = 
»i о о о . . . О О О о 
vi 0 1 - и , о о . . . о о о о 
0 с/! 0 1 - ^ о . . . о о о о 

0 О О О 0 . . . У, 0 1 - 0 ! о 
0 0 О О 0 . . . 0 V[ 0 1 - у , 
О 0 0 0 0 . . . 0 0 i»! 1 - р , 

2т 

2т 
(2.9.11) 



К5 

*>1 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 
v2 0 1 — v2 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 
0 0 1 — V'c 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . 0 l-Vrn 0 0 . . 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . . 0 1 0 Vm 

0 . . 0 0 о 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 1 — V2m-\ 0 V2m—\ 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . 0 1 - v2m 

s 

(2.9.8) 
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Из матрицы (2.9.7) получаем систему векторных уравне­
ний для нахождения предельных вероятностей состоя­
ний автомата: 

Pl = PlRl+P2Ik; 
(2.9.12) 

P 2 = P , f l M - P i A , 

где 

P i = ( p i , р 2 т ) ; 

(2.9.13) 
Р2= (Р2т+Ь • • • , Рш) • 

Из системы векторных уравнений (2.9.12) находим 

P 2 = 4 1 P i - (2-9.14) 
к 

Подставляя это выражение в первое уравнение системы 
(2.9.12), получаем 

Pl = Pl(XR + U), (2.9.15) 

где матрица KR + XI имеет вид (2.9.16). 
Решая систему уравнений (2.9.15) и используя фор­

мулу (2.9.14), находим 

/ 1 -и , V - 1 

I I рх при i = 2, . . . , 2т; 
(2.9.17) 

4 1 я / i - ^ у -
рх при t = 2m + 1 , . . . , Am. 

После нормировки вероятностей pi (t = l , . . . , 4 m ) полу­
чаем 



XR + XI = 

Xvx + X X ( l - o i ) 0 0 0 

Xv i X X(\-vx) 0 0 

0 Xvx X A, ( l - i> i )0 

0 0 

о 0 

о 0 

0 

0 

0 

о о 

о 0 

о 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

Xvx X X(l-Vi) 0 

0 Xvx I X(\-

0 0 Xvx 1 + л ( 1 

(2.9.16) 
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(l-Vi V - 1 1 • , о х 

' / 1 - 0 ! У " 1 1 . п 

( j _ _ — при t = 2m + 
' £ ( ' . - ) 

+ 1, . . . , 4/и. 
(2.9.18) 

Поскольку гх>г2, имеем 

0 < ^ ^ - < 1 . (2.9.19) 

По формуле суммы геометрической прогрессии находим 
2 т 

> , - ) = — к - ^ — . (2.9.20) 

В окончательном виде формулу предельных вероятнос­
тей pi можем записать так: 

4 71 ~ П Р И » = 1 , . . . , 2 ш ; 
j vx

2m— (1 -vx)2m 

Pi= ' ~ (l-vl)i-lvl

2m-i(2vl-l) 
Иг Х-——- -— - при t = 2m + 

I + 1 , . . . , 4/л. 
(2.9.21) 

Среднее приращение функции качества на одном шаге 
вычисляется по формуле 

m 2m 

M[AQ]= £ Pi- 2 Pi- (2-9'22) 

i = l i—m+\ 

Подставляя в эту формулу выражения (2.9.21), на­
ходим: 
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lit 

V l 2 m _ { l _ V l - ) 

2т 

- J % i 2 m - i ( l - - t ' i ) , ' - - 1 l = л — 2 U l _ 1 

2 m _ / 1 _ 7 | Л 2 т 

2m 

•X 

* - £ r [ ^ ( ^ ) - < ? ( - ^ ) ' ] -
1 i=l 1 i=m+l 1 

[0,2m _ ( l _ t , 1 ) 2 m ] ( 1 _ U l ) L \ / J X 

, = 1 / ^ " ^ ( l - ^ ) ' 

• + T W ' 

1-

T - T ^ - T ^ r . (2-9.23) 

где 

ri-(rl~r2)sl 

vi r2+(ry-r2)sl 

(2.9.24) 

Для случая, когда о т с у т с т в у е т п о м е х а , si = l и 

1 — vx r2 

L = — , (2.9.25) 

из формулы (2.9.23) при учете соотношения (2.9.25) 
имеем 

1 
M[AQ] = l ) Г ' ' . _ (2.9.26) 
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Полученная формула отличается от выражения (2.6.11) 
только множителем X. 

Следовательно, поскольку 0 < Я < 1 , то для случая ли­
нейной функции качества и при размерности л = 1 про­
странства {X} алгоритм троичного поиска по сравнению с 
алгоритмом двоичного поиска имеет, как и ожидалось, 
более медленную сходимость. 
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ОПТИМАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ 

§ 3 . 1 . П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И С И Н Т Е З А 
О П Т И М А Л Ь Н О Г О А Л Г О Р И Т М А 
В К Л А С С Е А Л Г О Р И Т М О В 
Д И С К Р Е Т Н О Р А С П Р Е Д Е Л Е Н Н О Г О 
С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 

В главах I и I I было показано, что алго­
ритм случайного поиска в процессе оптимизации можно 
интерпретировать как вероятностный автомат в случай­
ной среде. Там же приведены конструкции автоматов, 
описывающих известные алгоритмы детерминирован­
ного и случайного поиска. В настоящем параграфе на 
базе представления алгоритмов поиска в виде вероят­
ностных автоматов будем отыскивать оптимальные алго­
ритмы для оптимизации широкого класса объектов. 

Рассмотрим класс алгоритмов дискретно распределен­
ного поиска. Эти алгоритмы характеризуются тем, что 
смещения ДХ в пространстве параметров Х = ( х ь . . . , хп) 
оптимизируемого объекта Q(X) разрешаются по направ­
лениям, число которых т конечно. Пусть дозволенные 
смещения ДХ в пространстве {X} определяются условием, 
что приращение координат ДХ г ( t = l , . . . , n ) может при­
нимать только два значения: + 1 или — 1 . Тогда число 
возможных направлений смещения т = 2п. Индексы 
этих направлений строим следующим образом: 

ДХ т = - Д Х г - (3.1.1) 
•л— 

2 

Алгоритмы поиска задаем в классе автоматов со сле­
дующими стохастическими матрицами перекода [53]: 
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при нештрафе (AQ'<0) 

i= i 

Нетрудно заметить, что при 

1 

Bo = P i = . . . = p m = — ; 

~-\т_ = 0 ; Ут—1 
2 _ 1 2 

Р 0 Р 1 Р 2 • • • Pm P))i 
7 " 1 7 

Pm • • . P2P1 1 

л 0 = 
Pipopi . .• 

— - 2 — - 1 7 
• Р з р 2 

(3.1.2) 

P1P2P3 • • • 
7 7 _ 1 

P?n 
7 - 2 

• PiPo 

при штрафе ( A Q ' ^ 0) 

Y0Y1Y2 • • • Y m Y"i 
7 ~ 1 7 

Y m • Y2Y1 

Y1Y0Y1 • • • 2 1 
2 2 

Y m 

7 
• Y3Y2 

(3.1.3) 

Y1Y2Y3 • • • Y m Y"* 
— 1 
2 2 

Y m 
2 

2 

• Y1Y0 

где 

O s C p i s £ l ; Po+2 

m/2 - 1 

J^Pi + Pm 

г=1 2 

m ,2 - 1 

= 1 ; 

(3.1.4) 

OsSyi s s l ; Y 0 + 2 ^ Y i + Y™ = = 1 . 

(3.1.5) 
Yo = Yi • 

имеем алгоритм случайного поиска с возвратом, а при 
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2 

Yo = Y i : 

2 

_1_ 
/Я 

(3.1.6) 

имеем алгоритм случайного спуска [1]. 
Объект оптимизации задаем следующим образом. 

Пусть объект Q(X) может находиться в одном из состоя­
ний, количество которых является конечным числом: 

Q<"(X): 
п 

2 (3.1.7) 

где 

(/ = 1 ,2, . . . , v). 
г = 1 

(3.1.8) 

Здесь индекс / определяет состояние объекта QW(X), 
т. е. направление его вектора градиента. Предположим, 
что изменение направления вектора градиента объекта 
в случае, когда не происходит возврата в предыдущее 
состояние, описывается однородной цепью Маркова со 
следующей матрицей переходных вероятностей: 

к 0 = 

где 

Х ц >Ci2 . . . Xlv 

Х21 Х22 • • • 5<2г) (3.1.9) 

о 

O s ^ X j j ^ l ; ^ хд= 1. 

Когда алгоритм поиска делает возврат в предыдущее 
состояние, объект свое состояние не изменяет: 

18 — 2014 
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1 о о . . . о 
О 1 О . . . О 

О О О 1 

(3.1.10) 

Автомат -
объект 

AQ G ) Автомат -
объект 

зе 

А б томат-
поиск 

Следовательно, в первом случае действие объекта 
можно интерпретировать как функционирование состав­
ной случайной среды, а во втором — как функциониро­

вание стационарной случай­
ной среды. Такое задание 
объекта оптимизации в виде 
пары стохастических мат­
риц (3.1.9) и (3.1.10) соот­
ветствует заданию некото­
рого вероятностного авто­
мата, /-е состояние которого 
соответствует /-му состоя­
нию объекта Q<J'(X). На 
вход автомата, управляю­
щего переходом из одного 
состояния в другое, может 
быть принят один из двух 
сигналов: 1) система поиска 
сделала случайный шаг; 

2) система поиска сделала возврат в предыдущее состо­
яние. Взаимодействие автомата-поиска и автомата-объ­
екта показано на рис. 3.1.1. 

Принимаем, что на объект Q(X) действует нормально 
распределенная помеха е(а) с математическим ожида­
нием, равным нулю, и дисперсией а 2 , т. е. поиск экстре­
мума осуществляется в соответствии с величиной 

Q ' ( X ) = Q ( X ) + e ( < r ) . (3.1.11) 
Тогда вероятность штрафа г'-го действия автомата-поиска 
при нахождении объекта в j-м состоянии S { ( j ) определя­
ется формулой 

Рис. 3.1.1. Взаимодействие ав­
томата-поиска и автомата-объ 
екта. 

Т )1 2 а ; J (3.I. .2) 

где Д<2г^' — приращение оптимизируемой функции при 
нахождении ее градиента в /-м состоянии и 
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при смещении в пространстве параметров 
X по t'-му направлению; 

Ф(г) — интеграл вероятности. 
Построим матрицы переходных вероятностей для це­

пей Маркова, описывающие функционирование обоих 
автоматов. Переходная матрица автомата-поиска зави­
сит от состояния, в котором находится автомат-объект. 
Можно показать, что для /-го состояния объекта она 
имеет вид 

(Л 
«10 

(Л 
« И • 

(Л (Л 
a m 

' • I 

U) 
& m 

(Л 
. . «11 

(Л (Л 
a m 

' • I 

О) 
021 

(Л 
«20 • 

(Л 
« т 

2, 2 
2 

(Л 
« m 

2, 1 
2 

(Л 
« то 

2'2" 

(Л 
. . а 2 2 

(Л 
« m l 

(Л 
« m 2 . • и т т,— 

2 

и т 

т, 
2 

w т 
1 m, 2 

2 

(Л 
. • « т о 

(3.1.13) 

Здесь 

flift«, = p f t ( l - s * w , ) + Y f t s < < j ) (3.1.14) 

( /и \ 
/ = 1 , 2 , . . . , у; 1=1 ,2 , . . . , т ; £ = 0 , 1 , . . . , — ) , 

где P(j и Yd — элементы матриц (3.1.2) и (3.1.3). 
Переходная матрица автомата-объекта зависит от со­

стояния, в котором находится автомат-поиск. Для 1-го 
состояния автомата-поиска она равна 

Д«> = 

6„i<*> 

(3.1.15) 

18* 
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где 

2 2 2 

+ № m + ( Y m - B m ) S i < J > ] r | j b ; 

_ f 1 при j = k; 
Ц]к~ X О при \фк. 

(3.1.16) 

(3.1.17) 

Далее будем говорить, что система поиск—объект на­
ходится в состоянии (/, / ) , если автомат-поиск находится 
в состоянии АХ,, а автомат-объект — в состоянии 
Q ( ^ ( X ) . Можно показать, что такая система поиск—объ­
ект образует более сложный автомат, поведение кото­
рого описывается цепью Маркова со следующей матри­
цей переходных вероятностей: 

А = 

Т10 
Т щ 

' ' 2 -
т Т га 

1,— 
2 

Т щ 

' ' 2 - l'J 

Т га 
1,— 

2 

т21 Т20 • • Т та 
2 , - - 2 

Т m 
2 . - - 1 

Т щ 
2,— 2 

Т ral • • Т щ 
m,— 

2 
Т га 

rn, 1 
2 

Т га 
га,— 

2 

22 

.. т т о 

где 

(3.1.18) 

(3.1.19) 

aik^ определяются формулой (3.1.14); bjh(i) — форму­
лой (3.1.16). Если S j W (i=l,... ,m; j=l,...,v) посто­
янны, то цепь Маркова (3.1.18) является однородной, и 
в случае ее эргодичности вектор предельных вероятнос­
тей Р = ( р 1 ( 1 ) , . . . , р 1 (») Р2 О) • • , Р2 -,Рг 
находится как решение системы алгебраических уравнений 
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Р = РА, (3.1.20) 

где Л — матрица (3.1.18); 
pt(i) — предельная вероятность того, что система по­

иск—объект находится в состоянии (г, / ) . 
Средний штраф автомата-поиска определим в виде 

v т 

Р С Р = 2 2piU)SiU)' (зл-21> 

3=1 г=1 

а среднее смещение на одном шаге в пространстве пара­
метров X по направлению градиента — в виде 

v т 

M[AQ}= ^ 2 g radQ( i>(X) ) , (3.1.22) 
3=1 t=l 

где скобки обозначают скалярное произведение векторов. 
Очевидно, что предельные вероятности Рг^\ а также 

/?Ср и M[AQ] зависят от значений элементов матриц 
(3.1.2) и (3.1.3). Задача построения оптимального алго­
ритма поиска заключается в нахождении таких значений 
переходных вероятностей р& и ул. при которых рср или 
M[AQ] принимает минимальное значение. Отметим, что 
из общей модели объекта оптимизации (3.1.15) нетрудно 
получить различные более простые модели, в том числе 
линейную модель объекта оптимизации. 

§ 3.2. О П Т И М А Л Ь Н Ы Е А Л Г О Р И Т М Ы 

П О И С К А Д Л Я Д В У М Е Р Н О Г О О Б Ъ Е К Т А 

О П Т И М И З А Ц И И 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДЛЯ ДВУМЕРНОГО 
ОБЪЕКТА 

В этом параграфе построим оптимальные 
алгоритмы для случая оптимизации различных двумер­
ных объектов [54]. Пусть п = 2; т = 4; и = 2. Тогда имеем 
матрицы переходных вероятностей 
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Л 0 = 

Ро Pi р 2 |5i 
Pi Ро Pi Р 2 

Р 2 Pi Ро Pi 

Pi Рг Pi Ро 

Yo Y i Y*2 Y i 

Y i Yo Y i У2 
72 Y i Yo Y i 

Y i Y2 Y i Yo 

где 

Po + 2pi + p 2 = l ; Yo + 2 Y i + Y 2 = l -

(3.2 Л) 

(3.2.2) 

Пусть объект оптимизации имеет следующие два состо­
яния: 

Q ( D ( X ) = x i ; Q<2>(X) = - * , (3.2.3) 

Нетрудно увидеть, что вероятности штрафов S i ' 3 ' для та­
кого объекта равны 

S 1 = S l U ) = S 4 U > = s 2 ( 2 > = S 3 ( 2 > = L [ Ц - ф ( . | 1 ) ] ; 

S 2 = S 2 ( l ) = S 3 ( 1 ) = S , < 2 ) = S 4 <2)=-i-[ 1 - ф ( | ) [ 
(3.2.4) 

2 L \ 2о 

Пусть объект изменяет свои состояния в соответствии 
с матрицами 

1 О 
X21 И22 

К2- О 1 
(3.2.5) 

Тогда переходная матрица (3.1.15) автомата-объекта 
имеет вид 

Д«> = 6 n

( i ) 6 l 2 ( i ) 

б 2 1 (0 б22о> 
(3.2.6) 

где числа 8jhH) определяются формулой (3.1.16). Учиты­
вая равенства (3.2.4), из формулы (3.1.14) получаем: 

aihw = aikM = a2hw = ashW = a l h = $k{l-Si) +yksl; 
(3.2.7) 

a 2 h

m = « 3 f t ( ! ) = «ife ( 2 ) = a i h

{ 2 ) = a 2 h = p f t (1 - s2) + yus2 

(k = 0, 1,2). 
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Поэтому матрицы ( / = 1 , 2) имеют вид 

#10 #11 #12 #11 

#21 #20 #21 0.22 
а22 #21 #20 #21 

#11 #12 #11 #10 

А (2): 

#20 #21 #22 #21 

#11 #10 #11 #12 

#12 #11 #10 #11 

#21 #22 #21 #20 

а матрица А — блочная: 

Т\о ТЦ Т12 ТИ 

Т~2\ ^20 ^21 ^22 

^22 7*21 ^20 ^21 

Т\\ Т\2 Тц 

А = 

(3.2.8) 

(3.2.9) 

где 

aihW б2,<" #ift ( 2 ) 6 2 2 ( i ) 

(3.2.10) 

Отметим, что из модели (3.2.5), (3.2.6), которая явля­
ется стохастической и учитывает действия системы по­
иска, можно получить различные модели объекта опти­
мизации. Так, например, если элементы матриц (3.2.6) 
не зависят от индекса i и от элементов матриц (3.2.5), 
то получим вполне стохастическую модель объекта, по­
ведение которой не зависит от действий системы поиска. 
Если матрицу у.{ задать в виде 

1 ° ! ( З А М ) 
1 0: 

или матрицы A ( i ) — в виде 

1 0 ; 
1 0 1 

( t = l , . . . , т ) , 

Д(г) = (3.2.12) 

то будем иметь линейную модель объекта оптимизации. 
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А Н А Л И З П Р О Ц Е С С А О П Т И М И З А Ц И И 
С Т О Х А С Т И Ч Е С К О Й М О Д Е Л И , У Ч И Т Ы В А Ю Щ Е Й 
ДЕЙСТВИЯ СИСТЕМЫ П О И С К А 

Поведение такой системы поиск—объект 
описывается цепью Маркова с матрицей перехода 
(3.2.9). Пусть оба состояния среды равноценны, т .е. 
иц = Х22 = 6. Тогда 

X l = 
6 1-6 

1-6 б (3.2.13) 

Матрицы ДО и Д< 2\ если учесть формулы (3.1.17), 
(3.2.4) и (3.2.13), имеют вид 

ДО> = бц 6 i 2 

621 б22 
Д ( 2 ) : 622 621 ! 

'12 
(3.2.14) 

(3.2.15) 

где 

6 n = [ l - p 2 + ( p 2 - Y 2 ) s i ] 6 + p2+ (Y2-p 2 )s , ; 

6l2 = [l-P2+(p2-Y2)Sl](l-6); 

6 2 ! =[l -0 2 +(p 2 -Y2 )s 2 ] ( l -6) ; 
б22 = [ 1 - p2 + (p2 - Y2) s2]6 + p2 + ( Y 2 - Pa) s2. 

Систему уравнений (3.1.20) можно переписать в виде 
•системы векторных уравнений 

Р 1 = Р 1 7 1 0 + Р 2 7 2 1 + Р 3 7 ' 2 2 + Р47 1 1 ; 

Р 2 = PJU + РаТ20 + Р 3 Г 2 1 + Р 4 Г 1 2 ; 

Рз = р 1 Г 1 2 + Р 2 7 2 1 + Р 3Г 2о + Р 4 7 1 1 ; 

Р 4 = Р, 7,, + Р 2 7 2 2 + Р 3 7 2 1 + Р 4 7 ! 0 , 

(3.2.16) 

Г Д е Рг=(Рг(1,,Рг(2)); 

Tik — матрицы (3.2.10). 
Используя свойства этой системы, можно показать, что 
выполняются равенства 

Р, = Р 4 ; Р 2 = Р 3 . .(3.2.17) 
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Поэтому 

Pi = P»(7 ,io + ? ' u ) + P 2 ( 7 ' 2 i + r 2 2 ) ; 

Р 2 = Р 1 ( Г 1 1 + Г 1 2 ) + Р 2 ( Г 2 0 + Г 2 1 ) . 

Вводим обозначения 

gll gl2 
g21 g22 

T I 0 + T U = T N + TL2 = 

Учитывая вид матриц (3.2.14), имеем 

g22 g2l 
gl2 gll 

T20+ T<L\ — 7*21 + ^22 — 

«11 

«21 

«22 

«12 

«12 

«22 

«21 

«11 

(3.2.18) 

(3.2.19) 

(3.2.20) 

С учетом матриц (3.2.19) и (3.2.20) из системы (3.2.18) 
получаем 

Р1Ы=р2(2)=р1; р112)=р2Ц)=р2. (3.2.21) 

Следовательно, предельные вероятности р , и р 2 можно 
получить из системы линейных однородных уравнений 

Pi= (gu + hi2)Pi+ (g2i + h22)p2; 

р2 = ( g l 2 + « I l ) P l + (g22 + « 2 l ) / ? 2 -
(3.2.22) 

Из этой системы, с учетом условия Р\+р2=-^, находим: 

Р2--

g2i + h. 22 
4 g l 2 + « l l + g 2 l + «22 

J g l 2 + « U 

4 g-12 + « l l + g 2 1 + «22 

(3.2.23) 

где 
gi2= ( « 1 0 + 0 , 1 ) 6 1 2 ; g2\= ( « 2 0 + ^ 2 1 ) 6 2 1 ; 

« 1 1 = («и + « 1 2 ) 6 1 1 ; « 2 2 = («21 + 022)622; 

Oik определяются по формуле (3.2.7): 

(3.2.24) 
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« i o = PoS 2 + YoSi ; G2o = PoSi + YoS2; 

a n = P i S 2 + Y i s b « 2 i = P i S i + Y i S 2 ; ( 3 . 2 . 2 5 ) 

£ l 2 = P 2 S2 + Y 2 S i ; « 2 2 = P 2 S l + Y 2 S 2 -

Подставляя в формулы ( 3 . 2 . 2 3 ) выражения ( 3 . 2 . 2 4 ) , 
имеем: 

_ 1_ a 2 0 + fl21 + ( ^ 2 2 - ^ 2 0 ) 6 2 2 . 

' 4 a 2 0 + a 2 i + ( a 2 2 - a 2 o ) 6 2 2 + aio + a i i + ( ^ 1 2 - 0 1 0 ) 6 1 1 

1 a 1 0 + a n + ( a 1 2 —аю)бп 
p2 — — • • . 

4 a 2 0 + a 2 1 + ( a 2 2 - a 2 0 ) 622 + a 1 0 + a n + ( « 1 2 - 0 1 0 ) 611 

( 3 . 2 . 2 6 ) 

Средний штраф автомата поиска равен 
8 

Р с р = ^ T p i S i = 4 ( p 1 S i + p 2 s 2 ) = s 2 + ^ ~ * а , ( 3 . 2 . 2 7 ) 

г = 1 1 

а предельное среднее приращение функции качества 
M[AQ] = 4(Pl-p2) = 

a2o + a 2 i + ( a 2 2 - a 2 o ) 6 2 2 - ( о ю + « п ) - ( « i 2 - « i o ) 6 n 

o 2 o + a 2 i + ( a 2 2 - a 2 o ) 6 2 2 + (al0 + a n ) + ( a 1 2 - a , o ) 6 n 

G - l 
G + l 

где 

G 

( 3 . 2 . 2 8 ) 

a io + a n + ( « 1 2 - 0 1 0 ) 6 1 1 

a2o + a2i + («22 — a 2 o ) 6 2 2 

= [ l - 2 ( p s 2 + y S | ) ] [ l - ( p 2 s 2 + v 2 S i ) } ( l - 6 ) + p s 2 + y s i 
[ l - 2 ( p S l + Y S 2 ) ] [ l - (p2Si + Y 2 s 2 ) ] ( l - 6 ) + p s 1 + Y S 2 ' 

( 3 . 2 . 2 9 ) 

причем 

P = Pi + p2; Y = Y i + Y 2 ; ( 3 . 2 . 3 0 ) 

0 ^ p i < 0 , 5 ; 0 s C p 2 < l ; 

0 < Y i < 0 , 5 ; 0 ^ Y 2 < 1 . ( 3 ' 2 ' 3 1 ) 
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Из формулы (3.2.28) следует 

l i m A f [ A Q ] = - l , (3.2.32) 
G-eoo 

а из (3.2.27) — 

lim/?Cp = S2- (3.2.33) 
G-+00 

Из формул (3.2.32) и (3.2.33) вид­
но, что для построения оптималь­
ных алгоритмов поиска необхо­
димо найти значения параметров 
Рь 02 и у и Y2. П Р И которых выражение G принимает мак­
симальное значение. Проведем теоретический анализ вы­
ражения G для случая, когда отсутствует помеха, т. е. 
когда о = 0 и s t = 1, s2 = 0. Тогда 

G = [1 —2(Yi+Y2)](l—Y2> ( 1 - 6 ) +Y1+Y2 = /(Yi.Ya) 
[1—2(p, + p 2 ) ] ( l —p2) (1 — 6) +P1 + P2 /(Pi.Pa) ' 

(3.2.34) 

Найдем максимальное значение функции G. Для этого 
необходимо найти максимум функции / ( Y 1 . Y 2 ) и положи­
тельный минимум функции f(Pi,P 2 )- Область определе­
ния функции 

f (хи х2) = 1 - 6 + ( 2 6 - 1)*!+ ( 3 6 - 2 ) x 2 + 2 ( l - 6 ) x ! X 2 + 

+ 2 ( 1 - 6 ) х 2 2 (3.2.35) 

показана на рис. 3.2.1. Стандартными методами матема­
тического анализа покажем, что экстремальные зна­
чения функции f(xuXi) находятся на границе области ее 
определения. Дифференцируя f(x\,x2), находим: 

f'xl(Xi,x2) = 26-l + 2(l-6)x2; 
(3.2.36) 

/'*,(*!, х2) = 3 6 - 2 + 2(1 - 6 ) ^ + 4(1 -Ь)х2. 

Отсюда следует, что стационарной является точка с ко­
ординатами 

Рис. 3.2.1. Область опре­
деления функции f (хи х2). 
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1 —26 б 1-26 / О < л о - , ч 

Х = ; Х = ; Х 2 = . (3.2.37) 
2 ( 1 - 6 ) 2 ( 1 - 6 ) 2 ( 1 - 6 ) V ' 

При 0<6<0 ,5 она находится внутри области определе­
ния функции f(xu х2); при 6 = 0,5 она помещается на гра­
нице этой области и имеет координаты Х\=0,5; х 2 = 0; 
при 6 = 0 — также на границе, с координатами Х ] = 0 ; 
х 2 = 0,5. При 0 , 5 < 6 ^ 1 стационарная точка выходит из 
области определения функции / ( х ь х 2 ) . 

Вторые производные функции равны 

*> = f"xx (хих2)=0; С = \" ( х ь х 2 ) = 4 ( 1 - 6 ) ; 
Х\Л2 Л2Х2 

(3.2.38) 
5 = (xi.**)-?'^ ( х ь х 2 ) = 2 ( 1 - 6 ) . 

Поэтому В 2 —DC = 4(1 — 6 ) 2 ^ 0 . Следовательно, точка, 
определяемая формулами (3.2.37), не является точкой 
экстремума. 

Исследуем функцию / ( х ь х2) на границах ее опреде­
ления. 

1. На границе * i = 0; 0 ^ х 2 ^ 1 функция f(xux2) имеет 
вид 

/ (0, х2) = 1 - 6 + (36 - 2) х2 + 2 (1 - 6) х 2

2 , (3.2.39) 

а экстремальной является точка 

2 - 3 6 2 - 6 
Хг= *H=Wl 7(Г=5Г ( 3 ' 2 " 0 ) 

В этой точке функция f(0, х2) принимает минимальное 
значение, равное 

f/о 2 ~ 3 6 ) = 4 - 4 6 - 6 2 

' V ' 4 ( 1 - 6 ) / ~ 8 ( 1 - 6 ) 
(3.2.41) 

На концах отрезка 0 ^ х 2 ^ 1 функция принимает значе­
ния 

/ (0,0) = 1-6; /(0, 1) = 1. (3.2.42) 
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Отсюда видно, что максимальное значение, равное еди­
нице, при 0 < 6 < 1 она принимает на правом конце от­
резка х2=1, а для 6 = 0 — также на конце отрезка х 2 = 0. 
Точка минимума (3.2.40) находится внутри отрезка 
0 ^ * 2 = ^ 1 П Р И 0 < б < 2 / 3 . При 2 / 3 ^ 6 ^ 1 точкой мини­
мума является левый конец отрезка х 2 = 0, а минималь­
ное значение равно 

/(0,0) = 1-6. (3.2.43) 

2. На границе х2 = 0; 0 ^ x ^ 0 , 5 функция / ( х ь х 2 ) яв­
ляется линейной: 

f ( x b 0 ) = 1 - 6 + ( 2 8 - 1 ) х ь (3.2.44) 

Наибольшее и наименьшее значения она принимает на 
концах отрезка 0 ^ x ^ 0 , 5 : 

/(0, 0) = 1 -6 ; / (0 ,5 ; 0) =0,5. (3.2.45) 

3. На границе 2х! + х 2 = 1 ; 0 ^ x ^ 0 , 5 ; 0 ^ х 2 ^ 1 функ­
ция имеет вид 

f(±^L, х2)=± + (б-±)ха+(\-6)х2* . (3.2.46) 

Экстремальной является точка с координатами 

1-26 3 - 2 6 , п п л „ 
х 2 = •; х , = , (3.2.47) 

2 4 ( 1 - 6 ) 8 ( 1 - 6 ) V ; 

в которой функция принимает минимальное значение: 

(3.2.48) f ( 3 ~ 2 6 1-26 \ _ 5 + 4 6 - 1262 

' 8(Т^бГ ' "4 (1-6) / 16(1-6) 

На концах границы функция / |•- , х2 j равна 

f (0,5; 0) =0,5; f(0, 1) = 1. (3.2.49) 

Формулы (3.2.47) дают точку минимума функции (3.2.46) 
для 0<6<0 ,5 . При 0 , 5 ^ 6 < 1 точкой минимума функции 
(3.2.46) является точка X i = 0 , 5 ; х 2 = 0, а минимальное 
значение функции равно 

/(0,5; 0 ) = 0,5. (3.2.50) 
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Для 6 = 1 и 6 = 0 необходимо провести дополнительный 
анализ. Сравнивая формулы (3.2.41), (3.2.42), (3.2.45), 
(3.2.48) и (3.2.49), видим, что максимальное значение, 
равное единице, функция f(xux2) для случая 0 < 6 < 1 
принимает в точке хх = 0; х 2 = 1 . Следовательно, опти­
мальные значения вероятностей уо, Уь Y2 равны 

Yo = Yi = 0; Y 2 = i , (3.2.51) 

т. е. при оптимизации стохастической модели объекта в 
обстановке отсутствия помех при неудачном шаге поиска 
возврат системы поиска в предыдущее состояние всегда 
является оптимальным действием. 

Далее следует, что для 2 / 3 ^ 6 < 1 минимальное зна­
чение, равное 1 — 6, функция f(xux2) принимает в точке 
Х\—х2 = 0, т. е. оптимальными значениями параметров 
Ро, Рь Рг являются 

Ро=1; Pi = p2 = 0. (3.2.52) 

Следовательно, для 2 / 3 ^ 6 < 1 оптимальным является 
алгоритм поиска со следующими элементами переходных 
матриц (3.2.1): 

Ро=1 ; Pi = p 2 = 0; Yo = Yi = 0; Y 2 = l . (3.2.53) 

Среднее приращение функции качества, подсчитанное по 
формуле (3.2.28), для этого алгоритма равно 

M , [ A Q H - - A - , (3.2.54) 
l — о 

а средний штраф, подсчитанный по формуле (3.2.27), 

При 1/2^6<2/3 формулы (3.2.47) не имеют физичес­
кого смысла. Поэтому для этих значений 6 функция 
f(xi,x2) принимает минимальное значение в точке, опре­
деляемой формулами (3.2.40). Чтобы найти оптималь­
ный алгоритм поиска для 0<6<0 ,5 , надо провести срав-
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нение выражений (3.2.41) и (3.2.48). Из неравен­
ства 

^ 4 - 4 6 ^ 
5 + 4 6 - 1262 к ' 

следует неравенство 
106 2-126 + 3 ^ 0 . (3.2.57) 

Решая это неравенство, получаем точки 

e i = 6 ± £ ; e a = 6 z £ , (3.2.58) 
10 10 

определяющие интервал, на котором выражение (3.2.41) 
принимает значение, меньшее, чем выражение (3.2.48). 
Следовательно, на интервале (6 —Уб) /10<6<2 /3 опти­
мальным является алгоритм 

2 - 6 п п 2 - 3 6 
Ро= , „ с ч ; Pi = 0; P V 4 ( 1 - 6 ) ' ^ ' v z 4 ( 1 - 6 ) ' 

Yo = Yi = 0; Y2= 1, 

а на интервале 0 < 6 < (6 — "[/6)/10 алгоритм 

(3.2.59) 

1 ( 1 - 6 ) ' 1 4 ( 1 - 6 ) ' 

Y 0 = Y I = 0; Y2=l-
(3.2.60) 

Для первого алгоритма среднее приращение функции ка­
чества и средний штраф равны 

M2[AQ] = ; . (3.2.61) 
L J 12—126 —б 2 К ' 

4_45_g2 
р с р(2) = , (3.2.62) 
И р 12—126 —б 2 V ; 

а для второго алгоритма —• 

M f r q — " - * • » + « № (3.2.63) 
1 J 2 1 - 1 2 6 - 1 2 6 2 V ; 
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5+46-126* 
^ P 21 — 126— 1262 ' 

Изложенный выше анализ показывает, что для раз­
личных интервалов изменения параметра объекта 6 
имеются различные оптимальные алгоритмы. 

1) Для интервала 2 / 3 ^ 6 < 1 оптимальным является 
алгоритм со значениями переходных вероятностей 

Ро=1; Pi = p2 = 0; Yo = Yi = 0; Y2=l- (3-2.65) 

Среднее значение функции качества для этого алгоритма 
равно 

M , [ A Q } = - 1 1 - , (3.2.66) 

а средний штраф — 

Р с р ( ' > = - ^ - . (3.2.67) 

2) Для интервала (6 —У6) /10<6<2 /3 имеем следую­
щий оптимальный алгоритм: 

о 2 - 6 _ 2 - 3 6 . 

(3.2.68) 
Yo = Yi = °; Y2=l-

Среднее приращение функции качества и средний штраф 
равны 

4 _ 46 + б 2 

M i ^ = ~ 1 2 - 1 2 . - е . ' ^ 
4 _ 4 § _ g 2 

= 12-126-6* • ( 3 - 2 - 7 ° ) 

3) На интервале 0 < 6 ^ (6 — ̂ 6)/10 оптимальным яв­
ляется алгоритм 
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Среднее приращение функции качества' и средний штраф 
равны 

M J a Q l — " - 2 0 6 + 1 2 6 1 ; (3.2.72) 
3 1 V J 2 1 - 1 2 6 - 126 2 Л ; 

... 5 + 4 6 - 1 2 6 2 
Р ^ = - 2 1 - 1 2 6 - 1 2 6 2 • ( 3 - 2 J 3 ) 

Для сравнения приводим еще формулы для среднего 
приращения функции качества на одном шаге поиска 
для алгоритмов случайного спуска M C N [ A Q ] и для алго­
ритмов случайного поиска с возвратом M B [ A Q ] . Для слу­
чая, когда отсутствует помеха, по формулам (3.2.34) и 
(3.2.28) имеем: 

A W A Q ] = - f~2

l

8 ; . (3.2.74) 

M B [ A Q ] = ~ у • (3 .2.75) 

MCAQ] 

Рис. 3.2.2. Изменение А4[Д<2] в зависимости 
от параметра б для оптимальных алгоритмов 
поиска. 

19 — 2014 
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6 j 1 0,9 0,8 0,7 0,6 

Ро 1 1 1 1 0,87 

р. 1 0 0 0 0 

Р2 0 0 0 0 0,13 

Yo 0 0 0 0 

Yi 
Произволь­

ное 0 0 0 0 

Y 2 
Произволь­

ное 1 1 1 1 

M[\Q] - 1 -0,82 -0,67 -0,54 -0,44 

- 1 -0,67 -0,43 -0,25 0,11 

MB[AQ] -0,33 -0,33 -0,33 -0,33 -0,33 

П р и м е ч а н и я : 1. s L = 1; s 2 =0. 
2. Прочерк в графе означает, что при соответст 

Для случая, когда есть помеха, по формулам (3.2.29) и 
(3.2.28) находим: 

A M A Q b - . j * - " ' ' 1 " ? . , , : (3.2.76) 
(2 — S i S 2 ) ( 1 - 6 ) + 1 

MB[AQ] = - , f , • (3.2.77) 
3[1 — S i s 2 ( l —6)] 
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Т а б л и ц а 3.2.1 

0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0 

0,75 
1 

0,67 0 0 0 0 

0 0 | 0,43 j 0,41 
1 

0,38 0,38 

0,25 0,33 0,14 0,18 0,22 0,25 

0 0 0 0 0 1 или 0 

0 0 0 0 0 0 

1 I 1 1 1 1 или 0 

-0,39 -0,36 -0,37 -0,41 -0,46 -0,52 

— — — 
i 

— — 

-0,33 -0,33 -0,33 -0,33 -0,33 -0,33 

вующих значениях параметра б алгоритм не работает. 

Из формул (3.2.74) и (3.2.75) видно, что алгоритм слу­
чайного спуска производит оптимизацию только тех объ­
ектов, для которых 0 , 5 < б ^ 1 , а объекты, которые ха­
рактеризуются большей величиной случайности, этот 
алгоритм не оптимизирует. 

На рис. 3.2.2 представлено изменение M[AQ] в зави­
симости от параметра объекта б для построенных опти­
мальных алгоритмов: график 1 — для алгоритма 

19* 



ГЛАВА I I I 
292 

6 1 0,9 0,8 0,7 0,6 

Ро 1 1 1 1 0,98 

p. 0 0 0 0 0 

р 2 
0 о 0 о 0,02 

Yo \o¥=i 0 0 о 0 

Vi 
Произволь­

ное 
0 0 0 0 

Y 2 
Произволь­

ное 1 1 1 1 

MS[AQ] -0,20 -0,20 -0,19 -0,19 -0,19 

1 
1 M[AQ] -0 ,6 

-0,50 -0,450 -0,38 -0,31 

1 M c n [AQ] 

1 
-0 ,6 -0,41 -0,26 -0,15 -0,07 

TT D и м e ч а н и я: 1. Si=0,8; $2=0,2. 
F 2. Прочерк в графе означает, что при соответст 

(3.2.65), график 2 — для алгоритма (3.2.68), график 3 — 
для алгоритма (3.2.71), график 4 — для алгоритма слу­
чайного спуска, график 5 — для алгоритма случайного 
поиска с возвратом. Жирной линией показано M[AQ] для 
интегрального оптимального алгоритма. По этим графи­
кам видно значительное преимущество оптимального ал­
горитма перед известными алгоритмами случайного 
спуска и случайного поиска с возвратом. В таблице 3.2.1 
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Т а б л и ц а 3.2.2 

0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 | о 

0,83 0,74 0 0 0 0 

0 0 0,47 0,45 0,43 0,42 

0,17 0,26 0,06 0,10 0,14 0,16 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

1 1 i 1 1 1 1 

-0,18 -0,18 -0,18 -0,17 j -0,17 -0,17 

-0,27 -0,25 -0,24 -0,25 -0,26 -0,27 

0 — — — — 

вующи.х значениях параметра б алгоритм не работает. 

приведены аналитически подсчитанные значения Ро, Рь 
Р2, уо> Yi> Y2 Д л я оптимального алгоритма, а также 
M c n {AQ] и M B[AQ] для алгоритмов случайного спуска и 
случайного поиска с возвратом. 

Построить оптимальный алгоритм поиска при нали­
чии помех аналитическим путем, используя выражения 
(3.2.29) и (3.2.28), весьма затруднительно, поэтому он 
был определен из этих выражений на ЭЦВМ методом 
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б 1 | 0,9 
I 

0,8 0,7 0,6 

Ро 1 1 
i 

1 \ 1 
1 

1 

р. 0 0 

0 j 0 

1 

0 

Р2 0 0 0 0 0 

Yo Yo=l 0 
1 

0 0 
1 

0 

Yi 
Произволь­

ное 0 0 0 0 

Y 2 
Произволь­

ное 
0 1 1 1 

M[AQ] -0,20 -0,18 -0,16 -0,14 -0,12 

Mcu[AQ] -0,20 -0,14 -0,09 -0,05 -0,02 

MB[AQ] -0,07 -0,07 -0,06 -0,06 -0,06 

П р и м е ч а н и я : 1. Si=0,6; s 2 = 0,4. 
2. Прочерк в графе означает, что при соответст 

случайного поиска. Результаты расчетов оптимального 
алгоритма для значений s b равных 0,8; 0,6, и значений б, 
равных 0,9; 0,8; 0,7; 0,6; 0,5; 0,4; 0,3; 0,2; 0,1; 0, приве­
дены в таблицах 3.2.2 и 3.2.3. Там же приведены значе­
ния Af[AQ] для построенного оптимального алгоритма и 
для сравнения значения /МСЯ[Д(2] и M B[AQ] для алгорит­
мов случайного спуска и случайного поиска с возвратом. 
Значения первого столбца ( а = 1 ) таблиц найдены ана-

ОПТИМАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ 
295 

Т а б л и ц а 3.2.3 

0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0 

0,89 0,78 0,71 0 0 0 

0 0 0 0,48 0,46 0,45 

0,11 0,21 0,29 0,04 0,08 0,10 

0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 

1 1 1 1 1 1 

-0,10 -0,09 -0,09 -0,09 -0,09 -0,10 

0 — — — — — 

-0,06 -0,06 -0,06 -0,05 -0,05 -0,05 

вующих значениях параметра б алгоритм не работает. 

литическим путем по формулам (3.2.29) и (3.2.28). Из 
таблиц видно, что при увеличении помех, т. е. при Si-v0,5; 
s2-M3,5 ( G - V O O ) , уменьшается быстродействие оптималь­
ного алгоритма. Это свойство также следует из формул 
(3.2.29) и (3.2.28), из которых получаем 

l i m G = l ; l imM[AQ] = 0. 
< J - > 0 0 0 - > О О 

(3.2.78) 
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А Н А Л И З П Р О Ц Е С С А О П Т И М И З А Ц И И 
С Т О Х А С Т И Ч Е С К О Й М О Д Е Л И , 
НЕ С В Я З А Н Н О Й С П О И С К О М 

В этом случае матрица переходных вероят­
ностей объекта (3.2.6) не зависит от действия объекта. 
Предположим, что оба состояния объекта Q ( 1>(X) и 
Q ( 2 ) ( X ) равноценны. Тогда матрицы (3.2.6) равны 

Д 0 ) = Д<2) = 
б 1-6 

1-6 6 
(3.2.79) 

Подставляя в формулы (3.2.26) значения 611 = 622 = 6 и 
выражения (3.2.25), имеем: 

Pi 0 ) = p 4 ( D = p 2 ( 2 ) --Ръ (2) = 

( 1 ) = Р з ( 1 ) = 0 , ( 2 ) = Рг --Pi (2): 

1 6 + ( l - 2 6 ) ( B s i + Y s 2 ) 
4 ' 2 6 + ( 1 - 2 6 ) (P + Y) ' 

(3.2.80) 

j _ 6 + (1 -26) (ps2 + ysi) 

4 " 2 6 + ( 1 - 2 6 ) ( P + Y ) ' 

где р = Ро+Рь Y = Yo + Yi-По формулам (3.2.28) и (3.2.27) с 
учетом (3.2.79), (3.2.25) и (3.2.80) находим: 

M[AQ] = (1 -26 ) ( P - Y ) (SI-S2) 

2 6 + ( 1 - 2 6 ) (p+y) 
(3.2.81) 

Pcp = 
6+( l -26 ) [p ( s 1

2 +s 2 2 )+2YSiS 2 J 
2 6 + ( 1 - 2 6 ) (p + y) 

(3.2.82) 

Из формулы (3.2.81) следует, что если 0 , 5 < 6 ^ 1 , то 
M[AQ] достигает минимума при у = 0 и р = 1. Это озна­
чает, что оптимальным является алгоритм, значения па­
раметров которого равны: Yo = Y i = 0 ; Уг—i', Po+Pi = l ; 
Рг = 0. Учитывая условие Po + 2pi + P 2 = l , имеем р о = 1 ; 
р 1 = 0. Получаем алгоритм, в соответствии с которым 
при неудачном шаге следует делать возврат, .а при удач­
ном шаге — продолжать движение по тому же направ­
лению. Среднее приращение функции качества на одном 
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шаге для такого алгоритма имеет максимальное из воз­
можных значений: 

M[AQ]= (1—26) —s2), (3.2.83) 

а средний штраф равен 

Pcp = 6 + ( l - 2 6 ) ( s 1 2 + s 2

2 ) . (3.2.84) 

Для алгоритма случайного спуска имеем: 

^ „ _ ч Ш 1 ^ 1 ! г £ ! з и 1 ( 3 2 8 6 ) 

а для алгоритма случайного поиска с возвратом полу­
чаем: 

»wta- " " ^ м " - ' ( 3 2 8 7 > 

» . < - M + d - W + t f ) ( 3 2 8 8 ) 

Из формул (3.2.83), (3.2.85) и (3.2.87) следует, что 
среднее приращение функции качества при исполь­
зовании оптимального алгоритма в (3 — 26) раз больше, 
чем при использовании алгоритма случайного спуска, 
и в ( i + 2 6 ) раз больше, чем при алгоритме случайного 
поиска с возвратом. 

При 0 ^ б < 1 / 2 алгоритмы случайного спуска и слу­
чайного поиска с возвратом не работают, что аналогично 
результатам, описанным в работе [28]. В этом случае, в 
соответствии с формулой (3.2.81), отслеживать направле­
ние градиента будет алгоритм, для которого у > Р , т. е. 
алгоритм с неразумным поведением. Оптимальным 
является алгоритм, для которого р = 0, у = 1 , т. е. р 0 = 
= Pi = 0, р 2 = 1 и у о = 1 , у\=У2 = 0- Это означает, что при 
нештрафе следует сделать обратный шаг с вероятностью, 
равной единице, а при штрафе — продолжать движе­
ние по тому же направлению. Среднее приращение 
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•функции качества на одном шаге для такого алгоритма 
имеет максимальное из возможных значений: 

M[bQ]- (1 -26 ) ( s , - s 2 ) . (3.2.89) 

При 6=1/2 по формулам (3.2.81) и (3.2.82) имеем 
M[AQ] = 0 И /7Ср =1/2. Это означает, что в классе рассмат­
риваемых алгоритмов нет алгоритма, отслеживающего 
поведение такого объекта. 

Рассмотрим случай, когда матрица объекта (3.2.79) 
имеет вид 

6 1-6 
6 1-6 

(3.2.90) 

т. е. когда объект принимает следующее состояние 
вполне независимо от предыдущего. В этом случае мат­
рицы (3.2.20) имеют вид 

Т20+Т21

 : g21 g22 

gll gl2 
/г 2 1 h 22 

! h n h\2 

(3.2.91) 

С учетом матриц (3.2.19) и (3.2.91) из системы (3.2.18) 
следует: 

P i (2) = 1-6 
• P i ( I ) - Р2 (2) = 

1-6 
Р2( (3.2.92) 

Для получения предельных вероятностей р ^ 1 ' и р 2

( 1 ) 

имеем систему уравнений 

P l U ) = ( g l l + g 2 2 ) P l ( 1 ) + ( U 2 1 + M P 2 ( I ) ; 

5_ 
2 ' PlW+p2 (1): 

.'Из этой системы находим: 

P i ( i ) = _ . . 
h2i + hl2 

2 l~gn-g22 + h2l + hl2' 

Рг о)=А. I ~ g l l - g 2 2 

2 l-gu-g22 + h2i + hl2 

(3.2.93) 

(3.2.94) 
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где 

gn=(a10 + an)&; g 2 2 = (a20 + a2l) ( 1 - 6 ) ; 
(3 2 95) 

hi2={an + al2)d; h2X = (a2l + a22) ( 1 - 6 ) ; 

aih определяются формулами (3.2.25). 
Подставляя выражения (3.2.94) в формулы (3.2.21) и 

(3.2.22), находим средний штраф и среднее смещение на 
одном шаге: 

= ( l - g u - g 2 2 ) s i + (h2X + h22)s2 

P c i > ~ l-gn-g22 + h2l + hi2 

+ 6 ( g l l + g 2 2 + ft21 + frl2-l) (Sl-S2) . 2 g 6 

l - g l l - g 2 2 + / l 2 l+fc l2 

M[AQ)= (26 -1 ) g " + ^ + ^ i + ^ 2 - l ( 3 2 9 7 ) 

1 ~ gl 1 — g22 + «21 + "12 

Подставляя в эти выражения равенства (3.2.95) и учи­
тывая формулы (3.2.25), имеем: 

P + Y 

M [ A Q ] = ( 2 6 - l ) 2 ( s , - s 2 ) , (3.2.99) 
P + Y 

где 

P = Pi + p2; Y=Yi + Y2-

Из последней формулы следует, что M[AQ] принимает 
минимальное значение, равное — (26— 1) 2 (s L — s2), при 
|3 = 0, т. е. при Ро=1," Pi = (32 = 0 и уфО (у0ф1). Следова­
тельно, для вполне стохастической модели объекта опти­
мальным является алгоритм, в соответствии с которым 
при удачном шаге поиска следует продолжать шаги в 
том же направлении, а при неудачном — с произвольной 
вероятностью, отличной от единицы, можно выбрать лю­
бой шаг. 
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А Н А Л И З П Р О Ц Е С С А О П Т И М И З А Ц И И 
Л И Н Е Й Н О Й М О Д Е Л И О Б Ъ Е К Т А 

Линейную модель объекта можно задать 
при помощи следующей матрицы: 

Д(1) = Д(2) = Д = j 1 0 
1 0 

(3.2.100) 

в которой 

6п<-> = 621<-> = 1; 6 i 2 ^ = 6 2 2 ( i , = 0 (3.2.101) 

( £ = 1 , 2 ) . 

В этом случае матрица (3.2.10) записывается как 

a,ft<» 0 
T i h ' ' N f l / i 0 

а матрица (3.2.9) имеет вид 

(3.2.102) 

А = 

а 1 0<» 0 « „ ( ' ) 0 а,2о> 0 а м ( ' ) 0 
аюм 0 fl„<2) 0 G I 2 (2 ) 0 а, ,(2) 0 
о 2 > ( 1 ) 0 Й 2 0 ( 1 ) 0 а2 1о> 0 a22<') 0 
а21<2> 0 « 2 0 ( 2 ) 0 a 2 i ( 2 ) 0 а22<2> 0 
а и

( 1 ) 0 a 2 i ( 1 ) 0 « 2 0 ( , ) 0 a 2 i ( 1 ) 0 
а г 2 ( 2 ) 0 а 2 1 (2) 0 а 2 о ( 2 ) 0 а 2 1 (2) 0 
с„( ') 0 0 « 1 1 ( 1 ) 0 Й10 ( 1> 0 
«i><2> 0 й 1 2 (2) 0 а „ ( 2 ) 0 Ою ( 2 ) 0 

(3.2.103) 

Из матрицы видно, что состояния цепи Маркова, со­
ответствующие второму состоянию объекта Q ( 2 ) ( X ) , не­
существенны, а предельные вероятности этих состояний 
равны нулю: 

/>!<2) =р2<2> = р3<2> = р 4(2) = 0 . (3.2.104) 

Следовательно, процесс оптимизации линейной модели 
описывается цепью Маркова со следующей матрицей пе­
реходных вероятностей: 
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Й10 a l l
 а12 а11 

а21 #20 #21 а22 
0.22 #21

 а20 #21 

а\\ а п #и a w 

(3.2.105) 

Учитывая равенства (3.2.17), имеем Р\ = Р\, р 2 = Ръ, где 
введено обозначение Рг = Р г ( 1 ) (i = 1, - - . , 4). Из системы 
(3.2.18) получаем уравнения 

Р\= (#io + #n)Pi + (а21 + а22)р2; 

Рг= (#ii + ai 2 )Pi + (#20 + #2 i ) /?2 , 

решая которые с учетом условия pi+p2= 

_L # 2 1 + #22 

У Pi1 

Р2--

a 2 l + a 2 2 + a l 2 + a n 

J_ # i 2 + # n 

2 # 2 1 + # 2 2 + # 1 2 + #11 

(3.2.106) 

находим: 

(3.2.107) 

Подставляя в формулы (3.1.21) и (3.1.22) найденные 
предельные вероятности р { и р 2 и учитывая равенства 
(3.2.104) и выражения (3.2.25), получаем: 

Р с р = 

M[AQ)= -

P ( S l 2 + S 2 2 ) + 2 y S l S 2 , 

P + Y 

(Y-P) ( S l - S 2 ) 

P + Y 

где 

P = Pi + P2i Y = Y i + Y 2 -

. (3.2.108) 

(3.2.109) 

(3.2.110) 

Из формулы (3.2.109) видно, что минимальное значение, 
равное s2 — su M[AQ] принимает при (3 = 0; Y ^ 0 , Т. е. при 
Ро=1; Pi = p2 = 0; уоФ1; Y I + Y 2 = T ^ 0 . Следовательно, при 
оптимизации линейной модели объекта оптимальным яв­
ляется алгоритм модифицированного случайного спуска 
с произвольными вероятностями выбора направлений по­
иска при неудачном шаге и с исключением продолжения 
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шагов в направлении неудачного шага с вероятностью, 
равной единице. 

Выше были построены оптимальные алгоритмы поиска 
в классе алгоритмов, определяемом матрицами (3.2.1). 
Теперь найдем оптимальные алгоритм'ы в некоторых бо­
лее узких классах алгоритмов. 

1. Класс алгоритмов поиска, задаваемый матрицами 

А0 = 

1 
т 
1 

т 
т 

1_ т 

1 

т 
1_ 

т 
1 

т 
1 

т 

т 
т 
_1_ 
т 

Yo Yi Y2 Yi 
Yi Yo Yi Y2 

Y2 Yi Yo Yi 
Yi Y2 Yi Yo 

(3.2.111) 

По формулам (3.2.110) находим: 

P = Pi + p 2 = 2 Y = Yi + Y2- (3.2.112) 

Подставляя эти величины в формулы (3.2.108) и (3.2.112), 
имеем: 

Рср = 
Si2 + s2

2+4\SiS2 

1+2у 
(3.2.113) 

M[AQ]= 
( 2 у - 1 ) (sl-s2) 

2 у + 1 
(3.2.114) 

Для этого класса алгоритмов M[AQ] принимает мини­
мальное значение — 1/3(si — s2) при у= 1, т. е. при у о = 0 
и Y i + Y 2 = l - Следовательно, в оптимальном алгоритме 
исключается повторение неудачного шага. 

2. Класс алгоритмов поиска, задаваемый матрицами 



ОПТИМАЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ 
зоз 

ро pi Р2 Pi 
Pi Ро Pi Рг 
Р2 Pi Ро Pi 
Pi Рг Pi Ро 

1 
т 
1 
т 
1 
т 
1 
т 

т 
т 
1 

т 
1 
т 

4 
1 

т 
_1_ 

т 
1 
т 

т 
1 

т 
т 
_1_ т 

(3.2.115) 

Для этого класса имеем: p=Pi + p2; у=\12. По форму­
лам (3.2.108) и (3.2.109) находим: 

Р с р = 
2p(s 1 2+s 2 2 )+2s ,s 2 

M[AQ]=-

2 р + 1 

( l - 2 p ) ( S l - s 2 ) 
1 + 2 р 

(3.2.116) 

(3.2.117) 

Для этого класса алгоритмов M[AQ] принимает мини­
мальное значение, равное — (si — s 2 ) , при р = 0, т. е. при 
Ро=1; Pi = p2 = 0. Следовательно, оптимальным является 
алгоритм случайного спуска. 

3. Класс алгоритмов поиска, задаваемый матрицами 
(алгоритмы поиска с возвратом при неудаче) 

А0--

Ро Pi Рг Pi 
Pi Ро Pi р2 

Рг Pi Ро Pi 
PI Рг Pi Ро 

0 0 1 0 
0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 1 0 0 

(3.2.118) 

Для этого класса p = Pi + p2; у=1. Для среднего штрафа 
и среднего приращения функции качества имеем: 

_ P(S,2 + S a 2 ) + 5 l S 2 -

Pep — , (3.2.119) 
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M[AQ]= -
( 1 - p ) (Sl-s2) 

1+p 
(3.2.120) 

JW[AQ] принимает минимальное значение, равное — (s\ — 
— s2), при 0 = 0, т. е. при Ро=1; 01 = 02 = 0. Оптимальным 
является алгоритм, в соответствии с которым при удач­
ном шаге продолжается спуск, а при неудачном проис­
ходит возврат в предыдущее состояние. 

4. Класс алгоритмов поиска, задаваемый матрицами 
^'алгоритмы спуска) 

0 
1 
0 
о 

о 
о 
1 
о 

Yo Y i Y2 Y i 

Y i Yo Y i Y2 

Y2 Y i Yo Y i 

Y i Y2 Y i Yo 

(3.2.121) 

В этом случае 0 = 0; Y = YI + Y2- Отсюда следует: 

p c p = 2s l S 2 ; M [ A Q ] = - ( s , - s 2 ) . (3.2.122) 

Полученные выражения для рср и M [ A Q ] имеют место, 
если уФО. Поэтому оптимальным является алгоритм, ко­
торый исключает повторение неудачных шагов поиска. 

§ 3.3. С И Н Т Е З О П Т И М А Л Ь Н О Й 

С Т Р У К Т У Р Ы А Л Г О Р И Т М О В 

С А М О О Б У Ч Е Н И Я 

В § 3.1 и 3.2 был рассмотрен синтез опти­
мальных алгоритмов в классе алгоритмов случайного 
поиска без самообучения. В этом параграфе построим 
оптимальные алгоритмы в классе алгоритмов случайного 
поиска с самообучением. 

Найдем оптимальные алгоритмы в классе алгоритмов, 
которые задаются автоматами со случайной переходной 
функцией 4 / = 4 F ( W A T _ I , AQ'N-I), не зависящей от выхода 
автомата A X J V - I , и со случайной выходной функцией 
pN(AX) = p(AXN/XVN). Пусть переходы автоматов, рас­
положенных на координатах Wi ( / = 1 , . . . , п ) вектора W , 
из одного состояния в другое w^^f-wi^ задаются мат-
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рицами переходных вероятностей, одинаковых для всех 
координат W/. Пусть это будут следующие матрицы: 

при нештрафе (ДС?'<0) 

R(l)=Ro= 
гг 0 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 

Г\ 0 г2 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 
0 Г\ 0 г% 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . • г{ 0 Н 0 0 . . . 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . . 0 0 Г\ 0 . . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . • г2 
0 Г\ 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 Гг 

(3.3.1) 

при штрафе (AQ'jjsO) 

г2 Г\ 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 
Гг 0 Г\ 0 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 
0 г2 

0 Г\ 0 . . . 0 0 0 0 0 . . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . • г2 0 Г\ 0 0 . . . 0 0 0 
0 0 0 0 0 . . . 0 Г\ 0 гг 0 . . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . • гх 0 г2 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 Г\ гг 

(3.3.2) 

где 

г, + г 2 = 1 . (3.3.3) 

20 — 2014 
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Выходную функцию автомата также задаем покоорди­
натно в виде одинаковых выходных функций Fi для всех 
координат wt ( / = 1 , . . . , п): 

Fi = F(wi, q) = 

1 

1 + J * 
2 \ q 
0 

при w{>q; 

) при | а у | ^ о ; 

при Wi<C—q, 

(3.3.4) 

где 
Fi = F(wi, q) = В е р (Дх ; = l/w = Wi); 

1 — 7̂  = Вер (Дх;= — 1/ш = &>,). 

На изменение Wi накладываем ограничение 

(3.3.5) 

Функционирование автомата этого класса описыва­
ется цепью Маркова с матрицей переходных вероятнос­
тей 

A=(I-S*)A0 + S*AX, (3.3.6) 

где матрицы А0 и Ах являются матрицами (2.1.107) и 
(2.1.108), а матрица S* — матрицей (2.1.26). Элементы 
диагональной матрицы S* равны 

2 
j=i 

(г = 1 , . . . , т), (3.3.7) 

где Sj — вероятность штрафа действия ДХ<Л; 
qtj — вероятность появления выхода ДХ<л при на­

хождении автомата в состоянии wW; цц опре­
деляется формулой (3.3.4). 

Задача синтеза оптимального алгоритма поиска за­
ключается в нахождении таких значений переходных 
вероятностей гх и г 2 матриц (3.3.1) и (3.3.2) и такого зна­
чения параметра q в формуле (3.3.4), при которых сред­
нее приращение M[AQ] функции качества максимально. 
Предположим, что функция качества Q(X) линейна и 
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что на ее значения накладывается помеха в виде нор­
мально распределенной случайной величины е(о) с ма­
тематическим ожиданием, равным нулю, и диспер-

Q ' ( X ) = Q ( X ) + e ( a ) . .(3.3.8) 

Тогда цепь Маркова (3.3.6) является однородной и за­
дача сводится к нахождению ее предельных вероятнос­
тей. С использованием найденных предельных вероят­
ностей составляется выражение для среднего приращения 
7W[AQ] функции качества по направлению ее анти­
градиента. Это выражение содержит вероятности ги г2 

и параметр q. 
Построение оптимального алгоритма поиска сводится 

к нахождению таких значений г ь r2, q, при которых 
M[AQ] принимает минимальное значение. Построены оп­
тимальные алгоритмы для одномерного ( я = 1 ) и дву­
мерного (п = 2) случаев. 

1. Одномерный случай ( л = 1 ) . В этом случае матрицы 
переходных вероятностей AQ я А { равны матрицам Ro 
(3.3.1) и Ri (3.3.2), т. е. 

Л 0 = Я 0 ; Al = Ru (3.3.9) 

Для составления матрицы S*, входящей в формулу 
(3.3.6), необходимо определить вероятности Sj штрафов 
действий ДХ№ автомата и вероятности qa выходов ДХЬ'> 
автомата при его нахождении в состоянии w^. Опреде­
лим эти вероятности. 

Пусть автомат имеет 2k состояний, которые располо­
жены на прямой и пронумерованы в следующем по­
рядке: 

Wi = d; w2=(k-2)8+~; о>*_1 = 6 + — ; ^h=—\ 

б / „ б \ 
^fe+i = - y ; Wk+2=-\8+— ) ; w 2 h - i = 

= -(k-2)6--j: ®2k=-d, (3.3.10) 

20* 
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где 

2 f t - 1 

Для одномерного случая автомат имеет два выхода, 
которые представляют собой следующие числа: 

Д Х ( 1 ) = Д х = 1 ; ДХ(2) = _ Д х = - 1 , (3.3.11) 

вероятности появления которых согласно формуле (3.3.4) 
равны 

qil = Bep(Ax=l/w=wW)=Fi=F(w<i\ q); (3.3.12) 

qi2 = Bep(Ax = — \/w = wW) = l~Fi = 

0, если w^>q; 

y ( l —), если |ш№|===я; (3.3.13) 

1, если wM< — q 

( i = l , . . . , 2ft). 

Ввиду линейности функция Q(X) обладает свойством 
AQ<'> = a ; AQ<2> = - a , (3.3.14) 

где AQ ( i> — приращение функции Q(X) по направлению 
AX{i) ( t = l , 2). Тогда вероятности штрафов Sj действия 
АХ^ автоматов равны 

s, = B e p ( A Q > 0 / A x > 0 ) = - i [ l + O ( • — ) ] ; 

s2 = B e p ( A Q > 0 / A x < 0 ) = l [ l - ( l > ( - ^ - ) ] . 
(3.3.15) 

П о формуле (3.3.7) находим 

sw = FiSl + (1 - -Ft) s2 = s2+Fi (s, - 5 2 ) (3.3.16) 

( i = l , . . . , 2 f t ) . 
Следовательно, имеем диагональную матрицу вероят­

ностей штрафов (3.3.17). 



s*= 

s2 + Fi{si-s2) 0 0 . 
0 s2+F2{sl-s2) 0 . 

0 
0 

0 . . . 

0 . . . 

0 

0 

0...sa + Fi(sl-s2) 0 . . . 

0 . . 0 . . . s2 + F2k(si-s2) 

(3.3.17) 
CO 
о 

A = 

l - o , 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 

\ — v2 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 

0 l - v 3 0 v3 
0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . . l - v k 
0 Vh 0 0 . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 1 - v h 
0 Vh 0 . . 0 0 0 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . . l - l > 2 0 v2 

0 0 0 0 0 . . 0 0 0 0 0 . . 0 1 - 0 , V\ 

(3.3.19) 
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Поскольку состояния автомата, определяемые форму­
лами (3.3.10), симметричны относительно нулевой точки, 
то, используя формулы (3.3.4) и (3.3.13), мы можем за­
писать 

Fi=l-F2h-i+l (3.3.18) 

(i=l,...,2k). 

Учитывая свойство (3.3.18) и используя матрицы 
(3.3.1), (3.3.2) и (3.3.17), по формуле (3.3.6) находим 
матрицу (3.3.19) переходных вероятностей цепи Маркова, 
описывающей переходы автомата из одного состояния 
в другое, где 

_ Г s « > r i + ( l - s < * > ) r 2 ( i = l , 2 , . . . , £ ) ; 
° < - 1 5 ( « г а + ( 1 - 5 ( « ) г , (i = k+l,...,2k); 

s(»' определяются формулой (3.3.16). 
Сначала рассмотрим простейший случай, когда k=\. 

В этом случае, как нетрудно заметить, цепь Маркова 
(3.3.6) имеет матрицу переходных вероятностей 

А-
1 - O i V\ 

(3.3.21) 

где, в соответствии с формулой (3.3.20), 

U l = s ( i ) r 1 + ( l - s ( ' ) ) r 2 = r 2 + s ( i ) ( / - ! - r 2 ) . (3.3.22) 

Предельные вероятности этой цепи Маркова равны 

Pi = l - u i ; p 2 = wi (3.3.23) 

Подставляя вместо vx выражение (3.3.22), получаем: 

„_„_, . . .<„_„>; < з з 2 4 ) 

P2 = r2 + sW(rl-r2). 

Определим среднее смещение на одном шаге по пря­
мой х. При нахождении автомата в состоянии оно 
вычисляется по формуле 
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Л1[Дх/ау = ш<г>] = Вер(Дл:== 1/да = ш(4')) — 

- Вер(Дх = - 1/ш = аЛ*>) = Л - О - = 2Л— 1, 

(3.3.25) 

а среднее смещение, осредненное по всем состояниям ав­
томата (i=l,... ,2k), определяется формулой 

2k 2h 

М[Ах}= £ ptM[Ax/w = wW]= ^Pi(2Fi-l). (3.3.26) 
i=i i=i 

Для случая k=\ с учетом формул (3.3.24), (3.3.18) и 
(3.3.16) из формулы (3.3.26) имеем 

2 

Л*[Д*] = ^V<(2F<- l ) = ( 2 F , - l ) ( l - 2 u i ) = 
г=1 

= - ( l - 2 f , ) 2 ( s 1 - s 2 ) ( r 1 - r 2 ) . (3.3.27) 

Видно, что Л1[Дх] будет минимально, если (1— 2 F 1 ) 2 ( r i — 
— г2) будет равен своему максимальному значению, т. е. 
единице. Здесь возможны два случая: 

1) d=w{^q; (3.3.28) 

в этом случае по формуле (3.3.4) находим: 

^ = 4 - ( 1 + - ) ; 1 - 2 ^ = - — ; (3.3.29) 2 \ q I q 

d2 

М[Ах)= r ( s i - s 2 ) ( r , - r 2 ) ; (3.3.30) 

q2 

2) q^Wi=d; (3.3.31) 

в этом случае по формуле (3.3.4) имеем: 
Fi = l; 1 - 2 Л = - 1 ; (3.3.32) 
M[Ax]=-(Si~s2)(ri-ra). (3.3.33) 
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-d -q 0 q a -q -d 0 й q 

Рис. 3.3.1. Функция выхода автомата в зависимости от па­
раметра q. 

На рис. 3.3.1 показаны вид функции (3.3.4) и расположе­
ние точек d и q для первого и второго случаев. Из фор­
мул (3.3.30) и (3.3.33) видно, что алгоритм поиска будет 
оптимальным, если 

r, = l ; r 2 = 0; q^wu (3.3.34) 

Это означает, что в случае линейной функции Q(X) оп­
тимальным алгоритмом поиска по среднему быстро­
действию будет алгоритм с детерминированной функ­
цией переходов (3.3.1), (3.3.2) и детерминированной 
функцией выходов (3.3.4). 

Приведем формулы для определения дисперсии ус­
ловной случайной величины Ax/w и безусловной диспер­
сии величины Ах. Нетрудно показать, что имеет место 

D[Ax/w = wW] = 4Fi(l-Fi); (3.3.35) 

D[Ax]= ( 2F , -1 )2 [1 - ( s , - s 2 ) ( г , - г 2 ) ] . (3.3.36) 

Из этих формул находим, что 

1) при d = w^q (Fi = ~ [ \ + ~ ) , \-2Fi=-~) 

имеем: 

0[Дх/да = ш ^ ] = ( l - ~ ) ; (3.3.37) 
Я 

d2 

D[Ax]=—-2[ 1 - (s, - s 2) (r, - r 2 ) ] ; (3.3.38) 
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2) при q^w{ = d (Ft=l; 1 - 2 F < = - 1 ) 

имеем: 
D[Ax/w = wW] = 0; 

D[Ax]=l-(si-s2) (ri-r2). 

(3.3.39) 

(3.3.40) 

Из полученных формул следует, - что разброс поиска 
также будет минимален при тех же значениях парамет­
ров, т. е. при 

т. е. для случая линейной функции Q(X) минимальный 
разброс результата поиска будет при использовании де­
терминированного алгоритма поиска. 

Теперь рассмотрим общий случай, когда k>\. В этом 
случае переходы цепи Маркова, описывающей переходы 
автомата из одного состояния в другое, задаются мат­
рицей (3.3.19). 

Предельные вероятности этой цепи Маркова нахо­
дятся как решение следующей системы алгебраических 
уравнений: 

r, = l ; /-2 = 0; q = w, (3.3.41) 

Vtpi= (\-Vi+l)Pi+l ( t = l , . . . , * - l ) ; 

(3.3.42) 

( 1 — Vu+i)Ph+i = Vk+i+lPh+i+l ( i = 1). 

Решая эту систему, находим: 

i-l 

Pi 

(i = 2,...,k); 
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Ph+i 

i-1 

П (l-Vk+j) 
3 = 1 

Я 
j - 1 

г h 

П vk+j U (l-Vj) 
3=1 3=2 

Pi ; 

Pft+i = 
П 

(i = 2,... ,k) 

Я 
3=2 

"Pi , 

(3.3.43) 

где pi определяется из условия нормировки: 
i -1 k 

k 

1 - U l г -
i = 2 

Я 
3=1 

Я 
- + -

ft 

П (l-Vj) П (l~Vj) 
3=2 j=2 

-X 

г - 1 

X -+ 

\ 

г=2 Я 
3 = 1 

yft 
+3 / j 

(3.3.44) 

Vj определяются формулой (3.3.20). Среднее смещение 
по оси х определяется формулой (3.3.26). 

На рис. 3.3.2 показано изменение M[AQ] в зависимости 
от Г\ для случаев, когда память автомата равна k=l, 2, 
3, 4, 5 и <7<W ( i i (t '= I , ...,k). Из рисунка видно, что с 
ростом значения k при линейной функции качества 
быстродействие поиска увеличивается. Графики на 
рис. 3.3.2 подсчитаны на ЦВМ по формуле (3.4.26) с уче-
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том формул (3.3.43) и 
(3.3.44) при значении 
дисперсии помехи а = 
= 1. 

2. Двумерный случай 
(п=2). Пусть / г = 1 . Тогда 
автомат имеет четыре со­
стояния W<*> и четыре вы­
ходных вектора AX(-?>. Ну­
мерация состояний и пе­
реходы из одного состоя­
ния в другое показаны на 
рис. 3.3.3, а. Нетрудно по­
лучить переходные мат­
рицы состоянии авто­
мата 

-МШ1 

Рис. 3.3.2. Изменение М[Д<2] в за­
висимости от вероятности перехода 
автомата Гу и от памяти авто­
мата к. 

/ - 1 2 Г\Г2 Г22 ГуГ2 

Г\Г2 / - 1 2 Г\Г2 Г22 

Г\Г2 г,2 Г\Г2 

ГуГ2 Г22 Г\Г2 Гх2 

г 2

2 Г\Г2 П 2 Г\Г2 

Г\Г2 Г\Г2 / - 1 2 

Г1 2 гхг2 Г22 Г\Г2 

Г\Г2 ГУ2 Г\Г2 Г22 

(3.3.45) 

(3.3.46) 

Функционирование автомата описывается цепью Мар­
кова со следующей матрицей переходных вероятностей: 

1 - й , 
b b 

l — v3 

b 

v2 

b 
1 — f 4 

V3 

b 

b 

b 
l>4 

(3.3.47) 



ГЛАВА I I I 
316 

Рис. 3.3.3. Состояния и переходы автомата для от=4 ( и = 2 ) и нуме­
рация выходов AXj автомата. 

где 

Vi= (l-sW)r1

2+sWr2

2=ri

2-s(V(rl

2-r22), (3.3.48) 

b = rxr2. (3.3.49) 

Пронумеруем выходы ДХ^> автомата так, как это пока­
зано на рис. 3.3.3,6. Тогда приращения по направ­
лениям ДХ (з' равны 

AQ(i) = a i + a 2 ; AQ(2> = a , - a 2 ; 
(3.0.5U) 

AQ(3) = _ ( a i + a 2 ) ; A Q ( 4 ) = _ _ ( a i _ a 2 ) ; 

где a, ( i = l , 2 ) — направляющие косинусы вектора 
градиента функции Q(X) . 
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Вероятности Sj штрафов действий ДХ (^ автомата опре­
деляются по формуле 

Sj = Bep ( A Q > 0 / A X = AXO>) = ± [ i + o ( _ ^ L ) ] , 
(3.3.51) 

где Ф(г) — интеграл вероятности. Учитывая формулы 
(3.3.50), находим: 

„ 4 [ 1 + Ф ( ^ ) ] ; 5 2 4 [ , + ф ( ^ ) ] ; 

(3.3.52) 

1 
* з = у 

Определим вероятности штрафов s (') ( i = l , . . . , 4 ) по 
отношению к состояниям W ( ' ) автомата. Для этого сна­
чала определим вероятности выходов цц\ 

<7ii = Bep (Axx = \/wx = wxW) • B e p ( A x 2 = l / ^ 2 = ^ 2 ( i ) ) = 

qu=(l-FxW)F2^, 

где Fi ( i> заданы формулой (3.3.4) при Wi = wi^. 
Предположим, что состояния W<») автомата располо­

жены симметрично относительно начала координат: 

W('l = - W f f l ; W<4> = -W< 2>. (3.3.54) 

Тогда имеют место следующие равенства: 
f 1 n . - f , « ' - f , » - W « - l ' . ; 

Fxw = F2w = FxM = F2w=:F2. 

При этом можно показать, что 

F2= (3.3.56) 
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По формуле (3.3.7), учитывая выражения (3.3.55) и 
(3.3.56), находим: 

s<2) = s 4 + ( s 2 - s 4 ) F i ; 

s<3) = s i - ( s I - s 3 ) F 1 ; 

S ( 4 ) = s 2 _ ( s 2 - s 4 ) F i , 

(3.3.57) 

где 
1, 

o, 

если Ш 1 О > 0 ; 

еСЛИ | Ш 1 < 1 ' | ^ о ; 

если ff< — Ш ^ ' ) ; 

(3.3.58) 

Sj ( / = 1 , . . . , 4 ) определяются формулами (3.3.52). 
Из формул (3.3.57) видно, что выполняются равенства 

S ( D + S ( 3 ) = 1 ; S ( 2 ) + S ( 4 ) = l_ 

Учитывая эти равенства, находим: 

1 ) 3 = 1 - 0 ] ; vi=l-v2. 

Следовательно, матрица (3.3.47) имеет вид 

(3.3.59) 

(3.3.60) 

А = 

Ь 

Ь 1 - и , 
v2 Ъ 
b \-vx 

v2 b 

b 
\-v2 

b 
\ — v2 

(3.3.61) 

Предельные вероятности этой цепи Маркова находятся 
как решение следующей системы уравнений: 

P\ = vx(px+pz) + Ь(р2 + р4); 

P2 = b(pl+p2) +v2(p2 + p4); 

Рз = (l-vi) (Pi+Рз) +b(p2 + p4); 

Pi = b(p{ + p3) + (\-v2) (p2 + P i ) . 

(3.3.62) 
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Решая эту систему уравнений и нормируя вероятности 
pi, находим: 

p 1 = l [ l + ( r 1 - r 2 ) ( l - 2 S ( ' ) ) ] ; 

P2=\[l + {rl-r2){\-2sW)]; 

(3.3.63) 
Р З = 1 [ 1 + ( Г , - Г 2 ) ( 1 - 2 5 < 3 ) ) ] ; 

p 4 = l [ l + ( r 1 - / - 2 ) ( l - 2 s H ) ) ] . 

Можно показать, что среднее приращение функции 
Q(X) при фиксированном W ( i ) ( i = l , . . . , 4 ) равно 

M[AQ/WW] = (F^ + F2w-l)AQW+ (F1 w - F2w) AQ<2)). 
(3.3.64) 

По этой формуле с учетом равенств (3.3.55) находим: 

Af[AQ/W<D]=(2 i 7 i - l )AQ( 1 ) ; 

М[А Q/W<2>1 = (2Fi - 1) AQ <2>; 
(3.3.65) 

Af[AQ/W<3>]= ( l - 2 / 7

1 ) A Q < 1 > ; 

M[AQ/W<4>] = (1-2F,)AQ< 2>. 
С учетом этих выражений и формул (3.3.50) приращение 
функции Q(X) , осредненное по всем состояниям W ( i ) , 
равно 

M[AQ] = [(Pl-p3) (а{ + а2) + (Р2~Р4) ( a i - a 2 ) ] ( 2 F 1 - 1) = 

= - l [ ( s i - s 3 ) (ai + a 2 ) + (s2-Si) ( o c i - a 2 ) ] X 

X ( r 1 - r 2 ) ( 2 f 1 - l ) . (3.3.66) 

Очевидно, что M[AQ] достигнет своего минимального зна­
чения тогда, когда выражение 

(r1-r2)(2Fl-l) (3.3.67) 
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примет свое максимальное значение. Это будет иметь 
место при 

г , = 1; r 2 = 0; F, = l . (3.3.68) 

Fi = l тогда, когда в формуле (3.3.58) Wi^^q. По­
скольку o j ] ( 1 ) = ffi>2(1\ алгоритм поиска будет оптимальным 
при следующих значениях его параметров: 

г, = 1; r 2 = 0; wxW = w2W^q. (3.3.69) 

Этот результат согласуется с результатом, полученным 
для одномерного случая ( я = 1 ) . 

§ 3.4. С М Е Ш А Н Н Ы Е А Л Г О Р И Т М Ы 

С Л У Ч А Й Н О Г О П О И С К А 

Будем называть смешанным алгоритмом (по 
аналогии со смешанной стратегией в теории игр) такой 
алгоритм, в котором некоторые переходы от одного опе­
ратора к другому осуществляются вероятностным обра­
зом. Простейшим смешанным алгоритмом поиска явля­
ется алгоритм, стратегия которого образуется вероят­
ностным взвешиванием чистых стратегий: 

к 

s= 2 PiSi = [P S], . (3.4.1) 

где 
P=(pu...,pk) (3.4.2) 

— вектор вероятностей бесов выбранных стратегий; 
h 

г = 1 

S = ( s „ ...,sh) (3.4.3) 

— вектор имеющихся чистых стратегий поиска (напри­
мер, Si — стратегия метода градиента, s2 — стратегия 
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метода покоординатного спуска, S3 — стратегия случай­
ного поиска с парными пробами и т. д.) . 

Синтез такого алгоритма сводится к выбору его со­
ставляющих из множества алгоритмов (3.4.3) и опреде­
лению вектора их весов (3.4.2). Очевидно, что при задан­
ном объекте и выбранном критерии эффективности ал­
горитма вектор (3.4.2) вырождается в единичный. Это 
означает, что наилучшей смешанной комбинацией алго­
ритмов является отсутствие комбинации, что и сводится 
к выбору одного наилучшего алгоритма. 

Это обстоятельство заставляет обратиться к другим 
способам построения смешанного алгоритма. 

Пусть в качестве исходных чистых действий su s 2,... 
...,Sh выступают не стратегии поиска, а лишь отдель­
ные операторы. Такими операторами могут быть, напри­
мер, оператор определения градиента показателя ка­
чества, оператор движения в том же направлении, что и 
ранее (стратегия «Так же») , оператор движения в обрат­
ном направлении (стратегия «Иначе») и т. д. Так, извест­
ный алгоритм наискорейшего спуска образуется комби­
нацией трех операторов: градиента, шага в антигради­
ентном направлении и оператора «Так же». Граф этого 
алгоритма показан на рис. 3.4.1 (знаком « + » обозначен 
оператор «Так же») . 

Пусть имеется к исходных операторов (а не страте­
гий) S i , . . . , 5 f t . Это означает, что ни одно из S{ не явля­
ется алгоритмом поиска. Поиск образуется определенной 
комбинацией этих операторов. Переход от одного опера­
тора к другому имеет вероятностный характер и опреде­
ляется двумя стохастическими матрицами: матрицей не­
штрафа при A Q < 0 

А>=Нр« ( 0 )И, .(3-4.4) 

Рис. 3.4.1. Граф алгоритма наискорейшего спуска. 

21 — 2014 
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где Pijw — элемент матрицы kxk, определяющий веро­
ятность перехода от г'-го оператора к /-му при удачном 
шаге поиска (рассматривается, как обычно, случай ми­
нимизации), и матрицей штрафа при A Q ^ O 

Л, = ||р,-/Ч1, (3.4.5) 

которая характеризует вероятности перехода от одного 
оператора к другому при неудачном шаге поиска, т. е. 
приА<25гО. 

Введя параметр штрафа на N-u шаге поиска 

= Г 0 (нештраф) при A Q J V - I < 0 ; (3 4 6) 
C n X 1 (штраф) при Д<Эя-,5>0, 1 ' ' ' 

можно матрицу переходных вероятностей, образующую 
алгоритм поиска, записать в виде 

A"=(\-cN)A0 + cNAl. (3.4.7) 

Таким образом, смешанный алгоритм поиска представ­
ляется вероятностным автоматом, входом которого яв­
ляется параметр штрафа с, а выходом — номер / опера­
тора ( / = 1 , . . . , k ) . 

Для анализа работы смешанных алгоритмов необхо­
димо замкнуть обратную связь, т. е. иметь модель объ­
екта и уметь оценивать эффективность работы алго­
ритма, т. е. располагать критерием качества алгоритма 
поиска. 

Для моделирования объекта выберем стохастическую 
модель, предложенную в [1]. Эта модель обычно харак­
теризуется двумя вероятностями — вероятностью удач­
ного случайного шага 

р = Вер ( A Q 6 < 0 ) (3.4.8) 

и вероятностью двух непосредственно следующих друг 
за другом удачных шагов в одном и том же направлении 

о = Вер ( A Q . v < 0 / A Q w _ 1 < 0 ) . (3.4.9) 

Однако в общем случае объект следует задавать веро­
ятностью штрафа при использовании t'-ro оператора 

/г = Вер {c=l/s = S i ) . (3.4.10) 
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Таким образом,вектор 

L = ( / b ,lh) (3.4.11) 

полностью характеризует объект, где 

h = h{p,q). .(3.4Л2) 
В качестве критерия оценки эффективности алгоритма 

естественно выбрать средний штраф, который хорошо 
характеризует целесообразность автомата поиска (3.4.7): 

N 

с= Пт± £ d - ( З - 4 - 1 3 ) 
N-юо N 

Это означает, что наилучшим алгоритмом поиска счи­
тается тот, средний штраф которого имеет минималь­
ное значение. Средний штраф определенным образом за­
висит от матриц Л 0 и Ах и свойств объекта (p,q): 

c = f(A0,Ax,p,q). (3.4.14) 

Задача оптимального синтеза заключается в определе­
нии такого алгоритма, т. е. таких стохастических мат­
риц Л 0 и Ль которые минимизировали бы средний штраф 
для заданного объекта (р, q): 

/ (Л 0 , Л , , р , q) -»-min. (3.4.15) 

Д л я решения этой задачи сначала нужно выяснить вид 
зависимости, т. е. определить средний штраф в функции 
матриц Ло и Л ь Определим предельные вероятности: 

P = ( P i , . . . , p f t ) , (3-4.16) 

где р~г — предельная вероятность пребывания автомата 
h 

поиска в состоянии st ( р; = 1 ) . Для этого необхо-

димо иметь матрицу автомата поиск—объект. Эта мат­
рица имеет вид 

В = \\Ьц\\ (3.4.17) 

( i , / = l , ...,k), 

21" 



ГЛАВА I I I 
324 

где 
Ьц=(1-и)Рц«»+1гРцЫ. (3.4.18) 

Это означает, что переход из t'-ro состояния в /-е проис­
ходит с вероятностью нештрафа 1 — Ц по матрице А0 и 
с вероятностью штрафа U — по матрице А\. 

Теперь легко определить вектор предельных вероят­
ностей. Он является решением линейного уравнения 

где Т — знак транспонирования. Средний штраф при 
этом равен скалярному произведению 

Получив это выражение в аналитическом виде, нетрудно 
решить задачу оптимального синтеза, минимизирующего 
средний штраф. 

Заметим, что средний штраф поиска имеет четкий фи­
зический смысл. Это — относительное число неудачных 
шагов поиска. Естественно, что чем меньше средний 
штраф, тем эффективнее алгоритм. Поэтому минимиза­
ция среднего штрафа дает возможность синтезировать 
оптимальные алгоритмы поиска. Конкретизируем выше­
изложенное на одном классе алгоритмов случайного 
поиска. 

Большое число алгоритмов случайного поиска образу­
ется путем комбинации трех операторов (k = 3): 

1) случайный шаг (оператор sx); 
2) шаг в том же направлении (оператор s2); 
3) шаг в обратном направлении (оператор S 3 ) . 

В Т Р = Р , (3.4.19) 

с = [Р , Ц. (3.4.20) 

а) 
Рис. 3.4.2. Графы методов случайного поиска с линейной (а) 
и нелинейной (б) тактикой. 
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На рис. 3.4.2 показаны графы известных алгоритмов 
случайного поиска этого класса с линейной (а) и нели­
нейной (б) тактикой для двух случаев удачного (AQ<0) 
и неудачного (AQl^O) шагов. 

Рассмотрим следующий смешанный алгоритм с мат­
рицами, где оставлены лишь наиболее существенные и 
логичные переходы (рис. 3.4.3): 

А0 = 
l-Pi Pi О 

0 1 о 
1 о о 

А,= 
\-р2 0 р2 

1 О о 
1 о о 

Здесь для простоты введено обозначение 

Р\=Р\2т; P2 = P i 3 ( 1 ) -

(3.4.21) 

(3.4.22) 

Вектор вероятностей штрафов L=(li,l2,/3) в этом слу­
чае естественно задать в виде 

L = ( l - p , \ - q , 0), (3.4.23) 

где р и q определены выше в (3.4.8) и (3.4.9). Матрица 
автомата поиск—объект принимает вид 

В--
(1-Pl)p+(1-P)(l-P2) PPl ( 1 - Р ) Р 2 

l-q q 0 
1 0 0 

(3.4.24) 

Аа<о AQ>O 

Рис. 3.4.3. Граф смешанного алгоритма случайного 
поиска. 
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Система уравнений для предельных вероятностей р\, р2 

и р 3 имеет вид 

[p{l-pi) + {\-p2)]pi+ {l-q)P2 + pa = Pi; 

+ ( 3 4 2 5 ) 

(l-p)P2pl=P3\ 

Р\ + Р2+РЗ= 1-

Заметим, что первые три уравнения линейно зависимы, 
что заставляет расширить систему четвертым уравне­
нием. Решая эту систему, получаем: 

1 - о 
Pi- [1 + ( 1 - р ) р 2 ] ( 1 - < 7 ) + р р 

^ Щ [ = р ) ^ - Я ) + Р Р Г ' ( З А 2 6 ) 

(l-p)(\-q)p2 

L l + ( l - p ) p 2 ] ( l - o ) + p p 1 

Следовательно, средний штраф равен 

[1 + ( 1 - р ) р 2 ] ( 1 - о ) + р р 1 ' 
(3.4.27) 

Проанализируем полученные выражения с точки зре­
ния сопоставления алгоритмов поиска. Начнем с ана­
лиза известных алгоритмов, которые получаются при 
нулевых или единичных переходных вероятностях р\ и р 2 . 

1- /?i = /?2 = 0 (алгоритм случайного блуждания) . 
В этом случае средний штраф равен 

с, = 1 - р . (3.4.28) 

2. Pi = 0; р 2 = 1 (алгоритм нелинейного поиска «с воз­
вратом») ; тогда 

С 2 = ^ ~ ~ . (3.4.29) 
2-р 
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3. pi = l ; Рг = 0 (алгоритм поиска с линейной такти­
кой) ; тогда 

£ ' - т ^ 7 ' ( 3•4•30 , 

4- Pi = Р2 = 1 (линейная тактика с возвратом при не­
удачном случайном шаге); тогда 

с 4 = — . (3.4.31) 
(2-p)(l-q)+p 

Определим на плоскости параметров объекта (р, q) 
зону преимущества каждого алгоритма. 

Несложный анализ показывает, что 
c^Ci (3.4.32) 

(i = 2, 3,4), 

т. е. случайное блуждание никогда не лучше других рас­
сматриваемых алгоритмов. Это естественно, так как при 
Pi=P2 = 0 нет целенаправленности, имеет место случай­
ный перебор. 

Далее, 

с 4 < с з , (3.4.33) 

т. е. линейный алгоритм с возвратом всегда лучше, чем 
без возврата, что также естественно. Сопоставляя 2-й и 
3-й из указанных выше алгоритмов, получаем 

с2<с3, если ? < р 2 - р + 1, (3.4.34) 

и наоборот (см. рис. 3.4.4, а, где зона преимущества не­
линейного алгоритма поиска заштрихована). 

Сопоставление 2-го и 4-го алгоритмов приводит к сле­
дующему результату: 

c2<Ci, если q< — — , (3.4.35) 
2-р 

и наоборот (см. рис. 3.4.4,6, где зона целесообразного 
применения 2-го алгоритма заштрихована). 

Эти результаты определяют оптимальные в данной 
ситуации алгоритмы и дают возможность построить 
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Рис. 3.4.4. Плоскость параметров объекта с зонами целесообраз­
ного применения алгоритмов. 

алгоритм случайного поиска с адаптивной структурой 
при р 2 = 1: 

Pi ( J V - I ) : 

Г 0, если qN{2-pN) < 1 ; 
1 1, если 4JV(2 — pjv) > 1, 

(3.4.36) 

где pjv И <7JV — текущие оценки параметров р и о объекта 
на Л/-м шаге поиска, которые можно производить по сле­
дующим формулам: 

после случайного шага (sj): 

PN = 

[p jv_ , (A / - l ) + l ] , если A Q A - - i < 0 ; 
N 

если A Q J V - Ь ^ О ; 

(3.4.37) 

<?JV = I?JV-I ; 

после спускового шага (s 2 ) : 

pN = pN-U 

1 

OjV = 

— [ < ? J V - I ( J V - 1 ) + 1], если A Q J V - I < 0 ; 

N 
q j v - i ( i V - l ) , если A Q N - I > 0 ; 

(3.4.38) 
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после возврата ( S 3 ) : 

P n = P n ~ 1 ' (3.4.39) 

Предложенные формулы гарантируют асимптотичес­
кую сходимость к истинным значениям параметров р и q 
объекта, т. е. 

l im pN = p; 
N-+00 

l im qN = q, 
N-f-oo 

(3.4.40) 

если p и <7 = const. Однако для реальных объектов это 
предположение слишком грубо, и следует считать, что 
значения р и q изменяются в зависимости от состояния 
объекта. В соответствии с этим формулы (3.4.37) — 
(3.4.39) следует записать, например, в следующем виде: 

после S\. 

( p j v - i ( l - f a i ) - а ь если A Q < 0 ; /о и / i n 
I p j v - i ( l - a 2 ) , если A Q > 0 ; 

<7ЛГ = <7JV-I; 

после s2: 

PN = PN-\ ; 

4JV_I(1 + P I ) - P I , если A Q < 0 ; 
(1 — p 2 ) , если AQjsO; 

(3.4.42) 

после s3 используем (3.4.39). 
Параметры a%, Pi (t = 1, 2) в этих формулах должны 

быть назначены исходя из конкретных соображений. 
Проведем а н а л и з с м е ш а н н ы х а л г о р и т м о в . 

При pi, Р2ФО; 1 получаем смешанные алгоритмы слу­
чайного поиска. Решаем для этого случая задачу 
(3.4.15), а именно 

< ( Р ь Р 2 ) = U-DV-P + PPi) _ min . 
С ( Р и Р 2 ) [l-(l-pW{\-q)+PPi т Ш ] 

(3.4.43) 
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Как видим, это задача нелинейного программирования. 
Однако несложный анализ линий равного уровня сред­
него штрафа 

с(РиР2) = const (3.4.44) 

показывает, что они являются прямыми. Это обстоя­
тельство гарантирует решение задачи (3.4.43) на гра­
нице области 0^.ри / ? 2 ^ 1 - что делает оптимальную 
стратегию чистой. 

Сказанное позволяет сделать вывод о том, что 
двойная рандомизация, рассмотренная в этом пара­
графе, по-видимому, не может повысить быстродействия 
поиска. 

§ 3.5. В Ы Б О Р О П Т И М А Л Ь Н О Й 
П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н О С Т И 
А Л Г О Р И Т М О В П О И С К А 

В этом параграфе, используя подход, изло­
женный в работе [55], построим оптимальную последова­
тельность алгоритмов поиска. Пусть имеется набор т 
алгоритмов (стратегий), предназначенных для поиска 
экстремума функции Q(X) . Пусть каждый алгоритм об­
ладает определенным набором операторов, которые при­
мем за состояния автомата. Пусть также заданы вероят­
ности переходов рц^ из состояния i в состояние / (/ = 
= \,...,п) и соответствующие смещения в цели (доходы) 
сц{к) для каждого алгоритма (k=l,...,m), причем 
строки (состояния) матрицы Pijlh) удовлетворяют усло-

п 

виям стохастичности ^ P a w = 1 и 0^рц{к)^ 1. Необхо-
3=1 

димо для всех состояний i и всех шагов (переходов) N 
(Л/ = 1, 2, 3, . . . ) выбрать такую последовательность алго­
ритмов, которая бы максимизировала среднее смещение 
к цели (доход). 

Для решения поставленной задачи оптимизации 
применим «принцип оптимальности» динамического про-
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граммирования марковского типа, предложенный Р. Белл-
маном [56] и использованный Р. Ховардом [57] для ре­
шения определенных задач. 

Приведем некоторые результаты работ [56—57], кото­
рые нам понадобятся в дальнейшем. Среднее смещение 
к цели (доход) для k-ro алгоритма на (УУ+1)-М переходе 
при условии, что система находится в £-м состоянии, 
равно 

п 

stW(N+l) = ^ j O i j - w i d j - C J + S j - w ^ ) ] . (3.5.1) 

Таким образом, средний доход в £-м состоянии получа­
ется путем осреднения случайной величины C j j ( f e ) + 
+ Sjw(N) по всем состояниям /. Здесь C;;<ft> — доход при 
переходе из состояния i в состояние / — в соответствии 
с k-м алгоритмом; Sj(N) — средний доход, получаемый 
в состоянии / за оставшиеся N шагов. 

Обозначим через di(N) номер алгоритма, выбираемый 
в состоянии i на N-м шаге. Тогда оптимальной считается 
такая последовательность di(N), которая максимизи­
рует средний доход для всех i и N: 

п 

SiW(N+l)= max [g,№) + 2 Pulh)Si(N)] , (3-5.2) 

где g^h) — непосредственно ожидаемый доход в момент 
выхода системы из состояния i по алгоритму k; 

п 

g i W = 2J Pij{h)cii{h)- (3-5.3) 
j=i 

Решая рекуррентное выражение (3.5.2), находим опти­
мальную последовательность dt(N). 

Для облегчения вычисления вектора s(N), а также 
для удобства теоретических выкладок и исследования 
поведения системы в переходный период применяется 
метод производящих функций (Z-преобразований) [57]. 
Так, например, после применения Z-преобразования 
вектор 

S(N+l)=g + PS(N) (3.5.4) 



ГЛАВА I I I 
332 

запишется в виде 

W(Z) = -^-I(I-ZP)->g+ ( / - Z P ) - ' S ( O ) , (3.5.5) 

где 

W ( Z ) = ]?S(N)ZK . (3.5.6) 
л г=о 

Обратное преобразование вектора W(Z) дает искомый 
вектор S ( N ) . Для некоторых алгоритмов случайного по­
иска этот вектор вычислен в работе [58]. 

При больших N вместо (3.5.1) имеем следующую сис­
тему уравнений: 

k 

t + V i = g i ( k ) + J£ P i j m V j (3.5.7) 
(i=l,...,N). 

3=1 

Здесь Vi называется относительным весом [57], t — до­
ходом процесса. 

Так как система уравнений (3.5.7) состоит из п урав­
нений с п+1 неизвестным (неизвестны t и \ч ( i = 
= 1 , . . . , я ) ) , то одно из V , полагают равным нулю, что, 
как показано в работе [57], не влияет на определение оп­
тимальных di. Вся процедура определения оптимальных 
d{ при больших N сводится 

а) к решению системы уравнений (3.5.7) относи­
тельно м; 

б) к нахождению для каждого состояния i стратегии 
di, для которой имеет место 

п п 

g i ( d ' ) + ^ P i j ^ v j = max ( g i ( f t ) + £ Pij(k)v3) ; 
3=1 h 3=1 

(3.5.8) 

в) к замене в формуле (3.5.8) g^h) на gi(di\ a Pi j ( f t ) на 
P i j ( d i ' и к повторному решению системы (3.5.7). 

При этом от итерации к итерации доход t увеличива­
ется, т. е. получается улучшение решения. Остановка 
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процесса производится при двухразовом совпадении век­
тора di, который в дальнейшем принимается за опти­
мальный. Причем оптимальному вектору di соответст­
вует максимальный доход t. 

П р и м е р . Рассмотрим линейную модель 
Q ( X ) = A T X , (3.5.9) 

где Т — знак транспонирования. Пусть каждое измере­
ние функции Q(X) сопровождается нормально распреде­
ленной независимой помехой е(о) с нулевым математи­
ческим ожиданием и дисперсией а 2 /2, т. е. 

Q ' ( X ) = Q ( X ) + e ( a ) . (3.5.10) 

В качестве алгоритмов оптимизации рассмотрим сле­
дующие алгоритмы случайного поиска с «поощрением» 
случайностью: 

а) алгоритм с возвратом при неудачном шаге, для ко­
торого матрица вероятностей переходов Р и матрица 
смещений С записываются в виде [58] 

(3.5.11) 

б) тот же самый алгоритм с применением процедуры 
накопления; тогда в каждой точке X s имеем 

г 

Q'(X S )=Q(X. S ) + y]£et (Г = 2 , 3 , . . . ) . (3.5.12) 

В этом случае матрицы Р и С принимают следующий 
вид: 
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с= 
W { T , r ) [ c - o ( ^ ) ] 

l + W(T 

(3.5.13) 

Здесь 

Ф(х) Лг [ e-t'dt; о*2 = — ; 
1'я { Т 

0 < \ Г ( Г , г ) < 1 ; 

J V Q | — модуль градиента. 
Функция W(T,r) учитывает число наблюдений Т в 

•(3.5.12) и стоимость г каждого наблюдения Q. 
Пусть № ( 7 » = (HT)W(r). Примем, что W{r) моно­

тонно убывает с возрастанием г. Множитель (1 + 
+ W(T,r))/2 появляется вследствие равенства количе­
ства наблюдений над Q(X) при переходе рц и перехо­
дах р]2 + Р2\- Количество наблюдений при переходах р\2 
и рч\ также принято равным. Положим | V Q | = 1; 
W(T, г) =2/3; а = 2; Т = 4. Тогда о.2 = о2/Т=1. Пусть 
также Сц = 1. Тогда выражения (3.5.11) и (3.5.12) 
можно будет переписать в виде 

-Р2 = 

1 1 

~2~ ~2 
1 о 

1 

~2~ 
с 2 = 

1 о 

0,85 -1,15 : 

0,85 0
 ! 

2 

У •0,92 --•1,08 
6 

5 
•0,92 0 

(3.5.14) 

(3.5.15) 
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Т а б л и ц а 3.5.1 

Состояние i \ Стратегия k 

1 
2 

Критерий g { h +2PijhVj 

/=1 

1 

' 1 2 

-0,15+0,5-0,65 = 0,17 

-0,12 + 0,5-0,65 = 0,2 

2 
1 

2 

0,85 

0,8 

Рассмотрим алгоритм с возвратом и матрицами (3.5.14) 
и (3.5.15). Будем считать, что число переходов N велико. 

Чтобы начать процесс последовательных решений, по­
ложим ^ = 0; vi = v 2 = 0. Тогда из (3.5.7) g i ( 1 ) = — 0,15; 
g,<2> = -0,12; g 2<i)=o,85; g 2

( 2 ) =0,80 . Отсюда maxgi<fc> = 
ft 

= —0,12; m a x g 2

{ h ) = 0,85. Следовательно,• в первом со-
h 

стоянии необходимо выбрать вторую стратегию, а во вто­
ром состоянии — первую. Новая матрица, соответствую­
щая этому решению, должна состоять из первой строки 
матрицы Р2 (3.5.15) и второй строки матрицы. Р[ 
(3.5.14). Так как матрицы Я, (3.5.14) и Р2 (3.5.15) оди­
наковы, то вновь получим матрицу Pi (3.5.14). 

Теперь записываем систему уравнений (3.5.7), в кото­
рой использованы элементы матрицы Р\ (3.5.14) и ко-

II -0,12 

ординаты вектора g= \ \ о 85 j | > т - е -

/ + vi = -0,12 + 0,5vi + 0,5v2; (3 5 16) 

f + v 2 = 0,85 + vi . 
Например, при vi = 0 получим \'2 = 0,65 и доход / = 0,2.. 
Возвращаясь к процедуре (3.5.8) при vi = 0, v 2 = 0,65,. 

имеем таблицу 3.5.1. Из данных таблицы можно заклю­
чить, что в первом состоянии необходимо выбрать вто­
рую стратегию, а во втором — первую. Эти стратегии 
совпадают со стратегиями, полученными на предыдущем 
шаге, значит, процесс сошелся и доход t достиг своего 
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Т а б л и ц а 3.5.2 

w Состояние i Оптимальная 
стратегия 

0—0,60 
1 1 

2 ! 1 

0,60—0,85 
1 

2 

2 

1 

0,85—1,00 
1 

2 

2 

2 

максимума, а именно 0,2. Таким образом, придержива­
ясь при W = 2/3 второй стратегии в первом состоянии и 
первой стратегии во втором состоянии, получим макси­
мум среднего смещения к цели. Легко проверить, что 
•остальные три комбинации вектора d обеспечивают мень­
ший доход и меньшее среднее смещение к цели. 

Оптимальная зависимость вектора d от параметра W 
приведена в таблице 3.5.2. Из таблицы вытекает, что 
при малой стоимости каждого наблюдения ( 0 , 8 5 < № ^ 1 ) 
следует применять алгоритм с возвратом и с нако­
плением, при большой стоимости (0г=: №гс:0,6) — алго­
ритмы с возвратом и без накопления помехи. 

При стоимости наблюдения Q, соответствующей 0,6< 
< W ^ 0 , 8 5 , в первом состоянии оптимальной является 
вторая стратегия, а во втором — первая. Иными сло­
вами, после удачного шага следует применить алгоритм 
с накоплением, а после неудачного — алгоритм без 
накопления. Такой выбор стратегии при 0,6< W^0,85 
можно объяснить следующим образом: накопление (вто­
рая стратегия) вводится в новой ситуации, т. е. после 
удачного перехода рп, и не вводится (первая стратегия) 
после неудачного перехода р^, за которым следует пере­
ход P2i = l , в результате чего система возвращается в ис­
ходное положение, где Q'(X S ) уже было ранее опреде­
лено путем накопления (3.5.12). 
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