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– Пескари привольно резвятся, в этом их радость! 
– Ты же не рыба, откуда тебе знать, в чем ее радость? 
– Ты же не я, откуда тебе знать, что я знаю, а чего не знаю? 

Из даосской притчи 
 

– Дело, разумеется, в том, достопочтенный архиепископ, 
что вы верите в то, во что вы верите, потому что вы были 
так воспитаны. 
– Может быть, и так. Но остается фактом, что и вы верите в 
то, что я верю в то, во что я верю, потому что я был так 
воспитан, по той причине, что вы были так воспитаны. 

Из книги Д. Майерса «Социальная психология» 
 

ВВЕДЕНИЕ 
 
Настоящая работа посвящена изложению современных подхо-

дов к математическому моделированию рефлексии в управлении, в 
том числе такому классу теоретико-игровых моделей, как рефлек-
сивные игры, описывающие взаимодействие субъектов, принимаю-
щих решения на основании иерархии представлений о существен-
ных параметрах, представлений о представлениях и т.д. 

Рефлексия. Одним из фундаментальных свойств бытия челове-
ка является то, что наряду с природной («объективной») реально-
стью существует ее отражение в сознании. При этом между природ-
ной реальностью и ее образом в сознании (будем считать этот образ 
частью особой – рефлексивной реальности) существует неизбежный 
зазор, несовпадение. 

Целенаправленное изучение этого феномена традиционно свя-
зано с термином «рефлексия», которому «Философский словарь» 
[157] дает следующее определение: «РЕФЛЕКСИЯ (лат. reflexio – 
обращение назад). Термин, означающий отражение, а также иссле-
дование познавательного акта». 

Термин «рефлексия» введен Дж. Локком; в различных философ-
ских системах (у Дж. Локка, Г. Лейбница, Д. Юма, Г. Гегеля и др.) 
он имел различное содержание. Систематическое описание рефлек-
сии с точки зрения психологии началось в 60-е годы XX века (школа 
В.А. Лефевра). Кроме того, следует отметить, что существует пони-
мание рефлексии в другом значении, имеющем отношение к рефлек-
су – «реакции организма на возбуждение рецепторов» [146; с. 1122]. 
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В настоящей работе используется первое (философское) определе-
ние рефлексии. 

Для прояснения понимания сути рефлексии рассмотрим сначала 
ситуацию с одним субъектом. У него есть представления о природ-
ной реальности, но он может и осознавать (отражать, рефлексиро-
вать) эти представления, а также осознавать осознание этих пред-
ставлений и т.д. Так формируется рефлексивная реальность. 
Рефлексия субъекта относительно своих собственных представле-
ний о реальности, принципах своей деятельности и т.д. называется 
авторефлексией или рефлексией первого рода. Отметим, что в 
большинстве гуманитарных исследований речь идет, в первую оче-
редь, об авторефлексии, под которой в философии понимается про-
цесс размышления индивида о происходящем в его сознании [101]. 

Рефлексия второго рода имеет место относительно представле-
ний о реальности, принципах принятия решений, авторефлексии и 
т.д. других субъектов. 

Ранги рефлексии. Для того чтобы описывать рефлексивные 
«отражения», в психологии используется, в частности, следующий 
подход [101]. Рассмотрим взаимоотношения между тремя элемента-
ми, изображенными на Рис. 1 – субъектом деятельности (С), объек-
том его деятельности (О) и другими субъектами (Д). Стрелки на 
рисунке условно обозначают отдельные акты «размышления» («от-
ражения»). 

 
 

С 

О Д 

 
 

Рис. 1. Варианты оценки 
 

Описывать отношения между элементами можно последова-
тельностью букв «С», «О» или «Д», причем порядок их следования 
соответствует тому, кто что «отражает» или кто о чем рефлексирует 
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(объект деятельности предполагается «пассивным» и рефлексиро-
вать не может). 

Отношения первого порядка (нулевой ранг рефлексии, имеет 
место оценка): 

СО – оценка субъектом результатов своей деятельности (само-
оценка результатов); 

СС – оценка субъектом самого себя (самооценка себя как лич-
ности); 

СД – оценка субъектом других субъектов – людей (как лично-
стей); 

ДО – оценка другими субъектами (людьми) результатов дея-
тельности субъекта; 

ДС – оценка субъекта (как личности) другими субъектами 
(людьми). 

Этими пятью отношениями исчерпываются возможные комби-
нации отношений первого порядка (объект в силу своей пассивности 
не способен к оценке, самооценку других субъектов (ДД) мы не 
рассматриваем). 

Отношения, изображенные на Рис. 1, могут стать предметом 
размышлений субъекта деятельности, а также и других субъектов. 
Возникает рефлексия первого ранга. 

Отношения второго порядка (рефлексия первого ранга). Здесь 
необходимо разделить: 

- авторефлексию (рефлексию первого рода), которой соответст-
вуют последовательности, начинающиеся с «СС», то есть относя-
щиеся к размышлениям субъекта о его самооценке, его самооценке 
его результатов: 

   ССО – размышления субъекта о самооценке результатов; 
   ССС – размышления субъекта о его самооценке; 
и 
- рефлексию второго рода (все остальные последовательности): 
   СДО – размышления субъекта об оценке другими субъектами 

результатов его деятельности («что другие думают о результатах 
моей деятельности); 

   СДС – размышления субъекта об оценке его самого другими 
субъектами («что другие думают обо мне»); 

   ДСС – размышления других субъектов о самооценке субъекта; 
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   ДСО – размышления других субъектов о самооценке субъек-
том результатов своей деятельности; 

   ДСД – размышления других субъектов об оценке их субъек-
том. 

Отношения третьего порядка (рефлексия второго ранга). Здесь 
уже вариантов больше. Приведем некоторые из них: СДСО – раз-
мышления субъекта о размышлениях других субъектов о самооценке 
субъектом своих результатов («что другие думают о том, как я оце-
ниваю свои результаты»); ДСДО – размышления других субъектов о 
размышлениях субъекта об оценке другими субъектами результатов 
его деятельности и т.д. 

Аналогично описываются и другие, более высокие ранги реф-
лексии. 

Примеры. Приведем примеры рефлексии второго рода, иллю-
стрирующие, что во многих случаях правильные собственные умо-
заключения можно сделать, лишь если занять позицию других субъ-
ектов и проанализировать их возможные рассуждения. 

Первым примером является классическая «задача о грязных ли-
цах» (Dirty Face Game) [215], иногда ее называют «задачей о мудре-
цах и колпаках» [42] или «о мужьях и неверных женах» [243]. Опи-
шем ее, следуя [42, с. 46]. 

«Представим себе, что в купе вагона Викторианской эпохи на-
ходятся Боб и его племянница Алиса. У каждого испачкано лицо. 
Однако никто не краснеет от стыда, хотя любой Викторианский 
пассажир покраснел бы, зная, что другой человек видит его грязным. 
Отсюда мы делаем вывод, что никто из пассажиров не знает, что его 
лицо грязное, хотя каждый видит грязное лицо своего компаньона. 

В это время в купе заглядывает Проводник и объявляет, что в 
купе находится человек с грязным лицом. После этого Алиса по-
краснела. Она поняла, что лицо у нее испачкано. Но почему она 
поняла это? Разве Проводник не сообщил то, что она уже знала? 

Проследим цепочку рассуждений Алисы. Алиса: Предположим, 
мое лицо чистое. Тогда Боб, зная, что кто-то из нас грязный, должен 
сделать вывод, что грязный он, и покраснеть. Раз он не краснеет, 
значит, моя посылка про мое чистое лицо ложная, мое лицо грязное 
и я должна покраснеть. 

Проводник добавил к информации, известной Алисе, информа-
цию о знаниях Боба. До этого она не знала, что Боб знает, что кто-то 
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из них испачкан. Короче, сообщение проводника превратило знание 
о том, что в купе есть человек с грязным лицом, в общее знание». 

Второй хрестоматийный пример – «задача о скоординированной 
атаке» (Coordinated Attack Problem) [217]; существуют близкие к 
ней задачи об оптимальном протоколе обмена информацией – Elec-
tronic Mail Game [252] и др. (см. обзоры в [208, 218, 261]). 

Ситуация выглядит следующим образом. На вершинах двух 
холмов расположены две дивизии, а в долине расположился против-
ник. Одержать победу можно, только если обе дивизии нападут на 
противника одновременно. Генерал – командир первой дивизии – 
посылает генералу – командиру второй дивизии – гонца с сообщени-
ем: «Атакуем на рассвете». Так как гонец может быть перехвачен 
противником, то первому генералу необходимо дождаться от второ-
го генерала сообщения о том, что первое сообщение получено. Но 
так как второе сообщение также может быть перехвачено противни-
ком, то второму генералу необходимо получить от первого подтвер-
ждение, что тот получил подтверждение. И так далее до бесконечно-
сти. Задача заключается в том, чтобы определить, после какого 
числа сообщений (подтверждений) генералам имеет смысл атаковать 
противника. Вывод следующий – в описанных условиях скоордини-
рованная атака невозможна, а выходом является использование 
вероятностных моделей [240, 241]. 

Третья классическая задача – «задача о двух брокерах» (см. так-
же модели спекуляций в [126]). Предположим, что у двух брокеров, 
играющих на фондовой бирже, имеются собственные экспертные 
системы, которые используются для поддержки принятия решений. 
Случается так, что сетевой администратор нелегально копирует обе 
экспертные системы и продает каждому брокеру экспертную систе-
му своего оппонента. После этого администратор пытается продать 
каждому из них следующую информацию – «У вашего оппонента 
есть ваша экспертная система». Потом администратор пытается 
продать информацию: «Ваш оппонент знает, что у вас есть его экс-
пертную систему», и т.д. Вопрос заключается в том, как брокерам 
следует использовать информацию, получаемую от администратора, 
а также какая информация на какой итерации является существен-
ной? 

Завершив рассмотрение примеров рефлексии второго рода, об-
судим, в каких ситуациях рефлексия является существенной. Если 
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единственный рефлексирующий субъект является экономическим 
агентом, который стремится максимизировать свою целевую функ-
цию, выбирая одно из этически допустимых действий, то природная 
реальность входит в целевую функцию как некий параметр, а ре-
зультаты рефлексии (представления о представлениях и пр.) аргу-
ментами целевой функции не являются. Тогда можно сказать, что 
авторефлексия «не нужна», так как она не изменяет действия, выби-
раемого агентом. 

Заметим, что зависимость действий субъекта от рефлексии мо-
жет иметь место в ситуации, когда действия этически неравноценны, 
то есть наряду с утилитарным аспектом существует деонтологиче-
ский (этический) – см. [176, 228, 229]. Однако экономические реше-
ния, как правило, этически нейтральны, поэтому рассмотрим взаи-
модействие нескольких субъектов. 

Если субъектов несколько (ситуация принятия решения являет-
ся интерактивной), то в целевую функцию каждого субъекта входят 
действия других субъектов, то есть эти действия являются частью 
природной реальности (хотя сами они, разумеется, обусловлены 
рефлексивной реальностью). При этом рефлексия (и, следовательно, 
исследование рефлексивной реальности) становится необходимой. 
Перед тем как рассматривать основные подходы к математическому 
моделированию эффектов рефлексии, опишем кратко взаимосвязь 
двух базовых для настоящей работы категорий – «рефлексия» и 
«управление». 

Рефлексия и управление. Прежде всего, определим суть кате-
гории «управление». Управление – «элемент, функция организован-
ных систем различной природы: биологических, социальных, техни-
ческих, обеспечивающая сохранение их определенной структуры, 
поддержание режима деятельности, реализацию программы, цели 
деятельности. [146, с. 1252; 157, с. 704]»; управление – «воздействие 
на управляемую систему с целью обеспечения требуемого ее пове-
дения» [112, с. 9]. 

Обсудим качественно общую постановку задачи управления. 
Пусть имеется субъект управления и управляемая система (объект 
управления – в терминах теории управления техническими система-
ми, – или управляемый субъект). Состояние управляемой системы 
зависит от внешних воздействий, воздействий (управления) со сто-
роны управляющего органа и, быть может (если субъект управления 
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активен), действий самой управляемой системы – см. Рис. 2. Задача 
управляющего органа заключается в том, чтобы осуществить такие 
управляющие воздействия (жирная линия на Рис. 2), чтобы с учетом 
информации о внешних воздействиях (пунктирная линия на Рис. 2) 
обеспечить требуемое с его точки зрения состояние управляемой 
системы. 

Отметим, что приведенная на Рис. 2 так называемая входо-
выходная структура является типичной для теории управления, 
изучающей задачи управления системами различной природы. На-
личие обратной связи (см. двойную линию на Рис. 2), дающей ин-
формацию о состоянии управляемой системы, является ключевым 
(но, справедливости ради надо сказать, не обязательным) свойством 
системы управления. Рядом исследователей обратная связь трак-
туется как рефлексия (отражение субъектом управления состояния 
управляемой системы). Это – первый аспект взаимосвязи управления 
и рефлексии. 

 

 

  

СУБЪЕКТ УПРАВЛЕНИЯ 

УПРАВЛЯЕМАЯ СИСТЕМА

Состояние
управляемой

системы

 
 
 

Управление 

Внешние воздействия   
 

Рис. 2. Структура системы управления 
 
Взаимодействие и деятельность субъекта управления и управ-

ляемой системы является предметом исследований ряда научных 
направлений. Наука об управлении («теория управления» на жарго-
не своих представителей) акцентирует свое внимание, в основном, 
на взаимодействии субъекта управления и управляемой системы – 
см. Рис. 3. Методология управления [106] является учением об орга-
низации управленческой деятельности, то есть деятельности субъек-
та управления. Отметим, что говорить о деятельности можно толь-
ко по отношению к активным субъектам – человеку, группе, 
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коллективу и т.д. (в случае пассивных, например технических, сис-
тем говорят об их функционировании). В ходе дальнейшего изложе-
ния материала настоящей работы, если не оговорено особо, будет 
считаться, что и субъект управления, и управляемая система актив-
ны. Следовательно, каждый из них может осуществлять как 
минимум авторефлексию, «отражая» процесс, принципы организа-
ции и результаты своей собственной деятельности. Это – второй 
аспект взаимосвязи управления и рефлексии. 

 
 

Субъект управления 

Управляемая система 

Методология 
управления 

Теория 
управления 

 
Рис. 3. Методология управления и теория управления 

 
Для того чтобы искать оптимальное управление, то есть наибо-

лее эффективное допустимое управление, субъекту управления 
нужно уметь прогнозировать реакции управляемой системы на те 
или иные управляющие воздействия. Для этого нужна та или иная 
модель управляемой системы. Модель – в широком смысле – любой 
образ, аналог (мысленный или условный: изображение, описание, 
схема, чертеж, график, план, карта и т.п.) какого-либо объекта, 
процесса или явления (оригинала данной модели) [146, статья «Мо-
дель», 5-е значение]; «аналог определенного фрагмента природной 
или социальной реальности <…> «заместитель» оригинала в позна-
нии и практике» [157, с. 382]. Условно говоря, модель можно счи-
тать образом управляемой системы в представлении субъекта управ-
ления. Процесс моделирования – «отражения», то есть построения 
этого образа, также можно рассматривать как рефлексию. Более 
того, управляемая система также может прогнозировать и оценивать 
деятельность субъекта управления. Все это можно отнести к треть-
ему аспекту взаимосвязи управления и рефлексии. 
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Четвертый аспект связан с «отражением» субъектом управле-
ния или управляемой системой (рефлексией относительно) внеш-
них по отношению к ним субъектов или объектов, явлений или 
процессов, их свойств и закономерностей их деятельно-
сти/функционирования. Для субъекта управления это может быть, 
например, внешняя среда; для элемента управляемой системы – 
внешняя среда и/или другие элементы управляемой системы. Дейст-
вительно, если управляемая система включает нескольких активных 
агентов, то в общем случае каждый из них может осуществлять 
рефлексию относительно остальных. Именно этот аспект – взаимная 
рефлексия управляемых субъектов – подробно рассматривается 
ниже (см. вторую и третью главы). 

Перечисленные четыре аспекта соответствуют нулевому рангу 
рефлексии – «оценке» (см. выше). По аналогии с конструкцией, 
приведенной на Рис. 1, можно единообразно описывать рефлексию 
первого, второго и других более высоких рангов. Например, рефлек-
сией первого ранга будут представления субъекта управления об 
оценке тем или иным управляемым субъектом (агентом) других 
агентов. Рефлексией второго ранга будет оценка управляемой систе-
мой этих представлений субъекта управления. И т.д. 

Существенно следующее – ПРОЦЕСС И/ИЛИ РЕЗУЛЬТАТ 
РЕФЛЕКСИИ МОГУТ БЫТЬ ПРЕДМЕТОМ УПРАВЛЕНИЯ, то 
есть целенаправленно изменяемым субъектом управления компо-
нентом деятельности управляемой системы. Именно эта взаимосвязь 
управления и рефлексии позволяет говорить об информационном 
управлении и о рефлексивном управлении, подробно рассматривае-
мых ниже! Фактически, вся книга содержит теорию и примеры того, 
как управлять рефлексией. 

В качестве отступления отметим, что результаты моделирова-
ния и информационного/рефлексивного управления, полученные для 
социальных, экономических, организационных и других систем, 
включающих человека, в последнее время широко транслируются в 
область искусственных технических систем. Примером могут слу-
жить так называемые мультиагентные системы (МАС) [255], кото-
рые состоят из большого числа взаимодействующих между собой 
автономных агентов технической или информационной природы 
(хрестоматийным примером является группа мобильных роботов – 
см., например, [55]). Такие свойства мультиагентных систем, как 
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децентрализованность взаимодействия и множественность агентов, 
придают их качественно новые важные эмерджентные свойства 
(автономность, меньшая уязвимость к неблагоприятным воздействи-
ям и др.). 

МАС характеризуются сложной иерархической внутренней 
структурой. Так, типовая функциональная структура агента имеет 
несколько иерархических уровней – см. Рис. 4. На операционном 
(исполнительном) уровне осуществляется реализация действий, 
например – стабилизация движения по заданной траектории. На 
тактическом уровне осуществляется выбор действий (например, 
планирование действий как выбор траекторий или решение задач 
распределенной оптимизации), в том числе – с учетом взаимодейст-
вия с другими агентами. Стратегический уровень отвечает за при-
нятие решений, обучение и адаптивность поведения агентов, а также 
за кооперативность управления – согласованного решения набором 
агентов единой задачи. Здесь существенной становится способность 
агента к стратегическому принятию решений, адаптации, обучению 
и РЕФЛЕКСИИ. И, наконец, концептуальный уровень соответствует 
принципам целеполагания. На каждом уровне используется тот или 
иной аппарат исследования (как правило, методы, применимые на 
некотором уровне, могут быть использованы и на более высоких 
иерархических уровнях – см. Рис. 4). 

Одной из современных тенденций и теории мультиагентных 
систем, и теории игр (см. ниже), и искусственного интеллекта (по-
следние два научных направления ориентированы на верхние уров-
ни архитектуры агента) является стремление исследователей к инте-
грации этих научных направлений. При этом теория игр (в рамках 
так называемой алгоритмической теории игр) движется «сверху 
вниз» – от единого описания игры к его децентрализации и исследо-
ванию возможности автономной реализации механизмов поведения 
и реализации равновесий. А теория МАС, двигаясь «снизу вверх», то 
есть параллельным, но в силу локализации научных сообществ – не 
совпадающим путем, стремится все больше учитывать стратегиче-
ское поведение и «интеллектуальность агентов», включая их спо-
собность к рефлексии [110]. Поведение и взаимодействие активных 
субъектов описывается в рамках теории игр, которая на сегодняш-
ний день является одним из основных инструментариев теории 
управления системами, включающими человека. 
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Рис. 4. МАС: Иерархическая архитектура агента 
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Теория игр. Формальные (математические) модели поведения 
человека создаются и изучаются уже более полутора веков (см. 
обзор в [1]) и находят все большее применение как в теории управ-
ления, экономике, психологии, социологии и т.д., так и при решении 
конкретных прикладных задач. Наиболее интенсивное развитие 
наблюдается начиная с 40-х годов XX века – момента появления 
теории игр, который обычно датируют 1944 годом (выход первого 
издания книги Джона фон Неймана и Оскара Моргенштерна «Тео-
рия игр и экономическое поведение» [99]). 

Под игрой в данной работе будем понимать взаимодействие 
субъектов, интересы которых не совпадают (отметим, что возможно 
и другое понимание игры – как «вида непродуктивной деятельности, 
мотив которой заключается не в ее результатах, а в самом процессе» 
[146, с. 475] – см. также [101, 160], где понятие игры трактуется 
гораздо более широко). 

Теория игр – раздел прикладной математики, исследующий мо-
дели принятия решений в условиях несовпадения интересов сторон 
(игроков), когда каждая сторона стремится воздействовать на разви-
тие ситуации в собственных интересах [41]. Далее для обозначения 
субъекта, принимающего решения (игрока), используется термин 
агент. В настоящей работе рассматриваются в основном некоопера-
тивные статические игры в нормальной форме, то есть игры, в кото-
рых агенты однократно, одновременно и независимо выбирают свои 
действия (исключение составляют динамические модели коллектив-
ного поведения, рассматриваемые в разделе 3.4). 

Таким образом, основная задача теории игр заключается в опи-
сании взаимодействия нескольких агентов, интересы которых не 
совпадают, а результаты деятельности (выигрыш, полезность и т.д.) 
каждого зависят в общем случае от действий всех [41, 243]. Итогом 
подобного описания является прогноз разумного и «устойчивого» 
исхода игры – так называемого решения игры (равновесия). 

Описание игры заключается в задании следующих параметров: 
- множества агентов; 
- предпочтений агентов (зависимостей выигрышей от дейст-

вий): при этом предполагается (и этим отражается целенаправлен-
ность поведения), что каждый агент заинтересован в максимизации 
своего выигрыша; 

- множеств допустимых действий агентов; 
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- информированности агентов (той информации о существен-
ных параметрах, которой они обладают на момент принятия реше-
ний о выбираемых действиях); 

- порядка функционирования (порядок ходов – последователь-
ность выбора действий). 

Условно говоря, множество агентов определяет, кто участвует в 
игре. Предпочтения отражают, что хотят агенты, множества допус-
тимых действий – что они могут, информированность – что они 
знают, а порядок функционирования – когда они выбирают дейст-
вия. 

Перечисленные параметры задают игру, но они недостаточны 
для того, чтобы предсказать ее исход – решение игры (или равнове-
сие игры), то есть множество рациональных и устойчивых с той или 
иной точки зрения действий агентов [28, 41, 42]. На сегодняшний 
день в теории игр не существует универсальной концепции равнове-
сия – принимая те или иные предположения о принципах принятия 
агентами решений, можно получать различные решения. Поэтому 
основной задачей любого теоретико-игрового исследования (вклю-
чая настоящую работу) является построение концепции равновесия. 
Так как рефлексивные игры определяются как такое интерактивное 
взаимодействие агентов, в котором они принимают решения на 
основе иерархии своих представлений, то существенной является 
информированность агентов. Поэтому остановимся на ее качествен-
ном обсуждении более подробно. 

Роль информированности. Общее знание. В теории игр, фи-
лософии, психологии, распределенных системах и других областях 
науки (см. обзоры в [216, 241]) существенны не только представле-
ния (beliefs) агентов о существенных параметрах, но и их представ-
ления о представлениях других агентов и т.д. Совокупность этих 
представлений называется иерархией представлений (hierarchy of 
beliefs) и в настоящей работе моделируется деревом информацион-
ной структуры рефлексивной игры (см. ниже). Другими словами, в 
ситуациях интерактивного принятия решений (моделируемых в 
теории игр) каждый агент перед выбором своего действия должен 
«предсказать» поведение оппонентов. Для этого у него должны быть 
определенные представления о видении игры оппонентами. Но 
оппоненты должны проделать то же самое, поэтому неопределен-
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ность относительно той игры, которая будет разыграна, порождает 
бесконечную иерархию представлений участников игры. 

Приведем пример иерархии представлений. Предположим, что 
имеются два агента – А и Б. Каждый из них может иметь собствен-
ные нерефлексивные представления о неопределенном параметре θ, 
который мы будем в дальнейшем называть состоянием природы 
(state of nature, state of the world). Обозначим эти представления θА и 
θБ соответственно. Но каждый из агентов в рамках процесса рефлек-
сии первого ранга может задуматься о представлениях оппонента. 
Эти представления (представления второго порядка) обозначим θАБ 
и θБА, где θАБ – представления агента А о представлениях агента Б, 
θБА – представления агента Б о представлениях агента А. Но этим 
дело не ограничивается – каждый из агентов в рамках процесса 
дальнейшей рефлексии (рефлексии второго ранга) может задуматься 
над тем, каковы представления оппонента о его представлениях. Так 
порождаются представления третьего порядка – θАБА и θБАБ. Про-
цесс порождения представлений более высоких порядков может 
продолжаться до бесконечности (никаких логических ограничений 
увеличению ранга рефлексии не существует). Совокупность всех 
представлений – θА, θБ, θАБ, θБА, θАБА, θБАБ и т.д. – образует иерархию 
представлений. 

Частным случаем информированности – когда все представле-
ния, представления о представлениях и т.д. до бесконечности совпа-
дают – является общее знание. Более корректно, термин «общее 
знание» (common knowledge) введен в [230] для обозначения факта, 
удовлетворяющего следующим требованиям: 

1) о нем известно всем агентам; 
2) всем агентам известно 1; 
3) всем агентам известно 2 и т.д. до бесконечности 
Формальная модель общего знания предложена в [184] и полу-

чила развитие во множестве работ – см. [185, 187, 209, 210, 211, 218, 
222, 240, 256 и др.]. 

Моделям информированности агентов – иерархии представле-
ний и общему знанию – в теории игр посвящена, фактически цели-
ком, настоящая работа, поэтому приведем примеры, иллюстрирую-
щие роль общего знания в других областях науки – философии, 
психологии и др. (см. также обзор [208]). 
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С точки зрения философии общее знание анализировалось при 
изучении соглашений [230, 264, 265]. Рассмотрим следующий при-
мер. В Правилах дорожного движения записано, что каждый участ-
ник дорожного движения должен соблюдать эти правила, а также 
вправе рассчитывать на то, что их соблюдают другие участники 
дорожного движения. Но другие участники дорожного движения 
также должны быть уверены в том, что остальные соблюдают пра-
вила, и т.д. до бесконечности. Следовательно, соглашение «соблю-
дать ПДД» должно быть общим знанием. 

В психологии существует понятие дискурса (от лат. discursus – 
рассуждение, довод) – «опосредованное прошлым опытом речевое 
мышление человека; выступает как процесс связанного логического 
рассуждения, в котором каждая последующая мысль обусловлена 
предыдущей» [137, с. 99]. Роль общего знания в понимании дискурса 
иллюстрируется в [202, 208] следующим примером. 

Два человека выходят из кинотеатра. Один спрашивает другого: 
«Как тебе фильм?». Для того чтобы второй человек понял вопрос, он 
должен понять, что его спрашивают о том фильме, который они 
только что вместе посмотрели. Кроме того, он должен понимать, что 
это понимает первый. Задающий вопрос, в свою очередь, должен 
быть уверен, что второй поймет, что речь идет о том фильме, кото-
рый они посмотрели, и т.д. То есть для адекватного взаимодействия 
(общения) «фильм» должен быть общим знанием (люди должны 
достичь соглашения об использовании языка [230]). 

Взаимная информированность агентов является существенной 
также в распределенных вычислительных системах [209, 211, 218], в 
искусственном интеллекте [217, 234] и других областях. 

В теории игр, как правило, предполагается, что все1 параметры 
игры являются общим знанием, то есть каждому агенту известны все 
параметры игры, а также то, что это известно всем агентам, и т.д. до 
бесконечности. Такое предположение соответствует объективному 
описанию игры и дает возможность использовать концепцию равно-

                                                           
1 Если в исходной модели присутствуют неопределенные факторы, то используются 
процедуры устранения неопределенности, которые позволяют получить детермини-
рованную модель. 
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весия Нэша2 [246] как прогнозируемого исхода некооперативной 
игры (то есть игры, в которой невозможны переговоры между аген-
тами с целью создания коалиций, обмена информацией, совместных 
действий, перераспределения выигрышей и т.д.). Таким образом, 
предположение об общем знании позволяет утверждать, что все 
агенты знают, в какую игру они играют, и их представления об игре 
совпадают. 

Вместо действия агента можно рассматривать нечто более 
сложное – его стратегию, то есть отображение имеющейся у агента 
информации в множество его допустимых действий. Примерами 
могут служить: стратегии в многошаговой игре, смешанные страте-
гии, стратегии в метаиграх Ховарда [224, 225] (см. также информа-
ционные расширения игр [34, 71, 72]). Однако и в этих случаях 
правила игры являются общим знанием. Наконец, можно считать, 
что игра выбирается случайным образом в соответствии с некото-
рым распределением, которое является общим знанием – так назы-
ваемые байесовы игры [213, 219, 243]. 

В общем случае каждый из агентов может иметь собственные 
представления о параметрах игры, и каждому из этих представлений 
соответствует некоторое субъективное описание игры [34]. При этом 
оказывается, что агенты участвуют в игре, но объективно не знают в 
какой, или по-разному представляют разыгрываемую игру – ее 
правила, цели, роли и информированность оппонентов и т.д. Уни-
версальных подходов к построению равновесий при недостаточном 
общем знании на сегодняшний день в теории игр не существует. 

С другой стороны, в рамках «рефлексивной традиции» гумани-
тарных наук для каждого агента окружающий его мир содержит 
(включает) остальных агентов, и представления о других агентах 
отражаются в процессе рефлексии (различия представлений могут 
быть обусловлены, в частности, неодинаковой информированно-
стью). Однако до настоящего момента конструктивных формальных 
результатов в этой области получено не было. 

Следовательно, возникает необходимость разработки и исследо-
вания математических моделей игр, в которых информированность 

                                                           
2 Вектор действий агентов является равновесием Нэша, если никому из них не 
выгодно одностороннее (то есть при условии, что остальные агенты выбирают 
соответствующие компоненты равновесия) отклонение от равновесия – см. кор-
ректное определение ниже. 
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агентов не является общим знанием и агенты принимают решения на 
основе иерархии своих представлений. Этот класс игр назван реф-
лексивными играми (формальное определение приведено ниже) 
[118]. 

Следует признать, что термин «рефлексивные игры» был введен 
В.А. Лефевром в 1965 г. в [77]. Однако в этой работе, а также в 
работах [78-84, 229] того же автора содержится в основном качест-
венное обсуждение эффектов рефлексии во взаимодействии субъек-
тов, и никакой общей концепции решения для этого класса игр 
предложено не было. То же замечание справедливо и для работ 
[36, 44-46, 126, 147], в которых рассматривался ряд частных случаев 
информированности участников игры. Систематическое изучение 
рефлексивных игр и попытка построения для них единой концепции 
равновесия мотивировали исследование [121]. 

Прежде чем переходить к изложению основного содержания ра-
боты, обсудим на качественном уровне основные используемые 
ниже подходы. 

Основные подходы и структура работы. Первой книгой, по-
священной моделям рефлексии в теоретико-игровом контексте, 
является монография авторов [121]. С момента ее выхода прошло 
уже достаточно много лет, за которые данное направление получило 
существенное развитие (см., например, [39, 62, 120, 171]). Настоящая 
книга отражает текущее состояние исследований и содержит основ-
ные результаты авторов и их коллег, а также актуальный обзор 
подходов других исследователей. 

В первой главе «Рефлексия в принятии решений», носящей, в 
основном, обзорный и вводный характер, приводятся модели инди-
видуального и интерактивного принятия решений, проводится ана-
лиз информированности, необходимой для реализации тех или иных 
известных концепций равновесия, а также обсуждаются известные 
модели общего знания и иерархии представлений. 

Как определено выше, рефлексивной является игра, в которой 
информированность агентов не является общим знанием3 и агенты 
принимают решения на основе иерархии своих представлений. С 
точки зрения теории игр и рефлексивных моделей принятия реше-

                                                           
3 Если в рассматриваемой модели информированность является общим знанием, то 
все результаты исследования рефлексивных игр переходят в соответствующие 
классические результаты теории игр – см. ниже. 
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ний целесообразно разделять стратегическую и информационную 
рефлексию. 

Информационная рефлексия – процесс и результат размышле-
ний агента о том, каковы значения неопределенных параметров, что 
об этих значениях знают и думают его оппоненты (другие агенты). 
При этом собственно «игровая» компонента отсутствует, так как 
никаких решений агент не принимает. 

Стратегическая рефлексия – процесс и результат размышлений 
агента о том, какие принципы принятия решений используют его 
оппоненты (другие агенты) в рамках той информированности, кото-
рую он им приписывает в результате информационной рефлексии. 

Таким образом, информационная рефлексия обычно связана с 
недостаточной взаимной информированностью, и ее результат ис-
пользуется при принятии решений (в том числе при стратегической 
рефлексии). Стратегическая рефлексия имеет место даже в случае 
полной информированности, предваряя принятие агентом решения о 
выбранном действии. Другими словами, информационная и страте-
гическая рефлексии могут изучаться независимо, однако в условиях 
неполной и недостаточной информированности обе они имеют 
место. 

Вторая глава «Информационная рефлексия и управление» по-
священа исследованию формальных моделей информационной 
рефлексии и, соответственно, информационного управления. Так как 
ключевым фактором в рефлексивных играх является информирован-
ность агентов – иерархия представлений, то для ее формального 
описания вводится понятие информационной структуры – дерева (в 
общем случае бесконечного), вершинам которого соответствует 
информация (представления) агентов о существенных параметрах, 
представлениях других агентов и т.д. (см. пример иерархии пред-
ставлений выше). 

Понятие структуры информированности (информационной 
структуры) позволяет дать формальное определение некоторых 
интуитивно ясных понятий, таких как: адекватная информирован-
ность одного агента о другом, взаимная информированность, одина-
ковая информированность и др. 

Одним из ключевых понятий, применяемых в данной работе для 
анализа рефлексивных игр, является понятие фантомного агента. 
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Обсудим его на качественном уровне (отложив строгое математиче-
ское определение до второй главы). 

Пусть в некоторой ситуации взаимодействуют два агента – А и 
Б. Вполне естественно, что в сознании каждого из них имеется некий 
образ другого: у А имеется образ Б (назовем его АБ), а у Б – образ А 
(назовем его БА). Этот образы могут совпадать с реальностью, а 
могут отличаться от нее. Иными словами, агент, например А, может 
иметь адекватное представление о Б (этот факт можно записать в 
виде тождества АБ = Б), а может и не иметь. 

Сразу возникает вопрос: а может ли в принципе выполняться 
тождество АБ = Б, ведь Б – это реальный агент, а АБ – лишь его 
образ? Не вдаваясь в обсуждение этого философского, по сути, 
вопроса, отметим следующие два обстоятельства. Во-первых, речь 
идет не о всецелом понимании личности во всей ее полноте, а о 
моделировании ее поведения в данной конкретной ситуации. На 
обыденном, житейском уровне человеческого общения мы постоян-
но сталкиваемся с ситуациями как адекватного, так и неадекватного 
восприятия одним человеком другого. 

Во-вторых, в рамках формального (теоретико-игрового) моде-
лирования человеческого поведения агент – участник ситуации – 
описывается относительно небольшим набором характеристик. И 
эти характеристики могут быть полностью известны другому агенту 
в той же мере, в какой они известны исследователю. 

Рассмотрим подробнее случай, когда между Б и АБ имеется раз-
личие (это различие может проистекать, говоря формально, из не-
полноты информации А о Б, либо из доверия к ложной информа-
ции). Тогда А, принимая решение о каких-либо своих действиях, 
имеет в виду не Б, а тот его образ, который у него имеется, то есть 
АБ. Можно сказать, что субъективно А взаимодействует с АБ. По-
этому АБ можно назвать фантомным агентом. Его нет в реальности, 
но он присутствует в сознании реального агента А и, соответствен-
но, влияет на его действия, то есть на реальность. 

Приведем простейший пример. Пусть А считает, что они с Б 
друзья, а Б, зная об этом, является врагом А (эту ситуацию можно 
описать словом «предательство»). Тогда, очевидно, в ситуации 
имеется фантомный агент АБ, которого можно описать так: «Б, 
являющийся другом А»; в реальности такой субъект отсутствует. 
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Отметим, что при этом Б адекватно информирован об А, то есть 
БА = А. 

Таким образом, помимо реальных агентов, фактически участ-
вующих в игре, предлагается рассматривать фантомных агентов, то 
есть агентов, которые существуют в сознании реальных и других 
фантомных агентов. Реальные и фантомные агенты в рамках своей 
рефлексии наделяют фантомных агентов определенной информиро-
ванностью, которая отражается в информационной структуре. 

Участвующих в игре реальных и фантомных агентов может 
быть бесконечно много, что означает потенциальную бесконечность 
осуществления актов рефлексивного отражения (бесконечную глу-
бину дерева структуры информированности). Действительно, даже в 
простейшей ситуации возможно бесконечное развертывание рассу-
ждений вида «я знаю…», «я знаю, что ты знаешь…», «я знаю, что ты 
знаешь, что я знаю…», «я знаю, что ты знаешь, что я знаю, что ты 
знаешь…» и т. д. Однако на практике такая «дурная бесконечность» 
не имеет места, поскольку начиная с некоторого момента представ-
ления «стабилизируются», и увеличение ранга рефлексии не дает 
ничего нового. Таким образом, в реальных ситуациях структура 
информированности имеет конечную сложность: у соответствую-
щего дерева имеется конечное число попарно различных поддеревь-
ев. Иными словами, в игре участвует конечное число реальных и 
фантомных агентов4. 

Введение понятия фантомного агента позволяет определить 
рефлексивную игру как игру реальных и фантомных агентов, а также 
определить информационное равновесие как обобщение равновесия 
Нэша на случай рефлексивной игры, в рамках которого предполага-
ется, что каждый агент (реальный и фантомный) при вычислении 
своего субъективного равновесия (равновесия в той игре, в которую 
он со своей точки зрения играет) использует имеющуюся у него 
иерархию представлений об объективной и рефлексивной реально-
сти [164]. 

Удобным инструментом исследования информационного равно-
весия является граф рефлексивной игры, в котором вершины соот-

                                                           
4 В предельном случае – когда присутствует общее знание – фантомный агент 
первого уровня совпадает со своим реальным прообразом и дерево имеет единич-
ную глубину (точнее, все остальные поддеревья повторяют деревья более высокого 
уровня). 
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ветствуют реальным и фантомным агентам и в каждую вершину-
агента входят дуги (их число на единицу меньше числа реальных 
агентов), идущие из вершин-агентов, от действий которых в субъек-
тивном равновесии зависит выигрыш данного агента. Граф рефлек-
сивной игры может быть построен и без конкретизации целевых 
функций агентов. При этом он отражает если не количественное 
соотношение интересов, то качественное соотношение информиро-
ванности рефлексирующих агентов, и является удобным и вырази-
тельным средством описания эффектов рефлексии (см. раздел 2.4). 

Для описанного выше примера двух агентов граф рефлексивной 
игры имеет вид: Б ← А ↔ АБ – реальный агент Б (предатель) адек-
ватно информирован об агенте А, который взаимодействует с фан-
томным агентом АБ (Б, являющимся другом А). 

Стратегическая рефлексия рассматривается в третьей главе на-
стоящей работы. Оказывается, что если предположить, что агент, 
моделируя поведение оппонентов, приписывает им и себе опреде-
ленные ранги рефлексии, то исходная игра превращается в новую 
игру, в которой стратегией агента является выбор ранга рефлексии. 

Если рассмотреть процесс рефлексии в новой игре, то получим 
новую игру и т.д. При этом, даже если в исходной игре множество 
возможных действий было конечно, то в новой игре множество 
возможных действий – число различных рангов рефлексии – беско-
нечно. Следовательно, основной задачей, решаемой при исследова-
нии стратегической рефлексии, является определение максимально-
го целесообразного ранга рефлексии. Ответ на этот вопрос получен в 
третьей главе для биматричных игр (раздел 3.2) и моделей, учиты-
вающих ограниченность возможностей человека по переработке 
информации (раздел 3.3). 

Приведем пример стратегической рефлексии – «Пенальти» (см. 
также примеры «Игра в прятки» и «Снос на мизере» в разделе 3.2). 
Агентами являются игрок, бьющий по воротам, и вратарь. Предпо-
ложим для простоты, что у игрока есть два действия – «бить в левый 
угол ворот» и «бить в правый угол ворот». У вратаря также есть два 
действия – «ловить мяч в левом углу» и «ловить мяч в правом углу». 
Если вратарь угадывает, в какой угол бьет игрок, то он ловит мяч. 

Промоделируем рассуждения агентов. Пусть вратарю известно, 
что данный игрок обычно бьет в правый угол. Следовательно, ему 
нужно ловить мяч в правом углу. Но если вратарь знает, что игроку 
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известно, что вратарь знает, как обычно поступает игрок, то вратарю 
следует моделировать рассуждения игрока. Он может думать так: 
«Игроку известно, что я знаю его обычную тактику. Поэтому он 
ожидает, что я буду ловить мяч в правом углу и может ударить в 
левый угол. В этом случае мне надо ловить мяч в левом углу». Если 
игрок обладает достаточной глубиной рефлексии, то он может дога-
даться о рассуждениях вратаря и попытаться его перехитрить, уда-
рив в правый угол. Эту же цепочку рассуждений может провести и 
вратарь и на этом основании ловить мяч в правом углу. 

И игрок, и вратарь могут увеличивать глубину рефлексии до 
бесконечности, проводя рассуждения друг за друга, и ни один из них 
не имеет рациональных оснований остановиться на некотором ко-
нечном шаге. Следовательно, в рамках моделирования взаимных 
рассуждений нельзя априори определить исход рассматриваемой 
игры. Сама игра, в которой у каждого из агентов есть по два воз-
можных действия, может быть заменена на другую игру, в которой 
агенты выбирают ранги рефлексии, приписываемые оппоненту. Но и 
в этой игре нет разумного решения, так как каждый агент может 
моделировать поведение оппонента, рассматривая «дважды рефлек-
сивную» игру, и т.д. до бесконечности. 

Единственное, чем можно помочь в рассматриваемой ситуации 
агентам, так это ограничить глубину их рефлексии, подметив, что 
начиная со второго ранга рефлексии (в силу конечности исходного 
множества возможных действий) ситуация начинает повторяться – 
находясь как на нулевом, так и на втором (и вообще на любом чет-
ном) уровне рефлексии, игрок будет бить в правый угол. Следова-
тельно, вратарю остается угадать четность уровня рефлексии игрока. 

Максимальный ранг рефлексии, который следует иметь агенту 
для того, чтобы охватить все многообразие исходов игры (упуская из 
виду некоторые стратегии оппонента, агент рискует уменьшить свой 
выигрыш), назовем максимальным целесообразным рангом рефлек-
сии. Оказывается, что во многих случаях этот ранг конечен – соот-
ветствующие формальные результаты приводятся в разделах 2.6 и 
3.2. В примере «Пенальти» максимальный целесообразный ранг 
рефлексии агентов равен двум. 

В случае отсутствия у вратаря информации о том, куда обычно 
бьет нападающий, действия последнего симметричны (левый и 
правый углы «равноценны»). Однако остаются возможности искус-
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ственно внести асимметрию, чтобы попытаться ею воспользоваться 
в своих целях. Например, вратарь может сдвинуться в сторону одно-
го из углов, как бы приглашая нападающего ударить в другой (и 
бросается именно в тот, «дальний» угол). Более сложная стратегия 
состоит в следующем. Игрок команды вратаря подходит к нему и 
показывает, куда собирается бить нападающий, причем делает это 
так, что нападающий это видит (после чего в момент удара вратарь 
ловит мяч не в том углу, на который демонстративно показал ему 
товарищ по команде, а в противоположном). Заметим, что оба опи-
санных приема взяты «из жизни» и оказались успешными. Первый 
имел место в международном матче сборной СССР, второй – в фи-
нале Кубка СССР по футболу в серии послематчевых пенальти. 

Введение информационной структуры, информационного рав-
новесия и графа рефлексивной игры, во-первых, позволяет с единых 
методологических позиций и с помощью единого математического 
аппарата описывать и анализировать разнообразные ситуации кол-
лективного принятия решений агентами, обладающими различной 
информированностью, исследовать влияние рангов рефлексии на 
выигрыши агентов, изучать условия существования и реализуемости 
информационных равновесий и т.д. Многочисленные примеры 
прикладных моделей приведены ниже. 

Во-вторых, предложенная модель рефлексивной игры дает воз-
можность изучать влияние рангов рефлексии (глубины информаци-
онной структуры) на выигрыши агентов. Полученные в разделах 2.5, 
2.6 и 3.2 настоящей работы результаты свидетельствуют, что при 
минимальных предположениях можно показать ограниченность 
максимального целесообразного ранга рефлексии. Другими словами, 
во многих случаях неограниченное увеличение ранга рефлексии 
нецелесообразно с точки зрения выигрышей агентов. 

В-третьих, наличие модели рефлексивной игры позволяет опре-
делить условия существования и свойства информационного равно-
весия, а также конструктивно и корректно сформулировать задачу 
информационного управления, заключающуюся в поиске управ-
ляющим органом такой информационной структуры, что реализую-
щееся в ней информационное равновесие наиболее выгодно с его 
точки зрения. Задача информационного управления формулируется 
и решается для ряда случаев в разделе 2.11. Теоретические результа-



 28 

ты ее решения используются в ряде приводимых в четвертой главе 
прикладных моделей. 

В третьей главе, в той же логике, что использована во второй 
главе для описания информационной рефлексии, рассматриваются 
модели стратегической рефлексии. Аналогично информационному 
управлению для информационной рефлексии, в разделе 3.4 форму-
лируется задача рефлексивного управления (для стратегической 
рефлексии). Прикладные модели рефлексивного управления также 
рассматриваются в четвертой главе. 

И, наконец, в-четвертых, язык рефлексивных игр (информаци-
онные структуры, графы рефлексивной игры и др.) является удоб-
ным для описания эффектов рефлексии в психологии (что иллюст-
рируется на примере шахматной игры, трансакционного анализа, 
моделей этического выбора и др.), в анализе художественных произ-
ведений, для моделирования организационных, экономических, 
социальных и многих других систем – см. четвертую главу настоя-
щей работы. 

Можно посмотреть на структуру настоящей работы и с другой 
точки зрения – с позиций теории принятия решений (см. Рис. 5, а 
также Рис. 6 ниже). Простейшей (базовой) моделью принятия реше-
ний является задача выбора, решаемая одним индивидуумом (лицом, 
принимающим решение – ЛПР) в условиях полной информирован-
ности. Усложнением этой базовой модели являются случаи наличия 
природной или/и игровой неопределенности. Последняя, в свою 
очередь, может подразделяться на неопределенность (неполную 
информированность ЛПР) относительно информированности оппо-
нентов (информационная рефлексия) или относительно используе-
мых ими принципов принятия решений (стратегическая рефлексия). 
Целенаправленные воздействия на представления ЛПР об информи-
рованности оппонентов или о принципах принятия ими решений 
составляют суть соответственно информационного и рефлексивного 
управления. 

Завершив качественный обзор структуры и содержания работы, 
отметим, что можно предложить несколько подходов к ознакомле-
нию с материалом настоящей книги. Первый – линейный, заклю-
чающийся в последовательном прочтении всех четырех глав. Второй 
рассчитан на читателя, интересующегося в большей степени фор-
мальными моделями, и заключается в прочтении второй и третьей 
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глав и беглом ознакомлении с примерами в четвертой главе. Третий 
ориентирован на читателя, не желающего вникать в математические 
тонкости, и заключается в прочтении введения, содержательных 
интерпретаций примеров четвертой главы и заключения. 

 
 

Индивидуальное принятие 
решений в условиях полной 

информированности (раздел 1.1) 

Принятие решений в условиях 
игровой неопределенности 
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Принятие решений в условиях 
природной неопределенности 

(раздел 1.1) 
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(неопределенность относительно 
информированности оппонентов) 

(разделы 2.1-2.10) 

Стратегическая рефлексия 
(неопределенность относительно 
принципов принятия решений 
оппонентами) (разделы 3.1-3.3) 

Информационное управление 
(разделы 2.11-2.16) 

Рефлексивное управление 
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ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 

 
 

Рис. 5. Логика и структура работы 
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ГЛАВА 1. РЕФЛЕКСИЯ В ПРИНЯТИИ РЕШЕНИЙ 
 
В первой главе настоящей работы приводится модель индиви-

дуального принятия решений (раздел 1.1), проводится обзор основ-
ных концепций решения некооперативных игр, обсуждаются ис-
пользуемые в этих концепциях предположения об 
информированности и взаимной информированности агентов (раз-
дел 1.2), анализируются известные модели информированности и 
общего знания (раздел 1.3). 

 
 

1.1. ИНДИВИДУАЛЬНОЕ ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 
 
Опишем, следуя [41, 112, 117], модель принятия решений един-

ственным агентом. Пусть агент способен выбирать некоторое дейст-
вие x из множества X допустимых действий. В результате выбора 
действия x ∈ X агент получает выигрыш f(x), где f: X → ℜ1 – дейст-
вительнозначная целевая функция, отражающая предпочтения аген-
та. 

Примем гипотезу рационального поведения, заключающуюся в 
том, что агент с учетом всей имеющейся у него информации выби-
рает действия, которые наиболее предпочтительны с точки зрения 
значений своей целевой функции (данная гипотеза не является един-
ственно возможной – см., например, концепцию ограниченной ра-
циональности [141]). В соответствии с гипотезой рационального 
поведения агент выбирает альтернативу из множества «лучших» 
альтернатив. В рассматриваемом случае это множество является 
множеством альтернатив, на которых достигается максимум целевой 
функции. 

Следовательно, выбор действия агентом определяется правилом 
индивидуального рационального выбора P(f, X) ⊆ X, которое выделя-
ет множество наиболее предпочтительных с точки зрения агента 
действий5: 

P(f, X) = Arg 
Xx∈

max  f(x). 

                                                           
5 При использовании максимумов и минимумов подразумевается, что они достига-
ются. 
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Усложним модель, а именно предположим, что выигрыш агента 
определяется не только его собственными действиями, но и значени-
ем неопределенного параметра θ ∈ Θ – состояния природы. То есть 
в результате выбора действия x ∈ X и реализации состояния природы 
θ ∈ Θ  агент получает выигрыш f(θ, x), где f: Θ × X → ℜ1. 

Если выигрыш агента зависит, помимо его действий, от неопре-
деленного параметра – состояния природы, то в общем случае не 
существует однозначно «лучшего» действия – принимая решение о 
выбираемом действии, агент должен «предсказывать» состояние 
природы. 

Поэтому введем гипотезу детерминизма, заключающуюся в 
том, что агент стремится устранить с учетом всей имеющейся у него 
информации существующую неопределенность и принимать реше-
ния в условиях полной информированности [41, 60] (другими слова-
ми, окончательный критерий, которым руководствуется агент, при-
нимающий решения, не должен содержать неопределенных 
параметров). То есть агент должен в соответствии с гипотезой де-
терминизма устранить неопределенность относительно не завися-
щих от него параметров (быть может, путем введения определенных 
предположений об их значениях). 

В зависимости от той информации I, которой обладает агент о 
неопределенных параметрах, различают [41, 114]: 

- интервальную неопределенность (когда известно только мно-
жество Θ возможных значений неопределенных параметров); 

- вероятностную неопределенность (когда, помимо множества 
Θ возможных значений неопределенных параметров, известно их 
вероятностное распределение p(θ)); 

- нечеткую неопределенность (когда, помимо множества Θ воз-
можных значений неопределенных параметров, известна функция 
принадлежности их значений) [124]. 

В настоящей работе рассматривается, в основном, простейший – 
«точечный» – случай, когда агенты имеют представления о конкрет-
ном значении состояния природы. 

Введем следующее предположение относительно используемых 
агентом процедур устранения неопределенности: интервальная 
неопределенность устраняется вычислением максимального гаран-
тированного результата (МГР), вероятностная – ожидаемого зна-
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чения целевой функции, нечеткая – множества максимально недо-
минируемых альтернатив6. 

Обозначим f 
I

⇒  f
)

 – процедуру устранения неопределенности, 

то есть процесс перехода от целевой функции f(θ, x) к целевой функ-
ции f

)
(x), которая не зависит от неопределенных параметров. В 

соответствии с введенным предположением в случае интервальной 
неопределенности f

)
(x) = min

θ∈Θ
 f(θ, x), в случае вероятностной неоп-

ределенности f
)

(x) = ( , ) ( )f x p dθ θ θ
Θ
∫  и т.д. [15, 112, 114]. 

Устранив неопределенность, получаем детерминированную мо-
дель, то есть правило индивидуального рационального выбора имеет 
вид: 

P(f, X, I) = Arg 
Xx∈

max  f
)

(x), 

где I – информация, используемая агентом при устранении неопре-
деленности  f 

I
⇒  f

)
. 

До сих пор мы рассматривали индивидуальное принятие реше-
ний. Рассмотрим теперь игровую неопределенность, в рамках кото-
рой существенными являются предположения агента о множестве 
возможных значений обстановки игры (действий других агентов, 
выбираемых ими в рамках тех или иных неточно известных рас-
сматриваемому агенту принципов поведения). 

 
 

1.2. ИНТЕРАКТИВНОЕ ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ: 
ИГРЫ И РАВНОВЕСИЯ 

 
Модель игры. Для описания коллективного поведения агентов 

недостаточно определить их предпочтения и правила индивидуаль-
ного рационального выбора по отдельности. Как отмечалось выше, в 

                                                           
6 Введенные предположения не являются единственно возможными. Использование 
других предположений (например, гипотезу об использовании МГР можно заменить 
гипотезой оптимизма, или гипотезой «взвешенного оптимизма-пессимизма» и т.д.) 
приведет к другим концепциям решения, однако процесс их получения будет 
следовать реализуемой ниже общей схеме. 
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случае, когда в системе имеется единственный агент, гипотеза его 
рационального (индивидуального) поведения предполагает, что 
агент ведет себя таким образом, чтобы выбором действия максими-
зировать значение своей целевой функции. В случае, когда агентов 
несколько, необходимо учитывать их взаимное влияние: в этом 
случае возникает игра – взаимодействие, в котором выигрыш каждо-
го агента зависит как от его собственного действия, так и от дейст-
вий других агентов. Если в силу гипотезы рационального поведения 
каждый из агентов стремится выбором действия максимизировать 
свою целевую функцию, то понятно, что в случае нескольких аген-
тов индивидуально рациональное действие каждого из них зависит 
от действий других агентов7. 

Рассмотрим теоретико-игровую модель взаимодействия между n 
агентами. Каждый агент осуществляет выбор действия xi, принад-
лежащего допустимому множеству Xi, i ∈ N = {1, 2, …, n}, – мно-
жеству агентов. Выбор действий агентами осуществляется одно-
кратно, одновременно и независимо. 

Выигрыш i-го агента зависит от его собственного действия 
xi ∈ Xi, от вектора действий x-i = (x1, x2, …, xi-1, xi+1, …, xn) ∈ X-i = 
= ∏

∈ }{\ iNj
jX  оппонентов N\{i} и от состояния природы8 θ ∈ Θ и опи-

сывается действительнозначной функцией выигрыша  fi = fi(θ, x), где 
x = (xi, x-i) = (x1, x2, …, xn) ∈ X' = ∏

∈Nj
jX  – вектор действий всех аген-

тов. При фиксированном значении состояния природы совокупность 
Г = (N, {Xi}i ∈ N, {fi(⋅)}i ∈ N) множества агентов, множеств их допусти-
мых действий и целевых функций называется игрой в нормальной 
форме. Решением игры (равновесием) называется множество устой-
чивых в том или ином смысле векторов действий агентов – см. мо-
нографии и учебники по теории игр [28, 41, 86, 125, 129, 159, 213, 
233, 243], а также по групповому принятию решений [95, 97]. 

В силу гипотезы рационального поведения каждый агент будет 
стремиться выбрать наилучшие для него (с точки зрения значения 

                                                           
7 В теоретико-игровых моделях предполагается, что  рациональность игроков, то 
есть следование их гипотезе рационального поведения, является общим знанием. В 
настоящей работе это предположение также принимается. 
8 Состояние природы может быть, в том числе, вектором, компоненты которого 
отражают индивидуальные характеристики агентов. 
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его целевой функции) действия при заданной обстановке. Обста-
новкой для него будет совокупность обстановки игры x-i ∈ X-i и 
состояния природы θ ∈ Θ. Следовательно, принцип принятия им 
решения о выбираемом действии можно записать следующим обра-
зом (BR обозначает наилучший ответ – best response):9 
(1) BRi(θ, x-i) = Arg 

ii Xx ∈
max  fi(θ, xi, x-i), i ∈ N. 

Рассмотрим возможные принципы принятия решений агентами, 
каждый из которых порождает соответствующую концепцию равно-
весия, то есть определяет, в каком смысле устойчивым должен быть 
прогнозируемый исход игры. Параллельно будем обсуждать ту 
информированность, которая необходима для реализации равнове-
сия. 

Равновесие в доминантных стратегиях. Если для некоторого 
агента множество (1) не зависит от обстановки, то оно составляет 
множество его доминантных стратегий. Совокупность доминантных 
стратегий агентов называется равновесием в доминантных страте-
гиях – РДС [41]. Если у каждого из агентов существует доминантная 
стратегия, то они могут принимать решения независимо, то есть 
выбирать действия, не имея никакой информации и не делая никаких 
предположений об обстановке. К сожалению, РДС существует дале-
ко не во всех играх. 

Для реализации агентами равновесия в доминантных стратеги-
ях, если последнее существует, достаточно знания каждым из них 
только своей целевой функции и допустимых множеств X' и Θ. 

Гарантирующее равновесие. Той же информированностью 
должны обладать агенты для реализации гарантирующего (макси-
минного) равновесия, которое существует почти во всех играх: 
(2) г

ix  ∈ Arg 
ii Xx ∈

max  
ii Xx −− ∈

min  min
θ∈Θ

 fi(θ, xi, x-i), i ∈ N. 

Если хотя бы для одного из агентов множество (1) зависит от 
обстановки (то есть не существует РДС), то дело обстоит более 
сложным образом. Исследуем соответствующие случаи. 

Равновесие Нэша. Определим многозначное отображение 
(3) BR(θ, x) = (BR1(θ, x-1); BR2(θ, x-2), …, BRn(θ, x-n)). 

                                                           
9 В настоящей работе принята независимая внутри подразделов нумерация формул. 
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Равновесием Нэша [41, 129, 243] при состоянии природы θ 
(точнее – параметрическим равновесием Нэша) называется точка 
x*(θ) ∈ X', удовлетворяющая следующему условию: 
(4) x*(θ) ∈ BR(θ, x*(θ)). 

Вложение (4) можно также записать в виде: 
∀ i ∈ N, ∀ yi ∈ Xi   fi(θ, x*(θ)) ≥ fi(θ, yi, )(* θix− ). 

Множество EN(θ) всех точек вида (4) можно описать следующим 
образом: 
(5) EN(θ) = {x ∈ X’ | xi ∈ BRi(θ, x-i), i ∈ N}. 

Для случая двух агентов альтернативным эквивалентным спосо-
бом определения множества EN(θ) является его задание в виде мно-
жества пар точек ( *

1x (θ), *
2x (θ)), одновременно удовлетворяющих 

следующим условным соотношениям [31, 213, 243]: 
(6) *

1x (θ) ∈ BR1(θ, BR2(θ, BR1(θ, ... BR2(θ, *
2x (θ)) ...))), 

(7) *
2x (θ) ∈ BR2(θ, BR1(θ, BR2(θ, ... BR1(θ, *

1x (θ)) ...))). 
Рассмотрим, какой информированностью должны обладать 

агенты, чтобы реализовать равновесие Нэша путем одновременного 
и независимого выбора своих действий. 

По определению равновесие Нэша является той точкой, одно-
стороннее отклонение от которой невыгодно ни для одного из аген-
тов (при условии, что остальные агенты выбирают соответствующие 
компоненты равновесного по Нэшу вектора действий). Если агенты 
многократно осуществляют выбор действий, то точка Нэша является 
в определенном смысле (см. подробности в [123]) устойчивой и 
может считаться реализуемой в рамках знания, как и в случае с РДС, 
каждым агентом только своей целевой функции и допустимых мно-
жеств X' и Θ (при этом, правда, необходимо введение дополнитель-
ных предположений о принципах принятия агентами решений о 
выборе действий в зависимости от истории игры [61, 107, 213]). 

В настоящей работе рассмотрение ограничивается, в большин-
стве случаев, одношаговыми играми, поэтому в случае однократного 
выбора агентами своих действий знания ими только своих целевых 
функций и множеств X' и Θ для реализации равновесия Нэша уже 
недостаточно. Поэтому введем следующее предположение, которое 
будем считать выполненным в ходе всего последующего изложения: 
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информация об игре Г, множестве Θ и рациональности агентов 
является общим знанием. 

Содержательно введенное предположение означает, что каждый 
из агентов рационален, знает множество участников игры, целевые 
функции и допустимые множества всех агентов, а также знает мно-
жество возможных значений состояний природы. Кроме того, он 
знает, что другие агенты знают это, а также то, что они знают, что он 
это знает и т.д. до бесконечности (см. выше). Такая информирован-
ность может, в частности, достигаться публичным (то есть одновре-
менно всем агентам, собранным вместе) сообщением соответствую-
щей информации, что обеспечивает возможное достижение всеми 
агентами бесконечного ранга информационной рефлексии. Отметим, 
что введенное предположение ничего не говорит об информирован-
ности агентов относительно конкретного значения состояния приро-
ды. 

Если значение состояния природы является общим знанием, то 
этого оказывается достаточно для реализации равновесия Нэша. В 
качестве обоснования этого утверждения промоделируем на примере 
игры двух лиц ход рассуждений первого агента (второй агент рассу-
ждает полностью аналогично, и его рассуждения будут рассматри-
ваться отдельно только в том случае, если они отличаются от рассу-
ждений первого агента). Он рассуждает следующим образом (см. 
выражение (6)): «Мое действие, в силу (1), должно быть наилучшим 
ответом на действие второго агента при заданном состоянии приро-
ды. Следовательно, мне надо промоделировать его поведение. Про 
него (в силу предположения о том, что целевые функции и допусти-
мые множества являются общим знанием) мне известно, что он 
будет действовать в рамках (1), то есть будет искать наилучший 
ответ на мои действия при заданном состоянии природы (см. (7)). 
Для этого ему необходимо промоделировать мои действия. При этом 
он будет (опять же, в силу введенных предположений о том, что 
целевые функции и допустимые множества являются общим знани-
ем) рассуждать так же, как и я, и т.д. до бесконечности (см. (6))». В 
теории игр для подобных рассуждений используется удачная физи-
ческая аналогия отражения в зеркалах – см., например, [86]. 

Таким образом, для реализации равновесия Нэша достаточно, 
чтобы все параметры игры, а также значение состояния природы 
были общим знанием (ослабление этого предположения рассмотрено 
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в [185]). Рассматриваемые в настоящей работе рефлексивные игры 
характеризуются тем, что значение состояния природы не является 
общим знанием, и каждый агент в общем случае имеет собственные 
представления об этом значении, представлениях других агентов и 
т.д. 

Субъективное равновесие. Рассмотренные виды равновесия 
являются частными случаями субъективного равновесия, которое 
определяется как вектор действий агентов, каждая компонента кото-
рого является наилучшим ответом соответствующего агента на ту 
обстановку игры, которая может реализоваться с его субъективной 
точки зрения. Рассмотрим возможные случаи. 

Предположим, что i-ый агент рассчитывает на реализацию об-
становки игры B

ix−
)  («B» обозначает beliefs; иногда используются 

термины «предположение», «догадка» – conjecture) и состояния 
природы iθ

)
, тогда он выберет 

(8) B
ix  ∈ BRi( iθ

)
, B

ix−
) ), i ∈ N. 

Вектор xB является точечным субъективным равновесием. 
Отметим, что при таком определении «равновесия» не требуется 

обоснованности предположений агентов о действиях оппонентов, то 
есть может оказаться, что ∃ i ∈ N: B

ix−
)  ≠ B

ix− . Обоснованное субъек-

тивное равновесие, то есть такое, что B
ix−

)  = B
ix− , i ∈ N, является 

равновесием Нэша (для этого, в частности, достаточно, чтобы все 
параметры игры были общим знанием, и чтобы каждый агент при 
построении B

ix−
)  моделировал рациональное поведение оппонентов). 

В частном случае, если наилучший ответ каждого агента не зависит 
от предположений об обстановке, то субъективное равновесие явля-
ется равновесием в доминантных стратегиях. 

В более общем случае i-ый агент может рассчитывать на выбор 
оппонентами действий из множества B

iX −  ⊆ X-i и реализацию со-

стояния природы из множества iΘ
)

 ⊆ Θ, i ∈ N. Тогда наилучшим 
ответом будет гарантирующее субъективное равновесие: 
(9) xi( B

iX − , iΘ
)

) ∈ Arg 
ii Xx ∈

max  
B
ii Xx −− ∈

min  min
iiθ∈Θ

)  fi(θ, xi, x-i), i ∈ N. 
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Если B
iX −  = X-i, iΘ

)
 = Θ, i ∈ N, то xi( B

iX − ) = г
ix , i ∈ N, то есть га-

рантирующее субъективное равновесие является «классическим» 
гарантирующим равновесием. Разновидностью гарантирующего 
субъективного равновесия является П-равновесие, подробно описан-
ное в [18]. 

В еще более общем случае в качестве наилучшего ответа i-го 
агента можно рассматривать распределение вероятностей pi(xi), где 
pi(⋅) ∈ ∆(Xi) – множеству всевозможных распределений на Xi, кото-
рое максимизирует ожидаемый выигрыш агента с учетом его пред-
ставлений о распределении вероятностей µi(x-i) ∈ ∆(X-i) действий, 
выбираемых другими агентами, и распределении вероятностей 
qi(θ) ∈ ∆(Θ) состояния природы (получим байесов принцип принятия 
решений): 
(10) pi(µi(⋅), qi(⋅), ⋅) = 

= arg 
)(

max
ii Xp ∆∈

 
',

( , , ) ( ) ( ) ( )i i i i i i i i
X

f x x p x q x d dxθ θ µ θ− −
Θ

∫ , i ∈ N. 

Таким образом, для реализации субъективного равновесия тре-
буется минимальная информированность агентов – каждый из них 
должен знать свою целевую функцию fi(⋅) и допустимые множества 
Θ и X’. Однако при такой информированности совокупность пред-
положений агентов о состоянии природы и о поведении оппонентов 
могут быть несогласованными. Для достижения согласованности, то 
есть для того, чтобы предположения оправдывались, необходимы 
дополнительные предположения о взаимной информированности 
агентов. Наиболее сильным является предположение об общем 
знании, которое превращает субъективное точечное равновесие в 
равновесие Нэша, а совокупность байесовых принципов принятия 
решений – в равновесие Байеса–Нэша. 

Равновесие Байеса–Нэша. Если в игре имеется неполная ин-
формация (см. [219]), то байесова игра описывается следующим 
набором: 

- множеством N агентов; 
- множеством K возможных типов агентов, где тип i-го агента 

ki ∈ Ki, i ∈ N, вектор типов k = (k1, k2, …, kn) ∈ K’ = ∏
∈Ni

iK ; 
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- множеством X’ = ∏
∈Ni

iX  допустимых векторов действий аген-

тов; 
- набором функций полезности ui: K’ × X’ → ℜ1; 
- представлениями µi(⋅|ki) ∈ ∆(K-i), i ∈ N, агентов. 
Равновесие Байеса-Нэша в игре с неполной информацией опре-

деляется как набор стратегий агентов вида σi: Ki → Xi, i ∈ N, которые 
максимизируют соответствующие ожидаемые полезности 
(11) Ui(ki, σi(⋅), σ-i(⋅)) = ∫

∏
≠

− ∈
ij

ji Kk
ui(k, σi(ki), σ-i(k-i)) µi(k-i| ki) dk-i, i ∈ N. 

В байесовых играх, как правило, предполагается, что представ-
ления {µi(⋅|⋅)}i ∈ N являются общим знанием. Для этого, в частности, 
достаточно, чтобы они были согласованы, то есть выводились каж-
дым из агентов по формуле Байеса из распределения µ(k) ∈ ∆(K’), 
которое является общим знанием. 

Для байесовых игр, в которых {µi(⋅|⋅)}i∈ N является общим знани-
ем, в [189, 248] введено понятие рационализируемых стратегий 
(rationalizable strategies, см. также [182, 249]) Di ⊆ ∆(Xi), i ∈ N, таких 
что Di ⊆ BRi(D-i), i ∈ N. В играх двух лиц множество рационализи-
руемых стратегий совпадает с множеством стратегий, полученным в 
результате итеративного исключения строго доминируемых страте-
гий10 [243]. Возможно усложнение конструкций субъективного 
равновесия за счет введения запретов на определенные комбинации 
действий агентов и т.д. 

Таким образом, реализация РДС, гарантирующего и субъектив-
ного равновесия (если они существуют) требует, чтобы каждый 
агент обладал, как минимум, информацией о своей целевой функции 
и всех допустимых множествах, а реализация равновесия Нэша, если 
оно существует, дополнительно требует, чтобы значения всех суще-
ственных параметров являлись общим знанием. 

                                                           
10 Напомним, что строго доминируемой (strongly dominated) называется такая 
стратегия агента, что найдется другая его стратегия, которая при любой  обстановке 
обеспечивает этому агенту строго больший выигрыш. Итеративное исключение 
(iterative elimination) строго доминируемых стратегий заключается в последователь-
ном (в общем случае бесконечном) их исключении из множества рассматриваемых 
стратегий агентов, что приводит к нахождению «слабейшего» решения игры – 
множества недоминируемых стратегий. 
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Еще раз отметим, что реализуемость равновесия Нэша подразу-
мевает возможность агентов (и управляющего органа – центра, или 
исследователя операций, если они обладают соответствующей ин-
формацией) априори и независимо рассчитать равновесие Нэша и в 
одношаговой игре сразу выбрать равновесные по Нэшу действия 
(при этом отдельный вопрос заключается в том, какое из равновесий 
выберут агенты и центр, если равновесий Нэша несколько [159]). 
Качественно, общее знание необходимо для того, чтобы каждый из 
агентов (и центр) мог промоделировать принципы принятия реше-
ний другими агентами, в том числе учитывающими его собственные 
принципы принятия решений и т.д. 

Следовательно, можно сделать вывод о том, что концепция 
решения игры тесно связана с информированностью агентов. 
Такие концепции решения, как РДС и равновесие Нэша, являются в 
некотором смысле предельными случаями – первая требует мини-
мальной информированности, вторая – бесконечности ранга инфор-
мационной рефлексии всех агентов. Поэтому ниже мы опишем 
другие («промежуточные») случаи информированности агентов – 
иерархии представлений – и построим соответствующие им решения 
игры. Прежде чем реализовывать эту программу, проведем обзор 
известных моделей общего знания и иерархии представлений. 

 
 

1.3. ОБЩИЕ ПОДХОДЫ К ОПИСАНИЮ 
ИНФОРМАЦИОННОЙ И СТРАТЕГИЧЕСКОЙ РЕФЛЕКСИИ 

 
В рассмотренных в предыдущем разделе концепциях равнове-

сия (за исключением, наверное, равновесий Нэша и Байеса-Нэша, в 
которых предполагается наличие общего знания) рефлексия отсутст-
вует, так как каждый агент не пытается встать на позицию оппонен-
тов. 

Рефлексия имеет место в случае, когда агент имеет и использует 
при принятии решений иерархию представлений – свои представле-
ния о представлениях других агентов, их представлениях о его пред-
ставлениях и представлениях друг друга и т.д. Анализ представле-
ний о неопределенных факторах соответствует информационной 
рефлексии, а представлений о принципах принятия решений – стра-
тегической рефлексии. В терминах субъективного равновесия стра-
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тегической рефлексии соответствуют предположения агента о том, 
что оппонент будет вычислять то или иное конкретное, например 
субъективное гарантирующее, равновесие, а информационной реф-
лексии – какие конкретные предположения об обстановке будет 
использовать оппонент. 

Рассмотрим известные на сегодняшний день11 подходы к описа-
нию иерархии представлений и общего знания. 

Как отмечается в [185, 187, 220], различают два подхода к опи-
санию информированности – синтаксический и семантический 
(напомним, что «синтактика – синтаксис знаковых систем, то есть 
структура сочетания знаков и правил их образования и преобразова-
ния безотносительно к их значениям и функциям знаковых систем», 
«семантика – изучает знаковые систем как средства выражения 
смысла, основной ее предмет представляют интерпретации знаков и 
знакосочетаний» [157, с. 601]). Основы этих подходов были заложе-
ны в математической логике [222, 227]. 

При синтаксическом подходе иерархия представлений описыва-
ется в явном виде. Если представления задаются распределением 
вероятностей, то иерархии представлений на некотором уровне 
иерархии соответствуют распределения на произведении множества 
состояний природы и распределений, отражающих представления 
предыдущих уровней [238]. Альтернативой является использование 
«формул» (в логическом смысле), то есть правил преобразования 
элементов исходного множества на основе применения логических 
операций и операторов вида «игрок i считает, что вероятность собы-
тия … не меньше α» [220, 268]. При этом знание моделируется 
предложениями (формулами), конструируемыми в соответствии с 
определенными синтаксическими правилами. 

В рамках семантического подхода представления агентов зада-
ются распределениями вероятностей на множестве состояний при-
роды. Иерархия представлений при этом порождается исходя только 
из этих распределений. В простейшем детерминированном случае 
знание представляется множеством Θ возможных значений неопре-

                                                           
11 Следует отметить, что иерархии представлений и общее знание стали предметом 
исследований в теории игр совсем недавно – пионерскими являются упомянутые 
выше книга D. Lewis (1969) и статья R. Aumann (1976). Анализ хронологии публи-
каций (см. библиографию) свидетельствует о растущем интересе к этой проблемной 
области. 
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деленного параметра и разбиениями {Ρi}i ∈ N этого множества. Эле-
мент разбиения Ρi, включающий θ ∈ Θ, представляет собой знание i-
го агента – множество значений неопределенного параметра, нераз-
личимых с его точки зрения при известном факте θ [184, 187]. 

Соответствие (условно говоря, «эквивалентность») между син-
таксическим и семантическими подходами установлено в [185, 256 и 
др.]. 

Особо следует отметить экспериментальные исследования ие-
рархий представлений в [194, 244, 259 и др.] – см. обзор в [266] и 
ссылки в разделе 3.4. 

Проведенный краткий обзор свидетельствует, что существуют 
две «крайности». Первая «крайность» – общее знание (заслугой 
Дж. Харшаньи [219] является то, что он свел всю информацию об 
агенте, влияющую на его поведение, к единственной его характери-
стике – типу – и построил равновесие (Байеса-Нэша) в рамках гипо-
тезы о том, что распределение вероятностей типов является общим 
знанием). Вторая «крайность» – бесконечная иерархия согласован-
ных или несогласованных представлений. Примером последней 
служит конструкция, приведенная в [238], которая, с одной стороны, 
описывает все возможные Баейсовы игры и все возможные иерархии 
представлений, а, с другой стороны, (в силу своей общности) на-
столько громоздка, что не позволяет конструктивно ставить и ре-
шать конкретные задачи. 

Большинство исследований информированности посвящено от-
вету на вопрос, в каких случаях иерархия представлений агентов 
описывает общее знание и/или адекватно отражает информирован-
ность агентов [192, 208 и др.]. Зависимость решения игры от конеч-
ной иерархии согласованных или несогласованных представлений 
агентов (то есть весь диапазон между двумя отмеченными выше 
«крайностями») практически не исследовалась. Исключения состав-
ляют, во-первых, работа [253], в которой равновесия Байеса–Нэша 
для трехуровневых иерархий несогласованных вероятностных пред-
ставлений двух агентов строились в предположении, что на нижнем 
уровне иерархии представления совпадают с представлениями пре-
дыдущего уровня – см. также предположения типа Пm и соответст-
вующие равновесия в [117]. Во-вторых – вторая глава настоящей 
работы, в которой описываются произвольные (конечные или беско-
нечные, согласованные или несогласованные) иерархии «точечных» 
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представлений, для которых строится и исследуется информацион-
ное равновесие – равновесие рефлексивной игры (возможность и 
целесообразность обобщения полученных результатов на случай 
интервальных или вероятностных представлений агентов обсужда-
ется в заключении). 

Таким образом, актуальным является как исследование страте-
гической рефлексии (глава 3 настоящей работы), так и построение 
решения рефлексивной игры, и изучение его зависимости от иерар-
хии представлений агентов (глава 2 настоящей работы). 

Информационная и стратегическая рефлексия. Традиционно 
в теоретико-игровых моделях и/или в моделях принятия коллектив-
ных решений используется одно из двух предположений о взаимной 
информированности агентов [109]. Либо считается, что вся сущест-
венная информация и принципы принятия агентами решений всем 
им известны, всем известно, что всем это известно и т. д. до беско-
нечности (так называемая концепция общего знания, используемая, 
например, при определении равновесия Нэша). Либо предполагает-
ся, что каждый агент в рамках своей информированности следует 
некоторой процедуре принятия индивидуальных решений и почти 
«не задумывается» над тем, что знают и как ведут себя остальные 
агенты. Первый подход является каноническим для теории игр, 
второй – для моделей коллективного поведения (см., например, [27, 
90, 123]). Но между двумя этими «крайностями» существует доста-
точно большое разнообразие возможных ситуаций. Предположим, 
что некоторый агент в условиях общего знания о существенных 
внешних параметрах (информационная рефлексия отсутствует) 
осуществил акт стратегической рефлексии – попытался спрогнози-
ровать поведение (не информированность, но и принципы принятия 
решений) других агентов и выбирает свои действия с учетом этого 
прогноза (будем считать, что такой агент обладает первым рангом 
рефлексии). Другой агент (обладающий вторым рангом рефлексии) 
может знать о существовании агентов первого ранга и прогнозиро-
вать их поведение. И так далее. Возникает ряд вопросов: «Как пове-
дение коллектива агентов зависит от их распределения по рангам 
рефлексии, т. е. от того, сколько в коллективе имеется агентов того 
или иного ранга? Если долями рефлексирующих агентов можно 
управлять, то каковы эти доли, оптимальные с точки зрения того или 
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иного критерия эффективности, определенного на множестве дейст-
вий агентов?» 

В «классических» теоретико-игровых моделях предполагается, 
что в игре в нормальной форме агенты выберут равновесные по 
Нэшу действия. Однако исследования в области экспериментальной 
экономики12 (experimental economics) свидетельствуют, что это дале-
ко не всегда так (см., например, [263] и обзор [269]). Возможных 
объяснений отличиям поведения, наблюдаемого в экспериментах, от 
предсказанного теорией, может быть несколько: 

– ограниченность когнитивных возможностей агентов – см. раз-
дел 3.3 и [56, 132] (вычисление, тем более децентрализованное, 
равновесия Нэша трудоемко [247]). Следует также подчеркнуть, что 
Равновесие Нэша не всегда адекватно описывает реальное поведение 
агентов в лабораторных экспериментальных одношаговых играх, в 
том числе потому, что агенты не успевают «исправить» свои непра-
вильные представления о существенных параметрах игры [189] – 
например, концепция рационализуемых стратегий Д. Бернхейма 
требует от агентов неограниченной рациональности (высоких когни-
тивных возможностей); 

– необходимость уверенности каждого агента в том, что все его 
оппоненты могут вычислить равновесие Нэша и сделают это; 

– неполная информированность; 
– наличие нескольких равновесий. 
Таким образом, существуют как минимум два основания (опи-

санных выше – «теоретическое» и «экспериментальное») для рас-
смотрения моделей коллективного поведения агентов, обладающих 
различными рангами рефлексии. 

Коллективное поведение. В отличие от теории игр теория кол-
лективного (группового) поведения занимается исследованием дина-
мики поведения рациональных агентов при достаточно слабых 
предположениях относительно их информированности. Так, напри-
мер, не всегда требуется наличие среди агентов общего знания отно-
сительно множества агентов, множеств допустимых действий и 
целевых функций оппонентов. Или считается, что агенты не пред-
сказывают поведение всех оппонентов, как это имеет место в теории 

                                                           
12 В России сегодня существуют несколько лабораторий экспериментальной эконо-
мики в вузах и академических институтах, например: МФТИ-ВЦ РАН, ГУ ВШЭ, 
РЭШ, ЦЭМИ РАН. 
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игр (см. выше). Более того, зачастую агенты, принимая решения, 
могут «не знать о существовании» некоторых других агентов или 
иметь о них агрегированную информацию. 

Наиболее распространенной моделью динамики коллективного 
поведения является модель индикаторного поведения [6, 90, 123], 
суть которой заключается в следующем. Предположим, что каждый 
агент в момент времени t наблюдает действия всех агентов { 1t

ix − }i∈N, 
выбранные ими в предыдущий момент времени t – 1, t = 1, 2, … 
(начальный вектор действий x0 = ( 0

1x , …, 0
nx ) считается заданным). 

Каждый агент может рассчитать свое текущее положение цели 
– такое его действие, которое максимизировало бы его целевую 
функцию при условии, что в текущем периоде все агенты выбрали 
бы те же действия, что и в предыдущем: 
(1) wi( 1t

ix −
− ) = arg 

1
max
y∈ℜ

 Fi(y, 1t
ix −

− ), t = 1, 2, … , i ∈ N. 

В рамках гипотезы индикаторного поведения каждый агент в 
каждый момент времени будет делать «шаг» от своего предыдущего 
действия к текущему положению цели: 
(2) t

ix  = 1t
ix −  + t

iγ  [wi( 1t
ix −

− ) – 1t
ix − ], i ∈ N, t = 1, 2, … , 

где t
iγ  ∈ [0; 1] – «величины шагов». Такое коллективное поведение 

можно условно назвать «оптимизационным», подчеркивая тем са-
мым его отличие от игрового. Очевидно, что если t

iγ  ≡ 0, то динами-

ка отсутствует; если t
iγ  ≡ 1, то каждый агент на каждом шаге выби-

рает свой наилучший ответ (см. (1.2.1)), однако в последнем случае 
соответствующая динамика может быть неустойчивой. Условия 
сходимости процедуры (2), области притяжения равновесий, условия 
на величины шагов { t

iγ }, обеспечивающие сходимость, и т. д. мож-
но найти в [6, 90]. 

Подходы теории коллективного поведения и теории игр согла-
сованы в том смысле, что и та, и другая исследуют поведение рацио-
нальных агентов (ср. (1.2.1) и (2)), а равновесия игры, как правило, 
являются и равновесиями динамических процедур коллективного 
поведения (например, равновесие Нэша (1.2.2) является равновесием 
динамики (2) коллективного поведения). 
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Для полноты картины отметим, что в теории коллективного по-
ведения существует и другой (выходящий за рамки настоящей рабо-
ты) подход – эволюционная теория игр [267], которая исследует 
«поведение больших однородных групп (популяций) индивидуумов 
в типичных повторяющихся конфликтных ситуациях, причем каж-
дую стратегию применяет множество игроков, а функция выигрыша 
характеризует успех отдельных стратегий, а не отдельных участни-
ков взаимодействия» [27, с. 296]. Русскоязычный обзор базовых 
результатов теории эволюционных игр можно найти в [27]. 

Таким образом, теория игр зачастую использует, условно гово-
ря, максимальные предположения об информированности агентов 
(например, гипотезу о существовании общего знания), а теория 
коллективного поведения – минимальные. Промежуточное место 
занимают рефлексивные модели, поэтому перейдем к обсуждению 
роли рефлексии – информационной и стратегической – в принятии 
агентами решений. 

Рефлексия в теории игр и моделях коллективного поведе-
ния: структура предметной области. Теория игр и теория коллек-
тивного поведения изучают модели взаимодействия рациональных 
агентов. Подходы и результаты этих теорий можно рассматривать с 
точки зрения трех взаимосвязанных  гносеологических уровней 
(соответствующих различным функциям моделирования [102]) – см. 
Рис. 6: 

– феноменологического уровня, на котором модель строится с 
целью описать и/или объяснить поведение исследуемой системы 
(коллектива агентов); 

– прогностического уровня (цель – прогноз поведения иссле-
дуемой системы); 

– нормативного уровня (цель – обеспечение требуемого поведе-
ния системы). 

Для теории игр традиционной является схема, когда сначала 
описывается «модель игры» (феноменологический уровень); затем 
выбирается концепция равновесия, определяющая, что понимается 
под устойчивым исходом игры (прогностический уровень); после 
чего может формулироваться та или иная задача управления – выбо-
ра значений управляемых «параметров игры», приводящих к реали-
зации требуемого равновесия (нормативный уровень) – см. Рис. 6. 
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Рис. 6. Дескриптивные и нормативные модели информационной и стратегической рефлексии 
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Учет информационной рефлексии приводит к необходимости 
построения и анализа структур информированности, что в итоге дает 
возможность определить информационное равновесие и в дальней-
шем ставить и решать задачи информационного управления – см. 
Рис. 6. 

Учет стратегической рефлексии приводит к аналогичной цепоч-
ке, выделенной на Рис. 6 жирными линиями: «модели стратегиче-
ской рефлексии» – «рефлексивная структура» – «рефлексивное 
равновесие» – «рефлексивное управление». 

Сравнение подходов к моделированию информационной и стра-
тегической рефлексии проводится в Табл. 1. 

 
Табл. 1. Сравнение подходов к моделированию 
информационной и стратегической рефлексии 

ПАРАМЕТР Информационная 
рефлексия (глава 2) 

Стратегическая 
рефлексия (глава 3) 

Модель «игры» Структура 
информированности 

Рефлексивная 
структура 

Равновесие Информационное 
равновесие 

Рефлексивное 
равновесие 

Управление Информационное 
управление 

Рефлексивное 
управление 

 
Обсудив общие подходы к описанию информационной и стра-

тегической рефлексии, перейдем к систематическому изложению 
соответствующих результатов: вторая глава посвящена информаци-
онной рефлексии и информационному управлению, третья – страте-
гической рефлексии и рефлексивному управлению (см. Табл. 1). 
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ГЛАВА 2. ИНФОРМАЦИОННАЯ РЕФЛЕКСИЯ 
И УПРАВЛЕНИЕ 

 
Целью данной главы является определение информационного 

равновесия и исследование его свойств. Для этого сначала описыва-
ется информационная рефлексия в играх двух лиц (раздел 2.1), затем 
(в разделе 2.2) приводится общая модель – описывается структура 
информированности, на основании которой принимаются решения 
участниками рефлексивной игры; определяется понятие сложности 
структуры информированности. В разделе 2.3 в качестве концепции 
решения рефлексивной игры вводится понятие информационного 
равновесия, в разделе 2.4 описывается граф рефлексивной игры, с 
помощью которого исследуются свойства информационного равно-
весия. В разделе 2.5 определяются регулярные структуры информи-
рованности и приводятся достаточные условия существования ин-
формационного равновесия. Раздел 2.6 посвящен исследованию 
влияния рангов рефлексии на выигрыши агентов, а также изучению 
зависимости между структурой информированности и информаци-
онным равновесием. Разделы 2.7-2.9 посвящены исследованию 
стабильности информационного равновесия, разделы 2.11-2.15 – 
моделированию информационных воздействий, а также постановкам 
задач информационного управления и исследованию его свойств 
(согласованность и др.). Заключительный раздел второй главы (раз-
дел 2.16) содержит результаты исследования эффектов рефлексии в 
механизмах планирования. 

 
 

2.1. ИНФОРМАЦИОННАЯ РЕФЛЕКСИЯ В ИГРАХ ДВУХ ЛИЦ 
 
Настоящий раздел содержит качественное обсуждение иерархии 

представлений и информационной рефлексии двух агентов и являет-
ся вводным для общей модели, рассматриваемой в разделе 2.2. 

Как отмечалось выше, предположение о том, что значение со-
стояния природы – общее знание, является «предельным», то есть 
требующим от агентов бесконечной рефлексии, и ему в соответствие 
может быть поставлено классическое равновесие Нэша. Однако 
информированность агентов может быть другой, поэтому рассмот-
рим возможные случаи. 
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Примем следующие обозначения (см. также [117]): θi – инфор-
мация (представления) i-го агента о состоянии природы, θij – инфор-
мация i-го агента об информации j-го агента о состоянии природы, 
i ≠ j, θiji – информация i-го агента об информации j-го агента об 
информации i-го агента о состоянии природы13, и т.д., i, j = 1, 2. 
Будем считать, что при принятии решений каждый агент считает 
истинной «свою» информацию о состоянии природы14 (см. принцип 
доверия в [117]). 

Таким образом, информированностью i-го агента будем назы-
вать Ii = (θi, θij, θijk, …), то есть всю имеющуюся на момент принятия 
им решений информацию (иерархию его представлений, в которой 
уровни определяются длиной последовательности индексов в записи 
компонентов информированности). Совокупность I1 и I2 назовем 
информационной структурой рефлексивной игры двух агентов 
(модель информационной структуры рефлексивной игры произволь-
ного конечного числа агентов приведена в следующем разделе). 
Длина максимальной последовательности индексов характеризует 
(на единицу превышает) ранг рефлексии агента. 

В терминах рефлексивных многочленов В.А. Лефевра [78] еди-
ничной длине последовательности индексов соответствует ситуация, 
в которой i-ый агент, во-первых, «видит» только плацдарм T, в роли 
которого в рассматриваемой системе выступает множество возмож-
ных значений состояния природы. Во-вторых, у агента имеется 
информация о конкретном значении состояния природы – агент 
имеет свое представление о плацдарме: T + Ti, но рефлексия при 
этом по-прежнему отсутствует (ранг рефлексии равен нулю). 

Максимальная длина последовательности индексов, равная 
двум, соответствует единичному рангу рефлексии, когда агент имеет 
информацию о представлениях других агентов (и, в том числе, быть 
может, о своих собственных представлениях – в этом случае говорят 
об авторефлексии Tii) о плацдарме: T + Ti + Tji, и т.д.15 
                                                           
13 Отметим, что используемая система индексов (слева направо) является «обрат-
ной» предложенной В.А. Лефевром (справа налево). 
14 Вопрос о том, как i-ый агент на основании информации, например, об θiji коррек-
тирует свои представления θi о возможных значениях состояния природы, заслужи-
вает отдельного исследования. 
15 Рефлексия начальных уровней также может интерпретироваться следующим 
образом. Предположим, что есть субъект, который воспринимает окружающий его 
мир. Можно выделить несколько уровней восприятия (уровней рефлексии). На 
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В общем случае, если интерпретировать θ  как плацдарм T, то 
конечной информационной структуре Ii = (θi, θij, kiii ...21

θ ), k < ∞, i-го 
агента соответствует рефлексивный многочлен 
T i + T j i + … + T ik … i = (T + T j + …+ ik …) i. Другими словами, и 
информационные структуры, и рефлексивные многочлены описы-
вают информированность агентов, однако информационные струк-
туры позволяют конструктивно учитывать взаимную информиро-
ванность агентов (см. раздел 2.2). 

Примем следующее соглашение (аксиому автоинформирован-
ности): совпадение индексов, идущих подряд в записи информиро-
ванности агентов, запрещено. Другими словами, запрещены модели 
информированности, включающие информацию, в записи которой 
фигурируют подряд одни и те же индексы, отражающие информиро-
ванность агентов вида: «что я знаю (думаю и т.д.) о том, что оппо-
нент думает (знает и т.д.) о том, что он знает (думает и т.д.) о ...» и 
т.д. Например, исключаются комбинации θ11 θ211, θ1221 и т.д. 

Введенная система классификаций позволяет ввести обозначе-
ние RGkl, k, l = 0, 1, 2,..., для рефлексивных игр (Reflexive Games) 
двух лиц, где первый индекс на единицу превышает ранг рефлексии 
(и соответствующую информированность) первого агента, а второй 
индекс – ранг рефлексии (и соответствующую информированность) 
второго агента. 

                                                                                                                                   
нулевом (бытийном, нерефлексивном) уровне у субъекта существуют определенные 
представления об окружающем мире (возникающие как его отражение), однако он 
не осознает, что представления могут быть неполными, искаженными и т.д. Образ-
но говоря, при этом окружающий субъекта мир совпадает с представлениями о нем. 
Следующий (первый) уровень соответствует осознанию субъектом возможности 
различия окружающего мира и своих представлений об этом мире (при этом субъ-
ект получает возможность «посмотреть» на себя со стороны). В результате этого 
осознания могут измениться как представления о мире, так и способы его отраже-
ния. Первый уровень восприятия, на котором уже присутствует рефлексия, назовем 
научным, так как именно на нем впервые возникают осознанные различия между 
субъективным и объективным описанием действительности (характерным приме-
ром первого ранга рефлексии является научная рефлексия по Г.П. Щедровицкому 
[179]). Второй уровень рефлексии назовем философским, так как он характеризует-
ся появлением представлений о многообразии способов отражения и осознанием 
возможности выбора способа познания. Продолжать наращивание уровней рефлек-
сии можно и дальше, однако в рамках используемых интерпретаций содержатель-
ные интерпретации третьего, четвертого и др. (более высоких) уровней затрудни-
тельны. 
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Между информированностью и рангом рефлексии в рамках рас-
сматриваемой модели, очевидно, существует следующее соответст-
вие: ранг рефлексии агента на единицу меньше максимального 
числа индексов, отражающих его информированность. Напри-
мер, агент, имеющий информированность Ii = (θi, θij, ..., kiii ...21

θ ), где 
i, j, i1, i2,  ..., ik ∈ N обладает рангом рефлексии k – 1. 

Введенные предположения налагают следующие ограничения 
на структуру информированности двух агентов: если 

kiii ...21
θ  ≠ ∅ 

отражает информацию i-го агента, то i1 = i (то есть первый индекс 
всегда равен номеру агента, обладающего этой информацией); если 
k > 2, то индексы чередуются. Следовательно, при четных k (то есть 
при нечетных рангах рефлексии) ik = 3 – i (первый и последний 
индексы различаются), а при нечетных k (то есть при четных рангах 
рефлексии) ik = i (первый и последний индексы совпадают). 

Таким образом, для задания рефлексивной игры необходимо, 
помимо целевых функций и допустимых множеств, перечислить 
информированности агентов, например, с помощью записи 
RGkl(I1, I2). 

Сложность моделирования рефлексивных игр заключается от-
части в том, что приведенное описание и система классификаций 
произведены с точки зрения исследователя операций, то есть в каж-
дом конкретном случае агенты могут не знать, в какую игру они 
играют. 

В рамках модели принятия решений, описанной в [41, 117], бу-
дем считать, что каждый из агентов стремится с учетом всей имею-
щейся у него информации выбрать наилучшее с его точки зрения 
действие. Недостаточная информированность (отсутствие общего 
знания) приводит к тому, что фактический вектор действий агентов 
может отличаться от векторов, на которые они рассчитывают по 
отдельности, то есть реализуется не равновесие Нэша, а информа-
ционное равновесие16, которое является субъективным равновесием 
рефлексивной игры в традиционном смысле термина «равновесие». 

При устранении существующей в моделях рефлексивных игр 
неопределенности агенты могут использовать два подхода: рассчи-
тывать на наихудшие значения неопределенных параметров, то есть 
использовать принцип гарантированного результата, что приводит к 
                                                           
16 Корректное определение информационного равновесия приведено в разделе 2.3. 
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реализации субъективного (рефлексивного – с учетом принципов 
принятия решений оппонентами) максиминного (гарантирующего) 
равновесия (см. третью главу настоящей работы); или «наделять» 
других агентов некоторой информированностью, например, той же, 
которой характеризуются они сами, что приводит к реализации 
субъективного «информационного» равновесия. 

Отметим существенность прилагательного «субъективный», так 
как в рефлексивных играх каждый из агентов вычисляет «свое» 
равновесие, а исход игры (вектор действий агентов), в общем случае 
не является равновесием17 в «классическом» смысле [28, 41, 125]. 
При этом ключевой идеей является то, что каждый из агентов опре-
деляет «равновесие» независимо от других агентов, что существенно 
упрощает описание и исследование моделей их поведения. 

Последнее утверждение существенно, так как оно позволяет 
рассматривать принципы принятия агентами решений, зависящие от 
той информации, которой они обладают к моменту принятия реше-
ний. Другими словами, вместо рефлексивной игры RGkl(I1, I2) можно 
рассматривать независимо две рефлексивные модели принятия 
решений агентами, обладающими иерархиями представлений I1 и I2 с 
рангами рефлексии k – 1 и l – 1, соответственно (еще раз подчерк-
нем, что ранг рефлексии агента в рассматриваемой модели опреде-
ляется его информированностью). При этом существенно, что все 
знания агента (о состоянии природы, представлениях оппонента, его 
принципах принятия решений и т.д.) включены в его информиро-
ванность – иерархию представлений. 

Более подробно перечисленные аспекты рассматриваются в сле-
дующем разделе при систематическом описании информационной 
рефлексии. 

 
 

2.2. ИНФОРМАЦИОННАЯ СТРУКТУРА ИГРЫ 
 
Рассмотрим множество N = {1, 2, …, n} агентов. 
Если в ситуации присутствует неопределенный параметр θ ∈ Θ 

(будем считать, что множество Θ является общим знанием), то 

                                                           
17 Если классическое равновесие Нэша является «объективно» рациональным, то 
информационное равновесие является субъективно рациональным (в рамках имею-
щейся информированности). 
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структура информированности Ii (как синоним будем употреблять 
термины информационная структура и иерархия представлений) i-
го агента включает в себя следующие элементы. Во-первых, пред-
ставление i-го агента о параметре θ – обозначим его θi, θi ∈ Θ. Во-
вторых, представления i-го агента о представлениях других агентов 
о параметре θ – обозначим их θij, θij ∈ Θ, j ∈ N. В-третьих, представ-
ления i-го агента о представлении j-го агента о представлении k-го 
агента – обозначим их θijk, θijk ∈ Θ, j, k ∈ N. И так далее. 

Таким образом, структура информированности Ii i-го агента за-
дается набором всевозможных значений вида 

ljij ...1
θ , где l пробегает 

множество целых неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 
ljij ...1

θ  ∈ Θ. 
Аналогично задается структура информированности I игры в 

целом – набором значений 
lii ...1

θ , где l пробегает множество целых 

неотрицательных чисел, j1, …, jl ∈ N, а 
ljij ...1

θ  ∈ Θ.. Подчеркнем, что 
структура информированности I «недоступна» наблюдению агентов, 
каждому из которых известна лишь некоторая ее часть. 

Таким образом, структура информированности – бесконечное n-
дерево (то есть тип структуры постоянен и является n-деревом), 
вершинам которого соответствует конкретная информированность 
реальных и фантомных агентов. 

Рефлексивной игрой ГI назовем игру, описываемую следующим 
кортежем: 
(1) ГI = {N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, I}, 
где N – множество реальных агентов, Xi – множество допустимых действий 
i-го агента, fi(⋅): Θ × X’ → ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, I – структура 
информированности. 

Таким образом, рефлексивная игра является обобщением поня-
тия игры в нормальной форме, задаваемой кортежем 
{N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N}, на случай, когда информированность агентов 
отражена иерархией их представлений (информационной структурой 
I). В рамках принятого определения «классическая» игра в нормаль-
ной форме является частным случаем рефлексивной игры – игры с 
общим знанием. В «предельном» случае – когда состояние природы 
является общим знанием – предлагаемая в настоящей работе кон-
цепция решения рефлексивной игры (информационное равновесие – 
см. раздел 2.3) переходит в равновесие Нэша. 
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Совокупность связей между элементами информированности 
агентов можно изобразить в виде дерева (см. Рис. 7). При этом 
структура информированности i-го агента изображается поддеревом, 
исходящим из вершины θi. 

 

θ1 θi θn

θi1 θij θin

… …

… …

 
 

Рис. 7. Дерево информационной структуры 
 

Сделаем важное замечание: в настоящей работе мы ограничим-
ся рассмотрением «точечной» структуры информированности, ком-
поненты которой состоят лишь из элементов множества Θ. Более 
общим случаем является, например, интервальная или вероятностная 
информированность (см. описание моделей информированности в 
первой главе и обсуждение перспектив дальнейших исследований в 
заключении). 

Для формулировки некоторых определений и свойств нам пона-
добятся следующие обозначения: 

Σ+ – множество всевозможных конечных последовательностей 
индексов из N; 

Σ – объединение Σ+ с пустой последовательностью; 
|σ| – количество индексов в последовательности σ  (для пустой 

последовательности принимается равным нулю), которое выше было 
названо длиной последовательности индексов. 

Если θi – представления i-го агента о неопределенном парамет-
ре, а θii – представления i-го агента о собственном представлении, то 
естественно считать, что θii = θi. Иными словами, i-й агент правильно 
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информирован о собственных представлениях, а также считает, что 
таковы и другие агенты и т. д. Формально это означает, что выпол-
нена аксиома автоинформированности, которую далее будем пред-
полагать выполненной. 

Аксиома автоинформированности: 
∀ i ∈ N ∀ τ, σ ∈ Σ θτiiσ = θτiσ . 

Эта аксиома означает, в частности, что, зная θτ для всех τ ∈ Σ+, 
таких что |τ| = γ, можно однозначно найти θτ для всех τ ∈ Σ+, таких 
что |τ| < γ. 

Наряду со структурами информированности Ii, i ∈ N, можно 
рассматривать структуры информированности Iij (структура инфор-
мированности j-го агента в представлении i-го агента), Iijk и т.д. 
Отождествляя структуру информированности с характеризуемым ею 
агентом, можно сказать, что, наряду с n реальными агентами (i-
агентами, где i ∈ N) со структурами информированности Ii, в игре 
участвуют фантомные агенты (τ-агенты, где τ ∈ Σ+, |τ| ≥ 2) со 
структурами информированности Iτ = {θτσ}, σ ∈ Σ. Фантомные аген-
ты, существуя в сознании реальных агентов, влияют на их действия, 
о чем пойдет речь далее. 

Определим фундаментальное для дальнейших рассмотрений 
понятие тождественности структур информированности. 

Структуры информированности Iλ и Iµ (λ, µ ∈ Σ+) называются 
тождественными, если выполнены два условия: 

1. θλσ = θµσ для любого σ ∈ Σ; 
2. последние индексы в последовательностях λ и µ совпадают. 
Будем обозначать тождественность структур информированно-

сти следующим образом: Iλ = Iµ. 
Первое из двух условий в определении тождественности струк-

тур прозрачно, второе же требует некоторых пояснений. Дело в том, 
что далее мы будем обсуждать действие τ-агента в зависимости от 
его структуры информированности Iτ и целевой функции fi, которая 
как раз определяется последним индексом последовательности τ. 
Поэтому удобно считать, что тождественность структур информиро-
ванности означает, в том числе, и тождественность целевых функ-
ций. 

Утверждение 2.2.1. Iλ = Iµ  ⇔ ∀ σ ∈ Σ   Iλσ = Iµσ . 
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Доказательство. Iλ = Iµ  ⇒ ∀ σ, κ ∈ Σ  θλσκ = θµσκ ⇒ ∀ σ ∈ Σ 
Iλσ = Iµσ .Обратная импликация очевидна: достаточно положить σ 
равной пустой последовательности. •18 

Содержательный смысл утверждения 2.2.1 состоит в том, что 
тождественность двух структур информированности в точности 
означает тождественность всех их подструктур. 

Следующее утверждение является, по сути, иной формулиров-
кой аксиомы автоинформированности. 

Утверждение 2.2.2. ∀ i ∈ N  ∀ τ, σ ∈ Σ  Iτiiσ = Iτiσ. 
Доказательство. ∀ i ∈ N ∀ τ, σ ∈ Σ   θτiiσ = θτiσ ⇔ ∀ i ∈ N 

∀ τ, σ, κ ∈ Σ   θτiiσκ =θτiσκ  ⇔ ∀ i ∈ N  ∀ τ, σ ∈ Σ   Iτiiσ = Iτiσ . • 
Определение тождественности структур информированности 

(как и последующие, приводимые в настоящем разделе) можно 
переформулировать так, чтобы соответствующее свойство структу-
ры информированности выполнялось не объективно, а τ-
субъективно – в представлении τ-агента (τ ∈ Σ+): структуры инфор-
мированности Iλ и Iµ (λ, µ ∈ Σ+) называются τ-субъективно тожде-
ственными, если Iτλ = Iτµ. 

В дальнейшем будем формулировать определения и утвержде-
ния сразу τ-субъективно для τ ∈ Σ, имея в виду, что если τ – пустая 
последовательность индексов, то «τ-субъективно» означает «объек-
тивно». 

λ-агент называется τ-субъективно адекватно информированным 
о представлениях µ-агента (или, короче, о µ-агенте), если 

Iτλµ = Iτµ   (λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 
Будем обозначать τ-субъективную адекватную информирован-

ность λ-агента о µ-агенте следующим образом: Iλ >τ Iµ . 
Утверждение 2.2.3. Каждый реальный агент τ-субъективно счи-

тает себя адекватно информированным о любом агенте, то есть 
∀ i ∈ N  ∀ τ ∈ Σ  ∀ σ ∈ Σ+  Ii >τi Iσ . 

Доказательство. В силу утверждения 2.2.2 справедливо тожде-
ство Iτiiσ = Iτiσ, что по определению τ-субъективно тождественных 
структур информированности означает, что Ii >τi Iσ. • 

Содержательно утверждение 2.2.3 отражает тот факт, что рас-
сматриваемая точечная структура информированности подразумева-

                                                           
18 Символ «•» здесь и далее обозначает окончание примера или доказательства. 
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ет наличие у каждого агента уверенности в своей адекватной ин-
формированности о всех элементах этой структуры. 

λ-агент и µ-агент называются τ-субъективно взаимно информи-
рованными, если одновременно выполнены тождества 

Iτλµ = Iτµ ,   Iτµλ = Iτλ    (λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 
Будем обозначать τ-субъективную взаимную информирован-

ность λ-агента и µ-агента следующим образом: Iλ ><τ Iµ . 
λ-агент и µ-агент называются τ-субъективно одинаково инфор-

мированными о σ-агенте, если Iτλσ = Iτµσ  (σ, λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 
Будем обозначать τ-субъективную одинаковую информирован-

ность λ-агента и µ-агента о σ-агенте следующим образом: 
Iλ >σ<τ Iµ. 

λ-агент и µ-агент называются τ-субъективно одинаково инфор-
мированными, если ∀ i ∈ N  Iτλi = Iτµi  (λ, µ ∈ Σ+, τ ∈ Σ). 

Будем обозначать τ-субъективную одинаковую информирован-
ность λ-агента и µ-агента следующим образом: Iλ ~τ Iµ. 

Отметим, что отношения одинаковой информированности о ка-
ком-либо агенте и одинаковой информированности являются отно-
шениями эквивалентности (то есть, рефлексивны, симметричны и 
транзитивны на множестве агентов). 

Покажем, что одинаковая информированность равносильна 
одинаковой информированности о любом агенте. 

Утверждение 2.2.4. Iλ ~τ Iµ ⇔ ∀ σ ∈ Σ+  Iλ >σ<τ Iµ. 
Доказательство. Iλ ~τ Iµ ⇔ ∀ i ∈ N  Iτλi = Iτµi ⇔ {в силу утвер-

ждения 2.2.1} ⇔ ∀ i ∈ N ∀ κ ∈ Σ Iτλiκ = Iτµiκ ⇔ {полагая 
σ = i κ} ⇔ ∀ σ ∈ Σ+ Iτλσ = Iτµσ ⇔ ∀ σ ∈ Σ+  Iλ >σ<τ Iµ. • 

Приведенные определения показывают, что описание ситуации 
в содержательных терминах адекватной, взаимной и одинаковой 
информированности могут быть описаны через тождество соответ-
ствующих структур информированности. Следующее утверждение 
касается связи введенных понятий друг с другом. 

Утверждение 2.2.5. Для любого τ ∈ Σ следующие три условия 
равносильны: 

1. любые два реальных агента τ-субъективно являются взаимно 
информированными; 

2. все реальные агенты τ-субъективно являются одинаково ин-
формированными; 
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3. для любого i ∈ N значение Iσi τ-субъективно зависит только 
от i. 

То есть для любого τ ∈ Σ выполнено: 
(∀ i, j ∈ N Ii ><τ Ij) ⇔ (I1~τ…~τ In) ⇔ (∀ i ∈ N ∀ σ ∈ Σ  Iτσi = Iτi). 
Доказательство. Докажем для трех условий утверждения им-

пликации 1 ⇒ 2, 2 ⇒ 3, 3 ⇒ 1. 
1⇒2. Для любых i, j, m ∈ N имеем Ii >τ Im, Ij >τ Im , что означает 

выполнение тождеств Iτim = Iτm, Iτjm = Iτm. Отсюда Iτim = Iτjm, что дока-
зывает условие 2 (с учетом утверждения 2.2.4). 

2⇒3. Для пустой последовательности σ условие 3 тривиально, 
поэтому возьмем произвольную непустую последовательность 
σ ∈ Σ+. Тогда σ = i1 … il (ik ∈ N, k = 1, …, l), при этом для любого 
i ∈ N справедливы следующие соотношения: 

iIτ  = {в силу утверждения 2.2.2} = iiIτ  = {поскольку 

lii II τ~ } = iil
Iτ  = {в силу утверждения 2.2.2} = iii ll

Iτ  = {поскольку 

1
~

−ll ii II τ  и в силу утверждения 2.2.4} = iii ll
I

1−τ  = … = iii l
I ...1τ  = iIτσ . 

3⇒1. Для любых i, j ∈ N имеем Iτij = Iτj, Iτji = Iτi, что означает 
Ii ><τ Ij. • 

Понятие тождественности структур информированности позво-
ляет определить их важное свойство – сложность. Заметим, что 
наряду со структурой I имеется счетное множество структур Iτ, 
τ ∈ Σ+, среди которых можно при помощи отношения тождественно-
сти выделить классы попарно нетождественных структур. Количест-
во этих классов естественно считать сложностью структуры ин-
формированности. 

Будем говорить, что структура информированности I имеет ко-
нечную сложность ν = ν(I), если существует такой конечный набор 
попарно нетождественных структур {

1τI , 
2τI , …, 

ντI }, τl ∈ Σ+, 

l ∈ {1, …, ν}, что для любой структуры σI , σ ∈ Σ+, найдется тожде-
ственная ей структура 

l
Iτ  из этого набора. Если такого конечного 

набора не существует, будем говорить, что структура I имеет беско-
нечную сложность: ν(I) = ∞. 

Структуру информированности, имеющею конечную слож-
ность, будем называть конечной (еще раз отметим, что при этом 
дерево структуры информированности все равно остается бесконеч-
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ным). В противном случае структуру информированности будем 
называть бесконечной. 

Ясно, что минимально возможная сложность структуры инфор-
мированности в точности равна числу участвующих в игре реальных 
агентов (напомним, что по определению тождественности структур 
информированности они попарно различаются у реальных агентов). 

Любой набор (конечный или счетный) попарно нетождествен-
ных структур Iτ, τ ∈ Σ+, такой, что любая структура Iσ, σ ∈ Σ+, тожде-
ственна одной из них, назовем базисом структуры информированно-
сти I. 

Если структура информированности I имеет конечную слож-
ность, то можно определить максимальную длину последовательно-
сти индексов γ такую, что, зная все структуры Iτ, τ ∈ Σ+, |τ| =γ , мож-
но найти и все остальные структуры. Эта длина в определенном 
смысле характеризует ранг рефлексии, необходимый для описания 
структуры информированности. 

Будем говорить, что структура информированности I, ν(I) < ∞, 
имеет конечную глубину γ = γ (I), если 

1. для любой структуры Iσ, σ ∈ Σ+, найдется тождественная ей 
структура Iτ, τ ∈ Σ+, |τ| ≤γ; 

2. для любого целого положительного числа ξ, ξ <γ , существует 
структура Iσ, σ ∈ Σ+, не тождественная никакой из структур Iτ, 
τ ∈ Σ+, |τ| =ξ. 

Если ν(I) = ∞, то и глубину будем считать бесконечной: γ(I) = ∞. 
Имея описание структуры информированности, можно рассмат-

ривать процесс совместного принятия решений реальными и фан-
томными агентами, что приводит к понятию информационного 
равновесия. 

 
 

2.3. ИНФОРМАЦИОННОЕ РАВНОВЕСИЕ 
 
Если задана структура I информированности игры, то тем са-

мым задана и структура информированности каждого из агентов 
(как реальных, так и фантомных). Выбор τ-агентом своего действия 
xτ в рамках гипотезы рационального поведения определяется его 
структурой информированности Iτ , поэтому, имея перед собой эту 
структуру, можно смоделировать его рассуждения и определить это 
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его действие. Выбирая свое действие, агент моделирует действия 
других агентов (осуществляет рефлексию). Поэтому при определе-
нии исхода игры необходимо учитывать действия как реальных, так 
и фантомных агентов. 

Набор действий xτ
*, τ ∈ Σ+, назовем информационным равно-

весием, если выполнены следующие условия: 
1. структура информированности I имеет конечную сложность; 
2. +Σ∈∀ µλ,   Iλ = Iµ ⇒ xλ

* = xµ
*; 

3. ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ 
(1) )...,,,,...,,(maxArg *

,
*

1,
*

1,
*

1
*

niiiiiiiiiXxi xxxxxfx
ii

σσσσσσ θ +−∈
∈ . 

Первое условие в определении информационного равновесия 
означает, что в рефлексивной игре участвует конечное число реаль-
ных и фантомных агентов. 

Второе условие отражает требование того, что одинаково ин-
формированные агенты выбирают одинаковые действия. 

И, наконец, третье условие отражает рациональное поведение 
агентов – каждый из них стремится выбором собственного действия 
максимизировать свою целевую функцию, подставляя в нее действия 
других агентов, которые оказываются рациональными с точки зре-
ния рассматриваемого агента в рамках имеющихся у него представ-
лений о других агентах. 

Необходимость третьего условия в определении информацион-
ного равновесия, по-видимому, не вызывает сомнений. Приведем 
два примера, показывающих важность первых двух условий. 

Примеры 2.3.1-2.3.2. В этих примерах участвуют два агента с 
целевыми функциями следующего вида: 

,
2

)(),,(
2
1

12211
xxxxxf −−= θθ  ,

2
)(),,(

2
2

21212
xxxxxf −−= θθ  

где xi ∈ ℜ1, i = 1, 2. Различие лишь в структурах информированно-
сти. 

Пример 2.3.1. Пусть структура информированности имеет сле-
дующий вид (напомним, что в силу аксиомы автоинформированно-
сти можно не рассматривать элементы с идущими подряд одинако-
выми индексами): 

θ1 = 1, θ12 = 3, θ121 = 5, θ1212 = 7, …; 
θ2 = 2, θ21 = 4, θ212 = 6, θ2121 = 8, … . 
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Она имеет бесконечную сложность. Система уравнений (1) в 
данном случае принимает следующий вид: 

x1 = 1 – x12,   x2 = 2 – x21, 
x12 = 3 – x121,  x21 = 4 – x212, 
x121 = 5 – x1212,  x212 = 6 – x2121, 
x1212 = 7 – x12121,  x2121 = 8 – x21212, 
и т.д.;   и т.д. 
Видно, что в системе счетное число уравнений, причем решений 

у нее бесконечно много – произвольно выбирая значения x1 и x2, 
можно выразить через них остальные переменные. • 

Пример 2.3.2. Пусть структура информированности имеет сле-
дующий вид: θσ = 1 для любого σ ∈ Σ+. Если при этом условие 2 
определения информационного равновесия не выполнено, то в сис-
теме (1) оказывается счетное число уравнений: 

x1 = 1 – x12,   x2 = 1 – x21, 
x12 = 1 – x121,  x21 = 1 – x212, 
x121 = 1 – x1212,  x212 = 1 – x2121, 
x1212 = 1 – x12121,  x2121 = 1 – x21212, 
и т.д.;   и т.д. 
И здесь, как и в примере 2.3.1, решений бесконечно много – 

произвольно выбирая значения x1 и x2, можно выразить через них 
остальные переменные. • 

В соответствии с условием 2, для определения информационно-
го равновесия требуется решить, казалось бы, бесконечное (счетное) 
число уравнений и получить столько же значений xτ

*. Однако оказы-
вается, что на самом деле число уравнений и значений конечно. 

Утверждение 2.2.6. Если информационное равновесие xτ
*, 

τ ∈ Σ+, существует, то оно состоит из не более чем ν попарно раз-
личных действий, а в системе (1) содержится не более чем ν попарно 
различных уравнений. 

Доказательство. Пусть xτ
*, τ ∈ Σ+, – информационное равнове-

сие. Тогда из конечности структуры информированности и условия 2 
сразу следует, что попарно различных чисел xτ

* не более ν. 
Рассмотрим две любые тождественные структуры информиро-

ванности: Iλ = Iµ. Соответственно, имеем θλ = θµ и xλ
* =xµ

*. Далее, для 
любого i ∈ N справедливо Iλi = Iµi, следовательно, xλi

* = xµi
*. Поэтому 

два уравнения системы (1), у которых в левой части стоят действия 
xλ

* и xµ
*

 , тождественно совпадают. • 
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Таким образом, для нахождения информационного равновесия 
xτ

*, τ ∈ Σ+, достаточно записать ν  условий (1) для каждого из ν 
попарно различных значений xτ

*, отвечающих попарно различным 
структурам информированности Iτ. 

Если все агенты являются одинаково информированными, то 
сложность структуры информированности минимальна и равна 
числу агентов. В этом случае система (1) переходит в определение 
равновесия Нэша, а информационное равновесие – в равновесие 
Нэша. 

Итак, в случае, когда все реальные агенты являются одинаково 
информированными (то есть рефлексивная реальность является 
общим знанием), информационное равновесие переходит в равнове-
сие Нэша (фантомных агентов «не возникает»). Однако и в общем 
случае между информационным равновесием и равновесием Нэша 
существует тесная связь. 

Пусть имеется структура информированности I конечной слож-
ности ν с базисом {

1τI , …, 
ντI }. Тогда в информационном равнове-

сии участвуют реальные и фантомные агенты из множества 
Ξ = {τ1, …, τν}, каждый из которых выбирает действие 
{

1τx , …, 
ντx } соответственно, 

l
xτ  ∈ )( l

X τω , l ∈ {1, …, ν} – здесь и 

далее в настоящем разделе будем обозначать ω(σ) последний индекс 
в последовательности σ, где σ ∈ Σ+. 

Запишем целевую функцию каждого из агентов из множества Ξ 
следующим образом: 
(2) 

lτϕ (
1τx , …, 

ντx ) = )( l
f τω (

lτθ , 
1σx , …, 

νσx ), 

где il
Iτ  = 

i
Iσ , σi ∈ Ξ для всех i ∈ N, l ∈ {1, …, ν}. Заметим, что 

III
ll ll ττωττσ ω

== )()(

, поэтому соотношение (2) можно записать более 

подробно в следующем виде: 
(3) =

+−
)( ,...,,,,...,

111 xxxxx llll ττττττ ν
ϕ  

)( ,...,,,,...,,
1)(1)()( 1 xxxxxf

nllll l σστσσττ τωτωω θ −−
= . 

Содержательно соотношения (2) и (3) означают следующее: целевая 
функция, которую τl -агент (τl ∈ Ξ) максимизирует в рефлексивной 
игре, субъективно зависит от его представлений о параметре θ, от 
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его действия и от действий (n – 1) агента из множества Ξ. Иными 
словами, функция ϕ τ l

 существенно зависит лишь от переменных 

{
1τx , …, 

ντx } (и от величины θ τ l
 как от параметра), причем эта 

зависимость совпадает с функцией f i , где i = ω(τl). Поэтому функ-
ция ϕ τ l

 «наследует» свойства функции )( 1τωf . 
Несколько забегая вперед, приведем следующий пример. Пусть 

граф рефлексивной игры (см. следующий раздел) выглядит как на 
Рис. 9, а целевые функции реальных агентов – fi(θ, x1, x2, x3), xi ∈ Xi, 
i ∈ {1, 2, 3}. Тогда в информационном равновесии участвуют пять 
агентов из множества Ξ = {1, 2, 3, 31, 32} со следующими целевыми 
функциями: 

ϕ1(x1, x2, x3, x31, x32) = f1(θ1, x1, x2, x3); 
ϕ2(x1, x2, x3, x31, x32) = f2(θ2, x1, x2, x3); 

ϕ3(x1, x2, x3, x31, x32) = f3(θ3, x31, x32, x3); 
ϕ31(x1, x2, x3, x31, x32) = f1(θ31, x31, x32, x3); 
ϕ32(x1, x2, x3, x31, x32) = f2(θ32, x31, x32, x3). 

С учетом соотношения (3) система уравнений (2) для определе-
ния информационного равновесия )...,,( **

1 xx ττ ν
 представима в виде: 

)(maxarg ***** ,...,,,,...,
111

)(

xxxxx
Xx

x llllll

ll

νττττττ τ
τωτ

ϕ
+−−∈

= , 

где l пробегает все значения от 1 до ν. Нетрудно видеть, что это не 
что иное, как система соотношений для определения равновесия 
Нэша в игре с одинаковой информированностью τl –агентов, 
l ∈ {1,…,ν}. Это обстоятельство позволяет применять к информаци-
онному равновесию (соответствующим образом модифицировав) 
достаточные условия существования, известные для равновесия 
Нэша. 

Например, известен следующий факт (см. [41, с. 74]): если в не-
прерывной игре множества действий Xi – выпуклые подмножества 
линейных метрических пространств, для каждого агента целевая 
функция fi непрерывна по всем переменным и строго вогнута по 
переменной xi, то в этой игре существует равновесие Нэша в чистых 
стратегиях. 
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Этот факт можно переформулировать, получив достаточное ус-
ловие существования информационного равновесия в рефлексивной 
игре. 

Утверждение 2.2.7. Пусть в рефлексивной игре со структурой 
информированности конечной сложности множества действий Xi – 
выпуклые подмножества линейных метрических пространств, для 
каждого агента целевая функция fi(θ, x1, …, xn) при любом θ ∈ Θ 
непрерывна по всем переменным и строго вогнута по переменной xi. 
Тогда в этой игре существует информационное равновесие. 

Доказательство. Непрерывность по всем аргументам функции fi 
и ее строгая вогнутость по переменной xi означает непрерывность по 
всем аргументам функций ϕ τ l

 (где τl ∈ Ξ, ω(τl) = i), определяемых 

соотношениями (3), и строгую вогнутость каждой из них по x lτ . 
Поэтому утверждение сразу вытекает из приведенного выше факта 
[41, с. 74]. • 

Как нетрудно убедиться, требуемыми свойствами обладают це-
левые функции из примеров 2.4.1-2.4.3. Поэтому информационное 
равновесие для рефлексивных игр с этими функциями существует 
для любых структур информированности конечной сложности. 

Информационное равновесие (см. (1)) является достаточно гро-
моздкой конструкцией, и сразу увидеть связь между информацион-
ной структурой и информационным равновесием зачастую бывает 
затруднительно. Удобным языком описания взаимной информиро-
ванности агентов и выразительным средством анализа свойств ин-
формационного равновесия является граф рефлексивной игры, к 
описанию которого мы и переходим. 

 
 

2.4. ГРАФ РЕФЛЕКСИВНОЙ ИГРЫ 
 
Если структура информированности имеет конечную слож-

ность, то можно построить граф рефлексивной игры, наглядно 
показывающий взаимосвязь между действиями агентов (как реаль-
ных, так и фантомных), участвующих в равновесии. 

Вершинами этого ориентированного графа являются действия 
xτ, τ ∈ Σ+, отвечающие попарно нетождественным структурам ин-
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формированности Iτ, или компоненты структуры информированно-
сти θτ, или просто номер τ  реального или фантомного агента, τ ∈ Σ+. 

Между вершинами проведены дуги по следующему правилу: к 
каждой вершине xσi проведены дуги от (n – 1) вершин, отвечающих 
структурам Iσij, j ∈ N \ {i}. Если две вершины соединены двумя 
противоположно направленными дугами, будем изображать одно 
ребро с двумя стрелками. 

Подчеркнем, что граф рефлексивной игры соответствует систе-
ме уравнений (2.3.1) (то есть определению информационного равно-
весия), в то время как решения ее может и не существовать. 

Итак, граф GI рефлексивной игры ГI (см. определение рефлек-
сивной игры в предыдущем разделе), структура информированности 
которой имеет конечную сложность, определяется следующим 
образом: 

- вершины графа GI соответствуют реальным и фантомным 
агентам, участвующим в рефлексивной игре, то есть попарно нетож-
дественным структурам информированности; 

- дуги графа GI отражают взаимную информированность аген-
тов: если от одного агента (реального или фантомного) существует 
путь к другому агенту, то второй адекватно информирован о первом. 

Если в вершинах графа GI изображать представления соответст-
вующего агента о состоянии природы, то рефлексивная игра ГI  с 
конечной структурой информированности I может быть задана 
кортежем ГI = {N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, GI}, где N – множество реальных 
агентов, Xi – множество допустимых действий i-го агента, 
fi(⋅): Θ × X’ → ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, GI – граф рефлексив-
ной игры. 

Отметим, что во многих случаях рефлексивную игру более 
удобно (и наглядно) описывать именно в терминах графа GI, а не 
дерева информационной структуры. 

Рассмотрим несколько примеров нахождения информационного 
равновесия. 

Примеры 2.4.1-2.4.3. В этих примерах участвуют три агента с 
целевыми функциями следующего вида: 

,
2

)(),,,(
2

321321
i

ii
xxxxxxxxf −−−−= θθ  

где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, 2, 3}; θ ∈ Θ = {1, 2}. 
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Содержательно, xi – объем выпуска продукции i-ым агентом, θ – 
спрос на производимую продукцию. Тогда первое слагаемое в целе-
вой функции может интерпретироваться как произведение цены на 
объем продаж – выручка от продаж (см. модели олигополии Курно в 
[1, 233, 243]), а второе слагаемое – как затраты на производство. 

Для краткости будем называть агента, считающего, что спрос 
низкий (θ = 1), пессимистом, а считающего, что спрос высокий 
(θ = 2) – оптимистом. Таким образом, в примерах 2.4.1-2.4.3 ситуа-
ции различаются лишь вследствие различных структур информиро-
ванности. 

Пример 2.4.1. Пусть первые два агента оптимисты, а третий – 
пессимист, причем все трое одинаково информированы. Тогда, в 
соответствии с утверждением 2.2.5, для любого σ ∈ Σ выполняются 
тождества Iσ1 = I1, Iσ2 = I2,  Iσ3 = I3. 

В соответствии со свойством 2 определения информационного 
равновесия, аналогичные соотношения выполняются для равновес-
ных действий xσ

*. 
Видно, что любая структура информированности тождественна 

одной из трех, образующих базис: {I1, I2, I3}. Поэтому сложность 
данной структуры информированности равна трем, а глубина равна 
единице. Граф рефлексивной игры изображен на Рис. 8. 

 

x1

x2 x3

 
 

Рис. 8. Граф рефлексивной игры в примере 2.4.1 
 

Для нахождения информационного равновесия надо решить 
следующую систему уравнений (см. выражение (2.3.1)): 
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Таким образом, действия агентов в ситуации информационного 
равновесия будут следующими: x1

* = x2
* = 1/2, x3

* = 0. • 
Пример 2.4.2. Пусть первые два агента оптимисты, а третий – 

пессимист, который считает всех трех агентов одинаково информи-
рованными пессимистами. Первые два агента одинаково информи-
рованы, причем оба они адекватно информированы о третьем агенте. 

Имеем: I1 ~ I2, I1 > I3, I2 > I3, I1 ~3 I2 ~3 I3. Граф рефлексивной иг-
ры изображен на Рис. 9. 

 

x1 x2

x3

x31 x32

 
Рис. 9. Граф рефлексивной игры в примере 2.4.2 

 
Эти условия можно записать в виде следующих тождеств, 

имеющих место для любого σ ∈ Σ (воспользуемся соответствующи-
ми определениями и утверждениями 2.2.1, 2.2.2 и 2.2.5): 
I12σ = I2σ, I13σ = I3σ, I21σ = I1σ, I23σ = I3σ, I3σ1 = I31, I3σ2 = I32, I3σ3 = I3. 

Аналогичные соотношения выполняются для равновесных дей-
ствий xσ

*. Левые части этих тождеств показывают, что любая струк-
тура Iσ при |σ|>2 тождественна некоторой структуре Iτ, |τ|<|σ|. По-
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этому глубина структуры I не превосходит двух и, следовательно, 
она имеет конечную сложность. Правые части показывают, что 
базис образуют следующие структуры: {I1, I2, I3, I31, I32} (нетрудно 
убедиться, что они попарно различны). 

Таким образом, сложность данной структуры информированно-
сти равна пяти, а глубина равна двум.  

Для нахождения информационного равновесия надо решить 
следующую систему уравнений (см. выражение (2.3.1)): 
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Таким образом, действия реальных агентов в ситуации инфор-
мационного равновесия будут следующими: x1

* = x2
* = 9/20, 

x3
* = 1/5. • 

Пример 2.4.3. Пусть все трое агентов оптимисты, первый и вто-
рой взаимно информированы, второй и третий также взаимно ин-
формированы. По мнению первого агента, третий считает всех троих 
одинаково информированными пессимистами; также и первый 
агент, по мнению третьего, считает всех троих одинаково информи-
рованными пессимистами. 

Имеем: I1 >< I2, I2 >< I3, I1 ~13 I2 ~13 I3, I1 ~31 I2 ~31 I3. 
Эти условия можно записать в виде следующих тождеств, 

имеющих место для любого σ ∈ Σ (воспользуемся соответствующи-
ми определениями и утверждениями 2.2.1, 2.2.2 и 2.2.5): 

I12σ = I2σ, I13σ1 = I131, I13σ2 = I132, I13σ3 = I13, I21σ = I1σ, 
I23σ = I3σ, I31σ1 = I31, I31σ2 = I312, I31σ3 = I313, I32σ=I2σ. 
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Аналогичные соотношения выполняются для равновесных дей-
ствий xσ

*. 
Левые части этих тождеств показывают, что любая структура Iσ 

при |σ| > 3 тождественна некоторой структуре Iτ, |τ| < |σ|. Поэтому 
глубина структуры I не превосходит трех и, следовательно, она 
имеет конечную сложность. Правые части тождеств показывают, что 
в базис могут входить лишь следующие структуры информирован-
ности: I1, I2, I3, I31, I13, I131, I132, I312, I313. 

Далее, для любого σ ∈ Σ справедливы соотношения 
θ131σ = θ31σ = θ313σ = θ13σ = θ123σ = θ213σ = 1, из которых вытекают тож-
дества I131 = I31, I313 = I13, I123 = I213. 

Таким образом, базис образуют следующие попарно различные 
структуры: {I1, I2, I3, I31, I13, I132}. Cложность данной структуры ин-
формированности равна шести, а глубина равна трем. Граф соответ-
ствующей рефлексивной игры изображен на Рис. 10. 

 
x2

x13

x132

x31

x1 x3

 
 

Рис. 10. Граф рефлексивной игры в примере 2.4.3 
 
Для нахождения информационного равновесия надо решить 

следующую систему уравнений (см. выражение (2.3.1)): 
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Таким образом, действия реальных агентов в ситуации инфор-
мационного равновесия будут следующими: x1

* = x3
* = 17/35, 

x2
* = 12/35. • 

Завершив описание графа рефлексивной игры, продолжим ис-
следование свойств информационного равновесия. 

 
 

2.5. РЕГУЛЯРНЫЕ СТРУКТУРЫ ИНФОРМИРОВАННОСТИ 
 
В разделе 2.2 было введено понятие структуры информирован-

ности – бесконечного дерева, отражающего иерархию представле-
ний агентов в рефлексивной игре. В разделе 2.3 показано, что ин-
формационное равновесие (как решение рефлексивной игры) 
существует в случае, если структура информированности конечна. 
Конечность информационной структуры по своему определению 
означает не конечность ее дерева, а существование конечного бази-
са, в рамках которого рассмотрение фантомных агентов, имеющих 
ту же информированность, что и другие реальные или фантомные 
агенты, не дает новой информации и поэтому нецелесообразно. 

Если априори имеется (например, построено исходя из содержа-
тельных соображений) конечное дерево, отражающее несколько 
первых уровней представлений агентов, то в общем случае нельзя 
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однозначно сказать какой бесконечной информационной структуре 
оно соответствует. Другими словами, может существовать множест-
во информационных структур, любое конечное число верхних уров-
ней которых совпадает. 

Поэтому для определения информационного равновесия по ко-
нечному дереву представлений агентов необходимо введение допол-
нительных предположений. Например, можно постулировать, что 
каждый фантомный агент, соответствующий нижнему уровню ко-
нечного дерева представлений, при определении своего действия 
считает, что агент, соответствующий предыдущему уровню иерар-
хии, адекватно информирован о нем (см. предположения Пm в [117] 
и субъективные байесовы равновесия в [253]). 

В настоящем разделе рассматриваются регулярные структуры 
информированности, обладающие, в частности, тем свойством, что, 
если задано конечное дерево представлений и известно, что инфор-
мационная структура регулярна, то информационное равновесие 
определяется однозначно. Кроме того, для регулярных структур 
информированности удается: получить конструктивные условия 
существования информационного равновесия, исследовать зависи-
мость информационного равновесия от структуры информированно-
сти (раздел 2.6), поставить и решить задачу рефлексивного управле-
ния (раздел 2.11). 

Как отмечалось выше, понятие структуры информированности 
является довольно общим и объемлет, в том числе, случаи, содержа-
тельная интерпретация которых представляется затруднительной. 
Поэтому введем в рассмотрение класс регулярных структур инфор-
мированности, который, с одной стороны, является достаточно 
широким и охватывает множество реальных ситуаций, а с другой – 
легко описывается. Для задания этих структур введем вспомогатель-
ное понятие регулярного конечного дерева (РКД), которое определим 
рекуррентно. 

Пусть в игре участвуют n агентов. Если (в простейшем случае) 
все агенты одинаково информированы, то структура информирован-
ности имеет сложность n и единичную глубину. Будем изображать 
эту ситуацию в виде дерева, состоящего из корневой вершины, n 
ребер и n висячих вершин. На Рис. 11 изображено такое дерево для 
случая трех агентов (здесь и далее будем для большей наглядности 
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отмечать в вершинах дерева вместо θ1 , θ2 , θ12  и т.д. просто 1, 2, 12 и 
т.д.). 

 

21 22 23

 
Рис. 11. Регулярное конечное дерево 

 
Данному РКД соответствует граф рефлексивной игры, приве-

денный на Рис. 12. 
 

 

2 1 

3 

2 2 
 

 
Рис. 12. Граф рефлексивной игры для РКД, 

приведенного на Рис. 11 
 
Далее РКД может «расти» следующим образом: к каждой вися-

чей вершине τi, τ ∈ Σ, присоединяется ровно (n – 1) ребро, при этом 
возникает (n – 1) висячая вершина τij,  j = 1, …, i – 1, i + 1, …, n. 
Построенное РКД будем интерпретировать так: если имеется вися-
чая вершина τi, τ ∈ Σ, то τi-агент одинаково информирован с τ-
агентом (если τ – пустая последовательность, то τi-агент является 
реальным, и его субъективные представления совпадают с объектив-
ными). 

В качестве примеров регулярных структур информированности 
приведем все возможные (с точностью до перенумерации агентов) 
структуры глубины 2. 

Начнем с РКД, изображенного на Рис. 13. 
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Рис. 13. Пример РКД глубины 2 

 
Если θ12 = θ2 и θ13 = θ3, то опять получаем граф, приведенный на 

Рис. 13. Если же хотя бы одно из этих равенств нарушено, получает-
ся граф рефлексивной игры, изображенный на Рис. 14. 
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Рис. 14. Граф рефлексивной игры для РКД, 

приведенного на Рис. 13 
 

Следующий случай РКД изображен на Рис. 15. 
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Рис. 15. Пример РКД глубины 2 
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Здесь возможны два варианта графов рефлексивной игры, не 
сводимых к предыдущим – см. Рис. 16 и Рис. 17. 
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2 21 
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2 23 

 

 
Рис. 16. Граф рефлексивной игры для РКД, 

приведенного на Рис. 15 
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Рис. 17. Граф рефлексивной игры для РКД, 
приведенного на Рис. 15 

 
Наконец, последний случай РКД изображен на Рис. 18. 
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Рис. 18. Пример РКД глубины 2 
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Этому случаю соответствуют три варианта графов рефлексив-
ной игры, не сводимых к предыдущим – см. Рис. 19, Рис. 20 и Рис. 
21. Как видим, графы на рисунках Рис. 20 и Рис. 21 являются не-
связными. 
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Рис. 19. Граф рефлексивной игры для РКД, приведенного на Рис. 18 
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Рис. 20. Граф рефлексивной игры для РКД, приведенного на Рис. 18 
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Рис. 21. Граф рефлексивной игры для РКД, приведенного на Рис. 18 

 
Содержательная интерпретация каждой из семи возможных 

структур информированности глубины не более двух не вызывает 
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затруднений. Остановимся на трех симметричных структурах (см. 
Рис. 12, Рис. 19 и Рис. 21). 

Рис. 12 соответствует, как отмечалось выше, одинаковой ин-
формированности агентов. Их рефлексивные реальности совпадают. 
Можно сказать, агенты играют в одну игру, правила которой явля-
ются общим знанием. 

Рис. 19 соответствует в некотором смысле противоположной 
ситуации. У агентов искаженные и попарно несогласованные пред-
ставления друг о друге. Каждый из них считает, что все одинаково 
информированы, но все агенты заблуждаются. На самом деле каж-
дый играет в свою игру. 

Рис. 21 соответствует ситуации, когда каждый агент считает се-
бя более информированным, чем остальные. Например: агенты 
провели переговоры, сообщив друг другу свои представления о 
неизвестном параметре, однако все трое скрыли свои истинные 
представления, считая при этом, что остальные двое были правдивы 
и поверили своим оппонентам. Возможна и несколько иная интер-
претация того же Рис. 21: агенты заключили договор, но каждый 
собирается его нарушить, считая при этом, что оппоненты считают 
договор стабильным – не собираются его нарушать, не ждут этого от 
оппонентов и т.д. 

Описанные в настоящем разделе свойства регулярных инфор-
мационных структур будут использованы ниже при исследовании 
задач рефлексивного управления (см. раздел 2.11). 

Рассмотрим в заключение настоящего раздела вопрос о сущест-
вовании информационного равновесия для регулярных структур 
информированности. 

Из построения РКД видно, что равновесные действия агентов 
(если они существуют) могут быть найдены «снизу вверх», то есть 
от висячих вершин к корню РКД. Пусть, например, для некоторого 
τ ∈ Σ+ висячими являются (n – 1) вершин τij, j ∈ N \ {i}. Тогда, по 
определению РКД, n агентов из множества {τij}, j ∈ N, являются 
одинаково информированными (напомним, что в силу аксиомы 
автоинформированности (см. раздел 2.2) мы отождествляем τi- и τii-
агентов). Поэтому для их равновесных действий справедливы соот-
ношения **

ikijk xx ττ = , j, k ∈ N, 

(1) )...,,,,...,,(maxArg **
1,

*
1,

*
1

*
injiijjiiijjXxij xxxxxfx

iij
τττττττ θ

τ
+−∈

∈ , j ∈ N. 
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Отметим, что остальные агенты находятся «вне поля зрения» 
рассматриваемых нами n агентов {τij}, j ∈ N. 

Система (1) является записью «обычного» равновесия Нэша в 
игре с общим знанием. Если она имеет решение, из нее, в частности, 
можно найти действие τi-агента. 

Далее, рассмотрим вершину τ, τ ∈ Σ+, и вершины τm, 
m ∈ N \{ω (τ)}, (напомним, что ω (τ) – последний индекс в последо-
вательности τ), среди которых находится и вершина τi. Все τm –
агенты делятся на два множества: одинаково информированные с τ–
агентом и прочие (к последним относится и τi-агент). Чтобы удобнее 
было их разделять, введем обозначение: 

}~|{ τττ IINkN k∈= . 
Как мы видели, равновесное действие τi-агента (и, аналогично, 

действия всех τm-агентов, m ∉ τN ) определяется независимо от 

действия прочих τm-агентов, m ∈ N. Поэтому все τk-агенты, k ∈ τN , 

могут просто подставить действия *
mxτ , m ∉ τN , в свои целевые 

функции. Таким образом, для вычисления равновесных действий 
*
kxτ , k ∈ τN  надо решить систему уравнений 

(2) )...,,,,...,,(maxarg **
1,

*
1,

*
1

*
nkkkkkXxk xxxxxfx

kk
τττττττ θ

τ
+−∈

= , k ∈ τN . 

Система (2) является записью равновесия Нэша в игре τk-
агентов, k ∈ τN . Ее решение (если оно существует), позволяет 

найти равновесное действие *
τx . 

Двигаясь от висячих вершин к корню, можно последовательно 
найти все равновесные действия. Для этого все системы типа (1) и 
(2) должны иметь решение. Таким образом, можно сформулировать 
следующее достаточное условие существования информационного 
равновесия для регулярных структур информированности (множест-
во реальных агентов N, их целевые функции {fi}, множества допус-
тимых действий {Xi}, а также множество возможных значений Θ 
неопределенного параметра считаем фиксированными). 

Утверждение 2.5.1. Пусть для любого непустого множества 
NN ⊆  справедлив следующий факт: для любых θk ∈ Θ, k ∈ N , и 
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любых *
mx  ∈ Xm, m ∉ N , существует равновесие Нэша в игре с 

общим знанием k-агентов, то есть существуют *
kx , k ∈ N , удовле-

творяющие 
)...,,,,...,,(maxArg **

1
*

1
*
1

*
nkkkkkXxk xxxxxfx

kk
+−∈

∈ θ , k ∈ N . 

Тогда для любой конечной структуры информированности сущест-
вует информационное равновесие. 

Имея язык описания информированности агентов (информаци-
онную структуру – см. раздел 2.2), определение решения рефлексив-
ной игры (информационное равновесие – см. раздел 2.3), а также 
свойства графа рефлексивной игры (раздел 2.4) и регулярных струк-
тур информированности (настоящий раздел), мы имеем возможность 
перейти к исследованию влияния информированности агентов (и, в 
первую очередь, рангов их рефлексии) на информационное равнове-
сие, и, следовательно, на их выигрыши, что, в свою очередь, далее (в 
разделе 2.11) позволит изучить задачи рефлексивного управления. 

 
2.6. РАНГ РЕФЛЕКСИИ И ИНФОРМАЦИОННОЕ 
РАВНОВЕСИЕ 

 
Напомним, что в разделе 1.2 было определено параметрическое 

равновесие Нэша, в котором вектор равновесных действий зависел 
от значения состояния природы, которое являлось общим знанием. В 
разделе 2.3 было введено понятие информационного равновесия как 
субъективного равновесия, зависящего от структуры информиро-
ванности I = (I1, I2, …, In), где Ii – структура информированности i-го 
агента, i ∈ N. 

Обозначим )(*
ii Ix  – множество субъективно равновесных дей-

ствий19 i-го агента, имеющего структуру информированности Ii, 
i ∈ N, x*(Ii) – соответствующие множество векторов субъективно 
равновесных действий. Введем Ψi – множество всевозможных 

                                                           
19 Напомним, что под субъективно равновесным действием агента понимается 
соответствующая его информированности компонента информационного равнове-
сия. 
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структур информированности i-го агента20, ik
iψ  – множество всевоз-

можных конечных (глубины не более ki) структур информированно-
сти i–го агента, i ∈ N. В соответствии с определением, приведенным 
выше, будем считать, что агент, имеющий конечную структуру 
информированности глубины k, обладает рангом информацион-
ной рефлексии, равным k – 1. Если информационные структуры 
всех агентов конечны, то глубина γ(I) информационной структуры I 
также конечна и равна 

γ(I) = 1 + 
Ni∈

max  {ki}. 

Определим множество 
(1) )(* ΨiX  = ∪

Ψ∈iI
ii Ix )(* , 

где Ψ ⊆ Ψi, тех действий i-го агента, которые могут быть субъектив-
но равновесными при условии, что его информационные структуры 
принадлежат множеству Ψ, i ∈ N, и множество субъективных равно-
весий при всевозможных информационных структурах из множества 
Ψ: 
(2) X*(Ψ) = ∪

Ψ∈I
Ix )(* . 

Так как при фиксированном множестве Θ возможных значений 
состояний природы выполнено ik

iψ  ⊆ 1+ik
iψ , ki ∈ ℵ, i ∈ N, то с уве-

личением глубины структуры информированности множество воз-
можных субъективных равновесий не сужается. 

Таким образом, известны зависимости (1) и (2) множеств потен-
циальных равновесий от множества возможных информационных 
структур. При бесконечных информационных структурах i-го агента 
Ii ∈ Ψi множество возможных субъективных равновесий составляет 

)(*
iX Ψ  = ∪

iiI
iIx

Ψ∈
)(* , i ∈ N. Возникает вопрос – существует ли мно-

жество конечных информационных структур (и какова глубина этих 
структур), дающих для данного агента то же множество возможных 

                                                           
20 Так как элементами информационной структуры являются значения состояния 
природы, то множество всевозможных структур информированности зависит от 
множества Θ  возможных значений состояния природы. Помня об этом, отражать 
зависимость в явном виде мы не будем. 
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субъективных равновесий? Сформулируем соответствующую зада-
чу. 

Пусть целевые функции и допустимые множества всех аген-
тов21, а также множество возможных значений состояний природы 
фиксированы и являются общим знанием. Тогда задачей о макси-
мальном целесообразном объективном ранге информационной 
рефлексии назовем задачу нахождения: 
(3) *

ik  = min {ki ∈ ℵ | )(*
iX Ψ  = )(* ik

iX Ψ }, i ∈ N. 
Отметим, что задача (3) формулируется с точки зрения исследо-

вателя операций, и его интересует минимальный ранг рефлексии, 
при котором любое действие данного агента, являющееся субъек-
тивным равновесием при одной из допустимых его информацион-
ных структур, также является субъективным равновесием в одной из 
информационных структур, глубина которой превышает искомый 
ранг рефлексии не более чем на единицу. Этим обусловлено исполь-
зование термина «объективный». Альтернативой является занятие 
позиции самого агента и сравнение его выигрышей (гарантирован-
ных значений целевой функции) при различных рангах рефлексии. 
Сформулируем соответствующую задачу. 

Прежде всего, определим, что понимать под выигрышем агента. 
Обозначим классический МГР i-го агента22 
(4) vi = 

ii Xx ∈
max  

ii Xx −− ∈
min  min

iθ ∈Θ
 fi(θi, xi, x-i), i ∈ N, 

и введем субъективный МГР i-го агента по множеству всех субъек-
тивных равновесий при всевозможных информационных структурах 
из множества Ψ ⊆ Ψi: 
(5) )(Ψs

iv  = 
)(*

min
Ψ∈Xy

 fi(θi, x), i ∈ N. 

Из (2), (4) и (5) следует, что )(ϕs
iv  ≥ vi, ϕ ⊆ Ψi, i ∈ N. 

Пусть целевые функции и допустимые множества всех агентов, 
а также множество возможных значений состояний природы фикси-
рованы и являются общим знанием. Задачей о максимальном целе-
сообразном i-субъективном ранге информационной рефлексии 
назовем задачу нахождения: 
                                                           
21 По умолчанию будем предполагать, что целевые функции непрерывны, а допус-
тимые множества компактны. 
22 Будем считать, что множество информационных структур Ψ таково, что θi ∈ Θ, 
i ∈ N. 
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(6) *
is  = min {si ∈ ℵ | )( i

s
iv Ψ  = )( is

i
s
iv Ψ }, i ∈ N. 

Выражение (6) означает, что требуется найти такой минималь-
ный ранг информационной рефлексии агента, что при любом боль-
шем ранге рефлексии не найдется информационного равновесия, 
дающего ему строго меньший выигрыш. 

Из (3), (5) и (6), а также из установленной выше монотонности 
множеств субъективных равновесий по глубине информационных 
структур следует справедливость следующего утверждения. 

Утверждение 2.6.1. *
is  ≤ *

ik , i ∈ N. 
Утверждение 1.6.1 гласит, что, если под выигрышем агента по-

нимать гарантированное по множеству всевозможных субъективных 
равновесий значение его целевой функции, то максимальный целе-
сообразный субъективный ранг информационной рефлексии любого 
агента не превосходит максимального целесообразного объективно-
го ранга его информационной рефлексии. Другими словами, если 
существует ранг информационной рефлексии, «исчерпывающий» 
множество субъективных равновесий, то он является оценкой сверху 
максимальной глубины структуры информированности, которая 
целесообразна с точки зрения рассматриваемого агента. 

В соответствии с утверждением 2.6.1 имеет смысл рассматри-
вать задачу (3), однако получение ее решения в общем случае за-
труднительно. Поэтому проанализируем частный случай рефлексив-
ной игры двух лиц (по аналогии результаты могут быть 
распространены на случай любого конечного числа агентов) с регу-
лярной информационной структурой. 

Рассмотрим РКД и соответствующие графы рефлексивной игры. 
Напомним, что на нижних уровнях РКД возникает субъективное 
общее знание (субъективный common knowledge). То есть в рефлек-
сивной игре, структура информированности которой является регу-
лярной, агенты двух нижних уровней могут иметь как одинаковые 
представления о неопределенных параметрах, (назовем этом случай 
симметричным общим знанием на нижнем уровне), так и неодина-
ковые (назовем этом случай несимметричным общим знанием на 
нижнем уровне). 

Обозначим «классическое» равновесие Нэша игры двух агентов, 
в котором информация о значениях θ 

1, θ 
2 ∈ Θ является общим 

знанием 
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(7) EN(θ1, θ2) = {(x1(θ1, θ2), x2(θ1, θ2)) ∈ X’ |  
∀ y1 ∈ X1  f1(θ1, x1(θ1, θ2), x2(θ1, θ2)) ≥ f1(θ 

1, y1, x2(θ 
1, θ 

2)) 
∀ y2 ∈ X2  f2(θ2, x1(θ1, θ2), x2(θ1, θ2)) ≥ f2(θ2, x1(θ1, θ2), y2)}. 

Введем множество наилучших ответов i-го агента на выбор оп-
понентом действий из множества X-i при множестве Θ возможных 
состояний природы: 

BRi(Θ, X-i) = 
,

Arg max ( , , )
i i

i i

i i ix Xx X

f x x
θ

θ
− −

−∈
∈ ∈Θ
∪ ,  i = 1, 2, 

а также следующие величины и множества 
(8) EN = 

1 2

1 2
,

( , )NE
θ θ

θ θ
∈Θ

∪ , 0
NE  = ( , )NE

θ

θ θ
∈Θ
∪ , 

(9) 0
iX  = 

1 2

1 2
,

( , )ix
θ θ

θ θ
∈Θ

∪  = Proji EN, i = 1, 2, 

(10) k
iX  = BRi(Θ, 1−

−
k
iX ), k = 1, 2, … , i = 1, 2. 

Отображение BRi(Θ, X-i): Θ × X-i → Xi назовем рефлексивным 
отображением i-го агента, i = 1, 2. 

Свойства введенных множеств описываются следующим утвер-
ждением, истинность которого следует из определений (7)-(10). 

Утверждение 2.6.2. 0
NE ⊆ EN, k

iX  ⊆ 1+k
iX , k = 0, 1, … , i = 1, 2. 

Исследуем рефлексивную игру двух агентов с конечной23 и ре-
гулярной структурой информированности. 

Рефлексивное отображение i-го агента назовем стационарным, 
если k

iX  = 1+k
iX , k = 0, 1, … , i = 1, 2. 

Рассмотрим i-го агента, i = 1, 2, и исследуем его субъективные 
равновесия при различных рангах информационной рефлексии, 
увеличивая их последовательно, начиная с нулевого (еще раз напом-
ним, что ранг информационной рефлексии на единицу меньше глу-
бины соответствующей информационной структуры). 

При фиксированной глубине регулярной информационной 
структуры Ii граф рефлексивной игры может быть построен двумя 
способами. Во-первых, можно ввести предположение, что на ниж-
нем уровне имеет место несимметричное общее знание. Во-вторых, 
                                                           
23 Требование конечности информационной структуры представляется вполне 
естественным: как отмечалось выше, возможности человека по переработке инфор-
мации ограничены, тем более, что глубина структуры информированности может 
быть ограничена любым (достаточно большим, но конечным) числом. 
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можно ввести предположение, что на нижнем уровне имеет место 
симметричное общее знание, то есть ввести «дополнительного» 
фантомного агента, наделив его той же информацией, что обладает 
агент, соответствующий нижнему уровню дерева Ii. Будем рассмат-
ривать параллельно оба случая. 

1. Если глубина структуры 1
iψ  информированности i-го агента, 

i = 1, 2, равна ki = 1 (имеется только θi), то соответствующий граф 
рефлексивной игры имеет вид: xi ↔ xij (здесь и далее j ≠ i). То есть 
реальный i-ый агент разыгрывает игру с фантомным ij-ым агентом, 
причем оба они с точки зрения i-го агента обладают информацией θi 
(симметричное общее знание на нижнем уровне). Следовательно, 
X*( 1

iψ ) = 0
NE . 

2. Если глубина структуры информированности 2
iψ  i-го агента 

равна ki = 2 (имеются θi, θij), то возможны два варианта24. 
В первом случае соответствующий граф рефлексивной игры 

имеет вид: xi ↔ xij (несимметричное общее знание на нижнем уров-
не). То есть реальный i-ый агент (полагающий, что состояние приро-
ды равно θi) считает, что разыгрывает игру с фантомным ij-ым аген-
том, который обладает информацией θij. С точки зрения i-го агента 
множество возможных равновесий игры равно EN ⊇ X*( 1

iψ ). 
Во втором случае (симметричное общее знание на нижнем 

уровне) соответствующий граф рефлексивной игры имеет вид: 
xi ← xij ↔ xiji. То есть реальный i-ый агент (полагающий, что состоя-
ние природы равно θi) считает, что разыгрывает игру с фантомным 
ij-ым агентом, который, в свою очередь, разыгрывает игру с фантом-
ным iji-ым агентом, причем оба они с точки зрения i-го агента обла-
дают информацией θij. С точки зрения i-го агента множество воз-
можных равновесий игры ij-го и iji-го агентов равно 0

NE , 
следовательно, ij-ый агент может (опять же с точки зрения i-го) 
выбрать одно из действий из множества Projj

0
NE . Таким образом, 

(11) X*( 2
iψ ) = BRi(Θ, Projj

0
NE ) × Projj

0
NE  ⊆ 1

iX  × 0
jX . 

                                                           
24 Рассматриваемые для каждого ранга рефлексии два случая соответствуют «сим-
метричному» и «несимметричному» (субъективному) общему знанию. 
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Так как EN ⊆ 0
iX  × 0

jX , то X*( 1
iψ ) ⊆ X*( 2

iψ ), то есть увеличение 
ранга рефлексии с нуля до единицы с точки зрения задачи (3) для i-
го агента целесообразно. 

3. Если глубина структуры информированности 3
iψ  i-го агента 

равна ki = 3 (имеются θi, θij, θiji), то возможны два варианта. 
В первом случае (несимметричное общее знание на нижнем 

уровне) соответствующий граф рефлексивной игры имеет вид: 
xi ← xij ↔ xiji, то есть реальный i-ый агент (полагающий, что состоя-
ние природы равно θi) считает, что разыгрывает игру с фантомным 
ij-ым агентом (полагающим, что состояние природы равно θij), кото-
рый, в свою очередь, разыгрывает игру с фантомным iji-ым агентом 
(обладающим информацией θiji). С точки зрения i-го агента множе-
ство возможных равновесий игры ij-го и iji-го агентов равно EN, 
следовательно 

X*( 3
iψ ) = BRi(Θ, 0

jX ) × 0
jX  = 1

iX  × 0
jX . 

Во втором случае (симметричное общее знание на нижнем 
уровне) соответствующий граф рефлексивной игры имеет вид: 
xi ← xij ← xiji ↔ xijij. То есть реальный i-ый агент (полагающий, что 
состояние природы равно θi) считает, что разыгрывает игру с фан-
томным ij-ым агентом (полагающим, что состояние природы равно 
θij), который, в свою очередь, разыгрывает игру с фантомным iji-ым 
агентом, который, в свою очередь, разыгрывает игру с фантомным 
ijij-ым агентом, причем оба они с точки зрения i-го агента обладают 
информацией θiji. С точки зрения i-го агента множество возможных 
равновесий игры iji-го и ijij-го агентов равно 0

NE  ⊆ 0
iX  × 0

jX , сле-
довательно, iji-ый агент может (с точки зрения i-го) выбрать одно из 
действий из множества Proji

0
NE . Тогда ij-ый агент может (опять же с 

точки зрения i-го) выбрать одно из действий из множества 
BRj(Θ, Proji

0
NE ). Таким образом, 

X*( 3
iψ ) = BRi(Θ, BRj(Θ, Proji

0
NE )) × BRj(Θ, Proji

0
NE ) ⊆ 2

iX  × 1
jX . 

Так как X*( 2
iψ ) ⊆ X*( 3

iψ ), то увеличение ранга рефлексии с еди-
ницы до двух с точки зрения задачи (3) целесообразно для i-го аген-
та. 
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По аналогии, легко показать, что при несимметричном (Asym-
metric) общем знании на нижнем уровне множество субъективных 
равновесий i-го агента равно 
(12) )(* ik

iiAX Ψ  = 2−ik
iX , ki = 2, 3, … , 

а при симметричном (Symmetric) общем знании на нижнем уровне 
множество субъективных равновесий i-го агента равно 
(13) )(* ik

iiSX Ψ  = BRi(Θ, …BRj(Θ, Proji
0
NE ), …), ki = 2, 3, … . 

Так как )(* ik
iiSX Ψ  ⊆ 1−ik

iX  ⊆ ik
iX , то справедливо следующее 

утверждение 2.6.3, из которого следует, что, увеличивая глубину 
структуры информированности (на единицу), любое субъективное 
равновесие, полученное в рамках симметричного общего знания на 
нижнем уровне, можно сделать субъективным равновесием в рамках 
несимметричного общего знания на нижнем уровне. 

Утверждение 2.6.3. )(* ik
iiSX Ψ  ⊆ )( 1* +Ψ ik

iiAX , ki = 2, 3, … . 
Из утверждения 2.6.3 и определения стационарности рефлек-

сивного отображения следует, что для рефлексивных игр двух лиц с 
регулярной информационной структурой независимо то того, сим-
метричное или асимметричное общее знание имеется на нижнем 
уровне, следует справедливость следующего утверждения. 

Утверждение 2.6.4. Если рефлексивные отображения агентов 
стационарны, то максимальный целесообразный субъективный ранг 
информационной рефлексии равен двум и 

)(* ΨiX = 0
iX , i = 1, 2. 

Результат утверждения 2.6.4 позволяет в случае стационарных 
рефлексивных отображений рассматривать рефлексивное управле-
ние как информационное регулирование, при котором объектом 
управления являются представления агентов о неопределенных 
параметрах [36, 117]. 

В общем случае возможны три варианта: 
1) Если рефлексивные отображения стационарны, то множество 

субъективных равновесий есть ∏
∈Ni

iX 0  ⊆ X’, то есть является под-

множеством (быть может, собственным – см. пример 2.6.1) множе-
ства X’ допустимых действий агентов; 
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2) Если рефлексивные отображения не стационарны, то множе-
ство субъективных равновесий может совпадать с множеством X’ 
допустимых действий агентов – см. пример 2.6.2; 

3) Если рефлексивные отображения не стационарны, то множе-
ство субъективных равновесий может быть строго шире ∏

∈Ni
iX 0 , но 

не совпадать (быть уже) с множеством X’ допустимых действий 
агентов – см. пример 2.6.3; 

Пример 2.6.1. Пусть fi(θ, x1, x2)= xi – 2
ix  / 2 (θ + α xj), где 

α ∈ (0; 1), j ≠ i, i = 1, 2, Θ = [0; 1]. Тогда BRi(θi, xj) = θi + α xj, j ≠ i, 
i, j = 1, 2. 

Вычислим равновесие Нэша: *
ix (θi, θj) = (θi + α θj) / (1 – α2), j ≠ i, 

i, j = 1, 2. Определим 0
iX = [0; 1 / (1 – α)], i = 1, 2. Легко проверить, 

что рефлексивное отображение в рассматриваемом примере является 
стационарным, то есть k

iX  = 0
iX , k = 1, 2, …, i = 1, 2 – см. Рис. 22. 

 

kX1
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2x

kX 2
BR2(0, x1)

BR2(1, x1)
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BR1(0, x2)

BR1(1, x2)

 
 
Рис. 22. Множество субъективных равновесий в примере 2.6.1 
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Изменяя θi и θj, то есть, осуществляя информационное регули-
рование, центр может реализовать как субъективное равновесие 
любую точку из множества [0; 1 / (1 – α)]2. • 

В общем случае (при нестационарных рефлексивных отображе-
ниях) с увеличением глубины структуры информированности мно-
жество субъективных равновесий не сужается, поэтому из анализа 
теоретико-игровой модели нельзя априори ограничить максималь-
ный целесообразный ранг рефлексии (см. обсуждение роли инфор-
мационных ограничений в разделе 3.3) агентов. Приведем пример. 

Пример 2.6.2. Пусть f1(θ, x1, x2) = θ (1 – x2) x1 – 2
1x /2, 

f2(θ, x1, x2) = θ x1 x2 – 2
2x /2, где Θ = [1/2;1], X1 = X2 = (0; 1). Тогда 

BR1(θ, x2) = θ (1 – x2), BR2(θ, x1) = θ x1. 
Легко проверить, что множеством EN является четырехугольник 

с вершинами (2/5, 1/5), (2/3, 1/3), (1/2, 1/2) и (1/3, 1/3), поэтому 
0
1X = [1/3; 2/3], 0

2X = [1/5; 1/2] (см. Рис. 23). 

0
1X 1x

2x

0
2X

BR1(1, x2)
 

EN

1
1X

BR1(1/2, x2) 

 
Рис. 23. Множество субъективных равновесий в примере 2.6.2 
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Обозначим левую и правую границы отрезка k
iX  за αi,k и βi,k со-

ответственно, i = 1, 2. Тогда имеем следующие соотношения: 
α2,k+1 = ½ α1,k , β2,k+1 = β1,k , α1,k+1 = ½ (1 – β2,k), α1,k , β1,k+1 = 1 – α2,k , 
где k = 0, 1, … . Из последних соотношений нетрудно вывести сле-
дующие: 

αi,k+4 = ¼ α i,k
 ,  βi,k+4 = ¾ + ¼ β i,k

 ,  i = 1, 2,  k = 0,1,… . 
Таким образом, αi,k → 0, βi,k → 1 при k → ∞, где i = 1, 2. Поэтому 

∪
0

)1;0(
≥

==
k

i
k
i XX , i = 1, 2. Это означает, что, надлежащим образом 

увеличив глубину рефлексии агента, можно добиться любого его 
допустимого действия. • 

Примеры 2.6.1 и 2.6.2 показывают, что множество субъективно 
равновесных действий i-агента (при всевозможных его структурах 
информированности) ∪

0≥k

k
iX  может как совпадать с 0

iX , то есть 

быть достаточно узким, так и совпадать с Xi, то есть быть макси-
мально широким. Убедимся, что возможны и «промежуточные» 
варианты, то есть ситуации, в которых множество субъективных 
равновесий строго шире исходного множества EN равновесий Нэша, 
но строго уже множества допустимых действий. 

Пример 2.6.3. Пусть целевые функции агентов и множество Θ  
такие же, как и в предыдущем примере. Изменим лишь множества 
допустимых действий: X1 = X2 = (–c ;1 + c), c > 0. Тогда по-прежнему 
∪

0
)1;0(

≥
=

k

k
iX , i = 1, 2, но теперь iX⊂)1;0( . • 

Приведем еще один пример, иллюстрирующий многообразие 
вариантов поведения рефлексирующих агентов с ростом рангов их 
рефлексии [111, 119]. 

Пример 2.6.4. Пусть имеются два агента, выбирающих действия 
из единичного отрезка и имеющих следующие целевые функции 
(экономической интерпретацией данной модели является «дуополия 
Курно»): f1(θ, x1, x2) = 4 θ x1 x2 (1 – x2) – 2

1x  / 2,  f2(θ, x1, x2) = x1 x2 –
 2

2x  / 2, а состояние природы принимает значения из множества 
Θ = (1/4; 1]. 

Предположим, что на нижнем уровне конечного РКД, имеюще-
го глубину m0, имеет место общее знание с некоторым значением 
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θ0 ∈ Θ состоянии природы. Вычисляем равновесие Нэша игры фан-
томных агентов: x1(θ0) = x2(θ0) = 1 – 1 / (4 θ0) и находим наилучшие 
ответы первого и второго агентов на действия оппонентов: 

BR1(θ, x2) = 4 θ x2 (1 – x2), BR2(θ, x1) = x1, θ ∈ Θ. 
Получаем, что наилучшие ответы τ1-агентов, τ ∈ Σ, |τ | ≤ m0, 

удовлетворяют логистическому [89] отображению 
(14) mx1  = 4 θ 1

1
−mx  (1 – 1

1
−mx ),   m = 1, 2, …, [m0 /2],  

с начальной точкой 0
1x  = 1 – 1 / (4 θ0) (здесь за [⋅] обозначена целая 

часть). 
Анализируя выражение (14), получаем, что в зависимости от 

информированности θτ τ-агентов (отметим, что эта информирован-
ность для всех агентов с первого по (m0 – 2)-й уровень включительно 
считается одинаковой, т. е. θτ ≡ θ для некоторого θ ∈ Θ при |τ| ≤ m0 –
 2, и в случае различной информированности агентов может наблю-
даться еще более сложное поведение) возможны следующие вариан-
ты асимптотически (при m0 → ∞) устойчивых и слабо зависящих от 
начальной точки стратегий первого реального агента: выбор единст-
венного действия; периодическое поведение; хаотическое или пе-
риодическое поведение. Содержательные интерпретации и недос-
татки подобной неопределенности коллективного поведения 
очевидны. • 

Так как множества субъективных равновесий монотонны по 
рангу рефлексии (глубине информационной структуры) – см. утвер-
ждение 2.6.2, то перспективными задачами будущих исследований 
являются: 

1. Поиск минимального ранга рефлексии, при котором «исчер-
пывается» множество субъективных равновесий; 

2. Получение оценок скорости изменения (или сходимости) по-
следовательности { k

iX }; 
3. Определение для заданного действия агента минимального 

ранга его информационной рефлексии, при котором данное действие 
может оказаться субъективным равновесием и т.д. 

Для случая квадратичных целевых функций агентов, то есть для 
линейных рефлексивных отображений, условия стационарности 
последних получены в [53]. 

В заключение настоящего раздела отметим, что, по-видимому, 
существует определенная аналогия между рефлексивными играми и 
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информационными расширениями игр [26, 71, 72], в том числе – 
метаиграми Н. Ховарда [224, 225]. В информационных расширениях 
игр предполагается, что существует упорядочение агентов, в рамках 
которого агент, принимающий решение о выбираемом действии, 
может рассчитывать на знание действий агентов, которые произво-
дят свой выбор раньше (в заданном упорядочении) него. Такие игры 
– с фиксированной последовательностью ходов – называются иерар-
хическими играми [34, 36, 61, 71]. В рамках этой модели доказано 
[71], что любой вектор действий, обеспечивающий агентам выигры-
ши не меньше соответствующих максиминов в исходной игре, мо-
жет быть реализован как равновесие в некотором информационном 
расширении исходной игры. Для рефлексивных игр с РКД это, во-
обще говоря, не так – пример 2.6.1 показывает, что для некоторых 
случаев множество информационных равновесий остается достаточ-
но узким. В то же время, «иерархичность» и «рефлексивность» игр 
не противоречат друг другу – например, иерархическая игра может 
быть рефлексивной. Синтез результатов исследования метаигр и 
рефлексивных игр представляется перспективной задачей будущих 
исследований. 

Зная исследованную в настоящем разделе зависимость множе-
ства информационных равновесий от структуры информированно-
сти, можно ставить и решать задачу рефлексивного управления – 
управления информационной структурой и, следовательно, инфор-
мационным равновесием (см. раздел 2.11). 

Далее мы опишем специфические типы информационных рав-
новесий [171]. В разделе 2.7 рассматривается свойство стабильности 
равновесия, состоящее в том, что каждый агент наблюдает именно 
тот результат игры, который ожидает в момент выбора действия. 
Тем самым, информационная структура игры не меняется. 

В разделе 2.8 стабильные информационные равновесия подраз-
деляются на истинные и ложные, а также формулируется достаточ-
ное условие, при выполнении которого все стабильные равновесия 
являются истинными (утверждение 2.8.1). 

В разделе 2.9 рассматривается случай, когда агенты в результате 
игры наблюдают действия друг друга. Доказывается ряд утвержде-
ний, проясняющих взаимосвязь стабильности равновесия и свойств 
структуры информированности игры. 
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В разделе 2.10 проводится аналогия между рефлексивными иг-
рами и байесовыми играми – альтернативным способом моделиро-
вания принятия решения в ситуации с неполной информированно-
стью. Доказывается теорема, в определенном смысле математически 
обосновывающая необходимость ограничения ранга рефлексии 
агента. 

 
 

2.7. СТАБИЛЬНЫЕ ИНФОРМАЦИОННЫЕ РАВНОВЕСИЯ 
 
Одной из особенностей «классического» равновесия Нэша явля-

ется его самоподдерживающийся характер – если игра повторяется 
несколько раз и все игроки, кроме i-го, выбирают одни и те же рав-
новесные действия, то и i-му нет резона отклоняться от своего рав-
новесного действия. Это обстоятельство очевидным образом связано 
с тем, что представления всех игроков о реальности адекватны – 
значение состояния природы является общим знанием. 

В случае информационного равновесия ситуация, вообще гово-
ря, может быть иной. Действительно, в результате однократного 
разыгрывания игры может оказаться, что какие-то из игроков (или 
даже все) наблюдают не тот результат, на который они рассчитыва-
ли. Это может быть связано как с неверным представлением о со-
стоянии природы, так и с неадекватной информированностью о 
представлениях оппонентов. В любом случае, самоподдерживаю-
щийся характер равновесия нарушается – если игра повторяется, 
действия игроков могут измениться. 

Однако в некоторых случаях самоподдерживающийся характер 
равновесия может иметь место и при различных (и, вообще говоря, 
неверных) представлениях агентов. Говоря неформально, это проис-
ходит тогда, когда каждый агент (как реальный, так и фантомный) 
наблюдает тот результат игры, которого ожидает. Для формального 
изложения нам понадобится дополнить описание рефлексивной 
игры. 

Напомним, что рефлексивная игра задается кортежем 
{N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, Θ, I}, где N = {1, 2, …, n} – множество участников 
игры (игроков, агентов), Xi – множество допустимых действий i-го 
агента,  fi(⋅): Θ × X’ → ℜ1 – его целевая функция, i ∈ N, I – структура 
информированности. Дополним эту конструкцию набором функций 
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wi(⋅): Θ × X’ → Wi, i ∈ N, каждая из которых отображает вектор (θ, x) 
в элемент wi некоторого множества Wi. Этот элемент wi и есть то, что 
i-й агент наблюдает в результате разыгрывания игры. 

Функцию wi(⋅) будем называть функцией наблюдения i-го агента 
[171]. Будем считать, что функции наблюдения являются общим 
знанием среди агентов. 

Если wi(θ, x) = (θ, x), т. е. Wi = Θ × X’, то i-й агент наблюдает как 
состояние природы, так и действия всех агентов. Если, напротив, 
множество Wi состоит из одного элемента, то i-й агент ничего не 
наблюдает. 

Пусть в рефлексивной игре существует информационное равно-
весие xτ , τ ∈ Σ+ (напомним, что τ – произвольная непустая конечная 
последовательность индексов из N). Зафиксируем i ∈ N и рассмот-
рим i-го агента. Он ожидает в результате игры пронаблюдать вели-
чину 
(1) wi (θi, xi1, …, xi,i-1, xi, xi,i+1, …, xin). 

На самом же деле он наблюдает величину 
(2) wi (θ, x1, …, xi-1, xi, xi+1, …, xn). 

Поэтому требование стабильности для i-агента означает совпа-
дение величин (1) и (2) (напомним, что эти величины являются 
элементами некоторого множества Wi). 

Пусть величины (1) и (2) равны, т. е. i-агент и после разыгрыва-
ния игры не сомневается в истинности своих представлений. Однако 
является ли это достаточным основанием для того, чтобы он и в 
следующий раз выбрал то же действие xi? Ясно, что ответ отрица-
тельный, что продемонстрируем на следующем примере. 

Пример 2.7.1. Пусть в рефлексивной биматричной игре, где 
Θ = {1, 2}, выигрыши заданы биматрицами (агент 1 выбирает стро-
ку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}), приведенными на Рис. 
24, 

θ = 1                      θ = 2 
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Рис. 24. Матрицы выигрышей в примере 2.7.1 

 
а граф рефлексивной игры имеет вид, изображенный на Рис. 25. 
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Рис. 25. Граф рефлексивной игры в примере 2.7.1 
 
Пусть при этом θ = θ1 =1, θ2 = θ21 = 2, и каждый агент наблюдает 

свой выигрыш (т. е. функция наблюдения агента совпадает с его 
функцией выигрыша). Ясно, что информационным равновесием 
является набор x1 = x2 = x21 = 2, т. е. первый и второй агенты, а также 
21-агент и все прочие фантомные агенты выбирают вторые действия. 
Однако реальное состояние природы θ = 1 становится известным 
второму агенту после розыгрыша игры (и получения им выигрыша 0, 
вместо ожидаемого 2). Поэтому в следующий раз второй агент вы-
берет действие x2 = 1, что побуждает и первого агента изменить свое 
действие (выбрать x1 = 1). • 

Таким образом, для стабильности равновесия необходимо чтобы 
и ij-агент, i, j ∈ N, наблюдал «нужную» величину. Он ожидает в 
результате игры пронаблюдать 
(3) wj (θij, xij1, …, xij,j-1, xij, xij,j+1, …, xijn). 

На самом же деле (т. е. i-субъективно, ведь ij-агент существует в 
сознании i-агента) он наблюдает величину 
(4) wj (θi, xi1, …, xi,j-1, xij, xi,j+1, …, xin).  

Поэтому требование стабильности для ij-агента означает совпа-
дение величин (3) и (4). 

В общем случае, т. е. для τi-агента, τi ∈ Σ+, условие стабильно-
сти определим следующим образом. 

Определение. Информационное равновесие xτi , τi ∈ Σ+, будем 
называть стабильным при заданной структуре информированности 
I, если для любого τi ∈ Σ+ выполняется 
(5) wi (θτi, xτi1, …, xτi,i-1, xτi, xτi,i+1, …, xτin) = 

= wi (θτ, xτ1, …, xτ,i-1, xτi, xτ,i+1, …, xτn). 
Информационное равновесие, не являющееся стабильным, бу-

дем называть нестабильным. В частности, информационное равно-
весие в примере 2.7.1 является нестабильным. 

Утверждение 2.7.1. Пусть структура информированности I име-
ет сложность ν и существует информационное равновесие xτi, 
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τi ∈ Σ+. Тогда система соотношений (5) содержит не более чем ν 
попарно различных условий. 

Доказательство. Рассмотрим две любые тождественные струк-
туры информированности: Iλi = Iµi. Поскольку xτi – равновесие, имеем 
θλi =θµi , xλi =xµi, Iλij =Iµij, xλij =xµij для любого j ∈ N. Поэтому условия 
стабильности (5) для λi- и µi-агентов тождественно совпадают. Так 
как имеется ν попарно различных структур информированности, 
количество попарно различных условий (5) не превышает ν. • 

 
2.8. ИСТИННЫЕ И ЛОЖНЫЕ РАВНОВЕСИЯ 

 
Стабильные информационные равновесия будем разделять на 

два класса – истинные и ложные равновесия. Определение предва-
рим примером. 

Пример 2.8.1. Рассмотрим игру, в которой участвуют три агента 
с целевыми функциями 

,)(),,,( 321
321

i

i
iii r

xxxxxxxxrf ++
−=  

где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, 2, 3}. Целевые функции являются общим знани-
ем с точностью до типов агентов – параметров ri > 0. Вектор 
r = (r1, r2, r3) типов агентов может интерпретироваться как состояние 
природы. При этом здесь и далее подразумевается, что свой собст-
венный тип известен каждому агенту достоверно. 

Граф рефлексивной игры имеет вид, изображенный на Рис. 26, 
при этом r2 = r3 = r, r21 = r23 = r31 = r32 =c. Общим знанием является 
следующее: каждый игрок знает свой тип и наблюдает сумму дейст-
вий оппонентов. 
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Рис. 26. Граф рефлексивной игры в примере 2.8.1 
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Нетрудно вычислить единственное информационное равновесие 
этой игры: 
(1) x2 = x3 = (3r – 2с) / 4, 
      x21 = x23 = x31 = x32 = (2c – r) / 4, 
      x1 = (2r1 – 3r + 2с) / 4. 

Условия стабильности (см. выражение (5) предыдущего разде-
ла) в данном случае выглядят следующим образом: 
(2) x21 + x23 = x1 + x3,   x31 + x32 = x1 + x2. 

Записаны условия для 2- и 3-агентов, поскольку для 1-, 21-,  23-, 
31-, 32-агентов они тривиальны. 

Подставляя (1) в (2), получаем, что необходимым и достаточ-
ным условием стабильности является равенство 
(3) 2с = r1 + r. 

Пусть условие (3) выполнено. Тогда равновесные действия ре-
альных агентов таковы: 
(4) x2 = x3 = (3r – r1) / 4,   x1 = (3r1 – 2r) / 4. 

Предположим теперь, что типы агентов стали общим знанием 
(см. Рис. 27). 

21

3

22

 
Рис. 27. Общее знание в примере 2.8.1 

 
Нетрудно убедиться, что в случае общего знания единственным 

равновесием будет (4). • 
Таким образом, при выполнении условия (3) имеет место не-

сколько парадоксальная ситуация. Представления второго и третьего 
агентов не соответствуют действительности (см. Рис. 26), однако их 
равновесные действия (4) в точности такие, как были бы в случае 
одинаковой информированности (см. Рис. 27). Назовем такое ста-
бильное информационное равновесие истинным.  

Определение. Пусть набор действий xτi, τi ∈  Σ+, является ста-
бильным информационным равновесием. Будем называть его ис-
тинным равновесием, если набор (x1, …, xn) является равновесием в 
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условиях общего знания о состоянии природы θ  (или о наборе 
(r1, …, rn) типов агентов). 

Из определения, в частности, следует, что в условиях общего 
знания любое информационное равновесие является истинным. 
Рассмотрим еще один случай, когда этот факт имеет место. 

Утверждение 2.8.1. Пусть целевые функции агентов имеют вид 
fi (ri, x1, …, xn) = ϕi (ri, xi, yi(x-i)), 

а функции наблюдения – вид wi(θ, x) = yi(x-i), i ∈ N. Содержательно 
это означает следующее: выигрыш каждого агента зависит от его 
типа, его действия и функции наблюдения, зависящей от действий 
остальных агентов (но не от их типов). 

Тогда любое стабильное равновесие является истинным. 
Доказательство. Пусть xτi, τi ∈ Σ+, – стабильное информацион-

ное равновесие, и условия утверждения выполнены. Тогда для любо-
го i ∈ N имеем: 

xi ∈ ),,(maxArg , iiiiiXy
xyrf

ii
−∈

=
ii Xy ∈

maxArg ϕi (ri, yi, yi(xi,-i)). 

В силу стабильности справедливо равенство  
yi(xi,-i) = yi(x-i), 

поэтому 
xi ∈ 

ii Xy ∈
maxArg ϕi (ri, yi, yi(x-i)) = ),,(maxArg iiiiXy

xyrf
ii

−∈
. 

Последнее соотношение означает (в силу произвольности i ∈ N), 
что набор (x1, …, xn) является равновесным при полной информиро-
ванности. • 

Определение. Стабильное информационное равновесие, не яв-
ляющееся истинным, назовем ложным. 

Таким образом, ложное равновесие – это такое стабильное ин-
формационное равновесие, которое не является равновесием в слу-
чае одинаковой информированности агентов (в условиях общего 
знания). 

Пример 2.8.2. Пусть в рефлексивной биматричной игре, где 
Θ = {1, 2}, выигрыши заданы биматрицами (агент 1 выбирает стро-
ку, агент 2 – столбец, то есть X1 = X2 = {1; 2}) на Рис. 28. 

θ = 1                 θ = 2 


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     
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




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)3,0()2,2(

 

Рис. 28. Матрицы выигрышей в примере 2.8.2 
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Пусть, далее, в реальности  θ = 2, однако оба агента считают 
общим знанием θ = 1. Каждый агент наблюдает пару (x1, x2), которая 
и является функцией наблюдения. 

Информационным равновесием является выбор каждым агентом 
действия 1. Если бы общим знанием было бы реальное состояние 
природы, равновесным был бы выбор каждым агентом действия 2. 
Таким образом, выигрыши агентов в информационном равновесии 
оказываются большими, чем если бы общим знанием было реальное 
состояние природы. • 

 
2.9. СЛУЧАЙ НАБЛЮДАЕМЫХ ДЕЙСТВИЙ АГЕНТОВ 

 
В разделе 2.2 приведено определение информационного равно-

весия, которое может интерпретироваться как набор субъективных 
равновесий – i-й (реальный) агент, i ∈ N, обладающий структурой 
информированности Ii, определяет набор действий ( *

σix (Iiσ))σ ∈ Σ, 
который является равновесием с его субъективной точки зрения. В 
частности, он ожидает от j-го реального агента, j ∈ N, выбора дейст-
вия *

ijx (Iij) (напомним, что фантомный ij-агент является образом j-го 
агента в представлениях i-го). 

В этом разделе мы рассмотрим случай, когда функцией наблю-
дения является вектор действий всех агентов: 

wi (θ, x1,…, xn) = (x1,…, xn). 
Тогда стабильным является информационное равновесие 

x* = ( *
ixσ )i ∈N, σ ∈Σ, удовлетворяющее следующему соотношению: 

(1) ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ   *
ixσ  = *

ix . 
Соотношение (1) означает, что действие любого реального аген-

та совпадает с действием, ожидаемым от него любым другим (ре-
альным или фантомным) агентом. 

Введем следующее предположение относительно целевых 
функций fi(⋅) и множеств Θ, Xi: 

А1. Для любых i ∈ N, σ ∈ Σ, любых представлений θσi ∈ Θ и 
θ'σi ∈ Θ таких, что θσi ≠ θ'σi, и для любой обстановки игры 

*
, iix −σ  ∈ X-i = ∏

≠ij
jX  

(2) BRi(θσi, *
, iix −σ ) ∩ BRi(θ'σi, *

, iix −σ ) = ∅, 
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где BRi(θσi, *
, iix −σ ) = ),...,,,,...,,(maxArg **

1,
*

1,
*

1 iniiiiiiiiXy
xxyxxf

ii
σσσσσθ +−∈

. 

Утверждение 2.9.1. Пусть выполнено предположение А1 и су-
ществует информационное равновесие x*. Тогда x* является стабиль-
ным информационным равновесием в том и только том случае, если 
структура информированности игры такова, что 
(3) ∀ i ∈ N,   ∀ σ ∈ Σ   θσi = θi. 

Доказательство. Пусть выполнено (3). Тогда структура инфор-
мированности игры имеет единичную глубину и ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ  
Iσi = Ii, откуда сразу следует равенство *

ixσ  = *
ix  (см. второе условие в 

определении информационного равновесия). Необходимость доказа-
на. 

Докажем достаточность. Пусть выполнено условие (1), но суще-
ствуют такие i ∈ N и σ ∈ Σ, что θσi ≠ θi. 

Поскольку *
ix  и *

ixσ  являются компонентами информационного 
равновесия x*, они удовлетворяют соотношениям 







∈

∈

−

−

).,(

),,(
*

,
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*
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*
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θ
 

С учетом (1) последнюю систему можно записать в виде 




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
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xBRx
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откуда следует, что BRi(θi, *
ix− ) ∩ BRi(θ'σi, *

ix− ) ≠ ∅. 
Пришли к противоречию с (2). • 
Следствие. Если выполнено предположение А1, то стабильные 

информационные равновесия могут возникать только в рамках 
структур информированности, удовлетворяющих (3), то есть в рам-
ках структур информированности единичной глубины. При этом, в 
частности, невозможны ложные равновесия. 

Уместно отметить аналогию между условием А1 и «условием 
равноправия функций предпочтения» в [18, с. 259]. 

При ослаблении требования (1) результат утверждения 2.9.1 те-
ряет силу. Например, если считать «стабильным» информационное 
равновесие x*, удовлетворяющее свойству 
(4) ∀ i, j ∈ N   *

jix  = *
ix  
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(действие любого реального агента совпадает с действием, ожидае-
мым от него любым другим реальным агентом), то в рамках предпо-
ложения А1 существуют структуры информированности, не удовле-
творяющие (3), при которых соответствующие информационные 
равновесия «стабильны» в смысле выражения (4). 

Утверждение 2.9.1 важно как с точки зрения задач анализа, так и 
с точки зрения задач синтеза. Действительно, оно позволяет при 
исследовании свойств информационных равновесий для определен-
ного класса ситуаций (определяемых предположением А1) выделять 
при помощи условия (3) множества информационных структур, при 
которых информационные равновесия могут быть стабильными. С 
точки зрения задачи информационного управления, утверждение 
2.9.1 накладывает ограничения на множество управляющих воздей-
ствий, приводящих к стабильному равновесию игры управляемых 
субъектов. 

Пусть теперь по-прежнему действия агентов наблюдаемы, т. е. 
стабильность определяется условием (1). Однако каждый из n аген-
тов характеризуется своим типом ri ≥ 0, i ∈ N, и тип агента достовер-
но ему известен, но, вообще говоря, не известен остальным агентам. 
Будем считать, что целевая функция i-го агента имеет вид fi(ri, x), 
т. е. зависит от его собственного типа, но не от типов оппонентов. 
Относительно типов каждый из агентов имеет иерархию представ-
лений Ii, состоящую из следующих компонент: rij – представление i-
го агента о типе j-го агента, rijk – представление i-го агента о пред-
ставлениях j-го агента о типе k-го агента и т.д., i, j, k ∈ N. 

Содержательное различие между обсуждениями в терминах не-
определенного параметра θ и в терминах вектора типов 
r = (r1, r2, …, rn) ∈ n

+ℜ  состоит в следующем. В первом случае более 
естественным является предположение о том, что значение θ (со-
стояние природы) так или иначе наблюдается агентом (является 
значимым аргументом функции наблюдения). Во втором случае, 
напротив, типы оппонентов, предположительно, не являются наблю-
даемыми (не являются аргументами функции наблюдения). При 
этом, согласно утверждению 2.9.1, все стабильные равновесия явля-
ются истинными. Поэтому сосредоточим внимание на исследовании 
стабильности. 

В рассматриваемом случае предположение А1 и утверждение 
2.9.1 перепишем следующим образом. 



 101

А1r. Для любых i ∈ N, σ ∈ Σ, любых представлений rσi и r'σi та-
ких, что rσi ≠ r'σi, и для любой обстановки игры *

, iix −σ  ∈ X-i 

BRi(rσi, *
, iix −σ ) ∩ BRi(r'σi, *

, iix −σ ) = ∅, 

где BRi(rσi, *
, iix −σ ) = ),...,,,,...,,(maxArg **

1,
*

1,
*

1 iniiiiiiiiXy
xxyxxrf

ii
σσσσσ +−

∈
. 

Утверждение 2.9.2. Пусть выполнено предположение А1r и су-
ществует информационное равновесие x*. Тогда x* является стабиль-
ным информационным равновесием в том и только в том случае, 
если структура информированности игры такова, что 

∀ i ∈ N,   ∀ σ ∈ Σ   rσi = ri. 
Доказательство утверждения 2.9.2 дословно повторяет доказа-

тельство утверждения 2.9.1, надо лишь заменить θ на r и А1 на А1r. 
Определим следующие множества: 

– множество Ψ пар (x, I) таких, что x ∈ X', I ∈ ℑ и вектор 
действий реальных агентов x является равновесным25 при 
структуре информированности I, где ℑ – множество всевоз-
можных структур информированности. 

– множество ΨX(I) ⊆ X' векторов действий реальных аген-
тов, являющихся равновесными при структуре информирован-
ности I; 

– множество ΨI(x) ⊆ ℑ информационных структур, при 
которых вектор действий реальных агентов x является равно-
весным (решение обратной задачи). 

Определим также подмножества этих множеств, выделяемые 
требованием стабильности информационного равновесия: 

– множество Ψs пар (x, I) таких, что x ∈ X', I ∈ ℑ и вектор 
x является стабильно-равновесным26 при структуре информи-
рованности I; 

– множество ΨX
s(I) ⊆ X' векторов действий агентов, яв-

ляющихся стабильно-равновесными при структуре информи-
рованности I; 

– множество ΨI
s(x) ⊆ ℑ информационных структур, при 

которых вектор действий реальных агентов x является ста-
бильно-равновесным. 

                                                           
25 То есть является «реальной» частью информационного равновесия, являющегося 
набором действий как реальных, так и фантомных агентов. 
26 То есть является «реальной» частью стабильного информационного равновесия. 
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Обозначим через I0 структуру информированности единичной 
глубины, которая соответствует тому, что вектор r истинных типов 
агентов является общим знанием. Заметим, что ΨX

s(I0) = ΨX(I0) – 
любой равновесный вектор, соответствующий общему знанию, – 
является стабильно-равновесным. 

В терминах введенных множеств истинное равновесие образует 
любая пара (x, I) ∈ Ψs такая, что (x, I0) ∈ Ψ. Содержательно это 
означает, что вектор действий x останется (стабильно-)равновесным, 
если вектор типов станет общим знанием. 

Ложное равновесие образует любая пара (x, I) ∈ Ψs такая, что 
(x, I0) ∉ Ψ. Содержательно это означает, что вектор действий x пере-
станет быть равновесным, если вектор типов станет общим знанием. 

Пусть вектор x* = ( *
1x ,…, *

nx ) является стабильно-равновесным. 
Определим для каждого i ∈ N следующие множества: 

ρi = {ri∈ +ℜ | ),( **
iiii xrBRx −∈ }. 

Эти множества не зависят от структуры информированности. 
Поэтому они позволяют сформулировать два утверждения, прояс-
няющие связь между структурой информированности и стабильно-
стью равновесия. 

Утверждение 2.9.3. Пусть x* – стабильно-равновесный вектор 
действий реальных агентов. Если для любого i ∈ N множество ρi 
состоит ровно из одного элемента, то вектор типов является общим 
знанием (и, соответственно, равновесие истинное). 

Доказательство. Пусть x* – стабильно-равновесный вектор и для 
любого i ∈ N множество ρi состоит ровно из одного элемента. Пред-
положим, что существуют такие i и σ, что rσi ≠ ri. Из стабильности 
равновесия вытекает, что 
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

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),,(
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xrBRx
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откуда по определению множества ρi вытекает, что несовпа-
дающие rσi и ri принадлежат этому множеству. Получили противоре-
чие с тем, что оно состоит из одного элемента. • 

Утверждение 2.9.4. Если вектор действий реальных агентов x* 
является стабильно-равновесным при некоторой структуре инфор-
мированности, то для элементов этой структуры при любых i ∈ N и 
σ ∈ Σ  выполняется rσi ∈ ρi. 
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Доказательство. Пусть равновесие является стабильным. Тогда 
∀ i ∈ N ∀ σ ∈ Σ выполняется ),( **

iiii xrBRx −∈ σ , т. е. rσi ∈ ρi. • 
Утверждение 2.9.4 накладывает довольно жесткие требования 

на структуру информированности: если равновесие является ста-
бильным, то все типы реальных агентов, а также представления о 
типах принадлежат множествам ρi. 

 
2.10. РЕФЛЕКСИВНЫЕ ИГРЫ И БАЙЕСОВЫ ИГРЫ 

 
Наряду с рефлексивными играми возможным методом теорети-

ко-игрового моделирования в условиях неполной информированно-
сти являются байесовы игры, предложенные в конце 60-х годов 
XX в. Дж. Харшаньи [219]. В байесовых играх вся частная (т. е. не 
являющаяся общим знанием) информация, имеющаяся у агента на 
момент выбора им своего действия, называется типом агента. При 
этом каждый агент, зная свой тип, имеет и предположения о типах 
остальных агентов (в виде вероятностного распределения). Фор-
мально байесова игра описывается следующим набором: 

– множеством N агентов; 
– множествами Ri возможных типов агентов, где тип i-го агента 
ri ∈ Ri, i ∈ N, вектор типов r = (r1, r2, …, rn) ∈ R’ = ∏

∈Ni
iR ; 

– множеством X’ = ∏
∈Ni

iX  допустимых векторов действий аген-

тов; 
– набором целевых функций fi: R’× X’ → ℜ1 (целевая функция 
агента зависит в общем случае от типов и действий всех аген-
тов);  
– представлениями Fi(⋅|ri) ∈ ∆(R-i), i ∈ N, агентов (здесь через R-i 
обозначено множество всевозможных наборов типов всех аген-
тов, кроме i-го, R-i = ∏

∈ }{\ iNj
jR , а через ∆(R-i) обозначено множест-

во всевозможных вероятностных распределений на R-i). 
Решением байесовой игры является равновесие Байеса–Нэша, 

определяемое как набор стратегий агентов вида *
ix : Ri → Xi, i ∈ N, 

которые максимизируют математические ожидания соответствую-
щих целевых функций: 
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(1) Ni ∈∀  
ii Xxii Argrx

∈
∈ max)(* ∫

∏
≠

− ∈
ij

ji Rr

fi(r, xi , *
ix − (r-i))  dFi(r-i| ri), 

где *
ix− (r-i) обозначает набор стратегий всех агентов, кроме i-го. 

Подчеркнем, что в байесовой игре стратегией агента является не 
действие, а функция зависимости действия агента от его типа. 

Модель Дж. Харшаньи можно интерпретировать различным об-
разом (см. [219]). В соответствии с одной интерпретацией все агенты 
знают априорное распределение типов F(r) ∈ ∆(R’) и, узнав собст-
венный тип, вычисляют из него по формуле Байеса условное распре-
деление Fi(r-i| ri). В этом случае представления агентов {Fi(⋅|⋅)}i∈N  
называются согласованными (и, в частности, являются общим знани-
ем – каждый агент может их вычислить, знает, что это могут сделать 
остальные и т. д.). 

Другая интерпретация состоит в следующем. Пусть существует 
некоторый набор потенциальных участников игры всевозможных 
типов. Каждый такой «потенциальный» агент выбирает свою страте-
гию в зависимости от своего типа, после чего случайным образом 
выбирается n «актуальных» участников игры. В этом случае пред-
ставления агентов, вообще говоря, не обязательно согласованы (хотя 
и являются общим знанием). Отметим, что в [219] эта интерпретация 
названа игрой Зельтена (Р. Зельтен – лауреат Нобелевской премии 
по экономике 1994 года, вместе с Дж. Нэшем и Дж. Харшаньи). 

Теперь рассмотрим ситуацию, когда условные распределения не 
обязательно являются общим знанием. Удобно описывать ее сле-
дующим образом. Пусть выигрыши агентов зависят от их действий и 
от некоторого параметра θ ∈ Θ («состояния природы», которое 
может интерпретироваться и как набор типов агентов), значение 
которого не является общим знанием, т. е. целевая функция i-го 
агента имеет вид ),...,,( 1 ni xxf θ : Θ × X’ → ℜ1, i ∈ N. Как было отме-
чено во второй главе данной работы, выбору агентом своей страте-
гии логически предшествует информационная рефлексия – размыш-
ления агента о том, что каждый агент знает (предполагает) о 
параметре θ, а также о предположениях других агентов и пр. Тем 
самым, мы приходим к понятию структуры информированности 
агента, отражающей его информированность о неизвестном пара-
метре, о представлениях других агентов и т. д.  
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В [238] в рамках вероятностной информированности (представ-
ления агентов включают в себя следующие компоненты: вероятно-
стное распределение на множестве состояний природы; вероятност-
ное распределение на множестве состояний природы и 
распределениях на множестве состояний природы, характеризую-
щих представления остальных агентов, и т. д.) было построено уни-
версальное пространство возможных взаимных представлений (uni-
versal beliefs space). При этом игра формально сводится к некоей 
«универсальной» байесовой игре, в которой типом агента является 
вся его структура информированности. Однако предложенная в [238] 
конструкция настолько громоздка, что найти решение «универсаль-
ной» байесовой игры в общем случае, по-видимому, невозможно. 

В данном разделе мы ограничимся рассмотрением игр двух лиц, 
при этом представления агентов задаются точечной структурой 
информированности (у агентов имеются вполне определенные пред-
ставления о значении неопределенного параметра; о том, каковы 
представления (также вполне определенные) оппонента, и т. д.) С 
учетом этих упрощений нахождение равновесия Байеса–Нэша сво-
дится к решению системы двух соотношений, определяющих две 
функции, каждая из которых зависит от счетного числа переменных 
(см. ниже).  

Итак, пусть в игре участвуют два агента с целевыми функциями  
(2) ),,( 21 xxfi θ ,   θ ∈ Θ,   xi ∈ Xi,   i=1, 2, 
причем функции fi  и множества Xi, Θ являются общим знанием. 
Первый агент имеет следующие представления: неопределенный 
параметр равен θ1 ∈ Θ; второй агент считает, что неопределенный 
параметр равен θ12 ∈ Θ; второй агент считает, что первый агент 
считает, что неопределенный параметр равен θ121 ∈ Θ и т. д. Таким 
образом, точечная структура информированности первого агента I1 
задается бесконечной последовательностью элементов множества Θ; 
пусть, аналогично, и у второго агента имеется точечная структура 
информированности I2:  
(3) I1=(θ1, θ12, θ121,…),   I2=(θ2, θ21, θ212, …). 

Посмотрим теперь на рефлексивную игру (2)–(3) с «байесовой» 
точки зрения [168]. Типом агента в данном случае является его 
структура информированности Ii, i=1, 2. Для нахождения равновесия 
Байеса–Нэша необходимо найти равновесные действия агентов 
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всевозможных типов, а не только некоторых фиксированных ти-
пов (3). 

Легко видеть, какими будут в данном случае распределения 
Fi(⋅|⋅) из определения равновесия (1). Если, например, тип первого 
агента I1=(θ1, θ12, θ121, …), то распределение F1(⋅|I1) приписывает 
вероятность 1 типу оппонента I2=(θ12, θ121, θ1212, …) и вероятность 0 
остальным типам. Соответственно, если тип второго агента 
I2=(θ2, θ21, θ212, …), то распределение F2(⋅|I2) приписывает вероят-
ность 1 типу оппонента I1=(θ21, θ212, θ2121, …) и вероятность 0 осталь-
ным типам. 

Для упрощения записи будем использовать в дальнейшем сле-
дующие обозначения: 

),,,(maxArg),( 21121
11

xxfxBR
Xx

θθ
∈

=    

)},,(|{),( 122112
1

2 xBRxXxxBR θθ ∈∈=−
 

 
),,,(maxArg),( 21212

22
xxfxBR

Xx
θθ

∈
=    

)}.,(|{),( 211221
1

1 xBRxXxxBR θθ ∈∈=−  
Введем также обозначения ϕ(⋅) и ψ(⋅) для функций, ставящих в 

соответствие типу равновесное действие: 
)( 1

*
1 Ix =ϕ(I1)=ϕ(θ1, θ12, θ121, …),   )( 2

*
2 Ix =ψ(I2)=ψ(θ2, θ21, θ212, …). 

В этих обозначениях точечное равновесие Байеса–Нэша (1) за-
писывается как пара функций (ϕ(⋅), ψ(⋅)), удовлетворяющих услови-
ям 

(4) 




∈
∈

,...)).,(,(,...),,(
,...)),,(,(,...),,(
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θθϕθθθθψ
θθψθθθθϕ

BR
BR

 

Заметим, что в рамках точечной структуры информированности 
i-й агент уверен, что значение неопределенного параметра равно θi 
(вне зависимости от представлений оппонента). 

Таким образом, для нахождения равновесия необходимо решить 
систему функциональных уравнений (4) для определения функций 
ϕ(⋅) и ψ(⋅), каждая из которых зависит от счетного числа перемен-
ных. 

Возможные структуры информированности могут иметь конеч-
ную либо бесконечную глубину. Покажем, что применение концеп-
ции равновесия Байеса–Нэша к агентам со структурой информиро-
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ванности бесконечной глубины дает парадоксальный результат – для 
них равновесным является любое допустимое действие. 

Определим понятие конечности глубины структуры информи-
рованности применительно к случаю игры с двумя участниками, 
когда структура информированности каждого из них является бес-
конечной последовательностью элементов из Θ. 

Пусть даны последовательность T= ∞
=1}{ iit  элементов из Θ и це-

лое неотрицательное число k. Последовательность ωk(T)= ∞
+= 1}{ kiit  

будем называть k-окончанием последовательности T. 
Будем говорить, что последовательность T имеет бесконечную 

глубину, если для любого n найдется k>n такое, что последователь-
ность ωk(T) не совпадает (имеется в виду обычное поэлементное 
совпадение) ни с одной из последовательностей набора 
ω0(T)=T, ω1(T),…, ωn(T). В противном случае последовательность T 
имеет конечную глубину. 

Иначе говоря, последовательность конечной глубины имеет ко-
нечное число попарно различных окончаний, в то время как у после-
довательности бесконечной глубины их бесконечно много. Напри-
мер, последовательность (1, 2, 3, 4, 5, …) имеет бесконечную 
глубину, а последовательность (1, 2, 3, 2, 3, 2, 3, …) – конечную. 

Рассмотрим игру (2), в которой целевые функции f1,  f2 и множе-
ства X1, X2, Θ обладают следующим свойством: 
(5) для любых x1 ∈ X1, x2 ∈ X2, θ ∈ Θ множества 

     ),( 21 xBR θ , ),( 12 xBR θ , ),( 2
1

2 xBR θ−  и ),( 1
1

1 xBR θ−  непусты. 
Условия (5) означают, что для любого θ ∈ Θ и любого действия 

x1 ∈ X1 у второго агента существует хотя бы один наилучший ответ 
и, в свою очередь, само действие x1 является наилучшим ответом на 
какое-то действие второго агента; аналогично и любое действие 
x2 ∈ X2. 

Оказывается, что при выполнении условий (5) в игре (2) любое 
действие агента со структурой информированности бесконечной 
глубины является равновесным (т. е. является компонентой некото-
рого равновесия (4)). Это справедливо для обоих агентов; для опре-
деленности сформулируем и докажем утверждение для первого. 

Утверждение 2.10.1.Пусть в игре (2), в которой выполнены ус-
ловия (5), существует хотя бы одно точечное равновесие Байеса–
Нэша (4). Тогда для любой структуры информированности беско-
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нечной глубины I1 и любого χ ∈ X1 существует равновесие 
( )(*

1 ⋅x , )(*
2 ⋅x ), в котором )( 1

*
1 Ix  = χ. 

Идея доказательства состоит в конструктивном построении со-
ответствующего равновесия. Зафиксируем произвольное равновесие 
(ϕ(⋅), ψ(⋅)) и произвольную структуру информированности беско-
нечной глубины I1. В силу условий (4) значение функции ϕ(⋅) на 
структуре I1 связано со значениями функций ϕ(⋅) и ψ(⋅) на ряде дру-
гих структур. Определим заново значения функций на этих структу-
рах таким образом, чтобы условия (4) не нарушались (оставив неиз-
менными значения на остальных структурах) и при этом 
«определенная заново» функция ϕ~ (⋅) принимала на структуре I1 
значение χ. 

Доказательству утверждения 2.10.1 предпошлем четыре леммы, 
для формулировки которых введем обозначение: если p=(p1, …, pn) – 
конечная, а T = ∞

=1}{ iit  – бесконечная последовательности элементов 
из Θ, то pT = (p1, …, pn, t1, t2, …). 

Лемма 2.10.1. Если последовательность T имеет бесконечную 
глубину, то для любой конечной последовательности p и любого k 
последовательность pωk(T) также имеет бесконечную глубину. 

Доказательство. Поскольку T имеет бесконечную глубину, у нее 
бесконечное множество попарно различных окончаний. При перехо-
де от T к ωk(T) их число уменьшается не более, чем на k, все равно 
оставаясь бесконечным. При переходе от ωk(T) к pωk(T) число по-
парно различных окончаний, очевидно, не уменьшается. • 

Лемма 2.10.2. Пусть последовательность T представима в виде 
T = p p p …, где p – некоторая непустая конечная последователь-
ность. Тогда T имеет конечную глубину. 

Доказательство. Пусть p имеет вид p=(p1, …, pn). Тогда элемен-
ты последовательности T связаны соотношениями ti+nk = ti для всех 
целых i ≥ 1 и k ≥ 0. Возьмем произвольное j-окончание, j ≥ n. Число j 
единственным образом представимо в виде j = i + n k, где 
i∈{1, …, n}, k ≥ 0. Нетрудно показать, что ωj(T) = ωi(T): для любого 
целого m ≥ 0 выполняется tj+m = ti+nk+m = ti+m. 

С учетом произвольности j мы показали, что у последовательно-
сти T не более n попарно различных окончаний, т. е. ее глубина 
конечна. • 
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Лемма 2.10.3. Пусть для последовательности T выполняется то-
ждество T = p T, где p – некоторая непустая конечная последова-
тельность. Тогда T имеет конечную глубину. 

Доказательство. Пусть p = (p1, …, pn). Имеем: 
T = p T= p p T = p p p T = p p p p T = … . Таким образом, для любого 
целого k ≥ 0 фрагмент (tnk+1, …, tnk+n) совпадает с (p1, …, pn). Поэтому 
T представима в виде T = p p p… и, согласно лемме 2.10.2, имеет 
конечную глубину. • 

Лемма 2.10.4. Пусть для последовательности T выполняется то-
ждество p T = q T, где p и q – некоторые нетождественные непустые 
конечные последовательности. Тогда T имеет конечную глубину. 

Доказательство. Пусть p = (p1, …, pn) и q = (q1, …, qk). Если n = k, 
то, очевидно, тождество p T = q T не может выполняться. Поэтому 
рассмотрим случай n ≠ k. Пусть для определенности n > k. Тогда 
p = (q1, …, qk, pk+1 , …, pn), и из условия p T = q T следует, что d T = T, 
где d = (pk+1 , …, pn). Применяя лемму 2.10.3, получаем, что глубина 
последовательности T конечна. • 

Доказательство утверждения 2.10.1. Пусть имеется произволь-
ная структура информированности первого агента бесконечной 
глубины – для единообразия с леммами 2.10.1-2.10.4 будем обозна-
чать ее не I1, а T = (t1, t2, …)= ∞

=1}{ iit . По условию утверждения, суще-
ствует по крайней мере одна пара функций (ϕ(⋅), ψ(⋅)), удовлетво-
ряющая соотношениям (4); зафиксируем любую из таких пар. 
Положим значение функции ϕ~ (⋅) на последовательности T равным 
χ: ϕ~ (T) = χ (здесь и далее для «заново определяемых» функций 
будем применять обозначения ϕ~ (⋅) и ψ~ (⋅)). Подставляя T в качестве 
аргумента функции ϕ~ (⋅) в соотношения (4), получаем, что значение 
ϕ~ (T) = χ связано (в силу (4)) со значениями функции ψ~ (⋅) на после-
довательности ω1(T), а также на всех таких последовательностях T’, 
для которых ω1(T’) = T. 

Выберем значения функции ψ~ (⋅) на этих последовательностях 
таким образом, чтобы выполнялись условия (4): 

),,(,...),,(~),,(,...),,(~ 1
1221

1
11

1
1432 χψχψ tBRttttBRttt ∈∈ −  
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где Ω∈1
1t ; из (5) вытекает, что это можно сделать. Если множество 

),( 1
1

1 χtBR −  или ),( 1
12 χtBR  содержит более одного элемента, возьмем 

любой из них. 
Далее, подставляя в (4) последовательность (t2, t3, …) в качестве 

аргумента функции ψ~ (⋅), выберем 
,...)),,(~,(,...),,(~,...)),,(~,(,...),(~

32
1
2132

1
2322

1
243 tttBRttttttBRtt ψϕψϕ ∈∈ −  

а, подставляя ( 1
1t , t2, t3, …), выберем 

,...)),,(~,(,...),,,(~
21

1
1

2
1121

1
1

2
1 ttttBRtttt ψϕ ∈  (здесь Ω∈2

1
1
2 ,tt ). 

Продолжая подставлять уже полученные значения в соотноше-
ния (4), можно последовательно определить значения функции ϕ~ (⋅) 
на всех последовательностях вида 
(6) ( k

mt , 1−k
mt , …, 2

mt , 1
mt , tm, tm+1, …),   k

mt , 1−k
mt , …, 2

mt , 1
mt  ∈ Θ, 

где (m + k) – нечетное, и значения функции ψ~ (⋅) на последователь-
ностях вида (6) с четным (m + k). Далее будем считать, что в (6) при 
m>1 выполняется 1

mt  ≠ tm-1 – тогда представление в виде (6) является 

однозначным. 
Алгоритм определения значения функций на последовательно-

стях вида (6) состоит из двух этапов. На первом этапе полагаем 
ϕ~ (T)=χ и определяем значения соответствующих функций на по-
следовательностях ωm(T) = (tm, tm+1, …), m > 1 (т. е. при k = 0), попе-
ременно применяя отображения 1

1
−BR  и 1

2
−BR . 

На втором этапе для определения значения соответствующих 
функций на последовательностях (6) при k ≥ 1 исходим из опреде-
ленного на первом этапе значения на последовательности 
(tm, tm+1, …), применяя попеременно отображения BR1 и BR2. 

Согласно лемме 1 все последовательности вида (6) имеют бес-
конечную глубину. Согласно лемме 4 все они попарно различны 
(если бы какие-либо две последовательности вида (6) совпадали, это 
противоречило бы бесконечности глубины). Поэтому, определяя 
значения функций ϕ~ (⋅) и ψ~ (⋅), мы не рискуем присвоить одному и 
тому же аргументу разные значения функции. 

Таким образом, мы определили значения функций ϕ~ (⋅) и ψ~ (⋅) 
на последовательностях вида (6) таким образом, что эти функции по-
прежнему удовлетворяют условиям (4) (т. е. являются точечным 
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равновесием Байеса–Нэша) и при этом ϕ~ (T) = χ. Утверждение 2.10.1 
доказано. • 

Итак, выше введено понятие точечного равновесия Байеса–
Нэша. Доказано, что при выполнении дополнительных условий (5) 
любое допустимое действие агента, имеющего структуру информи-
рованности бесконечной глубины, является равновесным. (Все 
рассмотрения проводились для игры с двумя участниками, однако 
можно выдвинуть гипотезу о том, что полученный результат допус-
кает обобщение на случай игры с произвольным числом участни-
ков.) Это обстоятельство, по-видимому, свидетельствует о нецелесо-
образности рассмотрения структур бесконечной глубины как в 
терминах информационного равновесия, так и в терминах равнове-
сия Байеса–Нэша. 

В более общем плане можно отметить, что доказанное утвер-
ждение является аргументом (причем не единственным, см., напри-
мер, разделы 2.6 и 3.2) в пользу неизбежной ограниченности ранга 
информационной рефлексии принимающих решение субъектов. 

 
 

2.11. ИНФОРМАЦИОННОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
 
С точки зрения системного анализа любая система задается пе-

речислением ее состава, структуры и функций. Поэтому, в том числе 
и модель организационной (ОС), социальной, экономической (ак-
тивной) системы определяется заданием [112]: 
§ состава ОС (участников, входящих в ОС, то есть ее элемен-

тов); 
§ структуры ОС (совокупности информационных, управляю-

щих, технологических и других связей между участниками ОС); 
§ множеств допустимых стратегий участников ОС, отражаю-

щих, в том числе, институциональные, технологические и другие 
ограничения их совместной деятельности; 
§ целевых функций участников ОС, отражающих их предпочте-

ния и интересы; 
§ информированности – той информации, которой обладают 

участники ОС на момент принятия решений о выбираемых стратеги-
ях; 
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§ порядка функционирования: последовательности получения 
информации и выбора стратегий участниками ОС. 

Состав определяет, «кто» входит в систему, структура – «кто с 
кем взаимодействует» (с этой точки зрения порядок функциониро-
вания тесно связан со структурой системы, так как первый определя-
ет причинно-следственные связи и порядок взаимодействия), допус-
тимые множества – «кто что может», целевые функции – «кто что 
хочет», информированность – «кто что знает». 

Управление ОС, понимаемое как воздействие на управляемую 
систему с целью обеспечения требуемого ее поведения, может затра-
гивать каждый из шести перечисленных параметров ее модели. 
Следовательно, первым основанием системы классификаций меха-
низмов управления ОС (процедур принятия управленческих реше-
ний) является предмет управления – изменяемая в процессе и ре-
зультате управления компонента ОС. По этому основанию можно 
выделить: управление составом, управление структурой, институ-
циональное управление (управление «допустимыми множествами»), 
мотивационное управление (управление предпочтениями и интере-
сами) – эти виды управления подробно рассмотрены, например, в 
[112], информационное управление (управление информацией, 
которой обладают участники ОС на момент принятия решений) и 
управление порядком функционирования (управление последова-
тельностью получения информации и выбора стратегий участниками 
ОС) [113]. Отметим, что обычно в рамках теоретико-игровых моде-
лей управление порядком функционирования рассматривается как 
управление структурой, поэтому можно и не рассматривать отдельно 
этот тип управления. 

Обсудим кратко специфику некоторых типов управлений27. 
Институциональное управление является наиболее жестким и 

заключается в том, что центр целенаправленно ограничивает множе-
ства возможных действий и результатов деятельности агента. Такое 
ограничение может осуществляться явными или неявными воздейст-
виями – правовыми актами, распоряжениями, приказами и т.д. или 
морально-этическими нормами, корпоративной культурой и т.д. 

                                                           
27 Естественно, на практике иногда трудно выделить в явном виде управление того 
или иного типа, так как они используются (и должны использоваться!) одновремен-
но. 
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Мотивационное управление является более «мягким», чем ин-
ституциональное, и заключается в целенаправленном изменении 
предпочтений (функции полезности) агента. Такое изменение может 
осуществляться введением системы штрафов и/или поощрений за 
выбор тех или иных действий и/или достижение определенных 
результатов деятельности. Широкий класс примеров моделей моти-
вационного управления составляют задачи планирования и стимули-
рования [112]. В случае, например, задачи стимулирования, мотива-
ционное управление заключается в непосредственном (входящем в 
функцию полезности аддитивно) вознаграждении агента за выбор 
определенных действий. 

Наиболее «мягким» (косвенным), по сравнению с институцио-
нальным и мотивационным, и в то же время наименее исследован-
ным (с точки зрения формальных моделей) является информацион-
ное управление, которое является основным предметом 
рассмотрения в данной работе. 

Предметом настоящей работы является вполне определенное 
управляющее воздействие – информационное, т. е. целенаправлен-
ное влияние на информированность агентов. Отметим, что, помимо 
теоретико-игровых, существуют и другие подходы к моделированию 
информационного управления (см. [81, 96, 154, 161]). 

Предлагаемая общая модель информационного управления 
представлена на Рис. 29. 

Модель включает в себя агента (агентов) и управляющий орган 
– центр. Каждый агент характеризуется циклом «информирован-
ность агента → действие агента → наблюдаемый агентом результат 
→ информированность агента», и у разных агентов эти три компо-
ненты цикла являются, вообще говоря, различными. В то же время, и 
это отражает надпись «Агент(ы)» на Рис. 29, можно считать этот 
цикл общим для всей управляемой подсистемы, т. е. для всего набо-
ра агентов. 

Что касается взаимодействия агента (агентов) и центра, то оно 
характеризуется: 
§ информационным воздействием центра, формирующим ту или 

иную информированность агента (агентов). Отметим, что можно 
рассматривать и воздействие центра на наблюдаемый агентом (аген-
тами) результат, т. е. «центр → наблюдаемый результат» на Рис. 29. 
Однако это рассмотрение (в некотором смысле сближающее инфор-
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мационное управление с мотивационным) выходит за рамки настоя-
щей работы; 
§ реальным результатом действия агента (агентов), который ока-

зывает влияние на интересы центра. 
 
 

 
ДЕЙСТВИЕ 

НАБЛЮДАЕМЫЙ 
РЕЗУЛЬТАТ 

ИНФОРМИ-
РОВАННОСТЬ 

Агент(ы) 

Управляющий 
орган (центр) 

Управляющее 
воздействие 

Реальный 
результат 

 
 

Рис. 29. Модель информационного управления 
 

Обсудим модель, изображенную на Рис. 29, более подробно. 
Математическим аппаратом, моделирующим теоретико-игровое 

взаимодействие агентов, являются рефлексивные игры, в которых 
агенты выбирают действия на основе своих структур информиро-
ванности – иерархии представлений о существенных параметрах 
ситуации («состоянии природы»), представлений о представлениях 
оппонентов (других агентов) и т. д. Таким образом, в терминах 
рефлексивных игр информированность агента моделируется при 
помощи его структуры информированности (соответственно, ин-
формированность всей управляемой подсистемы моделируется при 
помощи структуры информированности игры, являющейся объе-
динением структур информированности агентов). 

Исходя из своей структуры информированности, агент выбирает 
то или иное действие. Для заданной структуры информированности 
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действия агентов являются компонентами информационного равно-
весия, являющегося решением рефлексивной игры. Информационное 
равновесие является обобщением равновесия Нэша – наиболее рас-
пространенной концепции решения некооперативных игр. 

Информированность агента о ситуации и о представлениях оп-
понентов может быть, вообще говоря, неадекватной. Поэтому на-
блюдаемый агентом результат рефлексивной игры может как соот-
ветствовать его ожиданиям, так и не соответствовать им. 
Соответствие определяется двумя факторами: 

1) насколько адекватно информирован агент на момент выбора 
своего действия; 

2) насколько подробную информацию о результатах игры он на-
блюдает. 

Например, наблюдаемым результатом может быть значение его 
целевой функции, действия оппонентов, истинное значение неопре-
деленного параметра и пр. В общем случае агент наблюдает значе-
ние некоторой функции, зависящей от состояния природы и дейст-
вий оппонентов. Эта функция называется функцией наблюдения, и 
воздействие ее значения на информированность отображено на 
рисунке фрагментом «наблюдаемое дейст-
вие → информированность». Если все агенты наблюдают именно тот 
результат, на какой рассчитывают (т. е. реальное значение функции 
наблюдения каждого агента равно ожидаемому), то естественным 
является предположение о том, что структура информированности 
не меняется. В этом случае информационное равновесие является 
стабильным (см. раздел 2.7). 

Рассмотрим теперь взаимодействие агентов с центром. Осуще-
ствляя информационное управление, центр стремится к максимиза-
ции своей полезности (разумеется, это относится и к другим типам 
управления). Если считать, что центр может сформировать любую 
структуру информированности из некоторого допустимого множе-
ства, то задачу информационного управления можно сформулиро-
вать следующим образом: найти такую структуру информированно-
сти из допустимого множества структур, чтобы полезность центра в 
информационном равновесии была максимальной (быть может, с 
учетом затрат центра на формирование структуры). Более формаль-
ная постановка задачи информационного управления содержится в 
настоящем разделе ниже. 
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Подчеркнем следующее важное обстоятельство: в рамках пред-
лагаемой модели мы исходим из предположения о том, что центр 
может сформировать у агентов любую структуру информированно-
сти. За рамками наших рассмотрений остается вопрос о том, каким 
образом центру следует «убедить» агентов в том, что имеют место те 
или иные состояния природы и представления оппонентов. Вопрос о 
том, как центру надлежит формировать соответствующую структу-
ру, требует особого рассмотрения с привлечением данных психоло-
гии и социологии – см., например, [22, 48, 153, 154], а также разделы 
2.12-2.14 и четвертую главу настоящей работы. 

Перейдем к формальной постановке задачи. Пусть на множестве 
действий реальных агентов и структур информированности задана 
целевая функция центра Φ(x, I). Пусть, далее, центр может сформи-
ровать любую структуру информированности из некоторого множе-
ства ℑ’. При структуре информированности I ∈ ℑ’ вектор действий 
реальных агентов является элементом множества равновесных век-
торов ΨX(I). Множество ΨX(I) может быть пустым, тогда центр, 
ввиду отсутствия равновесия, не может рассчитывать на тот или 
иной исход игры. Поэтому введем множество допустимых структур, 
для которых существует хотя бы одно равновесие: 
ℑ = {I ∈ ℑ’ | ΨX(I) ≠ ∅}. 

Если при заданной структуре I ∈ ℑ множество равновесных век-
торов ΨX(I) состоит более чем из одного элемента, то обычно (см., 
например, [112]) принимается одно из следующих двух предположе-
ний: 

1. гипотеза благожелательности (ГБ), состоящая в том, что у 
центра есть возможность обеспечить выбор агентами «нужного» 
равновесия; 

2. принцип максимального гарантированного результата 
(МГР), состоящий в том, что центр рассчитывает на наихудшее для 
себя равновесие игры агентов. 

В соответствии с ГБ и МГР получаем, соответственно, поста-
новку задачи информационного управления в двух вариантах: 
(1) max;),(max

)(
 →Φ ℑ∈Ψ∈ IIx

Ix
X

 

(2) .max),(min
)(

 →Φ ℑ∈Ψ∈ IIx
Ix

X

 

Разумеется, в случае, когда для любого I ∈ ℑ множество ΨX(I) 
состоит ровно из одного элемента, (1) и (2) совпадают. 
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Задачу (1) (либо (2)) будем называть задачей информационного 
управления в форме целевой функции. 

Опишем теперь задачу информационного управления в не-
сколько иной постановке, не зависящей от целевой функции центра. 
Пусть центр стремится добиться от агентов выбора вектора действий 
x ∈ X'. Зададимся вопросом: для каких векторов x и каким образом 
(т. е. при помощи формирования какой структуры I) центр может это 
сделать? Иначе говоря, вторая возможная постановка задачи инфор-
мационного управления состоит в нахождении множества дости-
жимости – множества векторов x ∈ X', для каждого из которых 
множество структур ΨI(x) ∩ ℑ  
(3)  непусто, либо 
(4)  состоит ровно из одного элемента, 
а также соответствующих допустимых структур информированности 
I ∈ ΨI(x) ∩ ℑ для каждого такого вектора x. Условие (3) соответству-
ет ГБ, условие (4) – МГР. 

Задачу (3) (либо (4)) будем называть задачей информационного 
управления в форме множества достижимости. 

Еще раз подчеркнем, что вторая постановка не зависит от целе-
вой функции центра и отражает лишь его возможность при помощи 
информационного управления привести систему в то или иное со-
стояние. 

Как в первой, так и во второй постановке центр может либо ин-
тересоваться, либо не интересоваться стабильностью получившегося 
информационного равновесия. Если требуется осуществить стабиль-
ное информационное управление, т. е. привести систему в стабиль-
ное информационное равновесие, то в приведенных выше постанов-
ках требуется заменить Ψ на Ψs, а термины «равновесие» и 
«равновесный» – на «стабильное равновесие» и «стабильно-
равновесный» соответственно. 

Подытожим вышесказанное. Задачу информационного управле-
ния будем рассматривать 
§ в форме целевой функции либо множества достижимости; 
§ с использованием гипотезы благожелательности (ГБ) либо 

принципа максимально гарантированного результата (МГР); 
§ с требованием стабильности или без требования стабильности. 
Выбор одного из этих восьми вариантов определяется конкрет-

ной моделируемой ситуацией. Однако в любом случае необходимым 
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(и, как показывает опыт, наиболее сложным и трудоемким для ис-
следователя) этапом является установление связи между структурой 
информированности и вектором действий агентов, т. е. исследование 
информационного равновесия. 

В четвертой главе рассмотрен ряд частных моделей информаци-
онного управления в различных прикладных областях, и для каждой 
модели мы будем оговаривать наиболее адекватную (с точки зрения 
автора) постановку задачи. 

В данном разделе приводится общая схема исследования задач 
информационного управления. Не претендуя на исчерпывающий 
охват всех возможных случаев, эта схема описывает общую логику 
теоретико-игрового анализа (см. Рис. 30) [171]. 
§ Этап 1. Описание множества управляемых субъектов (аген-

тов), их допустимых действий и целевых функций. Заметим, что этот 
этап является необходимым при теоретико-игровом подходе к 
управлению (не только информационному) социально-
экономическими системами. 
§ Этап 2. Формализация имеющейся в ситуации неопределен-

ности – неопределенного параметра, значение которого не является 
общим знанием между агентами. Если не накладывать заранее огра-
ничения на множество возможных значений неопределенного пара-
метра, то всегда можно считать (см., например, [243, с. 77]), что этот 
параметр является аргументом целевых функций агентов. 
§ Этап 3. Определение множества информационных структур 

(см. раздел 2.1), которые могут быть сформированы управляющим 
органом (центром). 

В результате этих трех этапов, составляющих предваритель-
ную стадию исследования, мы получаем теоретико-игровое описа-
ние ситуации. Отметим, что в настоящей работе, как правило, при-
нимается предположение о том, что центру известно истинное 
значение неопределенного параметра. 

 



 119

 

 

Описание множества 
агентов, их допустимых 
действий и целевых 

функций 

Формализация 
неопределенности 

Определение множества 
информационных структур 

Вычисление 
информационного 

равновесия 

Исследование 
стабильности 

Определение наилучшей 
информационной 

структуры 

Разработка 
информационного 

воздействия 

ПРЕДВАРИТЕЛЬНАЯ 
СТАДИЯ 

ЗАВЕРШАЮЩАЯ 
СТАДИЯ 

ОСНОВНАЯ 
СТАДИЯ 

 
Рис. 30. Этапы исследования задач  информационного управления 

 
§ Этап 4. Вычисление (для структур, определенных на преды-

дущем этапе) информационного равновесия – зависимости между 
информационной структурой и действиями агентов. 
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§ Этап 5. Исследование стабильности информационного равно-
весия. Если равновесие стабильно – установление его истинности 
либо ложности. 
§ Этап 6. Определение наиболее целесообразной постановки 

задачи информационного управления и нахождение информацион-
ной структуры, являющейся ее решением. Нахождение этого реше-
ния, как правило, облегчается в случае, когда рефлексивные отобра-
жения являются стационарными и, следовательно, нужная 
информационная структура довольно проста. 

В результате этапов 4–6, составляющих основную стадию ис-
следования, мы получаем информационную структуру, которую 
надлежит сформировать у агентов для достижения стоящих перед 
управляющим органом целей. 
§ Этап 7. Разработка информационного воздействия на агентов, 

приводящего к формированию найденной на этапе 6 информацион-
ной структуры. 

Этап 7, составляющий завершающую стадию исследования, в 
значительной степени лежит за рамками теоретико-игрового подхо-
да и относится к области психологии и социологии. В данной работе 
описаны лишь некоторые виды информационных воздействий, 
меняющих те или иные компоненты информационной структуры 
игры (см. разделы 2.12-2.14 и главу 4). 

 
 

2.12. МОДЕЛИРОВАНИЕ ИНФОРМАЦИОННЫХ 
ВОЗДЕЙСТВИЙ 

 
В рамках принятой в данной работе (точнее – в данной главе) 

модели принятия решений, действия агента определяются не чем 
иным, как его информированностью о состоянии природы и пред-
ставлениях оппонентов (других агентов). Поэтому весьма важным 
является вопрос о том, каким образом информационные воздействия 
центра влияют на эти представления. Иными словами, вопрос состо-
ит в следующем: как формируется информационная структура игры 
в зависимости от тех или иных информационных воздействий цен-
тра. 

Здесь необходимо признать, что сколько-нибудь исчерпываю-
щий ответ на этот вопрос, по видимому, невозможно получить, 
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оперируя исключительно математическими (и, в частности, теорети-
ко-игровыми) моделями. Это обусловлено в первую очередь тем, что 
процесс усвоения человеком той или иной информации в очень 
большой степени обусловлен факторами социально-
психологического порядка. Как отмечено в [51, с. 81], «секрет высо-
коэффективного информационного управления – обращение к бес-
сознательному, в использовании приемов снятия барьеров воспри-
ятия и преодоления естественной толерантности человека к 
восприятию нового». 

Понятно, с какими трудностями связана формализация этого 
процесса, когда речь идет о принятии решения умным и рациональ-
ным агентом (intelligent ratoinal decision-maker [243, p. 1]) – «глав-
ным героем» работ по теории игр. Все разработанные на данный 
момент концепции решения игры основываются, явно или неявно, на 
уже существующей к моменту начала игры структуре информиро-
ванности28. Что было «до начала игры», как сложилась та или иная 
информированность – этот вопрос остается за рамками обсуждения. 
По-видимому, здесь проходит некая граница между реальным чело-
веком и модельным «умным рациональным агентом». 

Отдавая себе отчет в тех ограничениях, которые присущи мате-
матическому моделированию человеческого поведения (и, в частно-
сти, теоретико-игровому подходу к информационному управлению), 
рассмотрим возможные виды информационных воздействий. 

В [138, с. 133] приведена следующая классификация информа-
ционных воздействий: 

(1) входные данные – «сухие» факты; 
(2) входные данные – логически обоснованные выводы, анали-

тические суждения, опирающиеся на определенный набор фактов; 
(3) входные данные – эмоционально окрашенные утверждения, 

опирающиеся на «хорошо/плохо», «морально/аморально», «нравст-
венно/безнравственно» и т. п. 

Согласно [140, с. 203], новая информация, на основании которой 
агенты принимают решения, делится на  

(4) жесткую, содержащую только реальные данные и факты; 
                                                           
28 Не являются исключением и многошаговые игры, где в ходе разыгрывания игры 
может происходить изменение информированности участников (в том числе в силу 
информационного обмена между ними) – ведь и у многошаговой игры существует 
некий начальный момент и, соответственно, начальная информированность участ-
ников. 
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(5) мягкую, которая включает прогнозы и оценки. 
Очевидна аналогия между пунктами (1) и (4), а также (2) и (5). О 

них речь пойдет несколько ниже, а сейчас остановимся подробнее на 
пункте (3). 

В пункте (3) речь идет, по сути дела, об этическом аспекте ин-
формации и, соответственно, об этическом аспекте тех или иных 
решений. По-видимому, единственной пока попыткой формального 
описания этого аспекта являются работы В.А. Лефевра [76, 80, 82], а 
также других авторов, развивающих предложенную им модель 
этического выбора – см. [149, 150, 178] и др. В этих работах предпо-
лагается, что принимающий решение агент осуществляет рефлексию 
первого рода [101, 121], т. е. занимает позицию наблюдателя по 
отношению к своему поведению, своим мыслям и чувствам. В агенте 
существует несколько соотнесенных друг с другом уровней, в част-
ности, уровень, «отвечающий» за этический аспект выбора. Итого-
вое решение агента определяется как влиянием внешней среды, так и 
состоянием этих уровней. 

В теории игр (а также и в данной работе) агент понимается как 
индивид, т. е. «неделимый», и осуществляет рефлексию второго 
рода – относительно принятия решений оппонентами. Поэтому, 
оставив пункт (3) за рамками наших рассмотрений, обратимся к 
пунктам (1), (4) и (2), (5). 

Структура информированности i-го агента (см. раздел 2.1) 
включает в себя представления: 

– о состоянии природы (θi); 
– о представлениях оппонентов (θiσ , σ ∈ Σ+). 
Сообщение как первого, так и второго может быть элементом 

информационного воздействия. Иными словами, центр может сооб-
щить агенту (агентам) информацию как о состоянии природы (т. е. о 
значении неопределенного параметра), так и о представлениях оп-
понентов. 

Соответственно, мы получаем следующие виды информацион-
ных воздействий: 

(i) информационное регулирование; 
(ii) информационное управление. 
Они примерно соответствуют пунктам (1), (4). 
Что касается пунктов (2), (5), то им примерно соответствует та-

кой вид информационного воздействия, как 
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(iii) активный прогноз, 
представляющий собой сообщение информации о будущих значени-
ях неких параметров, зависящих от состояния природы и действий 
агентов [117]. 

В последующих разделах мы рассмотрим указанные три вида 
информационных воздействий (i–iii) более подробно. 

Простейшим случаем информационного воздействия является 
следующий: центр собрал вместе всех агентов и во всеуслышание 
сообщил им значение неизвестного параметра θ  – величину θ~ . В 
этом случае естественно предположить, что образовавшаяся струк-
тура информированности игры имеет глубину 1 и состоит из единст-
венного элемента θ~ , т. е. для любых i ∈ N и σ ∈ Σ выполняется 
равенство θiσ = θ~ . Иными словами, общим знанием среди агентов 
становится то, что неопределенный параметр равен θ~ . 

Такое информационное регулирование называется однород-
ным [36, 117]. Предположение о том, что при сообщении центром 
единственной величины θ~  она становится общим знанием, назовем 
предположением П0. Собственно говоря, предположение П0 означа-
ет, что агенты доверяют центру, и это является общим знанием. 

Более сложным случаем информационного регулирования явля-
ется следующий: центр сообщает i-му агенту θi – значение неизвест-
ного параметра θ. В этом случае примем предположение П1, со-
стоящее в том, что образовавшаяся структура информированности 
игры состоит из n элементов и при этом для любых i ∈ N и σ ∈ Σ 
выполняется равенство θiσ = θi. Иными словами, каждый i-й агент 
считает общим знанием, что неопределенный параметр равен θi. 
Образующаяся при этом структура информированности имеет, 
вообще говоря, глубину 2. 

Такое информационное регулирование называется неодно-
родным [36, 117]. Ясно, что однородное информационное регулиро-
вание является частным случаем неоднородного (при этом 

θθθθ
~...21 ==== n и структура информированности имеет глуби-

ну 1). 
Пусть теперь центр сообщает i-му агенту не только значение 

неизвестного параметра, но и то, что о значении параметра думают 
другие агенты. Таким образом, i-му агенту сообщается набор чисел 
θij (j = 1, 2, …, n) – представлений о неизвестном параметре каждого 
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j-го агента. Примем в этом случае предположение П2, состоящее в 
следующем: i-й агент считает, что каждый j-й агент, j≠i, субъективно 
считает значение неопределенного параметра θij общим знанием. В 
этом случае образовавшаяся структура информированности игры 
имеет глубину 3 и любых i, j ∈ N, j≠i, и σ ∈ Σ выполняется равенство 
θijσ = θij. 

Эта ситуация является примером информационного управле-
ния. 

Рассмотрим иллюстративный пример. В [162, с. 235] описан 
психологический эксперимент, проведенный изучавшим психоло-
гию бизнесменом, владельцем компании, импортирующей в США 
говядину. «Торговые агенты позвонили, как обычно, постоянным 
клиентам компании – закупщикам говядины для супермаркетов и 
других точек, торгующих продуктами в розницу, и одним из трех 
способов предложили им сделать заказ. Одни клиенты услышали 
предложение, сделанное в стандартной форме. Другим клиентам 
дополнительно была предоставлена информация о том, что поставки 
импортной говядины будут сокращены в ближайшие несколько 
месяцев. Третья группа клиентов получила те же сведения, что и 
вторая группа, а также информацию о том, что мало кто узнает о 
предстоящем сокращении поставок, так как эти сведения поступили 
из надежного, но засекреченного источника. 

… По сравнению с клиентами, которым было сделано торговое 
предложение в стандартной форме, те клиенты, которым было также 
сказано о дефиците говядины, заказали ее в два раза больше… Кли-
енты, которые решили, что владеют «исключительной» информаци-
ей… приобрели в шесть раз больше говядины, чем клиенты, кото-
рым было сделано торговое предложение в стандартной форме». 

В этом примере (более подробно он рассмотрен в разделе 4.73) 
отчетливо видно осуществление информационного регулирования 
(«поставки импортной говядины будут сокращены») и рефлексивно-
го управления («поставки импортной говядины будут сокращены… 
мало кто узнает о предстоящем сокращении поставок»).  

Ряд модельных примеров осуществления информационного ре-
гулирования и рефлексивного управления приведен в главе 6. Отме-
тим, что более детальная классификация и исследование рефлексив-
ного управления представляется перспективным направлением 
дальнейших исследований. 
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В заключение данного раздела отметим, что на сегодняшний 
день существует несколько трактовок терминов «рефлексия» и 
«информационное управление» или «рефлексивное управление». В 
том числе, в рамках подходов школы В.А. Лефевра (см.  [69, 78, 81, 
149, 178] и др.), подходов «методологической школы» [4, 38, 179], 
подходов «психолого-педагогического» направления [98, 145, 155] и 
др., «рефлексивности по Дж. Соросу» [44-46, 147] и многих других 
(см., например, труды ежегодного симпозиума «Рефлексивные про-
цессы и управление» под руководством В.А. Лефевра и 
В.Е. Лепского, а также одноименный журнал). 

Вернемся теперь к вопросу, каким образом центр может форми-
ровать те или иные структуры информированности. Для этого в 
качестве примера приведем модель так называемых простых сооб-
щений [139], для которых удается охарактеризовать множество 
реализуемых ими структур информированности. 

Простые сообщения. Простое сообщение заключается в сле-
дующем. Агенты в некотором составе собираются, и центр29 сооб-
щает им значение неопределенного параметра θ ∈ Θ. Делается пред-
положение, что все собравшиеся верят сообщенной им информации. 
Кроме этого, каждый видит, что его сосед теперь тоже осведомлен 
об этом значении неопределенного параметра, а также что тот видит, 
что другой сосед осведомлен и т.д. Т.е. тот факт, что сообщение о 
значении неопределенного параметра воспринимается на веру всеми 
присутствующими при этом сообщении агентами, является общим 
знанием среди этих агентов. 

Более формально простое сообщение означает следующее. Для 
множества агентов G ⊆ N определим 

G%  = {σ ∈ Σ | в σ содержатся индексы только из G}. 
Под простым информационным воздействием (простым сооб-

щением), обозначаемым s ≡ G[θ], где G ⊆ N, а θ ∈ Θ, будем понимать 
присваивание элементам структуры информированности θσ значения 
θ для каждой непустой последовательности индексов σ ∈ G% . 

Агенты могут так собираться не один раз, а несколько, причем в 
разных составах, и сообщения о значении неопределенного парамет-
ра могут быть различными. При этом делается предположение, что 
агенты, которые уже были на предыдущих «собраниях», верят вновь 
                                                           
29 Центром, который делает сообщение, может быть, в частности один из агентов. 
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сообщенной информации. Тогда скажем, что процедура простых 
сообщений заключается в том, что центр формирует структуру ин-
формированности путем выбора конечной последовательности 
простых информационных воздействий 

П ≡ {s1, s2,…, sk} ≡ {si} ≡ {Gi[θi]}, 
где Gi ⊆ N, θi ∈ Θ, которые последовательно изменяют структуру 
информированности по описываемому в определении простого 
сообщения закону. 

Исследуем вопрос о том, все ли возможные структуры инфор-
мированности может таким образом создать центр, а если не все, то 
какие, как их можно описать, какой они могут быть глубины, слож-
ности и т.д. Начнем со следующего утверждения. 

Утверждение 2.12.1. Для любой последовательности П найдется 
такая, которая формирует ту же структуру информированности и для 
которой при q < m Gq не является подмножеством Gm. 

Доказательство. Суть утверждения 2.12.1 состоит в том, что не 
имеет смысла вызывать на отдельное «собрание» маленькую группу 
«раньше» большой, которая ту включает. Если Gq ⊆ Gm, то q mG G⊆% % . 
А это значит, что всем элементам структуры информированности, 
измененным простым информационным воздействием Gq[θq], будет 
присвоено новое значение воздействием Gm[θm]. Делаем вывод, что в 
таком случае можно не прибегать к воздействию Gq[θq] вообще, и 
будет сформирована та же структура информированности. Из после-
довательности воздействий {si} удалим sq и так же поступим во всех 
подобных случаях. Полученная последовательность будет обладать 
свойствами, указанными в формулировке утверждения. ● 

Заметим, что если все множество агентов N не было на общем 
собрании, то останется неопределенным хотя бы элемент θ12…n в 
структуре информированности. Поэтому будем всегда в дальнейшем 
полагать, что G1 = N, т. е. первая вызванная группа агентов – все 
множество N. Также мы будем всегда полагать, что последователь-
ность П удовлетворяет утверждению 2.12.1 (при q < m Gq не является 
подмножеством Gm), из которого и следует целесообразность собра-
ния самой большой группы агентов первой. 

Теперь, что очевидно из определения простого информационно-
го воздействия, можно утверждать, что заданная последовательность 
простых информационных воздействий П однозначным образом 
формирует некоторую структуру информированности IП. 
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Наряду с объективной последовательностью П рассмотрим 
субъективные последовательности Пσ для σ ∈ Σ+, которые имеют 
место с точки зрения реальных или фантомных агентов. Если какого 
то сообщения si не было с точки зрения агента σ (он не был на соот-
ветствующем «собрании»), то в последовательности Пσ поставим на 
i-м месте символ пустого множества ∅, в противном случае помес-
тим туда сообщение si и будем условно писать iΠσ  = si. Заметим, что 

при сделанных нами предположениях всегда выполнено 1Πσ  = s1. 
Определим операцию пересечения для последовательностей 

простых информационных воздействий Пσ ∩ Пσ'. Это тоже последо-
вательность сообщений, причем (Пσ ∩ Пσ')i = si в том и только в том 
случае, если iΠσ  = si и '

iΠσ  = si, в противном случае на i-м месте 
поставим значок ∅. Т.е. эту операцию можно определить как поэле-
ментное пересечение по правилам:  

si ∩ si = si ;  si ∩ ∅ = ∅ ∩ si = ∅ ∩ ∅ = ∅. 
Определим последовательность сообщений Пj, которую видит 

реальный агент j ∈ N, следующим образом: i
jΠ  = si, если j ∈ Gi, и 

i
jΠ  = ∅ в противном случае. Мы тем самым предполагаем, что агент 

знает о существовании только тех совещаний, на которых он присут-
ствовал. 

Теперь определим, что такое, например, П12, т. е. последова-
тельность сообщений, которую «видит» второй агент с точки зрения 
первого. Сюда надо отнести те совещания из П1, на которых присут-
ствовал также второй агент, т. е.: i

12Π  = si, если {1, 2} ⊆ Gi, и 
i
12Π  = ∅ в противном случае. Легко видеть, что П12 = П1 ∩ П2. 
Обобщим это определение до Пσ для произвольного σ ∈ Σ+. 

Обозначим Mσ ⊆ N – тех агентов, которые присутствуют в последо-
вательности индексов σ ∈ Σ+. Тогда для каждой σ ∈ Σ+ определим 
Пσ = j

j M

П
σ∈

∩ . 

Выше мы отмечали, что заданная последовательность простых 
информационных воздействий П однозначным образом формирует 
некоторую структуру информированности IП. Это утверждение 
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позволяет сделать вывод о том, что если какие-либо два агента (ре-
альных или фантомных) λ и μ видели одну и ту же последователь-
ность сообщений, т. е. Пλ = Пμ, то в их сознании сформируется одна 
и та же структура информированности, т. е. Iλi = Iμi для любого i ∈ N. 
Это есть определение одинаковой информированности агентов λ и μ 
(см. раздел 2.2). Сформулируем это как утверждение. 

Утверждение 2.12.2. Пусть λ, μ ∈ Σ+. Тогда если Пλ = Пμ, то 
агенты λ и μ одинаково информированы, (т. е. Iλi = Iμi для любого 
i ∈ N). 

Обратное в общем случае неверно, т.к. некоторые сообщения 
могут не изменять информированность. Приведем пример. 

Пример 2.12.1. Пусть N = {1, 2}, s1 = {1, 2}[5], s2 = {1}[5]. 
Структура информированности тривиальная, все элементы в ней 
равны одному и тому же значению 5, т. е. θσ = 5 ∀ σ ∈ Σ+. Поэтому 
имеем, что I1i = I2i ∀ i ∈ N, т. е. агенты 1 и 2 одинаково информиро-
ваны. Но в то же время П = П1 = {s1, s2} ≠ П2 = {s1, ∅}. ● 

Если Mλ = Mμ, то в силу определения Пλ = Пμ, а значит, агенты λ 
и μ одинаково информированы. А пример 2.12.1 демонстрирует, что 
утверждение (Mλ ≠ Mμ ⇒ агенты λ и μ не являются одинаково ин-
формированными) в общем случае не имеет места. Но верно сле-
дующее 

Утверждение 2.12.3. Пусть λ, μ ∈ Σ+. Если Mλ ≠ Mμ, то существу-
ет такая последовательность простых сообщений П, при которой 
агенты λ и μ не будут одинаково информированными. 

Доказательство. Mλ ≠ Mμ означает, что ∃ i ∈ N: i ∉ Mλ ∩ Mμ. 
Пусть для определенности i ∈ Mλ, но i ∉ Mμ. Тогда рассмотрим 
следующую последовательность простых сообщений П   = {s1, s2}, 
где s1 = N[θ1], s2 = Mλ[θ2], причем θ1 ≠ θ2. В этом случае θλi = θ2, а 
θμi = θ1. А это означает, что Iλi ≠ Iμi, т. е. агенты λ и μ не являются 
одинаково информированными. ● 

Можно немного конкретизировать это утверждение, показав, 
что при определенных условиях сообщения, которые «видит» агент 
λ, но не «видит» агент μ, могут сделать их неодинаково информиро-
ванными. Самое простое – потребовать, чтобы во всех сообщениях 
все значения неопределенного параметра θi были попарно различны. 
Но мы немного ослабим это требование. 
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Утверждение 2.12.4. Пусть λ, μ ∈ Σ+. Пусть, далее, ∃ si = Gi[θi]: 
Mλ ⊆ Gi, Mμ ⊄ Gi и ¬∃ sk = Gk[θk]: Mμ ∪ Gi ⊆ Gk и θk = θi. Тогда агенты 
λ и μ не являются одинаково информированными. 

Доказательство. Обозначим Gi \ Mλ = P. Тогда возьмем произ-
вольного агента σ ∈ Σ такого, что Mσ = P (если P = ∅, то σ – пустая 
последовательность). Покажем неравенство θλλσ ≠ θμλσ. Т.к. 
Mλλσ = Mλ ∪ Mλ ∪ Mσ = Gi, и мы рассматриваем только такие последо-
вательности сообщений, когда сначала вызываются более крупные 
группы, а затем лишь более мелкие, то результат присваивания 
θλσ = θi сообщением si останется не измененным последующими 
сообщениями (уже не будет вызвана группа, которая включает в 
себя Gi). Для того чтобы было θμλσ = θi, необходимо чтобы 
∃ sk = Gk[θk]: Mμλσ ⊆ Gk и θk = θi. Но Mμλσ = Mμ ∪ Mλ ∪ Mσ = Mμ ∪ Gi, и 
не существование такого сообщения потребовано в условии утвер-
ждения. ● 

Подытожить рассуждения можно следующим образом. Для слу-
чая простых сообщений условие Mλ = Mμ и только оно является 
гарантией того, что агенты λ и μ окажутся одинаково информиро-
ванными. Это наталкивает на формулировку еще одного определе-
ния, которое станет главной темой следующего подраздела. 

Граф миров. Будем говорить, что агенты λ ∈ Σ+ и μ ∈ Σ+ при-
надлежат одному миру (из одного мира), если они заведомо одина-
ково информированы при любой последовательности сообщений Π. 

Подмножество множества реальных и фантомных агентов 
W ⊆ Σ+ назовем миром, если для любых λ, μ ∈ W справедливо Iλ ~ Iµ 
при любой последовательности сообщений Π. 

Из утверждений 2.12.2 и 2.12.3 следует следующее 
Утверждение 2.12.5. Агенты λ ∈ Σ+ и μ ∈ Σ+ принадлежат одно-

му миру при использовании процедуры простых сообщений тогда и 
только тогда, когда Mλ = Mμ. 

Для процедуры простых сообщений будем говорить, что данно-
му миру соответствует множество Z ⊆ N, если Z = Mλ, где λ – один из 
агентов этого мира. Удобно обозначать мир соответствующим ему 
множеством Z и говорить, что, например, в мире {1, 2} содержатся 
агенты 12, 21, 121, 212, 1212, 2121, … . 

Число различных миров – число непустых подмножеств множе-
ства реальных агентов N, т. е. 2n – 1, что есть конечное число. Теперь 
можно говорить о конечной сложности структуры информированно-
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сти, сформированной с помощью простых сообщений, т.к. легко 
убедиться в том, что в базисе структуры информированности может 
находиться лишь конечное число элементов. Для этого нужно пока-
зать, что число попарно нетождественных структур информирован-
ности конечно. Для этого сформулируем тривиальное 

Утверждение 2.12.6. Если фантомные агенты λ, μ ∈ Σ+ из одного 
мира и ω(λ) = ω(μ) (т. е. они оканчиваются на один и тот же индекс), 
то Iλ = Iμ. 

Доказательство. Если агенты из одного мира, они заведомо оди-
наково информированы. В частности это означает, что Iλω(λ) = Iμω(μ). 
Но в последовательностях индексов λ ω(λ) и μ ω(μ) последние два 
индекса одинаковые, и они «схлопываются» по аксиоме автоинфор-
мированности: Iλω(λ) = Iλ = Iμ = Iμω(μ). ● 

Теперь можно ограничить сверху число попарно нетождествен-
ных структур информированности в каждом конкретном мире. 

Утверждение 2.12.7. Пусть λ ∈ Σ+, тогда среди структур инфор-
мированности, соответствующим агентам из мира Mλ, попарно не-
тождественных найдется не больше мощности множества Mλ, кото-
рое в свою очередь не больше n. 

Доказательство. Если агент σ принадлежит данному миру, то по 
определению в записи σ должны быть использованы все индексы из 
множества Mλ и только они. В частности последний индекс в после-
довательности σ может быть тоже лишь из множества Mλ, поэтому из 
утверждения 6 сразу вытекает справедливость утверждения 2.12.7. ● 

Утверждение 2.12.8. При использовании простых сообщений 
формируется структура информированности I, которая имеет глуби-
ну γ(I) ≤ n и конечный базис, количество элементов в котором огра-

ничено сверху числом 1

1

2
n

k n
n

k
C k n−

=

=∑ . При этом существует после-

довательность простых сообщений Π, при которой эти оценки 
достигаются. 

Доказательство. Множество Mλ (λ ∈ Σ+) есть подмножество 
множества N, в котором n элементов, k – мощность множества Mλ. В 
зависимости от λ ∈ Σ+ k ∈ {1, 2, …, n}. Как известно, число различ-
ных подмножеств мощности k множества мощности n есть k

nC . 
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Применяя утверждение 2.12.7, получаем оценку сверху для числа 

элементов в базисе структуры информированности 
1

n
k
n

k
C k

=
∑ . 

Покажем, что γ(I) ≤ n. Возьмем произвольного агента σ ∈ Σ+, 
|σ| = m > n. Тогда в последовательности индексов σ присутствует, по 
крайней мере, одна пара одинаковых индексов. Удалив из σ тот 
индекс из этой пары, который не является последним, получим 
последовательность σ', |σ'| = m – 1. При этом второй индекс из пары 
остался, из чего следует, что Mσ = Mσ', т. е. агенты σ и σ' из одного 
мира. Мы не изменили последний индекс, поэтому ω(σ) = ω(σ'), но 
тогда Iσ = Iσ' по утверждению 2.12.6. Итак, мы показали, что ∀ σ ∈ Σ+: 
|σ| > n ∃ σ' ∈ Σ+: |σ'| < |σ| и Iσ = Iσ'. Следовательно γ(I) ≤ n. 

Рассмотрим последовательность простых сообщений 
Π = {s1, s2, …, sn+1}, где s1 = N[θ0], s2 = N\{1}[θ1], s3 = N\{2}[θ2], …, 
sn+1 = N \ {n}[θn], причем все θi ∈ Θ  попарно различны. Смысл ее в 
том, что каждый агент отсутствовал на одном совещании, где при-
сутствовали все остальные. Поэтому агенты из разных миров, как 
нетрудно убедиться, будут видеть различные последовательности 
сообщений. Различные θi взяты специально для того, чтобы обеспе-
чить условия утверждения 2.12.4, из которого сразу следует, что в 
этом примере любые два агента из различных миров не будут одина-
ково информированными. А это значит, что для структуры инфор-
мированности, сформированной этой последовательностью простых 
сообщений, указанные оценки будут достигаться. ● 

Ограниченное число элементов в базисе, а главное, ограничен-
ное количество миров, «внутри» которых агенты одинаково инфор-
мированы, позволяет именно для структур информированности, 
полученных с помощью механизма простых сообщений, ввести граф 
миров. 

Сначала рассмотрим, как одинаковая информированность отра-
жается на графе рефлексивной игры. Вершины графа будем отожде-
ствлять с агентами σ ∈ Σ+, чьи структуры информированности Iσ 
попали в базис общей структуры информированности I. Исходящая 
из агента дуга в графе рефлексивной игры обозначает адекватную 
информированность о нем, поэтому, если  от некого агента σ идет 
дуга к одному агенту из группы одинаково информированных, то от 
агента σ идет дуга и ко всем остальным из этой группы. Это обстоя-
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тельство наталкивает на мысль о том, чтобы объединить в графе 
агентов, которые заведомо будут одинаково информированы. Гаран-
тией этого, как мы знаем, является принадлежность агентов одному 
миру. Поэтому введем граф миров. Его вершинам соответствуют 
различные миры. Дуги в графе проводятся по следующему правилу. 
Если данному миру соответствует множество Z ⊆ N (напомним, что 
Z = Mλ, где λ – один из агентов данного мира) мощности m ≤ n, то в 
него входят (n – m) дуг от миров, которым соответствуют множества 
Z ∪ {j}, j ∈ N \ Z. В качестве примера изобразим граф миров для 
n = 2 и n = 3 (см. Рис. 31). 

Граф миров имеет такое же свойство, что и граф рефлексивной 
игры, в том плане, что если существует путь от одного мира к дру-
гому, то агенты второго мира адекватно информированы об агентах 
из первого мира. Вспомним, что агенты из одного мира одинаково 
информированы. Тогда можно сказать, что граф миров полностью 
отражает рефлексивную информированность агентов друг о друге, 
задаваемую структурой информированности, полученной с помо-
щью механизма простых сообщений. 

 
 

{1, 2, 3}

{1, 3} {2, 3}{1, 2}

{1} {2}

{3}

{1, 2}

{1} {2}

 
Рис. 31. Граф миров для двух (слева) и трех (справа) агентов 
 
Очевидно, что σ ∈ G%  ⇔ Mσ ⊆ G. Тогда можно сказать (см. оп-

ределение простого сообщения), что, если произошло присваивание 
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θσ = θ для агента σ, то оно произошло и для всех агентов из его мира, 
а также для всех агентов из миров, в которые на графе существует 
путь от данного мира. Поэтому можно на графе миров помечать в 
вершине значение неопределенного параметра θ ∈ Θ, и оно будет 
распространяться на весь этот мир, т. е. θτ = θ длялюбого τ из этого 
мира. 

Мы не случайно изобразили граф таким образом, что «большие» 
миры находятся выше более «мелких». Дело в том, что тут возможна 
следующая наглядная интерпретация. Будем различные значения 
неопределенного параметра θ ∈ Θ связывать с различными цветами; 
будем «закрашивать» этими цветами вершины графа миров. Если 
вершина покрашена в какой-то цвет, то это означает, что для каждо-
го агента σ из этого мира θσ = θ, где θ – значение неопределенного 
параметра, соответствующее данному цвету. В виду вышесказанного 
можно представить, что воздействием s ≡ G[θ] центр на графе «капа-
ет каплю краски» цвета θ в мир, которому соответствует множество 
G ⊆ N. Далее эта капля окрашивает в цвет θ этот мир и, «стекая вниз 
по стрелкам», все миры, в которые существует из данного путь (т.к. 
для агентов σ из этих миров также Mσ ⊆ G). Если данная вершина 
уже была ранее окрашена, то новое воздействие перекрашивает ее в 
новый цвет. В конечном итоге после последнего информационного 
воздействия перед нами будет «раскрашенный» граф миров. 

На примере для трех агентов проиллюстрируем процесс рас-
краски графа миров. 

Пример 2.12.2. N = {1, 2, 3}, s1 = {1, 2, 3}[«нет штриховки»], 
s2 = {1, 2}[«диагональная штриховка»], s3 = {1, 3}[«горизонтальная 
штриховка»]. На Рис. 32 изображены графы миров после сообщений 
s2 и s3. 

По «раскрашенному» графу миров можно однозначно восстано-
вить структуру информированности I, т. е. все элементы θσ, σ ∈ Σ+. 
Для этого нужно найти в графе мир, которому принадлежит кон-
кретный агент σ ∈ Σ+, и посмотреть, в какой цвет окрашена эта 
вершина. 

Заметим, что при желании центра, он может создать любую рас-
краску графа миров. Потому что для того, чтобы данный мир был 
выкрашен в нужный цвет, достаточно «капнуть на него краской 
этого цвета», что на формальном языке означает наличие в последо-
вательности сообщений Π сообщения si = Z[θ], где Z – соответст-
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вующее этому миру множество агентов, а θ – нужный цвет. Если, 
например, последовательно вызывать все группы агентов (непустые 
подмножества N), причем придерживаясь оговоренного порядка 
(более мелкие после более крупных), то можно добиться любой 
раскраски миров (в частном случае, чтобы каждый мир был выкра-
шен в свой уникальный цвет). 

 
 

{1, 2, 3}  
  

{1, 3} {2, 3} {1, 2}  

{1}  {2}  

{3}  

{1, 2, 3}  
  

{1, 3} {2, 3}  {1, 2}  

{1} {2}  

{3}  

 
Рис. 32. Граф миров после s2 (слева) и после s3 (справа) 

 
 «Раскрашенный» граф является достаточно удобным отражени-

ем взаимной информированности. И даже если он в некоторых 
случаях содержит избыточное описание (например, если было лишь 
одно сообщение s1 = N[θ]), универсальность делает его привлека-
тельным. 

При помощи простых сообщений можно сформировать лишь 
довольно простые структуры информированности. Сформулируем 
это в виде утверждения. 

Утверждение 2.12.9. Структура информированности I может 
быть сформирована с помощью механизма простых сообщений 
тогда и только тогда, когда для нее выполняется ∀ λ, μ ∈ Σ+ 
Mλ = Mμ ⇒ θλ = θμ. 

Доказательство. Необходимость уже была обсуждена, т.к. при 
использовании механизма простых сообщений агенты из одного 
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мира имеют одинаковые представления о значении неопределенного 
параметра. Для того чтобы показать достаточность, можно предъя-
вить последовательность простых сообщений Π, реализующую 
структуру информированности IП (будем ее элементы θ'σ помечать 
штрихами), которая совпала бы с I (ее элементы θσ – без штрихов). 
Будем вызывать последовательно (более мелкие после более круп-
ных) все непустые подмножества реальных агентов (всего 2n – 1 
таких подмножеств), иными словами, рассмотрим следующую по-
следовательность сообщений Π: s1 = N[θ1…n], s2 = N\{1}[θ2…n], 
s3 = N\{2}[θ13…n], …, sn+1 = N \ {n}[θ1…n-1], sn+2 = N \ {1, 2}[θ3…n], …, 

2 2
2

n ns + +  = N \ {n – 1, n}[θ1…n-2], …, 
2n n

s
−

 = {1}[θ1], …, 
2 1ns

−
 = {n}[θn]. 

Используя цветовую интерпретацию, можно сказать, что, двига-
ясь вниз по графу миров, мы в каждую вершину-мир капаем краску 
нужного цвета, которая, «стекая вниз», не может перекрасить вер-
шины, находящиеся выше. Таким образом, данная последователь-
ность сообщений каждый мир выкрасит в такой же цвет, в какой 
этот мир выкрашен в структуре I (из условия утверждения следует, 
что в структуре I агенты из одного мира имеют одинаковые пред-
ставления о значении неопределенного параметра). Иными словами, 
∀ σ ∈ Σ+ θ'σ = θσ, т. е. I = IП. ● 

Два примера, иллюстрирующие, когда можно добиться нужной 
структуры информированности с помощью использования механиз-
ма простых сообщений, а когда нет, приведены в разделе 4.4. ниже. 

Итак, в настоящем разделе описана процедура формирования 
структуры информированности в рефлексивной игре при помощи 
простых сообщений центра о значении неопределенного параметра. 
Сформулированы необходимые и достаточные условия на структуру 
информированности, при которых она может быть сформирована 
посредством простых сообщений. Кроме этого, разработан и описан 
удобный способ представления взаимной информированности – 
граф миров. 

Естественным продолжением исследований в данном направле-
нии является выделение более сложных типов сообщений, позво-
ляющих более полно описывать реализующиеся на практике инфор-
мационные воздействия. 
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2.13. МНОЖЕСТВЕННЫЕ СТРУКТУРЫ 
ИНФОРМИРОВАННОСТИ 

 
Как уже отмечалось ранее, почти везде в настоящей работе рас-

сматриваются точечные структуры информированности, описываю-
щие ситуацию точного (хотя, возможно, ошибочного) знания аген-
тами значения неопределенного параметра, представления о нем 
оппонентов, представления о представлении и т.д. В этом и следую-
щих двух разделах описана более сложная модель информированно-
сти, в которой представления агентов являются более сложными 
[169]. 

Для начала сформулируем задачу, которая могла бы встретить-
ся30 на олимпиаде по математике для школьников. 

Условие задачи. Трое друзей играют в игру со следующими пра-
вилами. Третий задумывает два (возможно, совпадающих) целых 
числа в промежутке от 1 до 9 включительно и сообщает первому 
сумму этих чисел, а второму – их произведение. Затем третий спра-
шивает: «какие числа задуманы?» Первый и второй должны назвать 
эти числа, либо ответить «не знаю» (отвечают они одновременно и 
не обмениваясь какой-либо информацией). 

Оба ответили на вопрос одинаково: «не знаю». Третий повторил 
вопрос: какие числа задуманы? Первый и второй, подумав, опять 
ответили: «не знаю». Третий опять повторил вопрос и получил тот 
же ответ. Так повторялось семь раз, а на восьмой первый назвал 
задуманные числа. 

Вопрос: какие числа были задуманы? 
Эта задача (в дальнейшем для ее обозначения будем употреб-

лять курсив) послужит для иллюстрации вводимых по ходу изложе-
ния материала настоящего и последующего разделов понятий и 
конструкций. 

Ясно, что для ответа на вопрос задачи необходимо описать, как 
изменялась информированность первого и второго игроков (в част-
ности, каким образом первый игрок от неполной информированно-
сти о ситуации – ведь он знал лишь сумму чисел – пришел к полной 
информированности). Для этого, в свою очередь, необходимо опи-
сать эту информированность (в том числе ее рефлексивную компо-
ненту – информированность об информированности оппонента), а 
                                                           
30 Если и встретилась, то авторам это не известно. 
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также связь между информированностью и ответами игроков. Прин-
ципиальная новизна (по сравнению с предыдущими разделами на-
стоящей главы) состоит в рассмотрении множественной структуры 
информированности, позволяющей моделировать динамику – см. 
раздел 2.14. Отметим, что альтернативным подходом к моделирова-
нию ситуаций с неполной информированностью является подход в 
русле байесовых игр, подробно изложенный, например, в [186, 187]. 

Структура информированности. Опишем структуру инфор-
мированности агентов в ситуации неполной информированности. 
Сначала приведем формальное описание – в терминах множеств, их 
элементов, отображений. Затем поясним введенные понятия на 
примерах, обращаясь к задаче. 

Пусть в ситуации участвует n субъектов, будем их называть ре-
альными агентами. Введем следующие понятия и множества (мно-
жества далее будем считать конечными): 

Θ – множество состояний природы; 
Ai – множество возможных экземпляров i-го агента, 

i ∈ N = {1, …, n}; ровно один из них является реальным, прочие 
являются фантомными агентами31; 

A = A1 ∪ …∪ An – множество всех агентов; 
Ω ⊂ Θ × A1×…× An – множество возможных миров. 
В каждом возможном мире ω = (ω0, ω1, …, ωn) имеет место оп-

ределенное состояние природы ω0 ∈ Θ и определенные экземпляры 
ωi ∈ Ai каждого агента. Будем говорить, что агент ωi принадлежит 
миру ω или входит в мир ω. 

η – функция информированности агента, которая каждому аген-
ту a∈A ставит в соответствие множество миров η(a) ⊆ Ω, которые 
агент считает возможными в силу своей информированности. 

ω* ∈ Ω – реальный мир. Один из возможных миров является ре-
альным, т. е. характеризуется тем состоянием природы *

0ω  и теми 
агентами *

iω , которые существуют на самом деле. 
Входящие в реальный мир агенты являются реальными, прочие 

экземпляры агентов являются фантомными. Будем считать, что 
выполнены следующее условия. 

                                                           
31 Здесь и далее экземпляры агента будем, как правило, также называть агентами. 
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Условие 1 (идентичности агента). ∀i ∈ N, ∀ai ∈ Ai, ∀ω ∈ η(ai) 
имеет место ωi=ai, т. е. каждый агент входит во все миры, которые 
он считает возможными. 

Далее, для каждого мира ω следующим образом определим 
множество миров и агентов I(ω), связанных с миром ω.  

Мир ω ′  связан с миром ω1, если существуют конечные последо-
вательности миров ω2, …, ωm и агентов 

1
,...,

mi ia a такие, что 

1
, 1,...,

k

k
i ia k mω= = , 1 ( ), 1,..., 1

k

k
ia k mω η+ ∈ = − , ( )

mi
aω η′∈ . 

Агент связан с миром ω′ , если он входит в мир, связанный с 
миром ω′ . Понятие миров и агентов, связанных с данным миром, 
позволяет определить второе условие. 

Условие 2 (единства мира). ω ∈ I(ω*), a ∈ I(ω*) для любого ми-
ра ω ∈ Ω и любого агента a ∈ A, т. е. каждый мир и каждый агент 
связан с реальным миром. 

Назовем (множественной) структурой информированности 
набор (Θ, A1, …, An, Ω, ω*, η(·)), где Ω ⊂ Θ × A1 × … × An, ω* ∈ Ω, 
η: A1 × … × An → 2Ω и выполнены условия идентичности агента и 
единства мира (здесь через 2Ω обозначено множество всех подмно-
жеств Ω). 

Выше в настоящей главе (за исключением раздела 2.12) рас-
сматривалась точечная структура информированности, в которой 
каждый агент считает возможным лишь один мир, т. е. для каждого 
a ∈ A множество η(a) состоит ровно из одного элемента. 

Назовем структуру информированности правильной, если для 
любого агента существует хотя бы один мир, который агент считает 
возможным: ∀ a ∈ A   η(a) ≠ ∅. 

Назовем структуру информированности регулярной, если агент 
считает возможными все миры, в которые входит: ∀ ω ∈ Ω, ∀ i ∈ N 
ω ∈ η(ωi). 

Иначе говоря, правильность означает следующее: нет агента, 
который находится в полностью неопределенной ситуации. Регуляр-
ность же означает следующее: нет агента, который заблуждается 
настолько, что в его сознании вообще нет мира, в который он вхо-
дит. 

Нетрудно показать, что каждая регулярная структура информи-
рованности является правильной. Действительно возьмем произ-
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вольного агента. Из условия единства мира следует существование 
мира, в который входит данный агент; из условия регулярности 
следует, что этот мир является для агента возможным. В силу произ-
вольности агента это доказывает правильность структуры. 

Граф структуры информированности. Структуру информи-
рованности можно наглядно изображать в виде ориентированного 
графа с вершинами двух типов – миры (прямоугольники) и агенты 
(круги), реальный мир выделен особо. Стрелка от агента к миру 
означает, что данный агент входит в данный мир. Стрелка от мира к 
агенту означает, что данный агент считает данный мир возможным. 
Двойная стрелка является сокращенным обозначением двух стрелок 
– от агента к миру и от мира к агенту. Легко видеть, что для пра-
вильных структур информированности к каждому агенту идет хотя 
бы одна стрелка, а для регулярных все стрелки являются двойными. 

Обратимся к задаче и приведем пример структуры информиро-
ванности. 

Пример 2.13.1. Пусть задумана пара чисел (6, 6). Тогда структу-
ра информированности имеет вид, изображенный на Рис. 33. 
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5,7 
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5,8 
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6,7 
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Рис. 33. Задумана пара (6, 6) 
 
Каждый круг отмечен индексом i ∈ N = {1, 2}, что означает, что 

данный агент является экземпляром i-го агента. Каждый прямо-
угольник отмечен парой задуманных чисел. Поскольку в реальности 
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задумана пара (6, 6), соответствующая вершина затемнена (если бы 
была задумана любая другая из отмеченных на Рис. 33 пар, рисунок 
остался бы таким же с точностью до маркировки реального мира). 

Реальный 2-ой агент знает произведение задуманных чисел 36, 
поэтому наряду с истинной парой (6,6) он считает возможной пару 
(4,9). Реальный первый агент знает сумму чисел 12, поэтому он 
считает возможными пары (3,9), (4,8), (5,7), (6,6).  

В мире, где была задумана пара (4,9), 1-й (фантомный) агент 
считает также возможными пары (5,8) и (6,7). 

Для мира, в котором задумана одна из пар (3,9), (4,8), (5,7), (5,8), 
(6,7), 2-й агент знает эту пару (поскольку она однозначно определя-
ется на основе известного ему произведения задуманных чисел). • 

Пример 2.13.2. Пусть задумана пара чисел (4, 4). Тогда структу-
ра информированности имеет вид, изображенный на Рис. 34. В этом 
нетрудно убедиться, последовательно перебирая все пары чисел с 
данными суммами и произведениями.  
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Рис. 34. Задумана пара (4,4) 

 
Различные аспекты информированности. В терминах струк-

туры информированности можно формализовать различные аспекты 
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информированности агентов. В рамках данной работы остановимся 
на трех из них. Рассмотрим i-го и j-го агентов в мире ω. 

Одинаковая информированность агентов. Будем называть 
агентов одинаково информированными, если совпадают множества 
миров, которые они считают возможными: η(ωi) = η(ωj). 

Адекватная информированность одного агента о другом. У i-
го агента существует множество миров, которые он считает возмож-
ными; в каждом из этих миров существует свой экземпляр j-го аген-
та. Эти экземпляры могут совпадать либо не совпадать друг с другом 
и с j-м агентом. Будем говорить, что i-й агент адекватно информи-
рован о j-м агенте, если такое совпадение имеет место: 

∀ ξ ∈ η(ωi)  ξj = ωj. 
Большая либо меньшая информированность одного агента 

по сравнению с другим. Понятно, что наиболее информированным 
(в данном мире) агентом является тот, для которого единственным 
возможным миром является данный – если такой агент существует. 
В более сложных случаях не всегда можно сравнивать агентов по 
критерию их большей информированности. Однако естественно 
считать, что i-й агент более информирован, чем j-й агент, если вы-
полнены следующие два условия: ω ∈ η(ωi) (i-й агент считает воз-
можным мир, в который входит); η(ωi) ⊂ η(ωj) (множество возмож-
ных миров j-го агента шире, т. е. больше неопределенность). 

Информационное равновесие. Если наряду со структурой ин-
формированности (характеризующей информированность агентов) 
заданы целевые функции (характеризующие интересы агентов) и их 
возможные действия, то можно задаться традиционным для теории 
игр (см. выше) вопросом: какие действия выберут агенты? 

Пусть θ ∈ Θ – состояние природы, а xi∈Xi, – действие, выбирае-
мое i-м агентом. Действия выбираются агентами одновременно и 
независимо, т. е. рассматривается игра в нормальной форме. Пусть, 
далее, ),...,,( 1 ni xxf θ , i ∈ N, – целевые функции агентов и структу-
ра информированности является правильной32. 

Тогда назовем информационным равновесием набор функций 
χi: Ai → Xi, i ∈ N, 

                                                           
32 Если структура не является правильной, то существует агент, который не считает 
возможным ни один из миров. Моделирование действий такого агента выходит за 
рамки данной работы. 
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таких, что 
)).()...,(,),(),...,(,(minmaxArg)( 1111110)( nniiiiiaXxii xfa

ii

ωχωχωχωχωχ
ηω ++−−∈∈

∈  

Это означает, что каждый агент максимизирует свой наихудший 
результат во всех мирах, которые он считает возможными. 

Отметим, что это определение информационного равновесия 
является обобщением информационного равновесия в случае точеч-
ной структуры информированности (см. раздел 2.3). 

Для иллюстрации понятия информационного равновесия вновь 
обратимся к задаче. В ней у каждого из агентов существует возмож-
ность либо назвать задуманные числа, либо сказать «не знаю» (что 
будем обозначать прочерком: {–}). Таким образом, множества воз-
можных действий обоих агентов имеет вид 

X1 = X2 = Θ ∪ {–}, 
где Θ = {(a,b) | a ∈ {1,…,9}, b ∈ {1,…,9}}. 

Целевые функции агентов (в данном случае они совпадают) оп-
ределим следующим образом (здесь i = 1, 2): 

1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1, если ( ) или ( ,   { }) или ( { }, );
( , , ) 0, если { };

1, в остальных случаях.
i

x x x x x x
f x x x x

θ θ θ
θ

= = = = − = − =
= = = −
−

 

Иными словами, агенты получают выигрыш 1 в случае, если хо-
тя бы один из них верно назвал задуманные числа, а второй при этом 
не ошибся. Если оба сказали «не знаю», то каждый получает выиг-
рыш 0. Если хотя бы один агент неверно назвал задуманные числа, 
оба получают выигрыш –1. 

Тогда информационное равновесие имеет следующий вид: агент 
сообщает пару чисел в том и только том случае, когда он считает 
возможным ровно один мир (т. е. точно знает, какая пара чисел 
задумана). В противном случае он говорит «не знаю». 

Перейдем теперь к описанию трансформации структур инфор-
мированности. 

 
 

2.14. ТРАНСФОРМАЦИЯ СТРУКТУР 
ИНФОРМИРОВАННОСТИ 

 
Структура информированности представляет собой своего рода 

«моментальный снимок» взаимной информированности агентов. 
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Ясно, что с течением времени информированность может меняться. 
Выше описаны модели изменения структуры информированности 
под влиянием сообщений (см. раздел 2.12), либо наблюдения аген-
тами тех или иных результатов игры. Однако в этих моделях допус-
калась возможность достаточно радикального отказа агентов от 
имеющейся информированности в пользу новой. По сути, агенты 
при этом предполагались в большой степени забывчивыми либо 
неуверенными в своей информированности. 

В данном разделе мы опишем трансформацию структуры ин-
формированности игры вследствие наблюдения агентами ее резуль-
татов. При этом считается, что сохраняется вся имеющаяся у агентов 
информированность, не противоречащая новым наблюдениям. На-
помним, что мы рассматриваем игру в нормальной форме, т. е. ходы 
выбираются агентами одновременно и независимо. При этом если в 
результате игры информированность агентов меняется, то каждую 
следующую игру (если она состоится) агенты разыграют с новой 
информированностью независимо от предыдущих и последующих. 

Пусть у i-го реального агента имеется являющаяся общим зна-
нием функция наблюдения ),...,,( 1 nii xxww θ=  (подробнее о функции 
наблюдения в точечном случае см. в разделах 2.7 и 2.13). Смысл ее 
следующий: если в мире, в который входит агент33 ai ∈ Ai, имеет 
место состояние природы θ и агенты выбрали действия ),...,( 1 nxx , 
то агент ai наблюдает значение wi ∈ Wi, где Wi – множество возмож-
ных наблюдений экземпляров i-го агента. 

Суть трансформации структуры информированности состоит 
(вкратце) в следующем: для каждого агента a ∈ A (как реального, так 
и фантомного), модифицируется множество миров η(a), которые он 
считает возможными. Модификация состоит в том, что исключаются 
те миры, для которых значение функции наблюдения принимает 
значение, отличное от наблюдаемого агентом. При этом может 
оказаться, что агенту поступают разные «сигналы» (разные значения 
функции наблюдения) из разных миров. В этом случае агент «исче-
зает», и вместо него «возникает» несколько агентов, каждый со 
своей информированностью (см. Рис. 35, в прямоугольниках приве-
дены значения функции наблюдения). 

 
                                                           
33 Напомним, что в каждый мир входит ровно один экземпляр i-го агента, i ∈ N. 
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Рис. 35. При трансформации структуры информированности 
количество агентов может меняться 

 
Теперь опишем правило трансформации структуры информиро-

ванности подробнее – в предположении, что существует единствен-
ное информационное равновесие χ, в результате реализации которо-
го функция наблюдения каждого агента принимает определенное 
значение в каждом мире ω: )(),...,(,( 110 nnii ww ωχωχω= . 

Тогда значение функции наблюдения зависит лишь от мира ω, 
т. е. wi = wi(ω). 

Пусть имеется агент ai∈Ai, i∈N. Опишем процедуру трансфор-
мации его информированности. Будем использовать обозначение 

{ }iii aa =Ω∈=Η ωω |)(  

для множества миров, в которые входит агент ai. Далее, обозначим 
за M = M (ai) количество попарно-различных значений функции 
наблюдения wi на мирах из множества H, а сами эти значения обо-
значим M

iii www ,...,, 21 . 
Тогда в результате трансформации вместо агента ai образуется 

(т. е. добавляется во множество Ai) M агентов, обозначим их 
M
iii aaa ,...,, 21 , причем связи этих агентов с мирами задаются сле-

дующими двумя соотношениями для каждого k ∈ {1, …, M}: 

{ }k
iii

k wwaa
i

=Η∈=Η )(|)(:)( ωω ; 
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{ }k
iii

k wwaa
i

=∈= )(|)(:)( ωηωη . 

Агент ai при этом удаляется из множества Ai. 
После того, как вышеописанная процедура проведена для всех 

агентов a ∈ A, из множеств Ω и A удаляются все миры и агенты, не 
связанные с реальным миром. Это завершает изменение структуры 
информированности в результате наблюдения агентами результатов 
взаимодействия. 

Для регулярных структур информированности множества H (ai) 
и η (ai) совпадают, поэтому совпадают и множества )( k

i
aΗ  и )( k

i
aη . 

Отсюда вытекает, что при трансформации свойство регулярности 
структуры информированности сохраняется, т. е. регулярная струк-
тура трансформируется в регулярную структуру (см. Рис. 36). 

Обратимся к задаче (см. раздел 2.13) и рассмотрим продолже-
ние примера 2.13.1 (см. Рис. 33). Функции наблюдения обоих аген-
тов таковы: агент узнает сообщение оппонента и свой выигрыш. Как 
было показано выше, агент называет конкретную пару чисел лишь 
тогда, когда точно знает ее (т. е. лишь один мир считает возмож-
ным). Поэтому после первого вопроса и ответов структура инфор-
мированности примет вид на Рис. 37 – удалены миры, в которых 
один из агентов называл конкретную пару чисел. Видно, что теперь 
1-й агент точно знает, какие числа задуманы. 
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Рис. 36. При трансформации свойство регулярности  

структуры информированности сохраняется 
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Рис. 37. После первого вопроса и ответов (задумана пара (6, 6)) 
 
Рассмотрим теперь продолжение примера 2.13.2 (см. Рис. 34). 

Здесь после первого вопроса и ответов структура информированно-
сти примет вид на Рис. 38. 

Как нетрудно убедиться, для достижения полной информиро-
ванности одного из агентов потребуется ровно семь вопросов и 
ответов – см. Рис. 39. 

Тем самым, мы ответили на вопрос задачи – была задумана пара 
(4, 4). 

Строго говоря, для исчерпывающего ответа надо рассмотреть 
все возможные варианты задуманных пар чисел. Однако нетрудно 
убедиться, что лишь для одного из них – (4, 4) – ровно через семь 
вопросов и ответов достигается полная информированность. 
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Рис. 38. После первого вопроса и ответов (задумана пара (4, 4)) 
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Рис. 39. После 7-го вопроса и ответов (задумана пара (4, 4)) 
 
В разделах 2.13.-2.14 рассмотрена структура информированно-

сти агентов в рефлексивной игре и показано, как она меняется в 
результате наблюдения агентами результатов своих действий. Пер-
спективным направлением дальнейших исследований является 
моделирование изменения информированности в результате сооб-
щений внешних по отношению к множеству агентов субъектов (в 
том числе с целью осуществления информационного управления), 
коммуникаций агентов между собой и пр. 

Выше было показано, что свойство регулярности структуры ин-
формированности при ее трансформации сохраняется. Представляет 
интерес исследование и других свойств структуры информированно-
сти (а также информационного равновесия) и условий сохранения 
этих свойств при трансформации. 

 
 

2.15. СОГЛАСОВАННОЕ ИНФОРМАЦИОННОЕ 
УПРАВЛЕНИЕ 

 
Настоящий раздел посвящен модели согласованного информа-

ционного управления, когда агенты осведомлены о факте осуществ-
ления центром управления и, тем не менее, доверяют его сообщени-
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ям. Выявлены условия, при которых такое управление существует, 
доказаны некоторые его свойства. 

Выше задача информационного управления исследовалась в 
предположении, что управляющий орган – центр – может формиро-
вать у агентов любую структуру информированности (из заданного 
класса структур). Наиболее простым случаем выполнения этого 
предположения является полное доверие агента центру, т. е. приня-
тие всех сообщений центра в качестве истинных (см. обзоры проце-
дур принятия решений на основе сообщаемой информации в [16, 97, 
142, 257]). Управление в такой ситуации назовем несогласованным 
информационным управлением – управление осуществляется, однако 
агент его не осознает, т. е. не осознает тот факт, что центр сообщает 
ту или иную информацию в собственных интересах. 

Ниже описывается модель согласованного информационного 
управления, когда агенты осведомлены о факте осуществления цен-
тром управления и, тем не менее, доверяют сообщениям центра 
[170]. Ясно, что для реализации такого типа информационного 
управления требуется выполнение достаточно специфических усло-
вий (см. ниже). 

Несогласованное информационное управление. В данном 
подразделе мы на примере рассмотрим простейшую схему несогла-
сованного информационного управления. 

Пример 2.15.1. Пусть имеется агент, целевая функция (функция 

полезности) которого имеет следующий вид: 
2

( , )
2
xf x xθ θ= − , 

где θ – неопределенный параметр – случайная величина, прини-
мающая каждое значение из множества Θ = {1, 3, 7} с одинаковой 
вероятностью 1/3; x ∈ [0; +∞) – действие, свободно выбираемое 
агентом. Одна из возможных экономических интерпретаций такова: 
агент является производителей некоторого товара, рыночная цена θ 
на который заранее не известна (является случайной величиной). 
Затраты агента на производство x единиц товара составляют x2 / 2. 
Тогда целевая функция f (θ, x) – это прибыль агента, математическое 
ожидание которой (обозначим это математическое ожидание через 
Eθ f (θ, x)) он стремится максимизировать. 

Поскольку функция f (θ, x) линейна по θ, для ее математическо-
го ожидания справедливо следующее соотношение: 
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(1) 
2

( , )
2
xE f x E xθ θ θ= ⋅ − , 

где через E θ обозначено математическое ожидание случайной вели-
чины θ. Находя максимум функции (1), агент может определить свое 
оптимальное действие: * 1 1 1 111 3 7

3 3 3 3
x Eθ= = ⋅ + ⋅ + ⋅ = . 

Пусть теперь в ситуации присутствует также центр, осуществ-
ляющий информационное управление, сообщая множество значений 
неопределенного параметра (считаем, что центр информирован о 
значении θ, а агент относится к сообщениям центра с полным дове-
рием). Например, если центр сообщит агенту множество {1, 3} (т. е. 
значение θ = 7 является невозможным, а вероятности значений θ = 1 
и θ = 3, пересчитанные по формуле Байеса, равны по 1/2), то агент 
рассчитает свое оптимальное действие по иному: 

* 1 11 3 2
2 2

x = ⋅ + ⋅ = . 

Рассматривая последовательно все возможные сообщения цен-
тра, можно определить все действия агента, которые он выбирает в 
результате того или иного информационного управления – см. Табл. 
2. 

 
Табл. 2. Сообщения центра и действия агента в примере 2.15.1 

Сообщения центра Действия агента 
{1} 
{3} 
{7} 

{1, 3} 
{1, 7} 
{3, 7} 

{1, 3, 7} 

1 
3 
7 
2 
4 
5 

11/3 
 
Таким образом, центр может, путем надлежащего сообщения, 

добиться любого действия агента из множества {1, 2, 3, 11/3, 4, 5, 7}. 
Ясно, что центру следует выбрать такое сообщение, чтобы соответ-
ствующее этому сообщению действие агента было наиболее выгод-
ным для него. ● 
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Согласованное информационное управление. В данном раз-
деле мы рассмотрим менее выгодную для центра ситуацию, когда 
агент не принимает на веру любые сообщения центра. Ход мыслей 
такого «недоверчивого» агента примерно таков: «Центр своим со-
общением пытается добиться от меня соответствующего образа 
действия. Но это мое действие является выгодным для центра. Явля-
ется ли оно также выгодным для меня?» 

В этом случае для осуществления информационного управления 
требуется, чтобы оно учитывало интересы как центра, так и агента. 
Для формализации этого требования введем в рассмотрение целевую 
функцию центра F(θ, x), зависящую от тех же величин θ (неопреде-
ленный параметр – случайная величина с известным распределени-
ем) и x (действие агента). Сообщение центра будем обозначать s и 
считать, что оно принадлежит фиксированному множеству возмож-
ных сообщений S. 

Тогда стратегией центра – управлением – является выбор сооб-
щения в зависимости от известного ему состояния природы, т. е. 
выбор функции s(θ). Стратегией же агента является выбор действия 
x в зависимости от сообщения центра, т. е. выбор функции x(s). 

Формализуем порядок взаимодействия центра и агента (множе-
ство Θ и вероятностное распределение на нем считаем общеизвест-
ными). 

Шаг 1. Центр сообщает агенту функцию s(θ): Θ → S. 
Шаг 2. Центр узнает истинное значение θ. 
Шаг 3. Центр сообщает значение s ∈ S. 
Шаг 4. Агент выбирает действие x = x(s). 
Заметим, что сообщения центра интересуют агента лишь по-

стольку, поскольку он может уточнить множество значений неопре-
деленного параметра θ, т. е. агента, получившего на шаге 3 сообще-
ние s, интересует лишь множество {θ ∈ Θ | s(θ) = s}. Поэтому можно 
считать, не ограничивая общности, что на шаге 1 центр сообщает 
агенту некоторое разбиение множества Θ. Множество Θ будем пока 
считать конечным, тогда разбиение имеет вид S = {Θ1, …, Θm}, где 
Θ1∪…∪ Θm = Θ, Θi ≠ ∅, i ∈ M ∈ {1,…, m}, Θi ∩ Θj = ∅ при i ≠ j. 
Множества Θi будем называть частями разбиения S. 

На шаге 3 центр сообщает агенту одно из множеств Θi ∈ S, 
i ∈ {1,…, m}. Если агент, получив сообщение центра Θi ⊂ Θ, доверя-
ет этому сообщению, то его оптимальное действие максимизирует 
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условное математическое ожидание целевой  функции при множест-
ве значений θ, суженном с Θ до Θi: 
(2) * Argmax ( , ), 1,..., .

ii
x X

X E f x i mθ θ∈Θ
∈

= =  

Обозначим множество всех оптимальных действий агента (при 
каком-либо сообщении центра из разбиения S) через X*: 

* * *
1 ... .mX X X= ∪ ∪  

Информационное управление будет согласованным, если для 
любого значения θ ∈ Θ центру выгодно сообщить агенту ту часть 
разбиения S, которая содержит θ (при этом агенту выгодно доверять 
центру). Формально это требование можно записать следующим 
образом: 
(3) 

* * * *

*

либо ,

                                                            либо ( , ) ( , ).
i i ii M x X x X x X

F x F x
θ

θ θ

∀ ∈ ∀ ∈Θ ∀ ∈ ∀ ∈ ∈

≥
 

Назовем (3) условием согласованности. 
Если условие (3) выполнено и агент доверяет центру, то центру 

выгодно делать только правдивые сообщения. Если условие (3) 
выполнено и центр делает только правдивые сообщения, то агенту 
выгодно доверять центру. 

Выполнение или невыполнение условия (3) обусловлено раз-
биением S (поскольку им однозначно определяются количество 
частей разбиения m и сами эти части Θi, а также множества 

*, 1,...,iX i m= ). Поэтому выполнение условия (3) означает согласо-
ванность разбиения S и, в целом, согласованность информационно-
го управления на основе разбиения S. 

Замечание. В приведенных выше рассуждениях множество Θ 
предполагалось конечным. В частности, в силу этого конечным было 
разбиение S. Однако нетрудно видеть, что рассуждения остаются 
справедливыми и для случая бесконечного множества Θ. При беско-
нечном множестве Θ разбиение S также может (хотя и не обязано) 
быть бесконечным: S = {Θα}, α ∈ A, где A – некоторое множество 
индексов. При этом, однако, необходимо потребовать, чтобы каждая 
часть Θα разбиения S была измеримой по Борелю, что позволяет 
использовать математическое ожидание для расчета оптимального 
действия агента. 

Пример 2.15.1 (продолжение). Пусть агент не является уже та-
ким «доверчивым», как ранее, и центру требуется осуществлять 
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согласованное информационное управление. Пусть при этом целевая 

функция центра имеет следующий вид: 
2

( , ) ,
2
xF x xθ γθ= −  где 

x ≥ 0 – действие агента, θ – неопределенный параметр, принимаю-
щий с равными вероятностями (по 1/3) значения из множества 
Θ = {1, 3, 7}, γ > 0 – фиксированный параметр, характеризующий 
близость интересов центра и агента. 

Одна из возможных содержательных интерпретаций данной си-
туации следующая. Центр осведомлен о рыночной ситуации, харак-
теризующейся параметром θ. Узнав значение θ, центр делает сооб-
щение агенту. При этом затраты центр и агент делят поровну, а 
доход – в отношении γ : 1. 

Исследуем вопрос о том, при каких условиях на параметр γ раз-
биение S = {{1}, {3}, {7}}, соответствующее сообщению центром 
точного значения θ, является согласованным. 

В данном случае m = 3, Θ1 = {1}, Θ2 = {3}, Θ3 = {7}, *
1X  = {1}, 

*
2X  = {3}, *

3X  = {7}, а условие согласованности (3) записывается в 
виде следующей системы неравенств: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 91,1  1,3   3 ;
2 2
1 491,1  1,7   7 ;
2 2

13,3  3,1  9  3 ;
2

9 493,3  3,7  9  21 ;
2 2

49 17,7  7,1  49  7 ;
2 2
49 97,7  7,3  49  21 .
2 2

F F

F F

F F

F F

F F

F F

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

γ γ

≥ ⇔ − ≥ −

≥ ⇔ − ≥ −

≥ ⇔ −≥ −

≥ ⇔ − ≥ −

≥ ⇔ − ≥ −

≥ ⇔ − ≥ −

 

Решением этой системы является отрезок 5 5.
7 3

γ≤ ≤  Таким обра-

зом, при γ из найденного промежутка сообщение центром точного 
значения неопределенного параметра является согласованным ин-
формационным управлением. ● 
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Далее будем называть полным разбиением такое разбиение 
множества, при котором каждая часть разбиения совпадает с отдель-
ным элементом множества. Из рассмотренного примера видно, что 
при γ = 1, когда целевые функции центра и агента совпадают, полное 
разбиение {{1}, {3}, {7}} является согласованным. Этот факт спра-
ведлив и в общем случае. 

Утверждение 2.15.1. Если целевые функции центра и агента 
совпадают, то полное разбиение является согласованным. 

Доказательство. Легко видеть, что условие согласованности (3) 
для полного разбиения в случае совпадения целевых функций центра 
и агента всегда выполняется: 

* * * *

*

либо ,

                                               либо ( , ) ( , ),

x X x X x X
f x f x

θ θθ

θ θ

∀ ∈Θ ∀ ∈ ∀ ∈ ∈

≥
 

где * * *Argmax ( , ), .
x X

X f x X Xθ θ
θ

θ
∈ ∈Θ

= = ∪  ● 

Полное разбиение является, в некотором смысле, крайним слу-
чаем. Другим крайним случаем является тривиальное разбиение, где 
часть ровно одна: S = {Θ}. В случае тривиального разбиения 

* * * *
1 1, \X X X X= = ∅ , поэтому условие (3) всегда выполняется. 
Утверждение 2.15.2. Тривиальное разбиение всегда является со-

гласованным. 
Утверждение 2.15.2 означает очевидный факт: если центр сооб-

щает агенту все множество Θ (по сути, это отказ от информационно-
го управления), то агенту ничего другого не остается, как «пове-
рить», т. е. выбрать свое действие на основе заранее известного 
вероятностного распределения на множестве Θ. 

Оптимальное согласованное информационное управление. Как 
было показано в предыдущем разделе, согласованные информаци-
онные управления всегда существуют – по крайней мере, тривиаль-
ное (см. утверждение 2.15.2). Если их более одного, то встает вопрос 
о нахождении оптимального согласованного информационного 
управления. Для формализации этого понятия требуется ввести 
критерий оптимальности. Будем считать, что центр максимизирует 
математическое ожидание гарантированного результата (т. е. мате-
матическое ожидание своей целевой функции при наименее благо-
приятном действии агента). Обозначим через σ(θ, S) часть согласо-
ванного разбиения S, содержащую θ (или, что то же самое, 
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сообщение центра при истинном значении неопределенного пара-
метра θ). Далее, обозначим *

( , )( , ) Arg max ( , ).S
x X

X S E f xν σ θθ ν∈
∈

=  

Тогда оптимальным согласованным информационным управле-
нием S* является решение оптимизационной задачи 

*( , ( , )) max,SE F x Sθ θ θ →  
где 

*

*

( , )
( , ) Argmin ( , ).

x X S
x S F x

θ
θ θ

∈
∈  

В общем случае нахождение оптимального согласованного ин-
формационного управления является, по-видимому, сложной зада-
чей, которая может быть конструктивно решена лишь при некото-
рых дополнительных условиях. Одним из таких условий является 
достаточно малое количество элементов в множестве Θ, которое 
позволяет перебрать все возможные разбиения S. 

Пример 2.15.1 (окончание). При Θ = {1, 3, 7} возможны пять 
различных разбиений. Для нахождения оптимального согласованно-
го информационного управления следует для каждого из них прове-
рить согласованность и найти математическое ожидание целевой 
функции центра. Как было показано выше, разбиение S = {{1}, {3}, 
{7}} является согласованным при 5 5.

7 3
γ≤ ≤  Найдем математическое 

ожидание целевой функции центра при соответствующем данному 
разбиению информационном управлении: 

( ) ( ) ( ) ( )* 1 1 1, ( , )  1,1  3,3 7,7
3 3 3

1 1 1 9 1 49 59 59 9 49 .
3 2 3 2 3 2 3 6

E F x S F F Fθ θ θ

γ γ γ γ

= + + =

     = − + − + − = −     
     

 

Аналогично можно исследовать остальные разбиения (см. Табл. 
3; напомним, что рассматриваются значения γ > 0). Из Табл. 3 видно 
(с учетом неравенств 9

14 < 5
7 < 1 < 3

2 < 5
3 < 3 и 51 <169

3 < 57 <59), что 
- при 0 < γ < 9

14  и γ > 5
3  оптимальным является разбиение 
S* = {1, 3, 7}; 

- при 9
14 ≤ γ < 5

7  оптимальным является разбиение 
S* = {{7}, {1, 3}}; 

- при 5
7 ≤ γ ≤ 5

3  оптимальным является разбиение 
S* = {{1}, {3}, {7}}. ● 
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Табл. 3. Согласованные разбиения  

и выигрыши центра агента в примере 2.15.1 

Разбиение 
Значения γ, 
при которых 

разбиение согла-
совано 

Математическое ожидание 
целевой функции центра 

(для согласованных 
разбиений) 

{{1}, {3}, 
{7}} 

5 5
7 3

γ≤ ≤  159
3 6
γ − 

 
 

{{1}, {3, 
7}} 1 ≤ γ ≤ 3 

151
3 6
γ − 

 
 

{{3}, {1, 
7}} ∅ – 

{{7}, {1, 
3}} 

9 3
14 2

γ≤ ≤  157
3 6
γ − 

 
 

{1, 3, 7} γ > 0 
169 1

3 3 6
γ − 

 
 

 
Отметим следующий очевидный факт. 
Утверждение 2.15.3. Если целевые функции центра и агента 

совпадают, то полное разбиение является оптимальным (соответст-
вует оптимальному согласованному информационному управле-
нию). 

Доказательство. Выше было показано (см. утверждение 2.15.1), 
что полное разбиение является согласованным. Далее, очевидно, что 
математическое ожидание выигрыша агента является максимальным 
при точном знании им истинного значения неопределенного пара-
метра θ. Но поскольку целевые функции центра и агента совпадают, 
то и математическое ожидание целевой функции центра достигает в 
этом случае своего максимального значения. ● 

Согласованное информационное управление несколькими 
агентами. До этого мы рассматривали ситуацию, в которой участво-
вали два персонажа – осуществляющий управление центр и управ-
ляемый субъект (агент). Однако во многих случаях объектов управ-
ления может быть несколько. Принципиальным (в аспекте 
информационного управления) отличием от случая одного агента 
является то, что сообщение центра может быть направлено как всем 
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агентам сразу, так и одному агенту, либо некоторому их подмноже-
ству. Более того, содержанием сообщения центра может быть как 
значение неопределенного параметра, так и информированность 
других агентов. В общем случае может быть сформирована доста-
точно сложная структура информированности. 

Исследование согласованности общего случая информационно-
го управления несколькими агентами выходит за рамки данной 
работы, в которой мы ограничимся рассмотрением случая сообще-
ния одинаковой информации сразу всем агентам. 

Итак, пусть имеется n агентов с целевыми функциями 
fi(θ, x1, …, xn), i = 1,…,n. Вероятностное распределение случайной 
величины θ – неопределенного параметра, принимающего значения 
из множества Θ – является общим знанием. Каждый агент выбирает 
свое действие xi, из множества Xi. 

Наиболее распространенной концепцией решения некоопера-
тивной игры является равновесие Нэша – набор действий агентов, от 
которого ни одному агенту не выгодно отклоняться в одностороннем 
порядке. При отсутствии информационного управления равновес-
ный вектор действий агентов x* = ( *

1x , …, *
nx ) удовлетворяет системе 

соотношений 
* * * * *

1 1 1Argmax ( , ,..., , , ,..., ), 1,..., .
i

i

i i i i i n
x X

x E f x x x x x i nθ θ − +
∈

∈ =  

При сообщении центром множества ′Θ ⊂ Θ  (при условии, что 
агенты доверяют сообщению) равновесным будет каждый вектор 
действий, удовлетворяющий системе соотношений 

* * * * *
1 1 1Argmax ( , ,..., , , ,..., ), 1,..., .

i
i

i i i i i n
x X

x E f x x x x x i nθ θ′∈Θ − +
∈

∈ =  

Обозначим множество всех таких равновесных векторов через 
( )NE ′Θ  (NE – Nash equilibrium). 
Пусть центр осуществляет информационное управление на ос-

нове разбиения S = {Θα}, α ∈ A. Далее будем считать, что множества 
равновесий Нэша NE{Θα) являются непустыми при любых α ∈ A.  

Обозначим, аналогично (2), через *Xα
 множество равновесных 

векторов действий агентов при сообщении центра Θα: * ( ).X NEα α= Θ  
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Также аналогично случаю одного агента обозначим множество 
всех равновесных действий агентов (при каком-либо сообщении 
центра из разбиения S) через X*: * * .X Xα

α∈Α

= ∪  

Тогда условие согласованности для случая нескольких агентов 
можно записать, аналогично (3), следующим образом: 
(4) 

* * * *

*

либо , либо

( , ) ( , )

x X x X x X
F x F x

α α αα θ

θ θ

∀ ∈ Α ∀ ∈Θ ∀ ∈ ∀ ∈ ∈

≥
 

(напомним, что в случае нескольких агентов x = (x1, …, xn)). 
Утверждение 2.15.2 для случая нескольких агентов справедливо 

и доказывается аналогично. Утверждение 2.15.1 также остается 
справедливым, если требование совпадения целевых функций цен-
тра и агента заменить требованием совпадения целевых функций 
центра и каждого из агентов. Ясно, что требование совпадения целе-
вых функций всех агентов является очень сильным; его ослабление 
является одним из направлений дальнейших исследований. 

Существенным отличием случая нескольких агентов является 
возможность ситуации, когда в результате согласованного информа-
ционного управления средний выигрыш агентов уменьшается. 

Пример 2.15.2. Пусть имеется центр и два агента. Неопределен-
ный параметр принимает значения из множества Θ = {1, 2}: значе-
ние θ = 1 с вероятностью 3/5, значение θ = 2 – с вероятностью 2/5. 
Выигрыши агентов показаны в биматрицах на Рис. 40 (строки обо-
значают стратегии первого агента, x1 ∈ {1, 2}, столбцы – второго, 
x2 ∈ {1, 2}). 

 
θ = 1 θ = 2 

(4,4) (0,0)
(0,10) (6,6)

 
 
 

 
(4,4) (0,0)

(15,0) (1,1)
 
 
 

 

 
Рис. 40. Биматрицы выигрышей в примере 2.15.2 

 
Выигрыш центра F (θ, x1, x2) задается следующим образом: 

1 2
1 2

10, при ;
( , , )

0, иначе.
x x

F x x
θ

θ
= =

= 

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В отсутствии информационного управления (или при тривиаль-
ном информационном управлении) агенты стремятся максимизиро-
вать математические ожидания своих выигрышей, приведенные на 
Рис. 41. Это приводит к равновесию x1 = 2, x2 = 1, при этом 

1 2( ,2,1) ( ,2,1) 6,E f E fθ θθ θ= =  
а выигрыш центра равен нулю. 

 
(4,4) (0,0)
(6,6) (4,4)

 
 
 

 

Рис. 41. Биматрица математических ожиданий выигрышей 
в примере 2.15.2 

 
Исход взаимодействия будет иным, если центр сообщает аген-

там значение θ. Нетрудно убедиться, что это управление является 
согласованным: 

* *
1 2{{1},{2}}, {(1,1)}, {(2,2)};

(1,1,1) 10 0 (1,2,2),
(2,2,2) 10 0 (2,1,1).

S X X
F F
F F

= = =
= > =

= > =

 

При этом в случае θ = 1 реализуется ситуация x = (1,1) (выиг-
рыши агентов составляют по 4), а в случае θ = 2 – ситуация x = (2,2) 
(выигрыши агентов составляют по единице). В обоих случаях выиг-
рыш центра составляет 10. 

Таким образом, согласованное управление {{1},{2}} является 
оптимальным, однако выигрыши агентов в результате его осуществ-
ления уменьшились. ● 

В данном разделе рассмотрена модель согласованного инфор-
мационного управления, при котором агенты осведомлены о факте 
осуществления центром управления, но при этом рационально дове-
рять сообщениям центра. Выявлены условия, при которых такое 
управление существует, доказаны некоторые его свойства. В управ-
лении социально-экономическими системами информационное 
управление используется совместно с другими типами управления. 
Поэтому перспективным направлением дальнейших исследований 
является разработка механизмов управления [93], учитывающих 
согласованность интересов центра и агента (агентов) при его осуще-
ствлении. 
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2.16. РЕФЛЕКСИЯ В МЕХАНИЗМАХ ПЛАНИРОВАНИЯ 

 
Механизмы планирования. Манипулируемость процедур при-

нятия решений может быть обусловлена либо стратегическим мани-
пулированием со стороны агентов (искажением ими своих сообщае-
мых предпочтений [18, 21, 93, 97, 112]), либо манипулированием 
алгоритмом обработки мнений агентов (так называемая теория 
агенды [74]). 

В механизмах планирования [93, 112] (принятия центром реше-
ний на основании сообщаемой агентами информации) считается, что 
предпочтения агентов являются для них общим знанием. При этом 
механизм называется неманипулируемым, если каждому агенту, 
каковы бы ни были его предпочтения, при любой обстановке игры 
(любых предпочтениях оппонентов) выгодно сообщение достовер-
ной информации о своих предпочтениях. 

В настоящем разделе мы обсудим возможность ослабления тре-
бования неманипулируемости при условии, что центр имеет воз-
можность осуществлять информационное управление, т. е. форми-
ровать у агентов ту или иную систему представлений о типах 
оппонентов, об их представлениях и т.д. 

Рассмотрим организационную систему, состоящую из управ-
ляющего органа – центра – и n управляемых субъектов – агентов. 
Стратегией i-го агента является сообщение центру некоторой ин-
формации si ∈ Si, i ∈ N = {1, 2, …, n} – множеству агентов. Центр на 
основании сообщенной ему информации назначает агентам планы 
xi = hi(s) ∈ Xi ⊆ ℜ1, где h: S → X – процедура (механизм) планирова-
ния, hi: S → Xi , i ∈ N, s = (s1, s2, …, sn) ∈ S = ∏

∈Ni
iS  – вектор сообще-

ний всех агентов, x = (x1, x2, …, xn) ∈ X = ∏
∈Ni

iX  – вектор планов. 

Функция предпочтения (целевая функция) агента, отражающая 
интересы агента в задачах планирования: fi(xi, ri): Xi × ℜ1 → ℜ1, 
зависит от соответствующей компоненты назначенного центром 
плана и параметра ri ∈ ℜ1 – типа агента. 

Как правило, при исследовании механизмов планирования, то 
есть в организационных системах с сообщением информации, вво-
дится предположение, что функции предпочтения агентов однопико-



 160 

вые [112] с точками пика {ri}i ∈ N, то есть функция fi(xi, ri) непрерыв-
на, строго монотонно возрастает по xi до единственной точки макси-
мума ri и строго монотонно убывает после нее, i ∈ N. Это предполо-
жение означает, что предпочтения агента на множестве допустимых 
планов таковы, что существует единственное наилучшее для него 
значение плана – точка пика, степень же предпочтительности ос-
тальных планов монотонно убывает по мере удаления от точки пика. 
Поэтому под типом агента будем понимать точку максимума (иде-
альную точку, точку пика) его функции предпочтения, то есть наи-
более выгодное с его точки зрения значение плана. 

Случай общего знания («классическая» неманипулируе-
мость). Пусть на момент принятия решений общим знанием для 
агентов являются: процедура планирования, целевые функции и 
допустимые множества всех агентов, а также вектор типов 
r = (r1, r2, …, rn) ∈ ℜn. Центру известны зависимости fi(xi, ⋅) и множе-
ства {Si}i ∈ N возможных сообщений агентов, но не известны точные 
значения типов агентов. 

Последовательность функционирования следующая: центр вы-
бирает процедуру планирования h(s) = (h1(s), h2(s), …, hn(s)) и сооб-
щает ее агентам, агенты при известной процедуре планирования 
одновременно и независимо сообщают центру информацию {si}, на 
основании которой и формируются планы. 

Так как решение, принимаемое центром (назначаемые агентам 
планы), зависит от сообщаемой агентами информации, последние 
могут воспользоваться возможностью своего влияния на эти реше-
ния, сообщая такую информацию, чтобы получить наиболее выгод-
ные для себя планы. Понятно, что при этом полученная центром 
информация в общем случае может не быть истинной. Следователь-
но, возникает проблема манипулирования. 

Будем считать, что агенты ведут себя некооперативно, выбирая 
доминантные или равновесные по Нэшу стратегии. Пусть s* – вектор 
равновесных по Нэшу стратегий: 

(1) ∀ i ∈ N, ∀ si ∈ Si   fi(hi( ** , ii ss− ), ri) ≥ fi(hi( ii ss ,*
− ), ri). 

Очевидно, точка равновесия в общем случае зависит от вектора 
типов всех агентов: s* = s*(r) = ( *

1s (r), *
2s (r), …, *

ns (r)). 
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Если при любых предпочтениях агентов r ∈ ℜn сообщение ими 
достоверной информации является равновесием Нэша, 
(2) ∀ i ∈ N   ∀ r ∈ ℜn   ∀ s ∈ ℜ1   fi(hi(r), ri) ≥ fi(hi(r-i, s), ri), 
то такой механизм называется неманипулируемым механизмом. 
Данное свойство далее будем называть неманипулируемостью. 

Казалось бы, более сильным, чем (2), является требование того, 
чтобы сообщение каждым агентом достоверной информации было 
его доминантной стратегией: 
(3) ∀ i ∈ N  ∀ ri, si ∈ ℜ 1  ∀ s-i ∈ ℜn-1   fi(hi(s-i, ri), ri) ≥ fi(hi(s-i, si), ri). 

Однако легко видеть, что определения (2) и (3) эквивалентны 
[207]. Это означает, что, так как в определениях (2) и (3) неманипу-
лируемости механизмов планирования вектор r ∈ ℜn типов агентов 
является «параметром», то неманипулируемость можно интерпрети-
ровать следующим образом: механизм является неманипулируемым, 
если, каковы бы ни были истинные типы агентов, сообщение досто-
верной информации является доминантной стратегией каждого из 
них. 

Рефлексивная неманипулируемость. Откажемся от предпо-
ложения о том, что вектор типов агентов является общим знанием, и 
обобщим на этот случай задачу о неманипулируемости механизма 
планирования [122]. Пусть информированность i-го агента описыва-
ется деревом Ii c элементами вида riσ ∈ ℜ1, σ ∈ Σ, причем ri – истин-
ный тип i-го агента – достоверно ему известен, i ∈ N. 

В этом случае агенты играют в рефлексивную игру, информаци-
онное равновесие которой в данном случае определяется следующи-
ми условиями (см. раздел 2.3): 

1) структура информированности I имеет конечную сложность; 

2) Σ∈∀ µλ ,   Iλi = Iµi ⇒ xλi
* = xµi

*; 

3) ∀ i ∈ N, ∀ σ ∈ Σ 

(4) )),,...,,,,...,((maxArg **
1,

*
1,

*
1

*
1 iiniiiiiiii

s
i rssssshfs

i
σσσσσσ +−

ℜ∈
∈ . 

В соответствии с (4) равновесное сообщение i-го агента (реаль-
ного) зависит от структуры его информированности Ii, то есть 
(5) *

is  = *
is (Ii),   i ∈ N. 
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В частном случае – если имеет место общее знание – выражение 
(4) совпадает с определением равновесия Нэша. 

Обозначим s*(I) = ( *
1s (I1), *

2s (I2), …, *
ns (In)). Решение x, прини-

маемое в соответствии с механизмом h(⋅), будет зависеть от всей 
структуры информированности I: 
(6)  x = h(s*(I)). 

Обсудим теперь, что следует понимать под манипулируемостью 
в случае отсутствия общего знания. 

Напомним, что в соответствии с (2) и (3) в условиях общего 
знания механизм является неманипулируемым, если, каковы бы ни 
были истинные типы агентов, сообщение достоверной информации 
является доминантной стратегией каждого агента. 

Попробуем обобщить это определение на случай информацион-
ного равновесия – потребуем, чтобы какова бы ни была структура 
информированности реального агента, сообщение достоверной 
информации являлось бы для него компонентой информационного 
равновесия (4): 

(7)   ∀ r ∈ ℜ n, ∀ i ∈ N, ∀ Ii  
   

ri ∈ ))),(),...,(,),(),...,(((maxArg **
1,

*
1,

*
11 iiiniiiiiiiiiii

s
rIsIssIsIshf

i
+−

ℜ∈
. 

Легко видеть, что, если выполнено (3) (механизм является не-
манипулируемым), то имеет место и (7). В другую сторону: так как 
множество всевозможных структур информированности включает и 
структуру, соответствующую общему знанию, то, если выполнено 
(7), то механизм является неманипулируемым (должно иметь место 
(3)). Получили, что определения (3) и (7) эквивалентны. 

Итак, можно сделать следующий качественный вывод: если в 
рассматриваемом механизме у каждого агента при любом его типе 
существует доминантная стратегия (а это – очень сильное требова-
ние, и класс удовлетворяющих ему механизмов чрезвычайно узок), 
то принимаемые им решения не зависят от структуры информиро-
ванности. 

Ослабления требования неманипулируемости можно добиться, 
введя определение рефлексивной неманипулируемости – существо-
вания подструктур информированности riσ

 ∈ ℜ 1, i ∈ N, σ ∈ Σ+, та-
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ких, что при любых типах реальных агентов сообщение ими досто-
верной информации является информационным равновесием. 

Формально: будем называть механизм h(⋅) рефлексивно немани-
пулируемым, если существуют подструктуры информированности 
riσ ∈ ℜ1, σ ∈ Σ+ , реальных агентов (i ∈ N), такие, что, каков бы ни 
был тип реального агента, сообщение достоверной информации 
является для него компонентой информационного равновесия: 

(9)   ∀ i ∈ N   ∀ ri ∈ ℜ1 
 ri ∈ )),,...,,,,...,((maxArg **

1,
*

1,
*
11 iiniiiiiiii

s
rssssshf

i
+−

ℜ∈
, 

(10)   ∀ σ ∈ Σ   ∀ j ∈ N 
)),,...,,,,...,((maxArg **

1,
*

1,
*

1
*

1 jijnijjijjjijijj
s

ji rssssshfs
j

σσσσσσ +−
ℜ∈

∈ . 

Понятно, что множество рефлексивно неманипулируемых меха-
низмов не уже множества неманипулируемых механизмов (любой 
неманипулируемый механизм является рефлексивно неманипули-
руемым), поэтому их характеризация (в том числе – поиск соответ-
ствующих подструктур информированности) является актуальной 
задачей. 

Обозначим EI – множество всевозможных (при всех допустимых 
структурах информированности) равновесных наборов действий 
реальных агентов, E-i = Proj-i EI, i ∈ N. Определение (9)–(10) можно 
сформулировать в следующем виде: механизм является рефлексивно 
неманипулируемым, если для i-го агента существует обстановка 

ir−
~  ∈ E-i, такая, что: 

(11) ∀ ri, ir~ ∈ ℜ 1   fi(hi( ir−
~ , ri), ri) ≥ fi(hi( ir−

~ , ir~ ), ri), i ∈ N. 

Обозначим множество равновесий Нэша 

(12) EN = {r ∈ ℜn |∀ i ∈ N   ∀ ir~ ∈ ℜ1 fi(hi(r), ri) ≥ fi(hi(r-i, ir~ ), ri)}, 

(13) 0
iX  = Proji EN, i ∈ N. 

Далее до конца данного раздела будем предполагать, что струк-
тура информированности агентов является конечной регулярной.  

Справедливо следующее утверждение – достаточное условие 
рефлексивной неманипулируемости (необходимым условием явля-
ется (11)). 
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Утверждение 2.16.1. Для того чтобы механизм планирования 
являлся рефлексивно неманипулируемым, достаточно, чтобы для 
любого i-го агента, i ∈ N, существовал набор типов r~ = ( 1

~r , 
…, nr~ ) ∈ EN такой, что выполнено (11). При этом для построения 
рефлексивно неманипулируемых механизмов достаточно ограни-
читься рассмотрением агентов с не более чем вторым рангом реф-
лексии. 

Доказательство. Достаточно сформировать структуру информи-
рованности i-го агента Ii (отметим, что структуры информированно-
сти различных агентов можно строить независимо) такую, что: 
(14) rijσk = kr~ ,   j ≠ i,   для любого σ ∈ Σ. 

Это означает, что с точки зрения i-го агента все остальные счи-
тают, что имеет место общее знание (см. Рис. 42). 

Легко видеть, что с точки зрения i-го агента сообщение досто-
верной информации является равновесием игры его фантомных 
агентов, следовательно, выполнено (10), что с учетом (11) приводит 
к выполнению (9). • 

 
 
 i 

ij 

iji 

ik 

 
 

Рис. 42. Граф рефлексивной игры с точки зрения i-го агента 
 

Содержательно, представления i-го агента о типах оппонентов и 
их представлениях должны быть следующими. Агент должен быть, 
во-первых, уверен, что типы оппонентов таковы, что выполнено 
условие (11), обеспечивающее выгодность сообщения ими достовер-
ной информации. Во-вторых, представления оппонентов с точки 
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зрения рассматриваемого агента должны быть таковы, что сообще-
ние именно данной информации является равновесием их игры (см. 
условие (10)). Для этого достаточно, чтобы на нижнем уровне струк-
туры информированности имело место субъективное общее знание 
фантомных агентов. 

Отметим конструктивность приведенного доказательства – оно 
содержит алгоритм построения конкретной структуры информиро-
ванности (14), обеспечивающей рефлексивную неманипулируе-
мость. 

Приведем пример механизма планирования, который является 
манипулируемым, но при этом рефлексивно неманипулируемым. 

Пример 2.16.1. Пусть имеются два агента с неотрицательными 
типами r1 и r2. (Напомним, что типом агента в данном случае являет-
ся оптимальный для него план.) Рассмотрим механизм, который в 
зависимости от сообщений агентов s1 и s2 назначает им планы x1 и x2 
соответственно по следующим формулам: 
(15) x1 = s1 – s2 / 2,   x2 = s2 – s1 / 2,   s1, s2 ≥ 0. 

Решая систему уравнений 










=−

=−

,
2

,
2

2
1

2

1
2

1

rss

rss
 

получаем равновесные по Нэшу стратегии (заявки) агентов: 
*
1s (r1, r2) = 

3

2 (2 r1 + r2), *
2s (r1, r2) = 

3

2 (2 r2 + r1). 

Легко видеть, что механизм (15) является манипулируемым – 
при любых типах агентов, не равных одновременно нулю, по край-
ней мере один из агентов сообщает заявку, не совпадающую с его 
типом. Однако при r1, r2 ≥ 0 механизм является рефлексивно нема-
нипулируемым. Действительно, достаточно убедить каждого агента 
в том, что с точки зрения его оппонента общим знанием является 
равенство нулю обоих типов. Иными словами, достаточно сформи-
ровать структуру информированности riσ= 0, i =1, 2, σ ∈ Σ+ . Тогда 
единственным информационным равновесием является набор  

*
is  = ri,  *

σis = 0,  i =1, 2,  σ ∈ Σ+ . 
Таким образом, в равновесии оба агента сообщают свои истин-

ные типы. 
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В то же время, при r1, r2 > 0 механизм (15) не является рефлек-
сивно неманипулируемым, так как какова бы ни была структура 
информированности (и, в частности, какова бы ни была ее глубина), 
каждый из агентов будет уверен в том, что сообщение оппонента 
будет отлично от нуля. • 

Ряд прикладных механизмов планирования исследован (с точки 
зрения стабильности взаимных представлений агентов о типах друг 
друга, при которых механизм обладает теми же свойствами) в [7, 32, 
33, 85, 116 и др.]. 



ГЛАВА 3. СТРАТЕГИЧЕСКАЯ РЕФЛЕКСИЯ 
И УПРАВЛЕНИЕ 

 
В настоящей главе исследуются модели стратегической рефлек-

сии. В разделе 3.1 рассматривается модель стратегической рефлек-
сии в игре двух лиц, что в разделе 3.2 позволяет решить задачу о 
максимальном целесообразном ранге стратегической рефлексии в 
биматричных играх, а также определить и изучить т.н. игры рангов. 
Раздел 3.3 посвящен обсуждению конечности ранга рефлексии, 
порождаемой ограниченностью способностей человека по перера-
ботке информации. Раздел 3.4 – описанию метода рефлексивных 
разбиений, используемого для решения задач рефлексивного управ-
ления. 

 
 

3.1. СТРАТЕГИЧЕСКАЯ РЕФЛЕКСИЯ В ИГРАХ ДВУХ ЛИЦ 
 
Рассмотрим последовательно, в порядке возрастания информи-

рованности, рефлексивные модели принятия решений в играх двух 
лиц. 

Нулевой ранг рефлексии. Проанализируем задачу принятия 
агентом решения в случае полного отсутствия информации о со-
стоянии природы (напомним, что предположение о том, что целевые 
функции и допустимые множества являются общим знанием, счита-
ется выполненным). Представляется разумным, с одной стороны, 
принцип принятия решений на основе максимального гарантирован-
ного результата, в соответствии с которым i-ый агент выберет гаран-
тирующую (по состоянию природы и действию оппонента) страте-
гию 
(1) г

ix1  = arg 
ii Xx ∈

max  min
θ∈Θ

 
ii Xx −− ∈

min  fi(θ, xi, x-i). 

С другой стороны, гипотетически принцип (1) принятия реше-
ний не является единственно возможным – агент может рассчиты-
вать, что его оппонент выберет не наихудшее действие, а собствен-
ную гарантирующую стратегию (отметим, что каждый агент может 
вычислить гарантирующую стратегию оппонента). Тогда наилуч-
шим ответом будет 
(2) г

ix2  = arg 
ii Xx ∈

max  min
θ∈Θ

 fi(θ, xi, г
ix−1 ). 
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Но аналогичным образом может рассуждать оппонент рассмат-
риваемого агента. Если рассматриваемый агент допускает такую 
возможность, тогда его гарантирующей стратегией будет 
(3) г

ix3  = arg 
ii Xx ∈

max  min
θ∈Θ

 fi(θ, xi, г
ix−2 ), 

где г
ix−2  вычисляется в соответствии с (2) заменой индекса «i» на «-

i» и наоборот. Цепочку наращивания «ранга рефлексии» (предполо-
жений агента о ранге рефлексии оппонента) можно продолжать и 
далее (см. аналогии в динамических моделях, рассматриваемых в 
[126]), определив рекуррентно 
(4) г

ik x  = arg 
ii Xx ∈

max  min
θ∈Θ

 fi(θ, xi, г
ik x−−1 ), k = 2, 3, ..., 

где г
ix1 , i = 1, 2, определяются (1). Набор действий типа (4) будем 

называть множеством рефлексивных гарантирующих стратегий. 
Рассмотрим иллюстративный пример. 
Пример 3.1.1. Пусть целевые функции агентов имеют вид: 

f1(x1, x2) = x1 – 2
1x /2x2,    f2(x1, x2) = x2 – 2

2x /2(x1 + δ), 
где δ > 0. Относительно допустимых множеств предположим, что 
X1 = X2 = [ε; 1], 0 < ε < 1. Будем считать, что каждая из констант ε и δ 
много меньше единицы. Гарантирующие стратегии агентов приве-
дены в Табл. 4. 

Видно, что, во-первых, значения гарантирующих действий уве-
личиваются с ростом «ранга рефлексии». Во-вторых, различным 
«рангам рефлексии» агентов соответствуют в общем случае различ-
ные гарантирующие действия (отметим, что равновесием34 Нэша в 
данном примере является вектор (1; 1)). • 

Табл. 4. Гарантирующие стратегии агентов в примере 3.1.1 
k 1 2 3 4 5 6 7 ... 
г

k x1  ε ε + δ ε + δ ε + 2δ ε + 2δ ε + 3δ ε + 3δ ... 
г

k x2  ε + δ ε + δ ε + 2δ ε + 2δ ε + 3δ ε + 3δ ε + 4δ ... 

                                                           
34 В качестве отступления заметим, что, если в рассматриваемом примере целевая 
функция второго агента имеет вид f2(x1, x2) = x2 + 2

2x /2x1, то у него существует 
доминантная стратегия (равная единице), и последовательность гарантирующих 
стратегий первого агента стабилизируется уже на втором члене: г

ix1  = ε, 
г
ix2  = 1/2. Если первый агент может вычислить доминантную стратегию своего 

оппонента, то представляется рациональным выбор им действия г
ix2 . 
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Вопрос о том, какое действие следует выбирать агенту, остается 
открытым. Единственно, можно констатировать, что, обладая ин-
формацией только о множестве возможных значений состояния 
природы, i-ый агент может выбирать одно из действий г

ik x , i = 1, 2; 
k = 1, 2, ..., определяемых выражениями (1)-(4). 

Доопределить рациональный выбор агента в рассматриваемой 
модели можно следующим образом. Если агенту неизвестна целевая 
функция оппонента (что исключено в рамках предположения о том, 
что целевые функции и допустимые множества являются общим 
знанием), то единственным его рациональным действием является 
выбор (1), то есть классический МГР. В рамках введенных предпо-
ложений агенту известна целевая функция оппонента, а также из-
вестно, что оппоненту известен этот факт и т.д. Поэтому с точки 
зрения агента нерационально использование классического МГР, и 
ему следует рассчитывать, как минимум, что оппонент будет ис-
пользовать МГР, что приведет к выбору г

ix2 . Но, опять же, в силу 
того, что целевые функции являются общим знанием, агент может 
предположить, что такой ход его рассуждений может быть восста-
новлен оппонентом, что сделает целесообразным выбор г

ix3  и т.д. до 
бесконечности. Следовательно, с точки зрения агента остается неоп-
ределенность относительно «ранга рефлексии» оппонента35. Относи-
тельно этого параметра он не имеет никакой информации (если у 
агента имеются некоторые убеждения по этому поводу, то может 
реализоваться соответствующее субъективное равновесие), что 
делает рациональным использование гарантированного результата 
по «рангу рефлексии» оппонента: 
(5) x’i = arg 

ii Xx ∈
max  

,...2,1
min
=j

 min
θ∈Θ

 fi(θ, xi, г
ij x− ). 

                                                           
35 Другими словами, исходная игра может быть заменена на игру, в которой агенты 
выбирают ранги своей рефлексии. Для новой игры могут быть также построены 
рефлексивные аналоги и т.д. до бесконечности (см. примеры: «Пенальти» – во 
введении, «Игра в прятки» и «Снос на мизере» – в разделе 3.2). Одним из возмож-
ных способов борьбы с подобной «бесконечностью» является использование 
гарантированного результата по рангу рефлексии оппонента. Другим возможным 
способом, эффективным для конечных игр, является определение максимального 
целесообразного ранга рефлексии агентов – см. раздел 3.2. 
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Отметим, что, во-первых, x’i может отличаться от классической 
гарантирующей стратегии г

ix1 , определяемой выражением (1). Во-
вторых, при использовании стратегии (5) факт наличия доминантной 
стратегии оппонента будет учтен агентом (см. сноску в примере 
3.1.1). 

В Табл. 5 приведены значения целевой функции первого агента 
в примере 3.1.1 в зависимости от «ранга рефлексии» оппонента и 
соответствующие действия оппонента. Видно, что при использова-
нии стратегии (5) выигрыш i-го агента равен ε + δ, что превышает 
выигрыш ε, получаемый при использовании классического МГР. 

 
Табл. 5. Выигрыши первого агента в примере 3.1.1 
j 1 2 3 4 5 6 7 

2 f1(BR1(
г

j x2 ), г
j x2 ) ε + δ ε + δ ε + 2δ ε + 2δ ε + 3δ ε + 3δ ε + 4δ 

г
j x2  ε + δ ε + δ ε + 2δ ε + 2δ ε + 3δ ε + 3δ ε + 4δ 

 
Таким образом, рациональным в рассматриваемой модели мож-

но считать использование агентом стратегии (4) или (5). 
Первый ранг рефлексии. Предположим теперь, что агент об-

ладает определенной информацией о состоянии природы, которую 
считает истинной, и больше ему ничего достоверно не известно. 

В рамках существующей неопределенности в силу принципа де-
терминизма у агента, осуществляющего стратегическую рефлексию, 
имеются две альтернативы – либо предположить, что его оппонент 
не обладает никакой информацией, либо считать, что последний 
обладает той же информацией, что и он сам36. 

Если агент не вводит никаких предположений об информиро-
ванности и принципах поведения оппонента, то он вынужден при-
менять принцип максимального гарантированного результата (МГР) 
– никакой дополнительной (по сравнению с рассмотренной выше 
моделью нулевого ранга рефлексии) информации об оппоненте у 

                                                           
36 Данный принцип (и его обобщения) будет широко использоваться ниже при 
определении конечных информационных структур – действительно, обладая ин-
формацией Ii, i-ый агент может в случае неопределенности приписывать другим 
агентам только информированность, согласованную с Ii. 
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агента не добавилось37 – то есть рассчитывать на наихудший для 
него выбор второго агента из множества стратегий типа (5). Гаран-
тирующей стратегией будет: 

(6) г
ix (θi) = arg 

ii Xx ∈
max  

,...2,1
min
=j

 fi(θi, xi, г
ij x− ). 

Отметим, что, находясь в информационной ситуации, соответ-
ствующей рассматриваемой модели, вычисляя (6), агент рассматри-
вает оппонента как находящегося в информационной ситуации, 
соответствующей предыдущей модели. Этот общий принцип – 
обладая некоторой информацией, агент может рассматривать оппо-
нента как имеющего либо тот же, либо на единицу меньший ранг 
рефлексии – будет использован и в ряде других рефлексивных моде-
лей принятия решений. 

Если первый агент считает, что его оппонент обладает той же 
информацией, что и он сам (аналогично может рассуждать и второй 
агент – см. предположение П1 в [117]), то он вычисляет субъектив-
ное равновесие (то есть «равновесие Нэша» для соответствующего 
субъективного описания игры) EN(θ1) = {( *

11x (θ1), *
12x (θ1))} следую-

щего вида: 

(7) ∀ x1 ∈ X1     f1(θ1, *
11x (θ1), *

12x (θ1)) ≥ f1(θ1, x1, *
12x (θ1)), 

        ∀ x2 ∈ X2    f2(θ1, *
11x (θ1), *

12x (θ1)) ≥ f1(θ1, *
11x (θ1), x2). 

Содержательно, приведенные системы неравенств отражают 
вычисление первым агентом «своего» равновесия Нэша и выбор 
соответствующей координаты этого равновесия. В общем случае 
агент и его оппонент вычислят разные равновесия – совпадение 
возможно, если информированность такова, что *

ijx (θi) = *
jjx (θj), 

i, j = 1, 2. 
Таким образом, рациональным в модели первого ранга рефлек-

сии можно считать выбор агентом либо рефлексивной гарантирую-
щей стратегии (6), либо субъективного равновесия (7). 

  
                                                           
37 Конечно, агент может предполагать, что оппонент обладает некоторой информа-
цией, но, так как эта информация не фигурирует в модели, то рассматривать подоб-
ные предположения мы не будем. 



 172 

Субъективное равновесие (7), 
определяемое первым агентом, 
может быть условно изображено в 
виде графа с двумя вершинами x1 
и x12, соответствующими первому 
агенту и его представлениям о 
втором агенте38 (см. Рис. 43). 
Входящие стрелки при этом от-
ражают ту информацию, которую 
использует каждый из агентов об 
оппоненте. 

x1 x12

 
Рис. 43. Субъективное 

равновесие в модели перво-
го ранга стратегической 

рефлексии 

Второй ранг рефлексии. В модели второго ранга рефлексии i-
ый агент обладает информацией о представлениях θij оппонента о 
состоянии природы и о собственных представлениях θii о состоянии 
природы (будем считать, что θi = θii – см. аксиому автоинформиро-
ванности ниже). 

Агент может рассчитывать, что его оппонент выберет гаранти-
рующую (в рамках знания θij) стратегию. Тогда наилучшим ответом 
будет 
(8) г

ix2  = arg 
ii Xx ∈

max  fi(θi, xi, г
ix− (θij)), 

где г
ix− (θi,-i) определяется (6). 

Помимо гарантирующей стратегии (8), первый агент может вы-
числить субъективное равновесие 

EN(θ1, θ12) = {( *
11x (θ1, θ12), *

12x (θ1, θ12))} 
следующего вида: 
(9) ∀ x1 ∈ X1  f1(θ1, *

11x (θ1,θ12), *
12x (θ1,θ12)) ≥ f1(θ1, x1, *

12x (θ1,θ12)), 
       ∀ x2 ∈ X2  f2(θ12, *

121x (θ1,θ12), *
12x (θ1,θ12)) ≥ f2(θ12, *

121x (θ1,θ12), x2), 
∀ x1 ∈ X1    f1(θ12, *

121x (θ1,θ12), *
12x (θ1,θ12)) ≥ f2(θ12, x1, *

12x (θ1,θ12)). 
Как и в предыдущей модели, в общем случае первый агент и его 

оппонент вычислят разные равновесия. 
Таким образом, рациональным в модели второго ранга рефлек-

сии можно считать выбор агентом либо рефлексивной гарантирую-
щей стратегии (8), либо субъективного равновесия (9). 
                                                                                                                                   
38 Напомним, что подобные агенты, существующие в представлениях других аген-
тов, называются фантомными агентами. 
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Отметим, что первые две сис-
темы неравенств в (9) отражают 
равновесие Нэша с точки зрения 
первого агента, а вторая и третья 
система неравенств – равновесие 
Нэша, которое должен определить 
второй агент с точки зрения пер-
вого агента – см. граф на Рис. 44, 
на котором пунктиром обведена 
«модель» второго агента, которую 
использует первый агент при 
принятии решений. 

x1 x12

x121

 
Рис. 44. Субъективное 

равновесие в модели перво-
го ранга стратегической 

рефлексии 
Проведенный анализ простейших моделей стратегической реф-

лексии первых нескольких рангов свидетельствует, что в случае 
нескольких агентов и недостаточной их информированности можно 
рассматривать процессы принятия ими решений независимо – каж-
дый из них моделирует поведение своих оппонентов, то есть стре-
мится построить собственную замкнутую модель игры (см. обсуж-
дение различий субъективного и объективного описания игры в 
[34]). В случае общего знания субъективные модели совпадают. 

Выше мы рассмотрели рефлексию нулевого, первого и второго 
рангов. Наращивание рангов рефлексии можно по аналогии произ-
водить и дальше. Существенными во всех моделях являются пред-
положения агента о том, какой ранг рефлексии имеет его оппонент, 
то есть, фактически, ранг рефлексии агента определяется тем, какой 
ранг рефлексии он приписывает оппоненту. 

Никаких разумных рекомендаций, ограничивающих рост ранга 
собственной рефлексии, априори агенту предложить нельзя. С этой 
точки зрения можно констатировать, что не существует универсаль-
ной концепции равновесия для игр со стратегической рефлексией. 
Единственным выходом является использование в этом случае либо 
МГР по рангам рефлексии оппонента, либо субъективного равнове-
сия, в рамках которого каждый агент вводит определенные предпо-
ложения о ранге рефлексии оппонента и выбирает свое действие, 
оптимальное в рамках этих предположений. 

Поэтому сконцентрируем основное внимание на изучении слу-
чаев, когда неограниченного роста ранга рефлексии не происходит. 
Существуют две причины, по которым ранг рефлексии может ока-
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заться конечным. Во-первых, это – нецелесообразность увеличения 
ранга рефлексии, свыше некоторого, с точки зрения выигрыша 
агента (когда дальнейшее увеличение ранга рефлексии заведомо не 
приводит к увеличению выигрыша). Во-вторых, возможности чело-
века по переработке информации ограничены, и бесконечный ранг 
рефлексии является не более чем математической абстракцией. 
Поэтому в последующих разделах настоящей главы приводятся 
модели, учитывающие обе приведенные причины – в разделе 3.2 на 
примере биматричных игр определяется максимальный целесооб-
разный ранг стратегической рефлексии, а в разделе 3.3 исследуется 
роль информационных ограничений. 

 
 

3.2. РЕФЛЕКСИЯ В БИМАТРИЧНЫХ ИГРАХ 
И ИГРЫ РАНГОВ 

 
Основная идея, развиваемая в настоящем разделе, заключается в 

том, что в биматричных играх39, в которых не существует равнове-
сия Нэша, или в которых при существующем равновесии Нэша 
агенты выбирают субъективные гарантирующие стратегии (см. 
предыдущий раздел настоящей работы) выигрыш каждого из аген-
тов зависит как от его ранга рефлексии, так и от ранга рефлексии 
оппонента. Кроме того, показывается, что неограниченное увеличе-
ние ранга стратегической рефлексии не приводит к увеличению 
выигрыша [115]. Перейдем к формальному описанию. 

Рассмотрим биматричную игру40, в которой выигрыши первого 
и второго агентов задаются матрицами A = ||aij|| и B = ||bij|| размер-
ности n × m соответственно. Обозначим41 I = {1, 2, …, n} – множест-
во действий первого агента (выбирающего строку), J = {1, 2, …, m} – 
множество действий второго агента (выбирающего столбец). 

В рассматриваемой игре гарантирующие стратегии агентов сле-
дующие: 
                                                           
39 Напомним, что биматричными называются конечные игры двух лиц. 
40 Так как матричные игры (антагонистические конечные игры двух лиц) являются 
частным случаем биматричных игр, то все приведенные в настоящем разделе 
результаты справедливы и для матричных игр. 
41 Будем надеяться, что использование одного и того же (исторически сложившего-
ся) обозначения для информационной структуры и множества действий первого 
агента не приведет к путанице. 
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i0 ∈ Arg 
Ii∈

max  
Jj∈

min  aij,   j0 ∈ Arg 
Jj∈

max
Ii∈

min  bij. 

Введем следующие предположения. Пусть матрицы выигрышей 
таковы, что каждое действие каждого агента является наилучшим 
ответом на некоторое действие оппонента, и пусть, кроме того, 
наилучший ответ на каждое действие оппонента единственен (если 
наилучших ответов несколько, то можно ввести правило, доопреде-
ляющее выбор агента).42 Следовательно, при определении наилуч-
ших ответов вместо выражений «i… ∈ Arg 

Ii∈
max …» и 

«j… ∈ Arg 
Jj∈

max …» можно использовать, соответственно, выражения 

«i… = arg 
Ii∈

max …» и «j… = arg 
Jj∈

max …». 

Обозначим a0 = 
Ii∈

max  
Jj∈

min  aij, b0 = 
Jj∈

max
Ii∈

min  bij  – максималь-

ные гарантированные результаты (МГР) первого и второго агентов 
соответственно. 

Определим рефлексивную биматричную игру MGkl (matrix 
game) как биматричную игру с матрицами A и B, в которой первый и 
второй агенты имеют ранги рефлексии, равные k и l соответственно, 
k, l ∈ ℵ, где ℵ – множество натуральных чисел. 

Поясним, что будет пониматься под рангом рефлексии (точнее – 
под рангом стратегической рефлексии) в биматричных играх. В 
биматричных (и не только биматричных – см. [25]) играх выбор 
действий агентами может осуществляться на основании знания 
рангов рефлексии оппонента. Ранги рефлексии определяются сле-
дующим образом. «Агент имеет нулевой ранг рефлексии, если он 
знает только матрицу платежей. Агент обладает первым рангом 
рефлексии, если он считает, что его противники имеют нулевой ранг 
рефлексии, то есть знают только матрицу платежей. Вообще, агент с 
k-ым рангом рефлексии предполагает, что его противники имеют k–
1-й ранг рефлексии. Он проводит за них необходимые рассуждения 
по выбору стратегии и выбирает свою стратегию на основе знания 

                                                           
42 Если отказаться от этих предположений, то все полученные в настоящем разделе 
результаты останутся в силе, так как вводимые предположения позволяют получить 
для максимального целесообразного ранга стратегической рефлексии оценку 
сверху. 
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матрицы платежей и экстраполяции действий своих противников» 
[133]. Приведем иллюстративный пример. 

Пример 3.2.1 (Игра в прятки) [132]. Первый агент прячется в 
одной из нескольких комнат разной освещенности, а другой агент 
должен выбрать ту комнату, где будет его искать. Степени освещен-
ности известны обоим агентам (несколько более усложненная игра 
описана в [221]). 

Стратегии агентов следующие. Ищущий при прочих равных ус-
ловиях предпочитает искать, где светлее (там проще найти). Прячу-
щемуся понятно, что в более темной комнате шансов найти его 
меньше, чем в освещенной. Возрастание ранга рефлексии означает, 
что агенту становится понятно, что это понятно и его противнику, и 
т.д. Представим ранги рефлексии агентов и соответствующие дейст-
вия по выбору комнат в виде Табл. 6. 

 
Табл. 6. Ранг рефлексии агентов 

и соответствующие действия по выбору комнат 
Ранг рефлек-
сии агента 0 1 2 3 4 

Комната, 
выбираемая 
прячущимся 

Самая 
темная 

Любая, 
кроме 
самой 
светлой 

Любая, 
кроме 
самой 
темной 

Самая 
светлая 

Самая 
темная 

Комната, 
выбираемая 
ищущим 

Самая 
светлая 

Самая 
темная 

Любая, 
кроме 
самой 
светлой 

Любая, 
кроме 
самой 
темной 

Самая 
светлая 

 
Можно видеть, что после второго ранга рефлексии исчерпыва-

ется все множество допустимых действий, а после третьего ранга 
рефлексии стратегии выбора комнат начинают повторяться. Этот 
факт являлся иллюстрацией того, что в игре двух лиц увеличение 
рангов рефлексии выше определенного объективно не дает ничего 
нового, хотя субъективное нарастание сложности может продол-
жаться. 

Несоответствие рангов рефлексии успешности деятельности со-
стоит в следующем. Пусть прячущийся имеет 0-й ранг (прячется в 
самой темной комнате). Если при этом ищущий имеет 1-й ранг, то он 
всегда выигрывает (ищет в самой темной комнате). Но если ищущий 
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имеет 3-й ранг (ищет в любой комнате, кроме самой темной), то он 
всегда проигрывает прячущемуся с 0-м рангом, поскольку тот, как 
мы помним, не затрудняясь рассуждениями о том, что думает про-
тивник, прячется именно в этой самой темной комнате, куда ищу-
щий, проведя серию рефлексивных рассуждений, никогда не загля-
нет. 

Таким образом, невозможно однозначно утверждать, что более 
высокий ранг рефлексии лучше более низкого. Предпочтительность 
того или иного ранга определяется его взаимодействием с рангом 
рефлексии противника. • 

Так как в биматричных играх предполагается, что каждый агент 
имеет некое убеждение о ранге рефлексии оппонента [132, 133], то 
это позволяет использовать понятие субъективной гарантирующей 
стратегии. Определим субъективные гарантирующие стратегии в 
биматричной игре MGkl: 
(1) ik = arg 

Ii∈
max  

1−kija ,  jl = arg 
Jj∈

max  jil
b

1−
,  k, l ∈ ℵ. 

Таким образом, игра MG00 совпадает с исходной игрой, а «рав-
новесием» в игре MGkl является (

lk jia ; 
lk jib ), k, l ∈ ℵ. Отметим два 

любопытных факта. Во-первых, выигрыш любого агента в игре MGkl 
при k ≥ 1, l ≥ 1 может оказаться меньше максимального гарантиро-
ванного (см. пример «Снос на мизере» ниже). Во-вторых, приписы-
вание каждым агентом оппоненту ранга рефлексии на единицу 
меньше его собственного противоречиво, так как в игре MGkl при 
k ≥ 1, l ≥ 1 это означает, что должно одновременно выполняться 

l = k – 1 и k = l – 1, 
что, очевидно, невозможно. Следовательно, равновесие в рефлек-
сивной игре является существенно субъективным, и априори агенты 
не знают, в какую игру они играют (ранги рефлексии обоих агентов 
не могут быть общим знанием, так как это противоречило бы самому 
определению ранга рефлексии). Поэтому перспективным направле-
нием будущих исследований представляется изучение информаци-
онной рефлексии относительно рангов рефлексии агентов в бимат-
ричных играх. 

Внутренняя противоречивость стратегической рефлексии в би-
матричных играх может быть проиллюстрирована следующей схе-
мой – на Рис. 45 приведено субъективное описание игры MGkl в 
терминах графа рефлексивной игры с точки зрения первого агента, 
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на Рис. 46 – субъективное описание той же игры с точки зрения 
второго агента. 

 

i0 j0

j1i1

…

ik-1 jk-1

ik

ik-2 jk-2

?
 
Рис. 45. Субъективное описа-
ние игры MGkl с точки зрения 

первого агента 

i0 j0

j1i1

…

il-1 jl-1

jl

il-2 jl-2

?
 

 
Рис. 46. Субъективное описа-
ние игры MGkl с точки зрения 

второго агента 
 
Как отмечалось выше (см. раздел 2.4), граф рефлексивной игры 

обладает тем свойством, что число дуг, входящих в каждую его 
вершину, должно быть на единицу меньше, чем число агентов (то 
есть в биматричных играх равняться единице). Субъективные равно-
весные действия выделены жирным шрифтом и приводят к «равно-
весию» (ik, jl). Действия ik-1 для первого агента и jl-1 для второго не 
используются в соответствующих субъективных описаниях игры 
(см. знаки вопроса на Рис. 45 и Рис. 46), то есть каждое из них ока-
зывается внутренне незамкнутым. 

Завершив краткое обсуждение внутренней противоречивости 
определения ранга стратегической рефлексии в биматричных играх, 
вернемся к исследованию зависимости субъективного равновесия и 
выигрышей агентов от рангов их рефлексии. 
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Обозначим IK = ∪
Kk
ki

,...,1,0=

, JL = ∪
Ll
lj

,...,1,0=

, K = 0, 1, 2, …, 

L = 0, 1, 2, … . Под I∞  и J∞  будем понимать соответствующие объе-
динения по всем рангам рефлексии от нуля до бесконечности. 

Если одному агенту (или обоим агентам) неизвестен ранг реф-
лексии оппонента, то целесообразно рассмотрение игры MG∞∞, в 
которой каждый агент вычисляет гарантированный результат по 
рангу рефлексии оппонента. Введем гарантирующие стратегии, 
соответствующие полной неопределенности относительно ранга 
рефлексии оппонента: 
(2) i∞ = arg 

Ii∈
max  

∞∈Jj
min  aij,  j∞ = arg 

Jj∈
max  

∞∈Ii
min  bij. 

Аналогично можно определить гарантирующие стратегии в 
рамках информации о том, что ранг рефлексии оппонента не превы-
шает известной величины (то есть первый агент считает, что ранг 
рефлексии второго не выше L, а второй – что ранг рефлексии перво-
го не выше K): 
(3) iL = arg 

Ii∈
max  

LJl∈
min  

lija ,  jK = arg 
Jj∈

max  
KIk∈

min  jik
b . 

Отметим, что в (3), в отличие от (1), стратегия каждого из аген-
тов не зависит от его собственного ранга рефлексии, а определяется 
информацией о ранге рефлексии оппонента. 

Выражения (1)-(3) не исчерпывают всего многообразия возмож-
ных ситуаций, так как, например, первый агент может предполо-
жить, что второй выберет j∞, и тогда его наилучшим ответом будет 
arg 

Ii∈
max  

∞ija , и т.д. Кроме того, хотя к увеличению ранга рефлексии 

способны лишь «сильные» агенты, интуитивно понятно, что при 
росте этого ранга, то есть при удлинении цепочки рассуждений «я 
думаю, что он думает, что я думаю...» есть опасность «перемуд-
рить». Сильный агент с высоким рангом рефлексии переоценивает 
противника, предполагая, что у него ранг рефлексии тоже высокий. 
Но, если ранг соперника на самом деле низкий, это приводит к про-
игрышу более слабому противнику [134] – см. примеры «Игра в 
прятки» и «Снос на мизере». Следовательно, необходимо система-
тическое исследование соотношения выигрышей агентов в зависи-
мости от типа разыгрываемой игры. Приведем результаты этого 
исследования. 
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Существенным для нашего рассмотрения является наличие или 
отсутствие равновесия Нэша, а также выбор агентами (и использова-
ние при построении субъективных равновесий) гарантирующих 
стратегий или действий, равновесных по Нэшу. Таким образом, 
возможны следующие четыре ситуации. 

Вариант 1 (равновесие Нэша в чистых стратегиях существует, и 
агенты ориентируются на равновесные по Нэшу действия). 

Обозначим (i*; j*) – номера равновесных по Нэшу чистых стра-
тегий. Тогда, если по аналогии с (1) считать, что в рефлексивной 
игре каждый агент выбирает свой наилучший ответ на выбор оппо-
нентом соответствующей компоненты равновесия, то получим, что 
(4) ik = arg 

Ii∈
max  *ija ,  jl = arg 

Jj∈
max  jib * ,  k, l ∈ ℵ. 

Из (4) в силу определения равновесия Нэша следует, что 
ik = i*, jl = j*, k, l ∈ ℵ, то есть в рамках варианта 1 стратегическая 
рефлексия бессмысленна43 (за исключением, быть может, случая, 
когда наилучшие ответы определяются таким образом, что агенты 
выбирают компоненты различных равновесий Нэша в случае, когда 
последних несколько). 

Вариант 2 (равновесие Нэша в чистых стратегиях существует, 
но агенты выбирают гарантирующие стратегии (1)). 

Если гарантирующие стратегии образуют равновесие Нэша (как 
это имеет место в антагонистических играх с седловой точкой), то 
попадаем в условия варианта 1. Следовательно, стратегическая 
рефлексия имеет смысл, только если в рамках варианта 2 равновесие 
Нэша не совпадает с равновесием в гарантирующих стратегиях 
(i0, j0). 

Вариант 3 (равновесия Нэша в чистых стратегиях не существу-
ет, и агенты ориентируются на равновесные по Нэшу смешанные 
стратегии44). 

Если агенты при определении своих наилучших ответов по ана-
логии с (4) рассчитывают на то, что оппонент выберет равновесные 
по Нэшу смешанные стратегии, то легко показать, что максимум 
ожидаемого выигрыша каждого агента будет достигаться при выбо-
                                                           
43 Под бессмысленностью стратегической рефлексии в биматричных играх будем 
понимать случай, когда равновесие в рефлексивной игре с любой комбинацией 
ненулевых рангов рефлексии агентов совпадает с равновесием в исходной игре. 
44 Напомним, что в биматричных играх равновесие Нэша в смешанных стратегиях 
всегда существует. 
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ре им также соответствующей равновесной по Нэшу смешанной 
стратегии. Следовательно, в рамках варианта 3 любое равновесие 
совпадает с равновесием Нэша в смешанных стратегиях, то есть 
стратегическая рефлексия в этом случае бессмысленна. 

Вариант 4 (равновесия Нэша в чистых стратегиях не существу-
ет, и агенты ориентируются на гарантирующие стратегии (1)). 

В четвертом варианте анализ рефлексии, очевидно, имеет 
смысл. 

Таким образом, рассмотрев все четыре возможных варианта по-
ведения агентов, получаем, что обоснована справедливость следую-
щего утверждения. 

Утверждение 3.2.1. Стратегическая рефлексия в биматричных 
играх имеет смысл, если агенты используют субъективные гаранти-
рующие стратегии (1), которые не являются равновесными по Нэшу. 

Обозначим 
(5) Kmin = min {K ∈ ℵ | IK = I∞}, 
(6) Lmin = min {L ∈ ℵ | JL = J∞}. 

Содержательно, Kmin и Lmin – минимальные ранги рефлексии 
первого и второго агентов, при которых их множества субъективных 
равновесных действий совпадают с максимально возможными в 
рассматриваемой игре множествами субъективных гарантирующих 
стратегий. 

В силу определения ∀ K, L ∈ ℵ  IK ⊆ IK+1, JL ⊆ JL+1. Значит 
∀ K ≥ Kmin  IK = I∞, ∀ L ≥ Lmin  JL = J∞. 

Если ранг рефлексии первого и второго агентов не превышает K 
и L соответственно, то множества субъективных гарантирующих 
стратегий первого и второго агентов с точки зрения оппонента рав-
ны IL-1 и JK-1 соответственно. Значит, увеличение рангов рефлексии 
может приводить к расширению множества субъективных гаранти-
рующих стратегий, если 
(7) L – 1 < Kmin, 
(8) K – 1 < Lmin. 
Отметим, что с рассматриваемой точки зрения максимальный целе-
сообразный ранг рефлексии45 первого агента зависит от свойств 

                                                           
45 Под максимальным целесообразным рангом рефлексии агента будем понимать 
такое его значение, что увеличение ранга рефлексии выше данного не приводит к 
появлению новых субъективных (с точки зрения данного агента) равновесий. 
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субъективных гарантирующих стратегий второго агента (см. (8)), и 
наоборот. 

С другой стороны, агенту не имеет смысла увеличивать ранг 
своей рефлексии, если он уже «исчерпал» собственное множество 
возможных субъективных равновесных действий. С этой точки 
зрения увеличение рангов рефлексии может приводить к расшире-
нию множества субъективных гарантирующих стратегий, если 
(9) K < Kmin, 
(10) L < Lmin. 

Объединяя (8) и (9), а также (7) и (8), получаем, что первому 
агенту не имеет смысла увеличивать свой ранг рефлексии выше 
(11) Kmax = min {Kmin, Lmin + 1}, 
а второму агенту не имеет смысла увеличивать свой ранг рефлексии 
выше 
(12) Lmax = min {Lmin, Kmin + 1}. 

Обозначим 
(13) Rmax = max {Kmax, Lmax}. 

Таким образом, доказана справедливость следующего утвер-
ждения. 

Утверждение 3.2.2. Использование агентами в биматричной иг-
ре рангов стратегической рефлексии выше, чем (11) и (12), не имеет 
смысла46. 

Утверждение 3.2.2 дает возможность в каждом конкретном слу-
чае (для конкретной разыгрываемой игры) каждому агенту (и иссле-
дователю операций) вычислить максимальные целесообразные ранги 
стратегической рефлексии обоих агентов. 

Так как величины (11)-(13) зависят от игры (матриц выигры-
шей), то получим оценки зависимости этих величин от размерности 
матриц выигрышей (очевидно, что |I∞| ≤ |I| = n, |J∞| ≤ |J| = m, а для 
игр размерности два справедлива более точная оценка – см. утвер-
ждение 3.2.3). Для этого введем в рассмотрение граф наилучших 
ответов. 

Графом наилучших ответов G = (V, E) назовем конечный дву-
дольный ориентированный граф, в котором множество вершин 
V = I ∪ J, а дуги проведены от каждой вершины (соответствующей 

                                                           
46 То есть для любого ранга рефлексии, превышающего указанные оценки, найдется 
ранг рефлексии, удовлетворяющий указанным оценкам и приводящий к тому же 
субъективному равновесию. 
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действию одного из агентов) к наилучшему на нее ответу оппонента. 
Опишем свойства введенного графа: 

1. Из каждой вершины множества I выходит дуга в вершину 
множества J (у второго агента есть наилучший ответ на любое дей-
ствие первого агента), из каждой вершины множества J выходит 
дуга в вершину множества I (у первого агента есть наилучший ответ 
на любое действие второго агента). 

2. В каждую вершину множества V входит ровно одна дуга (так 
как каждое действие каждого агента является наилучшим ответом на 
какое-либо действие оппонента). 

3. Если любой путь дважды прошел через одну и ту же вершину, 
то по определению наилучших ответов его часть является контуром, 
и в дальнейшем новых вершин в этом пути не появится. 

4. Максимальное число попарно различных действий первого 
агента, содержащихся в пути, начинающемся в вершине i0, равно 
min (n; m + 1). 

5. Максимальное число попарно различных действий второго 
агента, содержащихся в пути, начинающемся в вершине i0, равно 
min (n; m). 

6. Максимальное число попарно различных действий первого 
агента, содержащихся в пути, начинающемся в вершине j0, равно 
min (n; m). 

7. Максимальное число попарно различных действий второго 
агента, содержащихся в пути, начинающемся в вершине j0, равно 
min (n + 1; m). 

Выявленные свойства графа наилучших ответов позволяют по-
лучить оценки сверху целесообразных рангов стратегической реф-
лексии в биматричных играх. 

Утверждение 3.2.3. В биматричных играх 2 × 2, в которых не 
существует равновесия Нэша, I∞ = I, J∞ = J. 

Доказательство. Рассмотрим произвольную биматричную игру 
2 × 2, в которой не существует равновесия Нэша. Пусть X1 = {x1, x2}, 
X2 = {y1, y2}. Вычислим гарантирующие стратегии i0 и j0. Положим 
для определенности x1 = i0, y1 = j0. 

Возможны два взаимоисключающих варианта: j1 = y1 и j1 = y2. 
Если j1 = y1, то i1= i2 = x2 (иначе (x1, y1) – равновесие Нэша). То-

гда j2 = j3 = y2 (иначе (x2, y1) – равновесие Нэша). Следовательно, 
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i3 = i4 = x1 (иначе (x2, y2) – равновесие Нэша). То есть в первом случае 
I∞ = I, J∞ = J. 

Если j1 = y2, то i2 = x2 (иначе (x1, y2) – равновесие Нэша). Тогда 
j3 = y1 (иначе (x2, y2) – равновесие Нэша). Следовательно,  i4 = x1 
(иначе (x2, y1) – равновесие Нэша). То есть во втором случае также 
I∞ = I, J∞ = J. • 

Качественно, утверждение 3.2.3 означает, что в биматричной 
игре 2 × 2, в которой не существует равновесия Нэша, любой исход 
может быть реализован как субъективное равновесие. 

Перспективным направлением дальнейших прикладных иссле-
дований можно считать анализ субъективных равновесий в базовых 
ординарных играх двух лиц 2 × 2 (напомним, что существуют 78 
структурно различных ординарных игр, то есть игр, в которых оба 
агента, каждый из которых имеет два допустимых действия, может 
строго упорядочить собственные выигрыши от лучшего к худшему 
[191, 249]). 

Утверждение 3.2.3 наводит на мысль, что, быть может, во всех 
биматричных играх, в которых не существует равновесия Нэша, 
выполнено I∞ = I, J∞ = J. Контрпримером служит приведенный на 
Рис. 47 граф наилучших ответов в игре 4 × 4, в котором вершины i0 и 
j0 затенены. 

I J

I∞ J∞

 
Рис. 47. Пример графа наилучших ответов 

в биматричной игре 4 × 4, в которой I∞ ⊂ I, J∞ ⊂ J 
 
Имея грубые оценки сверху (|I∞| ≤ n, |J∞| ≤ m) «размеров» мно-

жеств I∞ и J∞, исследуем, как быстро (при каких минимальных ран-
гах стратегической рефлексии) эти множества «покрываются» соот-
ветствующими субъективными равновесиями. 
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Третье свойство графа наилучших ответов означает, что в би-
матричной игре целесообразное увеличение ранга стратегической 
рефлексии, начиная со второго шага, обязательно изменяет множе-
ство стратегий, которые должны быть субъективными гарантирую-
щими при рангах рефлексии меньших или равных данному. 

Так как в биматричных играх множества допустимых действий 
конечны, то конечны множества I∞ и J∞, следовательно, в силу 
свойств 4-7 графа наилучших ответов конечны и величины Lmin и 
Kmin, то есть в биматричных играх неограниченное увеличение 
ранга рефлексии заведомо нецелесообразно. Опять же в силу 
конечности допустимых множеств, величины (11) и (12), опреде-
ляющие максимальные целесообразные ранги рефлексии, могут 
быть легко рассчитаны для любой конкретной биматричной игры. 
Но свойства графа наилучших ответов позволяют получить конкрет-
ные оценки сверху максимальных целесообразных рангов рефлек-
сии. 

В биматричной игре n × m гарантированные оценки47 величин 
(11)-(13), очевидно, будут зависеть от размерности матриц выигры-
шей, то есть Kmin = Kmin(n), Lmin = Lmin(m). Следовательно, 
(14) Kmax(n, m) = min {Kmin(n), Lmin(m) + 1}, 
(15) Lmax(n, m) = min {Lmin(m), Kmin(n) + 1}. 

Выражение (13) примет при этом вид: 
(16) Rmax(n, m) = max {Kmax(n, m), Lmax(n, m)}. 

Из свойств 4-7 графа наилучших ответов и выражений (14)-(16) 
следует справедливость следующего утверждения. 

Утверждение 3.2.4. В биматричных играх n × m максимальные 
целесообразные ранги стратегической рефлексии первого и второго 
агентов удовлетворяют следующим неравенствам 
(17) Kmax(n, m) ≤ min {n, m + 1}, 
(18) Lmax(n, m) ≤ min {m, n + 1}, 
(19) Rmax(n, m) ≤ max {min {n, m + 1}, min {m, n + 1}}. 

Следствие 1. В биматричной игре n × n, n ≥ 2, максимальный 
целесообразный ранг стратегической рефлексии любого агента48 

Rmax(n, n) ≤ n. 
                                                           
47 Под гарантированной оценкой будем понимать оценку сверху, то есть макси-
мально возможную для данного класса игр соответствующую величину. 
48 Очевидно, что в игре, в которой один из агентов имеет единственное допустимое 
действие, рефлексия бессмысленна. 
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Для случая двух допустимых действий (в силу его распростра-
ненности в прикладных моделях) сформулируем отдельное следст-
вие. 

Следствие 2. В биматричной игре 2 × 2 максимальный целесо-
образный ранг рефлексии не превосходит двух. 

Еще раз отметим, что оценки (17)-(19) являются оценками свер-
ху – существование нескольких наилучших ответов на одно и то же 
действие, наличие в исходной игре равновесия Нэша или домини-
руемых стратегий может привести только к тому, что максимальный 
целесообразный ранг рефлексии уменьшится. 

Рекламную версию утверждения 3.2.4 можно сформулировать 
следующим образом: в биматричной игре максимальный целесо-
образный ранг стратегической рефлексии превышает мини-
мальное число допустимых стратегий агентов не более чем на 
единицу. 

Приведем примеры, иллюстрирующие полученные теоретиче-
ские результаты анализа стратегической рефлексии в биматричных 
играх (см. также пример 3.2.1 выше). 

Пример 3.2.2 (Дилемма заключенного) [243]. Рассмотрим хре-
стоматийную биматричную игру (“Prisoners’ Dilemma”): у каждого 
из двух заключенных-сообщников есть два действия: «Н» – «не 
сознаваться в совершении преступления» и «С» – «сознаться в со-
вершении преступления». Если сознаются оба агента, то они полу-
чают наказание – их выигрыш есть вектор (1; 1). Если первый созна-
ется, а второй нет, то первый выходит на свободу, а второй получает 
значительное наказание – вектор выигрышей (исход) – (6; 0). Сим-
метричным образом обстоит дело, если сознается второй агент и не 
сознается первый. И, наконец, если не сознаются оба, то оба полу-
чают небольшое наказание, каждый получая выигрыш равный 5, то 
есть меньший, чем если бы он вышел на свободу. Матрица выигры-
шей приведена на Рис. 48 (отметим, что действие «С» у обоих аген-
тов доминирует действие «Н»). 

 
Действия Н С 

Н (5; 5) (0; 6) 
С (6; 0) (1; 1) 

 
Рис. 48. Матрица выигрышей в игре «Дилемма заключенного» 
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Единственным равновесием Нэша в рассматриваемой игре явля-
ется («С»; «С»), которое состоит из гарантирующих стратегий аген-
тов и дает им соответственно выигрыши a0 = 1 и b0 = 1. Следова-
тельно, i0 = i1 = i2 = … i∞ = «С», j0 = j1 = j2 = … j∞ = «С», и 
рассмотрение рефлексии в данной игре бессмысленно (по крайней 
мере, ни одно из определений (1)-(3) не дает «нового» равновесия, то 
есть отличного от равновесия Нэша, в том числе, не позволяет обос-
новать устойчивости Парето-эффективного исхода («Н»; «Н»), что 
является одной из тестовых проблем теории игр). • 

Пример 3.2.3 (Семейный спор) [243]. Рассмотрим вторую хре-
стоматийную биматричную игру (“Battle of Sexes”), которую разыг-
рывают муж и жена. Муж предпочитает пойти на футбол («Ф»), а 
жена – в театр («Т»), но каждый из них предпочитает провести время 
с партнером, нежели в одиночестве. Матрица выигрышей приведена 
на Рис. 49. 

 
Действия Ф Т 
Ф (3; 1) (0; 0) 
Т (0; 0) (1; 3) 

 
Рис. 49. Матрица выигрышей в игре «Семейный спор» 

 
В рассматриваемой игре существуют два равновесия Нэша в 

чистых стратегиях – («Ф»; «Ф») и («Т»; «Т»). С точки зрения реф-
лексии каждому агенту выгодно повторять выбор оппонента, однако, 
так как выбор любого допустимого действия является гарантирую-
щей стратегией, выделить определенный исход в соответствующей 
рефлексивной игре не представляется возможным. 

Помимо двух равновесий Нэша в чистых стратегиях, в данной 
игре существует одно равновесие Нэша в смешанных стратегиях. 
Пусть p ∈ [0; 1] – вероятность выбора мужем похода на футбол, 
q ∈ [0; 1] – вероятность выбора женой похода в театр. Тогда равно-
весием будет p = q = 3/4, то есть равновесие в смешанных стратегиях 
имеет вид: (3/4, 1/4) и (1/4, 3/4), обеспечивая агентам ожидаемые 
выигрыши (3/4; 3/4). 

Если муж считает, что ему известна смешанная стратегия жены, 
то он может выбирать p1 = arg 

]1;0[
max

∈p
 [3 p / 4 + 3 (1 – p) / 4]. Видно, 
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что ожидаемый выигрыш мужа не зависит от его смешанной страте-
гии и равен 3/4. Аналогичный вывод можно сделать и для стратегии 
q1 жены, а также для всех других рефлексивных смешанных страте-
гий обоих агентов. Другими словами, любым рефлексивным равно-
весием в смешанных стратегиях будет равновесие Нэша в смешан-
ных стратегиях, следовательно, в этом случае рассмотрение 
рефлексии бессмысленно. • 

Пример 3.2.4 (Снос на мизере). Данный пример является част-
ным случаем примера «Игра в прятки» и заключается в следующем. 
Пусть во время партии в преферанс один из партнеров играет мизер. 
Будем считать его агентом номер один. Всех остальных участвую-
щих в игре будем считать агентом номер два. 

Предположим, что у первого агента есть два действия: «С» – 
стандартный снос, и «Н» – нестандартный снос. У его оппонента 
(второго агента, ловящего мизер) тоже есть два действия: «С» – 
ловить стандартный снос и «Н» – ловить нестандартный снос. Если 
первый агент делает стандартный снос, а второй ловит нестандарт-
ный, то выигрывает первый агент – вектор выигрышей имеет вид 
(5; 0). Выигрыши (5; 1) получаются в ситуации, когда первый агент 
делает нестандартный снос, а второй ловит стандартный (стандарт-
ный снос ловить проще, чем нестандартный). Будем считать, что 
нестандартный снос поймать сложнее, чем стандартный, поэтому 
ситуациям («С»; «С») и («Н»; «Н») соответствуют выигрыши (2, 3) и 
(3, 2). Таким образом, матрица выигрышей имеет вид, приведенный 
на Рис. 50. 

Действия Н С 
Н (3; 2) (5; 1) 
С (5; 0) (2; 3) 

Рис. 50. Матрица выигрышей в игре «Снос на мизере» 
 
В рассматриваемом примере равновесия Нэша в чистых страте-

гиях не существует, а гарантирующие стратегии следующие: 
i0 = «Н», j0 = «С». В соответствии с выражением (1) получаем: 

i1 = «Н», j1 = «Н», 
i2 = «С», j2 = «Н», 
i3 = «С», j3 = «С», 
i4 = «Н», j4 = «Н», 

… 
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Видно, что четвертый уровень одинаковых рангов рефлексии 
повторяет первый, и дальше субъективные гарантирующие страте-
гии будут периодически повторяться. Кроме того, IK = I при K = 2, а 
JL = J при L = 1, то есть первые два ранга рефлексии исчерпывают 
множества допустимых действий агентов, а первые три ранга исчер-
пывают все комбинации чистых стратегий. То есть I∞ = I, J∞ = J и 
i∞ = i0, j∞ = j0. 

Первому агенту выгодны следующие игры (то есть следующие 
комбинации рангов рефлексии): MG00, MG03, MG10, MG13, MG21, 
MG22, MG32. При этом он в пяти случаях из семи имеет ранг рефлек-
сии, не меньший, чем у оппонента. 

Второму агенту выгодны следующие игры: MG01, MG02, MG11, 
MG12, MG23, MG33. При этом он во всех шести случаях имеет ранг 
рефлексии, не меньший, чем у оппонента. 

Как отмечалось выше, выигрыш агента может оказаться меньше 
его МГР. Так, МГР первого агента в рассматриваемой игре равен 
трем, второго – единице. В играх MG20, MG23 и MG33 первый агент 
получает выигрыш, равный двум, что строго меньше его МГР a0 = 3. 
В играх MG22, MG31 и MG32, второй агент получает нулевой выиг-
рыш, что строго меньше его МГР b0 = 1. 

Вычислим для рассматриваемой игры равновесие в смешанных 
стратегиях. Обозначая p – вероятность нестандартного сноса первым 
агентом, q – вероятность ловли нестандартного сноса вторым аген-
том, получаем: p = 3/4, q = 3/5. То есть равновесие в смешанных 
стратегиях имеет вид: (3/4, 1,4) и (3/5, 2/5), что обеспечивает агентам 
ожидаемые выигрыши (19/5; 3/2). Если первый агент считает, что 
ему известна смешанная стратегия второго, то он может выбирать 
p1 = arg 

]1;0[
max

∈p
 [p (9/5 + 2) + (1 – p) (3 + 4/5)]. Видно, что ожидаемый 

выигрыш первого агента не зависит от его смешанной стратегии и 
равен 19/5. Аналогичный вывод можно сделать и для стратегии q1 
второго агента, а также для всех других рефлексивных смешанных 
стратегий обоих агентов. Другими словами, любым рефлексивным 
равновесием в смешанных стратегиях будет равновесие Нэша в 
смешанных стратегиях, следовательно, в этом случае рассмотрение 
рефлексии бессмысленно. • 

Еще раз напомним, что в реальных играх двух лиц (в том числе 
– описываемых биматричными играми) тип разыгрываемой игры 
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(ранги рефлексии обоих оппонентов k и l) неизвестен достоверно ни 
одному из агентов. Поэтому процесс принятия ими решений стоит 
рассматривать скорее не как игру, а как рефлексивное принятие 
решений, которое состоит из двух этапов – принятие предположения 
о значении ранга рефлексии оппонента и выбор соответствующего 
этому рангу собственного наилучшего ответа. С этой точки зрения 
полученные в настоящем разделе результаты связывают мощности 
множеств стратегий агентов с максимальными рангами рефлексии, 
которые имеет смысл рассматривать. 

Рассматривая стратегическую рефлексию агентов в биматрич-
ных играх, можно условно считать, что агенты переходят от выбора 
своих действий (строки и столбца биматрицы выигрышей) к выбору 
своих рангов рефлексии. Соответствующая игра называется игрой 
рангов [40]. 

Игра рангов. Введем следующие предположения. Пусть мат-
рицы выигрышей таковы, что у каждого агента существует единст-
венный наилучший ответ на любое действие оппонента: 

(20) 1max =∈∀
∈Ii

ijaArgJj , 1max =∈∀
∈Jj

ijbArgIi  

(здесь и далее через |M | обозначается количество элементов множе-
ства M). 

Пусть, кроме того, максимальный гарантированный результат 
каждого агента достигается ровно на одном действии: 

(21) 1minmaxminmax ==
∈∈∈∈

ijIiJj
ijJjIi

bArgaArg . 

Условия (20) и (21), обеспечивающие однозначное соответствие 
между рангом рефлексии агента и его действием, далее будем счи-
тать выполненными. 

Как было сказано выше, каждый агент может выбрать конечный 
ранг свой рефлексии. Это приводит к выбору соответствующего 
действия: обладая нулевым рангом, первый агент выбирает гаранти-
рующую стратегию – действие ijJjIi

ai
∈∈

= minmaxarg0 , а обладая ран-

гом k ≥ 1 – действие 
1

maxarg
−∈

=
kijIik ai . Аналогично для действий 



 191

второго агента: ijIiJj
bj

∈∈
= minmaxarg0  – при нулевом ранге; 

jiJjk k
bj

1
maxarg

−∈
=  – при ранге k ≥ 1. 

Из утверждения 3.2.4 следует, что множество допустимых дей-
ствий по выбору ранга конечно. Поэтому мы можем перейти из 
исходной игры к игре рангов стратегической рефлексии, в которой 
стратегией агента является выбор ранга стратегической рефлексии 
(см. Табл. 7). 

 
Табл. 7. Ранги рефлексии и действия агентов 

Ранг k 0 1 … R 
Действие  
первого агента i0 i1 … iR 

Действие  
второго агента j0 j1 … jR 

 
Верхняя оценка количества возможных попарно-различных пар 

стратегий составляет |I| × |J| = m × n. Тогда исходную биматричную 
игру можно преобразовать в биматричную игру R × R. 

Ясно, что некоторые строки и столбцы этой новой матрицы мо-
гут совпадать (это означает, что выбор агентами разных рангов 
приводит к одному и тому же действию в исходной игре). Отождест-
вив совпадающие строки и столбцы, мы получаем матрицу новой 
игры, которую будем называть игрой выбора ранга стратегической 
рефлексии, или для краткости игрой рангов. 

В силу того, что ik ∈ I, jk ∈ J, все действия агентов в игре рангов 
соответствуют действиям в исходной игре. Следовательно, справед-
ливым является следующее утверждение. 

Утверждение 3.2.5. Матрица выигрышей в игре рангов является 
подматрицей матрицы исходной биматричной игры. 

Утверждение 3.2.5 наводит на мысль о том, что при переходе к 
игре рангов равновесия могут исчезать (т. е. отсутствовать в матрице 
игры рангов). Действительно, приведем пример биматричной игры 

(пример 3.2.5): 
















)3,2()0,1()2,3(
)1,0()4,4()0,0(
)2,3()0,0()3,2(

. 
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Чтобы построить матрицу игры рангов, проанализируем выбор 
агентов при том или ином ранге рефлексии – см. Табл. 8. 
 

Табл. 8. Ранги рефлексии и действия агентов в примере 3.2.5 
Ранг k 0 1 2 3 4 … 
Действие  
первого 
агента 

3 1 1 3 3 … 

Действие  
второго 
агента 

3 3 1 1 3 … 

 
Таким образом, матрица игры рангов выглядит следующим об-

разом: 







)3,2()2,3(
)2,3()3,2( . Нетрудно видеть, что равновесная пара выиг-

рышей исходной игры (4, 4) исчезла при переходе к игре рангов. • 
Возникает вопрос: могут ли при переходе к игре рангов появ-

ляться новые равновесия (которых не было в исходной игре)? Ока-
зывается, что это невозможно. 

Утверждение 3.2.6. Для произвольной биматричной игры пере-
ход к игре рангов не приводит к появлению новых равновесий. 

Доказательство. Пусть, как и ранее, I – множество действий 
первого агента, J – множество действий второго агента. Пусть, да-
лее, I ' ⊆  I и J ' ⊆ J – множества действий первого и второго агентов 
соответственно в игре рангов. 

Рассмотрим пару действий (iu, jv), iu ∈ I ', jv ∈ J ', являющуюся 
равновесием игры рангов. 

Покажем сначала, что наилучшим ответом второго игрока на 
действие первого iu в исходной игре является jv. Действительно, 
наилучший ответ на множестве J входит в J ' (по правилу построения 
игры рангов), поэтому наилучший ответ на множестве J ' такой же, 
как наилучший ответ на множестве J. Но, по определению равнове-
сия, наилучший ответ на множестве J ' – это как раз jv. 

Аналогично, наилучшим ответом первого игрока на стратегию 
второго jv в исходной игре является iu. Поэтому пара действий (iu, jv) 
является равновесием исходной игры. 
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В силу произвольности выбора равновесной пары получаем, что 
любое равновесие игры рангов является равновесием исходной 
игры, т. е. новых равновесий не появится. • 

Итак, при переходе к игре рангов новые равновесия не появля-
ются (утверждение 3.2.6), а существующие могут исчезать (пример 
3.2.5). Относительно количества равновесий в игре рангов справед-
ливо следующее утверждение (которое существенно использует 
условия (20) и (21)). 

Утверждение 3.2.7. Если выполнены условия (20) и (21), то в 
игре рангов существует не более двух равновесий. 

Доказательство. Пусть в игре рангов существует три различных 
равновесия: ),( vu ji , ),( '' vu ji  и ),( '''' vu ji . По утверждению 3.2.6 они 
являются равновесиями и в исходной игре. Тогда в силу (20) 

''' uuu iii ≠≠ . Без ограничения общности предположим, что 
u = max {u; u'; u''}. Поскольку в равновесии действие агента является 
наилучшим ответом на действие оппонента, справедливы соотноше-
ния: iu = iv+1 = iu+2 = iv+3 = iu+4 = … ; jv = ju+1 = jv+2 = … Аналогичные 
соотношения верны для 'ui , ''ui . Следовательно, '1 uu ii =+ , ''1 uu ii =+ . Но 
тогда ''' uu ii = . Полученное противоречие доказывает утверждение 
3.2.7. • 

Следует отметить, что в некоторых случаях любой исход игры 
рангов дает обоим игрокам лучший результат, чем равновесие. 
Приведем пример такой биматричной игры (пример 3.2.6): 

















)10,6()0,1()6,10(
)1,0()5,5()0,0(
)6,10()0,0()10,6(

. Равновесие приводит к паре выигрышей 

(5, 5), что хуже (для обоих агентов) любого из исходов игры рангов, 
в которой удалены дублирующиеся стратегии: 








)10,6()6,10(
)6,10()10,6( . • 
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3.3. ОГРАНИЧЕННОСТЬ РАНГА РЕФЛЕКСИИ 
 
На всем протяжении настоящей работы исследуется норматив-

ный аспект49 рефлексивного взаимодействия – каким должен быть 
ранг рефлексии агента (максимальный целесообразный ранг его 
рефлексии) для того, чтобы его выигрыш в рефлексивной игре был 
максимален. Другими словами, максимальным целесообразным 
является такое значение ранга рефлексии, превышение которого не 
увеличивает выигрыш, и целью исследования является получение 
соответствующих ограничений исходя только из теоретико-игровой 
модели. 

Во многих случаях оказывается, что с точки зрения норматив-
ной модели принятия решений агенту следует неограниченно увели-
чивать ранг стратегической рефлексии. С другой стороны, понятно, 
что существуют информационные ограничения, то есть возможности 
любого реального агента по переработке информации ограничены 
(«когнитивные затраты» могут учитываться в модели в явном виде – 
см., например, [181]), поэтому бесконечная рефлексия является не 
чем иным, как математической абстракцией. Поэтому в настоящем 
разделе на качественном уровне (все приводимые утверждения 
являются нестрогими, так как лежащие в основе их вывода «аксио-
мы» являются предположениями, обоснованность которых может 
показаться спорной) рассматривается взаимосвязь между информа-
ционными ограничениями и рангом рефлексии. 

В качестве информационного ограничения возьмем общеприня-
тое в психологии число Миллера – 7±2 [5, 239], отражающее макси-
мальное число объектов (признаков, альтернатив и т.д.), которыми 
человек может одновременно оперировать. 

Как отмечалось в предыдущем разделе, процесс принятия реше-
ний рефлексирующими агентами стоит рассматривать, скорее, не как 
игру, а как рефлексивное принятие решений, которое состоит из 
двух этапов – принятия предположений о возможных значениях 
ранга рефлексии оппонента и выбора соответствующих наилучших 
ответов. 

Рассмотрим процесс принятия решений i-ым агентом, точнее – 
элементарный акт анализа им игровой ситуации. Он может рассуж-
                                                           
49 Частные модели, рассматриваемые в рамках дескриптивного аспекта, приведены в 
четвертой главе настоящей работы. 
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дать следующим образом. «Предположим, что я намереваюсь вы-
брать действие xi ∈ Xi, а оппонент (под оппонентом будем понимать 
множество всех агентов50, кроме i-го) – действие x-i ∈ X-i (нулевой 
ранг рефлексии). Тогда, если этот факт отражен оппонентом (первый 
ранг рефлексии), то он может выбрать BR-i(xi), а я – BRi(x-i). Если и 
этот факт отражен оппонентом (второй ранг рефлексии), то появля-
ются возможности выбора соответственно BR-i(BRi(x-i)) и BRi(BR-

i(xi))». Данная цепочка построения графа наилучших ответов может 
продолжаться и далее (до тех пор, пока не исчерпается все множест-
во допустимых действий – см. разделы 2.6 и 3.2, или пока в цепочке 
не перестанут появляться новые действия – см. раздел 3.2), если не 
учитывать информационных ограничений. Если w – ранг рефлексии, 
то число действий (число реальных и фантомных агентов), которые 
необходимо принимать во внимание агенту (при произвольных 
xi ∈ Xi и x-i ∈ X-i), равно 2 (w + 1), а число связей между ними – 
(w + 1)! (при этом предполагается, что агент считает оппонента 
примерно таким же рациональным, каким и себя). 

Если учесть информационные ограничения, то получим, что, 
должно выполняться либо 2 (w + 1) ≤ 7±2, либо (w + 1)! ≤ 7±2. Реше-
ние первого неравенства в целых положительных числах дает 
w ∈ {0; 1; 2; 3}, второго – w ∈ {0; 1; 2}. При числе Миллера равном 7 
получаем, что максимальный (в силу информационных ограни-
чений) ранг стратегической рефлексии равен двум. 

Альтернативным объяснением конечности информационной 
структуры (и, следовательно, ранга стратегической рефлексии) 
является ограниченность количества информации, содержащейся в 
любом сообщении конечной длины. Действительно, иерархия пред-
ставлений – информационная структура – формируется в результате 
получения агентами некоторой информации. Если эта информация 
ограничена, то информационная структура не может быть бесконеч-
ной. Установление соответствия между получаемой агентами ин-

                                                           
50 В настоящем разделе предполагается, что в многоэлементной системе каждый 
агент рассматривает всех оппонентов в качестве одного агента. Если отказаться от 
этого предположения и считать, что каждый агент анализирует возможное поведе-
ние каждого из своих оппонентов, то оценки максимального ранга стратегической 
рефлексии лишь уменьшатся (ему придется рассматривать n реальных агентов и n! 
связей между ними, что превышает число Миллера уже в системе с четырьмя 
агентами и на рефлексию «не остается места»). 
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формацией и формирующейся при этом информационной структу-
рой является перспективной задачей будущих исследований. 

Рассмотрев в разделах 3.1-3.3 подходы к описанию стратегиче-
ской рефлексии в играх двух лиц, перейдем к общему случаю – 
методу рефлексивных разбиений, позволяющему описывать страте-
гическую рефлексию любого конечного числа взаимодействующих 
агентов (концепция рефлексивной структуры – см. следующий 
раздел), а также ставить и решать задачу рефлексивного управления 
– целенаправленного формирования требуемых рефлексивных 
структур. 

 
 

3.4. РЕФЛЕКСИВНЫЕ СТРУКТУРЫ 
И РЕФЛЕКСИВНОЕ УПРАВЛЕНИЕ 

 
Рефлексивные разбиения. В рамках гипотезы индикаторного 

поведения (см. раздел 1.3 и [90, 123]) неявно предполагается, что 
агент, выбирая свои действия в соответствии с процедурой (1.3.2), не 
задумывается о том, что и другие агенты действуют так же. Если бы 
он об этом задумался (осуществил рефлексию), то ему следовало бы 
искать, принимая решения в момент времени t, наилучший ответ на 
прогнозируемые им в рамках выражения (1.3.2) действия других 
агентов. Т. е. положение цели определялось бы уже не выражением 
(1.3.1), а следующим образом: 
(1) wi( t

ix− ) = arg 
1

max
y∈ℜ

 Fi(y, t
ix− ), 

где t
ix−  определяется выражением (1.3.1). При этом можно полагать, 

что рефлексирующий агент первого ранга считает всех остальных 
нерефлексирующими, что соответствует существующей в теории 
принятия решений (см. разделы 3.1 и 3.2) традиции считать, что 
агент, имеющий некоторый ранг стратегической рефлексии, считает 
всех остальных имеющими ранг на единицу меньше его собственно-
го. Другие возможные предположения о представлениях агентов о 
рангах рефлексии оппонентов обсуждаются ниже (например, можно 
считать, что интеллектуальные агенты одного ранга рефлексии 
разыгрывают равновесие Нэша [258] и т. д.). 

Аналогично можно рассматривать агентов и более высоких ран-
гов рефлексии (в англоязычной литературе почти как синонимы 
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термина «ранг рефлексии k» используются термины «step k player», 
«level k player», «k-level player», «smart k-player» [235, 258], см. также 
обзор [109]). Для этого определим ℵ = {N0, …, Nm} – разбиение 
множества агентов N, где Ni – множество агентов i-го ранга рефлек-
сии, i = 0, m , m – максимальный ранг рефлексии, ni = |Ni|, i ∈ N, 

0

m

i
i

n
=
∑  = n. Разбиение ℵ называют рефлексивным разбиением [64]. 

Будем пока считать, что агент некоторого ранга рефлексии k 
достоверно знает множества (или долю – см. ниже) агентов всех 
более низких рангов k’ (где k’ < k – 1) и считает всех агентов своего 
и бóльших рангов (k’’ ≥ k) имеющими ранг на единицу меньше себя 
(т. е. ранг k – 1). Этим отражается предположение, что агент не 
допускает существования агентов, имеющих такой же или более 
высокий ранг рефлексии, чем он сам. При этом агент может непра-
вильно оценивать множества агентов k – 1-го, k-го и более высоких 
рангов рефлексии. 

Пусть задан вектор x0 «начальных» действий агентов. Рассмот-
рим следующую динамическую модель рефлексивного принятия 
ими решений, параллельно помня при этом, что соответствующие 
выражения для одношаговой «игровой» модели могут быть получе-
ны как частный случай, в котором решения принимаются однократ-
но при 1

iγ  ≡ 1, i ∈ N. 
Нулевой ранг рефлексии. Будем считать, что агенты с нуле-

вым рангом рефлексии (принадлежащие множеству N0) выбирают 
свои действия, считая, что действия остальных агентов будут такими 
же, что и в предыдущем периоде. Тогда из (1.3.1) следует, что 
(2) t

ix  = 1t
ix −  + t

iγ  [wi( 1t
ix −

− ) – 1t
ix − ], i ∈ N0, t = 1, 2, … . 

Если рефлексирующих агентов нет (N0 = N), то в итоге все аген-
ты пронаблюдают реализованную траекторию (x0, …, xt, …) векто-
ров действий агентов, определяемых (2). 

Первый ранг рефлексии. Агент j, обладающий первым рангом 
рефлексии (j ∈ N1), считает всех остальных агентов обладающими 
нулевым рангом рефлексии и в соответствии с (2) «предсказывает» 
их выбор. Поэтому его собственный выбор 1t

jx  будет ориентирован 



 198 

на наилучший ответ на ту обстановку, которая с его точки зрения 
должна сложиться: 
(3) 1t

jx  = 11t
jx −  + t

jγ  [wj( t
jx− ) – 11t

jx − ], j ∈ N1. 
Для агента j ∈ N1 прогнозируемой является траектория 

(x0, …, ( 1t
jx , t

jx− ), …), а на самом деле реализуется траектория 

(x0, …, (
1

1t
j Nx ∈ , 

0

t
i Nx ∈ ), …). Т. е. реализованная траектория может не 

совпадать с траекториями, прогнозируемыми как агентами нулевого, 
так и первого рангов рефлексии. О возможном несовпадении про-
гнозируемой и реализованной траекторий (и последствиях такого 
несовпадения) речь пойдет ниже. 

В качестве отступления отметим, что всюду в настоящей работе 
считается, что агенты любого ранга рефлексии достаточно «интел-
лектуальны» – они выбирают действия, стремясь максимизировать 
свои целевые функции. Можно допустить наличие и менее интел-
лектуальных агентов – агентов-имитаторов (условно обладающих 
минус первым рангом рефлексии), действия которых определяются 
известной функцией от текущих или прошлых действий других 
агентов (примеры: выбор действия, равного среднему арифметиче-
скому действий остальных агентов; или агентов, связанных с дан-
ным; или некоторого другого фиксированного агента). Наверное, 
подобные модели могут адекватно описывать такое явление, как 
диффузия инноваций и др. 

Второй ранг рефлексии. Будем считать, что каждый агент j, 
обладающий вторым рангом рефлексии (j ∈ N2), знает достоверно 
множество N0 и считает всех агентов из множества N1 ∪ N2 \ {j} 
обладающими первым рангом рефлексии (отметим, что в общем 
случае, когда имеются несколько агентов второго ранга рефлексии, 
данный агент ошибочно приписывает им первый ранг). В силу этого 
он может «прогнозировать» поведение всех своих оппонентов. По-
этому его выбор будет наилучшим ответом на ту обстановку, кото-
рая с его точки зрения должна сложиться: 
(4) 2t

jx  = 12t
jx −  + t

jγ  [wj( 0

t
i Nx ∈ , 

1 2 \{ }1t
l N N jx ∈ ∪ ) – 12t

jx − ], j ∈ N2. 
Для агента j ∈ N2 прогнозируемой является траектория 

(x0, …, ( 2t
jx , 

1 2 \{ }1t
l N N jx ∈ ∪ , 

0

t
i Nx ∈ ), …), а на самом деле реализуется 

траектория (x0, …, (
2

2t
j Nx ∈ , 

1
1t

l Nx ∈ , 
0

t
l Nx ∈ ), …). 
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k-й ранг рефлексии (k ≤ m). Поведение агентов k-го ранга реф-
лексии описывается аналогично рассмотренным выше трем случаям 
(нулевого, первого и второго рангов рефлексии) с учетом следую-
щей рефлексивной структуры агентов. Обозначим через ℵjk – субъ-
ективное рефлексивное разбиение – представления агента j, обла-
дающего k-м рангом рефлексии, о разбиении всех агентов на ранги 
рефлексии: 
(5) ℵjk = (N0, N1, …, Nk-2, Nk-1 ∪ Nk ∪ … ∪ Nm \ {j}, {j}, ∅ , …, ∅ ), j ∈ Nk 

 m – k – 1 k 

. 

Агент k-го ранга будет выбирать действия в соответствии с про-
цедурой 
(6) t

jxk  = 1t
jxk −  + t

jγ  [wj( 0

t
l Nx ∈ , 

1
1t

l Nx ∈ , …, 
1 ... /{ }[ 1]

k k m

t
l N N N jx k

−∈ ∪ ∪ ∪− ) – 

– 1t
jxk − ], j ∈ Nk. 

В «статическом» случае агент k-го ранга выберет действие 
(7) *

jxk (ℵjk) = arg 
1

max
y∈ℜ

 Fj(y, 
0

1
l Nx ∈ , 

1

11l Nx ∈ , …,  

…, 
1

1
... /{ }[ 1]

k k ml N N N jx k
−∈ ∪ ∪ ∪− ), j ∈ Nk. 

Итак, рефлексивная структура определяется совокупностью 
субъективных рефлексивных разбиений всех агентов. Если предпо-
ложить, что представления агентов о рангах рефлексии друг друга 
описываются выражением (5), то рефлексивная структура однознач-
но задается рефлексивным разбиением ℵ. Отметим, что рефлексив-
ная структура (5), введенная в рамках рассмотрения стратегической 
рефлексии, в некотором смысле аналогична структуре информиро-
ванности, используемой в моделях информационной рефлексии – см. 
раздел 2.2. 

Вектор действий агентов 
(7) x*(ℵ) = { *

jxk (ℵjk)} , 0,kj N k m∈ =
 

называют рефлексивным равновесием игры Гℵ = {N, Fi(⋅)i ∈ N, ℵ} [64, 
109]. То есть, рефлексивное равновесие – совокупность действий 
агентов, являющихся наилучшими ответами на предполагаемые в 
рамках существующей рефлексивной структуры действия оппонен-
тов. В силу введенных выше предположений о существовании и 
единственности наилучших ответов рефлексивное равновесие всегда 
существует. Отметим, что рефлексивное равновесие достаточно 
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экзотично в том смысле, что в нем действия агентов в общем случае 
не являются наилучшими ответами на действия, выбираемые оппо-
нентами. 

Целенаправленно изменяя рефлексивное разбиение, можно ме-
нять действия агентов, т. е. осуществлять рефлексивное управление. 

Вспомним, что при определении рефлексивного равновесия бы-
ли введены следующие предположения: 

– вектор x0 начальных действий агентов фиксирован и является 
общим знанием; 

– агент ранга k имеет правильные представления о рангах реф-
лексии всех агентов, имеющих ранг, меньший его собственного; 

– агент ранга k считает всех агентов своего и более высоких 
рангов имеющими ранг k – 1. 

Можно определять представления агентов о рангах рефлексии 
оппонентов по-другому (см. ниже); при этом соответствующим 
образом изменятся выражения для наилучшего ответа, текущего 
положения цели и рефлексивного равновесия (7), однако общая 
схема построения последнего сохранится. 

Приведенная в настоящем подразделе общая модель рефлексив-
ного коллективного поведения вряд ли допускает получение в ее 
рамках каких-либо столь же общих аналитических выводов. Тем не 
менее, она может служить базисом для создания частных аналитиче-
ских или общих имитационных моделей (например, в соответствии с 
классификацией, приведенной в [104]), позволяющих описывать и 
прогнозировать групповое поведение (людей, мобильных роботов, 
программных агентов) в разнообразных ситуациях – см., например, 
рефлексивные имитационные модели эвакуации, рефлексивные 
модели транспортных потоков и примеры из других прикладных 
областей в разделе 4.26. 

Классификации моделей стратегической рефлексии. Обо-
значим через nijl представления агента i, обладающего j-м рангом 
рефлексии, о ранге рефлексии l-го агента. Для случая однородных 
агентов обозначим через qijk представления i-го агента j-го ранга 
рефлексии о доле агентов, имеющих ранг k, qk = nk / n – «истинная» 
доля агентов k-го ранга. 

Общий постулат, принимаемый практически во всех моделях 
рефлексивного коллективного поведения: агент некоторого ранга 



 201

рефлексии «не знает» о существовании других агентов его ранга или 
более высоких рангов, т. е. ∀ k > j qijk = 0, qijj = 1 / n. 

Основания системы классификаций моделей стратегической 
рефлексии [64]. 

1) Множество возможных действий агента (конечно или «бес-
конечно» – например, отрезок ℜ1). 

2) Принцип выбора действий агентами нулевого ранга рефлек-
сии: 

– фиксированные (априори заданные) действия, например фо-
кальная точка; 

– наилучший ответ на некоторые фиксированные (априори за-
данные) действия (например, результаты прошлого периода); 

– случайные в соответствии с заданным распределением (как 
правило, равномерным). 

3) Агенты одинаковые (однородные, т. е. различаются только 
рангами рефлексии) или различные (отличаются еще и целевыми 
функциями). 

4) Распределение (объективное) агентов по рангам рефлексии: 
– произвольное фиксированное; 
– случайное (в соответствии с вероятностным распределением 

Пуассона qk = eτ τ k / k!, где τ > 0 – параметр распределения Пуассо-
на). 

5) Информированность агента k-го ранга относительно общего 
числа (множества) агентов: 

– знает множество N достоверно и считает, что эта информация 
является общим знанием; 

– имеет свои представления относительно общего числа (мно-
жества) агентов. 

Отметим, что практически все известные на сегодняшний день 
модели рефлексивного коллективного поведения используют первое 
предположение. 

6) Информированность агента k-го ранга относительно агентов 
более низких рангов (от 0 до k – 1 включительно): 

– знает достоверно (или с некоторой погрешностью – см. в [260] 
модель для m ≤ 2); 

– предполагает, что эти агенты распределены по рангам рефлек-
сии от 0 до k – 1 включительно в соответствии с некоторым норми-
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рованным (∀ k < j qijk = 1

0

( 1)j
j

l
l

n
n

n
−

=

−

∑
) вероятностным распределением 

– как правило, распределением Пуассона) – см., например, [194]; 
– считает что все (!) остальные агенты имеют ранг k – 1 – см., 

например, модели k-level reasoning [245, 258], а также развитие и 
дальнейшее экспериментальное исследование этих моделей в [204, 
205]. 

7) Информированность агента k-го ранга относительно других 
агентов своего и более высоких рангов: 

– считает их всех принадлежащих нулевому рангу; 
– считает их всех принадлежащих k – 1-му рангу; 
– предполагает, что эти агенты распределены по рангам рефлек-

сии от 0 до k – 1 включительно в соответствии с некоторым вероят-
ностным распределением (как правило – распределением Пуассона); 

– знает ранги их рефлексии (отметим, что при этом введенный 
выше «постулат» не выполнен) и при выборе своего действия устра-
няет неопределенность относительно их поведения, рассчитывая на 
выбор ими наихудших для него действий. 

Как отмечалось выше, при любых значениях признаков данной 
системы классификаций рефлексивное равновесие строится по 
общей схеме, приведенной выше. 

Все известные на сегодняшний день зарубежные и отечествен-
ные модели стратегической рефлексии укладываются в рамки пред-
ложенной системы их классификаций. Приведем краткий обзор этих 
исследований. 

Краткий обзор теоретических исследований. За рубежом в 
середине 90-х г. XX века появились работы по моделям стратегиче-
ской рефлексии – так называемые k-уровневые модели (level k 
models) [205, 245, 260]. Затем в 2004 году возникло их обобщение – 
модель когнитивных иерархий (Cognitive Hierarchies Model – CHM) 
[194]. 

В обзоре [269] выделены четыре основных подхода к построе-
нию и исследованию моделей стратегической рефлексии в рамках 
теории игр и экспериментальной экономики (ниже указаны осново-
полагающие работы, ссылки на их последователей можно найти в 
обзоре [269]): 
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– k-уровневый [204]; 
– равновесий квантового наилучшего ответа [237]. 
– квантовый k-уровневый [259]; 
– когнитивных иерархий [194]. 
Рассмотрим эти четыре подхода. Во всех моделях, во-первых, 

все агенты одинаковые (имеют одинаковые целевые функции и 
множества допустимых действий) и отличаются только своими 
рангами рефлексии. Во-вторых, агент k-го ранга не знает о сущест-
вовании (не допускает существования) других агентов того же или 
более высоких рангов рефлексии. В-третьих, агенты нулевого ранга 
выбирают свои действия случайным образом (в соответствии с 
равномерным распределением на множестве своих допустимых 
действий). В ряде экспериментальных работ (см., например, [199, 
214, 245]) учитывается структура взаимодействия агентов – кто из 
агентов о чьих действиях имеет информацию. 

k-уровневые модели. Поставим в соответствие каждому агенту 
i ∈ N ранг его рефлексии – число ki ∈ {0; 1; 2; …}. Агент k-го ранга 
считает всех (!) остальных агентов имеющими ранг k – 1 и выбирает 
свой наилучший ответ на их действия. Если его наилучший ответ не 
единствен, то он выбирает равновероятно любой из них. 

Одним из вариантов k-уровневой модели является так называе-
мая Lk-модель, в которой предполагается, что существуют только 
агенты нулевого, первого и второго рангов, и что каждый агент 
ранга k > 0 характеризуется вероятностью εk «ошибиться» и выбрать 
неоптимальное действие – равновероятно любое из не принадлежа-
щих соответствующему наилучшему ответу на действия агентов k –
 1-го уровня [269]. Таким образом, Lk-модель описывается четырьмя 
параметрами (на сегодняшний день подробно исследованы только 
двухуровневые модели этого класса) – долями q1 и q2 агентов перво-
го и второго рангов рефлексии и их «ошибками» ε1 и ε2. 

Равновесие квантового наилучшего ответа. Для случая ко-
нечных множеств допустимых действий агентов квантовый наилуч-
ший ответ (QBR – Quantal Best Responce) [201, 237] QBRi(p-i; λ) i-го 
агента определяют как его смешанную стратегию с вероятностями 

pi(xi) = 
exp ( ( , ( )))

exp ( ( , ( )))
i

i i i

i i i
y

F x p
F y p

λ
λ

−

−

⋅
⋅∑

, где параметр λ отражает чувстви-

тельность агентов к изменениям их целевых функций. Используя 
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концепцию квантового наилучшего ответа, можно определить кван-
товое равновесие [237] (QRE) как профиль смешанных стратегий 
p* = ( *

1p , …, *
np ), таких, что ∀ i ∈ N  *

ip  = QBRi( *
ip− (·), λ). В [237] 

доказано, что для любой игры в нормальной форме для любого 
неотрицательного λ квантовое равновесие существует. 

Квантовые k-уровневые модели (QLk) являются «пересечени-
ем» QRE и Lk моделей [259] (причем в отличие от Lk-моделей каж-
дый агент считает, что агенты более низких уровней иерархии 
«ошибок» не делают) и описываются, соответственно, пятью пара-
метрами – q1, q2, ε1, ε2 и λ. 

CHM-модели. Агент выбирает наилучший ответ, зависящий от 
распределения всех агентов более низких рангов рефлексии по этим 
рангам. Если предполагается, что распределение агентов по рангам 
рефлексии описывается распределением Пуассона с параметром τ, 
то Poisson-СHM описывается единственным параметром τ. 

В [269] перечисленные четыре класса моделей сравниваются на 
основании экспериментальных данных авторов соответствующих 
моделей. Делается вывод о неадекватности предположений о целе-
сообразности использовании распределений пуассоновского типа 
для описания рангов рефлексии агентов, а также статистически 
обосновывается сравнительно более высокая эффективность QLk-
модели. 

Краткий обзор экспериментальных исследований. Типовая 
схема организации экспериментального исследования следующая: 
берется некоторая игра, как правило, достаточно простая, для кото-
рой выбирается теоретическая модель, описывающая предполагае-
мое поведение участников; затем проводится серия розыгрышей – 
участниками обычно являются либо сами исследователи, либо сту-
денты или аспиранты; после чего полученные экспериментальные 
результаты обрабатываются с использованием статистических мето-
дов с целью идентификации параметров модели (см. обзор [206]). 

Почти все исследователи признают, что существенным является 
тип аудитории, среди которой проводится эксперимент: так, напри-
мер, студенты, изучавшие теорию игр, демонстрируют в среднем 
более высокий ранг рефлексии [183, 198, 200] (сравнение результа-
тов игры «конкурс красоты» для различных групп агентов можно 
найти в [197]). 
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Игра «конкурс красоты». Игра «конкурс красоты» (beauty con-
test game) является одним из хрестоматийных примеров, иллюстри-
рующих и модель когнитивных иерархий [194] (современный обзор 
зарубежных экспериментальных исследований по CHM можно 
найти в [193]), и другие модели стратегической рефлексии [242, 245, 
269]. 

Пусть каждый из агентов (которых конечное число n) выбирает 
число от 0 до 100. Обозначим через xi ∈ {0, …, 100} действие i-го 
агента. Победитель – агент, выбравший число, наиболее близкое к 

заданной доле α ∈ (0; 1] от среднего действия всех агентов 
1

1 n

i
i

x
n =
∑ , 

– получает приз, остальные агенты не получают ничего. Если «побе-
дителей» несколько, то приз делится между ними поровну. 

Если α = 1 и агентов больше двух, то любой вектор одинаковых 
действий агентов является равновесием Нэша. Ситуация усложняет-
ся, если α < 1, при этом единственное равновесие Нэша – выбор 
всеми агентами нулевых действий. 

В моделях когнитивных иерархий предлагаются следующие 
рассуждения для определения «равновесного» исхода [194]. Пусть 
действия агентов нулевого ранга распределены равномерно и α < 1. 
Тогда их среднее действие равно 50. Или можно предположить, что 
агенты нулевого ранга выберут действие 50 как фокальную точку 
[254]. Или в случае повторяющейся игры можно считать, что агенты 
нулевого ранга выберут свои действия на основе наблюдаемых 
действий агентов в прошлом периоде. Наилучшим ответом (см. (1)) 
агентов первого ранга рефлексии будет действие 50 α, агентов вто-
рого ранга – 50 α2, третьего – 50 α3 и т. д. Результаты различных 
экспериментов, подтверждающих наличие этих характерных точек, 
можно найти в [193, 194, 197], анализ и сравнение различных моде-
лей, а также исследование их соответствия экспериментальным 
данным – в [269]. 

Игра «11-20». В игре «11-20» участвуют два агента, которые од-
новременно и независимо выбирают число от 11 до 20. Каждый 
агент получает сумму денег, равную названному им числу, кроме 
того, если некоторый агент назвал число, на единицу меньшее выбо-
ра оппонента, то первый получает дополнительно 20 единиц [183]. 
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Разумно считать действием агентов нулевого ранга выбор числа 
20. Наилучшим ответом на такой выбор, т. е. действием игроков 
первого ранга, будет 19, второго – 18 и т. д. 

Условия игры (выплаты в зависимости от комбинаций действий 
агентов) можно модифицировать тем или иным образом или строить 
по аналогии похожие игры (например, «91-100») [183] 

Другие «экспериментальные» игры: 
– «сороконожка» (centipede game) с игроками нулевого, первого 

и второго рангов [190, 236]; 
– «вход на рынок» (market entry game) [195, 264]. 
Наиболее часто в CHM используется распределение Пуассона, в 

том числе по следующим причинам: оно достаточно простое (с ним 
легко производить вычисления), доля соответствующих агентов 
быстро убывает (когнитивные ограничения) с ростом ранга (причем 
qk / qk – 1 убывает как 1 / k) и, наконец, это распределение хорошо 
соответствует экспериментальным данным – см. [194], где доказано, 
что при τ → +∞ вектор действий агентов в Poisson-CHM сходится к 
равновесию Нэша, получающемуся последовательным исключением 
слабо доминируемых действий (в общем случае – при непуассонов-
ском распределении – этот результат не имеет места). 

В дискретном распределении Пуассона qk = eτ τ k / k! параметр τ 

является и средним, и дисперсией, кроме того 2

1 1
k

k

q
q k

τ−

−

=
−

. Поэтому 

его «среднее» экспериментальное значение может интерпретиро-
ваться как «средний ранг» рефлексии агентов. Большинство экспе-
риментов свидетельствуют, что это значение лежит от 1 до 2, обыч-
но – около 1,5 (см. в [269, 194] результаты экспериментов в игре 
«конкурс красоты»). 

В [183] для игры «11-20» (для 108 участников) получено сле-
дующее распределение агентов по рангам рефлексии: 
Ранг» 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
Действие 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 
Доля аген-
тов (%) 6 12 30 32 6 1 6 3 0 4 

В [262] описаны результаты экспериментов, в соответствии с 
которыми от 40 % до 60 % агентов имеют ненулевой ранг рефлексии 
(выбирают действия, отличные и от действий агентов нулевого 



 207

ранга, и от равновесия Нэша). В [196] приводится и обсуждается 
следующая сводка распределений агентов по рангам рефлексии: 
Ранг Доля агентов 

[260] 
Доля агентов 

[203] 
Доля агентов 

[204] 
0 0,25 0,42 0,21 
1 0,12 0,44 0,21 
2 0,12 0,11 0,27 
3 0,12 0,03 0,19 
4 0,12 0,01 0,09 
5 0,12 0 0,03 
6 0,12 0 0,01 
7 и выше 0 0 0 
Стоит подчеркнуть, что делаемые на основании экспериментов 

выводы о наличии (и доле) агентов пятого, шестого и других более 
высоких «рангов» рефлексии представляются сомнительными (про-
тиворечащими здравому смыслу). В целом, получаемые в результате 
экспериментов распределения агентов по рангам рефлексии различ-
ны и, наверное, сильно зависят как от самой игры, так и условий 
проведения эксперимента, состава участников и т. д. 

Задача рефлексивного управления [64]. Рассмотрим рефлек-
сивное разбиение в качестве управляемого параметра. Можно сфор-
мулировать задачу управляемости: пусть задано множество ℑ до-
пустимых рефлексивных разбиений; требуется найти множество 
X(ℑ) = *( )x

ℵ∈ℑ

ℵ∪  векторов действий агентов, которые могут быть 

реализованы в результате рефлексивного управления – выбора реф-
лексивного разбиения ℵ. Обратной является задача поиска «мини-
мального» в том или ином смысле множества допустимых рефлек-
сивных разбиений, позволяющего реализовать заданный вектор 
действий агентов как рефлексивное равновесие. 

Рассмотрим теперь собственно задачу управления. Пусть пред-
почтения управляющего органа – центра – описываются его дейст-
вительнозначной целевой функцией F0(Q(x*)), заданной на множест-
ве агрегированных ситуаций игры (Q: ℜn → ℜ1), т. е. F0(⋅): ℜ1 → ℜ1. 
Тогда, воспользовавшись выражением (12), эффективность рефлек-
сивного разбиения ℵ можно определить как K(ℵ) = F0(Q(x*(ℵ))). 
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Следовательно, формально задачу рефлексивного управления (в 
терминах рефлексивных разбиений) можно сформулировать в виде 
[64]: 
(8) K(ℵ) → max

ℵ∈ℑ
. 

Обозначим через Km максимальное значение критерия эффек-
тивности в задаче (8) при фиксированном максимальном ранге реф-
лексии m. По аналогии с тем, как это делалось для моделей страте-
гической рефлексии в разделах 2.6 и 3.2, можно сформулировать 
задачу о максимальном целесообразном ранге рефлексии – таком, 
больше которого центру (с точки зрения задачи управляемости или/и 
эффективности рефлексивного управления) использовать не имеет 
смысла: 

m* = min {m | m ∈ Arg 
0,1, 2, ...

max
w=

 Kw}. 

Обсудим согласованность субъективных рефлексивных разбие-
ний агентов. Предположим, что каждый агент наблюдает только 
агрегированную ситуацию игры. Как отмечалось выше при рассмот-
рении общей модели рефлексивного коллективного поведения, 
прогнозируемые агентами траектории могут отличаться от реализо-
ванной. Это может служить для агентов основанием для того, чтобы 
усомниться в правильности своих субъективных рефлексивных 
разбиений. Если агенты наблюдают (помимо собственных действий) 
только агрегированную ситуацию игры, то по аналогии с условием 
стабильности информационного управления (см. раздел 2.7) можно 
ввести условие стабильности рефлексивного разбиения – потребо-
вать, чтобы агрегированная ситуация для реализованной траектории 
для всех агентов совпадала с прогнозируемыми ими агрегированны-
ми ситуациями. Отметим, что стабильность рефлексивного разбие-
ния тесно связана с обучением в играх [212] – наблюдая поведение 
оппонентов, отличное от прогнозируемого, агенты могут менять 
свои представления о рангах рефлексии оппонентов или могут пере-
ходить на более высокие уровни рефлексии – см. частные экспери-
менты в [235] (наиболее ярко эти эффекты проявляются в динамиче-
ских играх – см. dynamic level-k games в [223]). 

При фиксированном рефлексивном разбиении ℵ ∈ ℑ реализует-
ся вектор действий, определяемый выражением (7). Соответственно 
реализуется агрегированная ситуация Q(x*(ℵ)). 
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С точки зрения j-го агента, обладающего k-м рангом рефлексии, 
реализуется вектор 

( )jk jkx ℵ%  = (
0l Nx ∈ , 

1
1l Nx ∈ , 

2
2l Nx ∈ , …, 

1 ... \{ }[ 1]
k k ml N N N jx k

−∈ ∪ ∪ ∪− ,  

xkj), j ∈ Nk, k = 0, m . 
Условие стабильности рефлексивного разбиения ℵ ∈ ℑ примет 

вид 
Q( ( )jk jkx ℵ% ) = Q(x*(ℵ)), j ∈ Nk, k = 0, m . 

Задачу рефлексивного управления (ℵ) можно ставить на мно-
жестве стабильных рефлексивных управлений (если таковое не 
пусто). Содержательно это будет означать, что центр формирует 
такое оптимальное разбиение агентов по рангам рефлексии, что ни 
один из агентов на основании наблюдения агрегированных результа-
тов «игры» не имеет оснований усомниться в справедливости своих 
представлений о рангах рефлексии оппонентов. 

В заключение настоящего раздела кратко обсудим, каким обра-
зом центр может управлять разбиением агентов по рангам рефлек-
сии. На сегодняшний день в литературе описаны два возможных 
подхода. Первый подход предполагает, что агенты безусловно верят 
центру и воспринимают сообщаемую им информацию как истин-
ную, независимо от своих первоначальных представлений. Тогда 
центр, последовательно сообщая ту или иную информацию различ-
ным группам агентов, может формировать различные (но не любые! 
– см. раздел 2.12) структуры информированности и, соответственно, 
рефлексивные структуры. Второй подход заключается в том, что 
агенты не просто заменяют свои представления теми, которые сооб-
щает центр, а сообщения центра лишь снижают для агентов неопре-
деленность – сокращают множество возможных с их точки зрения 
«миров» (см. разделы 2.13.-2.14). В целом, разработка моделей фор-
мирования рефлексивных структур под влиянием поступающей к 
агентам информации представляется чрезвычайно перспективным 
направлением будущих исследований. 

Метод рефлексивных разбиений множества рациональных аген-
тов на подмножества агентов, обладающих различными рангами 
стратегической рефлексии, позволяет: 
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• с точки зрения теории принятия решений – расширить класс 
моделей коллективного поведения интеллектуальных агентов, осу-
ществляющих совместную деятельность в условиях неполной ин-
формированности и отсутствия общего знания; 

• с дескриптивной точки зрения – расширить множество ситуа-
ций, которые в рамках модели могут быть «объяснены» как рефлек-
сивные равновесия – устойчивые исходы взаимодействия агентов; 
соответственно, в рамках задач рефлексивного управления – расши-
рить область управляемости; 

• с нормативной точки зрения – ставить и решать задачи реф-
лексивного группового управления. 

Современный уровень исследований моделей стратегической 
рефлексии таков, что пока не существует универсального «аппарата» 
поиска аналитических решений для широких классов задач рефлек-
сивного управления – все успехи ограничены набором частных и 
достаточно простых моделей (см. раздел 4.27). Видятся два направ-
ления возможных будущих прорывов. Первое – экспериментальные 
исследования принятия агентами решений и поиск общих законо-
мерностей на основе анализа результатов экспериментов. Второе 
направление (теоретическое) – разработка языка описания рефлек-
сивных моделей, позволяющего достаточно просто и единообразно 
ставить и решать различные задачи рефлексивного управления. 

Задачи рефлексивного управления, поиска максимального целе-
сообразного ранга рефлексии и др. можно и нужно ставить и решать 
в рамках и других (отличных от рассмотренных выше) модификаций 
предложенной модели рефлексивного коллективного поведения, что 
представляется перспективным направлением будущих исследова-
ний. В первую очередь, это – задачи активного прогноза (см. [117] и 
раздел 4.23), в рамках которого агенты по информации центра о 
будущем состоянии системы «восстанавливают» текущее состояние 
(осуществляя информационную рефлексию) и принципы принятия 
оппонентами решений (осуществляя стратегическую рефлексию), а 
потом на основании этой новой информации принимают решения. 
Здесь введение рефлексивных разбиений выглядит очень многообе-
щающим. 

Почти все авторы, исследующие модели стратегической реф-
лексии в коллективах агентов, сходятся во мнении, что перспектив-
ной областью прикладного использования этих моделей являются 
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мультиагентные системы. С одной стороны, так как эти системы 
искусственные, то наделение различных агентов теми или иными 
рангами рефлексии не представляет проблемы (в отличие от рефлек-
сивного управления коллективами людей – см. краткое описание 
методов информационных воздействий выше) и может производить-
ся на этапе проектирования мультиагентной системы. Задача 
«управления» при этом заключается в выборе оптимальной доли 
рефлексирующих агентов с учетом того, что повышение их «интел-
лектуальности» требует затрат на наделение этих агентов соответст-
вующими вычислительными, коммуникационными и другими ре-
сурсами [110]. С другой стороны, анализ литературы по 
мультиагентным системам свидетельствует, что использование 
искусственных автономных агентов, наделенных способностью к 
рефлексии, не получило еще массового распространения (исключе-
ние составляют модели эвакуации, а также некоторые другие част-
ные модели группового поведения – см. раздел 4.26). 
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ГЛАВА 4. ПРИКЛАДНЫЕ МОДЕЛИ 
ИНФОРМАЦИОННОГО И РЕФЛЕКСИВНОГО 
УПРАВЛЕНИЯ 

 
Ниже (в разделах 4.1-4.4) рассматривается ряд прикладных мо-

делей рефлексивных игр (скрытое управление, информационное 
управление через средства массовой информации, а также рефлексия 
в психологии и художественных произведениях), которые иллюст-
рируют приведенные выше общие модели принятия решений и 
игрового взаимодействия в условиях различной информированно-
сти. Объединяет эти модели то, что в них в большинстве случаев 
имеются два агента51, ранг рефлексии которых в рамках принципа 
доверия (в соответствии с которым у реципиента информационного 
сообщения не возникает сомнений в истинности полученных сведе-
ний) равен нулю, единице или двойке. Многочисленные ссылки 
позволят заинтересованному читателю получить подробную инфор-
мацию о возможностях использования рассматриваемого подхода в 
различных прикладных задачах. 

Разделы 4.5-4.26 посвящены прикладным моделям информаци-
онного или/и рефлексивного управления в экономических (разделы 
4.6, 4.7, 4.8, 4.9, 4.11, 4.16, 4.18, 4.21, 4.22, 4.26.3, 4.26.7), социальных 
(разделы 4.13, 4.14, 4.19, 4.20, 4.23-4.25), организационных (разделы 
4.10, 4.12, 4.15, 4.17, 4.26.5, 4.26.6) системах, в военном деле (разде-
лы 4.5, 4.26.1, 4.26.2, 4.26.4) и других областях. 

Следует признать, что ограниченный объем книги не позволил 
привести многие достаточно хорошо исследованные на сегодняшний 
день приложения рефлексии в управлении; так вне рассмотрения 
остались модели рефлексии в: 

– управлении репутацией и нормами деятельности (т. е. в инсти-
туциональном управлении) [47]; 

– механизмах планирования (распределения ресурса, эксперти-
зы и др.), для которых анализировались условия стабильности вза-
имных представлений агентов [14, 32, 85, 116]; 

– пороговом коллективном поведении [12-14], 

                                                           
51 Несмотря на то, что во многих моделях один из агентов выступает в качестве 
центра (осуществляет информационное управление), информационное равновесие 
все равно имеет место – хотя бы как субъективное равновесие управляемого агента. 
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а также значительное количество моделей информационного управ-
ления мнениями, репутацией и доверием членов социальных сетей 
[39] и др. 

 
 

4.1. СКРЫТОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
 
В настоящее время существует значительное число работ [8, 23, 

24, 30, 37, 43, 52, 57, 70, 73, 94, 130, 136, 174, 175 и др.], посвящен-
ных так называемому скрытому управлению людьми (и, соответст-
венно, противодействию этому управлению), под которым понима-
ется замаскированное управляющее воздействие, не вызывающее 
возражений у управляемого субъекта. Частным случаем скрытого 
управления является манипулирование – «скрытое управление чело-
веком против его воли, приносящее инициатору определенные пре-
имущества» [175, с. 4]. Анализ существующих работ в этой области 
(основные выводы из этого анализа выделены ниже жирным шриф-
том и используются в качестве предположений при построении 
модели) позволяет предложить рассматриваемую в настоящем раз-
деле формальную модель скрытого управления, описываемого в 
терминах рефлексивных игр как разновидность рефлексивного 
управления. 

Прежде всего, отметим, что, во-первых, предметом воздействия 
при скрытом управлении является информация, используемая 
управляемым субъектом при принятии решений. Следовательно, в 
терминах системы классификаций, предложенной в [117], скрытое 
управление является информационным управлением. 

Во-вторых, необходимо подчеркнуть, что в подавляющем 
большинстве известных ситуаций, в которых имеет место скрытое 
управление, взаимодействуют только два субъекта (быть может, 
коллективных). Значит, в первом приближении достаточно выделить 
управляющего субъекта, которого условно назовем активным аген-
том, и управляемого субъекта, которого условно назовем пассивным 
агентом. 

В-третьих, считается, что активный агент адекватно инфор-
мирован о пассивном агенте, из чего вытекает, что он имеет воз-
можность правильно прогнозировать поведение последнего в рамках 
любой информационной ситуации. Более того, во-первых, считается, 
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что активному агенту известно истинное значение неопределен-
ного параметра, а, во-вторых, пассивный агент в большинстве 
случаев считает, что активный агент адекватно информирован о 
нем (то, что пассивный агент 2-субъективно (то есть со своей точки 
зрения) адекватно информирован об активном агенте, следует из 
утверждения 2.2.3). 

Если активный агент имеет возможность изменять (воздейство-
вать, модифицировать и т.д.) структуру информированности пассив-
ного агента, то целью осуществляемого активным агентом рефлек-
сивного управления является навязывание пассивному агенту такой 
информационной структуры, что принимаемое в ее рамках решение 
наиболее благоприятно для активного агента. То есть критерием 
эффективности информационного воздействия (скрытого 
управления) является значение выигрыша, полученного актив-
ным агентом. 

Таким образом, скрытое управление может быть представлено в 
терминах рефлексивной игры следующим образом. Пусть имеются 
два агента (активный и пассивный), известны их целевые функции и 
множества допустимых действий. Структура информированности 
такова, что активный агент адекватно информирован о пассивном 
агенте, ему известно истинное значение неопределенного параметра, 
а пассивный агент, если не оговорено особо, считает, что активный 
агент адекватно информирован о нем. 

Предположим, что задано множество допустимых структур ин-
формированности пассивного агента. Задача синтеза оптимального 
(с точки зрения активного агента) информационного воздействия 
(точнее – воздействия на информированность) заключается в нахож-
дении такой допустимой информационной структуры пассивного 
агента (напомним, что тем самым в соответствии с введенными 
предположениями информационная структура активного агента 
фиксирована), что соответствующее ей информационное равновесие 
наиболее выгодно активному агенту (обеспечивает максимальное 
значение его целевой функции). 

Чрезвычайно важным и значительно упрощающим модель явля-
ется тот факт, что во всех известных нам моделях скрытого управле-
ния ранг рефлексии не превышает двух (то есть максимальная 
длина существенной последовательности индексов, описывающей 
элемент информационной структуры, не превышает трех). 



 215

Решение сформулированной в терминах рефлексивной игры за-
дачи скрытого управления позволяет определить с нормативной 
точки зрения ту структуру информированности, которую активный 
агент должен навязать пассивному агенту. Но за рамками рассмат-
риваемых ниже формальных моделей остается технология 
скрытого управления, понимаемая как совокупность методов, 
операций, приемов, этапов и т.д., последовательное осуществление 
которых обеспечивает решение поставленной задачи [41, 101]. При-
кладные технологии информационного управления изучаются и 
применяются в социальной психологии, нейро-лингвистическом 
программировании, психотерапии и т.д. [23, 24, 30, 37, 43, 48, 52, 87, 
88, 91, 127, 130, 136, 162, 175 и др.]. Исследования роли рефлексии и 
информации в управлении экономическими системами можно найти 
в [75, 100]. 

Другими словами, в рамках рефлексивной теоретико-игровой 
модели можно рекомендовать активному агенту сформировать у 
пассивного агента определенную информационную структуру, но 
ничего нельзя сказать о том, как ему это сделать. С другой стороны, 
описываемое в упомянутых выше работах по скрытому управлению 
многообразие способов воздействия касается именно технологии 
формирования активным агентом информационной структуры пас-
сивного агента при известных целях воздействия. Следовательно, 
формальные модели позволяют получить ответ на вопрос – что 
следует делать активному агенту в рамках информационного управ-
ления, а социальная психология и другие гуманитарные науки 
[48, 60, 88, 162, 177, 251] накапливают и обобщают эмпирический 
материал об эффективных способах достижения цели. 

Число возможных реальных ситуаций, в которых может быть 
использовано информационное управление, настолько велико, а 
сами ситуации настолько разнородны (несколько упрощает ситуа-
цию тот факт, что в известных работах пассивный агент не подвер-
гает сомнению сообщаемую активным агентом информацию, то 
есть проблема доверия [117] практически не рассматривается), что 
на сегодняшний день не найдено универсальных рецептов и техно-
логия скрытого управления является искусством. Превращение 
ее в науку (путем систематизации, разработки нормативных моделей 
самого процесса воздействия, их исследования, идентификации и 



 216 

т.д.) является перспективной и актуальной задачей, но выходит за 
рамки настоящего исследования. Поэтому остановимся более под-
робно на анализе нормативных моделей, для которых изучим задачи 
синтеза оптимальных информационных воздействий. 

Из того, что активный агент (следуя терминологии теории ие-
рархических игр, будем его условно обозначать номером «1») имеет 
достоверную информацию о неопределенном параметре, следует, 
что θ1 = θ. Из того, что он адекватно информирован о пассивном 
агенте (которого будем условно обозначать номером «2»), следует, 
что I12 = I2. Из того, что пассивный агент считает активного адекват-
но информированным о нем, следует, что I212 = I2. Из того, что ранг 
рефлексии не превышает двух, следует, что активный агент имеет 
возможность влиять на θ2, θ21, θ212 и всевозможные их комбинации. 

Итак, гипотетически имеем семь вариантов: 
- ранг рефлексии пассивного агента равен нулю, информацион-

ное воздействие направлено на θ2 (условно назовем эту задачу зада-
чей А); 

- ранг рефлексии равен единице, информационное воздействие 
направлено на θ21 (условно назовем эту задачу задачей Б); 

- ранг рефлексии равен двум, информационное воздействие на-
правлено на θ212 (условно назовем эту задачу задачей В); 

- ранг рефлексии равен единице, информационное воздействие 
направлено на θ2 и θ21 (условно назовем эту задачу задачей АБ); 

- ранг рефлексии равен двум, информационное воздействие на-
правлено на θ2 и θ212 (условно назовем эту задачу задачей АВ); 

- ранг рефлексии равен двум, информационное воздействие на-
правлено на θ21 и θ212 (условно назовем эту задачу задачей БВ); 

- ранг рефлексии равен двум, информационное воздействие на-
правлено на θ2, θ21 и θ212 (условно назовем эту задачу задачей АБВ). 

Рассмотрим перечисленные варианты, считая без ограничения 
общности, что множества возможных информированностей пассив-
ного агента – допустимых значений θ2, θ21 и θ212 – равны Θ и не 
зависят от ранга рефлексии. В качестве содержательных иллюстра-
ций будем приводить ссылки на номера стратагем – стратегий, 
применяемых в политике и военном искусстве – в соответствии с их 
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описанием в [30]52 (обзор современных подходов к использованию 
рефлексивного управления в военном деле приведен в [152]). 

Задача А. В данной зада-
че будем считать, что целевая 
функция f2(⋅) пассивного 
агента не зависит от действий 
активного агента, или в ней 
фигурирует некоторое фик-
сированное действие актив-
ного агента – см. Рис. 5153, на 
котором изображены сущест-
венные компоненты инфор-
мационной структуры. 

θ2θ1=θ

θ

θ12=θ2

 
Рис. 51. «Информационная 
структура» в задаче А 

Так как воздействие направлено на θ2, то в соответствии с клас-
сификацией, введенной в [117], задача А является задачей информа-
ционного регулирования и рефлексивное управление в ней отсутст-
вует (в остальных шести задачах оно присутствует). 

Рассматриваемая рефлексивная игра является иерархической 
игрой типа Г1 [34, 36, 41, 61] (игрой Штакельберга), в которой ак-
тивный агент, делая первый ход, вынужден предсказывать ответную 
реакцию пассивного агента. Обозначим X2(θ2) = Arg 

22

max
Xx ∈

 f2(θ2, x2) – 

множество действий пассивного агента (множество «наилучших 
ответов»), доставляющих максимум его целевой функции при ин-
формированности θ2 ∈ Θ. В рамках существующей информационной 
структуры это множество может быть вычислено активным агентом. 
Следовательно, его целью является выбор такого «сообщения» 

*
2θ  ∈ Θ, которое обеспечивало бы выбор пассивным агентом дейст-

вия из наиболее выгодного для активного агента множества наилуч-
ших ответов. Если в качестве критерия сравнения множеств наи-
                                                           
52 Отметим, что в большинстве «классических» стратагем (а их всего 36) информа-
ционное управление отсутствует (см. стратагемы №№ 2, 4, 5, 9, 11, 12, 15-26, 28-31, 
33, 35, 36), и они могут рассматриваться как изложение проверенных временем и 
широко распространенных технологий (см. определение выше) скрытого или 
институционального (см., например, стратагемы №№ 2, 4, 5 и др.) управления (то 
есть управления условиями деятельности активного и/или пассивного агентов). 
53 Напомним, что слева отражается информированность первого (активного) аген-
та – θ1, θ12, θ121 и т.д., а справа – информированность второго (пассивного) агента – 
θ2, θ21, θ212 и т.д. 
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лучших ответов использовать гарантированное значение целевой 
функции активного агента, то решение задачи А имеет вид: 

*
2θ (θ) = arg max

w∈Θ
 

11

max
Xx ∈

 
)(22

min
wXx ∈

 f1(θ, x1, x2). 

В рассматриваемой задаче 
граф рефлексивной игры имеет 
вид, приведенный на Рис. 52 
(стрелка от x1 к x2 отсутствует, 
так как целевая функция пас-
сивного агента не зависит в 
рассматриваемой модели от 
действий активного агента). 

 

x2x1

 
Рис. 52. Граф рефлексивной 

игры в задаче А 

Задача А возникает в стратагемах № 7 («извлечь нечто из ниче-
го» – стратегия моделирования реальности, которой нет на самом 
деле) и № 32 («стратагема открытых городских ворот» – представить 
ложное настоящим, а настоящее ложным). 

Задачи Б и АБ. Данная задача отражает наиболее распростра-
ненный в скрытом управлении случай – воздействие на θ21. В этой 
ситуации пассивный агент обладает собственными представлениями 
θ2 о состоянии природы, которые достоверно известны активному 
агенту. Информационная структура приведена на Рис. 53. 

 

θ2θ1=θ

θ

θ21θ12=θ2

θ121=θ21

 
Рис. 53. «Информационная структура» в задачах Б и АБ 

 
Активный агент может вычислить субъективное равновесие 

пассивного агента: 
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X2(θ2, θ21) = {x2 ∈ X2, x21 ∈ X1 | 
∀ y2 ∈ X2  f2(θ2, x21, x2) ≥ f2(θ2, x21, y2), 

∀ y1 ∈ X1  f1(θ21, x21, x2, θ21) ≥ f1(θ21, y1, x21)}. 
Отметим, что в силу I212 = I2 выполнено x212 = x2, то есть при оп-

ределении своего субъективного равновесия пассивный агент счита-
ет, что его равновесное действие x2 может быть «вычислено» актив-
ным агентом. 

При фиксированном (и известном достоверно обоим агентам) 
значении θ2 задача рефлексивного управления заключается в нахож-
дении активным агентом такого значения θ21, при котором выбирае-
мое пассивным агентом из множества X2(θ2, θ21) действие максими-
зировало бы целевую функцию активного агента: 

*
21θ (θ) = arg 

Ω∈w
max  
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max
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min
wXx θ∈

 f1(θ, x1, x2). 

Если активный агент имеет возможность в задаче Б влиять и на 
θ2, то получаем задачу АБ, в которой максимизация целевой функ-
ции активного агента должна вестись и по параметру θ2, то есть 
решение задачи АБ имеет вид: 

( *
2θ (θ), *

21θ (θ)) = arg 
Ω∈wu ,

max  
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)),((Proj 222

min
wuXx ∈

 f1(θ, x1, x2). 

В рассматриваемой задаче граф рефлексивной игры имеет вид, 
приведенный на Рис. 54. 

Задача Б возникает в следую-
щих стратагемах (напомним, что 
ссылки на номера стратагем при-
водятся в соответствии с их описа-
нием в [30]): 

- №1 – «обмануть императора, 
чтобы он переплыл море» – откры-
то проводятся действия, маски-
рующие действительную цель, в 
результате чего противнику навя-
зывается шаблон восприятия; 

 

x2x1

x21

 
Рис. 54. Граф рефлексивной 

игры в задачах Б и АБ 

- №3 – «убить чужим ножом» – противник уничтожается или 
ослабляется чужими руками; 

- №6 – «на востоке поднимать шум, на западе наступать» – 
скрывается истинное направление агрессии, нанесения удара; 
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- №8 – «для вида чинить мостики, втайне выступать в Чень-
цань» – убеждение врага в том, что он правильно оценивает твои 
планы, и достижение победы нестандартным маневром; 

- №10 – «скрывать за улыбкой кинжал» – сокрытие за внешни-
ми дружескими проявлениями враждебности, неприязни, агрессив-
ных планов; 

- №14 – «позаимствовать труп, чтобы вернуть душу» – исполь-
зование для решения новых проблем известных ранее способов, 
идей, средств, лидеров; 

- №27 – «делать безумные жесты, не теряя равновесия» – заста-
вить противника недооценить твои возможности, способности, 
интеллект, осведомленность. 

Подробное содержательное описание и примеры практического 
использования упомянутых стратагем можно найти в [30, 91, 175]. 

Отметим, что стратагема № 3 (см. [30]) является, пожалуй, 
единственной, в которой в конфликте явным образом участвуют 
(помимо активного и пассивного агента) третьи лица. Другими 
словами, в этом случае активный агент стремится использовать для 
достижения своих целей третьих лиц, убедив их, что они действуют 
в собственных интересах и сформировав соответствующее убежде-
ние у пассивного агента, то есть воздействие направлено на θ23 или 
θ31, θ32 и т.д. 

Задача Б отражает, наверное, наиболее распространенный тип 
скрытого управления, в котором активный агент навязывает опреде-
ленный шаблон действий пассивному агенту за счет формирования у 
последнего требуемых представлений о шаблоне поведении актив-
ного агента. При этом манипуляция оказывается эффективной толь-
ко в случае, если факт ее наличия не осознается пассивным агентом 
(см. предположения о структуре информированности выше). 

Рассмотрим иллюстративный пример. В [162, с. 235] описан 
психологический эксперимент, проведенный изучавшим психоло-
гию бизнесменом, владельцем компании, импортирующей в США 
говядину. «Торговые агенты позвонили, как обычно, постоянным 
клиентам компании – закупщикам говядины для супермаркетов и 
других точек, торгующих продуктами в розницу, и одним из трех 
способов предложили им сделать заказ. Одни клиенты услышали 
предложение, сделанное в стандартной форме. Другим клиентам 
дополнительно была предоставлена информация о том, что поставки 
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импортной говядины будут сокращены в ближайшие несколько 
месяцев. Третья группа клиентов получила те же сведения, что и 
вторая группа, а также информацию о том, что мало кто узнает о 
предстоящем сокращении поставок, так как эти сведения поступили 
из надежного, но засекреченного источника. …По сравнению с 
клиентами, которым было сделано торговое предложение в стан-
дартной форме, те клиенты, которым было также сказано о дефиците 
говядины, заказали ее в два раза больше… Клиенты, которые реши-
ли, что владеют «исключительной» информацией … приобрели в 
шесть раз больше говядины, чем клиенты, которым было сделано 
торговое предложение в стандартной форме». В данном примере 
имеет место задача АБ: части клиентов сообщалась информация θi о 
состоянии природы, другим агентам помимо этого сообщалась 
информация θij, которой якобы владеют остальные агенты. 

Использование термина «шаблон» при содержательных интер-
претациях задачи Б представляется очень удачным, так как соответ-
ствует используемым в ситуационном управлении [59, 135] типовым 
связям между ситуациями и действиями (управлениями), наиболее 
эффективными в этих ситуациях. 

Первой возможной интерпретацией является следующая: актив-
ный агент убеждает пассивного, что первый использует некоторый 
шаблон. Пассивный агент в ответ также использует некоторый 
шаблон. Получается «равновесие в шаблонах». Далее активный 
агент ведет себя нестандартно (вне своего шаблона). Если пассив-
ный агент остается в рамках своего шаблона, то активный агент 
может получить определенный выигрыш. Аналогичный эффект 
имеет место в случае, когда у пассивного агента уже сформирован 
какой-то собственный шаблон, известный активному агенту. 

Отметим, что неэффективность шаблонной деятельности пас-
сивного агента во многих случаях является кажущейся, так как 
применяемый им шаблон может оказаться эффективным «в сред-
нем», то есть как унифицированная реакция на поведение разных 
оппонентов в регулярно меняющихся внешних условиях (в фор-
мальных терминах шаблоны могут быть описаны как наилучшие 
ответы агентов на действия оппонентов). 

Задача В. Данная задача отражает достаточно редко встречаю-
щийся в скрытом управлении случай – воздействие на θ212. В этой 
ситуации пассивный агент обладает собственными представлениями 
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θ2 о состоянии природы и информированности о состоянии природы 
активного агента θ21, которые достоверно известны активному аген-
ту. Отметим, что при этом пассивный агент не считает активного 
агента адекватно информированным о нем, иначе имело бы место 
I212 = I2 и воздействие на θ212 было бы бессмысленно. Информацион-
ная структура приведена на Рис. 55. 

 

θ2θ1=θ

θ

θ21θ12=θ2

θ121=θ21 θ212

θ1212=θ212

 
Рис. 55. «Информационная структура» в задачах В, АВ, БВ и АБВ 

 
Активный агент может вычислить субъективное равновесие 

пассивного агента: 
X2(θ2, θ21, θ212) = {x2 ∈ X2, x21 ∈ X1, x212 ∈ X2 | 

∀ y2 ∈ X2  f2(θ2, x21, x2) ≥ f2(θ2, x21, y2), 
∀ y1 ∈ X1  f1(θ21, x21, x212) ≥ f1(θ21, y1, x212), 

∀ y2 ∈ X2  f2(θ212, x21, x212) ≥ f2(θ212, x21, y2)}. 
При фиксированных (и известных достоверно обоим агентам) 

значениях θ2 и θ21 задача рефлексивного управления заключается в 
нахождении активным агентом такого значения θ212, при котором 
выбираемое пассивным агентом из множества X2(θ2, θ21, θ212) дейст-
вие максимизировало бы целевую функцию активного агента: 

*
212θ (θ) = arg max

w∈Θ
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 f1(θ, x1, x2). 
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Если активный агент имеет возможность в задаче В влиять и на 
θ2 и/или θ21, то получаем задачу АВ, БВ или АБВ в которой макси-
мизация целевой функции активного агента должна вестись и по 
параметру θ2, то есть решение задачи АБВ имеет вид: 
( *

2θ (θ), *
21θ (θ), *

212θ (θ)) = arg 
, ,
max

u w h∈Θ 11

max
Xx ∈ )),,((Proj 222

min
hwuXx ∈

f1(θ, x1, x2). 

В рассматриваемой задаче граф рефлексивной игры имеет вид, 
приведенный на Рис. 56. 

 

x2x1

x21

x212

 
Рис. 56. Граф рефлексивной игры в задачах В, АВ, БВ и АБВ 
 
Задача В возникает в стратагемах № 13 («бить по траве, чтобы 

вспугнуть змею» – произвести демонстративное действие, которое 
может спровоцировать проявление врагом истинных намерений) и 
№ 34 («стратагема самострела» – демонстрация наличия противоре-
чий в собственном лагере). Подробное содержательное описание и 
примеры практического использования упомянутых стратагем мож-
но найти в [30, 91, 175]. 

Таким образом, базовыми из семи перечисленных выше за-
дач скрытого управления являются отличающиеся на единицу 
по рангу рефлексии задачи А, АБ и АБВ. Приведенные результаты 
позволяют в каждом конкретном случае ставить и решать эти задачи. 

 
 

4.2. СМИ И ИНФОРМАЦИОННОЕ УПРАВЛЕНИЕ 
 
Опишем в терминах структур информированности информаци-

онное управление (скрытое управление, манипуляции и т.д.), осуще-
ствляемое средствами массовой информации (СМИ), на примере 
рекламы и предвыборных технологий (данный тип информационно-
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го воздействия может рассматриваться как разновидность скрытого 
управления, однако, в силу массового распространения первого на 
практике ему посвящается отдельный раздел). 

Предположим, что имеется агент – объект информационного 
воздействия. Цель воздействия – сформировать у агента определен-
ное отношение к конкретному объекту или субъекту. 

В случае рекламы агентом является потребитель, а объектом – 
товар или услуга [148, 158]. Требуется, чтобы потребитель приобрел 
данный товар или услугу. 

В случае предвыборных технологий агентом является избира-
тель, а субъектом – кандидат. Требуется, чтобы избиратель проголо-
совал за данного кандидата. 

Рассмотрим i-го агента. Всех остальных агентов объединим в 
одного, для обозначения которого будем использовать индекс j. 
Пусть θ ∈ Θ – объективная характеристика объекта, неизвестная 
достоверно ни одному из агентов. В качестве характеристик могут 
выступать потребительские свойства товаров, качества кандидатов и 
т.д. 

Обозначим θi ∈ Θ  – представления i-го агента об объекте, 
θij ∈ Θ – его представления о представлениях об объекте j-го агента, 
и т.д. 

Предположим для простоты, во-первых, что множество воз-
можных действий каждого агента состоит из двух действий: 
Xi = Xj = {a; r}, где действие a (accept) соответствует приобретению 
товара или услуги, голосованию за рассматриваемого кандидата и 
т.д., а действие r (reject) – отказу от приобретения товара или услуги, 
голосованию за других кандидатов и т.д. Во-вторых, предположим, 
что множество Θ состоит из двух элементов, характеризующих 
качества объекта – g (good) и b (bad), то есть Θ = {g; b}. 

Рассмотрим последовательно (в порядке усложнения) ряд моде-
лей поведения агента. 

Модель 0 (рефлексия отсутствует). Предположим, что поведе-
ние рассматриваемого агента описывается отображением Bi(⋅) мно-
жества Θ  свойств объекта во множество Xi действий агента, то есть 
Bi: Θ → Xi. Примером такого отображения может служить следую-
щее: Bi(g) = a, Bi(b) = r, то есть, если агент считает, что товар (канди-
дат) хороший, то он его приобретает (отдает за него свой голос), и 
отвергает в противном случае. 
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В рассматриваемой модели информационное управление явля-
ется информационным регулированием [36, 117] и заключается в 
формировании у агента представлений об объекте, приводящих к 
требуемому выбору. В рассматриваемом примере для того, чтобы 
агент приобрел товар (проголосовал за требуемого кандидата), необ-
ходимо сформировать у него следующие представления: θi = g. 
Напомним, что в настоящей работе технологии информационного 
управления (то есть способы формирования требуемых представле-
ний) не рассматриваются – см. их описание в [10, 23, 24, 37, 43, 91, 
130, 136, 148, 175], а также обзоры в [154, 161]. 

Модель 1 (первый ранг рефлексии). Предположим, что поведе-
ние рассматриваемого агента описывается отображением Bi(⋅) мно-
жеств Θ ∋ θi свойств объекта и Θ ∋ θij – представлений агента о пред-
ставлениях других агентов – во множество Xi его действий, то есть 
Bi: Θ × Θ → Xi. Примерами такого отображения могут служить сле-
дующие: 

Bi(g, g) = a, Bi(g, b) = a, Bi(b, g) = r, Bi(b, b) = r, 
и 

Bi(g, g) = a, Bi(g, b) = r, Bi(b, g) = a, Bi(b, b) = r. 
В первом случае агент ориентируется на собственное мнение, во 

втором – на мнение других агентов («общественное мнение»). 
В рассматриваемой модели информационное управление явля-

ется и информационным регулированием, и рефлексивным управле-
нием, и заключается в формировании у агента представлений об 
объекте и о представлениях других агентов, приводящих к требуе-
мому выбору. В рассматриваемом примере для того, чтобы агент 
приобрел товар (проголосовал за требуемого кандидата), необходи-
мо в первом случае сформировать у него следующие представления: 
θi = g, θij – любое, а во втором случае – θij = g, θi – любое. 

Следует подчеркнуть, что в информационном управлении по-
средством СМИ не всегда воздействие направлено на формирование 
непосредственно θij – в большинстве случаев воздействие осуществ-
ляется косвенно – у агента формируются представления о поведении 
(выбираемых действиях) других агентов, по которым данный агент 
может восстановить их представления. Примерами косвенного 
формирования представлений θij могут служить рекламные лозунги 
«Новое поколение выбирает Pepsi», «В то время, когда все настоя-
щие мужики …», обращение к мнению авторитетных людей и т.д.; 
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информация о том, что по опросам общественного мнения значи-
тельное число избирателей собирается поддержать данного кандида-
та и т.д. 

Модель 2 (второй ранг рефлексии). Предположим, что поведе-
ние рассматриваемого агента описывается отображением Bi(⋅) мно-
жеств Θ ∋ θi свойств объекта, Θ ∋ θij – представлений агента о пред-
ставлениях других агентов, и Θ ∋ θiji – представлений агента о 
представлениях других агентов о его собственных представлениях – 
во множество Xi его действий, то есть Bi: Θ × Θ × Θ → Xi. Примером 
такого отображения, в котором проявляются отличные от нулевой и 
первой моделей свойства, может служить следующее: 

∀ θ ∈ Θ  Bi(θ, θ, g) = a, Bi(θ, θ, b) = r. 
В данном случае агент следует своей «социальной роли» и про-

изводит выбор, которого от него ожидают другие агенты (данная 
модель качественно близка к «этическим» моделям, описываемым в 
разделе 4.3.4). 

В рассматриваемой модели информационное управление явля-
ется рефлексивным управлением и заключается в формировании у 
агента представлений о представлениях других агентов о его собст-
венных представлениях, приводящих к требуемому выбору. В рас-
сматриваемом примере для того, чтобы агент приобрел товар (про-
голосовал за требуемого кандидата), необходимо сформировать у 
него следующие представления: θiji = g. 

Следует подчеркнуть, что в информационном управлении воз-
действие не всегда направлено на формирование непосредственно θiji 
– в большинстве случаев воздействие осуществляется косвенно – у 
агента формируются представления о том, что другие агенты ожи-
дают от него определенных действий. В данном случае речь идет о 
так называемом социальном влиянии, многочисленные примеры 
которого можно найти в учебниках по социальной психологии 
[48, 88, 177]. Примерами косвенного формирования представлений 
θiji могут служить лозунги «Ты записался добровольцем?», «А ты 
купил (сделал) …?», «В Вашем положении (при Вашем статусе) …?» 
и т.д.; информация о том, что по опросам общественного мнения 
большинство представителей социальной группы, к которой принад-
лежит (или с которой идентифицирует себя) агент, собирается под-
держать данного кандидата и т.д. 
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Таким образом, мы рассмотрели простейшие модели информа-
ционного управления посредством СМИ, сформулированные в 
терминах рефлексивных моделей принятия решений и структур 
информированности. Во всех этих моделях ранг рефлексии не пре-
вышал двух54. Представить себе реальные ситуации, в которых 
информационное воздействие направлено на более глубокие компо-
ненты структуры информированности, затруднительно. Поэтому 
перспективным направлением дальнейших исследований является 
изучение формальных моделей информационного управления (и 
технологий этого управления) агентами, осуществляющими коллек-
тивное принятия решений в условиях взаимосвязанной информиро-
ванности. 

Формальная модель информационного влияния СМИ на приме-
ре рекламы товара рассмотрена в разделе 4.19. 

 
 

4.3. РЕФЛЕКСИЯ В ПСИХОЛОГИИ 
 
В настоящем разделе в терминах рефлексивных игр описывают-

ся некоторые явления и процессы, являющиеся предметом исследо-
ваний в психологии – психология шахматного творчества; трансак-
ционный анализ; окно Джохари; модель этического выбора. Авторы 
не претендуют на новые результаты в области психологии, а лишь 
преследуют цель проиллюстрировать возможность и целесообраз-
ность использования аппарата рефлексивных игр в гуманитарных 
областях. 

 
 

4.3.1. Психология шахматного творчества 
 
Хрестоматийным примером рефлексивного анализа является 

шахматная игра [50]. Можно выделить два аспекта рассмотрения 
взаимодействия агентов. Во-первых, при выборе хода каждый из 
шахматистов анализирует дерево игры – возможные варианты сво-

                                                           
54 Исключением является, наверное, очень редко встречающаяся на практике 
ситуация, когда информационное воздействие направлено на формирование сразу 
всей информационной структуры, например путем навязывания «общего знания» – 
«Голосуй сердцем!», «… – наш выбор!» и т.д. 
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его хода, ответа противника (соперника), ответа на ответ и т.д. [2]. 
Во-вторых, при оценке той или иной позиции или совокупности 
позиций, соответствующей тому или иному дереву игры, шахматист 
при анализе возможных ответов противника вынужден смотреть на 
позицию «его глазами», предсказывать представления противника о 
его собственной оценке и т.д. (см. описание стратегической и ин-
формационной рефлексии выше). В настоящем разделе мы не будем 
рассматривать рефлексивные аспекты повторяющихся игр, а скон-
центрируем основное внимание на рефлексивном анализе агентами 
позиций. 

Рассмотрим следующую модель. Пусть θ – объективная (сло-
жившаяся на шахматной доске) позиция, θ1 – оценка этой позиции 
(ее видение) первым агентом (пусть для определенности это будет 
агент, играющий белыми фигурами), θ2 – оценка этой позиции (ее 
видение) вторым агентом (агентом, играющим черными фигурами), 
θ12 – представления первого агента об оценке позиции вторым и т.д. 

Проанализируем, основываясь на [68], какие компоненты ин-
формационной структуры присутствуют в оценках позиции и влия-
нии на оценку этой позиции противником (это влияние названо в 
упомянутой работе психологическим влиянием). Для этого перечис-
лим основные факторы психологического влияния55: 

- ходы на шахматной доске; 
- поведение противника; 
- темп игры (скорость принятия решений противником); 
- мнение относительно класса игры противника; 
- информация агента о мнении противника относительно класса 

игры обоих шахматистов; 
- турнирное положение соперников и др. 
Ярким примером влияния поведения является следующий 

[68, с. 137]: «Играя с Фишером, Таль попал под сильную атаку, и его 
положение стало критическим. В этот момент юный Фишер записал 
намеченный ход (сильнейший в данной позиции) и чуть ли не под-
сунул бланк сопернику. М. Таль рассказывал: «Просит визу, поду-
мал я. Но как реагировать? Нахмуриться – нельзя, улыбнуться – 
может расшифровать. И я сделал единственное: встал и спокойно 
начал прогуливаться по сцене». Р. Фишера поразило невозмутимое и 
                                                           
55 Отметим, что использование тех или иных факторов психологического влияния 
является не содержанием, а, скорее, технологией информационного управления. 
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уверенное поведение противника. Он засомневался, начал сомне-
ваться в правильности намеченного плана. А затем сделал другой, 
более слабый ход, вскоре допустил еще один серьезный промах и в 
результате проиграл партию56». 

Таким образом, естественно, в информационную структуру вхо-
дят компоненты θi, i = 1, 2, поскольку они отражают собственные 
представления шахматистов о позиции. Большинство шахматной 
литературы посвящено, фактически, проблемам «правильной» оцен-
ки позиций и обучения шахматистов этим оценкам. Из перечислен-
ных выше факторов психологического влияния воздействию на θi 
соответствуют: ходы на шахматной доске, мнение относительно 
класса игры противника и турнирное положение соперников. 

Значительно меньшее внимание (см. ссылки в [66-68]) уделя-
лось компонентам θij, i, j = 1, 2, влияние на которые может осущест-
вляться поведением противника и темпом игры. 

И, наконец, чрезвычайно редко принимаются во внимание ком-
поненты θijk, i, j, k = 1, 2, соответствующие второму рангу рефлексии 
– например, информация агента о мнении противника относительно 
класса игры обоих шахматистов. 

Таким образом, проведенный анализ позволяет сделать вывод о 
том, что при описании шахматной игры57 в терминах информацион-
ного управления (рефлексивной игры) в большинстве случаев имеет 
место следующее: 

1. Число агентов равно двум. 
2. Ранг рефлексии не превышает двух (максимальное число су-

щественных индексов равно трем). 
3. Большинство ситуаций рефлексивного управления в шахма-

тах описывается задачей Б (см. выше), в которой ранг рефлексии 
равен единице. 

В заключение отметим, что существует множество работ, в ко-
торых технология рефлексивного управления в шахматах (правда, 
авторы, наверное, не всегда осознают, что описывают процесс и 
результат информационного управления) описывается ярко, образно 
                                                           
56 В данном примере в качестве активного агента выступали сначала Фишер, а затем 
Таль, причем, если бы Фишер не инициировал информационное воздействие, то, 
может быть, партия развивалась бы по-другому. 
57 Отметим, что при описании шахматной игры, в отличие от скрытого управления, 
трудно выделить активного и пассивного агента, так как в общем случае распреде-
ление ролей априори неизвестно и зависит от личностных качеств шахматистов. 
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и захватывающе (см. [66-68] и ссылки в этих работах). С другой 
стороны, как справедливо признают и шахматисты, и психологи, и 
математики шахматы являются очень удобным «полигоном» для 
построения и верификации моделей конфликтного взаимодействия. 
Поэтому представляется перспективным систематическое исследо-
вание формальных моделей рефлексивных эффектов в шахматной 
игре. 

 
 

4.3.2. Трансакционный анализ 
 
Основателем трансакционного анализа является Э. Берн – из-

вестный американский психотерапевт и теоретик психоаналитиче-
ского направления [8]. Суть предложенного им метода заключается в 
том, что человек в социальной группе в каждый момент времени 
обнаруживает одно из состояний своего «Я» – Родителя, Взрослого 
или Ребенка. Агент, находящийся в одном из трех перечисленных 
состояний (ситуаций), создает трансакционный стимул к другому 
агенту, который в ответ осуществляет трансакционную реакцию, 
которая в свою очередь становится стимулом, и т.д. 

Пара «стимул-реакция» образуют трансакцию. Если источник 
стимула и получатель реакции, а также получатель стимула и источ-
ник реакции совпадают, то такая трансакция называется дополни-
тельной, если нет – то пересекающейся. Игрой Э. Берн называет 
«серию следующих друг за другом скрытых дополнительных тран-
сакций с четко определенным предсказуемым исходом» [8, с. 37]. 

В игре могут участвовать несколько агентов (быть может, кол-
лективных), но, тем не менее, трансакция всегда имеет место 
между двумя агентами. 

Опишем произвольную трансакцию в терминах рефлексивной 
игры. Любая трансакция между двумя агентами (инициатора услов-
но будем называть первым агентом) может быть представлена в виде 
(a→b), (c→ d), где a, b, c, d ∈ Θ = {Родитель, Взрослый, Ребенок} – 
ситуации, соответственно источника стимула, получателя стимула, 
источника реакции и получателя реакции. Можно считать, что тран-
сакции соответствует одна из двух конечных информационных 
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структур, приведенных на Рис. 57 и Рис. 5858, где θ1 = a (θ121 = a), 
θ12 = b, θ2= с (θ212 = с), θ21 = d. 
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Рис. 57. Информационная 
структура трансакции 

θ2θ1

θ
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Рис. 58. Информационная 
структура трансакции 

 
Таким образом, трансакция может быть записана в виде 

(θ1 → θ12), (θ2 →θ21) или (θ121 → θ12), (θ212 →θ21). 
Граф рефлексивной игры в данном случае включает шесть вер-

шин (два реальных агента и четыре фантомных). Специфика инфор-
мационного равновесия для трансакционного анализа заключается в 
том, что, принимая решения (то есть, занимая позиции Родителя, 
Взрослого или Ребенка) первый и второй агент обладают различной 
информацией – первый агент, производя выбор, моделирует желае-
мую для него ситуацию, а второй агент – констатирует – фиксирует 
распределение ролей, зная выбор первого. 

Приведем пример. Пусть трансакция описывается структурной 
диаграммой, приведенной на Рис. 59. 

В рассматриваемом примере первый агент «обращается» ко вто-
рому с позиции Ребенка (то есть предлагает ему рассматривать себя 
как ребенка: θ121 = «Ребенок»), считая последнего Родителем 
(θ12 = «Родитель»). Второй агент «отвечает» первому как Взрослый 
Взрослому (то есть предлагает ему рассматривать себя как Взросло-
                                                           
58 Различие заключается в том, рассматривает ли себя инициатор трансакции неза-
висимо (a = θ1), или ориентируется на имеющиеся у него представления оппонента 
о нем (a = θ121). 
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го: θ212 = «Взрослый», считая его также Взрослым: 
θ21 = «Взрослый»). 

РР

ВВ

Ре Ре

   Первый агент                 Второй агент

 
Рис. 59. Пример пересекающейся трансакции 

 
В заключение отметим, что в трансакционном анализе макси-

мальный ранг рефлексии агентов равен двум. 
 
 

4.3.3. Окно Джохари 
 
Одним из широко распространенных в социальной психологии 

методов изучения потенциальной изменчивости личностных харак-
теристик в социальной среде связан с применением окна Джохари 
(см. Рис. 60), названного так по именам создания метода – Джозефа 
Лафта и Гарри Ингама [231, 232]. 

 
Другие 

Я 
Что другие 
знают обо мне 

Чего другие не 
знают обо мне 

Что я знаю о себе I II 
Чего я не знаю о себе III IV 

Рис. 60. Окно Джохари 
 
Этот метод позволяет представить агента в двух измерениях – 

«Я» и «другие» и используется в процессе обучения работников, чья 
деятельность требует от них понимания того, как и почему окру-
жающие имеют о них мнение, отличное от их собственного. 
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Окно I (см. Рис. 60) называется открытой областью и соответ-
ствует информации, которая известна и агенту и другим о нем. 

Окно II называется скрываемой областью и соответствует ин-
формации об агенте, которая известна ему, но неизвестна другим. 

Окно III называется скрытой областью и соответствует инфор-
мации об агенте, которая известна другим, но неизвестна ему. 

Область IV называется слепой областью и соответствует ин-
формации об агенте, которая неизвестна никому (ни ему, ни другим). 

В рамках рассматриваемых в настоящей работе рефлексивных 
игр обозначим θ – объективная информация об агенте, θ1 – его субъ-
ективная информация о себе, θ2 – информация о нем других агентов. 
Без ограничений общности можно считать, что все информационные 
компоненты – θ, θ1 и θ2 – являются подмножествами некоторого 
универсального множества Θ. 

Тогда открытой области (окно I на Рис. 60) соответствует ин-
формация θ1 ∩ θ2, скрываемой области (окно II) – информация 
θ1 ∩(θ \ θ2), скрытой области (окно III) – информация θ2 ∩(θ \ θ1), 
слепой области (окно IV) – информация (θ \ θ1)∩(θ \ θ2). Легко ви-
деть, что объединение всех четырех областей дает универсальное 
множество θ. 

В данном случае описание ведется с некоторой внешней (объек-
тивной) точки зрения, то есть неявно предполагается, что θ1 ⊆ θ, 
θ2 ⊆ θ. При этом ранг рефлексии равен нулю. Если отказаться от 
объективности и рассматривать ситуацию с точки зрения некоторого 
агента (например, того, для которого строится окно Джохари), то 
ранг рефлексии будет равен единице. Если агентов всего два («я» и 
«другие»), то ранг рефлексии будет не больше двух. Более того, 
возможно построение окон Джохари, существующих в представле-
ниях фантомных агентов (τ-агентов, где |τ| ≥ 2), то есть информаци-
онная структура для рефлексивной игры двух агентов может рас-
сматриваться как совокупность τ-субъективных окон Джохари. 

 
 

4.3.4. Модель этического выбора 
 
Как отмечалось выше, в данной работе нас в первую очередь 

интересует не столько авторефлексия, сколько рефлексия второго 
рода, связанная с представлениями субъекта о представлениях дру-
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гих участников ситуации. В экономических моделях, где субъект 
рассматривается как рациональный индивид (букв. «неделимый»), 
авторефлексия не дает ничего нового: «Я знаю, что я знаю, что я 
знаю... что…» не дает новой информации по сравнению с «Я знаю, 
что…». Этому обстоятельству соответствует аксиома автоинформи-
рованности (см. раздел 2.2). 

Однако по иному обстоит дело в психологии, которая рассмат-
ривает человека как некоторую сложную целостность. 

В.А. Лефевром [79, 82, 228-229] и другими исследователями 
[69, 149, 150, 176] изучается рефлексивная модель принятия реше-
ний человеком, подчиняющегося системе культурных и этических 
норм. В частности, в работе [229] описывается модель игрового 
взаимодействия двух агентов, выбор которых из двух возможных 
альтернатив (действием является вероятность выбора первой аль-
тернативы) осуществляется с учетом двух аспектов: утилитарного и 
этического (см. также введение). Утилитарный аспект соответствует 
максимизации собственного выигрыша, в то время как итоговый 
выбор учитывает этическую «нагруженность» альтернатив. Опишем, 
следуя упомянутой работе, модель этического выбора в терминах 
развиваемой в настоящей работе концепции информационного 
равновесия. 

В описываемой ситуации для каждого из двух агентов (обозна-
чим их номерами 1 и 2) можно выделить утилитарный аспект их 
выбора в виде «агентов» 1u и 2u соответственно. Тогда процесс ито-
гового выбора осуществляется следующим образом (см. Рис. 61). 

 
 

1u 2u 

1 2 

 
Рис. 61. Модель этического выбора 
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Сначала «агенты» 1u и 2u «разыгрывают» между собой игру с 
общим знанием и находят свои равновесные стратегии *

1u
x и *

2u
x  

(интерпретируемые как вероятности выбора первой альтернативы). 
Затем агенты 1 и 2, для которых пара ( *

1u
x , *

2u
x ) является общим 

знанием, разыгрывают еще одну игру для итогового выбора. При 
этом они ищут вектор действий, удовлетворяющий системе соотно-
шений 
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Решением системы (1) являются числа *
1x и *

2x , которые интер-
претируются как вероятности итогового выбора первой альтернати-
вы. 

 
 

4.4. РЕФЛЕКСИЯ В ХУДОЖЕСТВЕННЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЯХ 
 
Как отмечалось выше, граф рефлексивной игры может быть по-

строен и без конкретизации целевых функций агентов; при этом он 
отражает качественное соотношение информированностей рефлек-
сирующих агентов. Приведем примеры из художественных произве-
дений. 

Если научная литература содержит субъективное описание объ-
ективной реальности и характеризуется стремлением к максималь-
ной объективизации, то художественной литературе свойственна 
рефлексия хотя бы с той точки зрения, что любое художественное 
произведение описывает рефлексивную реальность, то есть, является 
результатом рефлексии автора. 

Кроме того, сюжеты многих художественных произведений по-
строены на несовпадении объективной реальности и/или рефлексив-
ных реальностей героев. Поясним последнее утверждение. 

Если отвлечься от тривиальной «рефлексии» типа «У попа жила 
собака…», то в любом художественном произведении имеется набор 
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персонажей – людей, играющих те ли иные роли59 (ситуационные, 
коммуникативные, социальные и т.д.), которые обусловлены обста-
новкой и с которыми взаимодействует персонаж. 

При этом один и тот же герой художественного произведения 
может выступать в различных ролях (ему при этом соответствуют 
различные фантомные агенты) – восприятие им самого себя может 
отличаться от восприятия его другими героями. 

В основе многих сюжетов лежит смена ролей или обмен роля-
ми, юмор (а иногда и трагедия) заключается в несоответствии между 
ролями одного и того же героя (см. также несоответствие шаблону в 
разделе 4.1). 

Опишем формально возможные варианты взаимной информи-
рованности двух субъектов – «Героя» и «Окружения», которых 
будем обозначаться соответственно символами «Г» и «О». 

Обозначим: Г – нерефлексивные представления героя об объек-
тивной реальности (в которую входят все, включая его самого и его 
окружение); О – нерефлексивные представления окружения об 
объективной реальности. Герой и окружение являются реальными 
агентами, в то время как следующие агенты являются фантомными: 
ГГ – представления героя о себе; ГО – представления героя об окру-
жении; ГОГ – представления героя о представлениях окружения о 
нем; ОО – представления окружения о себе; ОГ – представления 
окружения о герое; ОГО – представления окружения о представле-
ниях героя об окружении60. 

Конечные (ранг рефлексии равен двум) информационные струк-
туры героя и его окружения приведены на Рис. 62, на котором ком-
поненты информированности героя или о герое выделены жирными 
линиями. 

Обсудим содержание вершин графа, приведенного на Рис. 62. С 
точки зрения героя вершина ГГ соответствует авторефлексии (осоз-
нание собственной «роли»), вершина ГО – роли окружения, ГОГ – 
                                                           
59 Отдельным, но выходящим за рамки настоящего исследования, вопросом, тради-
ционно поднимаемым в рассуждениях об актерском мастерстве, является следую-
щий – насколько глубоко актеру следует вживаться в роль? Однозначного ответа на 
него нет даже среди профессионалов – часть маститых актеров считает, что должна 
происходить полная внутренняя идентификация актера и персонажа, часть – что 
всегда необходимо контролировать различие между собой и персонажем. 
60 Содержательные интерпретации компонентов ГГО, ГГГ, ГОО, ООО, ООГ, ОГГ 
затруднительны. 
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той роли, которой соответствует (или, с нормативной точки зрения, 
должен соответствовать) герой с точки зрения окружения. Анало-
гично описываются вершины с точки зрения окружения. 

Г

ГГ ГО

ГОГ

О

ОГ ОО

ОГО

 
Рис. 62. Информационные структуры героя и его окружения 
 
Как отмечалось выше, в основе многих сюжетов, например «ко-

медии положений» и др., лежит несоответствие (конфликт) между 
ролями одного и того же субъекта (быть может, коллективного). 
Рассматриваемая информационная структура (см. Рис. 62) позволяет 
перечислить возможные конфликты61. 

Прежде всего, следует различать внутренние (осознаваемые 
субъектом в рамках его информированности, то есть возникающие 
между компонентами его собственной структуры информированно-
сти) и внешние (между компонентами структур информированности 
субъекта и окружения) конфликты. Всего между четырьмя затенен-
ными на Рис. 62 компонентами информированности возможны 
шесть типов конфликтов. Перечислим их и приведем примеры62. 

Возможны три типа внутренних конфликтов: 
1. Несовпадение Г и ГГ – внутренний конфликт между героем и 

его представлениями о себе. Примерами являются: практически все 
произведения Ф.М. Достоевского, которого можно по праву считать 
непревзойденным знатоком и мастером использования эффектов 
авторефлексии; «Детство, отрочество, юность» Л.Н. Толстого; все 
произведения, принадлежащие такому жанру как «исповедь», вклю-

                                                           
61 Во многих художественных произведениях присутствуют одновременно кон-
фликты нескольких типов. 
62 Авторы признательны проф. Е.В. Жаринову за ценные замечания и помощь в 
подборе примеров рефлексивных конфликтов в литературных произведениях. 
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чая бл. Августина, А. Мюссе, Ж.- Ж. Руссо, Л.Н. Толстого, 
Н.А. Бердяева и др. 

2. Несовпадение Г и ГОГ – внутренний конфликт между героем 
и его представлениями о его роли с точки зрения окружения. Приме-
рами являются: «Герой нашего времени» М.Ю. Лермонтова (Печо-
рин); «Подросток» Ф.М. Достоевского, «Отец Горио» О. Бальзака 
(Ростиньяк) и др. 

3. Несовпадение ГГ и ГОГ – внутренний конфликт между цен-
ностями окружения и героя с точки зрения последнего. Примерами 
являются: «Преступление и наказание», «Записки из подполья», 
«Агент», «Бесы» Ф.М. Достоевского; «Княжна Мэри» 
М.Ю. Лермонтова; «Леди Макбет Мценского уезда» Н.С. Лескова; 
«Утраченные иллюзии» О. Бальзака; а также большинство марги-
нальной литературы – де Сад, Г. Миллер, В. Ерофеев и др. 

Кроме того, возможны три типа внешних конфликтов: 
4. Несовпадение Г и ОГ – внешний конфликт между героем и 

представлениями (требованиями) окружения о нем. Примерами 
являются: «Горе от ума» А.С. Грибоедова (Чацкий), «Собор Париж-
ской Богоматери» В. Гюго; многие произведения классической 
литературы русского и зарубежного реализма: Л.Н. Толстой (напри-
мер, «Три смерти», «Смерть Ивана Ильича» и др.), И.С. Тургенев, 
М.Е. Салтыков-Щедрин, Ж.–Б. Мольер, П. Корнель, Ж. Расин и др. 

5. Несовпадение ГГ и ОГ – внешний конфликт между представ-
лениями героя о себе и представлениями о нем с точки зрения окру-
жения. Примерами являются: «Евгений Онегин» А.С. Пушкина; 
«Герой нашего времени» М.Ю. Лермонтова (Грушницкий, Печорин); 
«Рудин» И.С. Тургенева, «Бельтов» А.И. Герцена и др. 

6. Несовпадение ОГ и ГОГ – внешний конфликт между пред-
ставлениями окружения о герое и тем как эти представления видятся 
самому герою. Примерами являются: «Ревизор» Н.В. Гоголя, (Хле-
стаков); «Маленькие трагедии» А.С. Пушкина; «Гобсек» О. Бальзака 
и др. 

Перечисленные шесть типов конфликтов типичны для класси-
ческой литературы. В современной массовой литературе дело, в 
основном, обстоит несколько проще – подавляющее большинство 
сюжетов можно отнести к одному из следующих типов – «Детек-
тив», «Шпионские страсти», «Любовный треугольник (или много-
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угольник)». Приведем примеры соответствующих графов рефлек-
сивной игры. 

Пример 4.4.1 («Детектив»). Пусть имеются следователь и пре-
ступник. Обозначим их, соответственно 1 и 2. Тогда этапу процесса 
раскрытия преступления соответствует граф рефлексивной игры 
2 ← 1 ↔ 12 (компонент 12 соответствует тому, что преступник 
пытается убедить следователя в собственной невиновности), а факту 
раскрытия преступления – переход к графу 1 ↔ 2. 

Возможны и более сложные случаи информированности. Так, 
например, Смердяков и Иван Федорович (роман «Братья Карамазо-
вы» Ф.М. Достоевского) по-разному информированы относительно 
убийства своего отца и отношения к этому друг друга. С точки 
зрения Смердякова ситуация (граф рефлексивной игры) выглядит 
следующим образом: «Смердяков» ← «Иван Федорович, желающий 
смерти отца» ↔ «Смердяков-убийца», а с точки зрения Ивана Федо-
ровича: «Иван Федорович» ← «Смердяков-невиновный» ↔ «Иван 
Федорович, не желающий смерти отца». 

Аналогичная по сложности ситуация имеет место в романе 
«Преступление и наказание». Раскольников не знает, что следовате-
лю известно, что он убийца. Обозначая их, соответственно, 1 и 2, 
получим, что с точки зрения Раскольникова имеет место 
1 ← 12 ↔ 121, в то время как полный граф рефлексивной игры 
имеет вид, приведенный на Рис. 63. 

 
 

2 1 12 121 2 1 12 121 

 
Рис. 63. Граф рефлексивной игры в сюжете «Детектив» 

 
Пример 4.4.2 («Шпионские страсти-1»). Пусть в ситуации уча-

ствуют два государства (А и В) и агент, который, будучи высокопо-
ставленным чиновником государства А является одновременно 
осведомителем государства В, о чем государству А неизвестно. Граф 
рефлексивной игры описанной ситуации63 изображен на Рис. 64. 
Вершинам графа соответствуют следующие реальные и фантомные 
агенты: 1 – государство А; 2 – государство В; 3 – агент; 12 – государ-
                                                           
63 Легко видеть, что аналогичная информированность имеет место и в сюжете 
«Любовный треугольник».  
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ство В, которое воспринимает агента как чиновника, верного госу-
дарству А; 13 – агент – чиновник, верный государству А. 

 

1 12 121 2 1 12 

3 13 

  
Рис. 64. Граф рефлексивной игры 
в сюжете «Шпионские страсти-1» 

 
Неопределенным параметром здесь будет представление о том, 

кем на самом деле является чиновник, т. е. Θ = {в, ш} (верный и 
шпион). Эти представления отражены на графе Рис. 65 штриховкой: 
в – горизонтальная, ш – диагональная. 

 

1 12 121 2 1 12 

133 

 
Рис. 65. Граф рефлексивной игры в сюжете 

«Шпионские страсти-1» с учетом неопределенности 
 
Посмотрим, можно ли получить данную структуру представле-

ний с помощью механизма простых сообщений (см. раздел 2.12). Из 
графа видно, что в базисе структуры информированности нет аген-
тов из одного мира, оканчивающихся на один индекс. Это хороший 
признак, т.к. при простом механизме структуры информированности 
таких агентов совпадают. Проверим выполнение условия утвержде-
ния 2.12.9: θ21 = θ1 = в = θ12; θ31 = θ1 = в = θ13; θ23 = θ3 = ш = θ2 = θ32 
(здесь в каждой цепочке равенств нас интересует равенство крайних 
выражений). Тогда по этому утверждению получаем положительный 
ответ на наш вопрос. Например, подойдет такая последовательность 
сообщений: s1 = {1, 2, 3}[в], s2 = {2, 3}[ш], где s2 можно интерпрети-
ровать как вербовку государством В чиновника государства A. • 

Рассмотрим несколько усложненную версию предыдущего сю-
жета. 
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Пример 4.4.3 («Шпионские страсти-2»). Ситуация похожа на 
описанную в примере 4.4.2, различие в том, что агент на самом деле 
работает на государство А, а государству В передает лишь соответ-
ствующим образом обработанные сведения. Граф рефлексивной 
игры для этой, более сложной, ситуации изображен на Рис. 66. 

 

2 1 12 121 1 2 21 212 

3 23 213 

 
Рис. 66. Граф рефлексивной игры 
в сюжете «Шпионские страсти-2» 

 
Вершинам графа соответствуют следующие реальные и фан-

томные агенты: 1 – государство А; 2 – государство В; 3 – агент; 21 – 
государство А, которое ошибочно полагает, что агент – его чинов-
ник, не входивший ни в какие контакты с В; 23 – агент, работающий 
в пользу государства В; 212 – государство В, которое не входило ни 
в какие контакты с агентом – чиновником государства А; 213 – агент 
– чиновник, верный государству А и не входивший ни в какие кон-
такты с государством В. Теперь Θ = {в, ш, д} (верный, шпион и 
двойной агент). Также обозначим на графе Рис. 67 представления 
участников игры штриховкой: в – горизонтальная, ш – диагональная, 
д – вертикальная. 

 

2 1 

3 

1 12 121 2 21 212 

21323 

 
 

Рис. 67. Граф рефлексивной игры в сюжете 
«Шпионские страсти-2» с учетом неопределенности 

 
Но, увы, сразу видно, что уже такую чуть усложненную  ситуа-

цию нельзя создать с помощью механизма простых сообщений. Дело 
в том, что в базисе структуры информированности есть агенты  из 
одного мира и оканчивающиеся на один индекс. Это I12 = I2 ≠ I212 
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(агенты 12 и 212 из одного мира). Или же можно сослаться на ут-
верждение 2.12.9, т.к., например, θ12 = θ2 = ш ≠ в = θ212. • 

Отметим, что во всех рассмотренных выше в настоящем разделе 
примерах ранг рефлексии (который на единицу меньше длины мак-
симальной последовательности индексов) не превышает двух. Более 
высокие ранги рефлексии в художественных произведениях встре-
чаются чрезвычайно редко, однако их можно найти, о чем свиде-
тельствует следующий пример. 

Пример 4.4.4. В фильме «Император и убийца» (1999, режиссер 
– Чен Кайге) описывается ситуация, основными участниками кото-
рой являются два человека – китайский император и убийца. Убийцу 
посылают к императору под видом посла соседнего государства. 
Император, между тем, осведомлен о том, что посол на самом деле 
является убийцей. Однако убийца знает о том, что император знает, 
что он собирается убить его. 

Граф рефлексивной игры для этой ситуации изображен на Рис. 
68. 

 
 

2 1 12 121 1212 2 1 12 121 1212 

 
Рис. 68. Граф рефлексивной игры в фильме «Император и убийца» 

 
Вершинам графа соответствуют следующие реальные и фан-

томные агенты: 1 – император; 2 – убийца; 12 – убийца, который 
считает императора неосведомленным; 121 – император, который 
считает пришедшего к нему человека послом соседнего государства; 
1212 – посол сопредельного государства. 

Роль жены императора в интриге фильма читатель может уви-
деть из графа рефлексивной игры, приведенного на Рис. 69, в кото-
ром она обозначена номером 3. • 

 
 

2 1 12 121 1212 2 1 12 121 1212 

3 13 123 

 
Рис. 69. Роль жены императора в фильме «Император и убийца» 
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В заключение настоящего раздела отметим, что в последнее 
время наличие нескольких рефлексивных (виртуальных, быть может, 
вложенных друг в друга) реальностей лежит в основе сюжетов мно-
гих художественных фильмов – «Матрица», «13-ый этаж», «Ваниль-
ное небо», «Авалон», «Шоу Трумэна» и др. Используя предложен-
ный в настоящей работе подход, читатель без труда построит 
соответствующие графы рефлексивной игры. 

Таким образом, язык графов рефлексивной игры является удоб-
ным средством единообразного описания эффектов рефлексии в 
художественных произведениях. 

Подводя итог рассмотрению прикладных моделей рефлексив-
ных игр, можно сделать вывод, что построение и анализ формальных 
моделей позволяют систематически и унифицированно (с единых 
методологических позиций) формулировать и решать задачи анализа 
и синтеза эффективных информационных воздействий в самых 
разных ситуациях коллективной деятельности. Недостатком такого 
подхода на сегодняшний день является его нормативный характер, 
то есть отсутствие возможности разработки эффективных техноло-
гий информационного управления, которые на сегодняшний день 
остаются искусством. Применение для этих целей математических 
моделей представляется перспективной задачей будущих64 исследо-
ваний. 

 
 

4.5. РЕФЛЕКСИВНЫЕ ИГРЫ ПОИСКА 
 
В настоящем разделе рассматривается взаимодействие двух иг-

роков, являющихся подвижными точками в ограниченном с одной 
стороны «коридоре» (т. е. в области, представляющей собой полупо-
лосу), – уклоняющегося (например, подводная лодка) и ищущего 
(например, вертолет или противолодочный корабль). Уклоняющийся 
игрок выбирает точку, где он «прячется», ищущий игрок выбирает 
свою скорость. Каждый из них имеет свои представления о таком 
параметре, как минимальное расстояние между ними, при котором 
происходит обнаружение. Кроме того, каждый из игроков имеет 

                                                           
64 Нужно честно признать, что в силу отсутствия систематических и полных резуль-
татов экспериментальных (а не ретроспективных!) исследований вряд ли можно 
ожидать существенного прогресса в этой области в ближайшее время. 
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определенные представления о представлениях оппонента, пред-
ставлениях о представлениях и т.д. Оказывается, что максимальный 
целесообразный ранг рефлексии ищущего игрока равен трем, а 
уклоняющегося – двум. При этом у уклоняющегося, в зависимости 
от структуры информированности, имеются лишь две равновесные 
стратегии – «стоять на месте, пытаясь отсрочить момент обнаруже-
ния» и «пытаться прорваться как можно раньше». 

Игра поиска в условиях общего знания. Поиск активно укло-
няющегося объекта является типичным примером конфликтного 
взаимодействия, который может быть исследован методами теории 
игр. Простейшие игровые задачи поиска были исследованы в конце 
60-х годов XX в. (в частности, в монографии [3]). Общей теории игр 
поиска на данный момент не существует; ряд частных результатов 
изложен в работе [128]; см. также обзор в монографии [58]. 

Рассмотрим игру поиска, в которой участвуют два игрока, 
управляющие точечными объектами: ищущим объектом 1 и укло-
няющимся объектом 2 (в дальнейшем будем отождествлять игроков 
и управляемые ими объекты). Поисковой областью, где перемеща-
ются объекты, является прямоугольник евклидовой плоскости 
{(x, y) | 0 ≤ x ≤ D, 0 ≤ y ≤ 2 L)}, D, L > 0. Ищущий объект начинает 
движение из точки (D, L) и движется по отрезку y = L с выбранной 
им скоростью α, 0 ≤ α ≤ A, A > 0. Он обнаруживает объект 2 в неко-
торый момент, если расстояние между объектами в этот момент 
сократилось до величины l = θ – k α, k > 0. Содержательно величина 
l интерпретируется как «зоркость» ищущего (которая уменьшается с 
ростом его скорости) – расстояние, на котором он может обнаружить 
уклоняющегося. Уклоняющийся объект может выбрать точку в 
прямоугольнике для своего местоположения. Ясно, что это должна 
быть точка на отрезке y = 0 либо на отрезке y = L. Поэтому можно 
считать, что выбор объекта 2 определяется одним числом δ, 
0 ≤ δ ≤ D, – абсциссой точки, где он «прячется». 

Ищущий объект стремится обнаружить уклоняющегося, причем 
за как можно меньшее время. Если обнаружение не происходит, то 
для ищущего более выгодно, чтобы уклоняющийся находился от 
него на как можно меньшем расстоянии (это расстояние характери-
зуется выбором δ). 

С учетом вышесказанного целевую функцию ищущего зададим 
следующим образом: 
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(1) f(α, δ) = 

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где M > 0 – «премия» за обнаружение (которое происходит, если 
l ≥ L), а c(δ) – возрастающая функция, для которой c(0) = 0, характе-
ризующая потери игрока 1 в случае, если обнаружение не происхо-
дит. Игра является антагонистической, так что интересы игрока 1 
строго противоположны интересам игрока 2. 

Таким образом, игра полностью характеризуется целевой функ-
цией f(α, δ), положительными параметрами D, L, A, M, k, θ и функ-
цией c(δ), которые будем считать общим знанием для первого и 
второго игроков. 

Для нахождения седловой точки игры (1) найдем 

α
max

δ
min f(α, δ). Имеем: 

δ
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где α0 = (θ – L)/k – скорость, при которой l = L, т. е. обнаружение 
происходит наиболее «экономным» образом. 

Далее будем считать выполненными следующие условия: 
(2) α0 ≤ A, .0 A

DDM −≥−
α

 

Первое из условий (2) означает, что скорость α0 является воз-
можной для объекта 1; второе условие означает, что обнаружение 
дает объекту 1 достаточно существенную прибавку к выигрышу. 
Отметим, что первое условие является техническим, оно упрощает 
дальнейшие выкладки. Второе же является принципиальным, обес-
печивая существование равновесия в игре (1). 

При выполнении условий (2) имеем: 

α
max

δ
min f(α, δ) = 0α

DM − = f(α0, 0). 

Аналогично: 

α
max f(α, δ) = )}.(,max{ 0 δ

α
δ cM A

DD −−− −  

В силу (2) справедлива цепочка неравенств 
),(00 δ

αα
δ cMM A

D
A
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Поэтому max
α

 f(α, δ) = M – 0

D δ
α
−

 и 

min
δ

max
α

 f(α, δ) = M – 0

D
α

 = f(α0, 0). 

Таким образом, у игры (1) при условии (2) существует единственная 
точка равновесия (α0, 0). 

Информационная рефлексия. В этом подразделе мы рассмот-
рим возможность информационной рефлексии в игре поиска (1). 
Будем считать, что функция f(α, δ) и параметры D, L, A, M, k являют-
ся общим знанием, а относительно параметра θ у игроков 1 и 2 
существуют точечные регулярные структуры информированности 
I1 = (θ1, θ12, θ121, …) и I2 = (θ2, θ21, θ212, …) соответственно (подробнее 
о понятиях «регулярности» и «точечности» см. главу 2). Будем 
также считать, что общим знанием является выполнение условий (2), 
которые можно переписать в виде следующего двойного неравенст-
ва: 
(3) .11 kALL

AMD
k +≤≤+ −− +

θ  

Что касается функции c(δ), то достаточно, чтобы общим знани-
ем было ее возрастание и тот факт, что c(0) = 0. 

Рассмотрим принятие решений игроками в порядке возрастания 
ранга их рефлексии, начиная со второго ранга. 

а) Пусть представления игрока 1 характеризуются графом 
1←12↔121, что соответствует второму рангу рефлексии. Тогда 12-
игрок (игрок 2 в представлении игрока 1) выбирает действие δ12 = 0. 
Наилучшим ответом на это со стороны игрока 1 является выбор 
скорости 
(4) .10

1 k
L−= θα  

б) Пусть представления игрока 2 характеризуются графом 
2←21↔212, что соответствует второму рангу рефлексии. Тогда 21-
игрок выбирает скорость k

L−= 210
21

θα . Действие игрока 2 зависит от 
того, состоится ли, с его точки зрения, обнаружение. Если оно со-
стоится, т. е. выполнено условие ,0

212 Lk ≥− αθ  что равносильно 
θ2 ≥ θ21, то лучшим ответом является выбор δ2 = 0. В противном 
случае, т. е. при θ2 < θ21, наилучший выбор δ2 = D (индекс «2» по-
ставлен для обозначения того, что это действие реального игрока 2). 
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в) Пусть представления игрока 1 характеризуются графом 
1←12←121↔1212, что соответствует третьему рангу рефлексии. 
Тогда, в соответствии с результатом б), возможны два случая: 
θ12 ≥ θ121, δ12 = 0 и θ12 < θ121, δ12 = D. В первом случае наилучшим 
ответом является 0

1α , определяемое соотношением (4), во втором – 
любое ],0[ 0

11 αα ∈ . 
В результате получаем: 

(5) 
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г) Пусть представления игрока 2 характеризуются графом 
2←21←212↔2121, что соответствует третьему рангу рефлексии. 
Тогда, в соответствии с предыдущими рассмотрениями, имеем: 

2121α = 0
2121α , δ212 = 0, k

L−== 210
2121

θαα , 

(6) δ2 =




<
≥

.,
,,0

212

212

θθ
θθ

D
 

Результат аналогичен б). 
д) Пусть представления игрока 1 характеризуются графом 

1←12←121←1212↔12121, что соответствует четвертому рангу 
рефлексии. Тогда, аналогично в), возможны два случая: θ12 ≥ θ121, 
δ12 = 0, k

L−== 10
11

θαα  и θ12 < θ121, δ12 = D, ],0[ 0
11 αα ∈ . 

е) Пусть представления игрока 2 характеризуются графом 
2←21←212←2121↔21212, что соответствует четвертому рангу 
рефлексии. Тогда, в соответствии с результатом в), возможны два 
случая: θ212 ≥ θ2121, δ212 = 0, k

L−== 210
2121

θαα  и θ212 < θ2121, δ212 = D, 

],0[ 0
2121 αα ∈ . В первом случае наилучший ответ определяется (6). 

Второй случай несколько сложнее для анализа, поскольку иг-
рок 2 может ожидать от игрока 1 любого действия из отрезка 

],0[ 0
21α . Здесь мы имеем дело с интервальной неопределенностью, 

наиболее распространенным способом устранения которой является 
нахождение максимального гарантированного результата. В данном 
случае, как нетрудно видеть, 
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Поэтому гарантирующее действие δ2 = 
δ
minarg

],0[ 0
21

max
αα∈

f(α, δ) бу-

дет определяться теми же соотношениями (6). 
Видно, что с увеличением ранга рефлексии игроков множество 

их субъективно равновесных действий не увеличивается по сравне-
нию со вторым рангом для игрока 2 и третьим рангом для игрока 1. 
Ранги 3 для игрока 1 и 2 для игрока 2 будут максимальными целесо-
образными рангами рефлексии. Сформулируем соответствующее 
утверждение. 

Утверждение 4.5.1. Максимальные целесообразные ранги реф-
лексии в рефлексивной игре поиска (1) равны 3 для ищущего игрока 
и 2 для уклоняющегося игрока. 

Доказательство проведем по индукции. Базис индукции: если 
ранг игрока 1 равен 3, то его действие определяется соотношениями 
(5); если ранг игрока 2 равен 2 или 3, то его действие определяется 
соотношениями (6). Эти случаи рассмотрены выше. 

Рассмотрим теперь принятие решений игроком 1 с n-м рангом 
рефлексии, n ≥ 4. Ранг 12-игрока равен n – 1, и его действие по пред-
положению определяется соотношениями (6). Соответственно, 
наилучший ответ игрока 1, как было показано в в), определяется 
соотношениями (5). Теми же соотношениями (5) определяется наи-
лучший ответ игрока 1 с третьим рангом рефлексии, откуда вытекает 
первая часть утверждения (об игроке 1). 

Если же принимает решение игрок 2 с рангом n, то, по предпо-
ложению, действие 21-игрока с рангом n – 1 определяется соотно-
шениями (5). Наилучший ответ игрока 2 на эти действия определяет-
ся, как было показано в е), соотношениями (6). Теми же 
соотношениями (6) определяется наилучший ответ игрока 2 со вто-
рым или третьим рангом рефлексии, откуда вытекает вторая часть 
утверждения (об игроке 2). • 

Содержательно утверждение 4.5.1 означает, что игрок 2 либо 
занимает положение как можно дальше от игрока 1, выбирая δ2 = 0 
(если считает, что его обнаружат), либо пытается сразу осуществить 
«прорыв», выбирая δ2 = D. Стратегия 0 < δ2 < D не является равно-
весной ни при каких структурах информированности. 
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Равновесные стратегии игрока 1 либо k
L−== 10

11
θαα  (если 

δ12 = 0), либо любая из отрезка ],0[ 0
1α (если δ12 = D). 

Возможности информационного управления вторым игроком на 
этом исчерпываются, и оба равновесия достижимы в рамках ранга 2. 
Если центр может воздействовать на представления игрока 1 о своих 
возможностях (которые отражает параметр θ), все определяется тем, 
переоценивает ли их игрок 1. Если не переоценивает, то обнаруже-
ние состоится, если переоценивает – не состоится. 

Предположим, что по результатам игры игроки наблюдают факт 
обнаружения (либо необнаружения), а также – в случае обнаружения 
– выбор игрока 2 (т. е. δ2).Тогда информационное равновесие будет 
стабильным в случае θ2 ≥ θ21, θ1 ≤ θ. Содержательно это означает: 

1) игрок 2 считает, что игрок 1 не переоценивает свои возмож-
ности; 

2) так оно на самом деле и есть (хотя и не обязательно игрок 2 
оценивает возможности игрока 1 адекватно). 

Некоторые обобщения. Обсудим качественно возможные 
обобщения полученных результатов на случай более сложных поис-
ковых ситуаций. Во многих случаях поиск так или иначе сводится к 
«прочесыванию» поискового множества. Даже если уклоняющийся 
игрок может перемещаться в процессе игры (а не только в ее начале 
выбирать свое местоположение), при соответствующих условиях на 
скорости игроков и параметры поискового множества обнаружение 
возможно в результате планомерного «прочесывания» (поисковые 
задачи второго типа по классификации, предложенной в [172]). 
Стратегии (траектории) «прочесывания» (а также уклонения) на ряде 
поисковых множеств были предложены в работах [165, 167, 173 и 
др.]. Отметим, что построение этих траекторий опирается на свойст-
ва переменных информационных множеств, характеризующих ин-
формированность ищущего игрока о местоположении уклоняющего-
ся (см. [166]). 

При применении ищущим игроком этих стратегий у уклоняю-
щегося игрока имеются, по сути, те же две альтернативы, что и в 
рассмотренном выше случае – либо «скрываться», либо «прорывать-
ся». Увеличение ранга рефлексии не приводит к появлению «проме-
жуточных» равновесных стратегий. 
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4.6. ПРОИЗВОДИТЕЛЬ И ПОСРЕДНИК 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой участ-

вуют агент, являющийся производителем некоторого вида продук-
ции, и центр, выступающий в роли посредника между агентом и 
рынком. Предполагается, что посредник точно знает рыночную 
цену, а производитель – нет. Производитель и посредник заранее 
оговаривают пропорцию, в которой они будут делить доход, затем 
посредник сообщает производителю информацию (не обязательно 
достоверную) о рыночной цене, и, наконец, производитель выбирает 
объем производства. Выбор посредником сообщения о рыночной 
цене может трактоваться как информационное управление. Стабиль-
ным будет такое информационное управление, при котором реаль-
ный доход производителя равен тому доходу, на который он и рас-
считывал, исходя из сообщения посредника. Оказывается, что, 
выбирая надлежащим образом информационное управление, по-
средник обеспечивает себе максимум дохода независимо от пропор-
ции дележа (иными словами, посредник может соглашаться на лю-
бую долю, свой выигрыш он получит в любом случае). Интересно, 
что при этом в некоторых случаях производитель получает большую 
прибыль, чем получил бы, если бы посредник сообщал истинное 
значение цены. 

Рассмотрим ситуацию, в которой участвуют агент, являющийся 
производителем некоторого вида продукции, и центр, являющийся 
посредником. Они взаимодействуют следующим образом: 

1) оговариваются доли λ и (1 – λ), в соответствии с которыми 
доход делится между производителем и посредником соответствен-
но, λ ∈ (0; 1); 

2) посредник сообщает производителю оценку θ
~  рыночной це-

ны θ; 
3) производитель производит некоторый объем продукта y ≥ 0 и 

передает его посреднику; 
4) посредник реализует его по рыночной цене и передает произ-

водителю оговоренную долю дохода λ θ y, а себе забирает      (1 –
 λ) θ y. 

Предполагается, что посредник в точности знает рыночную це-
ну, а производитель, напротив, не обладает никакой априорной 
информацией о ней. 



 251

Производитель характеризуется функцией издержек c(y), кото-
рая связывает объем продукции и затраты на его производство (бу-
дем считать, что ограничения на мощность отсутствуют, то есть 
может производиться любой объем продукции). 

В описанной ситуации ключевую роль играют три параметра – 
доля λ, цена θ и объем продукции y. О доле участники договарива-
ются заранее, цену сообщает посредник, объем продукции выбирает 
производитель. 

Теперь рассмотрим вопрос о том, как будут вести себя участни-
ки ситуации после того, как они договорились о долях λ и (1 – λ). 
Производитель, стремясь максимизировать свою прибыль, выбирает 
объем производства y* в зависимости от своей функции издержек, 
причитающейся ему доли дохода и сообщаемой посредником ры-
ночной цены. Предположим, что производитель изначально доверяет 
посреднику, причем у производителя нет возможности проверить, 
насколько сообщение посредника соответствует действительности. 
В этом случае посредник может сообщить значение θ

~ , не совпа-
дающее, вообще говоря, с истинным значением рыночной цены θ. 
Выбор посредником сообщения θ

~  можно трактовать как осуществ-
ление информационного управления. 

Наконец, предположим, что посредник стремится проводить 
стабильное информационное управление, то есть обеспечивать 
производителю тот доход, который он ожидает получить, исходя из 
значения θ~ . 

В рамках описанных выше предположений целевые функции 
посредника и производителя выглядят, соответственно, следующим 
образом: f0(y, θ~ ) = θ y – θ~ λ y, f(y, θ~ ) = θ~ λ y – c(y). Подчеркнем, что 
эти целевые функции записаны с учетом стабилизации, то есть 
перераспределения доходов центром (в качестве центра здесь высту-
пает посредник), с целью добиться стабильности равновесия игры 
(см. раздел 2.7). 

Наложим на функцию издержек ограничения таким образом, 
чтобы прибыль производителя (равная разности дохода и издержек) 
принимала максимальное значение ровно в одной точке 
y* = y*(θ

~ ) > 0. Для этого достаточно потребовать, чтобы она была 
дважды дифференцируемой, и выполнялись условия: 

c(0) = c'(0) = 0,   c'(y) > 0,   c''(y) > 0   при   y > 0, 
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c'(y) → ∞   при   y → ∞. 
Потребуем также выполнения следующего свойства: функция 
(y c'(y))' является непрерывной, возрастающей и стремится к беско-
нечности при y → ∞. 

При этих условиях справедливо следующее утверждение. 
Утверждение 4.6.1. 
1) Выбирая оптимальное для себя значение θ~, посредник может 

обеспечить максимальное значение своей целевой функции незави-
симо от значения λ. 

2) Существует λ* = λ*(θ) такое, что 
a) если λ = λ*, то оптимальным для посредника является сооб-

щение истинного значения цены (то есть θθ =
~ ), 

b) если λ < λ* (λ > λ*), то производитель получает большую 
(меньшую) прибыль по сравнению с той, которую он получил бы 
при θθ =

~  (то есть в случае сообщения посредником истинного 
значения цены). 

3) Для степенных функций издержек c(y) = kyα (k > 0, α > 1), и 
только для них, вышеупомянутое значение λ* является константой 
(не зависит от цены θ): λ* = 1/α. 

Доказательство. Получив от посредника сообщение θ
~, произво-

дитель максимизирует свою целевую функцию, выбирая объем 
производства y~  = 

Ay∈
maxarg  f(y, θ~ ) из условия c'( y~ ) = θ~ λ. Подста-

вим y~  в целевую функцию посредника и, с учетом соотношения 

,
)~(~

~

ycd
yd

′′
= λ

θ
 приравняем нулю ее производную. После преобразо-

ваний получаем уравнение 
(1) .)~(~)~( θ=′′+′ ycyyc  

Это уравнение имеет единственное решение y~  (подчеркнем, 
что объем производства y~  зависит только от реальной цены на 
рынке θ), которому соответствует оптимальное для посредника 
сообщение 

(2) 
λ

θ )~(~ yc′
= . 

При этом функция полезности посредника  
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f0( y~ , θ~ ) = y~ (θ – c'( y~ )), 
очевидно, не зависит от доли λ. Пункт 1 утверждения 4.6.1 доказан. 
Заметим, что при этом прибыль производителя также не зависит 
от λ: 
(3) f( y~ , θ~ ) = y~ c'( y~ ) – c( y~ ). 

Определим долю λ* следующим образом: 

(4) λ* = 
θ

)~( yc′ . 

Сопоставляя (2) и (4), видим, что при λ = λ* оптимальным для по-
средника является сообщение θθ =

~ . 
Пусть теперь λ < λ*. Тогда для оптимального сообщения по-

средника имеем (из (2) и (4)): 

(5) .~ *
θθ

λ
λ

θ >=  

Если бы посредник сообщил θ, то производитель выбрал бы y*, 
решив уравнение 
(6) c'(y*) = θ λ 
и получил бы прибыль 
(7) f(y*, θ~ ) = y*c'(y*) – c(y*). 

Сопоставляя (2), (5) и (6), получаем (с учетом возрастания c'(y)), 
что y~  > y*. Далее, нетрудно убедиться, что функция y c'(y) – c(y) 
возрастает. Поэтому сравнение (3) и (7) показывает, что при сооб-
щении θ прибыль производителя меньше, чем при сообщении θ~ . 

Аналогично доказывается, что при λ > λ* имеет место обратное 
– прибыль производителя при сообщении θ больше, чем при сооб-
щении θ~ . Пункт 2 утверждения 4.6.1 доказан. 

Проверим, при каком условии на функцию издержек c(y) правая 
часть (4) не зависит от θ. Из (1) видно, что для этого необходимо 
совместное выполнение соотношений 

,)(
1kyc =

′
θ

  11)( kycy −=
′′
θ

  (k1 – константа). 

Деля второе из них на первое, получаем дифференциальное уравне-
ние 
(8) ,0)()( 2 =′−′′ yckycy  
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где k2 = (1 – k1)/k1 – произвольная константа. Решая уравнение (8), 
получаем (с учетом условий на функцию c(y)): c(y) = kyα, где k > 0, 
α > 1. Нетрудно убедиться (воспользовавшись соотношениями (1) и 
(4)), что при этом λ* = 1/α. • 

 
 

4.7. «ПРИНЦИП ДЕФИЦИТА» 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, объясняющая 

случай кажущейся нерациональности поведения экономических 
агентов, описанный в [162]. Агентов (клиентов компании, занимаю-
щейся оптовыми поставками говядины) разделили на три категории. 
После этого каждой категории сообщили «свою» информацию. В 
результате действия агентов различных типов (т. е. попавших в 
разные категории) оказались различными. Оказывается, что дейст-
вия агентов можно объяснить, если предположить, что различные 
информационные воздействия формируют у агентов различные 
структуры информированности. 

Книга американского психолога Р. Чалдини [162] посвящена 
описанию и классификации стереотипов поведения, которым зачас-
тую следуют люди, принимая те или иные решения. Эти стереотипы 
представляют собой некие «программы», которые «включаются» 
при определенных обстоятельствах и предопределяют действия 
человека, в том числе и явно иррациональные действия. Р. Чалдини 
выделяет шесть «фундаментальных психологических принципов, 
которые лежат в основе человеческого поведения»: принцип после-
довательности, принцип взаимного обмена, принцип социального 
доказательства, принцип авторитета, принцип благорасположения, 
принцип дефицита (с. 13 – здесь и далее до конца раздела 4.7 будем 
ссылаться на работу [162], указывая лишь страницу). Остановимся 
на последнем из этих принципов. 

Суть принципа дефицита состоит в следующем: «ценность чего-
либо позитивного в наших глазах существенно увеличивается, если 
оно становится недоступным» (с. 222). В частности, это относится к 
дефицитной информации, причем «эксклюзивная информация явля-
ется более убедительной (с. 235). В качестве одного из подтвержде-
ний этого тезиса приводится следующий эксперимент, проведенный 
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изучавшим психологию бизнесменом, владельцем компании, импор-
тирующей в США говядину. 

«Торговые агенты позвонили, как обычно, постоянным клиен-
там компании – закупщикам говядины для супермаркетов и других 
точек, торгующих продуктами в розницу, и одним из трех способов 
предложили им сделать заказ. Одни клиенты услышали предложе-
ние, сделанное в стандартной форме. Другим клиентам дополни-
тельно была предоставлена информация о том, что поставки им-
портной говядины будут сокращены в ближайшие несколько 
месяцев. Третья группа клиентов получила те же сведения, что и 
вторая группа, а также информацию о том, что мало кто узнает о 
предстоящем сокращении поставок, так как эти сведения поступили 
из надежного, но засекреченного источника. 

… По сравнению с клиентами, которым было сделано торговое 
предложение в стандартной форме, те клиенты, которым было также 
сказано о дефиците говядины, заказали ее в два раза больше… Кли-
енты, которые решили, что владеют «исключительной» информаци-
ей…приобрели в шесть раз больше говядины, чем клиенты, которым 
было сделано торговое предложение в стандартной форме. Очевид-
но, сообщение о том, что информация о дефиците сама является 
дефицитной, сделала данную информацию особенно убедительной» 
(с. 235–236). 

Не подвергая сомнению справедливость выводов Р. Чалдини, 
попробуем взглянуть на ситуацию несколько по-иному и объяснить 
действия клиентов компании, исходя из теоретико-игровой модели. 

Итак, пусть имеется n клиентов компании – далее будем назы-
вать их агентами – принимающих решение об объемах закупки 
говядины. Будем считать, что число агентов n достаточно велико, 
все агенты идентичны и конкурируют по Курно при линейной зави-
симости цены от предложения. Это означает, что целевые функции 
агентов выглядят следующим образом: 

,)(),...,( 1 ii
Nj

jni cxxxQxxf −−= ∑
∈

 

где xi ≥ 0, i ∈ N = {1, …, n}, c ≥ 0. Содержательно, xi – объем продаж 
агента за рассматриваемый период времени, )( ∑

∈

−
Nj

jxQ – цена, 

которая при этом устанавливается на рынке, c – оптовая цена, по 
которой агенты закупают товар. Тогда первое слагаемое в целевой 
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функции может интерпретироваться как произведение цены на 
объем продаж – выручка от продаж, а второе слагаемое – как затра-
ты на закупку товара. 

Дифференцируя целевые функции, приравнивая производные к 
нулю и решая получившуюся систему, можно найти равновесные 
действия агентов в условиях общего знания: 

(1) 
1+

−
=

n
cQxi ,   i ∈ N 

(по предположению все агенты идентичны, поэтому их равновесные 
действия одинаковы). Такова ситуация в отсутствии информацион-
ного воздействия. Агенты первого типа, которым было сделано 
предложение в стандартной форме, закупили товар в объеме (1), 
рассчитывая реализовать его в данный период времени. 

Рассмотрим теперь поведение агентов второго типа, которым 
было сообщено, что поставки будут сокращены. Можно предполо-
жить, что они считали этот факт общим знанием (см. предположение 
П1 в разделе 2.12). В таком случае для них рациональным действием 
было закупить в два раза больше товара, чтобы иметь возможность 
реализовать его в следующий период времени в том же равновесном 
количестве (1) (и одновременно заниматься поисками других по-
ставщиков). 

Наконец, рассмотрим поведение агентов третьего типа, которым 
было сообщено, что поставки будут сокращены и эта информация 
доступна лишь некоторому числу агентов. Для таких агентов, воз-
можно, рационально предположить следующее. Существуют два 
типа агентов – неинформированные и информированные (инсайде-
ры), к которым агенты третьего типа относят себя. Неинформиро-
ванные агенты в данном периоде будут реализовывать товар в объе-
ме (1), а в следующем, не имея товара, прекратят участие в игре. 
Таким образом, число игроков в следующем периоде (равное числу 
инсайдеров) сократится с n до некоторого числа k n, k < 1, где k – 
доля инсайдеров. Тогда в следующем периоде равновесным будет 
действие 

(2) 
1+

−
=′

kn
cQxi . 

Сравнивая (1) и (2) легко видеть, что при больших n имеет ме-
сто соотношение 
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kkn
n

x
x

i

i 1
1
1

≈
+
+

=
′

. 

Поэтому агенты третьего типа закупали товар в объеме )( ii xx ′+ , 

т. е. в k
1 + 1  раз больше, чем агенты первого типа. Если доля инсай-

деров составляет, с точки зрения агентов третьего типа, пятую часть 
от общего числа агентов (т. е. k = 5

1  и этот факт субъективно явля-

ется общим знанием), то получаем: iii xxx 6=′+ . 
В этом случае рациональным для агентов третьего типа является 

закупка в 6 раз большего объема товара, чем для агентов первого 
типа. Таким образом, при сделанных предположениях мы получаем 
именно тот результат, который описан в книге [162]. 

 
 

4.8. СОВМЕСТНОЕ ПРОИЗВОДСТВО 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой агенты 

производят однородную продукцию, реализуемую на внешнем 
рынке. Затем суммарный доход распределяется между агентами в 
соответствии с фиксированными долями. Каждый агент стремится 
максимизировать прибыль (доход минус затраты), а центр заинтере-
сован в максимизации суммарной прибыли агентов. Неопределен-
ным параметром в данном случае является рыночная цена продук-
ции. Рассмотрены различные способы формирования структуры 
информированности игры – информационное регулирование, актив-
ный прогноз, рефлексивное управление. Оказывается, что в данном 
случае эффективность этих трех способов одинакова: формирование 
центром более сложных структур информированности агентов не 
дает увеличения эффективности по сравнению с информационным 
регулированием и активным прогнозом. При этом интересно, что 
выигрыш каждого из агентов будет меньше ожидаемого, но больше 
того выигрыша, который он получил бы в случае сообщения цен-
тром истинной цены. 

Рассмотрим многоэлементную двухуровневую систему, состоя-
щую из центра и n агентов. Стратегией каждого агента является 
выбор действия, стратегией центра – выбор сообщений агентам. 
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Обозначим xi ∈ Xi = 1
+ℜ  – действие i-го агента, i ∈ N, 

N = {1, 2 …, n} – множество агентов, x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X’ = ∏
∈Ni

iX  – 

вектор действий агентов, x-i = (x1, x2, …, xi-1, xi+1, …, xn) ∈ X-i = ∏
≠ij

jX  

– обстановка игры для i-го агента. 
Интересы и предпочтения участников системы – центра и аген-

тов – выражены их целевыми функциями. Целевая функция i-го 
агента fi(x, ri) представляет собой разность между доходом hi(x) от 
совместной деятельности и затратами ci(x, ri), где ri – параметр эф-
фективности (тип) агента, то есть fi(x, ri) = hi(x) – ci(x, ri), i ∈ N. 

Выберем следующий вид функций дохода и затрат: 
 

(1) hi(x) = λi θ X, i ∈ N, 
 

(2) ci(x, ri) = 
)2(

2

∑
≠

±
ij

jii

i
xr

x
β

, i ∈ N, 

где X = ∑
∈Ni

ix , .1=∑
∈Ni

iλ  Для случая, когда в знаменателе выражения 

(2) стоит знак «–», предполагается, что ∑
≠

<
ij i

i
j

rx
β

. 

Содержательно набор агентов может интерпретироваться как 
некоторая фирма, подразделения которой (агенты) производят одно-
родную продукцию, реализуемую на рынке по цене θ. Суммарный 
доход θ X распределяется между агентами в соответствии с фикси-
рованными долями {λi}. Затраты агента возрастают по его действи-
ям, а эффективность деятельности (знаменатель выражения (2)) 
определяется типом агента. Взаимодействие агентов моделируется 
зависимостью затрат (эффективности деятельности) каждого из них 
от действий всех (других) агентов. Знак «+» в знаменателе выраже-
ния (2) соответствует эффективному взаимодействию агентов (убы-
ванию затрат на масштаб) – чем большие действия выбирают другие 
агенты, тем меньше затраты (выше эффективность деятельности) 
рассматриваемого агента, что на практике может соответствовать 
снижению удельных постоянных издержек, обмену опытом, техно-
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логиями и т.д. Знак «–» в знаменателе выражения (2) соответствует 
неэффективному взаимодействию агентов (возрастанию затрат на 
масштаб) – чем большие действия выбирают другие агенты, тем 
больше затраты (ниже эффективность деятельности) рассматривае-
мого агента, что на практике может соответствовать нехватке основ-
ных фондов, ограничениям на побочные показатели (например, 
загрязнение окружающей среды) и т.д. Коэффициенты {βi ≥ 0} от-
ражают степень взаимозависимости агентов. 

Пусть рыночная цена θ известна всем участникам системы. То-
гда, дифференцируя целевые функции агентов, приравнивая произ-
водные нулю и складывая получившиеся при этом выражения 

xi = λi θ (ri ± βi ∑
≠ij

jx ), i ∈ N, 

получим следующую зависимость суммарных действий от парамет-
ра θ : 

X(θ) = 
∑

∑

∈

∈

±

±

Ni ii

i

ii

ir

θβλ
θβλ
θβλ

θλ

1
1

1
i

Ni

i

∓
. 

 
Пусть n = 2, λi = βi = ½, i = 1, 2, тогда суммарное действие и рав-

новесные по Нэшу действия агентов равны, соответственно: 
 

(3) X(θ) = 2 θ R / (4 ∓ θ), 
 

(4) x*
i (θ) = 

216
2

θ
θ

−
 (4 ri ±  θ r-i),   i = 1, 2. 

 
Зависимости суммарного действия X(θ) от цены θ  приведены на 

Рис. 70 и Рис. 71 соответственно (знак «+» или «–» соответствуют 
знаку в знаменателе выражения (2)). В случае «–» предполагается, 
что θ < 4 (при θ ≥ 4 равновесия Нэша не существует). 

Из выражения (3) можно выразить зависимость параметра θ от 
суммарных действий X: 

(5) θ =Θ(X)= 
XR

X
±2

4 . 
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θ 

0 

2R 
X-(θ) 

 
Рис. 70. Зависимость суммарного действия от цены 

 
 

θ 0 

X+(θ) 

4 

 
Рис. 71. Зависимость суммарного действия от цены 

 
Введем в моделируемой системе управление. Примем следую-

щий порядок функционирования системы. Центру и агентам на 
момент принятия решения о выбираемых стратегиях (соответствен-
но – управлении и действиях) известны целевые функции и допус-
тимые множества всех участников системы. Центр, обладая правом 
первого хода, выбирает значения управляющих переменных и сооб-
щает их агентам, после чего агенты при известном управлении при-
нимают решения о выбираемых действиях. 

Институциональному управлению соответствует, например, 
введение центром квот – ограничений на максимальные значения 
действий, за нарушение которых на агентов могут быть наложены 
значительные штрафы. 
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Мотивационному управлению соответствует изменение пара-
метров {λi}, которые могут интерпретироваться как внутренние 
(внутрифирменные, трансфертные и т.д.) цены. Примеры подобного 
управления приведены в [93, 112] как для задач планирования (когда 
центр назначает цены на основании сообщений агентов о неизвест-
ных ему эффективностях их деятельности), так и для задач стимули-
рования (когда доход агента рассматривается как вознаграждение, 
получаемое от центра). 

Информационному управлению соответствует целенаправлен-
ное изменение центром информации, используемой агентами при 
принятии решений. Действительно, величины (3)–(5) могут быть 
вычислены и центром, и агентами на основании имеющейся у них 
априори информации. При этом оценка состояния природы – рыноч-
ная цена θ – входит в них параметрически, следовательно, в зависи-
мости от информированности участника системы, вычисляемые им 
значения параметров (3)-(5) могут различаться. 

Пусть рыночная цена неизвестна агентам или известна неточно. 
Информационное регулирование в рассматриваемой модели за-
ключается в сообщении центром агентам оценки θ0 ∈ Θ состояния 
природы (то есть центр использует однородную стратегию). В силу 
принципа доверия (который, как отмечалось выше, заключается в 
том, что агенты полностью доверяют сообщенной центром инфор-
мации и используют ее при принятии своих решений) агенты выбе-
рут действия {x*

i(θ0)}, определяемые (4), что приведет к суммарному 
действию X(θ0), определяемому (3). 

Пусть Φ(x, θ) – целевая функция центра, θ0 – его информация о 
состоянии природы (будем считать, что информация верна). Тогда 
задача информационного регулирования заключается в максимиза-
ции сообщением *θ ∈ Θ гарантированного значения целевой функ-
ции центра на множестве равновесных при данном сообщении со-
стояний агентов: 
(6) Φ(x*( *θ ), θ0) → 

Ω∈*
max
θ

. 

Активный прогноз в рассматриваемой модели заключается в 
сообщении центром агентам информации о будущих значениях 
результатов их деятельности – например, о суммарном действии. 

Пусть X*∈ 1
+ℜ – сообщение центра. Тогда, воспользовавшись 

(5), агенты могут однозначно восстановить значение состояния 
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природы, на которое должен бы был ориентироваться центр, рассчи-
тывая на сообщенное им суммарное действие. 

Задача активного прогнозирования заключается в максимизации 
сообщением X* значения целевой функции центра на множестве 
равновесных при данном сообщении состояний агентов: 
(7) Φ(x*(Θ(X*)), θ0) → 

1*
max

+ℜ∈X
. 

При известных зависимостях (3)–(5) задачи (6) и (7) являются 
стандартными задачами оптимизации. 

Отметим, что в данном примере эффективности активного про-
гноза и информационного регулирования одинаковы, так как оценка 
состояния природы восстанавливается по результату деятельности 
однозначно. 

Рассмотрим случай, когда затраты каждого агента возрастают 
по действиям других агентов (этому соответствует знак «минус» в 
знаменателе функции затрат (2)).  

Пусть центру достоверно известно, что внешняя цена θ0 равна 
единице, агенты знают лишь, что θ ∈ Θ = [0; 3]. Будем считать, что 
целевая функция центра определяется суммарным доходом 1⋅X за 
вычетом суммарных затрат агентов. 

Тогда задача (6) имеет вид: 
(8) X(θ) – c1(x*(θ), r1) – c2(x*(θ), r2) → 

[0;3]
max
∈θ

, 

где X(θ) и x*(θ) определяются соответственно выражениями (3) 
и (4). Предполагая, что агенты одинаковы (r1 = r2 = 1) и подставляя 
(3) и (4) в (8), получим, что целевая функция центра следующим 
образом зависит от его сообщения: 

(9) Φ(x*(θ), θ) = 
θ
θθ

+
−

4
)4( . 

Максимум выражения (9) на отрезке [0; 3] достигается в точке 
θ* = 4 ( 2  – 1). Следовательно, решение задачи информационного 
регулирования – сообщение центром агентам оценки θ*. Отметим, 
что эта оценка отличается от «истинной» оценки θ0 = 1, то есть 
центру выгодно искажать информацию. 

Небезынтересно рассмотреть вопрос о том, каковы будут выиг-
рыши агентов в случае единичной истинной цены и сообщения 
центра θ* = 4 ( 2  – 1). Нетрудно убедиться, что выигрыш каждого 
из них будет меньше ожидаемого, но больше того выигрыша, кото-
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рый он получил бы в случае сообщения центром истинной цены. 
Вывод несколько парадоксальный – агентам выгодно, чтобы от них 
скрыли истинное значение цены! Объясняется это тем, что равнове-
сие Нэша не является в данном случае Парето-оптимальным, и центр 
своим сообщением «сдвигает» точку информационного равновесия к 
Парето-оптимуму.  

Рассмотрим теперь задачу активного прогнозирования (7). Ее 
решение заключается в вычислении на основании информации о θ* 
по выражению (5) величины X(θ*) и сообщение ее агентам в качестве 
прогноза X0 их суммарных действий. Легко подсчитать, что сообще-
ние центром X0 = 2 (2 – 2 ) побуждает агентов восстановить оценку 
θ* состояния природы и выбрать требуемые для центра действия. 

Если бы центру было невыгодно искажать информацию, то это 
значило бы, что именно сообщение агентам истинного состояния 
природы побуждает их прийти в наиболее выгодное для центра 
состояние. Другими словами, совпадение θ* и θ0 является частным 
случаем и может рассматриваться как «случайное». 

Отметим, что целевая функция центра при единичной истинной 
цене имеет вид 

.
22

)1,(
1

2
2

2

2
1

21 x
x

x
xxxx

−
−

−
−+=Φ  

Максимум этой функции на множестве 0 ≤ x1 < 2, 0 ≤ x2 < 2 дос-
тигается в точках x1 = x2 = 2 – 2 , которые и достигаются при по-
мощи описанных информационных воздействий – информационного 
регулирования и приводящего к тому же результату активного про-
гноза (для того, чтобы в этом убедиться, достаточно найти максимум 
целевой функции центра по всем парам (x1, x2)). Поэтому это управ-
ление, состоящее в формировании структуры информированности 
единичной глубины, является оптимальным на множестве всех 
структур информированности. Это означает, в частности, что фор-
мирование центром более сложных структур информированности 
агентов (т. е. осуществление рефлексивного управления) не дает 
увеличения эффективности по сравнению с информационным регу-
лированием и активным прогнозом. 
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4.9. КОНКУРЕНЦИЯ НА РЫНКЕ 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой цена 

на продукцию агентов зависит от суммарного объема производства. 
В качестве неопределенного параметра выступают характеристики 
агентов (их эффективности). Рассмотрена задача активного прогно-
зирования, когда центр, стремясь минимизировать рыночную цену, 
сообщает агентам суммарный объем производства (т. е. сумму их 
действий). Оказывается, что при некоторых предположениях сооб-
щение точного прогноза минимизирует цену. 

Если в разделе 4.8 рынок был ненасыщен и подразделения рас-
сматриваемой фирмы могли продавать на рынке любое количество 
продукции по фиксированной цене, которая являлась неопределен-
ным параметром (состоянием природы), то в данной модели предпо-
лагается, что спрос задан экзогенно в виде X(λ), где X – суммарный 
выпуск (суммарное действие агентов), а λ – рыночная цена. Если X(⋅) 
– строго монотонно убывающая непрерывная функция, то существу-
ет обратная ей функция λ(X), отражающая зависимость рыночной 
цены от предложения, которая также строго монотонно убывает и 
непрерывна. 

Предположим, что агентам объективно не известны эффектив-
ности (параметры функций затрат) друг друга. Однако для каждого 
i ∈ N i-й агент знает свой тип ri, имеет представления о типах оппо-
нентов rij, j ∈ N, и считает известный ему набор типов общим знани-
ем. Иными словами, информационная структура игры задается 
соотношениями riσj = rij, i, j ∈ N, σ ∈ Σ. 

Целевая функция j-го агента с точки зрения i-го агента есть: 

(1) fj(x, rij) = λ(X) xj – 
ij

2
j

2r
x

, i, j ∈ N, 

где x = (x1, x2, …, xn) ∈ X’ – вектор действий агентов, имеющих сепа-
рабельные затраты cj(x) = x2 / 2 rj, j ∈ N.  

Каждый агент считает, что играет в игру с общим знанием. Из 
условий равновесия получаем действия агентов: 

(2) x*
ij = 

ij

ij

rX
Xr

)('1
)(

λ

λ

−
,   i, j ∈ N. 

Далее рассмотрим два варианта конкретизации функции λ(X). 
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Пусть λ(X) = λ0 – γ X, λ0, γ > 0. Тогда если подставить λ(X) в (2), 
получаем: 

(3) x*
ij = 

)1)(1( i

0

γαγ

λ

++ ij

ij

r
r

, i, j ∈ N, 

где 

(4)   αi = ∑
∈Nj ij

ij

r
r
γ+1

, i ∈ N. 

Исследуем информационное равновесие для случая двух аген-
тов (n = 2) при условии, что центр осуществляет активный прогноз. 
Пусть при этом r1 = r2 = λ0 = γ =1. 

Из (3) получаем, что суммарное действие в зависимости от 
предположений агентов о типе партнера равно 

(5) X(r12, r21) = 
)1)(1(2

2

21

21

αα
αα
++

++ , 

где α1 = ½ + r12 / (1+r12), α2 = ½ + r21 / (1 + r21).  
Пусть задача центра заключается в обеспечении суммарного 

действия равного X. Рассмотрим, какой прогноз X0 решает эту зада-
чу. 

С точки зрения первого агента, которому сообщен прогноз X0, 
целевые функции выглядят следующим образом: 

f1(x1, x2) = (1 – x1 – x2) x1 – 
2

2
1x , 

f2(x1, x2) = (1 – x1 – x2) x2 – 
2

2
2

2r
x , 

где параметр r2 ему неизвестен. Для нахождения равновесия Нэша 
первый агент приравнивает к нулю производные этих функций, что 
приводит (с учетом прогноза) к следующей системе уравнений: 


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Эта система имеет единственное решение 

x1 = 
2

1 0X− ,   x2 = 
2

13 0 −X ,   r2 = 
0

0
53

13
X

X
−

− . 
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Заметим, что по смыслу ситуации эти три значения должны 
быть положительны. Это накладывает естественное ограничение на 

возможные сообщения центра: 
5
3

3
1

0 << X . 

В итоге получаем, что равновесная стратегия первого агента та-

кова: 
2

1 0*
1

Xx −
= . Рассуждая аналогично с точки зрения второго 

агента, получаем его равновесную стратегию: 
2

1 0*
2

Xx −
= . 

Таким образом, сообщая прогноз X0, центр добивается суммар-
ного действия 0

*
2

*
1 1 XxxX −=+= . Очевидно, единственным точным 

прогнозом центра в описываемой ситуации является X0 = ½. 
Пусть теперь зависимость цены от суммарного действия двух 

агентов задается соотношением λ(X) = 1/X. Тогда целевые функции 
агентов имеют вид 

f1(x1, x2) = 
21

1

xx
x
+

 – 
2

2
1x ,     f2(x1, x2) = 

21

2
xx

x
+

 – 
2

2
2

2r
x . 

Дифференцируя эти функции по соответствующим переменным 
и приравнивая производные к нулю, найдем равновесные стратегии 
агентов: 

1
21

4
21*

1 r
rr

rr
x

+
= ,   2

21

4
21*

2 r
rr

rr
x

+
= . 

Предположим, что r1 = r2 =1, и каждому агенту известен свой 
тип, но неизвестен тип другого агента, то есть первому агенту неиз-
вестно значение r2, а второму – значение r1. 

Будем считать, что центр стремится минимизировать цену, со-
общая агентам ее прогноз. Выясним, какой прогноз является опти-
мальным (то есть минимизирующим реальное значение цены). 

Если центр сообщает прогноз цены λ, то первый агент может 
определить тип второго агента 2

~r  из уравнения 

4
2

4
21

*
2

*
1

~~1 rrrxx ==+=
λ

. 

Имеем: 
42

1~
λ

=r , откуда 
111

1
~1

~
2

22

4
2*

1 +
=
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=
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=

λ
λ

λ

λ
r

r
x . 
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Повторяя эти же рассуждения для второго агента, получаем его 

равновесную стратегию: 
12

*
2 +

=
λ

λx . 

Таким образом, при сообщении центром прогноза цены λ ис-
тинное значение цены Λ окажется следующим: 

λ
λ

λ
2

11)(
2

*
2

*
1

+
=

+
=Λ

xx
. 

Легко видеть, что минимум функции Λ(λ) достигается в точке 
λ = 1. Это значение и будет оптимальным. При этом Λ(1) = 1, то есть 
оптимальный прогноз центра является точным прогнозом, а агенты 
получают именно те выигрыши, на которые рассчитывали при выбо-
ре стратегии. 

 
 

4.10. АККОРДНАЯ ОПЛАТА ТРУДА 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, которая отражает 

ситуацию, в которой вознаграждение коллектива агентов за работу 
имеет следующий вид: каждый агент получает фиксированное воз-
награждение, если агрегированный результат деятельности агентов 
(например, сумма их действий) превышает заданный норматив; 
вознаграждение равно нулю, если норматив не выполнен. 

Агенты имеют иерархию представлений о нормативе. Помимо 
общего знания рассматриваются следующие варианты: 

– представления агентов о нормативе попарно различны; тогда 
либо никто из агентов не работает, либо один агент выполняет весь 
объем работ; 

– если структура информированности имеет глубину два, и каж-
дый из агентов субъективно считает, что играет в игру с асиммет-
ричным общим знанием, то множество возможных равновесных 
ситуаций максимально и совпадает со множеством индивидуально 
рациональных действий; 

– если структура информированности имеет глубину два, и на ее 
нижнем уровне имеет место симметричное общее знание, то и в этом 
случае множество информационных равновесий является макси-
мально возможным. 
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Полученные результаты полностью подтверждают интуитивно 
правдоподобный качественный вывод: в коллективе работников 
совместная работа возможна (является равновесием) лишь в том 
случае, когда имеется общее знание о том, какой объем работ необ-
ходимо выполнить для получения вознаграждения. Кроме того, 
незначительное изменение информационной структуры приводит к 
существенному изменению информационного равновесия. 

Интересно, что в рассматриваемой ниже модели возможно сле-
дующее стабильное информационное равновесие: каждый агент 
считает, что именно за счет его усилий выполнен весь объем работ и 
это всем известно (и даже является общим знанием). 

Рассмотрим организационную систему, состоящую из центра и 
n агентов, осуществляющих совместную деятельность. 

Стратегией i-го агента является выбор действия yi ∈ Xi = 1
+ℜ , 

i ∈ N, стратегией центра – выбор системы стимулирования, опреде-
ляющей размер вознаграждения каждого агента в зависимости от 
результата их совместной деятельности. Предположим, что техноло-
гия взаимодействия агентов такова, что для достижения требуемого 
результата необходимо, чтобы сумма их действий была не меньше 
заданной величины θ ∈ Θ. В этом случае i-й агент получает от цен-
тра фиксированное вознаграждение σi, i ∈ N, в случае же ∑

∈Ni
iy  < θ  

вознаграждение каждого агента равно нулю. 
Реализация действия yi ≥ 0 требует от i-го агента затрат ci(y, ri), 

где ri > 0 – его тип (параметр, описывающий индивидуальные харак-
теристики), i ∈ N. 

Относительно функций затрат агентов предположим, что ci(y, ri) 
– непрерывная возрастающая по yi и убывающая по ri функция, 
причем 

∀ y-i ∈ X-i = ∏
∈ }{\ iNj

jX , ∀ ri > 0   ci(0, y-i, ri) = 0, i ∈ N. 

Описанную модель взаимодействия будем далее называть игрой 
«Аккордная оплата труда». 

Определим множество индивидуально рациональных действий 
агентов: 

IR = {y ∈ X' =∏
∈Ni

iX | ∀ i ∈ N σi ≥ ci(ri)}. 
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Если затраты агентов сепарабельны, то есть затраты ci(yi, ri) ка-
ждого агента зависят только от его собственных действий и не зави-
сят от действий других агентов, получаем, что IR = ∏

∈

+

Ni
iy ];0[ , где 

+
iy  = max {yi ≥ 0 | ci(yi, ri) ≤ σi}, i ∈ N. 

Обозначим 
Y(θ) = {y ∈ X' | ∑

∈Ni
iy  = θ},  Y*(θ) = Arg 

)(
min

θYy∈
 ∑

∈Ni
ii ryc ),( . 

Рассмотрим последовательно различные варианты информиро-
ванности агентов о значении параметра θ ∈ Θ. Как мы увидим, даже 
небольшое усложнение структуры информированности может суще-
ственно изменить множество информационных равновесий рассмат-
риваемой рефлексивной игры. 

Вариант I. Предположим, что значение θ ∈ Θ  является общим 
знанием. Тогда равновесием игры агентов является параметрическое 
равновесие Нэша, принадлежащее множеству 
(1) EN(θ) = IR ∩ Y(θ). 

Определим также множество эффективных по Парето действий 
агентов: 
(2) Par(θ) = IR ∩ Y*(θ). 

Так как ∀ θ ∈ Θ  Y*(θ) ⊆ Y(θ), то из (1) и (2) следует, что множе-
ство эффективных по Парето действий является одним из равнове-
сий Нэша. Но множество равновесий Нэша может оказаться шире – 
в частности, при θ ≥ 

Ni∈
max  +

iy  оно всегда содержит вектор нулевых 

действий. 
Пусть функции затрат агентов являются функциями затрат типа 

Кобба–Дугласа: ci(yi, ri) = ri ϕ(yi / ri), где ϕ(⋅) – гладкая монотонно 
возрастающая выпуклая функция, удовлетворяющая равенству 
ϕ(0) = 0. 

Тогда (см., например [112]) эффективной по Парето является 
единственная точка: y*(θ) = { *

iy (θ)}, где *
iy (θ) = θ ri / ∑

∈Nj
jr , i ∈ N. 

Вычислим +
iy  = ri ϕ -1(σi / ri), i ∈ N, тогда при 

(7) σi ≥ ri ϕ(θ / ∑
∈Nj

jr ), i ∈ N, 

множество Парето не пусто. 
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Множества равновесий Нэша в игре n = 2 агентов для двух зна-
чений θ: θ2 > θ1 приведены на Рис. 72 (точка (0; 0) является равнове-
сием Нэша в обоих случаях). 

 
 

0 

y2 

y1 

θ1 θ2 

θ1 

θ2 

+
1y  

+
2y  

EN(θ1) 
EN(θ2) 

tg(α) = r2/r1 

y*(θ1) 

y*(θ2) 

 
Рис. 72. Параметрическое равновесие Нэша игры агентов 

 
Итак, мы рассмотрели простейший вариант информированности 

агентов, соответствующий ситуации, когда значение параметра 
θ ∈ Θ является общим знанием. Рассмотрим следующий (в порядке 
возрастания сложности структуры информированности агентов) 
вариант информированности, в рамках которого общим знанием 
являются индивидуальные представления {θi} агентов о значении 
параметра θ ∈ Θ. 

Вариант II. Предположим, что представления агентов о неопре-
деленном параметре попарно различны, но при этом являются об-
щим знанием. Иными словами, имеет место асимметричное общее 
знание. 

Не ограничивая общности, занумеруем агентов таким образом, 
чтобы их представления возрастали: θ1 < … < θn. Структура возмож-
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ных равновесий в этой ситуации описывается следующим утвержде-
нием. 

Утверждение 4.10.1. В игре «Аккордная оплата труда», для ко-
торой θi ≠ θj при i ≠ j, равновесными (в зависимости от соотношения 
между параметрами) могут быть следующие n + 1 исходов: 
{y* | *

iy = 0, i ∈ N}; {y* | *
ky = θk , *

iy = 0, i ∈ N, i ≠ k}, k ∈ N. Содержа-
тельно это означает следующее: либо никто не работает, либо рабо-
тает один k-й агент, выбирая действие θk. 

Доказательство. Пусть вектор действий y* = ( *
1y , …, *

ny ) являет-
ся равновесием (очевидно, при этом +≤ ii yy *  для любого i ∈ N). 
Пусть существует такое k ∈ N, что *

ky  > 0. Покажем, что в этом 

случае ∑
∈Ni

iy*  = θk. 

Действительно, если ∑
∈Ni

iy*  < θk, то k-й агент не рассчитывает на 

получение вознаграждения и, следовательно, может увеличить свой 
(субъективно ожидаемый) выигрыш с отрицательного до нулевого, 
выбрав нулевое действие. Если же ∑

∈Ni
iy*  > θk, то k-й агент рассчиты-

вает на получение вознаграждения, однако он может увеличить свой 
выигрыш, выбрав вместо *

ky  действие max {0, θk – ∑
∈ }{\

*

kNi
iy } < *

ky . 

Таким образом, при ∑
∈Ni

iy*  ≠ θk k-й агент может увеличить свой 

выигрыш, что противоречит равновесности вектора y*. 
Мы показали, что, если *

ky  > 0, то ∑
∈Ni

iy*  = θk. Но в силу условия 

θi ≠ θj, i ≠ j, это равенство может выполняться лишь для одного 
k ∈ N. Поэтому если *

ky  > 0, то *
iy  = 0 для всех i ≠ k. При этом, оче-

видно, *
ky  = θk.. • 

Рассмотрим теперь вопрос о том, при каких соотношениях меж-
ду параметрами θi, +

iy , i ∈ N, реализуется каждое из равновесий, 
перечисленных в формулировке утверждения 4.10.1. 

Вектор (0, …, 0) является равновесным в случае, когда никакой 
i-й агент не может собственными усилиями выполнить достаточную 
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(с его точки зрения) для получения вознаграждения работу (либо это 
усилие составляет в точности +

iy , так что выигрыш i-го агента оста-
ется нулевым). Это условие формально записывается следующим 
образом: +

iy  ≤ θi для любого i. 
Вектор {y* | *

ky  = θk , *
iy  = 0, i ≠ k} является равновесным, если 

θk ≤ +
ky , а все агенты с номерами i > k, считая, что вознаграждения не 

будет, являются недостаточно эффективными, чтобы собственными 
усилиями компенсировать величину θi – θk. Формально: θk + +

iy  ≤ θi 
для любого i > k. 

Возможные равновесия в игре двух агентов изображены на Рис. 
73. Заметим, что, в отличие от варианта I, существует область, в 
которой равновесие отсутствует. 

 

0

+
2y

+
1yθ1

θ2

θ2 – θ1

(0, 0)

(θ1, 0)

(0, θ2)

∅

 
Рис. 73. Равновесия в игре двух агентов 

(область, где равновесия нет, обозначена символом «∅») 
 
Рассмотрим теперь общий случай, когда представления агентов 

могут и совпадать: θ1 ≤ … ≤ θn. В этом случае может появиться целая 
область равновесий, аналогично варианту I. Пусть, например, вы-
полняются соотношения θm = θm+1 = … = θm+p, θi ≠ θm при 
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i ∉ {m, …, m + p}. Тогда при выполнении условий ∑
+

=

pm

mk
ky*  ≥ θm и 

θm + +
iy  ≤ θI, i > m, равновесным является любой вектор y*, для кото-

рого  

∑
+

=

pm

mk
ky*  = θm,  +≤ kk yy * ,  k ∈ {m, …, m+p}; 

*
iy  = 0,  i ∉ {m, …, m + p}. 

Содержательно это означает, что в равновесии всю работу вы-
полняют агенты, которые одинаково представляют себе необходи-
мый для получения вознаграждения объем работы. 

Вариант III. Пусть теперь структура информированности игры 
имеет глубину 2, но каждый агент считает, что играет в игру с асим-
метричным общим знанием. В этом случае множество возможных 
равновесных ситуаций становится максимально возможным: 
∏
∈

+

Ni
iy ];0[ . Более того, справедливо следующее утверждение. 

Утверждение 4.10.2. В игре «Аккордная оплата труда» для лю-
бого вектора действий y* ∈ ∏

∈

+

Ni
iy );0[  существует такая структура 

информированности глубины два (при которой каждый агент субъ-
ективно играет в игру с асимметричным общим знанием), что вектор 
y* является единственным равновесием. 

Доказательство. Достаточно для каждого i ∈ N положить 







=+

>
=

+ 0,

;0,
*

**

ii

ii
i yy

yy
ε

θ  

(здесь ε – произвольное положительное число) и выбрать любые 
θij > ∑

∈

+

Ni
iy , j∈ N \ {i}. Тогда i-й агент ожидает от оппонентов нулевых 

действий, а его собственным субъективно равновесным действием 
является *

iy . • 
Замечание 1. Построенное в доказательстве утверждения 4.10.2 

равновесие является (объективно) Парето-эффективным, если сумма 
∑
∈Ni

iy*  равна истинному значению неопределенного параметра θ. 
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Замечание 2. Действие += ii yy *  является равновесным, если 
θi = +

iy . Однако при этом равновесным будет и действие 0* =iy  – в 
обоих случаях субъективно ожидаемый i-м агентом выигрыш равен 
нулю. 

Вариант IV. Пусть теперь структура информированности игры 
имеет глубину два, и на нижнем уровне имеется симметричное 
общее знание. Иными словами, каждый фантомный агент считает: 
неопределенный параметр равен θ, и это общее знание. 

Оказывается, что и в этом случае множество равновесных си-
туаций является максимально возможным: ∏

∈

+

Ni
iy ];0[ . Более того, 

справедливо следующее утверждение. 
Утверждение 4.10.3. В игре «Аккордная оплата труда» для лю-

бого вектора действий y* ∈ ∏
∈

+

Ni
iy );0[  существует такая структура 

информированности глубины два с симметричным общим знанием 
на нижнем уровне, что вектор y* является единственным равновеси-
ем. 

Доказательство. Возьмем любое значение θ > ∑
∈

+

Ni
iy  и будем 

считать, что это значение является общим знанием среди фантомных 
агентов. Тогда единственным равновесием в игре фантомных аген-
тов является выбор каждым из них нулевого действия. 

Далее, для каждого i ∈ N положим 







=+

>
=

+ ,0,

,0,
*

**

ii

ii
i

yy

yy

ε
θ  

где ε – произвольное положительное число. Тогда, как нетрудно 
видеть, наилучшим ответом i-го агента на ожидаемые им нулевые 
действия оппонентов является выбор действия *

iy . • 
Замечания 1 и 2, сделанные при анализе варианта III, можно по-

вторить дословно и для варианта IV. 
Таким образом, мы исследовали структуру информационных 

равновесий игры «Аккордная оплата труда» при различных вариан-
тах информированности агентов. Полученные результаты полностью 
подтверждают интуитивно правдоподобный качественный вывод: в 
коллективе работников совместная работа возможна (является рав-
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новесной) лишь в том случае, когда имеется общее знание о том, 
какой объем работ необходимо выполнить для получения вознагра-
ждения. 

Рассмотрим теперь вопрос о стабильности информационного 
равновесия. Анализ проведем для варианта II, когда имеет место 
асимметричное общее знание. Будем считать, что в результате игры 
общим знанием среди агентов становится факт выплаты или невы-
платы вознаграждения. 

Равновесие (0, …, 0), очевидно, стабильно в любом случае: ни-
кто не работает, не ожидает получить вознаграждение и не получает 
его. 

Равновесие вида {y* | *
ky = θk , *

iy = 0, i ∈ N, i ≠ k}, k ∈ N, в случае 
θ1 < … < θn возможно, как было показано выше, при θk ≤ +

ky , 
θk + +

iy  ≤ θi для любого i > k. Тогда i-агенты с номерами i ≤ k ожида-
ют выплаты вознаграждения, а с номерами i > k – не ожидают. По-
этому единственная возможность стабильности – условие k = n. 
Таким образом, получаем условие стабильности 
(8) θn ≤ +

ny . 
Аналогично при θ1 ≤ …≤ θm-1 < θm =…= θn стабильным является 

любой набор {y* | ∑
=

n

mk
ky*  = θm, +≤ kk yy * , k ∈ {m, …, n}; *

iy  = 0, 

i ∉ {m, …, m + p}}. 
В соответствии с утверждением 4.10.2, центр может при помо-

щи информационного управления (в частности, путем формирования 
структуры, при которой каждый агент субъективно играет в игру с 
асимметричным общим знанием) добиться от агентов любого набора 
действий y* ∈ ∏

∈

+

Ni
iy );0[ . Оказывается, что существует и стабильное 

информационное управление, обеспечивающее этот результат. По-
кажем это для 0* >iy . 

Пусть задан набор y* ∈ ∏
∈

+

Ni
iy );0( , ∑

∈Ni
iy* ≥ θ. Положим для ка-

ждого i ∈ N θi = *
iy и для каждого j∈ N \ {i} возьмем любые θij такие, 

что θij < θi. Тогда для i-агента субъективно выполнено условие ста-
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бильности (8) и *
iy – его единственное равновесное действие. При 

этом 
1) работа будет выполнена, и агенты получат вознаграждение; 
2) получение вознаграждения будет ожидаемым исходом для 

всех реальных и фантомных агентов. 
Содержательно, ситуация при этом возникает следующая: каж-

дый агент считает, что именно он выполнил всю работу и что это – 
общее знание. 

 
 

4.11. ПРОДАВЕЦ И ПОКУПАТЕЛЬ 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой прода-

вец и покупатель, имеющие иерархию взаимных представлений о 
ценности продаваемого товара, должны прийти к соглашению о 
цене, по которой произойдет сделка купли-продажи. 

Необходимым условием заключения сделки оказывается сле-
дующее: с точки зрения обоих участников субъективные цены всех 
реальных и фантомных продавцов не превышают субъективных цен 
каждого из реальных и фантомных покупателей. 

Наиболее простой структурой информированности, которую 
следует сформировать у покупателя и продавца для того, чтобы 
сделка произошла по требуемой для центра цене, является следую-
щая – они должны быть уверены, что для всех их фантомных аген-
тов (покупателя с точки зрения продавца, продавца с точки зрения 
покупателя и т.д.) ценность товара в точности равна цене, требуемой 
для центра. 

Пусть продавец и покупатель (которых будем обозначать s – 
«seller» и b – «buyer» соответственно) должны придти к компромис-
су относительно стоимости некоторого товара, услуги, работ по 
договору и т.д. 

Обозначим: θb – представления покупателя о ценности для него 
товара (максимальную цену, которую он готов за него заплатить); θs 
– представления продавца о ценности для него товара (минимальную 
цену, за которую он готов продать товар); θbs – представления поку-
пателя о представлениях продавца, θsb – представления продавца о 
представлениях покупателя; θsbs – представления продавца о том, что 
о его представлениях думает покупатель, и т.д. Будем считать, что 
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θτ ∈ 1
+ℜ , где τ – произвольная конечная последовательность индек-

сов (в том числе, пустая) из множества участников сделки {s; b}. 
Напомним, что множество всевозможных конечных последователь-
ностей индексов обозначается Σ , а объединение Σ с пустой последо-
вательностью обозначается Σ. 

Рассмотрим, какими свойствами должны обладать взаимные 
представления покупателя и продавца для того, чтобы сделка была 
возможна. Из условия того, что сделка может произойти, только 
если ценность товара для покупателя не ниже, чем для продавца, 
получаем следующую систему неравенств: 
(1) ∀ τ ∈ Σ   θτb ≥ θτ,   θτs ≤ θτ. 

Из (1) следует, что субъективный размер области компромисса 
может быть представлен в виде: 
(2) ∆τ = θτb – θτs,   τ ∈ Σ, 
причем ∀ τ ∈ Σ  ∆τ ≥ 0. 

Обсудим теперь возможные механизмы компромисса. При за-
данных субъективных представлениях и, следовательно, заданной 
области компромисса, которая не пуста в силу (1) и (2), возможны 
различные процедуры дележа «прибыли» ∆ (определения точки 
компромисса). 

Первый вариант (дележ прибыли) заключается в задании ото-
бражения π = (πs, πb): ℜ+

2 → ℜ+
2, удовлетворяющего для всех 

θb ≥ θsследующим свойствам: 
πs(θs, θb) + πb(θs, θb) = ∆, 

s

bss

θ
θθπ

∂
∂ ),(  ≤ 0,  

b

bss

θ
θθπ

∂
∂ ),(  ≥ 0, 

s

bsb

θ
θθπ

∂
∂ ),(  ≤ 0,  

b

bsb

θ
θθπ

∂
∂ ),(  ≥ 0, 

содержательные интерпретации которых очевидны. Примером явля-
ется инвариантный относительно аддитивного сдвига представлений 
механизм компромисса 

πs = α (θb – θs), πb = (1 – α) (θb – θs), 
где α ∈ [0; 1]. Как отмечалось выше, аксиоматическая характериза-
ция различных механизмов компромисса является перспективной 
задачей, выходящей, однако, за рамки настоящего исследования. 
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Второй вариант (непосредственное определение точки компро-
мисса) заключается в задании отображения π: ℜ+

2 → ℜ+
1, удовлетво-

ряющего для всех θb ≥ θsследующим свойствам: 

θs ≤ π(θs, θb) ≤ θb,    
s

bs

θ
θθπ

∂
∂ ),(  ≥ 0,    

b

bs

θ
θθπ

∂
∂ ),(  ≥ 0, 

содержательные интерпретации которых также очевидны. Примером 
является инвариантный относительно аддитивного сдвига представ-
лений механизм компромисса π = α θb + (1 – α) θs, где α ∈ [0; 1]. 

Ясно, что эти два варианта механизмов эквивалентны, поэтому в 
дальнейшем для определенности будем иметь в виду второй вари-
ант. 

Рефлексивную игру продавца и покупателя формализуем сле-
дующим образом. Допустимым действием каждого из игроков – 
продавца и покупателя – является сообщение (одновременно с оппо-
нентом и независимо от него) «своей» цены – xs и xb соответственно. 
На основании сообщений игроков сделка либо не совершается (при 
xs > xb), либо совершается по цене π(xs, xb) (при xs ≤ xb). Функции 
выигрыша в этой игре имеют следующий вид: 





>−
≤−

=
,,
,,),(

),,(
1 bs

bssbs
bsss xx

xxxx
xxf

ε
θπ

θ  





>−
≤−

=
,,
,),,(

),,(
2 bs

bsbsb
bsbb xx

xxxx
xxf

ε
πθ

θ  

где ε1 и ε2 – произвольные положительные числа (затраты на подачу 
заявки в случае, если сделка не состоится). Кроме того, будем счи-
тать, что каждый из агентов может вообще отказаться от перегово-
ров; при этом сделка не совершается и агент, не подавший заявку, 
получает нулевой выигрыш. 

Опишем теперь информированность участников игры. Будем 
считать, что допустимые действия и целевые функции являются 
общим знанием с точностью до величин θs и θb. Пусть, далее, прода-
вец и покупатель обладают точечной структурой информированно-
сти конечной сложности следующего вида: Is = (θs , θsb , θsbs , …), 
Ib = (θb , θbs , θbsb , …) – напомним, что в силу аксиомы автоинформи-
рованности индексы s и b чередуются. 
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Рассмотрим вопрос о том, каковы возможные информационные 
равновесия в описанной рефлексивной игре. Для определенности 
будем сначала вести рассуждения для одного из агентов – продавца. 

Для того чтобы определить равновесное действие продавца *
sx , 

необходимо определить равновесные действия всех фантомных 
агентов, существующих в его представлении. Таким образом, для 
нахождения *

sx  необходимо найти все *
τsx , τ ∈ Σ. Справедливо сле-

дующее утверждение. 
Лемма 4.11.1. Набор действий *

τsx , τ ∈ Σ, является (с точки зре-
ния продавца) информационным равновесием (и продавец не отка-
жется от переговоров), если и только если **

ss xx ≡τ  для любого τ ∈ Σ 

и ″≤≤′
sss x θθ *  где sss ττ

θθ
Σ∈

=′ max ,  bss ττ
θθ

Σ∈
=″ min . 

Доказательство. ( ⇒ ) Пусть *
τsx , τ ∈ Σ, – информационное рав-

новесие. Рассмотрим произвольное непустое τ и равновесное дейст-
вие *

sbsx τ . По определению информационного равновесия действие 
*

ssx τ  максимизирует по ssx τ  функцию ),,( *
sbssssss xxf τττθ . Иначе гово-

ря, sτs-агент (продавец) ожидает от sτsb-агента (покупателя) дейст-
вие *

sbsx τ . Далее, соотношение *
sbsss x ττθ >  означает, что sτs-агент 

(продавец) ожидает от оппонента заявки, меньшей его субъективной 
цены; следовательно, субъективно оптимальным для него будет 
отказ от переговоров и сделка не состоится, что противоречит пред-
положению. Значит, *

sbsss x ττθ ≤ (субъективная цена продавца не 
превосходит заявленной цены покупателя). Но тогда, очевидно, 

**
sbsss xx ττ =  – для продавца оптимально назвать цену, совпадающую с 

ценой покупателя. 
Аналогично показывается, что, если *

bssx τ  – равновесное дейст-
вие, то *

bssbs x ττθ ≥  и **
bssbs xx ττ = . 

Таким образом, для произвольного τ справедливы соотношения 
**
ss xx =τ , bssss x ττ θθ ≤≤ * . Поскольку структура информированности 

имеет конечную сложность, попарно различных элементов τθs  ко-
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нечное число. Поэтому из последнего неравенства следует, что 
″≤≤′

sss x θθ * . 

( ⇐ ) Пусть число *
sx  таково, что ″≤≤′

sss x θθ * . Тогда для лю-
бого τ ∈ Σ имеем bsss x ττ θθ ≤≤ * , ττ θθ ssss x ≤≤ * . Поэтому набор 
действий **

ss xx =τ ,τ ∈ Σ, является (с точки зрения продавца) инфор-
мационным равновесием и продавец не откажется от переговоров 
(заметим, что соотношения (1) выполнены). • 

Аналогичный факт, как нетрудно проверить, справедлив и для 
покупателя. Объединяя эти два факта, получаем следующее утвер-
ждение. 

Утверждение 4.11.1. Набор действий *
σx , σ ∈ Σ+ , является ин-

формационным равновесием (и сделка будет совершена), если и 
только если для любого τ ∈ Σ справедливы соотношения 

**
ss xx =τ , **

bb xx =τ  и ″≤≤′
sss x θθ * , ″≤≤′

bbb x θθ * , 

где sss ττ
θθ

Σ∈
=′ max , bss ττ

θθ
Σ∈

=″ min ,  sbb ττ
θθ

Σ∈
=′ max ,  bbb ττ

θθ
Σ∈

=″ min . 

Утверждение 4.11.1, в частности, показывает, каким образом 
следует сформировать структуру информированности игры в случае, 
когда управляющий орган (центр), во-первых, имеет возможность 
формировать любую структуру и, во-вторых, стремится обойтись 
наиболее простой. 

Пусть, например, центр стремится обеспечить заключение сдел-
ки по цене, где θs ≤ θ* ≤ θb, т. е. сделать θ* единственной равновесной 
ценой. Тогда достаточно сформировать у агентов структуры инфор-
мированности следующего вида: Is = (θs , θ*, θ*, θ*, …), 
Ib = (θb , θ*, θ*, θ*, …). Нетрудно видеть, что при этом 

*θθθθθ =″=′=″=′
bbss . Поэтому, согласно утверждению, единст-

венным информационным равновесием будет то, для которого 
*** θ== bs xx . Заметим, что это информационное равновесие является 

стабильным – сделка будет заключена именно по той цене, на кото-
рую рассчитывали агенты, делая свои заявки. 

Сделаем следующее важное замечание (см. также введение к 
настоящей работе): мы исходим из предположения о том, что центр 
может сформировать у агентов любую структуру информированно-
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сти. В рамках этого предположения нас интересует следующий 
вопрос: какой должна быть эта структура. Вопрос о том, как центру 
надлежит ее формировать, выходит за рамки настоящей работы и 
требует особого рассмотрения с привлечением данных психологии, 
социологии и пр. 

Рассмотрим следующий пример: пусть субъективная цена про-
давца составляет 20, покупателя – 50, и центр стремится обеспечить 
совершение сделки по цене 40. Тогда ему следует сообщить продав-
цу следующее: «Покупатель считает: субъективные цены покупателя 
и продавца равны 40, и это – общее знание», а покупателю – сле-
дующее: «Продавец считает: субъективные цены продавца и покупа-
теля равны 40, и это – общее знание». Тем самым, формируются 
следующие структуры информированности агентов: 
Is = (20, 40, 40, 40, …), Ib = (50, 40, 40, 40, …). Оба агента подадут 
заявки 40, и сделка состоится. 

 
 

4.12. ЗАКАЗЧИК И ИСПОЛНИТЕЛЬ 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой неоп-

ределенным для заказчика параметром является известная исполни-
телю эффективность его работы. В этом случае, варьируя представ-
ления заказчика об эффективности работы исполнителя (то есть в 
рамках структуры информированности глубины два), любую стои-
мость договора (из определенного промежутка) можно сделать 
стабильным информационным равновесием. 

Настоящая модель наиболее тесно связана с рассмотренными, 
например, в [85] нерефлексивными теоретико-игровыми моделями 
определения параметров договора на основании анализа оптималь-
ного действия исполнителя, т. е. действия, максимизирующего раз-
ность между доходом заказчика и затратами исполнителя. 

Предположим, что заказчик имеет целевую функцию 
Φ(y, σ) = H(y) – σ(y), 

представляющую собой разность между его доходом H(y) от дея-
тельности (действия) y ∈ A = 1

+ℜ  исполнителя и стимулированием, 
выплачиваемым исполнителю. 

Относительно целевой функции исполнителя предположим, что 
она имеет вид: 
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f(y, σ, θ) = σ(y) – c(y, θ), 
то есть определяется разностью между стоимостью договора и за-
тратами c(y, θ), зависящими от действия исполнителя y ∈ A и ска-
лярного параметра θ ∈ Θ ⊆ ℜ+

1, причем ∀ θ ∈ Θ  c(0, θ) = 0 и 
∀ y ∈ A c(y, θ) является невозрастающей функцией θ ∈ Θ. Другими 
словами, содержательно параметр θ может интерпретироваться как 
квалификация (эффективность деятельности) исполнителя. 

Таким образом, в настоящей модели присутствует единствен-
ный неопределенный параметр – эффективность деятельности ис-
полнителя θ ∈ Θ, значение которого достоверно известно исполни-
телю, но неизвестно заказчику. 

Если бы значение θ было общим знанием, то оптимальным было 
бы следующее действие исполнителя (см., например, [85]): 
(1) y*(θ) = arg 

Ay∈
max  [H(y) – c(y, θ)]. 

Например, если H(y) = y, c(y, θ) = y2 / 2 θ, то y*(θ) = θ. 
Если истинное значение эффективности исполнителя, которое 

ему самому достоверно известно, неизвестно заказчику, то заказчик 
вынужден использовать ту или иную процедуру устранения неопре-
деленности. Перечислим некоторые возможные варианты. 

Во-первых, заказчик может использовать принцип максималь-
ного гарантированного результата: 

yг = arg 
Ay∈

max  [H(y) – 
Ω∈θ

max  c(y, θ)], 

рассчитывая на прибыль 
Ay∈

max  [H(y) – 
Ω∈θ

max  c(y, θ)]. 

Во-вторых, заказчик может использовать те или иные механиз-
мы с сообщением информации исполнителем относительно эффек-
тивности его деятельности [93, 112, 233], или/и предлагать послед-
нему соответствующее меню договоров. 

Третий вариант поведения заказчика заключается в том, чтобы 
либо сделать конкретные предположения о свойствах функции 
затрат исполнителя и подставить их в выражение (1), либо осущест-
влять информационную рефлексию по поводу значений параметра 
θ ∈ Θ. Рассмотрим последний случай более подробно. 

Информационная структура рассматриваемой рефлексивной иг-
ры имеет вид Is = (θs , θsb , θsbs , …), Ib = (θb , θbs , θbsb , …), однако не 
все компоненты являются независимыми. Дело в том, что истинное 
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значение параметра θ достоверно известно исполнителю (θs = θ), и 
это является общим знанием. Поэтому для любого τ ∈ Σ выполнено 
равенство θτs = θτ. 

Так как модель с общим знанием рассматривалась выше (см. 
выражение (1)), граф рефлексивной игры для этого случая имеет 
вид: B ↔ S), то рассмотрим несколько более сложную модель, для 
которой граф иерархической рефлексивной игры имеет вид 
S ← B ↔ BS. Если «первый ход» делает заказчик, он предлагает 
исполнителю договор стоимостью c(y*(θb), θb). В соответствии с 
выражением (1), в данной модели заказчик соглашается в случае, 
если выполнено 
(2) θb ≤ θ. 

При этом заказчик получает прибыль 0
bu =H(y*(θb)) – c(y*(θb), θb), 

а прибыль исполнителя равна  
(3) 0

su  = c(y*(θb), θb) – c(y*(θb), θ), 
где значение y*(⋅) определяются выражением (1). 

Если же θb > θ, то взаимодействие между данными заказчиком и 
исполнителем невозможно, так как последний (в силу условия его 
индивидуальной рациональности) откажется заключать договор, 
стоимость которого не компенсирует затрат. 

Итак, в рассматриваемой модели можно, варьируя θb ≤ θ, любую 
точку θb сделать информационным равновесием. Заметим, что и 
здесь, как и в модели купли-продажи, информационное равновесие 
является стабильным – заказчик ожидает от исполнителя принятия 
договора, что и будет реализовано. 

Рассмотрение более сложных структур информированности яв-
ляется в данной модели неоправданным – оно не дает ничего нового 
по сравнению с соотношениями (1) – (3). Это связано с тем, что 
исполнитель является по существу пассивным участником ситуации 
– он может лишь принять или отвергнуть тот единственный кон-
тракт, который «навязывает» ему делающий первый ход заказчик. 
При этом величины θsb , θsbs и т. д. не играют роли.  

С другой стороны, заказчик также знает об этой «пассивности» 
исполнителя, поэтому при определении договора он учитывает лишь 
θb, но не величины, соответствующие более высокому рангу рефлек-
сии – θbs , θbsb и т.д. 
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4.13. КОРРУПЦИЯ 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой каж-

дый из чиновников имеет субъективные представления о силе штра-
фов, накладываемых в случае обнаружения факта взяточничества и 
зависящих от «среднего уровня коррумпированности» (см. также 
модели коррупции и соответствующие обзоры в [14, 32]). Оказыва-
ется, что, если чиновники наблюдают средний уровень коррумпиро-
ванности, то этот средний уровень в стабильной ситуации не зависит 
от взаимных представлений коррупционеров о типах друг друга. 
При этом не важно, являются ли сами эти представления истинными 
или ложными. 

Отсюда вытекает, что невозможно повлиять на уровень коррум-
пированности лишь путем изменения взаимных представлений 
чиновников друг о друге, и любое стабильное информационное 
управление приводит к одному и тому же уровню коррумпированно-
сти. 

Рассмотрим следующую теоретико-игровую модель коррупции. 
Пусть имеются n агентов – чиновников, дополнительный доход 
каждого из которых пропорционален сумме полученных им взяток 
xi ≥ 0, предложение которых будем считать неограниченным, 
i ∈ N= {1, …, n}. Пусть каждый из n агентов характеризуется своим 
типом ri > 0, i ∈ N, и тип агента достоверно ему известен, но не 
известен остальным агентам. Содержательно тип агента может 
интерпретироваться как субъективное восприятие им «силы» штра-
фов. 

За коррупционную деятельность (xi ≥ 0), вне зависимости от ее 
размера, на агента может быть наложен штраф χi(x, ri), зависящий от 
действий x = (x1, x2, …, xn) ∈ n

+ℜ  всех агентов и типа данного агента. 
Таким образом, целевая функция i-го агента имеет вид: 

(1) fi(x, ri) = xi – χi(x, ri),   i ∈ N.  
Относительно функции штрафов предположим, что она имеет 

вид 
(2) χi(x, ri) = ϕi(xi, Qi(x-i), ri). 

Содержательно предположение (2) означает, что штраф, накла-
дываемый на i-го агента, зависит от его действия и от агрегирован-
ной обстановки Qi(x-i) (которая может интерпретироваться как «об-
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щий уровень коррумпированности остальных чиновников» с точки 
зрения i-го агента). 

Предположим, что число агентов и общий вид целевых функций 
являются общим знанием, а относительно параметра 
r = (r1, r2, …, rn) ∈ n

+ℜ  каждый из агентов имеет иерархию представ-
лений: rij – представление i-го агента о типе j-го агента, rijk – пред-
ставление i-го агента о представлениях j-го агента о типе k-го агента 
и т.д., i, j, k ∈ N. 

Предположим также, что агенты наблюдают общий уровень 
коррумпированности. Поэтому стабильность информационного 
равновесия будет иметь место при любых представлениях о типах 
реальных или фантомных оппонентов, таких, что соответствующее 
информационное равновесие приводит к одному и тому же значению 
агрегата Qi(⋅) для любого i ∈ N. 

Тогда, как нетрудно видеть, для целевых функций агентов (1), 
(2) выполнены условия утверждения 2.8.1. Поэтому для любого 
числа агентов и любой структуры информированности все стабиль-
ные равновесия в рассматриваемой игре являются истинными (част-
ный пример игры трех агентов рассмотрен в разделе 2.8). Таким 
образом, справедливо следующее 

Утверждение 4.13.1. Пусть набор действий xτ
*, τ ∈ Σ+, – ста-

бильное информационное равновесие в игре (1), (2). Тогда это ис-
тинное равновесие. 

Следствие. Уровень коррумпированности в стабильной ситуа-
ции не зависит от взаимных представлений коррупционеров о типах 
друг друга. При этом не важно, являются ли сами эти представления 
истинными или ложными. 

Отсюда вытекает, что невозможно повлиять на уровень коррум-
пированности лишь путем изменения взаимных представлений. 
Поэтому любое стабильное информационное управление приводит к 
одному и тому же уровню коррумпированности. 

Предположим, что  
ϕi(xi, Qi(x-i), ri) = xi (Qi(x-i) + xi) / ri, Qi(x-i) = ∑

≠ ij
jx , i ∈ N, 

и все типы одинаковы: r1 = … = rn = r. 
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Тогда, как нетрудно убедиться, равновесные действия агентов 

таковы: xi =
1+n

r , i ∈ N, а общий уровень коррумпированности 

составляет ∑
∈ +

=
Ni

i n
nrx

1
. Изменить последнюю величину можно, 

лишь повлияв непосредственно на типы агентов. 
 
 

4.14. БИПОЛЯРНЫЙ ВЫБОР 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой агенты 

осуществляют выбор между двумя альтернативами, которые для 
общности называются позитивным и негативным полюсами (см. 
также раздел 4.3.4). Например: кандидат на выборах (голосовать 
«за» или «против»), продукт или услуга (покупать или нет), этиче-
ский выбор (поступить «хорошо» или «плохо») и пр. 

Пусть имеются агенты трех типов: первые безусловно выбирают 
положительный полюс, вторые – выбирают положительный или 
отрицательный полюс в зависимости от того, как с их точки зрения 
поведут себя остальные агенты, третьи безусловно выбирают отри-
цательный полюс. 

Предположим теперь, что центр имеет возможность повлиять на 
ситуацию и стремится увеличить вероятность позитивного выбора в 
«популяции» в целом. Для этого центр может повлиять на агентов 
второй и третьей группы (агенты первой группы и так производят 
требуемый выбор). Во-первых, центр может повлиять на третью 
группу, затратив некий ресурс (например, финансовый) и переведя 
некоторую долю ее членов во вторую. Во-вторых, центр может 
повлиять на вторую группу, изменив представления ее членов о доле 
агентов третьего типа. В последнем случае влияние состоит в фор-
мировании у второй группы следующего представления: «опреде-
ленная доля членов третьей группы перешла во вторую». Формиро-
вание такого представления также требует определенных затрат. 

Иными словами, центр может изменить либо реальную, либо 
«фантомную», воображаемую, долю агентов третьего типа. При этом 
совокупный ресурс (бюджет), которым располагает центр, фиксиро-
ван. Задача центра состоит в следующем: распределить фиксирован-
ный ресурс на реализацию информационных воздействий таким 
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образом, чтобы доля агентов, осуществивших позитивный выбор, 
была максимальной. 

Оказывается, что если ресурса у центра «не очень много», то 
оптимальным управлением является, в зависимости от соотношения 
между параметрами, вложить весь этот ресурс либо в реальное, либо 
в «воображаемое» (происходящее в сознании агентов второго типа) 
изменение доли агентов третьего типа. Перейдем к описанию соот-
ветствующей модели. 

Рассмотрим ситуацию, когда агенты из бесконечно большой 
«популяции» осуществляют выбор между двумя альтернативами, 
которые будем для общности называть позитивным и негативным 
полюсами. Это может быть кандидат на выборах (голосовать «за» 
или «против»), продукт или услуга (покупать или нет), этический 
выбор (поступить «хорошо» или «плохо») и пр. 

В силу бесконечности числа агентов будем считать, что при ре-
шении задачи управления всей «популяцией» выбор каждого кон-
кретного агента не играет роли, а важна доля агентов, выбирающих 
позитивный полюс. Иначе это можно сформулировать следующим 
образом: действием «агрегированного» агента является вероятность 
x выбора им позитивного полюса. 

Примем следующие предположения. 
1. Существует n различных типов агентов. 
2. Доля агентов i-го типа составляет αi, 0 ≤ αi ≤ 1. 
3. Действие агента i-го типа задается функцией реакции на ожи-

дание π(p), π : [0, 1] → [0, 1], где p – ожидаемая агентами вероят-
ность выбора позитивного полюса произвольным агентом из «попу-
ляции». Иными словами, если агент ожидает, что доля выбравших 
позитивный полюс составляет p, то его действие xi определяется 
следующим образом: xi = πi (p). 

4. Пункты 1–3 являются общим знанием среди агентов. 
Пусть хi ∈ [0, 1] – действие агента i-го типа. Тогда доля вы-

бравших позитивный полюс составляет p = ∑
=

n

j
jj x

1
α . 

Определим равновесие биполярного выбора как набор действий 
хi, удовлетворяющих системе соотношений 

(1) хi = πi ∑
=

n

j
jj x

1
)( α , i = 1, …, n. 
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В качестве отступления заметим, что соотношения (1) являются 
одной из возможностей описания биполярного выбора. Другие 
возможные подходы обсуждаются, например, в работах 
В.А. Лефевра [76 и др.], Т.А. Таран [149, 150] и др. В этих работах 
предполагается, что принимающий решение агент осуществляет 
рефлексию первого рода [101], т. е. занимает позицию наблюдателя 
по отношению к своему поведению, своим мыслям и чувствам. 
Иными словами, в нем существует несколько соотнесенных друг с 
другом уровней, а итоговое решение определяется как влиянием 
внешней среды, так и состоянием этих уровней. В данной же работе 
агент понимается как индивид, т. е. «неделимый», и осуществляет 
рефлексию второго рода – относительно принятия решений оппо-
нентами. 

Вернемся к обсуждению равновесия биполярного выбора. Заме-
тим, что выражения (1) задают отображение единичного гиперкуба 
[0, 1]n на себя: 

(2) (x1,…, xn) → (π1 ∑
=

n

j
jj x

1
)( α ,…, πn ∑

=

n

j
jj x

1
)( α ). 

Если функции πi(⋅) непрерывны (что представляется довольно 
естественным предположением), то и отображение (2) непрерывно. 
Тогда по теореме о неподвижной точке у системы (1) имеется хотя 
бы одно решение. 

Приведем пример. Пусть существуют агенты трех типов (n = 3), 
действия которых определяются следующими функциями: 

π1(p) ≡ 1,  π2(p) = p,  π3(p) ≡ 0. 
Содержательно: агенты первого типа независимо ни от чего вы-

бирают позитивный полюс, агенты третьего типа – негативный. Что 
касается агентов второго типа, то они колеблются, и их действия 
совпадают с ожидаемым действием «популяции» в целом. 

Система (1) в данном случае сводится к соотношениям x1 = 1, 
x2 = α1 x1 + α2 x2 + α3 x3,    x3 = 0, откуда (здесь и далее полагаем, что 

0 < αi <1, i = 1, 2, 3) x1 = 1,   x2 =
2

1

1 α
α
−

,   x3 = 0. 

При этом 

(3) p = α1 x1 + α2 x2 + α3 x3 = α1 + α2 
2

1

1 α
α
−

. 
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Предположим теперь, что некий управляющий орган – центр – 
имеет возможность повлиять на ситуацию и стремится увеличить 
вероятность позитивного выбора в «популяции» в целом (т. е. вели-
чину p). Для этого центр может повлиять на агентов второй либо 
третьей группы (агенты первой группы и так выбирают x1 = 1). 
Пусть центр может повлиять на третью группу, переведя долю y ее 
членов во вторую и затратив некий ресурс (например, финансовый) в 
объеме C2y. Центр может также повлиять на вторую группу, изменив 
представления ее членов об α3 (независимо от фактического значе-
ния этого параметра). Именно, влияние состоит в формировании у 
второй группы следующего представления: «доля x членов третьей 
группы перешли во вторую». Затраты на формирование такого 
представления составляют C1x. 

Иными словами, центр может изменить либо реальную, либо 
«фантомную», воображаемую долю агентов третьего типа. При этом 
совокупный ресурс (бюджет), которым располагает центр, составля-
ет C. 

Задача центра состоит в следующем: распределить ресурс C 
(т. е. выбрать доли x и y) таким образом, чтобы вероятность p была 
максимальной. Формально оптимизационная задача центра ставится 
следующим образом (см. (3)): 

(4) p(x, y) = α1 + (α2 +y α3) 
)(1 32

1

αα
α

x+−
 → max 

при ограничениях 
(5) C1x + C2y ≤ C,   0 ≤ x ≤ 1,   0 ≤ y ≤ 1. 

Легко видеть, что задача (4) сводится к максимизации функции 

ϕ(x, y) = 
)(1 32

32

αα
αα
x

y
+−

+ . 

Функция ϕ(x, y) возрастает по обоим аргументам x и y, поэтому 
первое из ограничений (5) обращается в равенство. Поэтому задача 
свелась к нахождению максимума функции 

ψ(x) = 
32

313122

2132

2132

1
//1

)(1
/)(

αα
ααα

αα
αα

x
xCCCC

CCx
CxCC

−−
−+

=
+−
−+ . 

Нетрудно видеть, что функция ψ(x) является монотонно возрас-
тающей (соответственно, монотонно убывающей или константой), 
если выражение 
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(6) 
1

22

Ñ
Ñα +

1

3

Ñ
Ñα

 – (1 – α2) 

положительно (соответственно, отрицательно или равно нулю). 

Введем обозначения: k1 = 
C
C1 , k2 = 

C
C2 . Тогда условие положи-

тельности выражения (6) запишется в виде 
(7) α3 > k1 – α2 (k1 + k2). 

Далее будем предполагать, что C1 > C и C2 > C. Содержательно 
это означает, что у центра не так много ресурсов, чтобы всех агентов 
третьего типа «превратить» в агентов второго типа. При этом опти-
мальным будет такой выбор центра, когда весь ресурс вкладывается 
в увеличение либо реальной, либо воображаемой (при выполнении 
(7)) доли агентов второго типа. 

Зависимость оптимального выбора центра от параметров (α2, α3) 
изображена на Рис. 74. 

 

α2

α3

1

1
1

21

1

−+
−
kk

k

21

1

kk
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Рис. 74. Оптимальный выбор центра 

 
На Рис. 74 заштрихована область, где выполнено условие (7), 

т. е. оптимально для центра весь ресурс направить на изменение 
представлений: 
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(8) x = 
1C

C ,   y = 0. 

Решение (8) отвечает ситуации, когда доля α2 агентов второго 

типа достаточно велика. Из Рис. 74 видно, что если α2 > 
21

1

kk
k
+

, то 

решение (8) всегда оптимально. Если же 

(9)  
1

1

21

1

−+
−
kk

k < α2 < 
21

1

kk
k
+

, 

то решение (8) оптимально при достаточно больших α3. Содержа-
тельно последний случай означает следующее: при некотором диа-
пазоне значений параметра α2 (т. е. при выполнении (9)) оптимально 
влиять на представления, когда они слишком пессимистичны (т. е. 
когда α3 достаточно велико и, следовательно, велика вероятность p 
выбора негативного полюса). 

В заключение отметим, что рассмотрен простейший случай ин-
формационного управления в условиях биполярного выбора. Даль-
нейшее развитие модели (увеличение числа типов агентов, усложне-
ние структуры информированности, усложнение функций реакции 
на ожидание) и ее сопоставление с наблюдаемыми результатами 
действий экономических (покупатели) и политических (избиратели) 
агентов представляется перспективным направлением дальнейших 
исследований. 

 
 

4.15. АКТИВНАЯ ЭКСПЕРТИЗА 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой описы-

вается ситуация принятия решений коллективом экспертов, каждый 
из которых имеет собственные представления о том, каким должен 
быть результат экспертизы, и стремится соответствующим образом 
на него повлиять. Проблема манипулирования информацией со 
стороны агентов является традиционной в теории выбора, задача же 
манипулирования результатами экспертизы со стороны центра – 
организатора экспертизы рассматривается редко [120, 142]. 

Пусть центр имеет возможность сформировать у экспертов 
представления о мнениях оппонентов. Тогда оказывается, что доста-
точно широкий диапазон коллективных решений может быть реали-



 292 

зован как информационное равновесие (а иногда и единогласное 
решение) рефлексивной игры экспертов. Перейдем к описанию 
модели. 

Рассмотрим пример рефлексивного управления агентами со 
стороны центра в модели активной экспертизы. Сначала приведем 
описание модели и известные результаты исследования [16, 19, 93, 
112, 142] механизмов экспертизы – получения и обработки инфор-
мации от экспертов – специалистов в предметных областях. 

Пусть имеются n экспертов (далее – агентов), оценивающих ка-
кой-либо объект по скалярной шкале (объектом может быть канди-
дат на пост руководителя, вариант финансирования, эффективность 
проекта и т.д.). Каждый агент сообщает оценку si ∈ [d; D], i ∈ N, где 
d – минимальная, а D – максимальная оценка. Итоговая оценка – 
коллективное решение x = π(s) – является функцией оценок, сооб-
щенных агентами, s = (s1, s2, ..., sn). Обозначим ri ∈ [d; D] – субъек-
тивное мнение i-го агента, то есть его истинное представление об 
оцениваемом объекте. Предположим, что процедура π(s) формиро-
вания итоговой оценки является строго возрастающей по всем пере-
менным непрерывной функцией, удовлетворяющей условию едино-
гласия: ∀ a ∈ [d, D]  π(a, a, ... , a) = a. 

Обычно предполагается, что агенты сообщают свои истинные 
мнения {ri}i ∈ N. При этом если каждый из агентов немного ошибает-
ся (несознательно и в зависимости от своей квалификации), то, 

например, средняя оценка ∑
=

n

i
irn 1

1  достаточно объективно и точно 

оценивает объект. Однако если агенты заинтересованы в результатах 
экспертизы, то они не обязательно будут сообщать свое истинное 
мнение, то есть механизм π(⋅) может быть подвержен манипулиро-
ванию. 

Формализуем интересы агента. Предположим, что каждый 
агент, будучи специалистом в своей области, заинтересован в том, 
чтобы результат экспертизы x был максимально близок к его мне-
нию ri. 

Приведем пример манипулирования. Пусть n = 3, d = 0, D = 1, 
r1 = 0,4, r2 = 0,5, r3 = 0,6 (агенты упорядочены по возрастанию точек 
пика), и центр использует следующий механизм обработки оценок: 
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∑
=

==
3

13
1)(

i
issx π . Если 3,1, =≡ irs ii , то есть если все агенты со-

общают правду, то x = 0,5. При этом итоговая оценка совпала с 
истинным представлением второго агента, и он полностью удовле-
творен коллективным решением. Остальные же агенты (первый и 
третий) не удовлетворены, так как r1 < 0,5, а r3 > 0,5. Легко вычис-
лить s* = (0; 0,5; 1) – равновесие Нэша при данном векторе типов. 

Определим следующие числа: w1 = π(d, D, D) = π(0, 1, 1) = 2/3; 
w2 = π(d, d, D) = π(0, 0, 1) = 1/3 (отметим, что π(0, 0, 0) = 0 и 
π(1, 1, 1) = 1). При этом w2 ≤ r2 ≤ w1 (1/3 ≤ 1/2 ≤ 2/3) – на отрезке 
[w2; w1] второй агент является «диктатором с ограниченными полно-
мочиями» (его полномочия ограничены границами отрезка). По-
строим теперь для рассматриваемого примера механизм, в котором 
всем агентам выгодно сообщить достоверную информацию, и кол-
лективное решение в котором будет то же, что и в механизме π(⋅). 

Организатор экспертизы – центр – может попросить агентов со-
общить истинные значения r = {ri}i ∈ N и использовать их следующим 
образом (эквивалентный прямой механизм): упорядочить агентов в 
порядке возрастания сообщенных точек пика; если существует число 

nq ,2∈ , такое, что wq-1 ≥ rq-1; wq ≤ rq (легко показать, что существует 
единственный агент с таким номером q), то x* = min (wq-1; rq). В 
нашем примере q = 2 и 1/2 = min (2/3; 1/2). 

При этом, очевидно, qiDsqids ii >=<= ∗∗ ,,, . Итак, по сооб-
щению r центр, воспользовавшись числами w1 и w2, восстановил 
равновесие Нэша s*. 

Можно проверить, что в построенном прямом механизме сооб-
щение достоверной информации является равновесием Нэша для 
агентов, причем итоговая оценка та же, что и в исходном механизме. 

Опишем, следуя [112], общий случай (произвольного числа 
агентов). Пусть все ri различны и упорядочены в порядке возраста-
ния, то есть r1 < r2 < ... < rn и s* – равновесие Нэша (x* = π(s*)). По 
аналогии с рассмотренным выше примером можно показать, что 
если x* > ri, то dsi =∗ , если x* < ri, то Dsi =∗ . Если же Dsd i << ∗ , то 

x* = ri. При этом если x* = rq, то Dsqjdsqj jj =>∀=<∀ ∗∗ , , а 

сама величина ∗
qs  определяется из условия 
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Таким образом, для определения ситуации равновесия доста-
точно найти номер q. Для этого введем n – 1 число: 

wi = niDDDddd
ini

,1,,...,,,,...,, =











−
4342143421π . 

Видно, что w0 = D > w1 > w2 > ... > wn = d, и если wi ≤ ri ≤ wi-1, то 
x* = ri, то есть i-ый агент является диктатором на отрезке [wi; wi-1]. 
Легко показать, что существует единственный агент q, для которого 
выполнено wq-1 ≥ rq-1, wq ≤ rq. 

Определив таким образом q, можно найти итоговую оценку в 
равновесии: x* = min (wq-1; rq). Сообщение достоверной информации 
( ii rr ≡~ )i ∈ N  при этом является доминантной стратегией [112]. 

Отказавшись от предположения о том, что вектор типов агентов 
является общим знанием, получаем, что к стабильному информаци-
онному равновесию приводят следующие представления реальных и 
фантомных агентов: 

rσq(r) ∈ [min {wq(r)-1; rq(r)}; rq(r)],   σ ∈ Σ, 
rσi ≤ min {wq(r)-1; rq(r)},   σ ∈ Σ,   i < q(r), 
rσi ≥ min {wq(r)-1; rq(r)},   σ ∈ Σ,   i > q(r). 

Рассмотрим пример. Пусть n = 3, r1 = 0,4, r2 = 0,5, r3 = 0,6, и 
центр использует следующий механизм обработки оценок: 

∑
=

==
n

i
issx

13
1)(π . Если 3,1, =≡ irs ii , то есть если все эксперты 

сообщают правду, то x = 0,5. При этом итоговая оценка совпала с 
истинным представлением второго эксперта, и он удовлетворен 
результатом полностью. Остальные же эксперты (первый и третий) 
не удовлетворены, так как r1 < 0,5, а r3 > 0,5. Следовательно, они 
попытаются сообщить другие s1 и s3. Пусть они сообщают 

1,5,0,0 *
3

*
2

*
1 === sss . Тогда 5,0),,( *

3
*
2

*
1

* == sssx π . Итоговая оценка 
не изменилась, но «новый» вектор сообщений является уже равнове-
сием Нэша, то есть в рассматриваемом примере w0 = 1, 
w1 = 2/3, w2 = 1/3, w3 = 0, следовательно, q = 2 и  

r2 = 1/2 = min (2/3; 1/2). 
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Таким образом, к стабильному информационному равновесию 
приводят следующие представления реальных и фантомных агентов: 
rσ2 = 1/2, rσ1 ≤ 1/2, rσ3 ≥ 1/2, σ ∈ Σ. 

Выше мы фактически доказали, что для любого механизма экс-
пертизы π(⋅) можно построить эквивалентный прямой механизм, в 
котором сообщение достоверной информации является равновесием 
Нэша. Этот результат позволяет говорить, что если центр заинтере-
сован в получении достоверной информации от агентов, то он может 
этого добиться, используя неманипулируемый прямой механизм. 
Однако интересы центра могут быть другими. 

Предположим, например, что центр заинтересован в том, чтобы 
результат экспертизы был как можно ближе к значению x0 ∈ [d; D]. 
Пусть центру известны мнения агентов {ri ∈ [d; D]}i ∈ N, но никому 
из них не известны достоверно мнения остальных. Информационное 
управление в данной ситуации заключается в формировании у аген-
тов таких структур информированности (представлений о представ-
лениях оппонентов), чтобы сообщаемая ими как субъективное ин-
формационное равновесие информация приводила бы к принятию 
наиболее выгодного для центра (наиболее близкого к x0) решения. 

Обозначим x0i(ai, ri) – решение уравнения 
(1) π(ai, …, ai, x0, ai, …, ai) = ri, 
в котором x0 стоит на i-м месте, i ∈ N. 

Содержательно, условие (1) – наилучший ответ i-го агента на 
единогласное сообщение остальными агентами величины ai. 

В силу монотонности и непрерывности механизма π(⋅) при фик-
сированном типе ri i-го агента x0i(ai, ri) – непрерывная убывающая 
функция ai. Потребуем, чтобы x0 ∈ [d; D], тогда ∀ ai ∈ ℜ1, 
∀ ri ∈ [d; D] 
(2) x0 ∈ [di(ri); Di(ri)],   i ∈ N, 
где 
(3) di(ri) = max {d; x0i(D, ri)}, Di(ri) = min {D; x0i(d, ri)},   i ∈ N. 

Утверждение 4.15.1. Если тип каждого эксперта известен орга-
низатору экспертизы, но неизвестен другим экспертам, то за счет 
рефлексивного управления любой результат x0, для которого выпол-
нено 
(4) x0 ∈ [

Ni∈
max  di(ri); 

Ni∈
min  Di(ri)] 

может быть реализован как единогласное коллективное решение. 
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Доказательство. В силу описанной выше структуры равновесия 
Нэша в механизме активной экспертизы множество информацион-
ных равновесий есть [d; D]n. 

Рассмотрим следующую структуру информированности i-го 
агента: rij = ai, j ≠ i, rijk = ai, k ∈ N, то есть все оппоненты с точки 
зрения i-го агента имеют одинаковые точки пика, равные ai (см. 
выражение (1)), считают, что он сам имеет такую же точку пика, и 
считают этот факт общим знанием. 

Таким образом, i-й агент ожидает от всех оппонентов сообще-
ния ai как информационного равновесия их игры (отметим, что при 
этом центру не нужно строить сложные и глубокие структуры ин-
формированности и вычислять для них информационные равнове-
сия). Его наилучшим ответом (в силу определения (1) величины ai) 
является сообщение x0i(ai, ri), диапазон возможных значений которо-
го определяется выражениями (2)–(3). Получили, что 
Xi(ri) = [di(ri); Di(ri)], i ∈ N. 

Так как требуется единогласное принятие решения, то следует 
вычислить пересечение множеств (2)–(3) по все агентам, что дает 
выражение (4). 

Итак, все агенты сообщают x0, и в силу условия единогласия это 
решение принимается (сторонним наблюдателям невозможно при-
драться к «демократичности» механизма принятия решений и ре-
зультатам его использования). • 

Применим утверждение 4.15.1 к линейному анонимному (на-
помним, что анонимным называется механизм принятия решений, 
симметричный относительно перестановок агентов [97]) механизму 

экспертизы π(s) = ∑
∈Ni

is
n

1 , si , ri ∈ [0; 1], i ∈ N [108]. Вычисляем 

ai = 
1

0

−
−

n
xrn i , i ∈ N. Получаем из условия ai ∈ [0; 1] (или из (2)-(4)) 

границы диапазона единогласно реализуемых коллективных реше-
ний: 
(5) max {0; n (

Ni∈
max  ri – 1) + 1} ≤ x0 ≤ min {1; n 

Ni∈
min  ri}. 

Интересно отметить, что из (5) следует ограничение 

Ni∈
max  ri – 

Ni∈
min  ri ≤ 1 – 

n
1  
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на разброс мнений экспертов, при котором существует хотя бы один 
результат x0, реализуемый за счет рефлексивного управления как 
единогласно принятое коллективное решение. 

С другой стороны, из (5) следует, что x0 ∈ [0; 1], если 

Ni∈
max  ri ≤ 1 – 

n
1 ,  

Ni∈
min  ri ≥ 

n
1 . 

Последнее условие свидетельствует, что в линейном анонимном 
механизме экспертизы достаточным условием единогласной реали-
зации любого коллективного мнения в результате рефлексивного 
управления является следующее: не должно существовать экспертов 
как с очень низкими оценками, так и с очень высокими оценками. 

Откажемся теперь от требования единогласного принятия кол-
лективного решения. Введем два вектора: 

d(r) = (d1(r1), d2(r2), …, dn(rn)),    D(r) = (D1(r1), D2(r2), …, Dn(rn)). 

Утверждение 4.15.2. Если тип каждого эксперта известен орга-
низатору экспертизы, но неизвестен другим экспертам, то за счет 
рефлексивного управления любой результат x0, для которого выпол-
нено 

(6) x0 ∈ [π(d(r)); π(D(r))]. 

может быть реализован как коллективное решение. 
Доказательство. Утверждение 4.15.2 отличается от утвержде-

ния 4.15.1 тем, что в нем, с одной стороны, отсутствует одинако-
вость равновесных сообщений агентов, с другой стороны – расширя-
ется ограничение на реализуемое как информационное равновесие 
коллективное решение (условие (4) заменено условием (6)). 

Фиксируем вектор r ∈ [d; D]n точек пика агентов. В соответст-
вии со структурой равновесия, описанной выше, каждый агент в 
равновесии сообщает либо минимальную заявку (ноль), либо макси-
мальную (единицу), либо свой истинный тип (если данный агент 
является диктатором). Так как у каждого агента можно сформиро-
вать произвольные представления о типах остальных агентов и их 
представлениях и т.д., то каждого из них можно убедить в том, что 
множество возможных обстановок игры составляет [d; D]n-1. 

Для этого достаточно сформировать, например, следующую 
структуру информированности глубины три: ij-ый агент должен 
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быть диктатором и этот факт должен быть общим знанием для ijk-
агентов. 

В ходе доказательства утверждения 4.15.1 установлено, что 
Xi(ri) = [di(ri); Di(ri)], i ∈ N. В силу того, что информационные струк-
туры агентов формируются независимо, получаем, что вектор мини-
мальных равновесных заявок есть d(r), максимальных – D(r). Из 
монотонности и непрерывности процедуры π(⋅) принятия решений 
следует (6). • 

Применим утверждение 4.15.2 к линейному анонимному меха-

низму экспертизы π(s) = ∑
∈Ni

is
n

1 , si, ri ∈ [0; 1], i ∈ N. Вычислим, 

какое сообщение si i-го агента является для него субъективно опти-
мальным при обстановке s-i (обозначим S-i = ∑

≠ij
js ∈ [0; n–1]): 

(7) si(ri, S-i) = n ri – S-i ,   i ∈ N. 

Следовательно, Xi(ri) = [max {0; 1 – n (1 – ri)}; min {1; n ri}], 
i ∈ N. Подставляя с учетом (7) левые и правые границы множеств 
Xi(ri) в линейный анонимный механизм планирования, получаем: 

(8) x0 ∈ [∑
∈Ni n

1 max {0; 1 – n (1 – ri)}; ∑
∈Ni n

1 min {1; n ri}]. 

Из утверждений 4.15.1 и 4.15.2 (см. их доказательства, содер-
жащие описание вида минимальной структуры информированности, 
реализующей заданное коллективное решение) можно сделать сле-
дующий вывод. 

Следствие. При решении задач рефлексивного управления в ме-
ханизмах активной экспертизы достаточно ограничиться вторым 
рангом рефлексии экспертов. 

Рассмотрим приведенный выше числовой пример с тремя аген-
тами, имеющими точки пика: r1 = 0,4, r2 = 0,5, r3 = 0,6. Пусть x0 = 0,8. 
Если все агенты сообщают правду, то в непрямом механизме x = 0,5; 
в соответствующем прямом (неманипулируемом) механизме будет 
принято то же решение. Иными словами, центру хотелось бы, чтобы 
каждый из агентов сообщил большую оценку, приблизив тем самым 
итоговое решение к 0,8. 
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Условие (5) в рассматриваемом примере выполнено. Вычислим 
следующие величины:  

0,8 + 2 a1 = 3 × 0,4 → a1 = 0,2, 
0,8 + 2 a2 = 3 × 0,5 → a2 = 0,35, 
0,8 + 2 a3 = 3 × 0,6 → a3 = 0,5. 

Центр формирует у первого агента убеждение, что типы осталь-
ных агентов равны 0,2, они считают, что его тип также равен 0,2 и с 
их точки зрения этот факт – общее знание. Аналогичные «убежде-
ния» – соответственно 0,35 и 0,5 – формируются у второго и третье-
го агентов. 

Наилучшим ответом первого агента (приводящим к тому, что 
коллективное решение совпадает с его точкой пика) на сообщение 
0,2 остальными агентами является сообщение 0,8. Это же сообщение 
(в силу определения ai) является наилучшим ответом всех остальных 
агентов (второго и третьего). Итак, все сообщают 0,8, и это решение 
единогласно принимается. 

В рассматриваемом числовом примере условие (8) выполнено 
для любого x0 ∈ [0; 1], то есть n (

Ni∈
max  ri – 1) + 1 ≤ 0  и  n 

Ni∈
min  ri ≥ 1. 

Рассмотрим другой пример: пусть n = 2, r1 = 0,2, r2 = 0,7. Тогда 
из (5) получаем, что существует единственное x0, равное 0,4, которое 
реализуемо как единогласное коллективное решение. В то же время, 
множество реализуемых в соответствии с утверждением 4.15.2 кол-
лективных решений составляет отрезок [0,2; 0,7]. 

Совпадение границ этого отрезка с типами агентов случайно: 
например, при r1 = 0,1, r2 = 0,5 единогласно реализуемы коллектив-
ные решения из отрезка [0; 0,2], а в рамках утверждения 4.15.2 – из 
отрезка [0; 0,6]. 

В заключение рассмотрения рефлексивного управления в меха-
низмах активной экспертизы отметим, что результаты утверждений 
4.15.1 и 4.15.2 были получены в предположении, что тип каждого 
эксперта известен организатору экспертизы, но неизвестен другим 
экспертам. Более реалистичным является предположение, что каж-
дый из участников (центр и эксперты) имеет свои представления о 
диапазонах типов оппонентов, то есть управленческие возможности 
центра ограничены. Анализ множества коллективных решений, 
которые могут быть реализованы в этом случае как информацион-
ные равновесия, представляется перспективной задачей будущих 
исследований. 
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4.16. ОЛИГОПОЛИЯ КУРНО: 
ИНФОРМАЦИОННАЯ РЕФЛЕКСИЯ 

 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой агенты 

выбирают объемы производства. Рыночная цена на продукцию 
убывает с ростом суммарного объема производства и зависит от 
спроса. Если неопределенным параметром является спрос и относи-
тельно него каждый из агентов имеет собственную иерархию пред-
ставлений, то информационное равновесие существенным образом 
зависит от взаимных представлений агентов. Если неопределенным 
параметром являются затраты агентов, то оказывается, что, наблю-
дая выбираемые действия, агенты могут в динамике прийти к истин-
ному информационному равновесию. 

Рассмотрим организационную систему, в которой участвуют n 
агентов с целевыми функциями следующего вида: 

(1) ,
2

)(),(
2

i

i
i

Nj
jii r

xxxQxrf −−= ∑
∈

α  

где xi ≥ 0, i ∈ N, α > 0. 
Содержательно, xi – объем выпуска продукции i-ым агентом, Q 

– спрос на производимую продукцию. Тогда первое слагаемое в 
целевой функции может интерпретироваться как произведение цены 
на объем продаж – выручка от продаж, а второе слагаемое – как 
затраты на производство. Параметр ri (тип i-го агента) характеризует 
эффективность (квалификацию) его деятельности. 

Наилучший ответ i-го агента имеет следующий вид: 
(2) BRi(x-i, ri) = (Q – α ∑

≠ij
jx ) / (2 α + 1 / ri),   i ∈ N. 

Предположим, что каждый агент наблюдает цену (Q – α ∑
≠ij

jx ). 

Тогда выполнены условия утверждения 2.8.1, поэтому в рассматри-
ваемой модели ложных равновесий не возникает, т. е. возможно 
только истинное стабильное информационное равновесие. Приведем 
иллюстративный численный пример. 

Пусть n = 2, α = 1, Q = 5, r1 = r2 = 1. Вычисляем параметрическое 
равновесие Нэша: 
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(3) x1(r1, r2) = 
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(4) x2(r1, r2) = 
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Из выражений (3) и (4) можно найти типы агентов, при которых 
наблюдаемый вектор действий (x1, x2) будет стабильным информа-
ционным равновесием: 
(5) r1(x1, x2) = 1 / [(Q – x2) / x1 – 2], 
(6) r2(x1, x2) = 1 / [(Q – x1) / x2 – 2]. 

Рассмотрим модель динамики представлений агентов о типах 
друг друга. Пусть каждый из них независимо выбирает действие, 
подставляя в (3) или (4) свой тип и свои представления о типах 
оппонента. Затем, после наблюдения выбора оппонента, каждый 
агент вычисляет в соответствии с (5) или (6) новую оценку типа 
оппонента и в соответствии с гипотезой индикаторного поведения 
корректирует свои представления. Затем выбор повторяется и т.д. 

На Рис. 75, Рис. 76 и Рис. 77 приведены графики динамики 
представлений агентов. 
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Рис. 75. Оба агента первоначально переоценивают друг друга 
(r12 = 2, r21 = 1,5) 
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Рис. 76. Первый агент первоначально переоценивает второго, 

а второй – недооценивает первого (r12 = 1,5, r21 = 0,5) 
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Рис. 77. Оба агента первоначально недооценивают друг друга 

(r12 = 0.75, r21 = 0.5) 
 
Видно, что представления каждого агента о типах оппонента 

монотонно сходятся к соответствующему истинному значению 
(1; 1), а действия агентов стремятся к истинному информационному 
равновесию – параметрическому равновесию Нэша со значениями 
параметров, равными истинным типам агентов. 
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4.17. РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РЕСУРСА 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой описы-

вается ситуация распределения центром ограниченного ресурса 
между агентами на основании заявок последних. В силу активности 
агентов, они способны к искажению информации, и в равновесии 
часть агентов (так называемые диктаторы [97, 112]) получают 
оптимальное для себя количество ресурса, а остальные агенты – 
меньше оптимального. 

Предположим, что агенты имеют иерархию представлений о 
том, кому из них какое количество ресурса необходимо. Оказывает-
ся, что во многих механизмах распределения ресурса стабильные 
неадекватные представления могут существовать только относи-
тельно агентов, не входящих в число диктаторов. При этом, однако, 
вектор распределяемых ресурсов оказывается таким же, как и в 
случае полного знания. Перейдем к описанию модели. 

В рассмотренных выше моделях исследовалась стабильность 
информационного равновесия, которое является обобщением равно-
весия Нэша. В ряде моделей оказывается, что существует более 
сильное равновесие – равновесие в доминантных стратегиях (РДС), 
определяемое как вектор абсолютно оптимальных (то есть не зави-
сящих от обстановки и вектора типов остальных агентов) действий 
агентов [41, 243]. 

Утверждение 4.17.1. РДС является стабильным информацион-
ным равновесием. 

Справедливость утверждения 4.17.1 вытекает из определений 
РДС и информационного равновесия. Из него следует, что в систе-
мах, в которых существует РДС, задача исследования информацион-
ного равновесия отчасти вырождается. Однако это не значит, что 
вырождается задача исследования стабильности равновесия – как 
показывают рассматриваемые ниже модели механизмов распределе-
ния ресурса и активной экспертизы, выбор агентами доминантных 
стратегий может производиться в рамках широкого диапазона их 
взаимных представлений друг о друге. 

Рассмотрим множество N = {1, 2, …, n} агентов, имеющих целе-
вые функции fi(xi, ri), где xi ≥ 0 – количество выделяемого i-му агенту 
ресурса, ri ≥ 0 – его тип – оптимальное для него количество ресурса, 
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то есть будем считать, что fi(xi, ⋅) – однопиковая функция с точкой 
пика ri, i ∈ N. 

Будем считать, что каждый агент достоверно знает свою точку 
пика (свой тип), тогда как центр не имеет об этих точках никакой 
информации. 

Задачей центра является распределение ресурса R на основании 
заявок si ∈ [0; R], i ∈ N, агентов (то есть действиями агентов в рас-
сматриваемой модели являются выбираемые ими сообщения цен-
тру). Принцип принятия решений центром: xi = πi(s), i ∈ N, где 
s = (s1, s2, …, sn), называется механизмом (процедурой) планирования. 

Относительно свойств процедуры планирования, следуя [18, 93, 
112], предположим: 

1) πi(s) непрерывна и строго монотонно возрастает по si, i ∈ N; 
2) πi(0, s-i) = 0   ∀ s-i ∈ [0; R]n-1,   i ∈ N; 
3) механизм распределения ресурса анонимен, то есть произ-

вольная перестановка номеров агентов приводит к соответствующей 
перестановке количеств получаемых ими ресурсов. 

В [18, 93, 112] доказано, что в случае, когда типы агентов явля-
ются общим знанием, во-первых, ситуация равновесия Нэша s*(r) 
игры агентов имеет (для механизмов, удовлетворяющих свойствам 1 
и 2) следующую структуру: ∀ i ∈ N, ∀ r ∈ ℜ n 
(1) πi(s*(r)) < ri ⇒ *

is (r) = R, 
(2) *

is (r) < R ⇒ πi(s*(r)) < ri, 
и, во-вторых, все механизмы распределения ресурса, удовлетворяю-
щие свойствам 1–3, эквивалентны (то есть приводят к тем же равно-
весиям) механизму пропорционального распределения: агенты 
получают ресурс в количестве 

(3) πi(s) = 
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Последнее утверждение позволяет сконцентрировать внимание 
на механизме (3). 
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В [93, 112] изложен алгоритм поиска равновесия Нэша игры 
агентов, основывающийся на процедуре последовательного распре-
деления ресурса65. Ее идея заключается в следующем: 

0. Агенты упорядочиваются по возрастанию точек пика. Мно-
жество диктаторов (т. е. агентов, получающих оптимальное для себя 
количество ресурса) является пустым. 

1. Весь ресурс распределяется между агентами поровну. 
2. Если r1 < R / n, то первый агент включается во множество 

диктаторов, и всем агентам выделяется ресурс в количестве r1 (если 
r1 < R / n, то множество диктаторов66 пусто и все агенты в равнове-
сии сообщают одинаковые заявки и получают одинаковое количест-
во ресурса, на этом алгоритм останавливается). 

3. Положив ri := ri – r1, i := i – 1, R := R – n r1, повторяем шаг 2 
(число повторений второго шага, очевидно, не превосходит числа 
агентов). 

В результате применения процедуры последовательного рас-
пределения ресурса определяется множество D(r) ⊆ N диктаторов, 
получающих ресурс в оптимальном для себя объеме (определяемом 
точками пика). Остальные агенты (не диктаторы) получают в силу 
анонимности механизма распределения ресурса одинаковое его 
количество: 

x0(r) = (R – ∑
∈ )(rDj

jr ) / (n – |D(r)|). 

Откажемся теперь от предположения о том, что типы агентов 
являются общим знанием, и исследуем информационные равновесия 
и их стабильность. Будем считать, что функцией наблюдения каждо-
го агента является вектор действий оппонентов (см. раздел 2.9). 
Тогда, согласно результатам разделов 2.7-2.9, возможны лишь ис-
тинные информационные равновесия. При этом, однако, представ-
ления о типах оппонентов могут быть как адекватными, так и не 
адекватными. 

                                                           
65 Отметим, во-первых, что процедура последовательного распределения ресурса 
является прямым механизмом – использует непосредственно информацию о точках 
пика агентов. Во-вторых, данная процедура является неманипулируемой, т. е. 
каждому агенту выгодно сообщать центру достоверную информацию о своей точке 
пика при условии, что центр обязуется использовать процедуру последовательного 
распределения. 
66 Напомим, что диктатором называется агент, получающий абсолютно оптималь-
ный для себя план (xi = ri). 
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Рассмотрим следующие варианты: 
Случай 1. Пусть вектор истинных типов агентов таков, что 

D(r) = N. Такое возможно, если ∑
∈Nj

jr  ≤ R. Тогда истинные типы 

агентов являются общим знанием. 
Случай 2. Пусть вектор истинных типов агентов таков, что 

D(r) = ∅. Такое возможно, если 
(4) 

Ni∈
min {ri} > R / n. 

Тогда наилучший ответ каждого агента не зависит от его субъ-
ективных представлений, удовлетворяющих (4), и любая комбина-
ция таких представлений агентов будет образовывать истинное 
равновесие. 

Больший интерес представляет промежуточный случай, когда 
существуют как агенты-диктаторы, так и агенты-недиктаторы. 

Случай 3. Пусть вектор истинных типов агентов таков, что 
D(r) ≠ ∅, D(r) ≠ N. Тогда, с учетом наблюдаемости выбираемых 
действий, агент-диктатор по определению в равновесии получает 
ресурс, в точности равный его типу. Следовательно, относительно их 
типов ни у кого из агентов стабильных неадекватных представлений 
быть не может (см. случай 1): 
(5) rσi = ri , σ ∈ Σ, i ∈ D(r). 

Относительно же типов агентов из множества N \ D(r) стабиль-
ные неадекватные представления могут существовать: 
(6) rσi ≥ 

)(\
min

rDNj∈
 rj, σ ∈ Σ, i ∈ N \ D(r). 

Приведем пример. Пусть n = 3, R = 1, r1 = 0,2, r2 = 0,3, r3 = 0,6. 
Тогда *

1s  = 0,4, *
2s  = 0,6, *

3s  = 1, *
1x  = r1 = 0,2, *

2x  = r2 = 0,6, *
3x  = 0,5. 

Из (5) и (6) получаем, что имеет место: 
∀ σ ∈ Σ  rσ1 = r1, rσ2 = r2, rσ3 ≥ 0,5. 

Таким образом, в монотонных анонимных механизмах распре-
деления ресурса стабильные неадекватные представления могут 
существовать только относительно типов агентов, не входящих в 
число диктаторов. При этом, однако, вектор распределяемых ресур-
сов оказывается таким же, как и в случае полного знания. 
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4.18. СТРАХОВАНИЕ 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой стра-

хователи имеют иерархию взаимных представлений о вероятностях 
наступления страховых случаев и сообщают страховщику желатель-
ные размеры своих страховых взносов. 

Оказывается, что информационным равновесием является лю-
бой набор заявок, обладающий следующим свойством: с точки 
зрения любого агента (как реального, так и фантомного) сумма 
заявок (реальных) страхователей равна ожидаемым суммарным 
потерям от страховых случаев, а каждая из заявок не превосходит 
ожидаемого страхового возмещения. При этом все равновесные 
действия реальных страхователей достигаются в рамках их субъек-
тивного общего знания друг о друге. Перейдем к описанию модели. 

В формальных моделях управления риском, в том числе – стра-
хования (актуарная математика), как правило, не учитываются свой-
ства активности страхователей и страховщиков, проявляющиеся в 
рефлексии, способности искажать информацию и т.д. Исключение 
составляют работы [17, 20], рассматривающие модели взаимного и 
смешанного страхования, в которых страховщик использует инфор-
мацию, сообщаемую страхователями, для определения параметров 
страховых контрактов, и предлагается «механизм скидок», в котором 
каждому страхователю выгодно сообщение достоверной информа-
ции. В настоящем разделе рассматриваются модели взаимного стра-
хования, в которых агенты – участники системы взаимного страхо-
вания – имеют иерархию представлений о вероятностях наступления 
страховых случаев для каждого из них. 

Рассмотрим объединение из n страхователей (которое в модели 
взаимного страхования будем считать страховщиком) – агентов, 
имеющих целевые функции (определяемые ожидаемыми полезно-
стями) 
(1) Efi = gi – ri + pi [hi – Qi], i ∈ N, 
где gi отражает детерминированную прибыль от хозяйственной 
деятельности i-го страхователя; ri – страховой взнос; hi – страховое 
возмещение; pi – вероятность наступления страхового случая (будем 
считать, что страховые случаи у различных агентов – независимые 
события); Qi – потери при наступлении страхового случая, 
N = {1, 2, ..., n} – множество страхователей. Для простоты ограни-
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чимся описанием взаимодействия страхователей в течение одного 
промежутка времени, на протяжении которого однократно произво-
дится сбор взносов и компенсация ущербов. 

В соответствии с (1) предполагается, что все страхователи оди-
наково относятся к риску, но в общем случае различаются вероятно-
стями наступления страхового случая и соответствующими потеря-
ми. Известно (см. [17, 20] и др.), что перераспределение риска 
взаимовыгодно только для агентов, отличающихся отношением к 
риску. Поэтому, с одной стороны, можно считать, что все страхова-
тели нейтральны к риску, а с другой стороны, что основными эффек-
тами, требующими исследования в рассматриваемой модели взаим-
ного страхования, являются рефлексия страхователей и неполная их 
информированность – так как все страхователи одинаково относятся 
к риску, то при условии, что все они обладают полной информацией 
друг о друге, допустимо произвольное его перераспределение между 
ними; если же информированность неполная или отсутствует общее 
знание, то возможно нарушение требования сбалансированности 
взносов и ожидаемых выплат. 

В условиях полной информированности суммарный страховой 
взнос равен R = ∑

∈Ni
ir , а ожидаемое страховое возмещение равно 

H = ∑
∈Ni

iihp . Так как рассматривается взаимное (некоммерческое) 

страхование, то в силу принципа эквивалентности [17] должно иметь 
место R = H, то есть 
(2) ∑

∈Ni
ir  = ∑

∈Ni
iihp . 

Отметим, что условие (2) отражает равенство суммарного стра-
хового взноса математическому ожиданию выплат, т. е. задачи о 
разорении фонда взаимного страхования не рассматриваются. 

Если осуществляется полное возмещение ущерба (предположе-
ние о неполном возмещении ущерба, т. е. априорная фиксация пред-
полагаемого уровня страхового возмещения, не изменит качественно 
основных результатов анализа механизмов взаимного страхования) 
при наступлении страхового случая (hi = Qi, i ∈ N, H = ∑

∈Ni
iiQp ), то в 

условиях полной информированности можно было бы использовать 
следующий механизм взаимного страхования: 
(3) ri = pi Qi,   i ∈ N, 



 309

в рамках которого страховой взнос каждого страхователя в точности 
равен его ожидаемому ущербу (страховая сумма совпадает с потеря-
ми, а страховой тариф, равный нетто-ставке, определяется соответ-
ствующей вероятностью наступления страхового случая). 

Однако, если индивидуальные параметры страхователей извест-
ны только им самим (и не наблюдаются другими страхователями), то 
использование механизма (3) невозможно. Поэтому рассмотрим две 
альтернативы. Первая – сообщение страхователями информации о 
вероятностях наступления страховых случаев [17]. Вторая – анализ 
механизма взаимного страхования, удовлетворяющего системе 
взаимных представлений агентов о существенных параметрах. 

Механизмы с сообщением информации. Если оценки {si} ве-
роятностей наступления страховых случаев могут сообщаться стра-
хователями друг другу, то все страхователи будут стремиться зани-
зить вероятности наступления страхового случая, следовательно, 
одним из равновесий будет сообщение минимальных оценок. По-
этому рассмотрим несколько альтернативных механизмов взаимного 
страхования. 

Обозначим s = (s1, s2, …, sn) – вектор сообщений агентов. Пусть в 
страховом договоре оговаривается, что страховой взнос каждого 
страхователя определятся сообщенными оценками вероятностей 
наступления страхового случая, то есть ri(si) = si Qi, а после наступ-
ления страховых случаев возмещение осуществляется пропорцио-
нально собранному страховому фонду R(s) = )(sr

Ni
i∑

∈

, то есть 

(4) hi(s) = α(s) Qi, i ∈ N, 
где α(s) – единая доля страхового возмещения (отношение страхово-
го возмещения hi(s) к страховой сумме Qi), определяемая исходя из 
соотношения между страховым фондом R(s) и необходимым объе-
мом страхового возмещения H. Выбор зависимости α(⋅) является 
стратегией управления. 

Подставляя (4) в (1), получаем, что условие выгодности участия 
во взаимном страховании для i-го страхователя можно записать в 
виде: 
(5) si ≤ α(s) pi,   i ∈ N. 

Если используется следующая стратегия управления: 
(6) α(s) = min {R(s) / H; 1}, 
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то получаем, что балансовое условие (2) выполнено всегда, а из (5) 
следует, что сообщение страхователя не превышает истинного зна-
чения вероятности наступления страхового случая: si ≤ α(s) pi, i ∈ N. 

Подставляя (4) и (6) в (1) и вычисляя производную по si, полу-
чим, что механизм (6) является манипулируемым, то есть сообщение 
достоверной информации невыгодно страхователям. Содержательно, 
каждый из страхователей стремится занизить вероятность наступле-
ния страхового случая, так как данное занижение сильнее уменьшает 
размер страхового взноса, чем долю страхового возмещения. 

Альтернативой для (5) является использование следующего ме-
ханизма взаимного страхования. Пусть страхователи заключают 
договор, в котором оговаривается, что в начале рассматриваемого 
периода они должны сообщить оценки вероятностей наступления 
страхового случая (страховые взносы в начале периода не собирают-
ся!), а затем в конце рассматриваемого периода (когда реализовались 
страховые случаи) они полностью компенсируют «пострадавшим» 
ущерб, а размер взноса каждого из страхователей определяется на 
основании сообщенных в начале периода оценок. Ожидаемое воз-
мещение при этом равно H = ∑

∈Ni
iiQp , следовательно, сумма взносов 

должна равняться H, то есть 
(7) ∑

∈Ni
i sr )(  = H, 

где зависимости ri(⋅) являются механизмом управления. Ожидаемое 
значение целевой функции страхователя имеет вид: 
(8) Efi = gi – ri(s),   i ∈ N, 
а условие выгодности участия во взаимном страховании: 
(9) ri(s) ≤ pi Qi,   i ∈ N. 

Если выбрать следующий механизм управления, при котором 
взнос каждого страхователя пропорционален сообщенному им ожи-
даемому ущербу: 

(10) ri(s) = 
∑
∈Ni

ii

ii

Qs
Qs  H,   i ∈ N, 

то максимум (8) достигается при минимальных сообщениях, то есть 
механизм (10) также является манипулируемым. 

Анализ условий (9)-(10) подсказывает, что для того чтобы 
уменьшить искажение информации, следует выбрать такой меха-
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низм управления, в котором размер страхового взноса убывал бы с 
ростом заявки страхователя. Примером может служить механизм 

(11) ri(s) = 
∑
∈Ni

i

i

s
s

)/1(
/1

 H,   i ∈ N. 

Подставляя (11) в (8), получаем, что механизм (11) не побужда-
ет страхователей занижать заявки, но он и не обеспечивает сообще-
ния достоверной информации. 

Таким образом, каждый из механизмов (10) и (11) обладает 
своими преимуществами: механизм (10) сбалансирован и обеспечи-
вает выполнение условия (7), но при его использовании страховате-
ли занижают заявки; а механизм (11) побуждает страхователей 
завышать заявки, но не обеспечивает «сбалансированности» в смыс-
ле (7). Для того чтобы построить механизм, который одновременно 
обладал бы всеми этими привлекательными свойствами, наверное, 
следует пытаться добиться рационального баланса между возраста-
нием и убыванием целевой функции страхователя по его сообще-
нию. Однако для взаимного страхования такой баланс невозможен 
по следующим причинам. Взаимное страхование, в силу своей не-
коммерческой направленности, является с точки зрения страховате-
лей «игрой с нулевой суммой» (из условия (2) следует, что суммар-
ные взносы должны быть равны ожидаемому суммарному 
возмещению), поэтому занижение страхового взноса одним из стра-
хователей приводит к тому, что это занижение компенсируется 
всеми страхователями (в том числе и исказившим информацию, но в 
меньшей пропорции – см. (10) или (11)). Поэтому для «борьбы» с 
искажением информации необходимо привлечение дополнительных 
ресурсов, зависимость объема которых от сообщений страхователей 
должна побуждать их к сообщению достоверной информации. При-
мером таких ресурсов могут служить ресурсы третьих (по отноше-
нию к рассматриваемым выше участникам страхового контракта) 
лиц, используемые в смешанном страховании. 

Рефлексивная модель. Рассмотрим ситуацию, когда координи-
рующий орган (центр) обладает некоторой информацией о потерях 
от страховых случаев { iQ~ } и вероятностях их наступления { ip~ }, 
причем величины { iQ~ } и { ip~ } являются общим знанием (при этом 
не обязательно iQ~ = Qi и ip~ = pi). Каждый страхователь сообщает 
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центру свой взнос si либо отказывается от страхования. Если все 
страхователи сообщают свои взносы, центр проверяет, выполняется 
ли соотношение 
(12) ∑

∈Ni
is ≥ H = ∑

∈Ni
iiQp ~~ . 

Если (12) выполнено, заключается договор о взаимном страхо-
вании. Если хотя бы один страхователь отказался либо неравенство 
(12) не выполнено, договор не заключается. 

В описанной ситуации целевая функция i-го страхователя имеет 
следующий вид: 









<−

≥−
=

∑

∑

∈

∈

Ni
ii

Ni
iiii

niii Hs

HssQp
sspf

,,

,,~

),...,,(
ε

 

где εi – произвольная положительная константа (организационные 
затраты в случае, если договор о страховании не будет заключен). 
Будем также считать, что в случае отказа страхователя от участия он 
получает нулевой выигрыш. 

Информация участников игры описывается их представлениями 
о параметрах pi – вероятностях наступления страховых случаев. 
Обозначим за pij – представления i-го агента (страхователя) о значе-
нии pj; pijk – представления i-го агента о представлениях j-го агента о 
значении pk, и т. д., i, j, k ∈ N. В совокупности эти представления 
образуют структуру информированности. 

Информационные равновесия в этой рефлексивной игре страхо-
вателей описываются следующим утверждением (напомним, что за 
Σ обозначено множество всевозможных конечных последовательно-
стей индексов из N, в том числе пустая последовательность). 

Утверждение 4.18.1. Пусть страхователи обладают структурой 
информированности конечной сложности. Набор действий *

isσ , 
σ ∈ Σ, i ∈ N, является информационным равновесием (и договор о 
взаимном страховании будет заключен), если и только если условия 

∑
∈Nj

js* = H, ∀ i ∈ N  *
is ≤ pi iQ~  

являются общим знанием. Последнее означает по определению, что 
для любого σ ∈ Σ выполнено 
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(13) ∀ i ∈ N  ∑
∈Nj

ijs*
σ = H,   *

isσ  ≤ pσi iQ~ . 

Доказательство. Пусть набор действий *
isσ , σ ∈ Σ, i ∈ N, является 

информационным равновесием (и договор о взаимном страховании 
будет заключен). Зафиксируем произвольные значения σ ∈ Σ и i ∈ N. 
Действие *

isσ  максимизирует по isσ  целевую функцию σi-агента 
),...,,,,...,,( *

1
*

1,
*

1,
*

1 iiiiiiiii ssssspf σσσσσσ +− . Поэтому он выбрал мини-
мальное действие, при котором выполняется условие ∑

∈Nj
ijs*

σ

 
≥ H; 

очевидно, при этом неравенство обращается в равенство. Целевая 
функция должна принимать неотрицательное значение (иначе σi-
агенту лучше было бы отказаться от участия в договоре), откуда 
получаем условие pσi iQ~ – *

isσ ≥ 0. 
Далее, пусть для любого σ ∈ Σ выполнено (13). Тогда каждое 

действие *
isσ  максимизирует целевую функцию σi-агента 

),...,,,,...,,( *
1

*
1,

*
1,

*
1 iiiiiiiii ssssspf σσσσσσ +− . Поэтому набор действий *

isσ , 
σ ∈ Σ, i ∈ N, является информационным равновесием. • 

Отметим, что если хотя бы один реальный или фантомный (су-
ществующий в чьих-то представлениях) агент откажется от участия, 
то договор не будет заключен. При этом отказ всех агентов фор-
мально также будет равновесием – отсюда необходимость оговорки 
в скобках в формулировке утверждения 4.18.1. 

Ранги рефлексии страхователей и равновесия. Рассмотрим 
вопрос о том, насколько сложными должны быть субъективные 
представления страхователя, чтобы были достижимы все возможные 
информационные равновесия, то есть рассмотрим задачу о нахожде-
нии максимального целесообразного ранга рефлексии. Следующее 
утверждение показывает, что в данном случае этот ранг равен еди-
нице. 

Утверждение 4.18.2. Все возможные действия i-го реального 
агента, i ∈ N, в рефлексивной игре страхователей достигаются в 
рамках его субъективного общего знания о наборе (p1, …, pn), т. е. в 
рамках структуры информированности, для которой 

∀σ ∈ Σ ∀ j ∈ N  piσj = pij. 
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Доказательство. Для действия, состоящего в неучастии агента, 
утверждение очевидно (достаточно объявить в качестве общего 
знания pij = 0 для всех j ∈ N). 

Далее будем рассматривать ситуацию с точки зрения i-го агента, 
i ∈ N. Пусть его действие *

is  субъективно является равновесным в 
некотором равновесии *

jis σ , σ ∈ Σ, j ∈ N. Тогда, согласно утвержде-
нию 4.18.1, для всех j ∈ N выполняются соотношения 

∑
∈Nj

ijs* = H,   0 ≤ *
ijs ≤ jQ~ . 

Положим piσj = 1 для всех σ ∈ Σ, j ∈ N (т. е. сформируем струк-
туру информированности, при которой с точки зрения i-го агента 
имеет место общее знание). Тогда, как нетрудно видеть, для набора 
действий *

jiwσ = *
ijs  субъективно (с точки зрения i-го агента) выполне-

но условие (13). Поэтому набор *
jiwσ , σ ∈ Σ,  i, j ∈ N, субъективно 

является информационным равновесием, причем действие i-го аген-
та в этом равновесии совпадает с его действием в исходном равнове-
сии *

jis σ . • 
Таким образом, в настоящем разделе рассмотрена модель вза-

имного страхования с информационной рефлексией страхователей. 
Описано множество информационных равновесий, в которых может 
состояться договор о страховании. Показано, что все равновесные 
действия страхователя достигаются в условиях субъективного обще-
го знания страхователей друг о друге. 

 
 

4.19. РЕКЛАМА ТОВАРА 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой агент 

принимает решение о приобретении товара не только в зависимости 
от собственных предпочтений, но и от того, какая часть других 
агентов, с его точки зрения, собирается приобрести товар или ожи-
дает от него приобретения данного товара (см. также раздел 4.2). 
Оказывается, что большинство реальных рекламных кампаний могут 
быть описаны в рамках модели информационного управления с 
первым или вторым рангом рефлексии агентов. 
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Предположим, что имеется два типа агентов: агенты первого 
типа склонны приобретать товар независимо от его рекламы, агенты 
второго типа в отсутствии рекламы приобретать товар не склонны. 
Обозначим θ ∈ [0; 1] – долю агентов первого типа. 

Агенты второго типа, доля которых есть 1 – θ, подвержены 
влиянию рекламы, но не осознают этого. Социальное влияние [48] 
отразим следующим образом: будем считать, что агенты второго 
типа с вероятностью p(θ) выбирают действие a и с вероятностью 1 –
 p(θ) выбирают действие r. Зависимость p(⋅) – вероятности выбора – 
от доли агентов, склонных приобретать товар, отражает нежелание 
агентов быть «белыми воронами». 

Если истинная доля θ агентов первого типа является общим 
знанием, то агенты ожидают, что именно θ агентов приобретут 
товар, а фактически наблюдают, что товар приобрели 
(1) x(θ) = θ + (1 – θ) p(θ) 
агентов (напомним, что мы предположили, что влияние рекламы не 
осознается агентами). Так как ∀ θ ∈ [0; 1] θ ≤ x(θ), то косвенное 
социальное влияние оказывается самоподтверждающим – «Смотри-
те, оказывается, склонны приобретать товар больше людей, чем мы 
считали!». 

Проанализируем теперь асимметричную информированность. 
Так как агенты первого типа выбирают свои действия независимо, то 
можно считать их адекватно информированными как о параметре θ, 
так и о представлениях агентов второго типа. 

Рассмотрим модель информационного регулирования, в которой 
центр, проводящий рекламную акцию, формирует у агентов второго 
типа представления θ2 о значении параметра θ. 

Сделав маленькое отступление, обсудим свойства функции p(θ). 
Будем считать, что p(⋅) – неубывающая на [0; 1] функция, такая, что 
p(0) = ε, p(1) = 1 – γ , где ε и δ – константы, принадлежащие единич-
ному отрезку, такие, что ε ≤ 1 – δ. Содержательно ε соответствует 
тому, что некоторые агенты второго типа «ошибаются» и, даже если 
считают, что все остальные агенты имеют второй тип, то приобре-
тают товар. Константа δ характеризует в некотором смысле подвер-
женность агентов влиянию – у агента второго типа имеется шанс 
быть самостоятельным и, даже если он считает, что все остальные 
агенты приобретут товар, отказаться от покупки. Частный случай 
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ε = 0, δ = 1 соответствует независимым агентам второго типа, отка-
зывающимся от приобретения товара. 

Так как агенты не подозревают о наличии манипуляции со сто-
роны центра (см. принцип доверия выше и в [117]), то они ожидают 
увидеть, что θ2 агентов приобретут товар. Фактически же его приоб-
ретут 
(2) x(θ, θ2) = θ + (1 – θ) p(θ2). 

Если доход центра пропорционален доле агентов, приобретаю-
щих товар, а затраты на рекламу c(θ, θ2) являются неубывающей 
функцией θ2, то целевая функция центра (разность между доходом и 
затратами) в отсутствии рекламы равна (1), а в ее присутствии: 
(3) Φ(θ, θ2) = x(θ, θ2) – c(θ, θ2). 

Следовательно, эффективность информационного регулирова-
ния можно определить как разность между (3) и (1), а задачу инфор-
мационного регулирования записать в виде: 
(4) Φ(θ, θ2) – x(θ) → 

2

max
θ

. 

Обсудим теперь ограничения задачи (4). Первое ограничение: 
θ2 ∈ [0; 1], точнее: θ2 ≥ θ. 

Рассмотрим пример: пусть p(θ) = θ , c(θ, θ2) = (θ2 – 
– θ) / 2 r , где r > 0 – размерная константа. Тогда задача (4) имеет 
вид: 
(5) (1 – θ) ( 2θ  – θ ) – (θ2 – θ) / 2 r  → 

]1;[2

max
θθ ∈

. 

Решение задачи (5) имеет вид: θ2(θ) = max {θ; r (1 – θ)2}, т. е. 

при θ ≥ 
r

rr
2

14)12( +−+  информационное регулирование для 

центра не имеет смысла (затраты на рекламу не окупаются, так как 
достаточная доля агентов приобретает товар в отсутствие рекламы). 

Наложим теперь дополнительно к θ2 ∈ [θ; 1] требование ста-
бильности информационного регулирования, а именно, в предполо-
жении наблюдаемости доли агентов, приобретающих товар, будем 
считать, что агенты второго типа должны наблюдать значение доли 
агентов, приобретающих товар, не меньшее, чем им сообщил центр, 
то есть условие стабильности имеет вид: x(θ, θ2) ≥ θ2. Подставляя (2), 
получим: 
(6) θ + (1 – θ) p(θ2) ≥ θ2. 
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Следовательно, оптимальным стабильным решением задачи ин-
формационного регулирования будет решение задачи максимизации 
(4) при ограничении (6). 

В заключение настоящего раздела отметим, что в рассматривае-
мом примере любое информационное регулирование будет стабиль-
ным в смысле (6). Если же понимать под стабильностью полное 
совпадение ожидаемых и наблюдаемых агентами результатов (то 
есть потребовать выполнение (6) как равенства), то единственным 
стабильным информационным регулированием будет сообщение 
центра, что все агенты являются агентами первого типа, то есть 
θ2 = 1 (что чаще всего и имеет место в рекламе). 

 
 

4.20. ПРЕДВЫБОРНАЯ БОРЬБА 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой ин-

формационное управление заключается в убеждении избирателей, 
поддерживающих определенных кандидатов, что их кандидаты не 
будут избраны и следует поддержать других кандидатов. Оказывает-
ся, что получающееся в итоге такого управления информационное 
равновесие может быть стабильным, и более того – истинным. 

Рассмотрим пример рефлексивного управления в предвыборной 
борьбе. Пусть имеются три кандидата – a, b и c, и выборы проводят-
ся по принципу простого большинства (кандидату для победы доста-
точно получить поддержку половины избирателей плюс один голос). 
Если ни один из кандидатов не набрал большинства голосов, то 
состоится следующий тур с другими кандидатами, которых обозна-
чим d. Допустим, что имеются три группы избирателей, доли кото-
рых составляют α1, α2 и α3 (α1 + α2 + α3 = 1). Предпочтения групп 
избирателей, являющиеся общим знанием, приведены в Табл. 9. 

 
Табл. 9. Предпочтения групп избирателей 

α1 α2 α3 
a b c 
b c a 
c a b 
d d d 
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Вычислим для каждого попарного сравнения кандидатов число 
(долю) избирателей, считающих, что один кандидат лучше другого: 
Sab = α1 + α3, Sac = α1, Sba = α2, Sbc = α1 + α2, Sca = α2 + α3, Scb = α3. 

Рассмотрим игру избирателей, в которой множество стратегий 
каждого из них есть A = {a, b, c}. Предполагая, что вектор 
(α1, α2, α3) = (1/3, 1/3, 1/3) является общим знанием, получаем, что 
множество равновесий Нэша составляют шесть векторов: 

(a, a, a) → a,   (b, b, b) → b,   (c, c, c) → c, 
(a, b, a) → a,   (a, c, c) → c,   (b, b, c) → b. 

Рассмотрим теперь рефлексивную игру, считая, что активные 
действия по навязыванию структуры информированности второму и 
третьему агенту предпринимает первый агент, цель которого – «из-
брать» кандидата a. Пусть структура информированности соответст-
вует графу рефлексивной игры, приведенному на Рис. 78. 

 

α1 α2

α3

α31 α32

 
Рис. 78. Граф рефлексивной игры «Выборы» 

 
Цель первой группы – во-первых, убедить третью группу, что 

наиболее предпочтительный с ее точки зрения кандидат c «не прой-
дет» (и это якобы является общим знанием), и следует поддержать 
кандидата a. Для этого достаточно выполнения соотношений 

α32 + α3 < 1/2, α31 + α3 > 1/2, α31 + α3 + α32 = 1. 
Во-вторых, первой группе следует убедить вторую, что будет 

избран кандидат a и от ее действий ничего не зависит (поддерживать 
кандидата a вторая группа будет в последнюю очередь). Для этого 
достаточно, чтобы она была адекватно информирована о представ-
лениях третьей группы (см. Рис. 78). 
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Так как от второй группы исход выборов не зависит, то можно 
считать, что она проголосует за наиболее предпочтительного с ее 
точки зрения кандидата b, то есть информационным равновесием 
будет вектор (a, b, a). Этот вектор является стабильным информаци-
онным равновесием. Более того, так как (a, b, a) – одно из равнове-
сий Нэша в условиях полного знания (см. выше), то это – истинное 
равновесие (хотя представления третей группы могут быть ложны-
ми). 

 
 

4.21. КОНКУРС 
 
В настоящем разделе рассматривается модель, в которой, влияя 

на представления участников конкурса о параметрах оппонентов, 
центр – организатор конкурса – может влиять на его результаты. 
Однако стабильным это информационное управление будет лишь в 
том случае, когда действия агентов совпадают с их действиями в 
условиях общего знания. 

Рассмотрим, следуя [112], следующий конкурсный механизм 
(аукцион). Пусть центр обладает R0 единицами ресурса. Размер 
возможной заявки от каждого из агентов фиксирован и равен x0 (для 
простоты будем считать, что k = R0 / x0 – целое число, меньшее числа 
n агентов, участвующих в конкурсе – так называемая гипотеза 
дефицитности). Агенты сообщают центру цену {yi}, по которой они 
готовы приобрести ресурс, затем центр упорядочивает агентов по 
убыванию предложенных цен и продает ресурс по заявленным це-
нам – сначала агенту, предложившему максимальную цену, затем – 
следующему за ним и т.д., пока не закончится весь ресурс. 

Обозначим xi – количество ресурса, получаемого i-м агентом, 
i ∈ N. Пусть ϕi(xi, ri) – доход i-го агента от использования ресурса 
(возрастающая по xi гладкая вогнутая функция, удовлетворяющая 
условию ϕi(0, ri) = 0), где ri – тип агента, характеризующий эффек-
тивность использования им ресурса, т. е. ϕi(⋅) возрастает по ri, i ∈ N. 
Из условия индивидуальной рациональности (неотрицательности 
целевой функции67 fi(y, xi, ri) = ϕi(xi, ri) – yi x0) получаем максималь-

                                                           
67 Отказываясь от участия в аукционе, агент всегда может обеспечить себе нулевое 
значение целевой функции. 
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ную цену pi(ri) = ϕi(x0, ri) / x0, которую готов заплатить i-й агент за 
получение «порции» x0 ресурса, i ∈ N. 

Упорядочим агентов по убыванию типов68: r1 ≥ r2 ≥ … ≥ rn. В си-
лу введенных предположений упорядочение агентов по максималь-
ным ценам будет такое же: p1 ≥ p2 ≥ … ≥ pn. 

В условиях полной информированности равновесными будут 
следующие сообщения (так называемое аукционное решение): 

*
iy (r) = pk+1 + δ,   i = k,1 ,   *

iy (r) = 0,   i = nk ,1+ , 
где δ – сколь угодно маленькая строго положительная константа, то 
есть первые k агентов – победители аукциона – приобретут ресурс 
почти по цене первого проигравшего, а все проигравшие откажутся 
от участия в аукционе. 

Эффективность аукциона с точки зрения агентов, определяемая 
отношением суммарного полученного ими эффекта к количеству 
распределенного ресурса, равна: 

(1) K(r, R0) = ∑
=

k

i
ii rx

1
0 ),(ϕ  / R0. 

Эффективность аукциона с точки зрения центра, определяемая 
отношением полученной им суммы к количеству распределенного 
ресурса, равна: 
(2) K0(r, R0) = pk+1 + δ. 
и не возрастает с ростом числа агентов. 

В качестве отступления сравним эффективность аукциона с эф-
фективностью механизма внутренних цен для случая 
ϕi(xi, ri) = 2 ii xr : 

(3) λ(s) = 
0R

s
Ni

i∑
∈ , 

(4) xi(s) = 0R
s

s

Nj
j

i

∑
∈

, j ∈ N, 

в рамках которого центр устанавливает внутреннюю цену (3) за 
единицу ресурса, а целевые функции агентов имеют вид: 

                                                           
68 Будем считать, что если типы двух агентов совпадают, то существует правило, по 
которому они упорядочиваются. 
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(5) fi(xi, ri) = ϕi(xi, ri) – λ xi,   i ∈ N. 
Для данного конкретного вида целевых функций агентов эффек-

тивности (1) и (2) примут вид: 

(6) K(r, R0) = 2 ∑
=

k

i
ir

1
0kR , 

(7) K0(r, R0) = 2 
0

1)1(
R

rk k ++ , 

где R = ∑
∈Ni

ir . 

По аналогии с (6) и (7) вычислим эффективности механизма 
внутренних цен: 

(8) K(r, R0) = 
0R

R , 

(9) K0(r, R0) = 
0R

R . 

Сравнивая (6) с (8) и (7) с (9), получаем, что с точки зрения 
агентов эффективность конкурсного механизма выше по сравнению 
с эффективностью механизма внутренних цен, если: 
(10) ∑

∈Ni
ir  ≤ 4 (k + 1) rk+1, 

а с точки зрения центра, если: 

(11) ∑
=

k

i
i kr

1
/  ≥ ∑

∈Ni
ir  / 2. 

Вернемся к анализу аукционного механизма. Построенное аук-
ционное решение будет реализовано, только если истинные значения 
типов всех агентов являются общим знанием. Рассмотрим, что про-
изойдет в случае, когда агенты не имеют достоверной информации о 
типах друг друга. 

Анализ информационного равновесия для рассматриваемой мо-
дели аукциона приведен в [117], поэтому сконцентрируем внимание 
на стабильности информационного равновесия. Исходом аукциона 
(при заданных R0 и k) является множество победителей аукциона и 
цена pk+1, по которой центр будет продавать агентам ресурс (см. 
выше). Следовательно, при заданном множестве Q ⊆ N победителей 
и цене p стабильным будет любая совокупность представлений, во-
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первых, приводящая к тому, что агенты из множества Q являются 
первыми в упорядочении представлений о типах по убыванию, и, во-
вторых, такая, что представления всех (реальных и фантомных) 
агентов о типе агента, занявшего (k+1)-е место в этом упорядочении, 
равны p. 

Нетрудно видеть, что все охарактеризованные информационные 
равновесия являются истинными: каковы бы ни были взаимные 
представления агентов, победители назначают цену p, а остальные 
отказываются от участия в конкурсе. 

 
 

4.22. ЯВНЫЕ И СКРЫТЫЕ КОАЛИЦИИ 
В РЕФЛЕКСИВНЫХ ИГРАХ 

 
В настоящем разделе рассмотрена модель рыночной олигопо-

лии, в которой участники рынка могут заключать союз – явный или 
неявный (тайный) [35]. При наличии союза (коалиции) все его уча-
стники преследуют цель максимизации суммарного выигрыша, в то 
время как остальные участники рынка максимизируют свои собст-
венные выигрыши. Для моделирования взаимодействия в случае 
неявного союза применена концепция информационного равновесия 
рефлексивной игры. 

Олигополия – это такая рыночная структура, при которой доми-
нирует небольшое число продавцов, а вход в отрасль новых произ-
водителей ограничен высокими барьерами. Олигополия возникает в 
том случае, если число фирм в отрасли настолько мало, что каждая 
из них при формировании своей экономической политики вынужде-
на принимать во внимание реакцию со стороны конкурентов. По-
добно тому, как шахматист должен учитывать возможные ходы 
противника, олигополист должен быть готов к различным (нередко 
альтернативным) вариантам развития ситуации на рынке в результа-
те различного поведения конкурентов. 

Всеобщая взаимозависимость проявляется и в условиях обост-
рения конкурентной борьбы, и в условиях, когда достигается дого-
воренность с другими олигополистами и возникает тенденция пре-
вращения отрасли в чисто монопольную. 

Возможны две основные формы поведения фирм в условиях 
олигополистических структур: некооперативное и кооперативное. В 
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случае некооперативного поведения каждый продавец самостоя-
тельно решает проблему определения цены и объема выпуска про-
дукции. В случае кооперативного поведения все фирмы-участники 
кооперации договариваются о цене и объеме выпускаемой продук-
ции. 

В условиях высокой степени неопределенности олигополисты 
ведут себя по-разному. Одни пытаются игнорировать конкурентов и 
действовать, как будто в отрасли господствует совершенная конку-
ренция. Другие, наоборот, пытаются предвидеть поведение соперни-
ков и внимательно следят за каждым их шагом. Наконец, некоторые 
из них считают наиболее выгодным тайный сговор с фирмами-
противниками. 

В данном разделе мы рассмотрим олигополию, в которой не-
сколько производителей объединяются в коалицию. При этом будет 
рассмотрено две ситуации. В первой участники коалиции прямо 
заявляют о своем союзе остальным участникам олигополии. Во 
второй ситуации несколько производителей совершают тайный 
сговор, при этом всем остальным участникам рынка приходится 
строить догадки о том, был ли заключен союз или нет. 

Модель без коалиций. Рассмотрим систему, которая состоит из 
n однотипных игроков-олигополистов. Пусть каждый из этих игро-
ков может выбрать некоторое действие xi, при этом целевые функ-
ции игроков имеют вид 
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xf x x x
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= − − − − . 

Содержательно первое слагаемое в (1) означает доход i-го игро-
ка, второе – его затраты на производство xi единиц продукции. Стан-
дартным способом нахождения равновесия Нэша является нахожде-
ние максимума целевой функции каждого игрока по его действию и 
решение получившейся системы n уравнений. В данном случае в 
равновесном состоянии все игроки выбирают одинаковое действие, 
равное 

(2) 1
11n
r

+ +
. 

При этом их выигрыши будут равны 2
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r r
nr r

+
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.
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Явная коалиция. Пусть первые m игроков заключили союз. То 
есть, выбирая свои действия, они будут максимизировать не каждый 
свою целевую функцию, а агрегированную функцию 

(3) 
1

m

k
k

F f
=

= ∑ . 

Рассмотрим случай, когда все игроки системы осведомлены о 
том, что союз заключен. Тогда целевые функции имеют следующий 
вид: 
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Находя равновесие Нэша стандартным способом, приходим к 
системе уравнений вида 
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Первая группа уравнений описывает действия игроков, заклю-
чивших союз, вторая группа уравнений – действия игроков, оказав-
шихся вне коалиции. 

Вычитая последовательно уравнения внутри каждой группы, 
систему можно привести к следующему равносильному виду: 
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Таким образом, легко видеть, что действия всех игроков в коа-
лиции окажутся одинаковыми. Одинаковыми будут и действия 
игроков, не вошедших в этот союз. Обозначим тогда y = xi, 
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i = 1, …, m и z = xi, i = m + 1, …, n. Тогда систему можно записать в 
следующем виде: 
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Решение данной системы имеет вид: 
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Выпишем выигрыши игроков в равновесии. Игроки, вошедшие 
в коалицию, получают выигрыши по 

2

2 2 2 2 2
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Здесь мы считаем, что суммарный выигрыш коалиции делится 
поровну между ее участниками. 

Игроки, не вошедшие в коалицию, получают выигрыши по 
2

2 2 2 2 2
1 ( 1) (2 2 2 1)
2 ( 2 1)

mr r mr mr r
mr n m r mr mr nr r

+ + + +
− + + + + +

. 

Для первых m игроков найдем разницу в выигрышах (в случае, 
когда заключен союз, и в случае, когда союза нет). Эта разница 
записывается выражением 
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Рассмотрим частный случай n = 30 и построим график этой раз-
ницы в плоскости параметров <r, m> (см. Рис. 79). 
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Рис. 79. Разница выигрышей для участников коалиции  
при размере системы n = 30 

 
На графике (Рис. 79) видно, что эта разница оказывается поло-

жительной только при достаточно больших значениях числа участ-
ников коалиции. При этом участники максимально выигрывают в 
коалиции, когда никто не остается вне союза, т. е. все участники 
рынка действуют совместно. 

Таким образом, не всегда коалиция оказывается выгодной, т. е. 
не всегда участники коалиции увеличивают свой выигрыш по срав-
нению с выигрышем в случае отсутствия коалиции. 

Интересно отметить, что «выгодное» число участников коали-
ции зависит от эффективности работы игроков. На Рис. 80 отмечена 
область таких значений параметров r и m, при которых игроки полу-
чают больший выигрыш, заключив союз, нежели работая по отдель-
ности. 

Рассмотрим другой частный случай – положим эффективность 
всех игроков постоянной и равной r = 1. Посмотрим, как будет зави-
сеть разница в выигрышах игроков в случае наличия коалиции и в 
случае ее отсутствия (Рис. 81). Как видно из Рис. 81, коалиции ста-
новятся выгодными только при достаточно большом числе игроков 
(когда m сравнимо с n). При этом при фиксированном числе игроков 
в системе коалиция сначала становится убыточной, и только с рос-
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том размера коалиции начинает приносить прибыль. Продемонстри-
руем это для случая n = 25 (см. Рис. 82). 

 

 
Рис. 80. Область выгодных для их участников коалиций 

при размере системы n = 30 
 
 

 
Рис. 81. Разница выигрышей участников коалиции 

при эффективности r = 1 
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Рис. 82. Разница выигрышей участников коалиции 
при эффективности r = 1 и размере системы n = 30 

 
Найдем точку минимума разности выигрышей участников коа-

лиции при r = 1. Эта разность записывается выражением  
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Рассмотрим разницу выигрышей ∆ как функцию переменной m 
с параметром n. Найдя производную функции по ее аргументу и 
приравняв ее к нулю, стандартным способом получаем, что функция 
(9) достигает своего экстремума (в данном случае – минимума) в 
точке 

(10) 21 1 1 2 13
6 6 6

m n n n= + + + + . 

График этой зависимости изображен на Рис. 83. Отметим, что 
при n = 25 получим mmin ≈ 8.7, что полностью согласуется с Рис. 82. 

Скрытая коалиция. Выше был рассмотрен случай явного сою-
за игроков – наличие коалиции и ее состав были общеизвестны. 
Однако возможен и иной случай – когда о коалиции известно лишь 
ее участникам, а остальные игроки ни о чем не подозревают. 
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Рис. 83. Наименее выгодный размер коалиции 

 
Итак, пусть первые m игроков заключили коалицию и действу-

ют совместно, а остальные (n – m) игроков не знают о коалиции. 
Адекватным описанием такой ситуация является рефлексивная игра, 
где наряду с n реальными игроками в системе появляются m фан-
томных игроков. Фантомные игроки в данном случае – это первые m 
игроков в представлении остальных. Действительно, реально первые 
m игроков образуют коалицию, а в представлении остальные (n – m) 
игроков они действуют независимо. 

Целевые функции в действительности и в представлении игро-
ков имеют следующий вид: 
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Здесь за xij обозначено действие j-го игрока в представлении i-
го. При этом величины xii и xi считаем совпадающими – каждый 
игрок имеет верные представления о своих действиях. 



 330 

Находя информационное равновесие в этой игре, приходим к 
системе уравнений 
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Как и в случае явной коалиции, попарно вычтем уравнения 
внутри каждой группы. Приходим к следующей системе: 
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Аналогично случаю явной коалиции получаем равенство дейст-
вий для игроков, находящихся внутри одной группы (т. е. игроков 
вошедший в коалицию, не вошедших в нее и действия в представле-
нии игроков, не вошедших в коалицию). 

Таким образом, можно ввести обозначения для действий игро-
ков по группам: 
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• реальные действия игроков, вошедших в коалицию, обозначим 
через x; 

• реальные действия игроков, не вошедших в коалицию, обозна-
чим через y; 

• действия фантомных игроков – игроков, вошедших в коали-
цию, в представлении не вошедших в коалицию игроков обозначим 
через z. 

Тогда систему (13) можно записать в следующем виде: 

(14)  

















=

=





 ++

=++

=−+





 +

.

,111

,1)1(

,1)(12

yz

z
r

n

zn
x
y

ymnx
r

m

 

Действия игроков в таком случае примут следующий вид: 
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Можно заметить, что при m = 1 (т. е. в случае, когда коалиция не 
образуется), действия игроков полностью совпадают с действиями в 
случае отсутствия союза в системе. 

Выигрыш игроков, вошедших в коалицию, составит 

(16)  
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2
1 ( 1)
2 ( 1) (2 1)

r mr rf
nr r mr

+ +
=

+ + +
,  

а разница в выигрышах в случае заключения союза и в случае его 
отсутствия составит 
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Как и прежде зафиксируем эффективности всех игроков на 
уровне r = 1 и построим график зависимости разности выигрышей 
при разном числе игроков в системе (см. Рис. 84). 
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Легко видеть, что в случае «тайного сговора» максимальный 
выигрыш от создания коалиции игроки получают, как и в случае 
явной коалиции, при максимально возможном числе коалиционеров. 
Очевидное отличие от явного союза состоит в том, что тайный сго-
вор всегда выгоден (повышает выигрыш участников). 

 

 
 

Рис. 84. Разница выигрышей участников коалиции 
при эффективности r = 1 

 
Рассмотрим выигрыши и разницу в выигрышах (по сравнению с 

отсутствием коалиции) игроков, не попавших в союз. Для них эти 
значения записываются выражениями  
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Проследим зависимость разницы выигрышей при различном 
числе игроков в системе и числе игроков, заключивших союз (см. 
Рис. 85). 
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Рис. 85. Разница выигрышей игроков, не вошедших в коалицию, 

при эффективности r = 1 
 
Можно заметить, что, как правило, игроки вне союза теряют в 

выигрыше. Однако если в союз вступило достаточно большое число 
игроков, игрокам вне коалиции это также выгодно. 

Найдем, при каком размере тайной коалиции оставшиеся вне ее 
игроки оказываются в выигрыше. Из соотношения (19) легко видеть, 
что находящиеся вне коалиции игроки оказываются в выигрыше (по 
сравнению с отсутствием коалиции) при достаточно больших m – 
начиная с 

(20) 21 1 1 14 1
4 4 4

m n n n= − + + +  

или, для неограниченно возрастающего n – при m ≈ n/2. 
Завершая рассмотрение случая скрытых коалиций, отметим, что 

возникающее при этом информационное равновесие не является 
стабильным (см. раздел 2.7) – результат игры будет неожиданным 
для не вошедших в коалицию агентов. Для описания динамики 
представлений агентов в рефлексивных играх требуется более слож-
ная конструкция (см. раздел 2.14), однако этот вопрос выходит за 
рамки данной работы. 

Таким образом, в настоящем разделе рассмотрена модель оли-
гополии с явно или тайно существующей коалицией. При рассмот-
рении этой модели удалось выявить следующее: 
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- явно заключенный союз не всегда приносит дополнительную 
выгоду его участникам; 

- явный союз, затрагивающий всех (или почти всех) участников 
рынка (монополия) приносит наибольший прирост в прибыли для 
всех участников коалиции; 

- неявно заключенный союз всегда приносит дополнительные 
прибыли его участникам; 

- тайный союз может быть полезен и не участвующим в нем иг-
рокам. 

Перспективным представляется исследование вопросов форми-
рования явных и тайных коалиций (в том числе – нескольких коали-
ций) в других типах игр, а также выявление общих закономерностей 
взаимодействия в условиях неполной информации о существовании 
коалиций. 

 
 

4.23. АКТИВНЫЙ ПРОГНОЗ 
 
Общее понятие об активном прогнозе. Люди всегда стреми-

лись и стремятся к уменьшению влияния неконтролируемых ими 
факторов на результаты деятельности за счет получения дополни-
тельной информации о том, что им неизвестно вообще или известно 
неточно. Этим, наверное, качественно объясняется широкая распро-
страненность в нашей жизни всевозможных прогнозов – погоды, 
состояния рынка, экономического развития, научно-технического 
прогресса и т.д. 

Информация, получаемая субъектом (в том числе – коллектив-
ным) в результате прогноза, может быть просто принята им к сведе-
нию, а может изменить его поведение по сравнению с тем, как он вел 
бы себя в отсутствии этой информации. В первом случае говорят о 
пассивном прогнозе, во втором случае – об активном [117]. Такое 
разделение условно, так как в принципе любой прогноз может рас-
сматриваться как активный, поэтому активным обычно считается 
прогноз, в результате которого целенаправленное изменение поведе-
ния субъекта проявляется достаточно ярко. 

Рассмотрим основные известные подходы к определению пас-
сивного и активного прогнозов. В энциклопедическом словаре при-
водится следующее определение [146, с. 1063]: «Прогноз (от грече-
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ского prognosis – предвидение, предсказание) – конкретное предска-
зание, суждение о состоянии какого-либо явления в будущем». В 
[143] прогноз определяется как «некоторое суждение относительно 
неизвестных, особенно – будущих событий. Термины «суждение» и 
«событие» получают здесь свободное толкование. Совершенно 
необязательно, чтобы это «суждение» появилось в письменной 
форме, было опубликовано или сообщено каким-либо иным спосо-
бом. Описываемое событие может выражать даже отсутствие неко-
торых явлений». 

В [9] выделяется позитивный конструктивный подход к прогно-
зированию как активному воздействию на будущее путем планиро-
вания, программирования, проектирования и управления явлениями 
и процессами. В рамках этого подхода прогнозирование не является 
самоцелью, а составляет основу для принятия решений. В прогнозе в 
качестве параметров должны фигурировать управляющие перемен-
ные (то есть должны анализироваться различные сценарии), и для 
характеризации места прогноза в принятии решений69 можно выде-
лить следующую цепочку: «прогноз–план–программа–проект–
управление» [9, с.21]. 

Взаимоотношение между прогнозом и принятием решений рас-
сматривается также в [151]: 1) знание лицом, принимающим реше-
ние (ЛПР), настоящего состояния описывается в некоторых пере-
менных. Далее, 2) выделяются инструментальные (управляемые) и 
неуправляемые переменные. 3) Осуществляется предсказание буду-
щих значений неуправляемых переменных в зависимости от значе-
ний управляемых переменных – получаются условные прогнозы 
(сценарии). 4) Оцениваются результаты, то есть сравниваются исхо-
ды третьего пункта. 5) Производится выбор значений управляемых 
переменных, то есть осуществляется принятие решений. Другими 
словами, формулирование решения в зависимости от текущего 
состояния отражает политику ЛПР (т. е. механизм принятия реше-
ний). Таким образом, в рассматриваемом случае имеет место игра 
одного активного игрока с пассивным игроков, называемым в иссле-
довании операций «природой». Влияние его прогноза на поведение 

                                                           
69 Вообще, прогнозирование является неотъемлемым этапом управления. В настоя-
щей работе акцент делается, в основном, на тех случаях, когда собственно управле-
ние заключается в целенаправленном сообщении прогнозной или какой-либо 
другой информации. 
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других субъектов не учитывается (точнее, учитывается пассивно – 
через прогноз неуправляемых переменных), то есть прогноз в этом 
случае является не методом управления, а методом устранения 
неопределенности (условного по стратегии). 

Различают поисковый и нормативный прогнозы. Под поисковым 
прогнозом понимается определение возможных состояний объекта 
прогнозирования в будущем. Задача нормативного прогноза заклю-
чается в определении путей и сроков достижения желаемых состоя-
ний прогнозируемого объекта в будущем. Другими словами норма-
тивный прогноз – предсказания, «цель которых заключается в том, 
чтобы вызвать интерес и побудить к действию» [180, с. 58]. Поэтому 
нормативный прогноз может рассматриваться как управление в 
явном виде. 

В [92] подчеркивается, что специалист, принимающий решения 
на основании прогноза, пытается предотвратить осуществление 
неблагоприятного прогноза и увеличить вероятность осуществления 
благоприятного. Существуют две «крайности» во влиянии прогноза 
на управление [92, с. 21]: «Самоосуществляющийся прогноз – это 
такой прогноз, который оказывается достоверным только потому, 
что был сделан. Самоаннулирующийся прогноз – такой прогноз, 
который, наоборот, становится недостоверным только потому, что 
был сделан». Аналогичные свойства политических прогнозов обсу-
ждаются в [144]. 

В [29] выделяется активный и пассивный прогноз, и обсуждают-
ся проблемы априорной и апостериорной оценки качества прогноза. 
«Пассивный прогноз – такой, для которого результат прогноза не 
влияет и, по сути, не может влиять на объект прогнозирования. Если 
же воздействием прогноза на объект прогнозирования нельзя пре-
небречь (такой прогноз называется активным), то логика прогнози-
рования резко меняется и осложняется, так как сам прогноз должен 
учесть эффект результатов прогнозирования». Следовательно, ак-
тивным является любой нормативный прогноз, а также такие поис-
ковые прогнозы, которые используются при принятии управленче-
ских решений. 

Пассивный и активный прогнозы различаются, в числе прочего, 
в следующем аспекте. Рассмотрим сначала, что понимается под 
точностью пассивного прогноза. Предположим, что имеется некото-
рая система, относительно будущих состояний которой делается 



 337

прогноз. Этот прогноз производится на основе той или иной модели 
системы (модели прогнозируемого объекта), и вычисляемая апосте-
риори разность ||прогноз – факт||, где ||⋅|| отражает используемое 
«расстояние» между состояниями системы, может трактоваться и 
как точность пассивного прогноза, и как критерий адекватности 
используемой при прогнозе модели моделируемой системе. 

Если система является пассивной (не содержит активных эле-
ментов, которые могут изменять свое поведение при получении 
новой информации) или если прогноз не становится известным 
участникам активной системы, то любой прогноз будет пассивным. 

В случае, когда имеет место активный прогноз, использовать 
для определения его точности приведенную выше разность невоз-
можно, так как невозможно оценить «фактическое» («чистое» – 
каким оно было бы без информационного воздействия) состояние 
системы и сравнить его с прогнозным. 

Приведем пример активного прогноза. В [88, с. 162] описывает-
ся следующий эффект. «Вечером 6 января 1981 года Джозеф Гран-
вилл, известный советник по капиталовложениям во Флориде, от-
правил своим клиентам телеграмму: «Цены на акции резко упадут; 
продавайте завтра». Очень скоро все узнали о совете Гранвилла, и 7 
января стало самым черным днем во всей истории Нью-йоркской 
фондовой биржи. По общему мнению, акции потеряли в цене около 
40 миллиардов долларов». 

Еще пример активного прогноза [144, с. 51]: «Если влиятельные 
эксперты, выполняя заказ главы государства, находящегося в кон-
фликтных отношениях с высшим органом законодательной власти, 
спрогнозировали неизбежность досрочного роспуска парламента, то 
это могло подвигнуть заказчика именно к такому развитию событий, 
хотя реально оставались возможности для реализации иного сцена-
рия». 

Или другой пример из той же области – в начале 70-х годов XX 
века в результате исследования математических моделей фондового 
рынка была предложена так называемая формула Блэка-Шоулза для 
оценки стоимости опционов (производных ценных бумаг). Со вре-
менем эта формула вошла во все учебники по экономике, и на ее 
основе все рассчитывают реальную стоимость опционов, не задумы-
ваясь о том, насколько модель Блэка-Шоулза соответствует действи-
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тельности (эта модель стала, фактически, формировать «действи-
тельность») [102]. 

Обсудив проблему активного прогнозирования на качественном 
уровне, перейдем к теоретико-игровому анализу. 

Активный прогноз как способ отбора равновесий. Во всех 
предыдущих рассмотрениях мы обходили стороной следующий 
важный вопрос: какое действие выберет агент в случае, когда равно-
весий больше одного? Этот вопрос дискутируется в теории игр с 
самого ее возникновения, точнее, со времени формулировки 
Дж. Нэшем концепции равновесия. Существует обширная литерату-
ра, посвященная отбору (рафинированию, refinement) равновесий, 
однако ее анализ выходит за рамки данной работы (упомянем лишь 
специально посвященную этому вопросу монографию [159], напи-
санную двумя лауреатами Нобелевской премии). 

Мы рассмотрим, в связи с активным прогнозированием, лишь 
одну концепцию, так называемый эффект фокальной точки (термин 
введен в работе [254]). Эффект этот состоит в следующем: если в 
игре существует несколько равновесий, то игроки выберут то из них, 
которое выделяется среди прочих в том или ином смысле (так назы-
ваемое фокальное равновесие). 

Приведем пример, следуя [81, с. 42]. Пусть в каземате, проекция 
сверху которого изображена на Рис. 86, находится узник, а вне казе-
мата – его партнер, который желает освободить узника. Каждый из 
них в отдельности не может пробить стенку, но если они будут 
пробивать стенку одновременно навстречу друг другу, то отверстие 
будет проделано. Толщина стенки всюду одинакова. 
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Рис. 86. Эффект фокальной точки: 
вершина E выделяется среди прочих 
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Представим себе, что пробить стенку можно только в углах A, B, 
C, D, E, F, G. Пусть контакт в процессе работы и до нее между парт-
нерами невозможен, т. е. ни один из них до конца работы достоверно 
не знает, какое решение принял его партнер. Как будут вести себя 
умные и рациональные партнеры? 

Ясно, что у каждого участника игры имеется по семь стратегий 
– пробивать стенку в точке A, точке B, …, точке G. И равновесий 
тоже ровно семь: (A, A), (B, B), …, (H, H). Однако взгляд на Рис. 86 
показывает, что фокальным будет равновесие (E, E): умные и рацио-
нальные партнеры наверняка будут пробивать стену именно в этом 
углу. 

Вернемся к общему случаю ситуации с множеством равновесий. 
Если некто – например, центр – объявил о том, что исходом игры 
будет некое конкретное равновесие, то сам факт такого прогноза 
выделил это равновесие среди прочих. Таким образом, «спрогнози-
рованное» равновесие оказывается фокальным и, скорее всего, 
именно оно будет реализовано. 

Активный прогноз как вид информационного воздействия. 
Рассмотрим теперь случай, когда в ситуации имеется неопределен-
ный параметр, от которого зависят целевые функции агентов (хотя 
бы одного из них). Если при осуществлении информационного 
регулирования и рефлексивного управления центр сообщает агенту 
некий «факт» (информацию о неопределенном параметре либо о 
представлениях оппонентов), то в задаче активного прогнозирования 
сообщается прогноз – некая величина z ∈ Z, общеизвестным образом 
зависящая от неопределенного параметра и действий агентов (на-
пример, суммарное действие агентов). Центр как бы сообщает аген-
там: «Если вы будете действовать рационально, т. е. выберете равно-
весные действия, то результат будет таким, как я прогнозирую». В 
этом смысле прогнозом, сообщаемым агенту, может быть и его 
(агента) собственное действие. 

Далее каждый агент на основании прогноза может «восстано-
вить» информацию о состоянии природы и использовать эту инфор-
мацию (как и при информационном регулировании) при вычислении 
равновесных действий (в том числе и собственного действия). 

Запишем сказанное более формально. Рефлексивная игра зада-
ется кортежем {N, (Xi)i ∈ N, fi(⋅)i ∈ N, Θ, I}, где N = {1, 2, …, n} – множе-
ство участников игры (игроков, агентов), Xi – множество допусти-
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мых действий i-го агента,  fi(⋅): Θ × X’ → ℜ1 – его целевая функция, 
i ∈ N, I – структура информированности. Пусть, кроме этого, имеет-
ся функция z(⋅): Θ × X’ → Z, i ∈ N, отображающая вектор (θ, x) в 
элемент z некоторого множества прогнозов Z. Элемент z ∈ Z и есть 
прогноз, который центр сообщает агентам70. 

После получения прогноза z агенты решают систему n + 1 урав-
нений xi ∈ BRi(θ, x-i), i ∈ N, z(θ, x) = z, определяя значения неопреде-
ленного параметра θ и одновременно вычисляя информационное 
равновесие71 (x1, …, xn). При этом формируется структура информи-
рованности единичной глубины, состоящая из единственного эле-
мента. 

Модельные примеры осуществления активного прогноза приве-
дены в разделах 6.4 и 6.5. 

 
 

4.24. СОЦИАЛЬНЫЕ СЕТИ 
 
В последние годы большой интерес исследователей привлекают 

социальные сети [39, 226]. Под социальной сетью на качественном 
уровне понимается социальная структура, состоящая из множества 
элементов сети или агентов (субъектов – индивидуальных или кол-
лективных, например, индивидов, семей, групп, организаций) и 
определенного на нем множества отношений (совокупности связей 
между агентами, например, знакомства, дружбы, сотрудничества, 
коммуникации). Формально социальная сеть представляет собой 
граф G(N, E), в котором N = {1, 2, …, n} – конечное множество 
вершин и E – множество ребер, отражающих взаимодействие аген-
тов. 

При моделировании социальных сетей обычно исходят из пред-
положения о том, что основная характеристика его элемента (его 
мнение по какому-либо вопросу, «зараженность» чем-либо в моде-
лях распространения эпидемий и т.п.) меняется по некоторому за-
данному закону исходя из характеристик «соседних» элементов. В 
таких моделях (назовем их условно моделями первого типа) элемент 
сети является, по сути, пассивным. Многочисленные модели инфор-
                                                           
70 Здесь мы предполагаем, что центр осуществляет однородную стратегию, т. е. всем 
агентам сообщается один и тот же прогноз. 
71 Будем считать, что данная система имеет единственное решение. 
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мационного управления мнениями, репутацией и доверием пассив-
ных элементов социальных сетей описаны в [39]. 

Реже встречаются модели, где элемент сети сам выбирает ха-
рактеристику (например, действие или бездействие) исходя из своих 
возможностей и интересов. В таких моделях (назовем их условно 
моделями второго типа) элемент сети является активным, т. е. обла-
дает своим интересами (например, формализованными в виде целе-
вой функции) и свободой выбора. 

В данном разделе рассматривается пример комплексной модели 
[156], в которой учитывается как пассивный, так и активный аспекты 
поведения элементов социальной сети. Каждый такой элемент 
(агент) характеризуется некоторым параметром, который может 
меняться под влиянием других агентов и на который может оказы-
вать влияние управляющий орган – центр. В то же время, каждый 
агент обладает целевой функцией и выбирает свое действие из мно-
жества допустимых действий. 

Описание теоретико-игровой модели. Пусть имеется конечное 
множество агентов, N = {1, 2, …, n}, каждый из которых характери-
зуется параметром (типом [112]) ri (где 0 < ri < 1), целевой функцией 
fi и выбирает действие xi (где xi неотрицательное действительное 
число). Целевая функция i-го агента имеет следующий вид: 

(1) 
2

1 1( ,..., ) ( ... 1) .i
i n i n

i

xf x x x x x
r

= + + − −  

Содержательная интерпретация следующая: агенты приклады-
вают усилия xi к некоторому совместному действию, которое ока-
жется успешным (дает положительный вклад в целевые функции 
агентов) в случае, если сумма усилий превышает некоторый порог, 
который принимается равным единице. Если действие оказалось 
успешным, то выигрыш агента (первое слагаемое целевой функции) 
тем больше, чем больше его усилие. С другой стороны, само по себе 
усилие агента вносит в его целевую функцию отрицательный вклад 
(второе слагаемое целевой функции), который зависит от типа ri – 
чем больше тип, тем «легче» агенту прикладывать усилие (напри-
мер, это может быть психологически объяснено большей лояльно-
стью, склонностью агента к совместному действию). 

 Для нахождения равновесия Нэша, при котором все действия 
положительны (т. е. максимум целевой функции каждого агента 
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достигается в области xi > 0), запишем следующую систему уравне-
ний: 

(2) 1
1

( ,..., ) 2 ( ... 1) 0, .i n
i i n

i i

f x x x x x x i N
x r

∂
= − + + + − = ∈

∂
 

 Удовлетворяющий системе (2) набор действий является равно-
весным по Нэшу, поскольку справедливо соотношение 

(3) 
2

1
2

( ,..., ) 22 0.i n

i i

f x x
x r

∂
= − <

∂
 

Для решения системы (2) выразим действие xi через сумму всех 
действий агентов (здесь и далее суммирование проводится от 1 до n): 

(4) 1 .
2

i
i j

ji

rx x
r

 
= − −  

∑  

Далее просуммируем по всем агентам, 

(5) 
1 1 1

1 .
2

n n n
i

i j
j i ji

rx x
r= = =

 
= − −  

∑ ∑ ∑  

и введем следующие обозначения: 

(6) ,
2

i
i

i

rk
r

=
−

 

(7) .i
i

kσ = ∑  

Используя эти обозначения, можно записать 

(8) .
1j

j
x σ

σ
=

−∑  

Из последнего соотношения видно, что система уравнений име-
ет решение при условии 
(9) 1.σ >  

При этом условии для равновесных действий агентов получаем 
выражение 

(10) 1 ,
1i ix k σ

σ
 = − −   

(11) .
1

i
i

kx
σ

=
−  Вышеприведенные выкладки доказывают следующее утвержде-

ние. 
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Утверждение 4.24.1. Необходимым и достаточным условием 
существования ненулевого равновесия является условие σ > 1. 

Отметим, что полученное равновесие является не единствен-
ным, поскольку в некоторых случаях максимум целевой функции 
агента достигается на границе области допустимых действий, т. е. 
при xi = 0. Сформулируем еще два утверждения, которые вместе с 
утверждением 4.24.1 полностью описывают структуру равновесий 
игры. 

Утверждение 4.24.2. Набор действий (0, 0, … , 0) является рав-
новесием по Нэшу. 

Доказательство. Нетрудно видеть, что  

(12) 
2

(0,..., ,...,0) ( 1) , .i
i i i i

i

xf x x x i N
r

= − − ∈  

Первая и вторая производные этой функции по xi в нуле отрица-
тельны, поэтому xi = 0 является точкой максимума. Утверждение 
4.24.2 доказано. 

Утверждение 4.24.3. Если действие хотя бы одного из агентов 
равно нулю и система находится в положении равновесия по Нэшу, 
то это равновесие (0, 0, … , 0). 

Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать, что 
нулю равно действие первого агента. Поскольку нуль является точ-
кой максимума по x1  (так как это равновесное действие), частная 
производная в нуле отрицательна: 

(13) 1 1
1

11 1

( ,..., ) 22 1 0,n
j

j

f x x x x
x r ≠

 ∂
= − + − < ∂  

∑  

откуда получаем соотношение 

(14) 1
11

22 0 1 .j
j

x x
r ≠

 
− = < − 

 
∑  

Последнее соотношение дает необходимое условие существова-
ния равновесия Нэша при нулевом действии 1-го агента: 
(15) 1.j

j
x <∑  

Выпишем теперь производную целевой функции k-го агента: 

(16) 1( ,..., ) 22 1k n
k j

j kk k

f x x x x
x r ≠

 ∂
= − + − ∂  

∑  
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Так как действия ограничены только снизу и функция непре-
рывно дифференцируема, то необходимым условием ненулевого 
локального максимума является равенство нулю производной, кото-
рое можно записать в следующем виде: 

(17) 1
12 1 .k

j
j kk

r x x
r ≠

 −
= − 

 
∑  

Последнее равенство противоречиво, поскольку левая его часть 
отрицательна, а правая – положительна. Утверждение 4.24.3 доказа-
но. 

Задача информационного управления: определение жела-
тельных типов агентов. Перейдем теперь к задаче информационно-
го управления. Введем в рассмотрение центр, который стремится 
управлять типами агентов таким образом, чтобы привести их  в 
наиболее желательное для него равновесие Нэша. В рамках данной 
работы будем считать, что задачей центра является нахождение 
множества состояний сети (наборов типов агентов), при которых его 
целевая функция достигает максимального значения. 

Некоторые возможные варианты целевых функций центра под-
робно рассматриваются в монографии [39]. В данном случае выбе-
рем для нашей системы следующую целевую функцию: 
(18) .j

j
F x= −∑  

Содержательно это означает, то действия агентов для центра 
нежелательны, и его задачей является минимизация их суммарных 
действий. Примером может быть реакция систем защиты на дейст-
вия злоумышленников. 

Очевидно, центру выгодны нулевые действия агентов. Поэтому 
он должен стремиться исключить ненулевое равновесие, т. е. сделать 
его невозможным. Согласно утверждению 4.23.1, ненулевое равно-
весие не существует при условии 
(19) 1.σ ≤  

Переписывая последнее соотношение для типов агентов, полу-
чаем окончательно условие на невозможность ненулевого равнове-
сия: 

(20) 1.
2

i

i i

r
r

≤
−∑  
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В случае если типы агентов одинаковы, последнее соотношение 
приобретает после преобразования следующий вид: 

(21) 2 .
1

r
n

≤
+

 

Таким образом, мы получили условие на типы агентов, при вы-
полнении которого центр достигает своей цели. При этом условии в 
системе не существует ненулевого равновесия по Нэшу и, таким 
образом, единственным равновесием оказывается нулевое, при 
котором целевая функция центра принимает максимальное значение. 

Задача информационного управления: выбор оптимального 
воздействия на типы агентов. В данном разделе мы рассмотрим 
возможности центра по осуществлению управления посредством 
изменения начальных мнений (типов) агента. Нетрудно видеть, что в 
данном случае (см. (6), (10), (17)) центр заинтересован в уменьшении 
мнений агентов, поэтому будем рассматривать только воздействия, 
уменьшающие типы. Зависимость типа агента от воздействия на 
него центра должна обладать следующими свойствами 

• быть непрерывной; 
• асимптотически стремиться к нулю при увеличении воздейст-

вия центра; 
• в нуле равняться типу агента до воздействия центра; 
• монотонно убывать. 
Этим условиям удовлетворяет, например, следующая функция: 

(22) 0 ,
j

j

u

u
j jr r e α

−

=  
где j – номер агента, неотрицательное действительное число uj – 
прилагаемое усилие центра, 0

jr  – начальный тип агента (до воздейст-

вия центра), u
jr – тип агента после воздействия центра, положитель-

ное действительное число αj – константа, характеризующая степень 
влияния центра на данного агента. Ниже также будет введено огра-
ничение сверху на uj. 

Находясь в одной социальной сети, агенты общаются, обмени-
ваясь мнениями. Такой обмен мнениями приводит к тому, что тип 
агента изменяется в соответствии с типами агентов, которым он в 
данный момент доверяет. В том случае, если взаимодействие агентов 
продолжается достаточно долго, то их мнения стабилизируются – 
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сходятся к единому, результирующему типу (условия его существо-
вания подробно описаны в [39]). 

Результирующий тип можно записать как сумму исходных ти-
пов агентов с положительными весами wj, характеризующими влия-
тельность агентов (подробнее см. [39]): 
(23) 1 1 ... .u u

n nr w r w r∞ = + +  
Естественно предположить, что сумма всех усилий центра огра-

ничена сверху. Обозначим такое суммарное максимальное усилие 
центра U, которое будем называть ресурсом. Обозначив через k 
количество агентов, на которых может влиять центр (без ограниче-
ния общности можно считать, что это первые k агентов), оптимиза-
ционную задачу относительно uj можно записать в следующем виде: 

(24) 0

1
min,

i

i

un

i i
i

w r e α
−

=

→∑
 

(25) 0; ,ju j k≥ ∀ ≤  

(26) 
1

; 0; 1,..., .
k

j k p
j

u U u p n k+
=

= = = −∑  

Для нахождения решения применяется метод множителей Ла-
гранжа. Функция Лагранжа для поставленной задачи 

(27) 0

1 1
( ).

i

i

un k

i i j
i j

L w r e u Uα λ
−

= =

= + −∑ ∑  

Следовательно, можно записать систему уравнений  

(28) 

0

1

1 0,

0.

j

j

u

i i
j i

k

j
j

L w r e
u

L u U

α λ
α

λ

−

=

 ∂ = − + =
∂


∂ = − = ∂

∑
 

Решив уравнения, запишем следующее выражение для 

(29) 
0

ln .i i i
i i

w ru α
α

λ
=  

Теперь можно выразить λ из второго уравнения, подставив по-
лученное выше выражение для ui,  

(30) 
0

1
ln 0,

k
i i i

i
i

w r Uα
α

λ=

− =∑
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После преобразования, оно может быть записано как 

(31) ( )
1

0

1
ln ln

k

j i i i i
j

w r Uλ α α α
−

=

 
= − 

 
∑ ∑

 
Таким образом, выражение для λ 

(32) 

1

0

1 1
ln

,

k k

j i i i i
j j

w r U

e
α α α

λ

−

= =

   
   − +
   
   
∑ ∑

=
 Это позволяет выписать оптимальные управляющие воздейст-

вия, которые при существующем ограничении обеспечивают наи-
меньший результирующий тип агентов  
(33) ( )0ln ln .i i i i iu w rα α λ= −  

(34) 
1 1

0 0

1 1 1
ln ln .

k k k

i j i j p p p p i i i i
j j p

u U w r w rα α α α α α α
− −

= = =

   
= + −   

   
∑ ∑ ∑  

Решение системы дает условие на количество ресурса, при ко-
тором оптимальное управление центра может гарантировать отсут-
ствие ненулевых равновесий Нэша: 

(35) 

1

1 0 0

1 1

2 ,
1

k

j
i j

U
k n

S
i i j j

i i k
e w r e w r

n

α
α

−

=

 
 −
 
 

= = +

∑
≤ −

+∑ ∑  

где 

(36) 
1

0 0

1 1

1ln ln .
k k

i i i j i i i i
j ii

S w r w rα α α α
α

−

= =

 
= −  

 
∑ ∑  

В случае одинаковых значений α (что соответствует одинако-
вым возможностям центра по влиянию на каждого агента) это соот-
ношение можно записать в более простом виде: 

(37) 

0

1 1 1

0

1 1

ln ln

2ln .
1

k k k

j j j j
j j j
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j j j
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w r
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α α α
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= = =

= = +

    
≥ + +        

   
+ −    +   

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

Таким образом, мы получили условие на суммарное количество 
ресурсов, при выполнении которого центр способен предотвратить 
активность агентов, т. е. сделать нулевое равновесие Нэша единст-
венным. Иными словами, если центр располагает ресурсом U таким, 
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что выполняется условие (35) (с учетом (36)), то он может при по-
мощи управляющих воздействий (34) добиться бездействия (т. е. 
выбора нулевых действий) агентов. 

В то же время, при недостатке ресурса (т. е. при невыполнении 
условия (35)) существует ненулевое равновесие Нэша, в котором 
агенты осуществляют нежелательное для центра коллективное дей-
ствие. 

Итак, в настоящем разделе рассмотрена модель информацион-
ного управления в социальной сети, описывающая воздействие 
центра на мнения (типы) агентов с целью добиться выгодного для 
центра исхода взаимодействия агентов. В общем случае интерес 
представляет описание взаимосвязи между возможностями центра 
по воздействию на мнения членов социальной сети и результатами 
их взаимодействия. По-видимому, в общем случае эта задача не 
может быть решена в явном виде, поэтому перспективным направ-
лением дальнейших исследований является рассмотрение содержа-
тельных частных случаев. 

 
 

4.25. УПРАВЛЕНИЕ ТОЛПОЙ 
 
Модель толпы. Рассмотрим, следуя [13], модель толпы – мно-

жество N = {1, 2, …, n} агентов, каждый из которых выбирает одно 
из двух решений – «1» (действовать, например, принимать участие в 
беспорядках) или «0» (бездействовать). Агент i ∈ N характеризуется, 
во-первых, своим влиянием на другого агента tji ≥ 0 – тем "весом" с 
которым к его мнению прислушивается или его действия учитывает 
другой агент j. Будем считать, что для каждого агента j выполнены 
следующие условия нормировки ji

i j
t

≠
∑  = 1, tii = 0. Во-вторых – своим 

решением xi ∈ {0; 1}. В-третьих – своим порогом θi ∈ [0; 1], опреде-
ляющим, будет ли агент действовать при той или иной обстановке 
(векторе x-i решений всех остальных агентов). Формально, действие 
xi i-го агента определим как наилучший ответ (BR – best response) на 
сложившуюся обстановку: 
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(1) xi = BRi(x-i) = 
1, если ,

0, если .

ij j i
j i

ij j i
j i

t x

t x

θ

θ
≠

≠

 ≥



<


∑

∑
 

Поведение, описываемое выражением (1), называется порого-
вым [12]. Равновесием Нэша будет вектор xN действий агентов, 
такой, что xN = BR(xN) [41]. 

Рассмотрим по аналогии с работой [12] следующую модель ди-
намики коллективного поведения: в начальный момент времени все 
агенты бездействуют, далее в каждый из последующих моментов 
времени агенты одновременно и независимо действуют в соответст-
вии с процедурой (1). Обозначим 
(2) Q0 = {i ∈ N | θi = 0}, Qk = Qk–1 ∪ {i ∈ N | 

1 ,k

ij
j Q j i

t
−∈ ≠

∑  ≥ θi},  

k = 1, 2, …, n – 1. 
Очевидно Q0 ⊆ Q1 ⊆ … ⊆ Qn–1 ⊆ Qn = N. Обозначим через 

T = {tij} матрицу влияний агентов, через θ = (θ1, θ2, … , θn) – вектор 
их порогов. Вычислим следующий показатель: 
(3) q(Т, θ) = min {k = 0, 1n −  | Qk+1 = Qk}. 

Равновесие коллективного поведения x* (РКП) определим сле-
дующим образом: 

(4) ( , )*

( , )

1,  если
( , )

0,  если \
q T

i
q T

i Q
x T

i N Q
θ

θ

θ
∈

=  ∈
, i ∈ N. 

В [13] доказано, что для любых матриц влияния T и порогов 
агентов θ  РКП (4) существует, единственно и является одним из 
равновесий Нэша для игры с наилучшим ответом (1). 

Подчеркнем, что определение РКП конструктивно (см. выраже-
ния (2)-(4)) – сложность его вычисления невелика. Отметим также 
тот факт, что, если отсутствуют агенты с нулевыми порогами, то 
бездействие всех агентов является РКП. С точки зрения управления 
этот факт, в частности, означает, что, в первую очередь, следует 
обращать внимание на «зачинщиков» – агентов, принимающих 
решение «действовать» даже когда остальные бездействуют. 

Задача управления. Агрегированным показателем состояния 
толпы будем считать число действующих агентов: 
(5) K(T, θ) = |Qq(T, θ)|, 
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в анонимном случае K(m) = p(m). 
Обозначим вектора начальных значений матриц влияния и по-

рогов агентов T0 и θ0 соответственно. Пусть заданы множества 
допустимых значений влияний и порогов агентов – соответственно T 
и Θ, а также заданы выигрыш H(K) управляющего органа – центра – 
от достигнутого состояния толпы K и его затраты C(T, θ, T0, θ0) на 
изменение репутаций и порогов агентов. 

Критерием эффективности управления будем считать значение 
целевой функции центра, равной разности между выигрышем H(⋅) и 
затратами С(⋅). Тогда задача управления примет вид: 
(6) H(K(T, θ)) – C(T, θ, T0, θ0) → 

,
max

T θ∈Τ ∈Θ
. 

Для анонимного случая задача управления (6) примет следую-
щий вид: 
(7) H(p(m)) – C(m, m0) → max

m M∈
, 

где M – множество допустимых значений векторов порогов в ано-
нимном случае, а m, m0 – конечный и начальный вектора порогов 
соответственно. Решение задачи управления порогами агентов при-
ведено в [13]. Рассмотрим задачу информационного управления. 

Информационное управление. Проанализируем возможности 
информационного управления, в котором центр воздействует на 
представления агентов о параметрах друг друга, на представления о 
представлениях и т.д. В качестве предмета управления выберем 
представления о порогах агентов. Информационным управлением 
будет формирование у агентов структур информированности вида: 
θij  – представления i-го агента о пороге j-го (структура информиро-
ванности второго ранга или глубины два); θijk – представления i-го 
агента о представлениях j-го агента о пороге k-го агента (структура 
информированности третьего ранга или глубины три) и т.д. Обладая 
той или иной структурой информированности, агенты выбирают 
действия, являющиеся информационным равновесием (см. раздел 
2.3), в котором каждый агент выбирает свои действия как наилуч-
ший ответ на те действия, которые в рамках его представлений 
должны выбрать оппоненты. 

Воспользовавшись выражением (4), характеризующим величи-
ны порогов, приводящих к требуемому РКП, можно условно счи-
тать, что любой результат, достижимый за счет реального изменения 
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порогов, может быть по аналогии реализован информационным 
управлением (изменением представлений агентов о порогах друг 
друга). С этой точки зрения информационное управление порогами 
эквивалентно просто управлению порогами [13], являясь при этом, 
наверное, более мягким, чем последнее. 

Однако при реализации информационного управления в задачах 
управления поведением толпы существует одна проблема. Одним из 
свойств «хорошего» информационного управления является его 
стабильность (см. раздел 2.7) – свойство, заключающееся в том, что 
все агенты наблюдают в реальности те результаты, которых ожида-
ли. 

Предположим, что в рассматриваемой модели толпы каждый 
агент апостериори наблюдает число агентов, принявших решение 
«действовать» (отметим, что это достаточно слабое предположение 
по сравнению с взаимной наблюдаемостью индивидуальных дейст-
вий). Тогда стабильным будет информационное управление, при 
котором каждый агент увидит, что реально действует ровно столько 
агентов, сколько он и ожидал увидеть действующими. Требование 
стабильности существенно при длительных взаимоотношениях 
управляющего центра и агентов – если (при нестабильном информа-
ционном управлении) агенты один раз усомнятся в достоверности 
сообщаемой центром информации, то и в дальнейшем они будут 
иметь все основания в ней сомневаться. 

Утверждение 4.26.1. В анонимном случае не существует ста-
бильного информационного равновесия, при котором действуют 
строго меньшее число агентов, чем в РКП [13]. 

Доказательство утверждения 4.26.1. Обозначим через QΣ мно-
жество агентов, действующих в стабильном информационном рав-
новесии. Предположим, что их число не превышает числа дейст-
вующих в РКП |QΣ| ≤ |Qp(θ)|. В силу стабильности информационного 
равновесия для каждого агента i ∈ QΣ должно быть выполнено 

1 ( 1)j i
j i

Q x n θΣ
≠

− = ≥ −∑ . Значит ( ) 1 ( 1) ipQ nθ θ− ≥ − , из чего сле-

дует, что i ∈ Qp(θ). Таким образом, QΣ ⊆ Qp(θ). Если существуют 
бездействующие агенты в Qp(θ) \ QΣ, то для них это равновесие неста-
бильно. Поэтому QΣ = Qp(θ) для стабильного информационного рав-
новесия. • 
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«Негативный» результат утверждения 4.26.1 свидетельствует о 
сложности осуществления долгосрочного информационного управ-
ления пороговым поведением толпы. 

 
 

4.26. МЕТОД РЕФЛЕКСИВНЫХ РАЗБИЕНИЙ 
 
На сегодняшний день известен ряд прикладных моделей, иллю-

стрирующих эффекты стратегической рефлексии в моделях группо-
вого поведения [64, 109]. Перечислим кратко основные результаты, 
которые свидетельствуют, что наличие рефлексирующих агентов 
может изменять групповое поведение существенным образом. 

В модели «Диффузная бомба» (раздел 4.26.1) введение рефлек-
сирующих («интеллектуальных», адаптивных, прогнозирующих 
поведение оппонентов) агентов позволяет существенно повысить 
эффективность группового поведения. 

Модель «Рефлексивная игра полковника Блотто» (раздел 
4.26.2) свидетельствует, что рефлексивная «надстройка» над класси-
ческой теоретико-игровой задачей (игра полковника Блотто) расши-
ряет множество «равновесных» исходов, но, как свидетельствуют 
результаты имитационного моделирования, может требовать очень 
высоких рангов рефлексии участников. 

Модель «Олигополия Курно» (в качестве базовой используется 
классическая модель олигополии [131, 233]) – см. раздел 4.26.3 – 
демонстрирует, что при определенном диапазоне значений началь-
ных действий агентов можно реализовать эффективные по Парето 
или равновесные по Нэшу уровни производства или увеличить 
суммарный объем производства за счет введения определенного 
числа агентов первого и второго рангов рефлексии. 

Модель «Задача о консенсусе» (раздел 4.26.4), содержательная 
интерпретация которой следующая: действиям агентов соответству-
ют их положения на прямой (координаты в пространстве или мнения 
и т. д. – см. обзоры в [163]), агрегированной ситуации – среднее 
значение координат агентов. Целевой функцией агента является его 
«отклонение» от агрегированной ситуации, а критерием эффектив-
ности – «дисперсия» положений агентов (в данном примере целевая 
функция центра зависит не только от агрегированной ситуации 
игры, но и от всего вектора действий агентов). Оказывается, что в 
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этом случае введение рефлексирующих агентов расширяет множест-
во векторов действий, которые могут выбрать агенты, и приводит к 
росту значения критерия эффективности. 

В модели «Активная экспертиза» (раздел 4.26.5) наличие реф-
лексирующих агентов даже первого ранга существенно расширяет 
диапазон возможных результатов экспертизы [142], которыми может 
манипулировать ее организатор, т. е. наличие рефлексирующих 
агентов может приводить к последствиям, негативным, условно 
говоря, с точки зрения группы в целом (см. также модели формиро-
вания команд в [105]). Второй ранг рефлексии позволяет реализовать 
равновесие Нэша. 

В модели «Транспортные потоки и эвакуация» (раздел 4.26.6) 
наличие рефлексирующих агентов первого ранга позволяет достичь 
минимального (оптимального с «централизованной» точки зрения) 
времени эвакуации из здания группы агентов, принимающих реше-
ния децентрализованно можно найти описание имитационных моде-
лей транспортных потоков и эвакуации, учитывающих рефлексию 
агентов. 

Для модели «Фондовый рынок» (следует подчеркнуть, что 
именно фондовый рынок является объектом моделирования, для 
которого, наверное, наиболее часто используют «рефлексивные» 
рассуждения – см., например, [44, 45, 147]) показано (см. раздел 
4.26.7), что изменить рыночную цену (по сравнению с нерефлексив-
ным принятием решений) может только определенная «критическая 
масса» рефлексирующих агентов. 

 
 

4.26.1. Диффузная бомба 
 
В настоящем разделе для т.н. задачи о диффузной бомбе (задачи 

о групповом проникновении через систему обороны [63]) проведен 
имитационный сравнительный анализ пяти вариантов, различаю-
щихся «интеллектуальностью» поведения (адаптивность, способ-
ность к рефлексии, прогнозированию и т.д.) подвижных объектов 
(ПО). Показано, что наделение ПО возможностью учета параметров 
системы обороны и прогнозирования поведения других ПО повыша-
ет эффективность группового проникновения через систему оборо-
ны. 
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Во многих прикладных областях возникают задачи управления 
группой ПО, совместно выполняющих некоторое задание. Это зада-
ние может заключаться, например, в поиске подвижных или непод-
вижных объектов в заданной области пространства, или в проникно-
вении в заданную область, или в поражении целей и т.д. Как 
правило, функционирование группы ПО происходит в конфликтной 
среде, то есть в условиях противодействия (обнаружения, информа-
ционного противодействия, уничтожения) – со стороны объектов 
поиска, системы охраны/обороны (элементы которой условно назы-
вают «сенсорами»), обеспечивающей защиту границ области, целей 
и т.д. 

Введем следующую систему классификаций задач группового 
управления в условиях противодействия. 

1) Целью группы ПО является: поиск, проникновение в область; 
2) Цель поиска/поражения (далее – целевой объект (ЦО)): одна, 

несколько; подвижная, неподвижная; 
3) Движение происходит: на плоскости, в трехмерном простран-

стве; 
4) Время поражения ЦО: фиксировано, минимизируется; огра-

ничено, произвольно; 
5) Число сенсоров: один, два, несколько; 
6) Сеть сенсоров: для ПО априори известна, неизвестна; сенсо-

ры: подвижные, неподвижные; 
7) ПО: один, несколько; 
8) Скорость ПО: постоянная, может варьироваться; 
9) Ограничения на скорости и ускорения ПО: отсутствуют, при-

сутствуют; 
10) Распределение ЦО (и/или задач, функций и т.п.) среди ПО 

осуществляется: централизованно, автономно (децентрализованно); 
программно, в реальном времени; 

11) Планирование траекторий ПО (включая обеспечение избе-
жания столкновений) осуществляется: централизованно, автономно; 
программно, в реальном времени; 

12) Взаимодействие ПО (прогноз и координация в зависимости 
от вероятности обнаружения): учитывается, не учитывается; 

13) Вид функционала риска обнаружения ПО (вид зависимости 
от скорости ПО, расстояний до сенсоров; суммирование сигналов на 
сенсорах и т.д. – см. ниже). 
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Каждая комбинация значений признаков классификаций по раз-
личным основаниям характеризует соответствующий класс задач. 

Обзор задач, порождаемых приведенной выше системой клас-
сификаций, не является целью настоящей работы. Ниже рассматри-
вается одна из возможных постановок, а именно – целью группы, 
состоящей из нескольких ПО, движущихся на плоскости, является 
«поиск» (поражение) неподвижного ЦО; время достижения ЦО не 
фиксировано; имеется несколько неподвижных сенсоров; ПО дви-
жутся с постоянной по абсолютной величине заданной скоростью 
(направление движения может меняться); планирование ими траек-
торий осуществляется децентрализовано (автономно) в реальном 
времени. Информированность ПО (та информация о параметрах 
системы обороны и других ПО, которой они обладают на момент 
планирования траекторий) детализируется ниже, как и вид функцио-
нала риска обнаружения (см. выражения (2) и (5) ниже). Критерием 
эффективности действий группы ПО будем считать их число К, 
достигших ЦО. Данный класс задач можно условно назвать «задача 
о диффузной бомбе». 

Ключевой отличительной характеристикой рассматриваемой в 
настоящей работе модели является «кооперативное» децентрализо-
ванное принятие ПО (обзор методов и результатов решения анало-
гичных задач для случая одного ПО можно найти в [63]) решений по 
выбору траекторий движения в условиях, когда вероятность обна-
ружения/уничтожения каждого из них зависит от относительного 
расположения всех членов их группы. 

Сначала приведем постановку "некооперативной" задачи и не-
которые известные методы ее решения, а затем рассмотрим случай, 
когда вероятность индивидуального обнаружения и/или поражения 
зависит от взаимного расположения всех ПО. 

Планирование траекторий в условиях противодействия. 
Рассмотрим следующую задачу. Заданы начальные положения 
(xj(0), yj(0)), j = 01, K , на плоскости K0 подвижных объектов. Их цель 
– оказаться в точке с координатами (x*, y*). Положение j-го ПО в 
момент времени t ≥ 0 обозначим через (xj(t), yj(t)), его скорость – 

через vj(t) = 2 2( ) ( )j jx y+& & , время первого попадания в точку (x*, y*) 
– через Tj. 
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Имеются N неподвижных сенсоров с координатами (аi, bi), 
i = 1, N , имеющих возможность суммировать приходящие на них в 
один и тот же момент времени сигналы. Расстояние от j-го ПО до i-

го сенсора обозначим через ρij(t) = 2 2( ( ) ) ( ( ) )j i j ix t a y t b− + − . 
В общем случае риск обнаружения j-го ПО системой сенсоров 

описывается следующим функционалом: 

(1) Rj = 
10

( ( ))
( ( ))

jT mN
j

k
i ij

v t
dt

tρ=
∑∫ , 

где «сигнал» на сенсоре (слагаемое в выражении (1)) зависит от 
скорости ПО и расстояния от последнего до сенсора. Из вида функ-
ционала (1) следует, что риск обнаружения ПО зависит от значений 
«сигналов» на различных сенсорах. Величина показателя степени k 
является характеристикой физического поля, в котором осуществля-
ется обнаружение, а величина показателя степени m характеризует 
зависимость уровня интенсивности излучаемого сигнала от скорости 
движения объекта (например, сигналов первичного гидроакустиче-
ского поля). 

«Некооперативная» модель. Пусть все ПО движутся с посто-
янной по абсолютной величине скоростью v0. Зная расположение 
сенсоров и их условные неотрицательные чувствительности {ci}, 
i = 1, N , мы можем по аналогии с выражением (1) для каждой точки 
(x, y) плоскости определить риск (вероятность обнаружения) 

(2) r(x, y) = min {
( )2 21 ( ) ( )

N
i

k
i

i i

c

x a y b= − + −
∑ ; 1} 

обнаружения отдельного ПО, находящегося в этой точке. 
Пусть время дискретно. Шаг времени обозначим через τ, через p 

обозначим вероятность уничтожения обнаруженного ПО (для про-
стоты будем считать, что эта вероятность не зависит от координат 
точки обнаружения, времени и скорости ПО – учет в будущих ис-
следованиях этих зависимостей представляется перспективным), 

через e(x, y) = (x* – x, y* – y) / * 2 * 2( ) ( )x x y y− + −  – единичный 
вектор направления на ЦО в точке (x, y), через ρ((x, y); (q, w)) – 
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евклидово расстояние между точками (x, y) и (q, w), через s∆(x, y) – 
круг радиуса ∆ ≥ 0 с центром в точке (x, y). 

Рассмотрим несколько стратегий поведения ПО. 
Вариант I. Первый (самый простой) вариант, когда каждый ПО 

движется по прямой, соединяющей его начальное положение с ЦО. 
Соответствующий ПО условно назовем неинтеллектуальным. 

В рамках варианта I каждый ПО в каждый момент времени 
должен знать только свое текущее положение и положение ЦО. 

Более «интеллектуальные» ПО должны учитывать текущие 
и/или будущие вероятности их обнаружения. Для описания их пове-
дения определим множество таких точек, что: 1) в них ПО может 
оказаться, начав двигаться из точки (x, y) со скоростью v0, через 
время τ; 2) вероятность обнаружения ПО не превышает пороговой 
величины δ: 
(3) 

0 0( , ) {( , ) | (( , ); ( , )) ; ( , ) }vS x y q w x y q w v r q wδ
τ ρ τ δ= = ≤ . 

Обозначим 
0

* *
( , )

Proj ( , )
vS x y

x yδ
τ

 – проекцию положения ЦО на 

множество 
0

( , )vS x yδ
τ  (т. е. ближайшая в смысле евклидова расстоя-

ния до ЦО точка этого множества; если такая проекция не единст-
венна, выберем равновероятно любую из них). 

Вариант II. Введем следующие правила планирования ПО своих 
траекторий (алгоритм некооперативного поведения). 

Шаг 1. В каждый период времени ПО, находящийся в точке 
(x, y), с вероятностью p r(x, y) уничтожается системой обороны, а с 
вероятностью 1 – p r(x, y) продолжает движение. 

Шаг 2. Продолжив движение, ПО к началу следующего периода 
времени окажется в точке (u, v), где 

(4) (u, v) ∈ 0 0

* * * *
( , ) ( , )

* *
0

Proj ( , ), если ( , ) Proj ( , )

( , ) min{ ; (( , );( , ))} ( , ), иначе
v vS x y S u v

x y x y x y

x y v x y x y x y

δ δ
τ τ

τ ρ

 ∉


+ e
. 

Первый случай в выражении (4) соответствует неудалению от 
ЦО при условии, что риск обнаружения не превысит пороговый. 
Второй случай – «прорыв» по прямой к ЦО (в случае, если не удает-
ся обеспечить выполнение условия непревышения вероятностью 
обнаружения порогового значения, то есть когда следование этому 
условию приводит к удалению от ЦО). 
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В рамках алгоритма некооперативного поведения, ПО, находя-
щийся в некоторой точке, должен иметь оценки риска обнаружения 
только для v0τ-окрестности этой точки. То есть поведение ПО ло-
кально-оптимально, и требует только локальной информации. Отме-
тим, что при активном режиме обнаружения (k = 4) эта локальная 
информация может вычисляться посредством экстраполяции теку-
щих измерений сигналов сенсоров. При пассивном режиме доста-
точно потребовать знания всеми ПО координат и чувствительностей 
сенсоров (что дает им возможность рассчитать риск (2) для произ-
вольной точки плоскости). 

Некооперативное поведение группы ПО будет описываться сле-
дующим образом: для каждого момента времени для каждого ПО 
выполнять последовательно Шаг 1 и Шаг 2 до тех пор, пока либо не 
будут уничтожены все ПО, либо все уцелевшие ПО не достигнут 
ЦО. 

«Кооперативная» модель. Взаимодействие ПО будем учиты-
вать следующим образом: предположим, что вероятность обнаруже-
ния данного ПО зависит не только от текущих расстояний от него до 
сенсоров, но и от того, насколько близко к нему расположены другие 
ПО (пример – рост эффективной поверхности рассеяния). То есть, 
условно можно считать, что ПО являются "сенсорами" друг для 
друга, и по мере их взаимного сближения растет вероятность обна-
ружения. 

Обозначим через 

(5) Rj(xj, yj) = min {r(xj, yj) + 
( )2 21 ( ) ( )

k
l j

j l j lx x y y

α

≠ + − + −
∑ ; 1} 

риск обнаружения j-го ПО, находящегося в точке (xj, yj), с учетом его 
взаимодействия с другими ПО, где α – неотрицательная константа. 

Вариант III. Агенты прорываются к ЦО по прямой, не учитывая 
и не прогнозируя вероятности их обнаружения. Данный вариант 
соответствует варианту I с точностью до замены риска (2) на риск 
(5). Информированность агентов при этом такая же, что и в вариан-
те I. 

Вариант IV. Алгоритм "кооперативного" поведения будет опи-
сываться Шагами 1' и 2', которые с точностью до замены риска (2) на 
риск (5) совпадают соответственно с Шагами 1 и 2, причем в выра-
жении (5) суммирование ведется по тем ПО, которые к текущему 
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моменту не были уничтожены. Вариант IV соответствует варианту II 
с точностью до замены риска (2) на риск (5). 

В данном случае для планирования своей траектории каждый 
ПО, помимо информации, необходимой во второй варианте, должен 
знать текущие координаты всех ПО72. 

Рефлексивная модель. Будем считать, что в группе присутст-
вуют ПО двух типов. Первый тип – назовем их нерефлексирующими 
– действует в соответствии с алгоритмом "кооперативного" поведе-
ния (вариант IV). Второй тип – назовем их рефлексирующими – 
действует более сложным образом: каждый из них, считая всех 
остальных нерефлексирующими (см. раздел 3.4), прогнозирует их 
поведение. Другими словами, рефлексирующий ПО точно рассчиты-
вает, где окажутся в следующий момент времени другие ПО (дейст-
вующие в соответствии с вариантом IV) и выбирает направление 
своего движения с учетом прогнозируемых положений других ПО. 

Определим Шаги 1’’ и 2’’, которые с точностью до замены рис-
ка (5) на прогнозируемый риск совпадают соответственно с Шагами 
1’ и 2’. 

Вариант V. Алгоритм рефлексивного поведения группы ПО: для 
каждого момента времени для каждого нерефлексирующего ПО 
выполнять последовательно Шаги 1' и 2', а для каждого рефлекси-
рующего ПО выполнять последовательно Шаги 1’’ и 2’’, пока все 
уцелевшие ПО не достигнут ЦО. 

Отметим, что в рамках алгоритма рефлексивного поведения (ва-
риант V) информированность каждого ПО должна быть такой же, 
что и в случае кооперативного поведения (вариант IV). 

Адаптивная модель. Специфика интеллектуальных агентов за-
ключается, в частности, в том, что каждый агент в качестве инфор-
мации для корректировки своих представлений о неопределенных 
параметрах может использовать не только результаты наблюдения за 
внешней средой, но и результаты наблюдения за поведением других 
агентов, пытаясь «объяснить», почему они выбрали именно наблю-
даемые действия. Применительно к задаче о диффузной бомбе это 
означает, например, что, даже не имея возможности непосредствен-

                                                           
72 Возможно обобщение «кооперативной» модели на случай, когда каждый ПО 
имеет свой фиксированный «радиус обзора» и при планировании своей траектории 
имеет информацию и учитывает (в выражении типа (5)) только те другие ПО, 
которые находятся от него на расстоянии, не превышающем этот радиус. 
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но измерять (или не имея априорной информации) о значениях 
вероятности обнаружения в той или иной точке пространства, адап-
тивный ПО, наблюдая изменения траекторий других ПО, может 
восстанавливать информацию о пороговой линии. 

Пусть имеются ПО двух типов. Предположим, что все ПО в 
каждый момент времени знают свое текущее положение и 
положение цели. Дополнительно ПО первого типа в каждый момент 
времени знают оценки риска обнаружения для v0τ-окрестности 
своего текущего положения, а ПО второго типа в каждый момент 
времени знают (или могут измерить) текущие координаты всех ПО 
первого типа. 

ПО первого типа действуют в соответствии с вариантом II, а 
ПО второго типа на каждом шаге сначала на основании наблюдения 
за движением других ПО вычисляют оценку расположения 
пороговой линии. Затем они действуют в соответствии с вариантом 
II, подставляя в аналог выражения (3) свою текущую оценку 
пороговой линии. Другими словами, ПО второго типа веду себя 
адаптивно (в смысле [105]). 

Условно можно назвать ПО первого типа «разведчиками» – 
они лучше информированы (и, наверное, дороже) и проводят 
разведку боем, добывая информацию о системе обороны (точнее – о 
пороговой линии) для других ПО (второго типа). 

«Предельными» являются два случая – когда все ПО первого 
типа (тогда имеем вариант II) или когда все ПО второго типа (тогда 
имеем вариант I). Итак, имеем шесть вариантов: 

 
Номер 
вари-
анта 

Учет 
вероят-
ности 
обнару-
жения 

Учет 
поло-
жений 
других 
ПО 

Прогноз 
поведе-
ния 
других 
ПО 

Информированность 

I НЕТ НЕТ НЕТ 

В каждый момент време-
ни каждый ПО должен 
знать только свое теку-
щее положение и поло-
жение ЦО. 

Н
ек
оо
пе
ра
ти
вн
ая

 м
од
ел
ь 

II ДА НЕТ НЕТ 

Дополнительно к вариан-
ту I в каждый момент 
времени каждый ПО 
должен знать оценки 
риска обнаружения для 
v0τ-окрестности своего 
текущего положения 
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Номер 
вари-
анта 

Учет 
вероят-
ности 
обнару-
жения 

Учет 
поло-
жений 
других 
ПО 

Прогноз 
поведе-
ния 
других 
ПО 

Информированность 

III НЕТ ДА НЕТ Как в варианте I. 

К
оо
пе
ра
ти
вн
ая

 м
од
ел
ь 

IV ДА ДА НЕТ 

Дополнительно к вариан-
ту II в каждый момент 
времени каждый ПО 
должен знать текущие 
координаты всех осталь-
ных ПО. 

Ре
фл
ек
си
вн
ая

 
мо
де
ль

 

V ДА ДА ДА Как в варианте IV. 

П
О

 п
ер
во
го

 
ти
па

 

ДА НЕТ НЕТ Как в варианте II. 

А
да
пт
ив
на
я 
мо
де
ль

 

VI 

П
О

 в
то
ро
го

 
ти
па

 

НЕТ ДА ДА 

Дополнительно к вариан-
ту I в каждый момент 
времени каждый ПО 
второго типа должен 
знать текущие координа-
ты всех ПО первого типа. 

Возникает вопрос, как соотносятся между собой эффективности 
использования ПО тех или иных стратегий. Нахождение ответа на 
этот вопрос в общем аналитическом виде представляется вряд ли 
реализуемым, поэтому был выбран путь создания имитационной 
модели. 

Результаты имитационного моделирования. Рассмотрим сле-
дующую имитационную модель, реализованную в среде AnyLogic 
к.т.н. В.О. Корепановым. Выберем K0 = 100, N = 7,  ci = 0,25, p = 0.5, 
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δ = 0.03. Начальные положения ПО, ЦО, сенсоры и линии уровня 
суммарного «сигнала» изображены на Рис. 87. 

 

 
Рис. 87. Начальное расположение ПО, ЦО (звездочка), 

сенсоры (треугольники) и линии уровня суммарного «сигнала» (2) 
 
Пример результатов группового проникновения через систему 

обороны для варианта II приведен на Рис. 88, где черными кружками 
обозначены уничтоженные ПО. 

 

 
Рис. 88. Пример результатов группового проникновения 

через систему обороны для варианта II 
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На Рис. 89 для вариантов I и II приведены зависимости эффек-
тивности K (здесь и ниже каждая точка на графике эффективности 
является результатом усреднения по 200 испытаниям) действий 
группы ПО от вероятности p уничтожения обнаруженного ПО. 
Естественно, с ростом вероятности уничтожения эффективность 
уменьшается. 
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Рис. 89. Зависимость эффективности K действий группы ПО 

от вероятности p уничтожения обнаруженного ПО 
для вариантов I (тонкая линия) и II (жирная линия) 

 
Видно, что переход от варианта I к варианту II, т. е. рост интел-

лектуализации ПО за счет их анализа вероятности уничтожения в 
v0 τ-окрестности текущего положения, существенно повышает эф-
фективность преодоления системы обороны (например, при p = 0.5 
эффективность увеличивается с 38 до 53 – примерно на 40 %) 

Отметим, что варианты I-II и III-V не сравнимы между собой, 
так как в последних учитывается взаимодействие ПО и вероятности 
их обнаружения выше. Поэтому приведем Рис. 90, содержащий для 
вариантов III-V зависимости эффективности K действий группы ПО 
от вероятности p (меняющейся в диапазоне от 0.4 до 0.6) уничтоже-
ния обнаруженного ПО при α = 0.03 (в варианте V считается, что 
рефлексирующими является половина ПО). 
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Рис. 90. Зависимость эффективности K действий группы ПО 
от вероятности p уничтожения обнаруженного ПО 

для вариантов III (пунктирная линия), IV (тонкая линия) 
и V (жирная линия) 

 
Видно, что, опять же, рост интеллектуализации ПО повышает 

эффективность преодоления системы обороны (вариант V является 
самым эффективным, далее идет вариант IV, затем вариант III). 

На Рис. 91 приведена зависимость эффективности K действий 
группы ПО от значений параметра α, отражающего взаимовлияние 
ПО. 
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Рис. 91. Зависимость эффективности K действий группы ПО 
от значений параметра α 
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Обозначим через K* ∈ {0, 1, … , K0} число рефлексирующих 
агентов. График зависимости K(K*) при α = 0.25 приведен на Рис. 92. 
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Рис. 92. Зависимость эффективности K действий группы ПО 
от числа рефлексирующих агентов K* 

 
Видно, что с ростом доли рефлексирующих агентов эффектив-

ность действий группы ПО увеличивается. Более того, «выживае-
мость» рефлексирующих ПО выше – среднее число рефлексирую-
щих ПО, достигших ЦО, больше, чем нерефлексирующих (причем в 
рассматриваемой имитационной модели, например, при 200 испыта-
ниях и равном числе рефлексирующих и нерефлексирующих агентов 
эта оценка статистически значима). 

Приведем также результаты имитационного моделирования 
для адаптивной модели. Пусть вероятность уничтожения 
обнаруженного ПО равна 0,5. На Рис. 93 представлена зависимость 
числа ПО, достигших цели, от числа ПО второго типа 
(горизонтальные линии соответствуют на Рис. 89 эффективностям, 
равным соответственно 53,74 и 37,97) для двух случаев – когда все 
ПО движутся одновременно (нижняя кривая) и когда сначала 
оборону преодолевают ПО первого типа, а потом уже начинают 
двигаться ПО второго типа (верхняя кривая). 

Видно, что 80 % ПО второго типа обеспечивают в рассматри-
ваемом примере почти такую же эффективность, что и использова-
ние только дорогостоящих ПО первого типа. 

 



 366 

35

40

45

50

55

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Число ПО второго типа

Эф
ф

ек
ти

вн
ос

ть

 
Рис. 93. Зависимость эффективности K действий группы ПО 

от числа ПО второго типа 
 
Итак, в настоящем разделе для задачи о диффузной бомбе про-

веден имитационный сравнительный анализ шести вариантов, раз-
личающихся «интеллектуальностью» поведения ПО. Показано, что 
наделение ПО возможностью учета параметров системы обороны и 
прогнозирования и/или анализа поведения других ПО повышает 
эффективность решения задачи о групповом проникновении через 
систему обороны. С другой стороны, понятно, что «платой за интел-
лектуальность» является рост массо-габаритных характеристик, 
энергетических, вычислительных и других ресурсов, которыми 
должны обладать ПО. Поэтому при решении каждой конкретной 
задачи придется оптимизировать баланс между этими критериями и 
собственно эффективностью проникновения через систему обороны. 

Многообещающим представляется рассмотрение модификаций 
предложенных моделей за счет варьирования условий обнаруже-
ния/поражения и процедур планирования ПО своих траекторий. 
Например, возможен следующий вариант. Обозначим через 
R0(x, y) = 

( , ) ( , )
max

q w s x y∆∈
 r(q, w) – максимальный из рисков обнаружения 

отдельного ПО, находящихся на расстоянии, не большем ∆, от точки 
(x, y); через N(x, y) = # {j | (xj, yj) ∈ s∆(x, y)} – число ПО, находящихся 
в ∆-окрестности точки (x, y). «Кооперативность» учтем следующим 
образом: будем считать, что, если N(q, w) ≥ Kmax (имеется «критиче-
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ская масса»), то все ПО, находящиеся в области s∆(q, w), будут обна-
ружены с вероятностью R0(q, w) и в случае обнаружения гарантиро-
ванно уничтожены. Назовем эту модель моделью критической мас-
сы. Введем следующее правило планирования подвижными 
объектами своих траекторий. В каждый период времени для ПО, 
находящегося в точке (x, y) проверяется условие N(u, v) ≥ Kmax, где 
точка (u, v) определяется выражением (4). Если это условие не вы-
полнено, то выполняется Шаг 1. Если условие N(u, v) ≥ Kmax выпол-
нено, то все ПО, находящиеся в области s∆(x, y), уничтожаются с 
вероятностью R0(x, y), а с вероятностью 1 – R0(x, y) продолжают 
движение. В данной модели рефлексирующий ПО может прогнози-
ровать поведение других ПО и в случае, если он вычисляет, что в 
результате своих действий в соответствии с Шагом 2 он попадет в 
область, где окажется критическая масса ПО, то он стремится избе-
жать попадания в эту область. 

Перспективным также представляется: 
1) рассмотрение синхронизации и/или минимизации времени 

поражения ЦО отдельными ПО; 
2) введение зависимости вероятности обнаружения ПО от их 

числа и скорости; 
3) введение зависимости вероятности уничтожения ПО от их 

числа, координат и/или скорости; 
4) использование, быть может в качестве эвристик, известных 

результатов о свойствах оптимальных траекторий одиночных ПО; 
5) обобщение «кооперативной» модели на случай, когда каждый 

ПО имеет свой фиксированный «радиус обзора» и при планировании 
своей траектории имеет информацию и учитывает (в выражении 
типа (5)) только те другие ПО, которые находятся от него на рас-
стоянии, не превышающем этот радиус; 

6) исследование более сложных разбиений агентов на ранги 
рефлексии и учет их взаимной информированности; 

7) получение аналитических решений для различных частных 
случаев задачи о диффузной бомбе. 

 
 
 
 



 368 

4.26.2. Игра полковника Блотто 
 
Игрой полковника Блотто (ИПБ) называется игра двух лиц, в 

которой игроки однократно, одновременно и независимо (не зная 
выбора оппонента) распределяют свои ограниченные ресурсы между 
конечным числом объектов (полей сражений или объектов защи-
ты/нападения, одновременных конкурсов/аукционов, групп избира-
телей и т.п. – см. обзор в [65]). Данная модель является канониче-
ским (и одним из первых) примером приложения теории игр к 
военному делу [103]. 

Обозначим через N = {1, …, n} множество объектов, через 
x = (x1, …, xn) – действие первого игрока, через y = (y1, …, yn) – дей-
ствие второго игрока, где xi ≥ 0 (yi ≥ 0) – количество ресурса, выде-
ленного первым (вторым) игроком на i-ый объект, i = 1,n . Ограни-
ченность ресурсов отражена условиями 
(1) i

i N
x

∈
∑  ≤ Rx, i

i N
y

∈
∑  ≤ Ry. 

Аукционная модель. В рамках аукционной модели победу на 
объекте одерживает игрок, выделивший на него большее количество 
ресурсов (в случае равенства ресурсов каждый из игроков одержива-
ет победу с вероятностью 1/2). Ценность i-го объекта для первого 
(второго) игрока обозначим через Xi (Yi). Тогда выигрыши игроков в 
аукционной модели будут определяться следующим образом: 

(2) fx(x, y) = ( )i i i
i N

X I x y
∈

>∑  + 
1
2

( )i i i
i N

X I x y
∈

=∑ , 

 fy(x, y) = ( )i i i
i N

Y I y x
∈

>∑  + 
1
2

( )i i i
i N

Y I x y
∈

=∑ , 

где I(⋅) – функция-индикатор. Более общим является случай, когда 
ограничения типа (1) отсутствуют, но из выигрыша (2) вычитаются 
затраты, монотонные по суммарному количеству использованного 
игроком ресурса. 

Случаи n = 1 и n = 2 являются тривиальными. Действительно, 
при n = 1 побеждает игрок, обладающий бóльшим количеством 
ресурса (в случае равенства ресурсов победа каждого равновероят-
на). При n = 2 оптимальной стратегией каждого игрока является 
приоритетное выделение ресурса на наиболее ценный для него 
объект. 
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Простейшим является симметричный (Xi = Yi, i ∈ N, Rx = Ry) ва-
риант дискретной (ресурсы игроков дискретны) игры полковника 
Блотто, являющейся матричной игрой (с нулевой суммой). 

Вероятностная модель. В вероятностной модели ИПБ вероят-
ность px(xi, yi) победы первого игрока на i-ом объекте не зависит от 
других объектов и «пропорциональна» количеству выделенного им 
на этот объект ресурса и «обратно пропорциональна» взвешенной 
сумме ресурсов, выделенных на этот объект обоими игроками, на-
пример: 

(3) px(xi, yi) = 
( )

( ) ( )

i

i i

r
i i

r r
i i i

x
x y
α

α +
, py(xi, yi) = 1 – px(xi, yi), 

где ri ∈ (0; 1], αi > 0, px(xi = 0, yi = 0) = 
1

i

i

α
α +

. Содержательно, коэф-

фициенты {αi} позволяют соизмерять эффективности использования 
игроками ресурсов на одном и том же объекте. 

Выигрыши игроков в вероятностной модели определяются как 
математическое ожидание суммарного выигрыша, то есть следую-
щим образом: 
(4) Fx(x, y) = ( , )i x i i

i N
X p x y

∈
∑ , Fy(x, y) = ( , )i y i i

i N
Y p x y

∈
∑ . 

Равновесием Нэша в чистых стратегиях (x*, y*) является пара 
векторов, удовлетворяющих условиям (1), таких, что ∀ (x, y), удов-
летворяющих условиям (1), выполнено 
(5) Fx(x*, y*) ≥ Fx(x, y*), Fy(x*, y*) ≥ Fy(x*, y). 

Вероятностная модель в определенном смысле «проще», чем 
аукционная – единственным равновесием Нэша для случая 
Xi = Yi = Сonst, ri = 1, αi = 1, i ∈ N, Rx ≠ Ry является использование 
игроками чистых стратегий, заключающихся в равном распределе-
нии имеющихся у них ресурсов между объектами (см. обзор и ссыл-
ки в [65, 103]). 

При Xi = Yi = Vi, αi = ri = 1, i ∈ N выражения для равновесных 
действий и выигрышей примут вид (см. обзор и ссылки в [65, 103]): 

(6) *
ix  = i

x
V R
V

, *
iy  = i

y
V R
V

, i ∈ N, 
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(7) Fx(x*, y*) = x

x y

R
R R+

 V,  Fy(x*, y*) = y

x y

R
R R+

 V, 

где 
1

n

i
i

V V
=

= ∑ , то есть игроки делят свой ресурс пропорционально 

ценности объектов и получают выигрыш, пропорциональный их 
суммарным ресурсам. Отметим, что при этом равновесные действия 
каждого из игроков зависят только от «их собственных» параметров 
– так, например, действия первого игрока x* не зависят от суммарно-
го количества ресурса Ry у второго игрока и т.п. 

Стратегическая рефлексия в ИПБ. Рассмотрим аспекты стра-
тегической рефлексии для ИПБ. Пусть Xi = Yi = Vi, αi = ri = 1, i ∈ N, 
тогда равновесные действия игроков и их выигрыши в рамках веро-
ятностной модели определяются выражениями (6) и (7) соответст-
венно. Использование концепции равновесия Нэша, как прогнози-
руемого устойчивого исхода некооперативной игры, подразумевает, 
что параметры игры являются общим знанием. ИПБ в рамках веро-
ятностной модели описывается, во-первых, кортежем 
(N, Rx, Ry, {Vi}), включающим множество объектов, ограничения на 
ресурсы игроков и ценности объектов для игроков. Во-вторых, 
необходимо задать «правила игры» – вероятности выигрыша (3) и 
целевые функции (4), стремление к максимизации которых отражает 
рациональность поведения игроков. Условно можно считать, что 
информационная рефлексия соответствует отсутствию общего зна-
ния относительно количеств ресурсов игроков и ценностей для них 
объектов, а стратегическая рефлексия – относительно принципов 
принятия игроками решений. 

Из выражения (7) следует, что, в частности, если Ry > Rx, то 
∀ i ∈ N выполнено *

ix  < *
iy , то есть по критерию (2) первый игрок 

проигрывает второму игроку на всех объектах. Рациональный игрок 
при этом может задуматься, правильно ли он действует, и, быть 
может, пересмотреть свои принципы принятия решений. 

Обозначим через BRx(y) = (u1 y1 + ε, …, un yn + ε) – вектор наи-
лучшего в смысле критерия (2) ответа первого игрока на выбор 
вторым игроком вектора действий y, где n-мерный вектор 
u = (u1,…, un) является решением следующей задачи о ранце: 
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(8) 
{0;1}1

1

max,

,

i

n

i i ui
n

i i x
i

uV

u y R

∈
=

=


→


 ≤


∑

∑
 

а ε = 
1

1 ( )
n

x i i
i

R u y
n =

− ∑ , то есть будем считать, что игрок стремится 

победить на наиболее ценном для него (в рамках ресурсных ограни-
чений) наборе объектов, а остаток ресурса распределяет поровну 
между всеми объектами. 

Аналогично введем BRy(x) = (v1 x1 + δ, …, vn xn + δ) – вектор наи-
лучшего в смысле критерия (2) ответа второго игрока на выбор 
первым игроком вектора действий x, где n-мерный вектор 
v = (v1,…, vn) является решением следующей задачи о ранце: 

(9) 
{0;1}1

1

max,

,

i

n

i i vi
n

i i y
i

vV

v x R

∈
=

=


→


 ≤


∑

∑
 

а δ = 
1

1 ( )
n

y i i
i

R u x
n =

− ∑ . 

Равновесие Нэша в аукционной модели ИПБ может строиться и 
исследоваться с помощью анализа свойств отображений наилучших 
ответов BRx(⋅) и BRy(⋅). Однако нас будут интересовать эффекты 
стратегической рефлексии. Для их отражения предположим, что 
нерефлексирующие игроки выбирают равновесие Нэша, соответст-
вующее вероятностной модели (6) ИПБ. Игрок первого ранга реф-
лексии выбирает свои действия как наилучший в смысле (8) или (9) 
ответ на действия нерефлексирующего оппонента, считая, что по-
следний действует в рамках вероятностной модели. 

В соответствии с принятой в теории рефлексивных игр традици-
ей будем считать, что игрок, имеющий некоторый ранг стратегиче-
ской рефлексии, считает оппонента имеющим ранг на единицу 
меньше его собственного (см. раздел 3.4). То есть, имеет место 
следующая «цепочка»: 
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(10) x1 = BRx(y*), y1 = BRy(x*), 
x2 = BRx(y1) = BRx(BRy(x*)), y2 = BRy(x1) = BRy(BRx(y*)), …, 

= ( (...( )...))k
x y

k

x BR BR ⋅
14243

, = ( (...( )...))m
y x

m

y BR BR ⋅
14243

, 

где xk (ym) – действие первого (второго) игрока, обладающего k-ым 
(m-ым) рангом стратегической рефлексии, k, m = 1, 2, … . 

Исследуем игру рангов (см. раздел 3.2), в которой первый и вто-
рой игроки выбирают не количества ресурса, как в исходной ИПБ, а 
свои ранги, которые в соответствии с (10) детерминируют распреде-
ление ресурсов и, следовательно, выигрыши игроков (2). В игре 
рангов первый игрок выбирает свой ранг k ∈ {0, 1, 2, … }, второй 
игрок – свой ранг m ∈ {0, 1, 2, … }. Каждой паре рангов ставится в 
соответствие пара чисел (fx(k, m), fy(k, m)) – выигрышей соответст-
венно первого и второго игрока. То есть рассматриваемая игра ран-
гов является (в общем случае бесконечной) биматричной игрой (в 
рассматриваемой модели – игрой с постоянной суммой). Отметим, 
что исследованные на сегодняшний день игры рангов (см. ссылки в 
разделе 3.2) были конечными, так как «надстраивались» над конеч-
ными матричными или биматричными играми. 

Для определенности будем считать, что выполнено Ry > Rx. С 
учетом выражения (6) при x = x*, y = y* задачи (8) и (9) примут соот-
ветственно вид: 

(11) 
{0;1}1

1

max,

,

i

n

i i ui
n

x
i i

i y

uV

RuV V
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∈
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

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∑
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(12) 
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1
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∈
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∑

∑
 

Как отмечалось выше, второй игрок в равновесии Нэша (6) име-
ет преимущество на всех объектах. Из (12) следует, что наилучшим 
ответом второго игрока на фиксированную стратегию первого игро-



 373

ка будет выделять на каждый объект столько же ресурса, сколько 
выделил первый, а остаток ресурса распределять, например, поровну 
между всеми объектами (ограничению в задаче (12) удовлетворяет 
любой, даже состоящий из всех единиц, вектор). При этом второй 
игрок будет иметь преимущество на всех объектах. Другими слова-
ми, 
(13) ∀ l = 0, 1, 2, …  fx(l, l + 1) = 0, fy(l, l + 1) = V. 

Исследуем теперь поведение первого игрока. Начнем с примера. 
Пример 4.26.2.1. Пусть n = 3, V1 = 1, V2 = 2, V3 = 3, Rx =3, Ry = 4. 

Равновесием Нэша (отметим, что равновесием в игре с критериями 
(4)) является x* = (1/2, 1, 3/2), y* = (2/3, 4/3, 2). Выигрыши (2) игроков 
в равновесии fx(x*, y*) = 0, fx(x*, y*) = V = 6. 

Вычисляя наилучшие ответы игроков в соответствии с выраже-
ниями (11)-(12), получим следующую биматрицу выигрышей для 
игры рангов (ограничимся в настоящем примере третьим рангом). 

Ранг рефлексии второго игрока  
0 1 2 3 

0 (0; 6) (0; 6) (2; 4) (2; 4) 
1 (4; 2) (3; 3) (0; 6) (0; 6) 
2 (1; 5) (4; 2) (0; 6) (0; 6) 

Ранг 
рефлексии 
первого 
игрока 3 (3; 3) (3; 3) (5; 1) (5; 1) 
В данной игре с постоянной суммой гарантирующая стратегия 

первого игрока – выбирать третий ранг рефлексии, второго игрока – 
нулевой или первый ранг. 

Интересно, что в рассматриваемом примере первый игрок, об-
ладающий меньшим количеством ресурса, в игре рангов обеспечива-
ет себе половину суммарного выигрыша (3 из 6) по сравнению с 
нулевым значением выигрыша в равновесии Нэша. Более того, 
комбинации рангов (3, 2) или (3, 3) дают первому игроку еще боль-
ший выигрыш – 5 из 6. Этот эффект достигается за счет того, что мы 
«искусственно» ограничили ранги рефлексии игроков. Действитель-
но, если ограничиться не третьим, а четвертым рангом, то макси-
мальный гарантированный выигрыш первого игрока будет дости-
гаться на четвертом ранге, а третий станет «доминируем» четвертым 
рангом второго игрока, и т.д. В общем случае, в соответствии с (26), 
для любого ранга рефлексии первого игрока выбор вторым игроком 
на единицу большего ранга приводит к тому, что выигрыш первого 
становится равным нулю. 
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Условный качественный вывод из рассмотренного примера – в 
условиях нехватки ресурсов (по сравнению с оппонентом), можно 
увеличить свой выигрыш за счет увеличения ранга своей рефлексии 
при условии ограниченности рангов рефлексии оппонента. Другими 
словами, первому игроку следует всегда выбирать максимальный 
ранг (если последний больше ранга оппонента). • 

Исследуем вопрос о максимальном целесообразном ранге реф-
лексии игроков – таком ранге, выше которого использовать игрокам 
не имеет смысла, даже при условии гипотетической неограниченно-
сти рангов рефлексии. 

Был проведён вычислительный эксперимент с целью поиска по-
вторяемости элементов в матрицах выигрышей игроков, это означа-
ло бы ограниченность максимального целесообразного ранга реф-
лексии, т.к. повышение ранга не добавляло бы новых возможных 
комбинаций выигрышей в игре рангов. 

В эксперименте случайно генерировались ИПБ, в количестве 
100 штук, со следующими параметрами: n = 10, {Vi} – случайные 
вещественные числа от 2 до 100, Rx = ΣVi / 3, Ry = 2 Rx. 

Для этих ИПБ рассматривались биматричные игры рангов раз-
мерности 2000 × 2000 и вычислялись соответствующие максималь-
ные целесообразные ранги рефлексии (МЦР). Пусть A – матрица 
выигрышей игрока 1, Ai – строка матрицы A, i = 1, …, r, r = 2000. 
Пусть m и d – минимальные неотрицательные числа, такие, что 
матрица A представима как последовательность строк (A1, …, Am, 
{Am+1, …, Am+d}, Am+pd+1, …, Am+pd+q), где скобки {…} обозначают 

минимум двукратное повторение, p = ⌊(r – m) / d⌋, q = r – m – p d. 

Тогда МЦР игрока будет равен (m + d). 
По результатам данного эксперимента, максимальный целесо-

образный ранг рефлексии поднимался до 2000 только в 4 ИПБ из 
ста. В среднем максимальный целесообразный ранг рефлексии 
первого игрока равен 231.57, второго игрока – 230.16. 

График полученных МЦР для первого игрока представлен на 
Рис. 94. Следует отметить условность результатов проведенного 
вычислительного эксперимента – действительно, сложно предста-
вить себе игрока, обладающего сотым рангом рефлексии. 
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Рис. 94. МЦР для серии случайных ИПБ 

 
Во всех 100 ИПБ, максимальный гарантированный результат 

игрока 1 равен 0, максимальный гарантированный результат игрока 
2 не поднимается выше 0.564 от суммарного выигрыша. 

Информационная рефлексия в ИПБ. Рассмотрим теперь ин-
формационную рефлексию, в рамках которой взаимная информиро-
ванность игроков описывается структурой информированности, а 
равновесием их игры является информационное равновесие. В силу 
выражения (6) равновесное действие каждого игрока зависит только 
от его оценок ценности объектов и имеющегося у него количества 
ресурса, и не зависит от параметров оппонента. 

Предположим, что могут различаться как оценки игроками цен-
ностей объектов, так и их представления об имеющихся у оппонента 
ресурсах. Обозначим Vij (Ril) – оценку i-ым игроком ценности j-го 
объекта (количества ресурса), i, l = 1, 2, j ∈ N. Естественно считать, 
что сам игрок достоверно знает количество имеющегося у него 
ресурса, т. е. R11 = Rx, R22 = Ry. 

Условием стабильности информационного равновесия будет 
совпадение выбираемых игроками действий с действиями, ожидае-
мыми от них оппонентами, то есть 

(14) ij
ii

il
l N

V
R

V
∈
∑

 = 3 ,
3 ,

3 ,

i j
i i

i l
l N

V
R

V
−

−
−

∈
∑

, i =1, 2, j ∈ N. 
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Если говорить об информационном управлении (воздействии на 
представления игроков о ценностях объектов, представлениях оппо-
нентов и имеющихся у них ресурсах, представлениях о представле-
ниях и т.д.), то, изменяя Vij, управляющий орган может реализовать 
как информационное равновесие любую комбинацию векторов 
действий, удовлетворяющих ограничениям (1). 

 
 

4.26.3. Олигополия Курно: стратегическая рефлексия 
 
В модели олигополии Курно [233] (см. также раздел 4.16) аген-

ты принимают решения об объеме выпускаемой ими продукции в 
условиях, когда ее рыночная цена является известной убывающей 
функцией суммарного предложения (объема выпуска, объема произ-
водства): P(x) = a – b Q(x), где Q(x) = i

i N
x

∈
∑ , a и b – известные неот-

рицательные константы. 
Целевая функция i-го агента представляет собой разность между 

выручкой от продаж (равной произведению цены на объем произ-
водства) и квадратичными затратами на производство: 
(1) fi(xi, Q(x)) = (a – b Q(x)) xi – (xi)2 / 2, i ∈ N. 

Если бы целевые функции агентов были среди них общим зна-
нием, то равновесию Нэша их игры соответствовали бы одинаковые 
действия: 

(2) N
ix  = 

1
a

b nb+ +
, i ∈ N, 

которые приводили бы к равновесному объему выпуска 

Q(xN) = 
1

na
b nb+ +

 и равновесной цене P(xN) = 
(1 )

1
a b

b nb
+

+ +
. Точке 

Парето, максимизирующей сумму целевых функций агентов, соот-
ветствуют действия: 

(3) P
ix  = 

1 2
a

nb+
, i ∈ N, 
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которые приводят к эффективному объему выпуска Q(xP) = 
1 2

na
nb+

 

и эффективной цене P(xP) = 
(1 )

1 2
a nb

nb
+

+
. При этом 

f(xP) = 
2

2(1 2 )
a

nb+
 ≥ f(xN) = 

2

2

(1 2 )
2(1 )

a b
b nb
+

+ +
, то есть выигрыш каждого 

агента в точке Парето не меньше, чем в точке Нэша. 
Рассмотрим числовой пример. Пусть n = 10, a = 2.1, b = 0.1, 

t
iγ  = 0.5. Тогда N

ix  = 1, Q(xN) = 10, P(xN) = 1.1, P
ix  = 0.7, Q(xP) = 7, 

P(xP) = 1.4, f(xP) = 0.735 > f(xN) = 0.6. 
Проанализируем динамику коллективного поведения. Пусть 

фиксирован вектор x0 начальных объемов производства. В соответ-
ствии с выражением (4) изменение во времени действий, выбирае-
мых агентами, будет описываться следующим выражением: 

(4) t
ix  = 1t

ix −  + t
iγ  [

1

1 2

t
j

j i
a b x

b

−

≠

−

+

∑
 – 1t

ix − ], i ∈ N, t = 1, 2, … . 

В соответствии с выражением (4) действия агентов будут схо-
диться к равновесию Нэша. 

Перейдем теперь к рефлексивному случаю. При заданном век-
торе начальных действий x0 агенты нулевого ранга рефлексии выбе-
рут действия 
(5) xi = A + B 0

ix , i ∈ N0, 

где A = 
0( )

1 2
a bQ x

b
−

+
, B = 

1 2
b

b+
. Агенты первого ранга рефлексии 

выберут действия 
(6) x1j = A1 + B2 0

jx , j ∈ N1, 

где А1 = 
2 0

2

(1 3 ) ( )( 2)
(1 2 )

a b bna b Q x n
b

+ − + −
+

. 

Пусть в рассматриваемом числовом примере все начальные дей-
ствия агентов одинаковы: 0

ix  = 0.5, i ∈ N. Тогда xi = 31/24 = 1.291(6), 
x1j = 103.5/144 = 0.71875, что гораздо ближе к Парето-эффективным 
действиям. Варьируя число агентов первого уровня, можно менять 
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сумму действий агентов от  ∼ 7.2 до ∼ 12.9. Этому диапазону при-
надлежат равновесные по Нэшу действия, но не принадлежит точка 
Парето. То есть при векторе начальных действий 0

ix  = 0.5, i ∈ N, 
наличия агентов первого ранга рефлексии недостаточно для реали-
зации за счет рефлексивного управления Парето-оптимальной точки. 
Но вполне достаточно для реализации соответствующего равнове-
сию Нэша суммарного объема производства – для этого доля реф-
лексирующих агентов первого уровня должна быть около 49 %. 

Возможность реализации точки Парето зависит от вектора на-
чальных действий: например, первый ранг рефлексии является мак-
симальным целесообразным для реализации точки Парето при век-
торе начальных действий 0

ix  = 0.2, i ∈ N. Тогда xi = 1.5, x1j = 0.55, и 
при доле агентов первого ранга рефлексии, равной примерно 84 %, 
на рынке установится эффективная цена P(xP). Однако такая ситуа-
ция не будет стабильной (см. условия стабильности в разделе 3.4). 

Если все начальные действия агентов одинаковы, то рефлексив-
ное разбиение задается лишь числом агентов с соответствующим 
рангом рефлексии, поэтому, опуская индексы, соответствующие 
номерам агентов, можно записать, что агенты второго ранга рефлек-
сии выберут действия 

(7) x2 = 
1

1 2b+
 [a – b n0 x – b (n – n0 – 1) x1]. 

Итого, получаем, что в зависимости от рефлексивного разбие-
ния реализуется суммарное действие 
(28) Q(n1, n2) = (n – n1 – n2) x + n1 x1 + n2 x2 =  

= 
1

1 2b+
 [(a – b (n –1) x0) (n – n1 – n2) + 

1
1 2b+

 [a (1 + 3 b) – 

– n a b + b2 x0 (n – 1)2] n1 + 
1

1 2b+
[a – b n0 (n – n1 – n2)x] n2]. 

Исследуем зависимость объёма выпуска Q(n1, n2) от числа реф-
лексирующих агентов первого и второго ранга и зададимся вопро-
сом, при каких значениях (n1, n2) суммарный объем выпуска соответ-
ствует равновесному по Нэшу, то есть когда выполняется 
Q(n1, n2) = Q(xN) в зависимости от начальных действий агентов x0. 

Для рассматриваемого примера кривая АВ пересечения графика 
Q(n1, n2) и «нэшевской» плоскости Q = 10 приведена на Рис. 95. 
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Оказывается, что эта кривая не зависит от x0 – её формула в плоско-

сти Q = 10: 
( )( )1 2

21 2 1

11
1 1b b

b b

nn n
n n+ +

−
= − −

+ −
. 

 

 
Рис. 95. Кривая АВ «реализует» равновесие Нэша 

 
Из Рис. 95 видно, что введение даже только агентов первого 

ранга увеличивает суммарный объем производства. 
Отметим, что с точки зрения «стабильности», если имеет место 

динамика, то если на первом шаге агенты попадают в точку Нэша, то 
и в дальнейшем ни один из них (ни нерефлексирующий, ни рефлек-
сирующий) не имеют оснований для изменения своих действий. 

Если же мы ищем такое число рефлексирующих агентов, чтобы 
объём производства был равен отличному от Q(xN) значению, на-
пример объёму, соответствующему Парето-оптимальной ситуации, 
то кривая AB будет меняться в зависимости от x0. Оказывается что в 
рассматриваемом примере кривая пересечения Q(n1, n2) с любой 
плоскостью – это кривая второго порядка. 

Сформулируем теперь задачу следующим образом – выбором 
рефлексивного разбиения реализовать требуемый суммарный объем 
производства, например, равный 12 (больше Q(xN)). Предположим, 
что в начальный момент времени агенты не осуществляли производ-
ства (x0 = 0). Достичь требуемого объёма можно – см. Рис. 96. 

Если x0 ≈ 0.305, то кривая AB касается плоскости n1 = 0 (точка С 
на Рис. 97), то есть, в этом случае можно только агентами нулевого и 
второго ранга рефлексии достичь требуемого суммарного объёма 
производства. 
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Рис. 96. «Реализация» требуемого суммарного объема производства 

 
 

 

С 

 
Рис. 97. «Реализация» требуемого суммарного объема производства 

в отсутствии агентов первого ранга (точка С) 
 
Таким образом, в модели олигополии Курно введение рефлек-

сирующих агентов позволяет увеличить суммарный объем произ-
водства и/или реализовать его Парето-эффективное значение. 

 
 

4.26.4. Задача о консенсусе 
 
Содержательная интерпретация «задачи о консенсусе» следую-

щая: действиям агентов соответствуют их положения на прямой 
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(координаты в пространстве или мнения и т.д. – см. обзоры в 
[163, 255]), агрегированной ситуации – среднее значение координат 

агентов: Q(x) = 
1

i
i N

x
n ∈
∑ . Целевой функцией агента будем считать его 

«отклонение» от агрегированной ситуации: 
(1) f(xi, Q(x)) = – (xi – Q(x))2, i ∈ N. 

Критерием эффективности будем считать «дисперсию» положе-
ний агентов (в данном примере целевая функция центра зависит не 
только от агрегированной ситуации игры, но и от всего вектора 
действий агентов): 

(2) F(x) = – 21 ( ( ) )i
i N

Q x x
n ∈

−∑ . 

С теоретико-игровой точки зрения ситуация тривиальна – если 
бы целевые функции агентов были бы среди них общим знанием, то 
агенты легко вычислили бы, что равновесием Нэша является любой 
вектор одинаковых действий. Отметим, что при этом полностью 
отсутствует конфликт интересов агентов, а любое равновесие Нэша 
однопериодной игры одновременно максимизирует и критерий 
эффективности (2). Однако в случае (даже одношагового) коллек-
тивного поведения агентов в условиях неполной их информирован-
ности все не так просто. 

Ранг 0. При заданных начальных положениях агентов x0 i-й 
агент в соответствии с выражением (3.4.2) выберет действие 

(3) xi = 0 0 01 1 ( ( ) )
1 1j i

j i
x nQ x x

n n≠

= −
− −∑ , i ∈ N, 

равное среднему положению остальных агентов, i ∈ N. Сделанный 
вывод остается в силе и в случае, когда целевые функции агентов 
зависят не от агрегированной ситуации, а от агрегированной обста-

новки: g(xi, Qi(x-i)) = – (xi – Qi(x-i))2, где Qi(x-i) = 
1

1 j
j i

x
n ≠− ∑ , i ∈ N. 

Из выражения (3) следует, что Q(x) = Q(x0), то есть среднее зна-
чение координат агентов не изменяется, а значение критерия эффек-

тивности возрастает в (n – 1)2 раз: F(x) = 2

1
( 1)n −

 F(x0). 
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Ранг 1. Пусть имеются n1 агентов, обладающих первым рангом 
рефлексии, а остальные n0 = n – n1 агентов имеют нулевой ранг. 
Агенты нулевого ранга рефлексии выберут действия, определяемые 
выражением (3), а агенты первого ранга – следующие действия: 

(4) x1j = 
( )

1
jnQ x x

n
−

−
 = 

2 0 0

2

( 2) ( )
( 1)

jn n Q x x
n

− +
−

, j ∈ N1. 

Если все агенты обладают первым рангом рефлексии, то 
Q( 1 j Nx ∈ ) = Q(x) = Q(x0), т. е. среднее значение координат агентов не 
изменяется (такой случай является идеальным с точки зрения ста-
бильности рефлексивного разбиения – все агенты наблюдают ожи-
даемые значения). Значение критерия эффективности возрастает еще 

в (n – 1)2 раз: F( 1 j Nx ∈ ) = 2

1
( 1)n −

 F(x) = 4

1
( 1)n −

 F(x0). 

Рассмотрим пример – пусть n = 2. Получаем, что в зависимости 
от своих рангов рефлексии агенты выберут следующие действия: 

 Агент 1 Агент 2 
Начальные действия 0

1x  0
2x  

0 0
2x  0

1x  

1 0
1x  0

2x  Ранг 
рефлексии 

2 0
2x  0

1x  
Видно, что, во-первых, вектор действий обоих агентов, обла-

дающих вторым рангом рефлексии, совпадает с вектором действий 
нерефлексирующих агентов. Во-вторых, при одинаковых рангах 
рефлексии обоих агентов значение критерия эффективности не 
зависит от ранга. В-третьих, все четыре возможные комбинации 
действий агентов исчерпываются нулевым и первым рангами их 
рефлексии. В-четвертых, максимальное (равное нулю) значение 
критерия эффективности (2) достигается в случае, когда один из 
агентов (любой) имеет нулевой ранг рефлексии, а другой агент – 
первый ранг. 

Следовательно, в рассматриваемом примере максимальный це-
лесообразный ранг рефлексии равен единице. 
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4.26.5. Активная экспертиза 
 
Рассматриваемый в настоящем подразделе пример свидетельст-

вует, что наличие рефлексирующих агентов может приводить к 
последствиям, негативным, условно говоря, с точки зрения группы в 
целом (см. также модели формирования команд в [105]). 

Содержательная интерпретация модели активной экспертизы 
следующая (см. также раздел 4.15): имеются n экспертов – агентов, 
сообщающих информацию организатору экспертизы – центру. 

Центр принимает решение Q(x) = 
1

i
i N

x
n ∈
∑ , равное среднему арифме-

тическому мнений агентов. 
Пусть на сообщения агентов наложено требование неотрица-

тельности. Целевой функцией агента будем считать «отклонение» 
итогового мнения от его начального (истинного) мнения [112]: 
(1) f(xi, Q(x)) = – ( 0

ix  – Q(x))2, i ∈ N. 
Пусть агенты упорядочены по возрастанию их начальных мне-

ний: 0
1x  < 0

2x  < … < 0
nx . 

С теоретико-игровой точки зрения, если бы целевые функции 
агентов были среди них общим знанием, то агенты легко вычислили 
бы равновесие Нэша: N

ix  = 0, i = 1, 1n − , N
nx  = n 0

nx . 

Определим множество агентов M(x0) = {i ∈ N | 0
ix  ≥ 

1
n

0
l

l i
x

≠
∑ }. 

Ранг 0. При заданных начальных мнениях агентов x0, они в со-
ответствии с выражением (10) выберут действия 
(2) xi = max {n 0

ix  – 0
l

l i
x

≠
∑ , 0}, i ∈ N. 

Вычислим Q(x) = 
0( )

i
i M x

x
∈
∑ – 

1
n 0

0

( )
l

l ii M x

x
≠∈

∑ ∑ . 

Ранг 1. Пусть имеются n1 агентов, обладающих первым рангом 
рефлексии, а остальные n0 = n – n1 агентов имеют нулевой ранг. 
Агенты нулевого ранга рефлексии выберут действия, определяемые 
выражением (2), а агенты первого ранга – следующие действия: 
(3) x1j = max {n 0

jx  – 
0( )\{ }

l
l M x j

x
∈

∑ ; 0}, j ∈ N1. 
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Рассмотрим числовой пример. Пусть имеются 10 агентов, чьи 
начальные мнения равны их номеру. Действия агентов приведены в 
следующей таблице: 

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
x0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
Q(x0) 5,5 
x 0 0 0 0 0 11 22 33 44 55 
Q(x) 16,5 
x1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
Варьируя число рефлексирующих агентов первого ранга (от 0 

до 10), центр может менять результаты экспертизы (одиннадцать 
возможных точек) от 0 до 16,5. Отметим, что этот диапазон шире, 
чем интервал истинных мнений экспертов (ср. с результатами анали-
за информационной рефлексии в задачах экспертизы в разделе 4.15), 
то есть, центр, осуществляя рефлексивное управление, имеет значи-
тельные возможности по манипулированию результатами эксперти-
зы. 

Ранг 2. Агенты второго ранга рефлексии выберут действия: 
(4) x2j = max {n 0

jx  – 
0

1 2 ( )\{ }

1l
l N N M x j

x
∈ ∪ ∩

∑  – 
0

0 ( )\{ }
l

l N M x j

x
∈ ∩

∑ ; 0}, j ∈ N2. 

Пусть центр использует следующее рефлексивное разбиение: 
N0 = {1, 2, 3, 4, 5}, N1 = {6, 7, 8, 9}, N2 = {10}. Тогда в соответствии с 
выражениями (2)-(4) все агенты, кроме десятого, выберут нулевые 
действия, а десятый агент – действие, равное 100. То есть в рассмат-
риваемом примере второго ранга рефлексии достаточно, чтобы 
получить ситуацию, совпадающую с равновесной по Нэшу. 

 
 

4.26.6. Транспортные потоки и эвакуация 
 
Рассмотрим помещение, в котором находятся n агентов. В по-

мещении имеются два выхода, условно назовем их «левым» (L) и 
«правым» (R). Время выхода определяется моментом времени, когда 
из данного выхода вышел последний агент, направившийся к нему. 
Каждый агент однократно принимают решение, из какого выхода он 
будет выходить. Скорости движения всех агентов в отсутствие 
пробок примем одинаковыми. Обозначим nL (nR) – число агентов, 
направившихся к левому (правому) выходу, nL + nR = n. 
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Пусть известна зависимость T(k) времени выхода в зависимости 
от числа агентов k ≥ 0. Зависимость эту будем считать непрерывной, 
выпуклой (отражение эффекта «пробок») и равной нулю в нуле 
(когда имеется один агент, пробки отсутствуют, и он покидает по-
мещение без задержек). Обозначим через TL (TR) время движения 
агента до левого (правого) выхода, причем TL > TR, то есть правый 
выход расположен ближе левого. Итак, полное время выхода налево 
равно T(nL) = TL + T(nL), направо: T(nR) = TR + T(nR). 

Оптимальное с точки зрения времени эвакуации T* – покидания 
помещения последним из агентов (а именно этот критерий использу-
ется в моделях эвакуации) – распределение агентов по направлениям 
движения ( *

Ln ; *
Rn ) является решением следующей системы уравне-

ний (см. также Рис. 98): 

(1) 
* *

* *

( ) ( ) ,
.

L L R R

L R

T n T T n T
n n n

 + = +


+ =
 

Минимальное время эвакуации равно 
(2) T* = * *( ) ( )L L R RT n T T n T+ = + . 
 

 

TR 

k 

0 

TL 

T(k) + TL 

T(k) + TR 

T*
 

*
Ln *

Rn  
Рис. 98. Зависимость времени эвакуации от числа агентов, 

выбирающих правый или левый выход 
 
Рассмотрим теперь коллективное поведение агентов, считая, что 

каждый из них стремится покинуть помещение как можно скорее. 
Агенты нулевого ранга рефлексии будут выбирать правый выход (до 
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него они в рамках введенных предположений доберутся быстрее), 
агенты первого ранга рефлексии, прогнозируя, что в правом выходе 
агенты нулевого ранга создадут пробку, выберут левый выход. 

Время выхода в зависимости от числа агентов первого ранга 
рефлексии (см. Рис. 99) равно 
(3) T1(n1) = max { 1 1( ) ; ( )L RT n T T n n T+ − + }. 

Видно, что как малое, так и очень большое число рефлекси-
рующих агентов плохо, так как увеличивает время эвакуации (см. 
Рис. 99). Т. е. существует оптимальное число рефлексирующих 
агентов, при котором время эвакуации минимально. 

Из свойств функции T(⋅) и предположения TL > TR следует, что 
минимум выражения (3) достигается при числе агентов первого 
ранга рефлексии *

1n , определяемом из следующего соотношения: 

(4) * *
1 1( ) ( )L RT n T T n n T+ = − + . 

Последнее условие совпадает с условием (2), т. е. *
1n  = *

Ln , 

T1( *
1n ) ≡ T*, значит, первый ранг рефлексии является максимальным 

целесообразным в рамках рассматриваемой модели. 
 

TR 

n1 

0 

TL 

T(n) + TL 

T*
 

*
1n

0 
n 

T(n) + TR 

 
Рис. 99. Зависимость времени эвакуации от числа агентов 

первого ранга рефлексии 
 
В рассматриваемой модели можно добавлять агентов второго, 

третьего и более высоких рангов рефлексии, однако это вряд ли 
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целесообразно, так как не позволит улучшить уже достигнутое за 
счет введения агентов первого ранга значение времени эвакуации 
(2). Описание имитационных моделей транспортных потоков и 
эвакуации можно найти в [62]. 

 
 

4.26.7. Фондовый рынок 
 
В настоящем разделе обсуждаются возможные расширения опи-

санного выше метода рефлексивных разбиений, а именно – на при-
мере частной модели фондового рынка рассматривается стратегиче-
ская рефлексия агентов «над» их равновесными по Нэшу 
стратегиями. Фондовый рынок является объектом моделирования, 
для которого наиболее часто используют «рефлексивные» рассужде-
ния – см., например, [11, 45, 46, 147]. В работе [49] рассмотрена 
теоретико-игровая модель фондового рынка, в которой каждый агент 
в каждый момент времени обладает некоторым количеством (для 
которого выполняются динамические балансовые ограничения) 
денег и актива, который он может приобретать или продавать по 
сложившейся на рынке цене. Последняя зависит как от тренда θ 
(внешний фактор, являющийся общим знанием), так и от соотноше-
ния между спросом и предложением – с ростом спроса рыночная 
цена на актив растет, с ростом предложения – падает. В указанной 
работе показано, что в условиях общего знания агентов обо всех 
параметрах игры структура равновесия Нэша такова: либо все аген-
ты приобретают актив на все имеющиеся у них средства (если они 
тем самым «увеличивают» относительную цену актива), либо все 
агенты продают все имеющиеся у них активы (если они тем самым 
«уменьшают» относительную цену актива). 

Рассмотрим следующую модель. Пусть каждый агент обладает в 
начальный момент времени суммой u0 ≥ 0 и активом x0 ≥ 0. В соот-
ветствии с результатами [49] в начальный момент времени у агента 
имеются две альтернативы: либо приобрести актив на всю сумму u0, 
либо продать все x0 единиц актива (рынок при этом не ограничен). 

В зависимости от действий x агента сложится следующая цена: 
если все агенты приобретают актив, то цена p будет равна 
p+ = p0 + θ + α n x0; если агенты продают актив, то цена p будет равна 
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p- = p0 + θ – α n x0, где α – коэффициент зависимости цены от спро-
са/предложения. 

Начальное значение целевой функции агента равно u0 + x0 p0, 
конечное: 

♦ (x0 + u0 / p0) p+ – u0, если актив приобретается с намерением 
последующей продажи; 

♦ u0 + x0 p0, если актив продается; 
♦ u0 + x0 (p0 + θ), если агент не предпринимает никаких дейст-

вий. 
Для того чтобы выяснить, какое из трех действий (покупать, 

продавать или ничего не делать) предпримет рациональный агент, 
необходимо сравнить три полученные величины. Получаем, что, 
если имеет место положительный тренд (θ ≥ 0) или если тренд от-
сутствует (θ = 0), то актив следует приобретать. При отрицательном 
тренде (θ < 0) дело обстоит сложнее, а именно актив следует приоб-
ретать при условии 

(1) θ ≥ 0 0

0 0 0

p u
p x u+

 – α n x0. 

Последнее условие означает, что если агенты, приобретая актив 
и повышая тем самым его цену в следующем периоде, могут «пере-
бороть» отрицательный тренд, то актив следует приобретать. В 
противном случае актив им следует продавать. 

Если подходить более корректно и исследовать все соотноше-
ния между параметрами, то есть для каждого из трех действий найти 
условия, при которых данное действие оптимально, то получим, что 
рациональный агент должен придерживаться следующего алгорит-
ма: приобретать актив, если выполнено условие (1), и продавать его, 
если верно обратное соотношение. Интересно, что пассивное пове-
дение – не предпринимать никаких действий – невыгодно ни при 
одной комбинации параметров модели. 

Качественный вывод из проведенного анализа следующий. Су-
ществование постоянного тренда цены актива относительно «стои-
мости» денег, приводит к тому, что, если этот тренд положительный, 
то следует вкладывать все деньги в приобретение актива. Если тренд 
отрицательный, то наоборот – целесообразно избавляться от актива. 
Возможность влияния агентами на цену актива за счет своих дейст-
вий (покупки или продажи) приводит к тому, что приобретать актив 
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в случае отрицательного тренда имеет смысл только в том случае, 
если этими действиями можно «преодолеть» тренд. 

Итак, мы описали равновесие Нэша агентов. Рассмотрим теперь 
рассуждения рефлексирующего агента первого ранга. Если выпол-
нено условие (1), то он может спрогнозировать, что все агенты нуле-
вого ранга будут приобретать актив. Если условие (1) не выполнено, 
то он может спрогнозировать, что все агенты нулевого ранга будут 
продавать актив (цена на него упадет) и ему выгодно действовать 
так же. Получаем, что действия рефлексирующих агентов будут 
такие же, как и нерефлексирующих, то есть в рассмотренной модели 
добавление рефлексирующих агентов любого ранга не меняет ры-
ночной цены. 

Сделанный вывод является следствием того, что мы рассмотре-
ли достаточно «интеллектуальных» нерефлексирующих агентов. 
Действительно, предполагалось, что они способны прогнозировать 
изменение рыночной цены в зависимости от своих действий. 

Рассмотрим другую модель с менее «интеллектуальными» аген-
тами нулевого ранга, а именно предположим, что они ориентируют-
ся лишь на знак тренда. Тогда при положительном тренде агенты 
нулевого ранга будут приобретать актив, в результате чего его цена 
будет расти, и рефлексирующим агентам лишь остается следовать их 
примеру. Ситуация меняется при отрицательном тренде – агенты 
нулевого ранга будут продавать актив, в результате чего цена «еще 
более снизится». Но, рефлексирующие агенты могут попытаться 
своими действиями (приобретая актив) «переломить тренд». Для 
этого, правда, им необходимо быть уверенными, во-первых, что доля 
q рефлексирующих агентов является среди них общим знанием, а во-
вторых, что эта доля достаточна для того, чтобы цена выросла. 
Последнее условие по аналогии с условием (1) можно записать в 
виде: 

(2) θ ≥ 0 0

0 0 0

p u
p x u+

 + α n (1 – 2 q) x0, 

т. е. 

(3) q ≥ q* = 
1
2

 + 
0

1
2 nxα

 0 0

0 0 0

p u
p x u

θ
 

− + 
. 

Отметим, что критическая доля q* рефлексирующих агентов со-
ставляет не менее половины от общего числа агентов (условие q* ≤ 1 
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эквивалентно условию (1)). Рассмотрим числовой пример. Пусть 
n = 100, u0 = 1000, p0 = 10, x0 = 100, α = 0.001, θ = – 1. Условие (1) 
выполнено. Из выражения (3) находим q* = 53 %. 

Подчеркнем, что предположение о том, что доля рефлексирую-
щих агентов является среди них общим знанием, противоречит 
введенному выше предположению о структуре субъективных реф-
лексивных разбиений (см. раздел 3.4), так как последнее предполага-
ет, что рефлексирующие агенты «не знают о существовании» других 
агентов того же ранга рефлексии (и более высоких рангов). К росту 
рыночной цены при отрицательном тренде будет приводить любое 
рефлексивное разбиение, при котором доли рефлексирующих аген-
тов любых рангов (кроме нулевого) в сумме превышают q*, и эта 
информация является общим знанием среди рефлексирующих аген-
тов соответствующих уровней. Данное утверждение, имеющее 
прозрачные содержательные интерпретации, свидетельствует, что 
структура субъективных рефлексивных разбиений, введенная в 
разделе 3.4 и используемая в разделах 4.26.3-4.26.6, не является 
единственно возможной и адекватной всем моделям, представляю-
щим интерес для практики. То есть, перспективным направлением 
будущих исследований представляется рассмотрение и других 
структур субъективных рефлексивных разбиений. 

 
Таким образом, метод рефлексивных разбиений множества ра-

циональных агентов на подмножества агентов, обладающих различ-
ными рангами стратегической рефлексии, позволяет: 

• с точки зрения теории принятия решений – расширить класс 
моделей коллективного поведения интеллектуальных агентов, осу-
ществляющих совместную деятельность в условиях неполной ин-
формированности и отсутствия общего знания; 

• с дескриптивной точки зрения – расширить множество ситуа-
ций, которые в рамках модели могут быть «объяснены» как устой-
чивые исходы взаимодействия агентов; соответственно, в рамках 
задач управления – расширить область управляемости; 

• с нормативной точки зрения – ставить и решать задачи груп-
пового управления за счет подбора структуры информированности 
агентов. 
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Анализ примеров седьмого раздела позволяет констатировать, 
что наличие рефлексирующих агентов может изменять групповое 
поведение самым разным образом. 

В модели «Олигополия Курно» при определенном диапазоне 
значений начальный действий агентов можно реализовать эффек-
тивные по Парето или равновесные по Нэшу уровни производства за 
счет введения агентов первого и второго рангов рефлексии. 

В модели «Задача о консенсусе» введение рефлексирующих 
агентов расширяет множество векторов действий, выбираемых 
агентами, и приводит к росту значения критерия эффективности. 

В модели «Активная экспертиза» наличие рефлексирующих 
агентов даже первого ранга существенно расширяет диапазон воз-
можных результатов экспертизы. Второй ранг рефлексии позволяет 
реализовать равновесие Нэша. 

В модели «Транспортные потоки и модель эвакуации» наличие 
рефлексирующих агентов первого ранга позволяет достичь мини-
мального (оптимального с «централизованной» точки зрения) вре-
мени эвакуации. 

В модели «Фондовый рынок» показано, что изменить ситуацию 
(по сравнению с нерефлексивным принятием решений) может толь-
ко определенная «критическая масса» рефлексирующих агентов. 

В заключение отметим, что, во-первых, в моделях раздела 4.26 
почти не рассматривались агенты со вторым и более высокими 
рангами рефлексии (либо они превышают максимальный целесооб-
разный ранг, либо соответствующие модели получаются слишком 
сложными для получения аналитических выводов). 

Во-вторых, считалось, что агенты любого ранга рефлексии дос-
таточно «интеллектуальны» – они выбирают действия, стремясь 
максимизировать свои целевые функции. Можно допустить наличие 
и менее интеллектуальных агентов – агентов-имитаторов (условно, 
обладающих минус первым рангом рефлексии), действия которых 
определяются известной функцией от текущих или прошлых дейст-
вий других агентов (примеры: выбор действия, равного среднему 
арифметическому действий остальных агентов; или агентов, связан-
ных с данным; или некоторого другого фиксированного агента). 
Наверное, такие модели могут адекватно описывать такое явление 
как диффузия инноваций и др. 
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В-третьих, явно недостаточное внимание уделено условиям ста-
бильности. 

В-четвертых, представляется перспективным установление со-
ответствия и совместное развитие метода рефлексивных разбиений с 
теорией когнитивных иерархий, (в которой рангам рефлексии соот-
ветствуют когнитивные уровни, и используется вероятностная мо-
дель – игрок некоторого уровня считает остальных распределенны-
ми по более низким уровням в соответствии с распределением 
Пуассона) – направлением, активно развиваемым в эксперименталь-
ной экономике и поведенческой теории игр – см., например, [188, 
194] и обзор в разделе 3.4. 

Кроме того, задачи управления, поиска максимального целесо-
образного ранга рефлексии и др. можно и нужно ставить и решать в 
рамках и других (отличных от рассмотренных выше) модификаций 
предложенной рефлексивной модели коллективного поведения, что 
представляется перспективным направлением будущих исследова-
ний. В первую очередь, это – задачи активного прогноза (см. [117] и 
раздел 4.23), в рамках которого агенты по информации центра о 
будущем состоянии системы «восстанавливают» текущее состояние 
и на основании этой новой информации принимают решения. Здесь 
введение рефлексивных разбиений выглядит очень многообещаю-
щим. 

 



ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 
В настоящей работе рассмотрены рефлексивные игры, описы-

вающие интерактивное взаимодействие агентов, которые принимают 
решения на основе иерархии своих представлений о существенных 
параметрах, представлениях других агентов и т.д. 

Ключевыми понятиями являются следующие (см. подробности 
и корректные определения выше): 

- фантомный агент – агент, существующий в представлении 
реального или другого фантомного агента и наделяемый в рамках 
этих представлений определенной информированностью; 

- информационная структура – граф, отражающий взаимную 
информированность агентов (реальных и фантомных); 

- рефлексивная структура – совокупность субъективных реф-
лексивных разбиений агентов (субъективное рефлексивное разбие-
ние – представления агента о разбиении всех агентов на ранги стра-
тегической рефлексии); 

- информационное равновесие – равновесие рефлексивной иг-
ры (то есть обобщение равновесия Нэша на случай некооперативной 
игры реальных и фантомных агентов при заданной структуре ин-
формированности); 

- рефлексивное равновесие – совокупность действий агентов, 
являющихся наилучшими ответами на предполагаемые в рамках 
существующей рефлексивной структуры действия оппонентов; 

- информационное управление – поиск допустимой информа-
ционной структуры, которой соответствует наилучшее (с точки 
зрения управляющего органа) информационное равновесие. 

- рефлексивное управление – поиск допустимой рефлексивной 
структуры, которой соответствует наилучшее (с точки зрения управ-
ляющего органа) рефлексивное равновесие. 

С точки зрения теории игр рассмотренная в настоящей работе 
концепция информационного равновесия охватывает ситуации 
принятия игроками решений на основе иерархии в общем случае 
несогласованных представлений о взаимной информированности и 
является обобщением равновесия Нэша. 

С точки зрения теории коллективного поведения рассмотренная 
в настоящей работе концепция рефлексивного равновесия охватыва-
ет ситуации принятия игроками решений на основе иерархии в 
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общем случае несогласованных представлений о принципах приня-
тия оппонентами решений и является обобщением моделей когни-
тивных иерархий и др. 

Кроме того, предложенные подходы к моделированию инфор-
мационной и стратегической рефлексии, во-первых, охватывает, то 
есть позволяют единообразно описывать как частные случаи, многие 
прикладные задачи (скрытое управление, информационное управле-
ние через СМИ, рефлексию в психологии и художественных произ-
ведениях и др. – см. четвертую главу настоящей работы). 

Во-вторых, в рамках построенной модели появляется возмож-
ность исследования зависимости информационного и/или рефлек-
сивного равновесия и выигрышей агентов от структур информиро-
ванности и/или рефлексивных структур (в том числе – рангов 
рефлексии) и, в частности, определения максимального целесооб-
разного в той или иной ситуации ранга рефлексии (см. разделы 2.6 и 
3.2). 

В-третьих, имея зависимость информационного (рефлексивно-
го) равновесия от структуры информированности (рефлексивной 
структуры), можно ставить и решать задачи соответственной ин-
формационного и рефлексивного управления – определения той 
структуры информированности (рефлексивной структуры), при 
которой система оказывается в требуемом информационном (реф-
лексивном) равновесии. 

Многочисленные прикладные модели из самых разных областей 
свидетельствуют о продуктивности предложенного подхода к опи-
санию рефлексии в управлении. 

В качестве стратегической задачи будущих исследований мож-
но назвать интеграцию моделей информационной и стратегической 
рефлексии, то есть построение языка единообразного совместного 
описания информационных и рефлексивных структур. 
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