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ПРЕДИСЛОВИЕ

В учебном пособии излагаются основные положения теории 
информации — науки, составляющей теоретический базис раз
личных устройств и систем восприятия, преобразования, переда
чи, обработки, хранения и отображения информации. Наряду с 
традиционно приводимыми сведениями в учебном пособии на
шли отражение новые результаты, полученные в теории и нф ор
мации за последние 20 лет.

Для облегчения понимания материала книги автор отказался 
от приведения строгих доказательств важнейших теорем теории 
информации и больше внимания уделил рассмотрению ее основ
ных понятий. В силу того что современная математика базируется 
на теории множеств и в качестве инструментов при доказатель
стве своих положений часто использует графы, алгоритмы и авто
маты, автор постарался при изложении материала настоящего 
учебного пособия максимально использовать эти понятия. Кроме 
того, достаточно много внимания в книге уделено современному 
представлению об информации, ее формам и видам.

Для усвоения материала настоящего учебного пособия студент 
должен обладать знаниями по высшей математике (в объеме пер
вых четырех семестров для технических высших учебных заведе
ний), теории вероятностей и дискретной математике.



Г л а в а  1

ФОРМЫ СУЩЕСТВОВАНИЯ ИНФОРМАЦИИ 
И ВИДЫ ЕЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЙ

1.1. Информационные процессы

Для понимания различных информационных процессов, про
исходящих в окружающей среде, необходимо рассмотреть, что 
такое информация. В обыденной жизни под информацией пони 
мают некоторую совокупность сведений, которой располаг ают или 
которую получают от какою -либо  источника, о тех или иных со 
бытиях, явлениях или фактах. Отражая в отдельных чертах суть 
информации, такое представление не выявляет ее существенных 
сторон и не является определением термина «информация». Не
смотря на это используем его до тех пор, пока не дадим совре
менного определения информации.

Под информационным процессом понимают совокупность пос
ледовательных действий со сведениями, направленных на полу
чение определенного результата. К основным информационным 
процессам относят: восприятие (ввод), преобразование, переда
чу, обработку, хранение и отображение (вывод) информации.

Восприятие (ввод) информации — это отображение сведений на 
каком-либо носителе или в каких-либо качественных сторонах 
объекта. Объектом может быть живое существо, устройство или 
предмет неживой природы.

Преобразование информации — изменение формы и вида сведений.
Передача информации — перенос сведений из одной точки про

странства в другую. При этом всегда стремятся минимизировать 
время передачи.

Обработка информации — любые действия со сведениями, вы
полняемые по детерминированному алгоритму, которые приво
дят к изменению их вида, а также содержательности, ценности 
или полезности.

Хранение информации — перенос сведений от одного момента 
времени до другого. При этом всегда стремятся минимизировать 
объем носителя или пространства, в котором сведения хранятся.

Отображение (вывод) информации — представление сведений на 
каком-либо носителе или в какой-либо качественной стороне объек
та в целях восприятия их живым существом или устройством.
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Иногда к инф орм ационным процессам относят также распре
деление информации. Однако этот процесс не является простым; он 
включает в себя, как минимум, передачу и отображение инф ор
мации. В связи с этим будем рассматривать распределение инф ор
мации как сложный процесс, представляющий собой комбина
цию нескольких простых процессов.

1.2. Формы и виды существования информации

Информация всегда существует в какой-либо форме. Различа
ют три основные ее формы: аналоговую, знаковую и командную.

Информация имеет аналоговую форму, если сведения представ
лены какой-либо физической величиной, например током, дав
лением, напряженностью электромагнитного поля, интенсивно
стью светового потока и т.д. Выделяют четыре основных вида су
ществования сведений в аналоговой форме.

К первому виду относят сведения, которые могут быть пред
ставлены некоторой непрерывной как по аргументу х, так и по 
значениям у функцией у  - f [ x )  с интервалом значений JW l-  
Графическое изображение одной из таких функций показано на 
рис. l . l ,  а. И нформация, представляемая такими функциями, на
зывается непрерывной.

Ко второму виду относят сведения, которые могут быть описа
ны некоторой непрерывной по аргументу х, но дискретной по 
значениям у  функцией у, = <р(х) которая в диапазоне [ymin, утпх] 
своего изменения может принимать лиш ь конечное число / значе
ний )>j (J -  1, 2, ..., /). Такая функция называется ступенчатой. 
Разность между двумя соседними значениями ступенчатой ф унк
ции для разных j  может быть как одинаковой, так и различной. 
Графическое изображение одной из таких функций приведено на 
рис. 1.1, б. И нф ормация, характеризуемая такими функциями, 
называется непрерывно-дискретной.

К третьему виду относят сведения, которые представляются 
некоторой дискретной по аргументу х, но непрерывной по значе
ниям у  функцией у  = \|/(х,), причем такой, которая в рассматрива
емом интервале [xmin, xmax] имеет лиш ь конечное число т значе
ний X; (/ = 1, 2, ..., т), где она отлична от нуля. Такая функция 
называется решетчатой. Разность между двумя соседними значе
ниями аргумента, в которых существуют значения решетчатой 
функции, может быть как постоянной, так и не постоянной. Гра
фическое изображение одной из таких функций дано на рис. 1.1, в. 
И нформация, представляемая решетчатыми функциями, называ
ется дискретно-непрерывной.

К  четвертому виду относят сведения, которые могут быть опи
саны некоторой дискретной как по аргументу х, так и по значе-
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Рис. 1.1. Виды информации в аналоговой форме:
а — непреры вн ая; б — н еп р ер ы вн о -ди ск р етн ая ; в — ди ск р етн о -н еп р ер ы вн ая ; 

г — ди скретно-аналоговая

ниям у  функцией yj = Fix') (i = 1, ..., m \ j  = 1, ..., /). Эта функция 
является решетчатой с конечным числом / значений из интервала 
LVmin> Ушах! и конечным числом т значений аргумента в интервале 
[jcmin, xmaxJ. В общем случае как разность между двумя соседними 
значениями функции, так и разность между двумя соседними зна
чениями аргумента, в которых существуют эти значения, может 
быть неодинаковой. Графическое изображение одной из таких фун
кций приведено на рис. 1.1, г. И нформация, характеризуемая та
кими функциями, называется дискретно-аналоговой.
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И нформация имеет знаковую форму, если сведения представ
лены отдельным знаком или совокупностью знаков, каждый из 
которых имеет смысл отдельного элементарного сведения. В силу 
дискретной природы знаков информация данной формы называ
ется дискретной, знаковой.

Считается, что информация имеет командную форму, если све
дения имеют смысл единичного действия или состояния некото
рого объекта (процесса).

1.3. Виды преобразований информации

И нформация во всевозможных информационных устройствах 
и системах подвергается различным преобразованиям. Одни пре
образования приводят к потере части информации, другие идут 
без ее потерь. Преобразования информации выполняются при 
помощи различных устройств, называемых преобразователями. Пре
образователь может иметь от I до к входов и o r  I до п выходов. 
Выделяют восемь характерных видов преобразования информации.

I. Информация одного непрерывного вида преобразуется в дру
гой непрерывный вид (см. рис. l . l ,  а). Это преобразование основа
но на установлении взаимно-однозначного соответствия между 
множествами значений двух различных физических величин и, 
следовательно, теоретически не приводит к потере информации.

Все преобразования этого вида можно разделить на две группы. 
К первой отнесем такие, при которых одна физическая величина 
непосредственно преобразуется в другую физическую величину. 
Например, сила тока — в угол поворота, или интенсивность све
тового потока — в ЭДС. Такие преобразования называют просты
ми. Они реализуются обычно в датчиках, исполнительных меха
низмах, аналоговых измерительных приборах и другой аппаратуре. 
Если существует прямое преобразование, то почти всегда возможно 
и обратное.

Ко второй группе отнесем такие преобразования, при которых 
одна физическая величина лишь воздействует  на другую ф изиче
скую величину, вырабатываемую каким-либо источником и спо
собную распространяться в определенной физической среде, при
чем в результате этого воздействия изменяется значение одного 
из параметров второй величины. При этом непосредственное пре
образование первой величины во вторую отсутствует. П реобразо
вания этой группы называются непрерывной модуляцией и выпол
няются при помощи преобразователей, именуемых модуляторами 
непрерывной модуляции.

Обратное преобразование, позволяющее по значениям о д н о 
го из параметров модулированной величины получить модули
рующую величину, называется непрерывной демодуляцией и вы
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полняется преобразователем — демодулятором непрерывной м оду
ляции.

2. И нф орм ация непрерывного вида (см. рис. 1.1, а) преобразу
ется в непрерывно-дискретный вид (см. рис. 1.1, б). Это преобра
зование основано на установлении однозначного соответствия меж
ду бесконечным числом значений из интервала [ymin, >’таХ] неко
торой физической величины и конечным числом /значений  у,- ( j  = 
= 1 ,2 ,  ..., /) этой величины из того же интервала. Такое преобра
зование называется квантованием непрерывной функции, а выпол
няю щий его преобразователь — квантователем непрерывной ф унк
ции. В общем случае при квантовании непрерывной функции часть 
информации теряется.

Обратное преобразование, заключающееся в переходе от и н 
формации непрерывно-дискретного вида к информации непре
рывного вида, называется сглаживанием ступенчатой функции. 
П реобразователем , осущ ествляю щ и м  сглаж ивание, является  
фильтр нижних частот (Ф Н Ч). В общем случае сглаживание сту
пенчатой функции не является однозначным и не приводит к 
полному восстановлению утраченной при квантовании функции 
информации.

3. И н ф орм ация непрерывного вида (см. рис. 1.1, а) преобра
зуется в дискретно-непреры вны й вид (см. рис. 1.1, в). Это преоб
разование состоит в замене физической величины, описы вае
мой непрерывной функцией, рядом ее значений, взятых через 
определенные интервалы аргумента. Такое преобразование на
зывается дискретизацией непрерывной функции и выполняется пре
образователем - -  дискретизатором непрерывной функции. В общем 
случае при дискретизации непрерывной функции  часть и н ф о р 
мации теряется.

Обратное преобразование, состоящее в переходе от инф орм а
ции дискретно-непрерывного вида к информации непрерывного 
вида, называется восстановлением непрерывной функции по ее от
счетам, или интерполяцией. Преобразователь, осуществляющий 
восстановление непрерывной функции, называется интерполято
ром. В общем случае интерполяция непрерывной функции не яв 
ляется однозначной и не приводит к полному восстановлению 
утраченной при дискретизации информации.

4. И нформация непрерывно-дискретного вида (см. рис. 1.1, б) 
преобразуется к дискретному виду аналоговой формы (см. рис. 1.1, 
г). Это преобразование сводится к замене физической величины, 
представляемой ступенчатой функцией, рядом ее значений, взя
тых при значениях аргумента х,- + Дх (/ = 1, 2, ...), где х,- — значе
ние аргумента ступенчатой функции, в которой происходит и з
менение ее уровня, а Д х — малая величина запаздывания. Такое 
преобразование называется дискретизацией ступенчатой функции, 
а выполняю щ ий его преобразователь — дискретизатором ступен



чатой функции. При осуществлении рассматриваемого преобразо
вания информация не теряется.

Обратное преобразование, состоящее в переходе от инф орм а
ции дискретного вида аналоговой формы к информации непре
рывно-дискретного вида, выполняется однозначно при исполь
зовании в качестве функций восстановления полиномов нулевой 
степени. Это преобразование называется восстановлением ступен
чатой функции по ее отсчетам и выполняется преобразователем — 
ступенчатым интерполятором.

5. Информация дискретно-непрерывного вида (см. рис. 1.1, в) 
преобразуется в дискретный вид аналоговой формы (см. рис. 1.1, г). 
Это преобразование основано на установлении однозначного со 
ответствия между бесконечным числом значений из интервата Lvmin, 
ym.,xl некоторой физической величины, математически описыва
емой непрерывной величиной (а не функцией), и конечным чис
лом / значений уу ( j  -  1, 2, ..., /) этой величины из того же 
интервала. Такое преобразование называется квантованием непре
рывной величины , а реализующий его преобразователь — квант о
вателем величины. Квантование величины всегда приводит к по
тере части информации.

Преобразования, обратного квантованию непрерывной вели
чины, не существует.

6. И н ф о р м аци я  дискретного  вида аналоговой ф ормы  (см. 
рис. 1.1, г) преобразуется в знаковую форму. Эго преобразование 
основано на установлении взаимно-однозначного соответствия 
между конечным множеством значений »  (j -  1, 2, ..., /) д иск
ретной физической величины и некоторым множеством наборов 
из конечного множества знаков, называемого алфавитом. Знака
ми алфавита могут быть буквы русского, латинского, греческого 
и других алфавитов, цифры, математические символы и т.д. З н а 
ки алфавита не обладают энергетической природой и не способ
ны распространяться в какой-либо физической среде. Множество 
наборов знаков именуют кодом, а каждый набор этого множе
ства — кодовой комбинацией, или кодовым словом. Данное преоб
разование называется кодированием I -го типа, а выполняющий 
его преобразователь — преобразователем «аналог — код». При вы
полнении настоящего преобразования информация не теряется.

Обратное преобразование, основанное на установлении вза- 
имно-однозначного соответствия между кодом и конечным м н о 
жеством значений yj (J = 1, 2, ..., /) некоторой дискретной ф и з и 
ческой величины, называется декодированием 1-го типа, а вы пол
няю щ ий его преобразователь — преобразователем «код— аналог». 
Как и при кодировании, при декодировании 1-го типа и нф орм а
ция не теряется.

7. Информация командной формы, имеющая смысл единичного 
действия или состояния, или каждый отдельный знак инф орм а
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ции знаковой формы преобразуется в знаковую форму. Это преоб
разование основано на установлении взаимно-однозначного со
ответствия между конечным множеством команд, извещений или 
знаков (алфавитом) и некоторым кодом. Такое преобразование 
называется кодированием 2-го типа, или ишфрацией, а вы полняю 
щий его преобразователь — шифратором.

Обратное преобразование, основанное на установлении вза
имно-однозначного соответствия между кодом и конечным м н о 
жеством команд, извещений или знаков, называется декодирова
нием 2-го типа, или дешифрацией, а выполняю щ ий его преобра
зователь — дешифратором. Ни при шифрации, ни при деш иф ра
ции информация не теряется.

8. И нформация знаковой формы одного вида преобразуется в 
другой вид. Это преобразование основано на установлении взаим- 
но-однозначного соответствия между одним и другим кодом с 
тем же или иным алфавитом. Такое преобразование называется 
кодированием 3-го типа, а выполняющий его преобразователь — 
кодером. По смыслу кодирование 3-го типа — эго перекодирование.

Обратное преобразование, сводящееся к обратному действию 
по отношению к кодированию 3-го типа, называется декодирова
нием 3-го т ипа , а выполняющий его преобразователь — декодером. 
Кодирование и декодирование 3-го типа не приводят к потере 
информации.

При преобразовании инф орм ации  непреры вного  вида (см. 
рис. 1.1, а) к дискретному виду аналоговой формы (см. рис. 1.1, г) 
применяют или квантование непрерывной функции и дискретиза
цию ступенчатой функции, или дискретизацию непрерывной функ
ции и квантование непрерывных величин. Оба эти случая преобра
зований получили специальное название — квантизация. Однако 
квантизация не является элементарным видом преобразования.

Перечисленные восемь видов преобразования информации мо
гут выполняться как раздельно, так и совмещенно.

Контрольные вопросы

1. Какие основные информационные процессы выделяют в теории 
информации?

2. Что общего в процессах передачи и хранения информации?
3. В каких основных формах существует информация?
4. Какие выделяют виды информации в аналоговой форме?
5. Какие существуют виды преобразования информации?
6. В чем состоит различие квантования и дискретизации непрерыв

ной функции?
7. Почему не существует преобразования, обратного квантованию 

непрерывной величины?
8. Какие типы кодирования выделяют в теории информации?



Г л а в а  2  

ТЕОРИИ ИНФОРМАЦИИ

2.1 . Понятие информации

Во многих работах по теории и н ф о р м ац и и  делались попы тки  
дать определение термину «информация». Наиболее полно суть это
го понятия отражает определение, д ан ное  российским  ф и лософ ом  
Л. Д. Урсулом. Он пишет, что и н ф о р м ац и ю  м ож но определить в са 
мом общем случае как  отраж енное разнообразие. И н ф о р м ац и я  — 
это разнообразие, которое один объект содержи т о другом объекте 
(и процессе их взаимодействия) [9. С. 248]. Под разнообразием  в 
л о м  определении понимаются характерные черты какого-либо вида 
пли характера отражаемого объекта, явления  или состояния. Эти 
ипостаси выступают как  носители разнообразия.

О п р ед ел ен и е  и н ф о р м а ц и и ,  д ан н о е  А. Д. Урсулом, им еет  два 
недостатка. Во-первых, терм и н  «разнообразие» скорее представ
л я ет  собой  ф и л о со ф ск у ю  категорию , чем м атем атическое  п о н я 
тие, поэтом у п р и м ен ен и е  его для к о ли чествен н ой  о ц ен ки  и н ф о р 
м ац и и  не представляется  возм ож н ы м . В о-вторых, и н ф о р м ац и я  
оп ределен а  А .Д .У р су л о м  как  о тр аж ен н о е  р азн о о б р ази е  одного  
объекта, хотя о разн о о б р ази и  объектов  м о ж н о  говорить л и ш ь  тог
да, когда о н и  образую т некоторую  группу. В силу этого подойдем  
к оп ределен и ю  и н ф о р м а ц и и  с других пози ций .

За  и сх о д н ы й  п у н к т  р а с с м о т р е н и я  во зьм ем  м а те м а т и ч е ск о е  
пон яти е  «множество». Ц елесообразность  его п р и м ен е н и я  при о п 
р е д е л е н и и  и н ф о р м а ц и и  п о д тв ер ж дается  тем , что ф и з и ч е с к а я  
п р и р о д а  э л е м е н т о в  м н о ж еств а  (о б ъ ек то в ,  я в л е н и й ,  с о с т о я н и й  
и т .д . )  в т е о р и и  и н ф о р м а ц и и ,  к а к  и в м а т е м а т и к е ,  о б ы ч н о  
и н тер еса  не п р ед став л яет ,  с у щ е с т в е н н ы м  я в л яе т с я  вид о тл и ч и я  
этих  э л е м е н т о в .

По виду отличия элем ентов  все множ ества будем делить на пять 
категорий. В первую категорию входят такие множ ества , эл ем ен та 
ми которы х являю тся  либо  знак и ,  ли б о  н аборы  знаков . О тличие 
элем ен тов  лю бого  из таких м нож еств  является  отличием  знаков  
или совокуп ностей  знаков . К м н ож ествам  второй категории о т н о 
сятся такие , элем ен там и  которы х являю тся  числа или с о в о к у п н о 
сти чисел. О тли чи е  элем ен тов  в л ю бом  из таких  множ еств  иред-
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ставляется либо числом, либо совокупностью чисел. В каждом из 
множеств третьей категории отличие любых двух элементов вы
ражается функцией одной переменной. К  множествам четвертой 
категории причисляются такие, в каждом из которых различие 
любых двух элементов представляется функцией нескольких пере
менных. Наконец, к пятой категории множеств относятся такие, 
в каждом из которых различие любых двух элементов выражается 
некоторой структурой.

Различие элементов присуще бесконечному числу множеств, 
так как является выражением различия форм существования ма
терии. Однако само по себе различие элементов еще не и нф орм а
ция. Это как бы источник, который при определенном условии 
может породить информацию. Это условие заключается в наличии 
определенного объекта, обладающего свойством отражения, т.е. 
способностью запечатлевать в изменениях одного или нескольких 
своих качеств особенности взаимодействующего с ним элемента. 
Взаимодействие разных элементов отражаемого множества с од
ним и тем же отображающим объектом приводит к появлению 
множества элементов, в различии которых отображается разли
чие элементов отображаемого множества. Возникновение нового 
множества элементов с определенными качественными различи
ями — акт появления информации. Таким образом, информация — 
это отраженное в различии элементов одного множества различие 
элементов другого множества.

Поскольку носитель инф орм ации  тоже представляет собой 
множество (хотя и появившееся в результате отображения), то 
информация, как отраженное различие, также может быть отне
сена к одной из пяти категорий: знаковой, числовой, одноф унк
циональной, многофункциональной, структурной. Вид получен
ной информации определяется тем видом различия элементов 
отразившего множества, в котором запечатлелось различие эле
ментов отображенного множества.

При трактовке информации как отраженного различия встает 
вопрос о степени полноты отражения исходного различия в эле
ментах отразившего множества, т.е. о полноте информации. Если 
отражающее различие является качественно более простым по 
сравнению с отражаемым, то полученная в этом случае инф орм а
ция является неполной. Например, неполной является и нф орм а
ция о непрерывной случайной функции времени, содержащаяся 
в ее сечениях, отстоящих друг от друга на конечные временные 
интервалы. Установление указанных сечений — это представление 
случайной функции последовательностью случайных величин. 
И нформация получается неполной и тогда, когда при качествен
но одинаковых различиях элементов отражаемого и отразившего 
множеств число элементов в отразившем множестве меньше, чем 
в отражаемом.
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Таким образом, любое множество элементов, отражающее осо
бенности элементов другого множества, можно характеризовать 
как количеством различаю щ ихся элементов, так и характером 
(качеством) их отличия, т .е . инф орм ации  присущи как количе
ственный, гак и качественный аспекты. Количественный аспект 
состоит в возможности количественной характеристики и нф ор
мации, качественный — в качественном отличии форм ее суще
ствования.

2.2. Теории информации и их разновидности

Теории, исследующие различные формы существования и н 
формации, называются теориями информации. В одной теории мо
жет изучаться как одна, так и несколько форм существования 
информации. Цель каждой теории — установить меру количества 
информации, представленной в определенной форме, и выявить 
закономерности изменения этого количества при протекании раз
личных информационных процессов.

Как отмечалось в подразд. 1.1, основных информационных про
цессов — шесть. Если отображение рассматривать как представле
ние информации с целью ее восприятия, хранение — как переда
чу во времени, а преобразование — как действия с информацией 
по детерминированному алгоритму, приводящие к изменению ее 
формы и вида, то, отбросив некоторые специфические особен
ности, шесть основных информ ационных процессов можно све
сти всего к трем принципиально различным: появлению, переда
че и обработке информации.

Появление информации всегда связано с наличием или дей
ствием некоторого объекта, который, отвлекаясь от его физиче
ской природы, называют источником. Передача информации обус
ловлена свойствами другого объекта — физической среды, кото
рый называют каналом. Обработка информации предполагает на
личие третьего объекта, способного выполнять определенный де
терминированный алгоритм, который называют процессором. Т а
ким образом, источник, канал и процессор — это три основных 
информационных объекта.

Теорию информации будем называть полной для некоторой ка
тегории информации, если в этой теории для данной категории:

1) устанавливается мера количества информации и выясняю т
ся ее свойства;

2) изучаются источники, выдающие информацию  этой катего
рии, и процесс ее появления в результате их действия;

3) исследуются каналы, обеспечивающие передачу инф орм а
ции указанной категории, и процесс ее передачи по этим кана
лам;
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4) изучаются процессоры, обрабатывающие инф ормацию  от
меченной категории, и процесс ее обработки по реализуемым 
алгоритмам.

Если в теории не рассматривается хотя бы один из перечис
ленных вопросов для исследуемой категории информации, то та
кую теорию называют неполной для этой категории.

В зависимости от того, учитывается ли при установлении меры 
количества информации критерий, по которому оценивает и н 
формацию  получатель, различают два вида теорий информации. 
В теориях первого вида, которые называют формальными, мера ко
личества информации для каждой изучаемой категории вводится 
без учета того критерия, которым будет пользоваться получатель 
при ее оценке. Эти теории широко применяются при характери
стике работы различных технических устройств восприятия (вво
да), преобразования, передачи, обработки, хранения и отобра
жения (вывода) информации. В теориях второго вида, которые 
называют неформальными, мера количества информации выбира
ется с учетом критерия, по которому получатель оценивает и н 
формацию. В качестве таких критериев обычно используются кри
терии содержательности, ценности и полезности. Эти теории оце
нивают количество получаемой информации с точки зрения че
ловека или искусственного интеллекта, наделенного в определен
ных рамках способностью логически мыслить.

Остановимся кратко на смысле критериев содержательности, 
ценности и полезности. Под содержательностью информации по
нимается наличие в ней смысла, содержания, т.е. осознаваемых 
субъектом сведений об объективной реальности. Предполагается, 
что до оценки информации субъект — человек или искусствен
ный интеллект — обладает определенным тезаурусом, т.е. систе
матизированной совокупностью знаний о реальном мире. Счита
ется, что информация обладает содержательностью, если ее вос
приятие субъектом приводит к расш ирению  (увеличению) его 
тезауруса. Если роста тезауруса не происходит, то полагают, что 
данная информация не обладает содержательностью для воспри
нимающего ее субъекта. Например, учебник по математике для 
4-го класса средней школы заключает в себе большую содержа
тельную информацию  для ученика 4-го класса, но практически 
не имеет содержательной информации для ученика 10-го класса. 
Теории информации, в которых устанавливаются меры содержа
тельной информации, заключенной в изучаемых в них категори
ях, получили название семантических. Семантика (от греч. semaino — 
указываю, означаю) — это раздел семиотики, изучающий смыс
ловое значение знаков, слов и предложений в различных знако
вых системах. Семантическая информация всегда составляет лишь 
часть всей информации, которая содержится в некоторой ее кате
гории.
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При рассмотрении критерия ценности информации больш ин
ство авторов связывает его с достижением некоторой ранее по
ставленной цели. Полезность информации понимают как такое ее 
свойство, которое позволяет субъекту удовлетворить некоторые 
свои интересы — духовные, культурные и др. Подробное знаком 
ство с данными критериями позволяет сделать вывод о некоторой 
ошибочности такого их толкования.

Прежде чем охарактеризовать ценность и полезность и н ф о р 
мации, рассмотрим понятия «ценность» и «польза». В Советском 
энциклопедическом словаре дано следующее определение: «Цен
ность — положительная или отрицательная значимость объектов 
окружающего мира для человека, класса, группы, общества в 
целом, определяемая не их свойствами самими по себе, а их 
вовлеченностью в сферу человеческой жизнедеятельности, и н 
тересов и потребностей, социальных о т н о ш ен и й ... [7. С. 1481]». 
В Т олковом  словаре В. Даля сказано, что польза — улучшение, 
выгода, прибыль, барыш , нажива. Полезность  — польза, в зн а 
чении свойства, качества. Учитывая такую трактовку, можно 
заключить, что полезность — это свойство объекта, п озволя
ющее достичь поставленной цели с м еньш ими м атериальны 
ми, ф и зическим и  или психическими затратами (получить вы 
году). Полезность является абсолютным объективным свойством 
объекта, связанны м  с достиж ением  цели. Ценность — понятие 
относительное , субъективное и непосредственно с целью не 
связанное. Н апример, картина И. Репина «Бурлаки на Волге» 
обладает больш ой художественной и исторической ценностью  
для русского народа. С вязывать же ее с достиж ением  какой- 
либо  цели просто абсурдно.

Учитывая сказанное, под ценной информацией для субъекта бу
дем понимать такую семантическую информацию, которая оце
нивается им как значимая, необходимая для удовлетворения его 
материальных, духовных, культурных интересов. Полезной будем 
назы вать  такую ценную  и нф о р м ац ию , которая обеспечивает 
субъекту достижение поставленной цели с меньшими материаль
ными, физическими и психическими затратами, т.е. получение 
выгоды. Теории информации, в которых устанавливаются меры 
полезной для получателя информации в тех категориях, которые 
в них изучаются, называют прагматическими. Прагматика (от греч. 
pragm a— дело, действие) — это раздел семиотики, изучающий 
практическую полезность знаков, слов и предложений различных 
знаковых систем для тех, кто их использует.

Обозначим через /ф, /ссм, / цсн и /пр соответственно количество 
информации формальной теории в некоторой ее категории без 
учета критерия ее оценки получателем, количество семантиче
ской, ценной и прагматической информации. При разумном вы
боре мер указанных количеств информации всегда
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Aji ~ с̂см “ Aich — п̂р*
В основе этого неравенства лежит отношение между различными 

видами информации (рис. 2.1).
В зависимости от характера появления элементов — неслучай

ного или случайного — в рассматриваемой категории инф орм а
ции формальные и неформалы-ше теории, изучающие эту катего
рию, делятся на невероятностные и вероятностные. В невероятно
стных теориях для установления меры количества информации 
используется аппарат какой-либо детерминистской математиче
ской теории; в вероятностных — эта мера вводится при помощи 
понятий и аппарата теории вероятностей.

Наибольший прогресс к настоящему времени достигнут в раз
работке формальных теорий информации. Неформальные теории 
в большинстве случаев значительно менее развиты и находятся на 
этапе своего становления. В настоящий период развития науки в 
обсуждаемой области знаний отчетливо прослеживаются два н а 
правления исследований: 1) создание отдельных частных теорий 
информации, призванных охватить информ ационным описанием 
те категории информации, для которых уже известные меры не 
являются адекватными; 2) формирование обшей теории и нф ор
мации, пригодной для исследования различных категорий неза
висимо от характера появления их элементов.
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2.3. Дуализм материального мира

Окружающий реальный мир состоит из двух миров: мира слу
чайных событий и процессов и мира детерминированных явлений 
и процессов. Эти миры пронизывают друг друга и находятся в по
стоя н ном взаимодействии.

К миру случайных событий относятся такие проявления, преды
стория которых неизвестна и о которых нельзя заранее сказать, что 
они обязательно произойдут. К миру детерминированных явлений 
обычно причисляют такие, которые являются следствием хорошо 
известных условий или причин и обладают свойством повторяемо
сти, т.е. повторного появления при каждом новом акте воспроиз
ведения порождающих факторов. Отнесение одних и тех же явле
ний и процессов к случайным или детерминированным зависит от 
полноты знания их предыстории.

Вообще говоря, в каждом явлении или процессе есть опреде
ленная доля как случайности, так и детерминированности. Однако 
оценить эти доли довольно сложно, поэтому одни из явлений рас
сматривают как чисто случайные, а другие — как детерминирован
ные.

Такое разделение проявлений окружающего мира нашло свое 
отражение как в физике, гак и в математике. Например, в физике 
при исследовании объектов макромира установлено, что в нем дей
ствует множество различных, но вполне конкретных причинно- 
следственных связей, множество законов, определяющих четкие 
детерминированные соотношения между физическими величина
ми, множество соответствий, задающих строго однозначную связь 
между группами объектов.

При изучении объектов микромира проявляющиеся в нем явле
ния рассматриваются как случайные, гак как большинство при
чин^ определяющих их протекание, остается неизвестным.

В математике осознание двойственности материального мира 
наш ло свое отраж ение в том, что в ней изучается большое ч и с
ло  ф ункц ион альн ы х  зависимостей, в которых аргументы строго 
детерминированно определяют значения функций, большое чис
ло математических операций, в которых результат также не я в 
ляется случайным. Н апример, при слож ении  двух чисел цифры 
суммы од нозначно  определяю тся циф рами слагаемых и стро
гим алгоритмом сложения. При этом для изучения зак о н о м ер 
ностей мира случайных явлений  и процессов в математике и с 
пользуется адекватно оп исы ваю щ ая этот мир д и сц и п л и н а  — 
теория вероятностей.

Учитывая сказанное, в дальнейшем рассмотрим элементы двух 
формальных теорий информации: вероятностной К. Ш еннона и 
комбинаторной автора этой книги.
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Контрольные вопросы

1. На какие категории по виду отличия элементов принято разделять 
все множества в теории информации?

2. Что является необходимым условием появления информации?
3. Какие факторы влияют на полноту информации?
4. Какие объекты изучаются в теории информации?
5. В чем состоит различие формальных и неформальных теорий ин

формации?
6. По каким критериям проводится классификация теорий информа

ции?
7. В чем заключается различие критериев ценности и полезности ин

формации?
8. Какие теории информации называются семантическими?
9. В каком отношении находятся различные виды информации?
И). Что понимается под дуализмом материального мира?



Г л а в а  3

МЕРА КОЛИЧЕСТВА ИНФОРМАЦИИ 
В ВЕРОЯТНОСТНОЙ ТЕОРИИ К. ШЕННОНА

3.1. Общая мера количества информации 
в вероятностной теории

Вероятностная теория информации была разработана К. Ш ен
ноном и относится к числу формальных. Основные ее положения 
были опубликованы им в 1948 г. в статье [22]. В этой теории рас
сматриваются вероятностные множества, обладающие определен
ными статистическими свойствами, и изучаются три категории 
информации. В первой она представляет собой события, принадле
жащие конечному множеству случайных событий; во второй — чис
ла, являющиеся значениями непрерывной случайной величины; 
в третьей — непрерывные функции (реализации непрерывной слу
чайной функции). Дискретные случайные величины, г.е. величи
ны, которые в результате опыта принимают одно из значений, 
принадлежащих конечному множеству, рассматриваются в этой 
теории как множество случайных событий.

Математическим аппаратом вероятностной теории информации 
является теория вероя тностей. Э то позволяет применять ее во м но
гих областях, где явления и процессы носят случайный характер.

Любые действия, приводящие к появлению некоторого собы
тия, принятию величиной некоторого значения или функцией — 
некоторого конкретного вида (реализации), называются в веро
ятностной теории информации опытом. Например, к опытам от
носят получение какого-либо сообщения, измерение какой-либо 
физической величины измерительным прибором, наблюдение за 
кривой на экране осциллографа и множество других самых раз
личных действий. Считается, что до осуществления опыта извест
но все множество его исходов, но не известно, каким из этих 
исходов он закончится.

Получение информации в опыте связано прежде всего с тем, 
что до осуществления опыта имеется некоторая неопределенность 
относительно его исхода, т. е. относительно того, какое из собы
тий в нем произойдет, какое значение примет величина или ка
кой конкретный вид получит функция. Эта неопределенность по
рождается самой случайностью исходов, которая не позволяет дать 
однозначный ответ о конечном результате опыта. По окончании
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опыта неопределенность относительно его результата или совсем 
исчезает, или уменьшается.

Уменьшение неопределенности касательно исхода опыта в ре
зультате его осуществления понимается в вероятностной теории 
как получение информации.

За меру количества информ ации в вероятностной теории при
нята величина

I -  Н  -  Н  (3.1)1 1 * до опыта 11 гюслг опыта •> х 7

где //до опыта — неопределенность исхода опы та до опыта; / /nocieonыТа — 
неопределенность исхода опыта после опы та.

Из формулы (3.1) видно, что для нахождения количества и н 
формации необходимо установить меру неопределенности исхода 
опыта. В 1948 г. К. Ш еннон предложил меры неопределенности 
исхода опыта отдельно для множества случайных событий, не
прерывной случайной величины и случайной функции.

В связи с расширением применения в современном мире ц и ф 
ровых устройств из трех введенных К .Ш ен н о но м  мер неопреде
ленности рассмотрим только одну, а именно: меру неопределен
ности исхода опыта с множеством случайных событий.

3.2. Энтропия конечного множества 
случайных событий

Рассмотрим конечное множество (прос транство) X  случайных 
событий х и хъ ..., x s , которые могут произойти в некотором 
опыте. Пусть эти события независимы и несовместны и известны 
вероятности р (х х) = р ь р (х2) = р2, ..., p (xN) -  p N их осуществления 
в опыте. Пусть они образуют полную группу событий, т.е. р } + р2 + 
+ ... + p N= 1. Часто указанное множество событий записывают так

X
х х x 2 . . .x N л 

Pi Р: ■ ■ ■ Pn
(3.2)

В качестве меры неопределенности исхода опыта с конечным 
множеством случайных событий К. Ш еннон предложил следующую 
функцию, которая была им названа энтропией:

H ( X )  = -Y ,P ilo g a Pi. (3.3)
/=1

Заметим, что в формуле (3.3) X — не аргумент функции, а 
обозначение множества. Аргументами функции являются вероят
ности событий.

20



Рассматривая энтропию как функцию  Н(рь р 2, ..., p N), следу
ет иметь в виду, что число независимых переменных в ней N -  1, 
так как одна из вероятностей всегда может быть выражена через 
другие, например p N = 1 -  (рх + р 2 + ... + p N._ j). В связи с этим

H( P x,P2, - , P n ) =  Н ( р и ръ . . . , рц_,).
Термин «энтропия» задолго до появления теории информации 

был введен в физике. Под энтропией в ф изике понимают опреде
ленную функцию, характеризующую состояние физической си 
стемы. Для одной из таких систем, а именно совокупности моле
кул идеального газа, заключенной в замкнутый объем и соверш а
ющей тепловое движение, JI. Больцманом была найдена формула 
энтропии. Значение энтропии, получаемое по этой формуле, ха
рактеризует степень беспорядка молекул газа в системе. Функция 
Н(Х)  в формуле (3.3) с точностью до знака совпадает с форму
лой Больцмана, поэтому на основании внешнего сходства Н(Х)  
была названа К. Ш енноном энтропией.

Выбор основания логарифмов а в формуле (3.3) определяет 
единицы, к которых исчисляется неопределенность. Если берут а -  
= 2, то энтропия исчисляется в двоичных единицах, или битах 
(бит — это специфическое сокращение двух английских слов binary 
d ig it— двоичная цифра). Если выбирают а = е, то энтропия выра
жается в натуральных единицах, или шипах. При а = К) единица 
неопределенности называется десятичной, или дитом. В дальней
шем, есЛи не оговорено иное, будем считать, что а = 2, и все 
выражения энтропии, аналогичные формуле (3.3), будем писать 
без знака основания логарифмов.

Для понимания смысла энтропии конечного множества слу
чайных событий внесем знак минус в формуле (3.3) под знак 
логарифма:

/ / ( * )  = f > !o g - .  (3.4)
/=1 Pi

Формула (3.4) представляет собой математическое ожидание 
величины log l /р,. Выясним ее смысл.

Вероятность р, осуществления в опыте события х,- является ве
личиной, характеризующей определенность наступления этого 
события. Казалось бы, величина, обратн аяp h т.е. 1 /p h может быть 
принята за характеристику неопределенности его наступления в 
опыте. Однако если множество состоит всего из одного события, 
то Pi = 1 и \/р \ = 1, что противоречит здравому смыслу. Действи
тельно, если вероятность наступления в опыте некоторого собы
тия равна единице, т.е. оно всегда осуществляется в опыте, то 
никакой неопределенности относительно исхода опыта нет. Зн а
чит, величина, выбранная в качестве характеристики неопреде-
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ленности осуществления и опыте некоторого события, должна 
равняться нулю, если вероятность наступления этого события равна 
единице. Вместе с тем эта величина обязана удовлетворять и дру
гому условию: при р, —» 0 она должна стремиться к бесконечности. 
Нетрудно видеть, что указанным условиям отвечает величина

t f , = l o g  — , (3.5)
Pi

получившая название индивидуальной неопределенности. По см ы с
лу f f j — это неопределенность осуществления в опыте конкретно
го события X/, наступающего с вероятностью

Заменив в формуле (3.4) log 1 /р,  в соответствии с соотнош ени
ем (3.5), получим

И( Х )  = (3.6)
/ = 1

Как следует из формулы (3.6), энтропия Н(Х)  — это средняя нео
пределенность исхода опыта с множеством Xслучайных событий.

Энтропия множества случайных событий обладает следующи
ми свойствами.

1. Если вероятности р, всех событий, кроме одного, раины нулю, 
а этого единственного — единице, то 1/(Х) = 0. Действительно, в 
этом случае в любом опыте с множеством А'результат опы та изве
стен заранее, поэтому неопределенность в исходе опыта отсут
ствует.

2. Сели по крайней мере для двух значений / (/ = 1, 2, .... N)
0 < р, < 1, то //(А') > 0. Это вытекает из того, что при а > 1 
выражение -p,\oguPi > 0 для всех 0 < р, < 1. Для остальных /;, выра
жение -/>,log(,/;, -  0.

3. Если при заданном /V все события множества равновероятны, 
т.е. если р, = 1 / /V, то величина Н(Х)  максимальна и равна log/V:

Н ( Х ) =  II ( А , = log /V. (3.7)

Из формулы (3.7) видно, что в этом случае исход опыта на
иболее неопределенен.

Пример 3.1. Построить график энтропии множества X, состоящего из 
двух событий:

х  = ( 'Vl

Поскольку множество состоит из двух событий, то его энтропия, бит, 
является функцией от одной переменной р:

Н( р)  = - р  log, р -  (1 -  р) log2(l -  р).
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Рис. 3.1. График энтропии //(/;) множества из двух событий

Из рис. 3.1 видно, что энтропия Н(р) является симметричной функцией 
относительно прямой /> = 0,5 со значениями, лежащими на отрезке [0,1 ] бит.

3.3. Энтропия конечного множества 
- совместных событий

Рассмотрим два конечных множества X и Ус N  \\ М  событиями 
соответственно (см. формулу (3.2)):

X
х, х, 

Р(Х\) P (X l)

Х'М
■P(xN)

У Ti У 2 Ум 
Р(У\) Р(Уг)■•■ Р(Ум)

При опыте только с множеством X  или У неопределенность 
исхода опыта (до опыта) характеризуется соответствующей энт
ропией:

н (х ) = - X  P(x i) !°g P(Xi); H( Y)  = p(}’j ) log p ( y j ).
Ы j=\

(3.8)

Произведем теперь некоторый сложный опыт, в результате 
которого появится одно из событий множества X  и одно из собы
тий множества У. Исход такого опыта можно трактовать как неко
торое новое событие (х„ yj) (/ = 1, ..., N\ j  = 1, ..., М) ,  заключа
ющееся в совместном осуществлении в опыте по одному из собы
тий множеств X и У. В общем случае число всех возможных собы
тий (х/, yj), которые назовем совместными, равно NM. Если через 
p(Xj, у )  обозначить вероятность совместного события (х„ yj), то 
всю совокупность таких событий можно рассматривать как неко
торое новое множество (X, У):

{X , У)
г(х\,У\) (л'1,>s) ••• (Xi,yj) ( х „ , у м ) л 

р(хи ух) р{хи у2). . .р{х1, у ^ . . . р { х ы, у м )
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По определению энтропия такого множества, т.е. неопреде
ленность исхода опыта,

Н ( X ,  У) = Р(х, , y j ) log р ( х :, у j ). ( 3  9 )
i,j

Поскольку p{xh yj) = p(yj, л',), т.е. вероятность совместного со
бытия не зависит от того, какое из составляющих его событий 
называется первым, то

Н ( Х , У )  = Н( У, Х) .  (3-10)

Найдем, чему равна энтропия Н(Х, Y).  Рассмотрим сначала слу
чай, когда события множеств X  и Кнезависимы.

Как следует из теории вероятностей [5], вероятность совмест
ного события (х„ у;) в этом случае

!>(*пУ]) = p(Xi)p(Vj).  (З-П)

Подставим p(Xj, у,) из соотношения (3.11) в формулу (3.9):

Н( Х,  Y)  = /;(лУ)/}(у; ) logp(x,-)p{yj)  =

/V м N м (3-12)
= “ X  X  p(x i) р ( у  j ) log p{Xj) v  X  p(-xi )р (у./ ) 1()ё p(y’j )■

i - i j l  ; = ] y=i

Так как p(x,) не зависит от j ,  то в формуле (3.12) в первом 
слагаемом за знак суммы по j  вынесем р(х,) logр(х,), а во вто
ром — р(х,):

N М N М
Н( X ,  Y)  = - V  p(Xj) log /;, V; IУ p{}’j ) -  ]Г р (х, ) £  p()>j) Jog p ( y j ). (3.13)

/=1 j /=i jA
Л/ N

Если учесть, что ^ /H .v y) = 1 и ^ p i x - , )  -  ! и что во втором сла-
J.-1 м

гаемом за знак суммы по / можно вынести сумму по у, то легко 
видеть, что первое слагаемое формулы (3.13) — это Н(Х),  а вто
рое — Н(У).  Отсюда

Н( Х ,  Y) -  Н ( X )  + Н(У) .  (3.14)

Формула (3.14) показывает, что неопределенность исхода опыта 
с множеством (X, К) совместных событий при независимости со
бытий множеств X  и У равна сумме неопределенностей исхода 
опыта с каждым из них.

Рассмотрим теперь случай, когда события множеств X  и К за
висимы. При таком допущении, в соответствии с теорией вероят
ностей [1J вероятность совместного события (,v„ y j)
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P(Xj, У j )  ~ P(X;) p (yj  \x, ) = p(}’j )p (x i \yj ) , (3.15)

где piyjx,) — вероятность события ys при условии, что имеет место 
событие х„ или условная вероятность события уу; р (х \у ) — услов
ная вероятность события xh если имеет место событие у}. 

Подставим p(xi)p(yjxi) вместо p(xh yj) в формулу (3.9):

Поскольку p(Xj) не зависит от j ,  то в выражении (3.16) в пер
вом слагаемом за знак суммы по j  вынесем p(x,)\ogp(x,), а во вто
ром — /;(х,):

м
Если принять во внимание, что X  /Н-Уу |х<) = Ь то ле|'ко ви-

i =1
деть, что первое слагаемое формулы (3.17) — это Н(Х).  Во втором 
слагаемом формулы (3.17) выражение

получило название условной энтропии множества Y. Условная э н 
тропия Н(У\х.) характеризует неопределенность исхода опыта 
с множеством Y, если известно, что имеет место событие х,. Все 
второе слагаемое

называют средней условной энтропией множёства Y. Средняя ус
ловная энтропия Н{У\Х)  соответствует средней неопределенно

Н ( X ,  Y)  = - X  p(Xi )p{}’j |х ,) log р(х, )p(yj  |х,-)

N М

=  - X  X  )p(yj  I х / )  1 о 2  р(х> )  - (3.16)

“ X X  P(x i)Р(У] |х<) lo8 p()’j Iх,)-

м
Н (X , Y ) = - X  р (х :) log р(х,■ ) Х  p(yj  \Х, )

J' (3.17)
/V м
X  />(х , ) Х  p(yj  h ) |о§ p  (yj  Iх/ )■

м
X  P(>’j Iх/) 1оё Р(У] Iх-) = Н (У \Х;) (3.18)

N М

X  p (x i ) Х  p(yj  Iх --) lo 8 p(>’j Iх / )

= £ > (х,-)Я(У|*() = Я (У р О

(3.19)
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сти исхода опыта с множеством Y  при известных событиях м н о
жества X. Как видно из формулы (3.19), H(Y\ X)  — это математи
ческое ожидание величины #(У|х,-).

Итак, с учетом принятых обозначений энтропия множества 
совместных событий

Если в формулу (3.9) вместо р ( х „  у,) подставить p( } j ) p( x , \ y ' j )  и 
выполнить аналогичные преобразования, то получим

Таким образом, неопределенность исхода опыта с множеством 
совместных событий (X, Y) равна неопределенности исхода оп ы 
та с множеством X  или Кчипос неопределенность исхода опыта с 
другим множеством при известных исходах опыта с первым.

Средние условные энтропии Н( У\ Х)  и H( X\ Y)  обладают оди
наковыми свойствами. Перечислим их, например, для H(X\Y):

1) Н{Х\У)  = 0, когда события множества Y полностью повто
ряют события множества X,  т .е. когда

Это следует из формулы (3.22) при подстановке в нее указан
ных значений p{x\yj)\

2) H(X\Y)  > 0, если хотя бы для двух значений / ( / =  1, ..., /V) 
при некотором j  верно неравенство 0 < р(х,\у^ < 1. Это видно из 
формулы (3.22), если учесть, что при этих значениях / значение 
-/;(x,jj'7)loga /><л.у) > 0 при а > 1;

3) H(X\Y)  = H{X\ Y) max = Н(Х)  только в случае полной незави
симости событий множеств, т.е. когда р ( х ^ )  = p(Xj). Это также 
вытекает из формулы (3.22) при подстановке в нее вместо р(х,\у^ 
вероятностей р(х,).

И з свойства 3 непосредственно следует, что если события м н о
жеств X  и Кзависимы, то

Неравенства (3.23) означают, что при зависимости событий 
множеств X  и Y  неопределенность исхода опыта с одним из них 
уменьшается, если становятся известны исходы опытов с другим. 
Строгое доказательство неравенств (3.23) дано в [23].

Н( Х,  Y)  = Н ( Х )  + I 1( Y\ X) . (3.20)

H ( X , Y )  = H( Y )  + N ( X \ Y ) , (3.21)

где
М N

Н ( Х  \ Y) = -  £  p(yj  )]Г р (х : ]j ’y) log p{x, |y j ). (3.22.)
7“I /=1

H ( X \ Y )  < H { X ) - H ( Y \ X )  < H( Y) . (3.23)
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3.4 . Количество информации, 
получаемое в опыте с конечным множеством 

случайных событий

В подразд. 3.1 было указано, что за меру количества и нф орм а
ции в вероятностной теории принята разность неопределенно
стей исхода опыта до и после его осуществления. Рассмотрим, что 
представляет собой эта мера в случае конечного множества слу
чайных событий.

Опыты, проводимые с множеством событий, делятся на две 
категории. К первой относятся такие, в которых наблюдаемые со
бытия всегда признаются за истинные, достоверные, действительно 
осуществившиеся в опыте. Например, если опыт состоит в выта
скивании карты из колоды и полученная карта является бубно
вым тузом, то у наблюдателя никогда не возникает сомнения в 
том, что эго именно гуз, а не какая-то другая карта. Во вторую 
категорию опы тов входят такие, в которых наблюдаемые события 
являются лиш ь отражением тех истинных событий, которые дей
ствительно имеют место в опыте. Так, если опыт состоит в пере
даче символов некоторого алфавита по каналу связи с искажени
ями, то, получив на приемной стороне некоторый символ а, 
нельзя с абсолютной уверенностью утверждать, что именно этот 
символ был подан на вход канала. В опытах первой категории ре
зультат опыта зависит только от распределения вероятностей со
бытий множества, в то время как в опытах второй категории — 
еще и от вероятностных закономерностей представления этих со
бытий. Опыты первой категории описывают процессы появления 
информации, а второй — процессы ее передачи, хранения и ото
бражения.

Предположим сначала, что с некоторым множеством X  прово
дится опыт первой категории. До выполнения опыта неопределен
ность его исхода вполне характеризуется энтропией множества

Н д о  опыта =  Н( Х) .
Пусть в результате опыта появляется некоторое событие х-,. П о

скольку после опыта сомнения относительно того, какое же со
бытие действительно произошло в опыте, полностью отсутству
ют, то

ТГ А
* *  после опыта "

и в соответствии с формулой (3.1) количество информации 1(Х),  
получаемое в опыте с таким множеством,

/ ( X )  = t f ( X )  = - f> , - lo fe A.. (3.24)
/=1
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Смысл этого выражения состоит в следующем. Если внести знак 
минус под знак логарифма, то в соответствии с соотнош ени
ем (3.5) log 1 /Pi — это индивидуальная неопределенность осуще
ствления в опыте конкретного события х,-. При осуществлении в 
опыте события х,- оно для этого опыта является достоверным, т.е. 
единственно в нем наступившим. Вследствие этого после опыта 
неопределенность осуществления в проведенном опыте этого кон
кретного события х,-характеризуется величиной log 1/1. Разность 
указанных неопределенностей, обозначаемая обычно /(х,-), полу
чила название индивидуального количества информации, получаемого 
в опыте при осуществлении в нем события х,:

/ (х ,)  = log — log -j- = log — = - lo g / ; , .  (3.25)
Pi 1 Pi

Подставив в выражение (3.24) /(x,) вместо —log/7,- из ф орму
лы (3.25), будем иметь

l ( X )  = f dpi I ( x i ). (3.26)
/=1

Таким образом, как видно из формулы (3.26), 1{Х) — это сред
нее количество информации, получаемое в опыте первой катего
рии с множеством X.

Рассмотренная мера количества информации в соответствии с 
выражением (3.24) обладает теми же свойствами, что и энтропия 
множества X.

Предположим теперь, что с множеством X  проводится опыт 
второй категории. В этом случае наблюдаемые события, яв л я 
ющиеся лиш ь отражением истинных, можно рассматривать как 
некоторое новое множество Y. До выполнения опыта с множе
ством X  неопределенность его исхода, как и в первом случае, ха
рактеризуется энтропией множества:

Ядо опыта = Н( Х) .

После осуществления опыта о появившемся в нем событии 
множества X  судят по наблюдаемому при этом событию множ е
ства Y  Поскольку для опытов второй категории не всегда верно, 
что при наблюдении события у,- в опыте действительно имело ме
сто событие х„ то после заверш ения опыта относительно истин
ного его исхода всегда остается некоторая неопределенность. Эта 
неопределенность вполне характеризуется средней условной эн т 
ропией множества X [см. формулу (3.22)]:

^ п о с л е  опыта = H ( X \ Y ) .
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Поскольку вся информация о событиях, действительно проис
ходящих в опытах с множеством X,  заключена в событиях множе
ства Y, то разность энтропий до и после опыта в соответствии с 
формулой (3.1) единственно разумно определить как количество 
информации, получаемое в событиях множества Коб исходах опыта 
с множеством X. Обозначив указанное количество информации 
/(К, X),  будем иметь

I ( Y , X )  = Н ( Х ) - Н ( Х \ У ) .  (3.27)

Подставив в выражение (3.27) Н(Х)  из формулы (3.8) и H(X\Y)  
из формулы (3.22), получим

I (Y,  X)  = р( х , ) log р( х , ) + £  p(yj  ) £  р( х  . |уу) log /?(х, |_у,-). (3.28)
/ = 1 j  = 1 /=1

П оскольку

А/

P ( x i) = ' £ p ( x i, y Jy, (3.29)
У=1

I P ( X ; , V ; )

(3J0)

то выражение (3.28) с учетом формулы (3.29) можно записать в 
следующем виде:

I (У, X )  = X  /; (Х'- ’ -VV ) *°ё />(* / ) +
1=1 у = !

+ X S / ,(-Vy)/; (A'<i-V̂  l o g - ^ y ^  = - ^ /7 ( x , , y / )log /? (x ,)+  (3.31) 
у=1 /-1 Р\У]) i j

\ i  P ( X j , y j )  у '  / , . P( . Xi - , Vj }
+X p(xi > У]) loS — 7 г~ = X  />(*,-. Л ) Io§ Т Т Л  •

и  Р(х ,)Р(У])

Выясним смысл последнего выражения. Для этого запишем 
логарифм в сумме, учитывая формулу (3.30), следующим обра
зом:

, P ( x , - , y j )  , p { X i \ y j )  1 1
log---------- ----  = log------ 1----  = log---------- log------- 1— . (j.JZ)

P ( X i ) p { y ' j )  p ( x , )  p ( X j ) p ( x , \ y j )

Первый член правой части формулы (3.32) - j  это индивидуаль
ная неопределенность Я, события х,- до опыта. Второй член — ус 
ловная индивидуальная неопределенность Н,у того же события, т.е.
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индивидуальная неопределенность события x h если наблюдаемым 
событием является у}. Разность неопределенностей события х, до и 
п о сл е  о п ы т а  есть  и нд и ви д уа льно е  к о ли чест во  инф орм ации  
КУр х,), содержащееся в событии yt о событии х,. Таким образом,

]оё- Г Т Т ^  = И > -  И 'У = Г(УРХ‘)- <3-33)p( Xi ) pb’j)

Подставив выражение (3.33) в формулу (3.31), будем иметь

П Г , Х )  = ' £ р ( х „ у ; ) Ц у ] , х 1). (3.34)
i j

Из соотнош ения (3.34) видно, что количество информации 
/(У, X),  получаемое в событиях множества У об исходах опыта с 
множеством X,  — это среднее относительное количество и нф ор
мации, приходящееся на один опыт.

Подставив в выражение (3.27) H(X\Y)  из формулы (3.21), по
лучим

/ (У, X )  = Н ( X )  + Н (У) -  Н( Х ,  У). (3.35)

Учитывая выражение (3.20), из формулы (3.35) найдем

f ( Y , X )  = H ( Y ) - H ( Y \Х).  (3.36)

П риняв во внимание соотнош ение (3.10), перепишем формулу 
(3.35) в следующем виде:

/(К , X)  = H( Y )  + Н ( Х )  -  H( Y,  X) .

Учитывая порядок следования обозначений множеств в ф ор
муле (3.35), получим

f ( Y , X )  = r ( X , Y) .  (3.37)

Равенство (3.37) показывает, что количество инф орм ации , 
которое заключено в событиях множества У о событиях множе
ства X, равно количеству информации, которое заключено в со
бытиях множества X  о событиях множества У.

Мера количества информации /(У, X)  обладает следующими 
свойствами:

1) /(У, X )  -  0, если события множества X  и У независимы, т.е.. 
Р(х„ у )  -  p(x,)p(yj) лпя всех / и j. Этот результат получается сразу 
при подстановке p{xh yj) в формулу (3.31). Из интуитивных пред
ставлений тоже ясно, что если появление событий множества У 
никак не связано с появлением событий множества X, то события 
множества Y  не несут никакой информации о событиях множе
ства X:
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2) / ( У, X )  > 0 при зависимости событий множеств. Это выте
кает из выражения (3.27), если учесть первое неравенство (3.23);

3) /(У, X ) = I(Y, Л01ТШХ = Н{Х) ,  когда события множества Y  
достоверно отражают события множества X:

В этом случае H(X\ Y)  = 0 и, как следует из выражения (3.27),

1. Что называется опытом в вероятностной теории К. Шеннона?
2. Что принимается за общую меру количества информации в веро

ятностной теории К. Шеннона?
3. Что представляет собой энтропия конечного множества случайных 

событий?
4. От чего зависят единицы, в которых исчисляется количество ин

формации в вероятностной теории?
5. Какими свойствами обладает энтропия множества случайных со

бытий?
6. Чему равна энтропия конечного множества двух совместных собы

тий при независимости и зависимости событий этих множеств?
7. Какими свойствами обладают средние условные энтропии H(X\Y) 

и Н(У\ХУ!
8. Какие категории опытов рассматриваются в вероятностной теории 

К. Шеннона?
9. Что представляет собой индивидуальное количество информации?
10. Как вычисляется количество информации, получаемое в опытах 

первой и вторрй категорий с конечным множеством случайных собы
тий?

11. Какими свойствами обладает мера количества информации /( К, X )?

/(Г, X) = Н(Х) .

Контрольные вопросы



Г л а в а  4

ВЕРОЯТНОСТНЫЕ ДИСКРЕТНЫЕ ИСТОЧНИКИ. 
ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ ДИСКРЕТНОГО ИСТОЧНИКА

4.1. Вероятностные дискретные источники

В вероятностной теории информации рассматриваются ди ск 
ретные источники со случайным характером выдачи элементов. 
В результате работы такого источника на его выходе появляется 
случайная последовательность дискретных элементов. Источники, 
вырабатывающие случайные последовательности элементов, на
зываются вероятностными дискретными источниками (ВДИ).

Элементы в выдаваемой дискретным источником последователь
ности могут быть как статистически независимы, так и зависимы.

Если значение элемента, выдаваемого источником, зависит в 
статистическом смысле от значений ранее выданных элементов, то 
такой источник называется источником с памятью'. Значение /-го 
элемента, появляющегося на его выходе, полностью определяет
ся распределением условных вероятностей элементов его выход
ного алфавита X:

Р(Х,,1 L . /-2. (4Л)

где /;, /, j — номера элементов алфавита X  мощности N.
Если для источника условные вероятности выражения (4 .1) не за

висят от места / элемента в выдаваемой им последовательности, т. е.

----- p ( X j \ . . . , X / n X i ) ,

то такой ВДИ называется стационарным. Большинство стационар
ных источников обладает конечной памятью. Это значит, что для 
них вероятности выдачи элементов зависят от значений только 
конечного числа L ранее выданных элементов, т.е.

1 В теории рассм атриваю т и более слож ны е и с т о ч н и к и . Н априм ер, такие, у 
которы х значение выходного элем ента статистически зависит не только от зн а
чений предш ествую щ их элем ентов, но и от ограниченной  последовательности 
состояний  источника, в которы е он переходит после выдачи очередны х элем ен 
тов. Если последовательность состояний указанного источника описы вается к о 
нечной однородной цепью  М аркова, то источники  такого типа назы ваю тся м ар
ковскими. М арковские источники в настоящ ем  пособии не рассматриваю тся.
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(4.2)

Источники, удовлетворяющие равенству (4.2), называются эр- 
годинескими. Они обладают тем свойством, что практически в лю 
бой достаточно длинной последовательности, выработанной та
ким источником, частота появления элемента л) после элементов 
х а, ..., х,„ Xj отличается от вероятности р(х}ха, ..., xh, х,) не более, 
чем на сколь угодно малую величину. Это значит, что с вероятно
стью, как угодно близкой к единице, такой источник будет выра
батывать типичную в статистическом смысле последовательность.

В дальнейшем будем рассматривать только эргодические исто
чники, причем ограничимся двумя простейшими их тинами:

1) источниками без памяти, для которых

p(Xj \ха, . . . ,  x h, .г,) = p(Xj ); (4.3)

2) источниками с памятью на один элемент, для которых

p{Xj \xa, ..., х,„ х, )  = p{Xj \xt ).

Как видно из формулы (4.3), значение последующего элемен
та, выдаваемого источником без памяти, не зависит в статисти
ческом смысле от значений предшествующих элементов. Работа 
такого источника полностью задается одномерным распределе
нием вероятностей элементов р(х,).

Функционирование источника с памятью на один элемент оп
ределяется матрицей условных вероятностей выходных элементов:

1И*;М1=
/'(-V, |.Y|) p (x , \x2) . ■ p (x1 x ,\)

/> (* 2 |* l) p (x2\x2) . ■ p ( x 2 XN )

P(xN |* | ) p{ xN \x2) ■ P{xN k v )

(4.4)

Условные вероятности p(Xj\x) из матрицы (4.4) позволяют найти 
одномерное распределение вероятностей р ( х , )  элементов в выда
ваемой источником последовательности как реш ение системы N  
уравнений:

P(xi) = % р ( х 1)р(х1 |х,)

P ( x N ) =  ' £ , p ( x i ) p ( x N' \ x i ).
i=1

(4.5)
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Затем, используя формулу

p { x h x j )  =  p ( x , ) p ( x j \ x i )

и условные вероятности полученные из системы уравне
ний (4.5), можно получить вероятности всех возможных пар со
седних элементов в последовательности.

4.2. Количество информации в выходном 
элементе вероятностного дискретного источника

Для источника без памяти средняя неопределенность выход
ного элемента

Н А Х )  =  Н ( Х )  =  - f > ( * , ' )  log р ( х , . ) .  (4.6)
i=\

Средняя неопределенность выходного элемента источника с 
памятью на один элемент вполне определяется средней условной 
энтропией Н ( Х 2 \ Х ] )  последующего элемента при известном пре
дыдущем. Эта энтропия с учетом формулы (3.19) записывается 
следующим образом:

Н Э ( Х )  =  И ( Х 2 \ Х { )  =  - £ / > ( * , ■  ) £  p ( X j  |j c (- ) log р ( х j  |jc ,-) =

J=> (4.7)
= ~ Y l P(xi , Xj ) \og p(Xj  jx,),

‘J
где p(xh xj) — вероятность пары элементов с порядком следования
Х „  Xj .

Энтропии, выражаемые формулами (4.6), (4.7), характеризу
ют неопределенность выходного элемента источника до его появ
ления. После появления элемента, поскольку нет причин сом не
ваться в его истинности, неопределенность элемента отсутствует. 
В связи с этим согласно принятой в вероятностной теории мере 
[см. формулу (3.1)|, количество информации, получаемое с появ
лением одного элемента на выходе источника, равно:

1) для источника без памяти

1.3{Х) = Н, ( Х )  = Н { Х )  = - £ /> (* , )  log р(х,-); (4.8)
/

2) для источника с памятью на один элемент

1 Э ( Х )  = Н Э ( Х )  = Н ( Х 2 \ Х ] )  = - Y !p( x i , Xj ) \ ogp{Xj \ x i ). (4.9)
i j

Если смысл формулы (4.8) совершенно ясен, то формула (4.9) 
нуждается в пояснении.
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Запишем -log/?(xjx,) из формулы (4.9) в виде

-  tog р (х ,  |лг,) = [og ^ j —; -  log j  ■ (4.10)

В правой части вы раж ения (4.10) первый член — это услов
ная индивидуальная неопределенность  появления на вы хо
де источника элемента ху-, если предш ествую щ ий элемент был 
х,-; второй член — неопределенность  появления этого элемента 
после выдачи его источником . Разность этих н еопределеннос
тей представляет собой условное индивидуальное количество ин
формации /(л)|х,), т.е. количество и нф орм ац ии , которое получа
ют при появлении  на выходе источника элемента ху, если пред
шествующий элемент был х,. П одставив /(xjx,) в формулу (4.9), 
получим

1-Лх ) = X  P(Xi , Xj )Hxj  |х ^ .  (4.! | )
i , j

Из формулы (4.11) видно, что для источника с памятью на 
один элемент Д(ЛГ) — это среднее условное количество информации 
I(X2IvV]), т.е. количество информации, которое в среднем несет 
каждый выходной элемент источника, если известен предшеству
ющий элемент:

/ , ( Х )  = f ( X 2\ Xl). (4.12)

Для эргодических источников среднее условное количество ин
формации J(Xi\Xx) из формулы (4.12) обладает следующими свой
ствами:

1) 0 < 1(Х2\Х,) < щ х у ,
2) I(Xi]X\) 0, когда хотя бы для одного i (/ = 1, ..., N) 

p(x,\xj) = 1, т.е. когда начиная с некоторого элемента последу
ющий элемент, выдаваемый источником, повторяет предыдущий, 
что возможно только для неэргодических источников;

3) ~ 1{Х2 = Н{Х)  только в случае полной незави
симости последующего элемента источника от предыдущего, т.е. 
когда p(.Xj\x) =  p(xj), что характерно т о л ь к о  д л я  и с т о ч н и к о в  без 
памяти.

4.3. Производительность вероятностного 
дискретного источника

Пусть источник, выдающий элементы, работает так, что каж
дый элемент Xj ( j  -  1, ..., N )  присутствует на его выходе в тече
ние некоторого времени t . В общем случае время выдачи tX/
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разных элементов может быть различным. Среднее время выдачи 
элемента Тэ, которое называется средней длительностью элемен
та, определяется следующим образом:

1) для источника без памяти

_ N
К = 5 > (* у ) '* у; (4.13)

У=1
2) для источника с памятью на один элемент

к  = X  /’<Л ) Х  P{xj  k- )tx • (4.14)
| = 1 у=I

Средняя длительность элемента Г,, вычисляемая по формулам
(4.13) и (4.14), позволяет определить среднее количество и нф ор
мации g, вырабатываемое источником в 1 с:

1) для источника без памяти

1Э( Х)  Н ( Х )
= = (4.15)

‘э ‘ э

2) для источника с памятью на один элемент

е  ! , ( / )  п х 2_ \ х , )  Н(Х; \Х, )  (4 |(5)

Л ' j
Величина#, определяемая по формулам (4.15) и (4.16), пока

зывает скорость выдачи информации источником и называется 
производительностью источника.

Наряду с рассмотренным, в вероятностной теории инф орм а
ции существует и другой подход к определению производитель
ности источника.

Пусть Х Т—  множество достаточно длинных последовательно
стей хк Т е Х т (к  = 1, ..., М( Т) ,  М( Т)  = \ХГ\), каждая из которых 
может вырабатываться эргодическим источником за время Т. С уве
личением Т  М( Т)  возрастает, так как для эргодического исто
чника вероятность того, что достаточно длинная последователь
ность его элементов будет типичной, близка к единице.

Если через р(хк1) обозначить вероятность выдачи источником 
за время Т  последовательности элементов хк Г, то величина

(4.17)

будет характеризовать индивидуальную неопределенность появ
ления на выходе источника последовательности х к̂ т, а с учетом 
выражения (4.17) энтропия
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M(T) M(T)
Н ( Х Т) =  J  Р(х к,т)Нк,т = ~  S  P(xk,T) l ogp( xk J ) (4.18)

к = I А-=1

будет определять среднюю неопределенность выходной последо
вательности источника длительностью Т.

Поскольку все элементы последовательности являются истин
ными, то количество информации 1(ХУ), которое несет выходная 
последовательность источника длительностью Т,

1{ХТ) = Н( Х7 ) .  (4.19)

Согласно равенству (4.19) среднее количество информации, 
выдаваемое источником в 1 с, или производительность источника,

( Х г ) Н ( Х Т) 
ц = lim — = i m — - 1—. (4.20)
6 7'-.- Т  Т

Формула (4.20) показывает, что производительность источни
ка зависит от количества информации 1(ХУ), которое он выдает за 
время Т. Чем больше 1(ХУ), тем большей производительностью 
обладает источник.

Производительность является важнейшей характеристикой ВДИ.

4.4. Максимальная производительность 
вероятностного дискретного источника

Найдем теперь, какой наибольшей производительностью мо
жет обладать ВДИ.

Как следует из третьего свойства меры количества инф орм а
ции при проведении с множеством случайных событий опытов 
первой категории (см. подразд. 3.4), количество информации, вы
даваемое источником за время Т, /(ЯУ) = 1(ХУ)тах = logA/(7) толь
ко тогда, когда все последовательности хк Т равновероятны. П ро
изводительность источника

( 4 . 2 | )

называется максимальной производительностью ВДИ.
Как видно из формулы (4.21), максимальная производитель

ность источника определяется только числом М( Т ) различных 
последовательностей в множестве Х<г, которое обычно при ф и к 
сированном  Т  тем больше, чем больше мощ ность алфавита N  и 
меньше длительность отдельных элементов. Поскольку при уста
новлении производительности источника [см. формулу (4.21)] ка 
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кие-либо ограничения на последовательности элементов, выда
ваемые источником, отсутствовали, то формула (4.21) опреде
ляет максимальную производительность источника и тогда, ког
да длительности эле,ментов алфавита различны и не все ком би 
нации элементов в последовательностях длительности Т  д опу
стимы.

Максимальная производительность источника, характеризуя его 
потенциальные возможности, не определяет той истинной про
изводительности, которую он имеет. Это лиш ь предельно дости
жимая производительность источника.

Максимальная производительность найдена для большинства 
реальных источников с элементами одинаковой и разной дли 
тельности, на выходные последовательности которых не установ
лены или установлены определенные ограничения.

Пример 4.1. Найти максимальную производительность источника, 
который выдает N  различных элементов с одинаковой длительностью С, 
причем какие-либо ограничения на комбинации элементов в его выход
ных последовательностях отсутствуют.

Для нахождения С рассмотрим последовательности, состоящие из п 
элементов.

На выдачу каждой из этих последовательностей источник затрачивает 
время Т = nt.j. Поскольку допустимы любые комбинации элементов в 
последовательностях, то число различных последовательностей длительно
сти 7’составлясг М(Т) = N". Подставив М(Т)  в формулу (4.21) и учиты
вая, что с ростом Т число элементов п в последовательностях тоже рас
тет, получим

~ .. log N " 1 п log N 1 ,u =  lim —2-----= — lim ------2—  = — log TV. (4 22)
n t J n  t-s

При выборе в выражении (4.22) основания логарифма а = 2 макси
мальная производительность источника будет измеряться в бит/с или в 
бодах (1 бит/с = 1 бод).

Величина 1//3, входящая в выражение (4.22), представляет собой число 
элементов, выдаваемых источником в 1 с.

Если у источника N = 2, то его максимальная производительность 
составит

G = — log2 2 = — бод. (4.23)

Полученный результат достаточно часто встречается на прак
тике.

Контрольные вопросы

1. Какие источники называются вероятностными дискретными?
2. Чем различаются источники с памятью и без памяти?
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3. Как определяется количество информации, которое содержит вы
ходной элемент вероятностных дискретных источников без памяти и с 
памятью на один элемент?

4. Каков смысл количества информации, получаемого на выходе ве
роятностного дискретного источника с памятью на один элемент, при 
выдаче им одного элемента?

5. Что характеризует производительность вероятностного дискретно
го источника?

6. Какой смысл имеет понятие «максимальная производительность 
вероятностного дискретного источника»?



Г л а в а  5

ИЗБЫТОЧНОСТЬ ИНФОРМАЦИИ, ВЫДАВАЕМОЙ 
ВЕРОЯТНОСТНЫМ ДИСКРЕТНЫМ ИСТОЧНИКОМ

5.1. Избыточность последовательности, 
выдаваемой вероятностным дискретным 

источником

В вероятностной теории информации для оценки того, насколько 
экономно последовательность, выдаваемая ВДИ, представляет то 
количество информации, которое она несет, используется величи
на, называемая избыточностью представления информации (И).

Рассмотрим множество последовательное гей длины п элемен
тов, которые могут выдаваться дискретным эргодическим исто
чником. Избыточность последовательности определяется как ве
личина

\ \  ~ ^ ^ 111ах ~~ ) _  Iх\ (Я )п1ах ^  , .  j

п 1п {Х)  1П(Х)

где / П(Л01ШК— максимальное количество информации, которое 
может нести последовательность; /П(Х)  — количество информации, 
которое действительно несет последовательность ( / n{A') > 0).

Поскольку каждый элемент последовательности содержит в 
среднем одно и то же количество информации, то:

1) для источника без памяти

1П( Х)  п[ э( Х)  = п Н э( Х)  = пН( Х) ;

2) для источника с памятью на один элемент

I n ( X)  = n I }( X)  = n H J X )  -  п Н ( Х 2 \ Хх).

Найдем, чему равно /п(ЛОтах- Как было отмечено в подразд. 4.2, 
максимальное количество информации заключено в выходном 
элементе источника, когда его значение не зависит от значений 
предшествующих элементов, т.е. когда он вырабатывается исто
чником без памяти. В этом случае I J X )  = ЩХ) .  Энтропия элемен
та максимальна и равна logN, когда появление любого из N  эле
ментов алфавита X  на выходе источника равновероятно. В связи с 
этим максимальное количество информации, которое может со 
держать элемент, 1э(Х )тзх = log N. Отсюда / n(X)max = n /-XX),тх = /;log/V.
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Подставив эти выражения в выражение (5.1), получим

И « to g /v .  togN_ 2
п ,,Н,(Х) Н,(Х)

Из формулы (5.2) видно, что избыточность последовательно
сти равна избыточности элемента.

Избыточность последовательности показывает, во сколько раз 
нсдозаложенное в последовательность количество информации за 
счет неравновероягности ее элементов и их зависимости (числи
тель выражения (5.1)) превышает то, которое содержит последо
вательность. Как следует из формулы (5.2), 0 < И п < И п = О, 
когда элементы последовательности выдаются источником без 
памяти с равными вероятностями.

Если И п > 0, то это означает, что для представления того ко
личества информации, которое заключено в последовательности, 
можно обойтись последовательностью меньшей длины, если обес
печить в ней равенство вероятностей элементов и отсутствие за
висимости между ними.

Пример 5.1. Найти избыточность информации, выдаваемой источни
ком без памяти, если алфавит X  производимой им последовательности 
состоит их четырех элементов и эти элементы х, (/ = 1, ..., 4) появляются 
на выходе источника с вероятностями: р(хх) = 0,5; р{х->) = 0,25; р(х}) = 
= /;(х4) = 0,125.

Энтропию элемента HJX)  на выходе такою источника определим по 
формуле (4.8):

Н.,(Х) = -0 ,5  log2 0,5 -  0,25 log2 0,25 -  2 ■ 0,125 log2 0,125 =1,75 бит.

Избыточность информации, выдаваемой источником, найдем по 
формуле (5.2):

И, =0,143.
" 1,75

Таким образом, источник выдает информацию с избыточностью 0,143.

5.2. Изменение избыточности информации, 
выдаваемой дискретным источником, 

путем кодирования

Операциями, позволяющими изменять избыточность и нф ор
мации, выдаваемой ВДИ, являются кодирование 2-го и 3-го ти 
пов. Под кодированием информации здесь будем понимать установ
ление взаимно-однозначного соответствия между отрезками по
следовательности, выдаваемой ВДИ, и некоторыми другими ог-
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раниченными по длине последовательностями элементов из ко 
нечного алфавита Z m o u th o c tu  т = \Z\. Элементы указанного алфа
вита будем называть символами,  а последовательности этих эле
ментов, используемые при кодировании, — кодовыми комбинаци
ями.  Все множество Укодовых комбинаций, применяемое при ко
дировании, назовем кодом, а преобразователи, выполняющие ука
занные операции, — кодерами.

Для кодирования отрезков конечной длины последовательно
сти используются блоковые коды. Код называется блоковым, если 
каждая его комбинация имеет ограниченную длину.

Блоковые коды делятся на равномерные и неравномерные. Код 
называется равномерным,  если все его комбинации имеют одну и 
ту же длину, и неравномерным — если длины его комбинаций раз
личны. Например, пятисимвольный двоичный блоковый код яв 
ляется равномерным, так как каждая его комбинация состоит из 
пяти двоичных символов, а код Морзе, разработанный для пере
дачи знаков английского текста, является неравномерным в силу 
того, что используемые в нем комбинации при кодировании букв 
содержат от 1 до 4 двоичных символов, при кодировании цифр —
5 двоичных символов, при кодировании знаков препинания —
6 двоичных символов.

Среди неравномерных выделяют коды с разделительными и 
без разделительных знаков. Код называется кодом с разделитель
ными знаками , если однозначное разделение последовательности 
его комбинаций на отдельные комбинации невозможно осуще
ствить без использования специального знака. Примером такого 
кода может служить код Морзе, в котором для разделения ком би
наций используется специальный знак. Код называется кодом без 
разделительных знаков,  если любая последовательность его комби
наций однозначно разделяется на отдельные комбинации без ис
пользования специального знака.

Код без разделительных знаков может содержать только такие 
комбинации, которые удовлетворяют условию: ни одна из них в 
целом не является началом другой. Например, в указанный код 
могут входить комбинации 10 и 001, но не могут 10 и 100, так как 
при появлении в последовательности комбинаций символов 10 не
возможно точно указать, являются ли они комбинацией 10 или 
первыми двумя символами комбинации 100. Исходя из отмечен
ных ограничений на комбинации неравномерные коды без разде
лительных знаков часто называют префиксными1.

1 Это название не совсем удачно, так  как преф иксом  назы вается часть слова, 
стоящ ая перед основной  его частью . П оскольку на ком бинации  кода налож ено 
ограничение, суть которого состоит в том, что ни одна из ком бинаций в целом 
не мож ет являться начальной частью  другой, то правильнее было бы коды без 
разделительных знаков назвать беспрсф иксны м и кодами.
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При равномерном коде разделение последовательности его 
комбинаций на отдельные комбинации не вызывает затруднений, 
так как обычно известны начало последовательности и длина ком
бинации кода п.

Если кодирование отрезков последовательности источника 
выполняется неравномерным кодом, то более эффективным яв 
ляется применение кода без разделительных знаков, так как в 
этом случае не усложняется кодер из-за необходимости выдачи 
специального знака разделения комбинаций и не тратится время 
на формирование этого знака.

Неравномерные коды без разделительных знаков делятся на 
оптимальные и неоптимальные по длине. Пусть /,• — длина в числе 
символов комбинации с номером / (/ = 1 , 2 ,  ..., vV); р, — вероят
ность использования этой комбинации; /V— число комбинаций в 
коде. Тогда средняя длина комбинации на выходе кодера

Код без разделительных знаков, имеющий при заданном рас
пределении вероятностей /;, наименьшую среднюю длину комби
нации /ср = /cpmin, называется оптимальным по длине. Код без разде
лительных знаков, у которого при заданном распределении веро
ятностей комбинаций /ср > /ср min, называется неоптимальным по 
длине.

Все коды делятся на корректирующие и некоррсктирующие. 
Корректирующим называется код, позволяющий обнаруживать и 
(или) исправлять искаженные символы, появляющиеся в его ком
бинациях в результате действия помех и отказов элементов аппа
ратуры. Некорректирующим является код, который не позволяет 
обнаруживать искаженные символы в своих комбинациях.

Покажем, что при взаимно-однозначном кодировании и нф ор
мация не теряется.

Пусть кодер выполняет такое кодирование последовательности 
элементов, при котором каждому элементу х, е X  ( j  = 1, ..., N )  
источника ставится в соответствие своя кодовая комбинация ys е У 
и все комбинации кода различны. При этих условиях, если на вход 
кодера поступают элементы от источника без памяти, то р(у]) = 
= p(Xj), а если от источника с памятью на один элемент, то р(у)у) = 
= pixjxi). Отсюда следует, что количество информации 1(У),  кото
рое заключено в среднем в одной комбинации кода, равно сред
нему количеству информации, которое заключено в одном эле
менте последовательности, выдаваемой источником, причем:

1) для источника без памяти

Л'
(5.3)

1(У)  = [{X)  = Н( Х) - (5.4)
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2) для источника с памятью на один элемент

/ ( Г )  = I(Y 2 |yj) = I ( X 2 |Х,) = Н { Х 2 |х , ) .  (5.5)

Аналогично равенствам (5.4), (5.5) можно показать, что в слу
чае, когда кодируются отрезки последовательности по к элемен
тов, количество информации, которое содержит в среднем одна 
кодовая комбинация, равно среднему количеству информации, 
которое заключено в к  элементах последовательности источника.

Поскольку при кодировании отрезков последовательности исто
чника происходит изменение вида информ ации при сохранении 
среднего се количества, то можно ожидать, что избыточность 
информации на выходе кодера будет отличаться от избыточности 
той же информации на его входе. Среди различных способов ко 
дирования существуют как способы уменьшения, так и способы 
увеличения избыточности информации. Кодирование, позволя
ющее уменьшать избыточность, получило название эффективного. 
Его используют для наиболее экономного представления инф ор
мации. Кодирование, приводящее к увеличению избыточности, 
называется помехоустойчивым. Его применяю т для повышения 
верности представления информации.

Рассмотрим на примерах, как меняется избыточность одной и 
той же информации при различных способах кодирования отрез
ков последовательности источника. Рассмотрение проведем для 
источника, описанного в примере 5.!. Выдаваемые им элементы и 
их вероятности представлены в табл. 5.1.

Та б л и ц а  5.1

Элемент л, Вероятность/>(х,-) Код 1 Код 2 Код 3

0,5 00 0 000

Х2 0,25 01 10 011

Хз 0 ,1 2 5 10 110 101

х 4 0 ,1 2 5 11 111 110

Пример 5.2. Найти избыточность информации, выдаваемой источни
ком, рассмотренном в примере 5.1, после кодирования каждого элемен
та его последовательности кодом 1 (см. табл. 5.1).

Неопределенность комбинации используемого кода H(Y)  с учетом 
того, что р ( у )  = р ( Х / ) ,

H(Y)  = НЭ(Х)  = 1,75 бит.
Поскольку в коде 1 длина всех комбинаций /= 2, то средняя неопре

деленность одного элемента комбинации



Подставив найденное значение Яэ1 в формулу (5.2), получим

И П1 = = 1 ^ - 1  =0,143.
ni H3l(Z)  0,875

Пример 5.3. Найти избыточность информации, выдаваемой источни
ком, рассмотренным в примере 5.1, после кодирования каждого эле
мента его последовательности кодом 2 (см. табл. 5.1).

В силу того что р(у) = р(х/), неопределенность комбинации данного 
кода, как и в примере 5.2, H(Y) = Н,(Х) = 1,75 бит.

Средняя длина /ср комбинации кода 2 есть математическое ожидание 
длины комбинации:

/ср = £ p(xi)lXj = 0,5 1 + 0 ,25-2  + 2-0,125-3 -- 1,75 символов. 
f=i

Энтропия элемента комбинации

„  / / ( У )  1,75

"■l(2 )= V ' S  ’
а избыточность последовательности комбинаций

M,p , i ! ^ L - i = ^ - i = 0 .
/ / , 2(Z) 1

Безызбыточность представления информации кодом 2 объяс
няется тем, что вероятность появления символа 1 на месте оче
редного элемента последовательности комбинаций равна вероят
ности появления на этом месте символа 0 (см. табл. 5.1). Это равен
ство указанных вероятностей и приводит к тому, что энтропия 
двоичного символа максимальна и составляет 1 бит. Если хотя бы 
в одном месте последовательности комбинаций вероятности 0 и 1 
не были бы равны, то энтропия двоичного символа не была бы 
максимальной и избыточность кодовой последовательности была 
бы больше 0.

Пример 5.4. Найти избыточность информации, выдаваемой источни
ком, рассмотренным в примере 5.1, после кодирования каждого эле
мента его последовательности кодом 3 (см. табл. 5.1).

Неопределенность комбинации этого кода, как и в примере 5.2,

Н(У) = НЭ(Х) = 1,75 бит.

Энтропия элемента комбинации

H33(Z)  = = kZ-i = 0,583 бит,
/ 3

а избыточность последовательности комбинаций

И пз = i ° § l ! _ i  =0,715. 
пз 0,583
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Таким образом, как видно из приведенных примеров, прим е
няя различные способы кодирования отрезков последовательно
сти источника, избыточность информ ации может быть оставлена 
без изменения, уменьшена или увеличена.

Из трех рассмотренных в примерах кодов код 2 является опти
мальным по длине, так как можно показать, что при заданных 
вероятностях элементов р(х,) не может быть построен код со сред
ней длиной комбинации, меньшей 1,75 символов. Хотя у этого 
кода И т  = 0, в общем случае для оптимального кода Mn( Z)  > 0. 
Оптимальные по длине коды могут быть найдены и в случае, ког
да кодированию подвергаются не одиночные элементы последо
вательности, а отрезки из к  > 1 ее элементов.

При выполнении  преобразований , обратных кодированию
2-го и 3-го типов, при декодировании 2-го и 3-го типов вновь 
получают информацию в том виде, в котором она была выдана 
источником.

Преобразователь, осуществляющий декодирование 2-го и 3-го 
типов, будем называть декодером.

5.3. Эффективное кодирование 
последовательности элементов 

дискретного источника

Пусть эргодический источник (в общем случае с памятью) 
выдает различные элементы алфавита X  с неравными вероятно
стями, а отрезки по к элементов (А: = 1 , 2 ,  ...) последовательнос
ти, вырабатываемой таким источником, эф ф ективно кодируются 
кодом без разделительных знаков с основанием т.

Обозначим через Н{ХЬ ..., Хк) энтропию  отрезка последова
тельности из к  элементов, а через Нк(Х)  — энтропию на элемент в 
таком отрезке:

/ / Л( У )
к

В вероятностной теории информации доказана следующая те
орема [2], которая здесь приводится без доказательства.

Теорема. Среди кодов без разделительных знаков с основанием т 
всегда существует такой, которым можно закодировать отрезки 
из к  элементов последовательности источника так, что среднее 
число символов кода, приходящееся на элемент источника, /гср = 
= 1сг,/к  будет удовлетворять неравенствам:

М П < п  < М ^ 1 Л  « К
log т ср i0g т к '  ( }
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М ожно показать, что с ростом длин к  кодируемых отрезков 
последовательности правая часть неравенства (5.6) уменьшается. 
Следовательно, уменьшается и лср. Однако даже при к  —> сред
нее число символов кода, приходящееся на один элемент после
довательности, не может стать меньше предельного значения, рав
ного Н  m(X)/ \ogm.

Приведенная теорема получила название основной теоремы эф
фективного кодирования.

5.4. Алгоритмы построения оптимальных 
неравномерных кодов

Рассмотрим достаточно длинную последовательность, выдава
емую эргодическим дискретным источником, возможно с памя
тью. Пусть также элементы последовательности появляются на вы
ходе источника с неравными вероятностями. Разделим последова
тельность на отрезки по к (к  = 1, 2,  ..., /-) элементов. Множество 
различных наборов элементов, которые могут содержать отрезки, 
обозначим Хк. Пусть известны вероятности появления наборов эле
ментов источника is отрезках. Перенумеруем наборы элементов, при
надлежащих множеству Хк, в порядке убывания их вероятностей. 
В этом случае набор с наибольшей вероятностью будет иметь но
мер 1, а набор с наименьшей вероятностью — номер N  = |лу.

Закодируем наборы элементов множества Хк оптимальным по 
длине неравномерным кодом. Для нахождения комбинаций тако
го кода чаще всего используется один из двух алгоритмов: Ш ен 
н о н а — Ф ано или Д .Х аффмана.

Алгоритм Шеннона — Фано построения оптимального неравно
мерного кода. Он предложен (с незначительными отличиями) не
зависимо К. Ш енноном и Р. Ф ано в 1948 г. Алгоритм может быть 
применен для нахождения комбинаций неравномерного кода без 
разделительных знаков с любым основанием т. Для простоты ог
раничимся рассмотрением только случая, когда т -  2. При пост
роении такого кода по данному алгоритму необходимо выполнить 
следующую последовательность действий.

Все кодируемые наборы элементов множества Хк записываются 
в столбик в порядке убывания их вероятностей. Затем эти наборы 
делятся на две группы так, чтобы сумма вероятностей наборов в 
каждой группе была по возможности одинаковой. Всем наборам 
первой группы в качестве первого (слева) символа комбинаций 
присваивается 0, а наборам второй группы — 1. Каждая из полу
ченных групп снова делится на две подгруппы по возможности с 
равными суммарными вероятностями. Всем наборам первых под
групп в качестве второго символа комбинаций записывается О, 
наборам вторых подгрупп —■ 1. Такой процесс продолжается до тех
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пор, пока в каждой подгруппе не останется по одному набору. П ри 
менение алгоритма показано на примере нахождения комбинаций 
неравномерного двоичного кода для 10 наборов с некоторыми про
извольно выбранными вероятностями (табл. 5.2). Во втором столбце 
табл. 5.2 арабскими цифрами отмечены ступени деления.

Т а б л и ц а  5.2

Номер
набора

элементов

Вероятность
набора

элементов

Комбина
ция кода

Номер
набора

элементов

Вероятность
набора

элементов

Комбина
ция кода

1 П 0,3 00 6 0,05 1 101

2 I 0,22 01 7 iv 0,05 1110

3 ш 0,13 100 8 v 0,04 Н П О

4 п 0,1 101 9 V. 0,06 111110

5 !v 0,08 1100 10 0,01 111111

Код, построенный по данному алгоритму, это код без разде
лительных знаков. Э го обусловлено тем, что данный алгоритм обес
печивает построение кода, у которого ни одна из комбинаций не 
является в целом началом другой.

Достаточно часто рассмотренный алгоритм допускает постро
ение нескольких неравномерных кодов. Покажем эго на примере.

Пусть некоторая подгруппа содержит четыре набора с вероят
ностями 0,05, 0,04, 0,03, 0,02. Разбиение ее на две подгруппы с 
примерно равными вероятностями может быть выполнено не един
ственным способом. Здесь возможны два варианта: а) в первую 
подгруппу входит только первый набор, во вторую — все осталь
ные; б) в первую подгруппу входят первый и второй наборы, во 
вторую — третий и четвертый. С точки  зрения формирования под
групп по вероятностям эти два варианта равноценны, однако сами 
комбинации и их длины в этих вариантах различны. Таким обра
зом, не всегда использование алгоритма Ш еннона — Фано позво
ляет сразу найти оптимальный неравномерный код. Однако если 
построить, применяя этот алгоритм, все возможные неравномер
ные коды и вычислить для каждого из них /ср по формуле (5.3), то 
нетрудно найти среди них оптимальный код.

Алгоритм Хаффмана построения оптимального неравномерного 
кода. Этот алгоритм предложен Д. Хаффманом в 1952 г. [12]. Он так
же позволяет строить неравномерный код без разделительных зна
ков с любым основанием. Однако в целях упрощения изложим его, 
как и алгоритм Ш еннона —Фано, для кода с основанием т = 2. 
В этом случае последовательность операций алгоритма следующая1.

1 Обоснование алгоритма дано в [ 121 и в более современной форме в [2]. 
Там же приведено его обобщение на случай, когда т > 2.
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Все кодируемые наборы элементов множества Хк располага
ются в столбик в порядке убывания их вероятностей. Двум послед
ним наборам в качестве последнего символа ком бинаций  п ри 
писывается: первому — 0, второму — 1. Затем эти два набора объе
диняю тся во вспомогательную группу, которая рассматривается 
как один набор с вероятностью, равной сумме вероятностей объе
диненных наборов. В результате операции объединения получа
ется новое 1\лножество, состоящее уже из ( / V-  1) наборов. Н або
ры этого множества вновь располагаются в порядке убывания их 
вероятностей. Двум последним из них в качестве последнего сим 
вола присваивается: первому — 0, в то р о м у — 1. Далее эти два 
набора объединяются в новую вспомогательную группу, кото
рой придается смысл одного набора с вероятностью , равной 
сумме вероятностей объединяемых наборов. Затем (N  -  2) набо
ра полученного множества снова располагаются в порядке убы
вания их вероятностей и т.д. Операции объединения продолжа
ются до тех пор, пока не образуется единственная вспомогатель
ная группа. На этом построение кода заканчивается. Сами ком 
бинации кода получают, записывая в обратной последователь
ности все символы, которые были приписаны набору и его вспо
могательным группам.

В табл. 5.3 при использовании «кодового дерева» показано при
ме/гение данного iu trop im iii для множества наборов, приведенно
го в габл. 5.2. Над ребрами дерева указаны приписываемые симво
лы комбинаций, под ребрами — вероятности вспомогательных 
групп.

Сравнение неравномерного кода, полученного по алгоритму 
Хаффмана (см. табл. 5.3), с кодом, построенным по алгоритму 
Ш еннона —Ф ано (см. табл. 5.2), показывает, что несмотря на их 
отличие длины комбинаций, которыми кодируются одни и те же 
наборы в этих кодах, одинаковы. Следовательно, код, построен
ный по алгоритму Ш еннона —Фано, в данном случае также явля
ется оптимальным.

Алгоритмы Ш еннона — Ф ано и Х аф ф мана были разработаны 
в предположении, что вероятности наборов элементов в отрез
ках выходной последовательности источника известны. Однако 
на практике эго часто не так. Указанное обстоятельство потребо
вало разработки других алгоритмов уменьш ения избыточности 
последовательностей, которые может выдавать дискретный и с
точник. Эти алгоритмы, получившие название алгоритмов сж а
тия, позволяют уменьшать избыточность каждой конкретной пос
ледовательности в процессе движ ения от ее начала к концу. При 
этом исходная последовательность заменяется другой, более ко 
роткой. Примером может служить алгоритм L Z ( называемый еще 
алгоритмом с использованием словарей), предложенный изра
ильскими исследователями Я .Зи вом  и А .Л емпелем в 1977 г., и
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Т а б л и ц а  5.3
Номер
набора
элеме
нтов

7

8

9

10

Вероят
ность

набора
элемен

тов

0,3

0,22

0,13

0,1

0,08

0,05

0,05

0,04

0,02

0,01

Кодовое дерево

0,03

0

1
0,07

0,15

0,1

~1 °
1 Т 0.58

0,28

0,42
0,2

Комби
нация
кода

00

10

011

110

0100

1110

1111

01010

010110

010111

с ю  многочисленные модификации. Однако в силу ограниченно
го объема настоящего пособия этот алгоритм здесь рассматри
ваться не будет.

Контрольные вопросы

1. Что показывает избыточность последовательности, выдаваемой 
вероятностным дискретным источником?

2. Какие источники выдают последовательности без избыточности?
3. Какие операции позволяют изменять избыточность информации, 

выдаваемой вероятностным дискретным источником?
4. Какой код называется кодом без разделительных знаков?
5. Какая величина лежит в основе определения кода, оптимального 

по длине?
6. Какое кодирование называется эффективным, а какое — помехо

устойчивым?
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7. Что показывает основная теорема эффективного кодирования?
8. В чем заключается суть построения оптимального неравномерного 

кода по алгоритму Шеннона —Фано?
9. Почему алгоритм Шеннона —Фано не всегда позволяет сразу по

строить оптимальный код?
10. Если строится неравномерный код без разделительных знаков с 

основанием т = 3, на сколько групп должны делиться все кодируемые 
наборы элементов множества Хк при использовании алгоритма Ш енно
н а—Фано?

11. В чем состоит суть построения оптимального неравномерного кода 
по алгоритму Хаффмана?

12. Как изменяется алгоритм Хаффмана в случае, когда т = 3?



Г л а в а  6

ДИСКРЕТНЫЕ КАНАЛЫ СО СЛУЧАЙНЫМИ 
ИСКАЖЕНИЯМИ. СКОРОСТЬ ПЕРЕДАЧИ 

ИНФОРМАЦИИ ПО ДИСКРЕТНОМУ КАНАЛУ

6.1 . Дискретные каналы со случайными 
искажениями

В вероятностной теории информации изучаются дискретные 
каналы, в которых искажения передаваемых по ним элементов но
сят случайный характер. Под дискретным каналом  в вероятностной 
теории понимают совокупность устройств, обеспечивающих неза
висимую передачу дискретных элементов от источника или кодера 
к получателю или декодеру. Обычно в эту совокупность включают 
модулятор дискретной модуляции (Мд), непрерывный канал и де
модулятор дискретной модуляции (ДМд) (рис. 6 .1).

Процесс передачи информации по дискретному каналу состо
ит в следующем. На вход канала информация подается в виде от
дельных элементов <;,■ (7 = I, ..., т) некоторого множества Z, на
зываемого входным алфавитом. Эти элементы в дальнейшем бу
дем называть символами. Модулятор М я каждому символу г,- е Z 
ставит во взаимно-однозначное соответствие дискретное значе
ние одного из параметров некоторой физической величины, вы
рабатываемой специальным источником и способной распрост
раняться в определенной физической среде. Поскольку каждый 
символ Zj имеет некоторую продолжительность, то поведение 
физической величины на выходе Мд наиболее полно описывается 
при помощи т непрерывных функций времени f  (f). Выдаваемая М л 
физическая величина с разрешенным значением одного из ее па
раметров называется сигналом.
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Сигналы с Мд направляются в непрерывный канал. В каждом 
конкретном случае непрерывный канал образует своя группа уст
ройств. Однако в вероятностной теории информации интерес пред
ставляют не сами эти устройства, а общие характеристики обра
зуемого ими непрерывного^ канала, такие как полоса пропуска
ния F, средняя мощность Р  сигналов на выходе канала и др.

При передаче сигналов по непрерывному каналу часто проис
ходит их искажение, вызванное действием в канале помех. Поме
хи  — это сторонние аналоговые возмущения, действующие на сиг
налы и приводящие к их искажению. Источники помех могут на
ходиться как вне, так и в устройствах, через которые проходит 
информация при движении к получателю, т.е. быть как внеш ни
ми, так и внутренними. Однако в теории принято все источники 
помех заменять одним с эквивалентным действием и считать, что 
помехи, вырабатываемые этим источником, действуют на сигна
лы при передаче их по непрерывному каналу.

С выхода непрерывного канала искаженные сигналы Д(?) по
ступают на вход демодулятора Д М Л. Назначение Д М д состоит в 
принятии решений о передаваемых символах, в соответствии с 
которыми на его выходе появляются символы Uj (/’ = 1, . . . , / ; / >  т) 
множества U, называемого выходным алфавитом  дискретного ка
нала. Так как на вход Д М д поступают искаженные сигналы, то 
принимаемые им решения не всегда правильны, т.е. не всегда при 
подаче на вход Мд символа z, на выходе Д М д появится символ иг

При передаче дискретной информ ации  непрерывный канал 
является составной часгыо дискретного канала.

Дискретный канал считается заданным, если известны его вход
ной и выходной алфавиты и вероятности появления символов 
выходного алфавита при условии, что известен символ, подан
ный на вход канала, и все символы, поступившие до него на вход 
и полученные с выхода канала. Ограничимся рассмотрением только 
таких каналов, у которых подача на вход одного символа приво
дит к появлению на выходе тоже только одного символа.

Пусть Z и U соответственно входной и выходной алфавиты 
дискретного канала. Обозначим через

P(Mj,L \~;Zi,L, Uh.L-Л) (6-1)
условную вероятность появления на L -м месте в выходной по
следовательности канала символа Uj е  U. Каналы, у которых ус
ловные вероятности появления выходных символов имеют вид 
(6.1), называются каналами с памятью1.

1 В дальнейш ем  ограничим ся рассм отрением  только таких каналов с памятью , 
хотя в теории изучены и некоторые более слож ны е каналы . Н априм ер, каналы , у 
которых вероятности появления выходных сим волов зависят не только от сим во
лов, поданны х на вход и полученных с выхода канала, но и от состояния, в 
котором находится канал в м ом ент подачи очередного символа на его вход.
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Если для канала условные вероятности [см. выражение (6.1)] 
не зависят от места, которое занимает символ в выходной п о 
следовательности, т. е.

P {U j.l.\~ -,Z i,L i ■■-Uh, L-л) =  P ( U j \ ~ ,  ZA . . . ,иЛ).

то такой дискретный канал называется стационарным.  Больш ин
ство стационарных каналов обладает конечной памятью. Это зна
чит, что для них

p(Uj \ . . . , z , \  . . . ,uh) = p ( u j \ z a, . . . ,z. i;uh, . . . ,uh).  (6.2)

Каналы, удовлетворяющие равенству (6.2), называются эрго- 
дическими.  Они обладают таким же свойством давать на выходе 
канала типичную в статистическом смысле последовательность 
символов, как и эргодические источники, — вырабатывать ти п и 
чную последовательность элементов.

Частным случаем эргодического канала является канал, у ко 
торого вероятности появления выходных символов зависят толь
ко от значений конечного числа входных символов и не зависят 
от ранее полученных выходных символов. Для такого каната

p { u j \ z a, . . . , z i \ 4h, ...,и„) = p ( u j \ z a, . . . ,Zi)-  (6.3)

Наиболее простым эргодическим каналом является такой, у ко
торого выходной символ, представленный в формуле (6.3), ста
тистически зависит лиш ь от соответствующего входного сим во
ла, т.е.

p( Uj \ z in.. . ,Zi) = P(Uj\Zi).  (6.4)

Условная вероятность p(uj\z,), указанная в равенстве (6.4), яв 
ляется вероятностью появления на выходе каната символа иу при 
условии, что на вход канала подан символ zr Вероятность такого 
вида часто называют переходной вероятностью.

Эргодический канат, зависимость между входными и выход
ными символами которого определяется переходными вероятно
стями piujiZ,), называется каналом без памяти.  В дальнейшем для 
простоты будем рассматривать каналы только этого вида.

Работа канала без памяти полностью задается матрицей услов
ных вероятностей выходных элементов

р(щ 1̂ 1) P(U\ \ z2) ■ ■ P{U\\zm)

1 М |  =
р(и2к ) P{Ui \ z i )  - ■ p{u2 \zm)

р(и, 1*1) p{ u , \ z 2) • p{ui\z,„)
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Если в матрице (6.5) не все элементы главной диагонали рав
ны 1, то канал, задаваемый такой матрицей, называется дискрет
ным каналом со случайными искажениями.

6.2. Количество информации в выходном 
символе дискретного канала с искажениями

Процесс передачи символа по дискретному каналу с искаже
ниями, как отмечалось в подразд. 3.4, представляет собой опыт 
второй категории с множеством случайных событий (под событи
ем здесь понимается подача символа, принадлежащего алфавиту 
Z, на вход канала). Вследствие этого количество информации, 
получаемое с появлением одного символа на выходе канала, о п 
ределяется или в соответствии с выражением (3.27):

I ( U , Z )  = H { Z ) - H { Z \ U ) ,  (6-6)

где H(Z)  — энтропия входного символа канала; H(Z \U )  — сред
няя условная энтропия входного символа канала при известном 
выходном символе,

или согласно формуле (3.36):

I ( U , Z )  = U (U ) ~  U {U \Z ) ,  (6.7)

где H(U)  — энтропия выходного символа канала; H(U\Z)  — сред
няя условная энтропия выходного символа канала при известном 
входном символе.

При нахождении /((/, Z ) обе формулы дают один и тот же ре
зультат, однако в большинстве случаев формула (6.7) является 
более удобной, так как в ней при вычислении H(U\Z)  сразу ис
пользуются переходные вероятности, задающие канал.

По смыслу f(U, Z )  — это среднее количество информации, ко
торое содержится в одном выходном символе об одном входном. 
В соответствии с формулой (3.31)

и  P(Zi)p(Uj)

Воспользовавшись соотношениями:

P U i , U j )  =  p { Z i ) p ( U j \ Z i ) - ,

(6.9)

p(“j)  = -,«;•) = £ p ( Z ; Ж " ;  !<;)> 
/=l /=1
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запишем выражение (6.8) в следующем виде:

= ^ P i z , )р(ч} [г,) log■ ]

( 6 | 0 )
1=1

Из формулы (6.10) видно, что l(U, Z )  при неизменных пере
ходных вероятностях, задающих канет, зависит от распределения 
входных символов. Максимальное значение /({/, Z ) ,  найденное по 
всем возможным распределениям входных символов, обозначим

I ( U*Z)  пих = max I ( U, Z) .  (6.11)
/'(ч)...

Как следует из формул (6.10) и (6.11), величины /(£/, Z )  и I(U, 
Z ) max при неизменном распределении входных символов являются 
функциями от распределения переходных вероятностей.

Пример 6.1. Найти максимальное количество информации, которое 
может содержать двоичный символ на выходе канала, если передача сим
вола производится по каналу с искажениями без памяти.

Пусть двоичным символом, подаваемым па вход капала с вероятнос 
тью />('[)), является 0 и с вероятностью p(z{) = 1 -  p(za) — 1, а канал 
задастся матрицей переходных вероятностей

\p("j | г , ) | :
Ы и о Ы  Р (н  oki) 
Цр Ол Ы  jy(«i js,) i

причем выполняются следующие условия: p(u0\za) + p(.U\\za) = I; p{U(\Z[) + 
+ Piu\\z\) = I.

Определим вначале, при каких значениях p(zo) и p(z\) количество ин
формации и выходном символе канала максимально. Решение этой задачи 
классическим методом — пугем взятия производной функции I(U, Z),  за
писанной в форме формулы (6.10), и нахождения вероятности pJK(Za), 
при которой К U, Z)  максимальна, — достаточно громоздко. В связи с 
этим применим другой метод определения /;эк(г0), основанный на ис
пользовании формулы (6.7) [8].

Энтропию выходного символа канала найдем по формуле (3.3):

Н {U) = p(uj)  log p(uj),  (6 .12)
i=0

где вероятности р{и) связаны с p(z,) и переходными вероятностями со
отношениями (6.9):

р(и„) = p(z0)p(u» |г0) + p (z0 p (uо |м);
(6.13)

р(иi) = p(z0)p(ul |г0) + p(zi)p (ui |г,).
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Запишем теперь на основе формулы (3.19):

Н (U jZ) = -\p(Zo)p(uo |г0) log р(и0 |г0) + р(г0)р(щ |г0) log р(щ |г0) + )^  

+Pizx)р(щ |г,) logp{u0\zi)+p(z,)р(щ |г,) logр(щ |г,)•

В случае если вероятности искажений символов в канале одинаковы (ка
налы с таким свойством называются симметричными), т.е. если р(
= p{u0\z\) = р, то формула (6.14) принимает вид

H(U IZ )  = -{p(za)( 1 -  р)  log(l -  р) + p{za)p log р +

-([1 -  p(zo)]plog/) + [l -  р(го)1(1 -  />)log(l -  p)}.
Выполнив элементарное преобразование, получим:

И (U 17.) = -\р  log р + (1 -  р) log(l -  р) 1. (6.15)

Как видно из выражения (6.15), H(U\Z) не зависит от вероятностей 
символов на входе канала. Отсюда следует, что I(U, Z)  принимает макси
мальное значение тогда, когда максимальное значение имеет //((/). При 
выборе основания логарифмов а = 2 !/(U) = H(U)mR = 1 биг только при 
условии, что выходные символы канала равновероятны, т.е. когда р(и0) = 
= р(и,) = 0.5.

Подставив найденные значения р(и0)н р(их) в формулы (6.12) и (6.13) 
и решив систему двух уравнений (6.13) относительно p(zo) и p(Z\), полу
чим p-JK(zn) = Pjk(Zi) = 0,5. Таким образом, максимальное количество ин
формации

/ (U, Z ) m,y ---- 1 + р log р + (1 -  р) log(l -  р) (6 .16)

содержится в выходном двоичном символе симметричного капала тогда, 
когда двоичные символы на входе канала равновероятны. Поскольку при 
р > 0 второе и третье слагаемые в выражении (6.16) отрицательны, то 
I(U, Z )mav < 1 бит. Это означает, что максимальное количество информа
ции, содержащееся в выходном символе симметричного дискретного 
канала с искажениями, всегда меньше, чем максимальное количество 
информации, заключенное в его входном символе. Потеря информации 
в кан&чс вызывается наличием в нем искажений символов.

Из выражений (6.15) и (6.16) следует, что H(U\Z) и I(U, Z),rcix явля
ются функциями от р, в то время как H(U)m,lx от р не зависит. Графики 
зависимостей H(U)m3X, H(U\Z) и I(U, Z )niax от р показаны на рис. 6.2. Как 
видно из j-рафиков, с увеличением р от 0 до 0,5 H(U\Z) непрерывно 
возрастает, a I(U, Z )maxуменьшается. П р и р = 0,5 H(U\Z) = 1, a I(U, Z )max = 
= 0. Этот результат можно объяснить тем, что в данном случае теряется 
зависимость между входными символами и выходными, ибо при переда
че как символа zo, так и z\ на выходе канала с равной вероятностью 
будуг появляться символы и0 и их. Иными словами, в этом случае значе
ние символа на выходе канала не зависит от значения символа, подан
ного на его вход. Раз это так, то неопределенность выходного символа 
при известном входном максимальна и выходной символ симметрично
го канала не содержит информации о входном символе.
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Н, I бит

Рис. 6.2. Графики ff(U\Z), /(U, Z )max и //(f/)m;lx как функций от р

С увеличением /; от 0,5 до 1 ll{U\Z) непрерывно падает, а /((/, Z)max — 
растет. Такое поведение H(U\Z) и /((/, Z )max становится понятным, если 
учесть, что при р > 0,5 подача на вход канала символа ю чаще будет 
приводить к появлению па выходе символа ии а подача на вход символа 

— к появлению па выходе символа иа. Если в этой ситуации осуще
ствить замену получаемых выходных символов на противоположные, то 
вероятность иметь искаженный символ после инверсии будет меньше 0,5 
и равна 1 -  />. Иначе, с увеличением р (р > 0,5) в канале с инвертирова
нием выходного символа U{U\Z) уменьшается, а /(/У, Z )m.ix — увеличи
вается.

В общем случае потери информации при передаче одного сим
вола по дискретному каналу с искажениями характеризует сред
няя условная энтропия входного символа канала H(Z\U), входя
щая в формулу (6 .6 ). Действительно, количество информации, 
которое содержится в одном входном символе канала, /(Z) = H(Z). 
Количество информации, заключенное в одном выходном сим
воле канала, устанавливается формулой (6 .6 ). Количество инфор
мации /„(Z), теряемое в канале при передаче одного символа за 
счет его искажений, определяется как разность количеств информа
ции в символе на входе и выходе канала:

/„(Z) = l ( Z ) - I ( U ,Z )  = H(Z)~ H(Z) + H{Z\U) = H(Z\U). (6.17)

Таким образом, среднее количество информации [см. формулу
(6.17)], которое теряется в канале при передаче одного символа, 
численно равно средней условной энтропии входного символа при 
известном его выходном символе.

Пример 6 .2 . Найти потери информации в канале без памяти при пе
редаче по нему одного символа, если входной Z h выходной V алфавиты
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одинаковы (/ = т), символы входного алфавита равновероятны (p(zi) = 
= 1 / т )  и все элементы в матрице переходных вероятностей, задающей 
канал, кроме стоящих на главной диагонали, равны.

Прежде всего покажем, что при указанных условиях равновероят
ность входных символов канала приводит к равновероятности выходных 
символов. Для этого воспользуемся соотношениями (6.9):

p ( U j )  = p ( z \ ) p ( U j  IZ]) + p ( z 2)p( Uj  \z2) + + p ( Z j )p( tt j  IZ j )  +
(6. 18)

+... +- p(zm)p(Uj |̂ m) .

В формуле (6.18) для заданного канала p{Uj\z,) равны при всех 
j   ̂ /. Введем обозначение piujz,) = q(J * i). Тогда сумма вероятностей для 
каждого столбца матрицы переходных вероятностей запишется в виде

1-т
£  P(Uj |г,) = p(“j \Zj) + ( т  ~ \)q = 1. (6.1 9)

Из формулы (6.19) найдем

p ( U j \ z j )  =  \ - ( m - \ ) q . (6 .20 )

Поскольку правая часть выражения (6.20) не зависит от у, то все p(ujzj) 
(j = 1, ... , т)  равны. Переходная вероятность p(u\zj) представляет собой 
вероятность правильной передачи символа z.j по каналу, а произведение 
(т  -  1 )q— вероятность искажения этого символа в канале. Введем обо
значение ( т  -  \)q = p. Тогда

Я = (6.21)
(.т  -  1)

Подставим значения оговоренных вероятностей в ф ормулу (6.18):

р(Иу) = 1 ^ -  + 1 ^ -  + ... + 1 ( 1 - />) + ... + 1 - ^ т  = 1 .  (6.22) т  т  -  1 т  т  -  1 т  т  т  ~ 1 т
Таким образом, из выражения (6.22) следует, что если входные с и м 

волы указанного канала равновероятны, то равновероятны и выходные 
символы.

Найдем теперь условные вероятности p(z,\uj). Д ля этого воспользуемся  
равенством (3.15):

p(z,,Uj) = p(z,)p(uj |г,-) = p(uj)p(Zi |uj).

Отсюда, учитывая, что p(zi) = p(uj), получим

P(Zi\uj) = p(uj\Zi). ( 6 . 2 3 )

Д ля нахождения количества информации, теряемого в канале при 
передаче одного символа, запишем H(Z\U) в соответствии с ф ормулой
(3.22):

/„(Z) = Н (ZIU) = - £  р(му) £  p(z, | U j )  log p(zj I U j ) .  ( 6 . 2 4 )



В ф ормуле (6.24) каждый член сум м ы  по j  имеет вид
т г

~P(“j ) £  р(ъ  k i )  1о§ P(Zi I";) = -P (UM  p (Zi IUj) log p(Zi IUj) + ... +
(6.25)

+p(Zj \uj)\Og p(Zj \Uj) + ... + p(zm |Uj) log p(zm [«;)].

Подставим в выражение (6.25) значения вероятностей, учитывая фор
м улы  (6.23) и (6.21):

m - 1 m-  1

+(1 -  p) log(l -  p) + ... + log
m -  1

P log — °—r + (1 -  p) log(l -  p)
(6.26)

= — [-p \ o g p -  (1 -  p) log(l -  p) + p\og(m -  1 ) 1 . 
m

Подставив выражение (6.26) в ф ормулу (6.24),  окончательно п о лу 
чим

/„(Z) = Н(Z\U) = -р  log р -  (1 -  р) log(l - р )  + р log( т  -  1). (6.27)

Первые два члена в правой части формулы (6.27) выражают неопре
деленность того, является ли принятый символ истинным или ложным. 
Третий член характеризует неопределенность, вызванную незнанием, 
какой из ( т  -  Г) входных символов действительно передавался, если 
известен принятый искаженный символ. Эта неопределенность выража
ется произведением plog(m -  1), так как искажение символа происходит 
с вероятностью р. Если при этом получен символ то в данном канале 
его появление с равной вероятностью могло быть вызвано подачей на 
вход канала любого символа, кроме Zj.

В частном случае, когда по симметричному каналу передаются дво
ичные символы, третий член в правой части формулы (6.27) равен 0 и

/„(Z) = Н(Z\U) = -p \ o g p -(l-p )\ o g (l -  р). (6.28)

Правая часть формулы (6.28) совпадает с правой частью выражения 
(6.15). Это естественно, так как легко убедиться, что для данного канала 
при p(zo) = p(Zi) = 0,5 выполняется равенство H(Z\U) = H(U\Z).

6.3. Скорость передачи информации 
по дискретному каналу с искажениями

Пусть на вход дискретного эргодического канала с искажени
ями с выхода эргодического источника поступает некоторая дос
таточно длинная последовательность символов Zk,re Zr (ZT— мно
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жество последовательностей длительностью Т, которые может 
выдавать источник; к = 1, М{Т)\ М(Т) = \Zj\). Обозначим веро
ятность поступления на вход канала последовательности Zk,т ~
-P(zk, г)-

В силу указанного свойства эргодичности источника с увеличе
нием ^значение М(Т) возрастает. В общем случае разные символы 
последовательностей источника могут иметь разную длительность.

В результате передачи последовательности ^ ,7-на выходе кана
ла появится последовательность us т е UT(UT— множество выход
ных последовательностей канала длительностью Т; s -  1, ..., N(T); 
N(T)= IUT\) с тем же числом символов, что и у z^r- Так как канал 
с искажениями, то при подаче на вход одной и той же последова
тельности Zk.r на его выходе могут появляться разные последова
тельности usT.

Обозначим через f(UT, ZT) количество информации, содержа
щееся в выходной последовательности канала о входной последо
вательности. Естественно, что I(UT, Z-,) уменьшается с увеличе
нием Т. Рассмотрим отношение f(Ur, Zt)/T. Оно показывает, ка
кое количество информации появляется в среднем на выходе ка
нала в каждую секунду интервала Т. Предел, к которому стремит
ся указанное отношение при Т —> <*>, дающий среднее количество 
информации, получаемое на выходе канала в 1 с, называется ско
ростью передачи информации по дискретному каналу (ДК)с иска
жениями.

Обозначим скорость передачи ь>дк. По определению

Ьак = Ш Щ Ы й .  (6.29)
ДК 7-->~ Т

По аналогии с выражением (3.27)
I(Ur ,Z T) = H(ZT)~ И(Zr \UT), (6.30)

где M(Z7) вычисляется так же, как в формуле (4.18), a H(Z^Uj) — 
аналогично формуле (3.22).

Подставив выражение (6.30) в формулу (6.29), получим

r H(zT)-H(zT\uT)
vm  = l im ------------ ------------- . (6.31)/ ->«0 /

Из соотношения (6.31) видно, что скорость передачи инфор
мации зависит от статистических свойств как последовательно
стей входных символов, так и самого канала.

Если I(UT, ZT) выразить в соответствии с формулой (3.36), то 
скорость передачи информации может быть представлена в следу
ющем виде:

H(UT)-H (U T\ZT)
1.дК = Ьш------------ ------------- . (6.32)
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Обозначим через 4  число символов, входящих в последователь
ность Zk,T- Тогда среднее число символов во входной последова
тельности канала

М ( Т )

4рг -  X  P(Zkj)lk, (6.33)
к = 1

а средняя длительность символа в ней

Т?ср .с т=-,—  • (6.34)
'е р  Т

Величину /срс = Пт !срхТ назовем средней длительностью вход
ного символа канала.

Подставив Т из формулы (6.33) в соотношение (6.31) и ис
пользуя формулу (6 .6), получим

H{ZT) -H { Z r \Ur )
1>дк = 1 m -  — -

с̂р.сТ̂ срТ

—  [H (Z )-H (Z \U )]= -^ -I(U ,Z ),
ср.С  'с р .с

(6.35)

где //(Z) — энтропия входного символа канала, H(Z) = lim  ̂ ;
7 /Сру

H(Z\U)~ средняя условная энтропия входного символа канала

при известном выходном, H(Z\U) = lim ^ 1  ̂ .
4р т

Величина 1 /tcpc представляет собой среднее число символов, 
передаваемых по канату в 1 с.

Выполнив аналогичные рассуждения, из формулы (6.32) най
дем

^дк = j- [ H { U ) ~  H{U\Z)]=-^-H!U,Z), (6.36)
^ ср .с  ‘ с р .с

где H(U) — энтропия выходного символа канала; H{U\Z) — сред
няя условная энтропия выходного символа канала при известном 
входном символе.

Если количество информации I(U, Z) измеряется в битах, то, 
как видно из формул (6.35) и (6.36), скорость передачи информа
ции измеряется в бодах (1 бод = 1 бит/с).

Скорость передачи информации является важнейшей характе
ристикой дискретного канала.
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6.4. Пропускная способность 
дискретного канала с искажениями

В подразд. 6.2 отмечалось, что количество информации в вы
ходном символе дискретного канала I(U, Z) при неизменных пе
реходных вероятностях зависит от распределения входных симво
лов и при некотором их распределении достигает максимального 
значения. Как следует из формул (6.35) и (6.36), при том же распре
делении вероятностей будет достигать максимума и скорость пере
дачи информации. Максимальное значение скорости передачи

Сдк = . max идк = - f(U ,Z )tmx =
pU\),...,p(z„,) tcpc

= —  max [H(Z)~ H(Z\U)}= (6.37)
tcpc /Чг,

= —  max [H(U)-H(U\Z)\
tcp c p(zi

называется пропускной способностью дискретного канала с искаже
ниями.

Пропускная способность дискретного канала отражает предель
но возможную в канале скорость передачи информации. По смыс
лу она аналогична максимальной производительности дискрет
ного источника.

Пример 6 .3. Найти пропускную способность дискретного симметри
чного канала без памяти при передаче по нему двоичных символов с 
одинаковой длительностью т.

Подставив выражение (6.16) в формулу (6.37), сразу получим

Сдк = -  [1 + р log р + (l-/ j)Iog(I -/>)]. (6.38)
х

График Сдк как функция от р [см. формулу (6.38)], имеет тот же вид, 
. что и график /((/, Z)mM (см. рис. 6.2). Отличие заключается лишь в едини

цах измерения Сдк и в другом масштабе графика по оси ординат, так как

Сдк(р) ~ 1 (р)п 1;Iк. где 1{р)тш~~ 7(̂ 7, Z)max.X

Так как -^— H(Z) в формуле (6.35) представляет собой коли-
с̂р.с

чество неискаженной информации, подаваемое на вход канала 

в 1 с, а — H(Z\U) — количество информации, которая искажа-
с̂р.с
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ется и теряется в канале за то же время, то пропускную способ
ность канала можно трактовать как максимальное количество не
искаженной информации, которое может быть передано по диск
ретному каналу с искажениями в 1 с.

Такая трактовка пропускной способности позволяет сделать 
следующий вывод: если информация на входе дискретного канала 
с искажениями представлена в безызбыточной форме, то вся она 
не может быть получена на его выходе, так как за счет искажения 
отдельных символов в канале определенная часть ее будет потеря
на; уменьшение потерь информации в канале предполагает избы
точное представление информации на его входе, получить кото
рое позволяет помехоустойчивое кодирование.

6.5. Помехоустойчивое кодирование 
последовательности элементов 

дискретного источника

Пусть дискретный эргодический источник вырабатывает пос
ледовательность элементов в алфавите X, которая поступает в ко
дер, выполняющий помехоустойчивое кодирование отрезков пос
ледовательности кодом Y в алфавите Z. И пусть с выхода кодера 
кодовые комбинации направляются в дискретный эргодический 
канал с искажениями. Для такой схемы передачи информации 
К. Шеннон доказал следующую теорему [22J, приводимую здесь 
без доказательства.

Теорема. Если производительность дискретного источника 
g< Сдк, где Сдк — пропускная способность дискретного канала, 
то существует такой способ кодирования, при котором вся ин
формация, выдаваемая источником, может быть передана по ка
налу со сколь угодно малыми потерями.

Если g > Сдк, то существует такой способ кодирования, при 
котором потери информации, выдаваемой источником, будут 
меньше g -  Сдк + е, где е — сколь угодно мало.

Не существует способа кодирования, при котором потери ин
формации меньше g -  Сдк.

Эта теорема, называемая основной теоремой помехоустойчивого 
кодирования, является важнейшей теоремой вероятностной тео
рии информации, хотя и не относится к числу конструктивных.

При ее доказательстве показывается, что среди определенных 
кодов должны существовать такие, которые обеспечивают выпол
нение утверждений теоремы, однако способов построения таких 
кодов не указывается. Доказательство теоремы состоит в том, что 
находится выражение для усредненной по группе кодов вероят
ности появления на выходе декодера ложной последовательности
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элементов, т.е. такой последовательности, которая хотя бы в од
ном элементе отличается от отрезка последовательности, подан
ного на вход кодера. Затем показывается, что с ростом длины ко
дируемых отрезков последовательности источника эта вероятность 
стремится к нулю, если g < Сдк, и к единице, если g > Сдк.

Вторую часть указанной теоремы кодирования часто называют 
ее обращением, так как результаты первой части теоремы получе
ны для значений g, лежащих слева от Сдк (g < Сдк), а результаты 
второй части — для значений, расположенных справа от Сдк (g >
> Сдк).

Коды, позволяющие уменьшать потери информации при пе
редаче ее по дискретным каналам со случайными искажениями, 
изучаются в теории помехоустойчивого кодирования.

Контрольные вопросы

1. Что понимается под дискретным каналом в вероятностной теории 
информации?

2. Какие каналы в вероятностной теории информации называются 
каналами с памятью, а какие -  без памяти?

3. Как определяется количество информации в выходном символе 
дискретного канала с искажениями?

4. От чего зависит количество информации в выходном символе ди
скретного канала с искажениями?

5. Чем определяются потери информации в дискретном канале с ис
кажениями при передаче по нему одного символа?

6 . Что представляет собой скорость передачи информации по диск
ретному каналу с искажениями?

7. В каких единицах измеряется скорость передачи информации по 
дискретному каналу с искажениями?

8 . Как определяется пропускная способность дискретного канала с 
искажениями?

9. Что утверждается в основной теореме помехоустойчивого кодиро
вания?

10. Что называется обращением основной теоремы помехоустойчиво
го кодирования?

3  Хохло»



Г л а в а  7

ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ ПО НЕПРЕРЫВНОМУ 
КАНАЛУ С ПОМЕХАМИ

7.1. Непрерывные каналы с помехами

Под непрерывным каналом понимается группа устройств, че
рез которую информация передается сигналами, описывающи
мися непрерывными функциями времени [см. подразд. 6.1]. Непре
рывный канал может являться составной частью дискретного ка
нала, но может и не входить в него, так как существует достато
чно большое число систем передачи информации, содержащих 
непрерывный канал, но не имеющих дискретного канала (напри
мер, системы аналоговой телефонии, радиовещания и т.д.). Если 
непрерывный канал входит в дискретный, то множество S=  {.?,(/)} 
(/’ = I, .. ., т )  сигналов, которые используются в нем для переда
чи символов, конечно. Если непрерывный канал не входит в диск
ретный, то множество S используемых в нем сигналов бесконечно.

Как было упомянуто ранее, в вероятностной теории информа
ции конкретные устройства, составляющие непрерывный канал, 
интереса не представляют. Существенными являются общие ха
рактеристики образуемого ими непрерывного канала: ширина 
полосы пропускания F, средняя мощность /°срсигналов на выходе 
канала и др. В связи с этим при теоретическом рассмотрении про
цесса передачи сигналов по непрерывному каналу считают, что 
он состоит из трех устройств (рис. 7.1): линии связи, имеющей 
бесконечную полосу пропускания, фильтра с полосой пропуска
ния L/й, Л\, шириной F = f n -  f K, и усилителя с конечным, воз
можно и неравномерным, коэффициентом усиления частотных 
составляющих сигнала в полосе | Н и ж н я я  частота/„ полосы 
пропускания фильтра может быть равна 0 или больше 0 .

Считают, что всегда верхняя частота этой полосы/в < <*>. Если 
/н = 0 , то фильтр называется фильтром нижних ч а сто т , если 
/н > 0 , то полосовым фильтром.

Указание на конечность коэффициента усиления усилителя 
объясняется тем, что в многоканальных системах связи всегда уста
навливаются ограничения на максимальную мощность и макси
мальную интенсивность передаваемых по канату сигналов, что 
вызвано наложением ограничения на уровень перекрестных по-
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мех в соседних каналах. Наряду с требованиями к максимальному 
значению коэффициента усиления усилителя предъявляются тре
бования и к его минимальному значению в полосе пропускания 
канала. Это связано с тем, что любой приемник, обрабатывающий 
выходной сигнал непрерывного канала, обладает конечным поро
гом чувствительности. Если уровень входного сигнала приемника 
ниже его порога чувствительности, то такой сигнал практически 
не воспринимается приемником. Таким образом, наряду с огра
ничением на полосу пропускания канала для него устанавливают
ся ограничения и на уровни мощности и интенсивности его вы
ходных сигналов.

Рассмотрим сначала ситуацию, когда случайные помехи в ли
нии связи отсутствуют. Обозначим непериодический сигнал, по
ступающий па вход канала (см. рис. 7.1) и принадлежащий мно
жеству S  входных сигналов, — s(t), а появляющийся в результате 
этого сигнал на выходе канала, принадлежащий множеству U 
выходных сигналов, — u(t). Как входной, так и выходной сигналы 
являются здесь функциями времени.

Наряду с временным представлением часто используют и час
тотное представление сигналов, позволяющее выяснить, из каких 
элементарных разных по частоте составляющих некоторого про
стейшего вида они состоят. В качестве элементарных составляющих 
частотного представления сигналов обычно берут гармонические 
функции, определяемые амплитудой, частотой и начальной фа
зой. Нахождение амплитуд и начальных фаз этих функций для 
непериодических сигналов осуществляется в результате выполне
ния над ними прямого преобразования Фурье.

Пусть s(t) (- S  - непериодический сигнал, заданный на вре
менном интервале < t < и удовлетворяющий условиям Ди
рихле и условию абсолютной интегрируемости:

(7.1)

где М — конечное число.

С лучайны е
помехи

Г'

Gs (to) е C j |

s(Q*S I
Л и н и я связи

Ф ильтр  
с п олосой  

п ропускания У си ли тель
I u ( t ) eU

1I n ,  / в]

Н епреры вны й кан ал

Рис. 7.1. Структурная модель непрерывного канала

67



Такой непериодический сигнал может быть представлен сум
мой бесконечно большого числа гармонических функций с опре
деленными амплитудами, угловыми частотами и начальными фа
зами, причем амплитуды этих функций бесконечно малы, а часто
ты занимают непрерывный конечный или бесконечный интервал.

Состав гармонических слагаемых непериодического входного 
сигнала определяется специальной функцией

Gs (со) = Gs(cо)е~уу'(ю) = j  .v (r)e /tn,d/. (7.2)

Функция (7s(co)e Gs, где Gs — множество комплексных функ
ций С/Дсо), является комплексной. В формуле (7.2) Gs (со) = |(?Дсо)| — 
модуль комплексной функции, а -у/со) — ее аргумент.

Формула (7.2) называется интегралом Фурье, или прямым пре
образованием Фурье.

Наряду с формулой (7.2) существует выражение, позволяющее 
по функции Gs(со) найти сам непериодический сигнал s(t):

s(t) = j  Gs(co)e;“fdco. (7.3)
2л jL

Это выражение получило название обратного преобразования 
Фурье.

Учитывая, что J в выражении (7.3) — это знак суммы беско
нечного числа бесконечно малых слагаемых, непериодический 
сигнал s(t) в соответствии с выражением (7.3) можно трактовать 
как сумму бесконечно большого числа гармонических функций с

бесконечно малыми комплексными амплитудами —  G(co)dco. От-
2 71

сюда следует, что функция Gs((o), входящая как сомножитель в 
выражение для амплитуд, сама амплитудой не является, а лишь 
характеризует соотношение амплитуд отдельных гармонических 
составляющих, слагающих непериодический сигнал s(t). Разные 
непериодические сигналы имеют разное соотношение амплитуд 
одних и тех же гармонических функций. Учитывая смысл функ
ции (7Дсо), ее называют спектральной плотностью, спектральной 
характеристикой  или комплексным спектром  непериодического 
сигнала. Модуль Gs(<o) и аргумент- y t(w) спектральной плотности 
получили соответственно названия спектра амплитуд  и спектра 
фаз непериодического сигнала s(t).

Найдем теперь спектральную плотность непериодического вы
ходного сигнала u(t) канала:

Gu{со) = G„ (со)е_Ут-<“) = j  u(t)e~Jo,'dt, (7.4)

где G(u) = |с„(со)| и - у й(со) — соответственно спектр амплитуд 
и спектр фаз выходного сигнала «((); функция (/„(со)е (/„; Gu — 
множество комплексных функций (7„(со).
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Комплексная функция А'(ю), равная отношению спектральных 
плотностей выходного и входного сигналов канала, т.е. функция

В Д  = 5 ^ 7  (7.5)
4s (со)

называется комплексным коэффициентом передачи непрерывного 
канала. Функция Л̂ (со) является важнейшей характеристикой не
прерывного канала, полностью определяющей его свойства.

Как и спектральная плотность сигнала, комплексный коэффи
циент передачи канала может быть записан в виде

К((о)^ К (ф ~ ^ ю). (7-6)
В равенстве (7.6) модуль функции АГ(со) = jА"(со)| называют амп

литудно-частотной характеристикой (АЧХ) канала, а ее аргумент 
-ф(со) — его фазочастотной характеристикой (ФЧХ). Амплитудно- 
частотная характеристика показывает, как зависит от частоты изме
нение ампли туд частотных составляющих входного сигнала при про
хождении им непрерывного канала, а фазочастотная характеристи
ка отражает зависимость от частоты сдвига начальных фаз частотных 
составляющих входного сигнала при прохождении им канала.

Знание комплексного спектра входного сигнала и комплексного 
коэффициента передачи непрерывного канала позволяет легко 
находить комплексный спектр б/ (to) и сам выходной сигнал и(Г) 
канала. Действительно, из формулы (7.5) получим

Gu(a) = Gs((a)k((d) (7.7)
и, используя обратное преобразование Фурье, найдем

u{t) = —  ? (/„(co)eyw'd<B = —  ? (/1(co)A (̂a))eyo,'dco. (7.8) 
2тс ^  2л

Временное и частотное представления непериодических функ
ций равноправны и существенно дополняют друг друга.

7.2 . Виды детерминированных помех 
в непрерывных каналах

Любые факторы, вызывающие искажения сигналов, переда
ваемых по непрерывному канату, будем называть помехами. При 
таком подходе все помехи, действующие в непрерывном кана
ле, можно разделить на детерминированные и случайные. Де
терминированные помехи вызываются ограничением полосы про
пускания канала, неравномерностью его АЧХ и нелинейностью 
ФЧХ. Случайные помехи, как уже отмечалось, — это аналоговые 
возмущения, вырабатываемые внешними и внутренними ис
точниками. Рассмотрим более подробно виды детерминирован
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ных помех и их действие на сигналы, передаваемые по непре
рывному каналу.

Ограничение полосы пропускания непрерывного канала при
водит к ограничению ширины спектра его выходных сигналов, 
что находит свое отражение в замене бесконечных пределов ин
тегрирования в обратном преобразовании Фурье [см. выраже
ние (7.8)J для выходного сигнала u(t) на конечные.

Ограничение ширины спектра выходных сигналов канала при
водит к двум взаимосвязанным отрицательным последствиям:
1) уменьшается полная энергия выходного сигнала; 2 ) искажает
ся вид сигнала.

Для того чтобы понять, как влияет на выходной сип ит н(г), 
на спектр которого не наложены ограничения, комплексный ко
эффициент передачи канала А'(со), выделим пять его видов.

1. АГ(со) = 1 с~;0 = 1, -  °° < со < (7.9)
В этом случае, как следует из выражений (7.7) и (7.8), С„(со) = 

= (75(со)и и(г) = s(t). Таким образом, если К{со) имеет вид фор
мулы (7.9), то сипит s(t) проходит канал без искажений.

2. К (со) = 1 ■ с'"у0,т. -  < со < =°, (7 .10)
где т — интервал времени. В этом случае, как следует из выраже
ния (7.7), (/„(со) = Подставив (7,, (со) в формулу (7.8) и 
учитывая выражение (7.3), получим

и(г) = —  ( (7Дсо)е-/“te '“'dco = —  f (7,(co)e7Cl,<'~T,dco = s(t -  т). (7.11) 
2л jL ' 2тс_̂

Из выражения (7.11) следует, что если комплексный коэффи
циент передачи канала имеет вид формулы (7.10), то он вызывает 
только запаздывание на т появления входного сигнала на выходе 
канала, не изменяя его формы.

Таким образом, комплексные коэффициенты передачи, име
ющие вид формул (7.9) и (7.10), не приводят к искажению вход
ного сигнала при передаче его по непрерывному каналу.

3. А'(со) =Ae~J0 = А, А > 0, < со < °°. (7.12)
В этом случае, как следует из выражений (7.7) и (7.8), (7,,(со) = 

= AGs((o) и м(0 = As(t), т.е. такой коэффициент передачи приводит 
только к ослаблению (если А < 1) или усилению (если А > 1) 
входного сигнала.

4. АТ(со) =Ac~J(0X,A  > 0 , -°о < со < °о. (7.13)
При таком комплексном коэффициенте передачи канала (/„(со) -

= ACs((o)e~JWT. Подставив Gu(со) в выражение (7.8) и учитывая 
выражение (7.3), найдем
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Рис. 7.2. А мплитудн о-частотн ы е и фазочастотныс характеристики непре
рывного канала с к ом п лек сн ы м и  коэф ф ициентами передачи:

а — К(к>)  =  Л е -J"\ б —  А '( с о )  = А e~Jm

Таким образом, АХ со) [см. формулу (7.13)] вызывает как ослаб
ление (усиление) входного сигнала, так и запаздывание его по
явления на выходе канала. Амплитудо-частотная и фазочастотная 
характеристики комплексных коэффициентов передачи канала по 
формулам (7.12) и (7.13) показаны на рис. 7.2, а, б соответственно.

Комплексные коэффициенты передачи [см. формулы (7.12) и
(7.13)|, если учитывать ограничения, наложенные на интенсив
ность выходных сигналов канала, в ряде случаев будут приводить 
к потере части заключенной в них информации.

5. к(ю) = А'(ю) <г-/ф(10>, -  < со < оо, (7.14)
где К{со) *  const, <р(со) ф  с о т .

Комплексный коэффициент передачи канала, определенный 
формулой (7.14), искажает вид передаваемого по нему сигнала, 
что приводит к потере части информации в канале.

Неравномерность АЧХ во всем диапазоне частот канала и не
линейность ФЧХ приводят к тому, что выходной сигнал отлича
ется по виду от входного. Так, если передаваемые по каналу непе
риодические сигналы представляют собой импульсы, а его АЧХ 
имеет «завал» на высоких частотах, то это приводит к увеличению 
времени нарастания фронтов и времени спада срезов импульсов. 
Нелинейность ФЧХ канала имеет обычно более серьезные послед
ствия. Они могут состоять в увеличении длительности фронтов и 
срезов импульсов, появлении асимметрии выходного сигнала, если 
входной сигнал был строго симметричным, «развале» импуль
сов, приводящем к снижению их максимального по абсолютной 
величине значения на выходе каната и т.д. [5].

Основным средством борьбы с детерминированными искаже
ниями сигналов, передаваемых по непрерывному каналу с нерав
номерной АЧХ и нелинейной ФЧХ, является использование кор
ректоров — устройств, автоматически осуществляющих коррек
цию указанных характеристик. Корректор включают последова
тельно с непрерывным каналом (рис. 7.3).
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Входной 
сигнал s(t) Непрерывный u{t)t Корректор

Выходной 
сигнал v(/)

а д Я(Ш)

Рис. 7.3. Схема включения корректора

Корректор представляет собой четырехполюсник, поэтому он 
характеризуется комплексным коэффициентом передачи //(со) = 
= #(ю)е~У¥<ш), где //(со) модуль комплексной функции //(со), 
а -Ч^со) — ее аргумент. Общий комплексный коэффициент пере
дачи /)(со) тракта, включающего непрерывный канал и коррек
тор, как видно из рис. 7.3,

/>(со) = АГ(ш)//(со). (7.15)
На практике за общий комплексный коэффициент передачи 

тракта, задаваемый формулой (7.15), обычно принимают

/)(со) = Ac~J'm, А -  const, х = const (7.16)
и из условия (7.16) находят //(со).

Учитывая направленность настоящего пособия, изложение све
дений по корректорам на этом закончим. Важно было показать, 
что даже в случае коррекции характеристик непрерывного кана
ла, комплексный коэффициент передачи всего тракта имеет вид 
формулы (7.13). Передача непериодических сигналов по тракту с 
таким коэффициентом передачи приводит, как отмечалось, к 
потере части содержащейся в них информации.

Поскольку математическим аппаратом вероятностной теории 
информации является теория вероятностей, то, находясь в рам
ках этой теории, оценить потери информации, вызываемые де
терминированными помехами при передаче ее по непрерывному 
каналу, не представляется возможным. Решение этой задачи дано 
в комбинаторной теории информации.

7.3. Типы и виды случайных помех 
в непрерывных каналах

Рассмотрим, какие случайные помехи искажают сигналы в 
непрерывных каналах.

По характеру действия на сигналы случайные помехи делятся 
на аддитивные и мультипликативные. Помеха называется адди
тивной, если результат ее взаимодействия с сигналом, передава
емым по непрерывному каналу, можно представить суммой

S s ( t )  =  s ( t )  +  Z, (t ) ,  <7 -1 7 )
где ŝ (t) — искаженный сигнал на выходе канала; s(t) — сигнал на вы
ходе непрерывного канала; (̂/) — помеха на выходе того же канала.
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Помеха называется мультипликативной, если результат ее вза
имодействия с сигналом в канале можно выразить произведением

s^{t) = \i{t)s(t), (7.18)

где .^(0 — искаженный сигнал на выходе канала; |i(f) — помеха, 
действующая на выходе канала (ц(7) — функция неотрицательная).

В непрерывном канале могут одновременно действовать поме
хи обоих указанных типов [см. формулы (7.17), (7.18)]. В этом слу
чае результат их действия можно представить следующим обра
зом:

*м (') = ц ( 'М 0 + £(')■ (у -19)
Знание степени искажения сигнала в различных точках каната 

интереса не представляет. Важно, какие искажения он имеет на 
выходе канала, так как именно выходной сигнал каната подвер
гается обработке в приемнике.

Физически аддитивная помеха представляет собой ту же ана
логовую величину, что и сигнал. Ее появление вызвано протека
нием как вне, так и внутри каната различных физических процес
сов и явлений. Поскольку аддитивная помеха — это та же физи
ческая величина, что и сигнал, то она обладает энергетической 
природой и для нес правомерны такие понятия, как энергия, мощ
ность и т.д.

Мультипликативная помеха по своей сути отличается от адди
тивной. Порождаемая случайными изменениями комплексного 
коэффициента передачи канала, она является не физической ве
личиной, а изменяющимся во времени безразмерным коэффици
ентом, поэтому описывать ее при помощи энергетических харак
теристик нецелесообразно.

Как аддитивные, так и мультипликативные помехи, входящие 
в формулу (7.19), принято делить на три вида: гармонические, 
флуктуационные и импульсные.

Гармонические помехи можно представить как сумму конечного 
числа отдельных гармонических составляющих. Появление адди
тивных гармонических помех обычно связано с нестабильностью 
различных генераторов и фильтров, используемых в системе пе
редачи информации.

" Флуктуационные помехи можно представить как последователь
ность достаточно коротких импульсов, имеющих случайную амп
литуду и следующих друг за другом через короткие случайные 
интерваты времени. Помехи данного вида вызываются различны
ми флуктуациями, обусловленными дискретной природой неко
торых множественных явлений, протекающих в отдельных звень
ях системы передачи. Аддитивную флуктуационную помеху часто 
называют шумом. Характерными примерами аддитивных флукту-
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ационных помех могут служить тепловой шум и шум, вызванный 
дробовым эффектом, т.е. эффектом дискретности носителей за
ряда, упорядоченное движение которых создает ток в электриче
ских цепях.

Импульсные помехи можно представить как последовательность 
импульсов случайной амплитуды, имеющих случайную длитель
ность и следующих друг за другом через случайные, но достато
чно продолжительные интерваты времени. Импульсные мульти
пликативные помехи вызываются обычно прерываниями (разры
вами) канала. Появление импульсных аддитивных помех связано 
с протеканием различного рода внешних явлений, носящих ха
рактер кратковременных и достаточно редких событий.

7.4 . Энергия и мощность непериодических 
сигналов и помех

Мгновенной мощностью непериодического сигнала s{t) назы
вается величина р(1) = s2(t). Если значение s(t) может быть поло
жительным, отрицательным или равным нулю, то всегда мгно
венная мощнос ть p(t) > 0 .

Полной энергией непериодического сигнала, существующего

на интервале и удовлетворяющего условию абсолютнойL  L  
2 ’  2 .

интегрируемости [см. формулу (7.1)], называется число

Е = | p(t)dt = j  s2(t)dt. (7.20)
1  JL2 ^

Полную энергию непериодического сигнала можно трактовать 
как энергию, выделяемую током s(t) при протекании его по со
противлению 1 Ом. В силу этого энергию сигнала, определяемую 
формулой (7.20), называют еще удельной энергией.

Энергия непериодических сигналов, удовлетворяющих условию 
абсолютной интегрируемости, конечна, а не удовлетворяющих 
этому условию — бесконечна.

Если непериодический сигнал s{t) удовлетворяет условию аб
солютной интегрируемости и известна его спектральная плотность 
[см. формулу (7.2)], то полная его энергия находится по теореме 
Рейли (равенству Парсеваля) [10]:

Е -  — j ( 7 2(co)dco. (7 .21)ГГ J
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Из формулы (7.21) следует, что полная энергия непериоди
ческого сигнала представляет собой бесконечную сумму беско-

чивается здесь за счет бесконечной малости dco). По физическому

гаи непериодического сигнала и характеризует распределение энер

гии по спектру. Каждое слагаемое — (72(co)dco — это энергия, зак
люченная в спектральных составляющих сигнала, расположенных 
в бесконечно малой полосе частот dco, лежащей в окрестностях 
частоты со. Как видно из формулы (7.21), полная энергия непери
одического сигнала не зависит от фаз отдельных гармонических 
составля loiiuix.

Поскольку не у всех непериодических сигналов полная энер
гия конечна, то часто более удобной величиной является средняя 
мощность сигнала на выбранном интервале времени Т. Эта вели
чина определяется гак:

где Ет — энергия сигнала за интервал Т.
Если за пределами интервала 7 'значения s{t) равны 0 и сигнал 

удовлетворяет условию (7.1), то его среднюю мощность, задава
емую формулой (7.22), можно найти, используя теорему Рейли:

По физическому смыслу функпия ---- 6 ’-(со) — это спектраль-
к Т

пая плотность средней мощности ограниченного во времени непе
риодического сигнала.

Для неограниченного во времени непериодического сигнала

Формула (7.24) является наиболее общей для непериодических 
сигналов.

нечно малых слагаемых — <72(co)d<D (бесконечная малость обеспе-
к

смыслv функция —С2(со) является спектральной плотностью мер 
к

к

Т г
Е, (7.22)

(7.23)

г

(7.24)
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Рассмотрим теперь, что понимается под энергией и средней 
мощностью случайной помехи. Случайная помеха математически 
представляется случайной функцией времени X(t), которая в каж
дом конкретном опыте имеет вид детерминированной функции 
Xj(t) (/=1, 2, ...), называемой реализацией случайной функции X(t). 
В дальнейшем будем рассматривать только такие функции X(t), 
реализации которых являются непериодическими функциями вре
мени.

Большинство реализаций x,{t) (/ =1, 2, ...) не удовлетворяют 
условию абсолютной интегрируемости на интервале — оо < / < оо ̂ 
поэтому их полная энергия Е = Учитывая это, будем рассма

тривать реализации x,{t) только на конечном интервале L  L
2 ’  2

Обозначим /-ю реализацию случайной функции Xr (t) через 
xi,r(0 (i = h 2, ...). Для разных / непериодические функции xi T(t) 
могуг иметь разную энергию Ei r nа интервале Т. Поскольку появ
ление реализации Л',(/) в канале носит случайный характер, то за 
энергию Ехт  случайной функции Хт(?) принимается математи
ческое ожидание случайной величины Ет = {Ект}\

EXJ = MEr = M{E,:r }, (7.25)

где М — знак математического ожидания.
Если все непериодические функции xi T(t) удовлетворяют ус

ловию абсолютной интегрируемости, то, используя теорему Рей
ли, формулу (7.25) можно записать в виде

Ех г = М -  J G,2(co)dco \ = - \ М  {G’,2(co)]dco, (7.26)
171 О J л  о

где 0](ш) — модуль спектральной плотности непериодической функ
ции д:,,?(/).

По смыслу Ехт  в формуле (7.26) — это средняя энергия случай
ной помехи XT(f).

Среднюю мощность Рсрх,т случайной помехи Xr(t) на интерва
ле 7’ определяют как отношение средней энергии Ехт  помехи к 
интервалу времени Т:

( 7.27)

*

t Найдем Af{G,2(<o)}. При этом учтем, что G,2(co) = G,((o)G,((o) 
(G,(co)— функция, комплексно сопряженная спектральной плот
ности б'Дш) функции х ,7(/)) и что Gj(ю) определяется по форму
ле (7.2).

76



г т

т т (7.28)

= } )M {xl J {t{)xi J (t2) } e - j ^ 6 hdt2.
-LJL 
~  2 ~  2

Математическое ожидание M{xi/r{tx)xi>7-(Л)} представляет собой 
корреляционную функцию случайной функции Хт(/):

^ {xi j ih ) xi,r(h)) ~ Br(hih)- (7.29)

Для стационарных случайных функций
BT(tl,t2) = Br (x), (7.30) 

где х -  tx -  h.
Подставив выражение (7.29) в формулу (7.28) и воспользовав

шись равенством (7.30), получим

L L 1
2 2  2

M{G,2{со)} = j  BT(x)e~Jazdx J  dt, = T j  Вт (х)е '̂шdx. (7.31)
T  _ T  T
2 2 2

При подстановке выражения (7.31) в формулу (7.27) найдем
г

РсРх ,г = ~ ]  ] Вт (х)е-^ dxdco. (7.32)
к  О _т_

2

Интеграл по х в формуле (7.32) представляет собой прямое 
преобразование Фурье корреляционной функции на интервале Т. 
Сравнивая выражение (7.23) для средней мощности непериоди
ческого сигнала, ограниченного интервалом Т, с формулой (7.32),

г
J 2

можно заключить, что -  f BT{x)e~iatdx представляет собой спек-
71J .'  2

тральную плотность средней мощности, ограниченной интерва
лом Г случайной помехи XT(t).

Средние мощности как детерминированного сигнала, так и слу
чайной помехи не позволяют восстановить ни сам сигнал, ни реали
зации помехи, так как выражение (7.23) и формула (7.32) не со
держат сведений о фазах отдельных спектральных составляющих.
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Понятия «средняя мощность сигнала» и «средняя мощность 
помехи» будут использованы при установлении пропускной 
способности непрерывного канала со случайными помехами.

7.5. Случайная помеха «белый шум»

Случайная помеха «белый шум» является математической аб
стракцией. Эта помеха не может быть реализована в реальных ус
ловиях, но является достаточно удобной математической моде
лью, широко используемой в теоретических исследованиях про
цесса передачи информации по непрерывному канату, когда в 
нем действует аддитивная флуктуационная помеха.

Точное описание белого шума дается при использовании ап
парата обобщенных функций. Поскольку обобщенные функции в 
традиционном курсе Высшей математики для технических ВУЗов 
не рассматриваются, то ограничимся здесь лишь качественным 
рассмотрением этой помехи.

Под белым шумом понимается стационарный в широком смыс
ле процесс (т.е. процесс, у которого математическое ожидание 
постоянно, а корреляционная функция определяется только раз
ностью т = /| -  и между аргументами t\ и г2) с нулевым математи
ческим ожиданием и корреляционной функцией, представляющей 
собой дельта-функцию 6 (/) в начале координат. Дельта-функция 
определяется как функция, имеющая значение, равное <=», толь
ко при одном значении аргумента, причем интеграл от этой фун
кции (т.е. ограниченная сю площадь) в любых конечных пределах 
равен 1 , а именно:

Дельта-функция, обладающая свойством, представленным 
формулой (7.33), часто используется как математическая модель 
импульса бесконечно малой длительности и бесконечно большой 
амплитуды.

Поскольку корреляционная функция белого шума является 
5-функцией, то это означает, что случайные величины, получа
емые в сечениях белого шума, даже если эти сечения сколь угодно 
близки, не коррелированы. Отсюда следует, что каждую реализа
цию белого шума можно представить как последовательность бес
конечно узких импульсов, следующих через бесконечно малые 
интерваты времени (рис. 7.4). В отличие от дельта-функции амп
литуды этих импульсов конечны и, следовательно, площадь, за
нимаемая каждым импульсом, бесконечно мала.

(7.33)
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Рис. 7.4. Реализация белого шума

При определении белого шума какие-либо ограничения на за
кон распределения случайной величины, получаемой в сечении 
этого процесса, отсутствуют. Это означает, что белый шум может 
иметь разновидности.

Обозначим белый шум Е(7), а его спектральную плотность сред
ней мощности Gr(co). Поскольку белый шум существует на всей 
временной оси, то Сн(ю) можно получить, перейдя к пределу 
при Т —» ехз и выражении для спектральной плотности средней 
мощности ограниченной на интервале Т случайной помехи (см. 
подразд. 7.4):

г

С£(со) = lim -  [ £/-(т)е~-/Чотск = -  ]  В{x)e^'MTdx. (7.34)
К у  Л

2

Равенство (7.34) называется теоремой Винера—Хинчина.
Найдем спектральную плотность средней мощности белого 

шума, подставив в равенство (7.34) В(х):

СЕ(со) = -  1 8(x)e-^dx. (7.35)
71 ^

Воспользовавшись в выражении (7.35) формулой Эйлера: 

e - j01l  _  CQS ЮХ _  j  g j n

получим

Gr(co) = — f 5(x)coscoxdx -  j  — 1 5(x)sincoxdx. (7.36)
71 jL я -1 .

Учитывая, что в первом интеграле выражения (7.36) cos сох — 
функция четная и 5(x)coscox отлично от нуля только при t = О, 
когда cos сох = 1 , а во втором интеграле подынтегральная функция
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Рис. 7.5. Реализация белого шума на выходе фильтра

нечетная и пределы интегрирования симметричны, окончательно 
будем иметь

Съ(ю) = — [ 5(x)coscordT = — [ 8(T)dt = —. (7.37) 
тс i., тс .1, тс

Формула (7.37) показывает, что спектральная плотность сред
ней мощности белого шума одинакова на всех частотах 0 < со < «=.

Предположим, что случайная помеха белый шум действует в 
линии связи (см. рис. 7 .!) . Поскольку в непрерывный канал вхо
дит и фильтр с ограниченной полосой пропускания, то прохож
дение реализации белого шума через этот фильтр приводит к ог
раничению ее спектра, что вызывает сглаживание бесконечно уз
ких импульсов и их наложение друг на друга. В результате на вы
ходе фильтра реализация белого шума имеет уже вид непрерыв
ной функции ^f (t) со множеством нерегулярных максимумов и 
минимумов (рис. 7.5).

Наибольшее число результатов в вероятностной теории инфор
мации получено для непрерывного канала, в котором действует 
такая случайная помеха, которая на его выходе имеет вид стаци
онарного аддитивного гауссова процесса с равномерной спект
ральной плотностью средней мощности в полосе пропускания 
фильтра.

Процесс называется гауссовым (нормальным), если его подача 
на вход линейного неизменного во времени фильтра приводит к 
появлению на его выходе случайного процесса, значение которо
го в любой фиксированный момент времени является гауссовой 
случайной величиной. Гауссова помеха на выходе непрерывного 
канала порождается одним из видов белого шума, действующего 
в линии связи.
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7.6. Пропускная способность непрерывного 
канала со случайными помехами

Пропускная способность непрерывного канала Снк с шириной 
полосы пропускания F, в котором действует аддитивная гауссова 
помеха с равномерной спектральной плотностью средней мощ
ности [2 2 ],

СНк = ^log(l
'cpci

где PcpU — средняя мощность сигналов на выходе канала; /\р£ — 
средняя мощность помехи на выходе канала.

В вероятностной теории информации показано, что пропуск
ная способность непрерывного канала может быть достигнута толь
ко тогда, когда для передачи информации используются сигналы, 
приближающиеся по своему характеру к реализациям белого шума.

Если непрерывный канал является составной частью дискрет
ного канала, то за счет отличия используемых сигналов от реали
заций белого шума и неоптимальности способа принятия реше
ний демодулятором о передаваемых символах всегда:

Сдк < СНк-
Показателем совершенства используемых сигналов и способа 

принятия решения о символах может служить отношение Сдк/С11к.
Часто на практике дискретный канал со случайными искаже

ниями характеризуют удельной скоростью передачи информации

_  идк
vx:i ДК---- JT ,

которая представляет собой количество информации, передава
емое по дискретному каналу в 1 с (обычно в бодах), приходяще
еся на 1 Гц полосы используемого в нем непрерывного к а н а т .  
В совершенных системах г>уДд к  близко к удельной пропускной спо
собности непрерывного канала

с „ „  к = % ^ - 1о8<1 +^ ) .

которая является предельно допустимой и канале удельной ско- 
ростыо передачи. Передача информации со скоростью уулдК > СудНК 
невозможна.

Исследование процессоров со случайными алгоритмами обра
ботки информации в вероятностной теории не проводится, гак 
как эти процессоры пока не нашли применения в реальных ин
формационных системах.
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Контрольные вопросы

1. Что понимается под непрерывным каналом в теории информации?
2. Чем характеризуется непрерывный канал?
3. Что определяет спектральная плотность непериодического сигна

ла?
4. Что понимается под комплексным коэффициентом передачи не

прерывного канала?
5. Что показывают амплитудно-частотная и фазочастотная характе

ристики канала?
6 . Какие выделяют виды комплексного коэффициента передачи ка

пала?
7. Что представляет собой основное средство борьбы с детермини

рованными искажениями сигналов, передаваемых по непрерывному ка
налу?

8 . Почему в вероятностной теории информации нельзя оценить по
тери информации, вызываемые детерминированными помехами?

9. По каким критериям осуществляется классификация случайных 
помех, действующих в непрерывных каналах?

10. Что характеризует спектральная плотность энергии непериодиче
ского сигнала?

11. Что представляет собой спектральная плотность средней мощно
сти ограниченного во времени непериодического сигнала?

12. Что представляет собой помеха «белый шум»?
13. Какая случайная помеха называется гауссовой?
14. Какие величины определяют пропускную способность непрерыв

ного канала?
15. Что представляет собой удельная скорость передачи информации 

по дискретному каналу?



Г л а в а  8

МЕРА КОЛИЧЕСТВА ИНФОРМАЦИИ  
В КОМБИНАТОРНОЙ ТЕОРИИ

8.1. Общая мера количества информации 
в комбинаторной теории

Как уже отмечаюсь в подразд. 2.3, окружающий материаль
ный мир состоит из двух миров: случайных и детерминирован
ных процессов и явлений. В основе первого из этих миров лежит 
случайность, в основе второго — детерминированные причин
но-следственные связи. Адекватной формальной информацион
ной теорией случайных процессов является вероятностная тео
рия информации К. Шеннона, фрагменты которой рассмотрены 
в гл. 3 — 7.

Формальной информационной теории детерминированных 
процессов, несмотря на многочисленные попытки се создания, 
до конца 1980-х гг. не было. Объясняется эго тем, что для трех 
категорий существования информации, изучаемых в вероятно
стной теории, — событий, принадлежащих конечному множе
ству случайных событий, чисел, являющихся значениями непре
рывной случайной величины, и непрерывных функций, пред
ставляющих собой реализации непрерывной случайной функ
ции, — есть «нечто», что характеризует их поведение. Это соот
ветственно ряд распределения, одномерная и многомерная плот
ности распределения вероятностей. Наличие этих вероятностных 
характеристик существенно облегчает конструирование разли
чных мер количества информации. Для тех же категорий суще
ствования информации в детерминированных процессах таких 
характеристик нет.

Многие исследователи пытались приспособить вероятностную 
террию информации для описания детерминированных процес
сов, рассматривая конечное множество, множество действитель
ных чисел и множество детерминированных функций как част
ный случай вероятностных множеств с равномерными законами 
распределения вероятностей их элементов.

Однако сохранение закона распределения для указанных мно
жеств не переводит их в разряд детерминированных, так как не 
меняет случайного характера появления их элементов, поэтому 
такие попытки представления детерминированных процессов
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успехом не увенчались. Теория информации для детерминиро
ванных процессов не должна основываться на вероятностях, 
так как  в ней рассматриваются множества с совершенно дру
гим характером отношения элементов, чем в вероятностной 
теории.

В основу теории информации, разработанной автором и на
званной комбинаторной, положен постулат, что информация есть 
отраженное различие, запечатленное в одной из форм и имеющее 
определенный вид.

Другими словами, информация представляет собой зафиксиро
ванную в различии элементов некоторого множества определен
ность элементов другого множества и как определенность должна 
исследоваться.

При отражении различия элементов одного множества разли
чием элементов другого часть определенности элементов отража
емого множества теряется. К потерям определенности приводит 
также действие на элементы побочных детерминированных фак
торов, возникающих при вовлечении элементов в различные ин
формационные процессы.

Исходя из сказанного за общую меру количества информации 
в комбинаторной теории принята величина

I = D -  Dn, (8.1)

где / — количество информации, содержащееся в элементе неко
торого множества; D — определенность элемента отражаемого мно
жества; Dn — определенность, потерянная в результате отражения 
или искажения элементов отражаемого множества.

Для обозначения определенности взята первая буква латин
ского слова detenninare — определять.

Математическим аппаратом комбинаторной теории информа
ции является теория множеств, и описание любого детерминиро
ванного информационного процесса в комбинаторной теории 
производится при помощи двух важнейших ее понятий: «множе
ство» и «отображение».

Выбор именно этих общих понятий, лежащих в основаниях 
математики, диктуется стремлением к получению наиболее об
щих результатов, что позволит применять данную теорию в раз
личных областях науки и техники.

В комбинаторной теории информации рассматриваются три 
категории существования информации: в виде дискретных эле
ментов конечного множества, чисел множества действительных 
чисел ограниченного интервала, функций множества детермини
рованных функций. В настоящем пособии ограничимся рассмот
рением некоторых результатов, полученных в теории для конеч
ных множеств.
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Пусть X — конечное множество мощности \Х\ = N. Определен
ность элемента любого конечного множества X будем характери
зовать [3] действительным числом

D(X) = loga N, где а > \. (8.2)

В обозначении числа D{X) в формуле (8.2) Л'— это не аргу
мент функции, а обозначение множества. Основание логариф
ма а задает единицы, в которых исчисляется определенность. 
При а = 2 определенность выражается в двоичных единицах или 
битах. В дальнейшем при записи формул с логарифмами, за ис
ключением отдельных случаев, основание логарифмов а будем 
опускать.

Определенность элемента некоторого множества, найденная по 
формуле (8 .2 ), характеризует способность этого множества фик
сировать и отражать разнообразие проявлений материального мира. 
Чем больше элементов содержит множество, тем с большей оп
ределенностью его элементы способны представлять различия 
материальных объектов и явлений.

По смыслу формула (8.2) является мерой определенности эле
мента конечного множества. Эта мера обладает следующими свой
ствами.

1. D(X) = 0, если N= 1, т.е. если множество Л'состоит всего из 
одного элемента. Это согласуется со здравым смыслом. Действи
тельно, определенность элемента понимается как свойство его 
непохожести на другие элементы, т.е. как свойство, к котором 
отражаются какие-либо количественные или качественные отли
чия элементов множества Xдруг от друга. Однако об отличии (раз
нообразии) элементов можно говорить лишь в случае, когда эле
ментов, в множестве, по крайней мере, два, поэтому, когда мно
жество состоит всего из одного элемента, его определенность как 
мера разнообразия элементов множества равна 0 .

2. D(X) > 0, если N> 1 (при а > 1). С увеличением N определен
ность D(X) элемента множества также увеличивается. При N —> 
D{X) —>

3. С увеличением N(N> !) прирост определенности AD(XN) эле
мента множества Л’дг, обеспечиваемый за счет увеличения мощнос
ти множества на единицу, уменьшается и при /V-h> «> AD(XN) —» 0:

AD(Xn ) = D(Xn+] ) -  D(Xn ) = \og(N + 1) -  log N = log(l + —). (8.3)

Таким образом, AD(XN) есть убывающая функция от N эле
ментов множества X.

8.2. Определенность элемента конечного
множества
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Пусть X], ... , Хп — конечные множества мощностей Nu N„ 
соответственно. Рассмотрим множество Х {п) всех допустимых упо
рядоченных последовательностей х„ ... х,п элементов этих множеств 
(х(] е е Хп\ /, = 1 ,2 , ... Л'1, ‘..., /„ = 1 , 2, .... /V,,). Мощность
множества Х ("] — [A'(")j = Р.

В общем случае Х {,,) с  Х]Х...хХ„, где Х\ х ... х Х„ — декартово 
произведение множеств Хь ..., Х„.

Определенность последовательности множества А'<п) на осно
вании формулы (8 .2 )

0 (Х <п)) = log Р. (8.4)

Мера определенности последовательности элементов обладает 
сл еду ю щи м и с во й ства м и.

1. 1)(Х{"]) = 0, если Р= 1. т.е. если множество последовательно
стей содержит всего одну последовательность. В этом случае мно
жеству последовательностей не присуще разнообразие и, следо
вательно, оно не может отражать различие объектов реального 
мира. 1){Х1"]) > 0, если Р> 1.

/1
2. 1)(Х(1,)) -  log Nr , если допустимы любые комбинации эле-

Г- 1

ментов л;/ е Хг (/• -. 1, 2,..., /;) в последовательностях, т.е. если А'1"1 -  
= А, х ... х Ау;.

Действительно, в этом случае Р = |А", х ... х Х„\ = A^x.-.xyV,, и, 
как следует из формулы (8.4),

L\X{n)) -  log А', /V,, = Xlog/Vr . (8.5)
/•=i

Величина logArr = D(X,) — это определенность элемента, сто
ящего на r-м месте в последовательности, т.е. определенность эле
мента множества Хг.

3. Пусть N -  max Nr. D(Xvn) максимальна, если /V, = Д, = ... =г
= N„ = N и Х ип = А', х ... х Х„. Подставив А/ вместо Nr в форму
лу (8.5), получим

D(X(n>)nax = п log N. (8 .6 )

Формулы (8.2) —(8 .6 ) при использовании несколько другой 
терминологии впервые были получены американским ученым 
Р. Хартли [11] в 1928 г.

8.3. Определенность
последовательности элементов п

конечных множеств
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8.4. Относительная определенность элемента
конечного множества

Пусть X  и Y — конечные множества с элементами х,- е X (7 = 
= 1,2 , N) и уу- е Y (J = 1 ,2 ,  ..., М). Известно соответствие 
между множествами X  и Y G с  А'хК, удовлетворяющее следу
ющим трем условиям: G всюду определено, сюръективно и фун
кционально.

Из теории множеств |6 ] известно, что соответствие, удовлет
воряющее указанным условиям, называется отображением X н Y. 
Это отображение обозначим/: Л'-» Y. Установим его характер [13].

При выполнении первого и второго условий условие функци
ональности означает, что образом любого элемента из Л'является 
единственный элемент из Y. Так как к соответствию G не предъяв
лено требование взаимной однозначности, т.е. прообразами эле
ментов множес тва Y могут быть подмножества, состоящие из не
скольких элементов множества X, то N > М и отображение f ' X —> Y 
имеет характер, представляемый графом, изображенным на рис. 8 . 1. 
В соответствии с условием функциональности указанный граф не 
содержит вершин х, (/ = 1, 2, .. .. N), из которых бы выходило 
более одного ребра. Из этого следует, что \ G\ не зависит ни от М,

П рообразы Xj Э лем ен ты  / :  Х->У Э лем енты
элем ен тов  yj множ ества X множ ества У

Рис. 8.1. Граф отображения множества X в множество Y
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ни от вида отображения /: X  —> Y и, как  вытекает из условия 
полной определенности, |(7| = N.

В множестве X  выделим прообразы элементов у, е У ( j  = 1 ,2 , 
..., М) в соответствии с отображением f :  X -> Y (см. рис. 8.1). 
Таких прообразов М. Обозначим множество элементов х„ явля
ющееся прообразом элемента yJt через Xj ( j  = 1, 2, ..., М). Для 
полученного разбиения справедливо:

1) Xj с  X 4 j = 1 , .. ., М;
2) Xj ф  0  V/ = 1, М, где 0  — символ пустого множества;
3) Xj п  X\ = 0  при j  ф  к  (к = 1, ..., А/);

м
4) U  Xj = X.

м

Поставим вначале задачу: найти определенность элемента мно
жества X, содержащуюся в элементе уг

Определенность элемента множества X задается формулой (8.2). 
Если прообразом элемента у} является подмножество Л}, состо
ящее всего из одного элемента множества X, то знание v7 позволя
ет точно указать отображаемый в него элемент множества X, т.е. 
потери определенности этого элемента множества X и элементе 
не происходит.

Если же прообразом элемента yj является подмножество Xj, 
содержащее больше, чем один элемент множества X, то знание у, 
не позволяет точно указать отображаемый в него элемент, т.е. в 
этом случае часть определенности элемента множества A j c l ' при 
отображении в элемент у} теряется. Эти потери тем больше, чем 
больше \Х) -  Nj. Теряемая определенность также должна находится 
по формуле (8.2), но вместо N в нее необходимо подставить /V,. 
Наконец, следует учесть то обстоятельство, что элемент )>j не со
держит какой-либо определенности об элементах множества Л', 
входящих в подмножества Хк (к ф  j), гак как подмножества Хк не 
являются прообразами элемента у; .

Таким образом, определенность, содержащаяся в элементе 
относительно элемента подмножества Хк, должна вычисляться так:

D (yj,X k) = XkJ[D(X) -  D(Xk)} = Я*,,-(log N -  log Nk), (8.7)

где D(Xk) — определенность элемента подмножества Хк, D(Xk) = 
= logA*; Xk j — коэффициент, зависящий от того, является ли под
множество Хк прообразом элемента у-.

1, если к = j ,
О, если  к  ф  j .

Если к  ф  j ,  т.е. подмножество Хк — не прообраз элемента у} , то 
D(yj, Хк) = О за счет того, что Xk j = 0. Если к  =  j ,  то



D(yj, X j) = D(X) -  D{Xj) = \ogN - log Nj. (8 -8 )

Величину D(yj, Xk), задаваемую формулой (8.7), назовем отно
сительной определенностью элемента подмножества Хк, содержа
щейся в элементе уг

Несмотря на то что при к ф j  величина D(yr  Хк) = 0, строгое 
решение задачи нахождения определенности D(yj, X) элемента 
множества X, содержащейся в элементе ур требует нахождения сум
мы по всем к относительных определенностей D(yp Хк), поэтому

м
D(yj ,X ) = Yj D(yJ ,X k). (8.9)

к=\

Поскольку в выражении (8.9) все слагаемые кроме D {yj,X j) 
[см. формулу (8 .8)], равны 0 , то

D (yj,X )=  D (yj,X j) = \ogN-\ogNj. (8-10)

Назовем D{yp X) относительной определенностью элемента мно
ж ества X, содержащейся в элементе ур Числа D(yp X), найденные 
для всеху '= 1 ,2 ,  ..., М  по формуле (8.10), дают исчерпывающую 
картину значений относительной определенности элемента мно
жества X, содержащейся в элементах ур Однако при больших М 
работа с полным рядом чисел D(jj, X) серьезно затруднена. Бо
лее удобен был бы некоторый показатель, характеризующий от
носительную определенность элемента множества X в элементе 
множества У, зависящий от значений D(yp X), и представля
ющий собой, например, действительное число 0{У, X). Есте
ственно, давая разные определения, таких показателей можно 
получить достаточно много. Здесь указанный показатель введем 
так: под относительной определенностью элемента конечного 
множества X  в элементе конечного множества Y будем пони
мать среднее арифметическое действительных чисел D(yj, X) 
( 7 = 1 ,  2, .. ., М).

Основанием (хотя и весьма слабым) к принятию данного оп
ределения D{ У, X) служит то обстоятельство, что практически во 
всех ранее разработанных теориях информации выбранные меры 
являются теми или иными средними.

Как следует из определения,

1 м 1 м
D (y,X ) = ~ ^  D(yj, X) = (log vV -  log N j)

M -5  M Pi
I м

= log AT- —  X  log Nj.

(8.11)
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Из выражения (8.11) видно, что D(Y, X) представляет собой 
определенность, содержащуюся в среднем в элементе множества Y 
об элементе множества X. Назовем D( Y, X) средней относитель
ной определенностью элемента множества X, содержащейся в эле
менте множества Y Второй член в выражении (8.11) характери
зует потерю определенности элемента множества X в элементе 
множества Г, вызванную не взаимно-однозначным соответстви
ем между элементами этих множеств. Теряемую в среднем в ре
зультате отображения X —> ^определенность элемента множества X 
обозначим D(X)„, т.е.

I l0S /Vr  (8 . 12 )

Как следует из выражения (8.11), D( Y, X) зависит от трех фак
торов: N, М и отображения f :X ~ *  К В зависимости от значений N 
и М средняя относительная определенность D{Y, X) обладает сле
дующими свойствами.

1. D(Y, X) = 0, когда N = 1 или М  = 1. В первом случае в силу 
функциональности отображения /: X  —» Y М -  1 и, как видно из 
выражения (8.11), l)( Y, X) = 0. При N > 1, а М = !,./'= \, Х] = X, 
/V, = N D(X)n = log Л/ и 0( Y, X) = 0. Это не противоречит здравому 
смыслу, так как если каждый элемент х,-е А'отображается в один 
и тот же элемент y h то после акта отображения по у, невозможно 
указать отображенный в него элемент х,.

2. 0 < /)(У\ X) < D(X), если А '> М> 1. В этом случае соответ
ствие между множествами X и Y, устанавливаемое отображением 
/: X -» К не взаимно однозначно. Как следует из выражения (8 .1 1), 
при таком условии по втором члене найдется хотя бы одно слаг а
емое logA,, которое будет больше 0 .

3. D( Y, X) -  D(Y, X )m.lx = D(X) = logA, только когда N -  M > 1. 
В этом случае из того, что соответствие между множествами X и 
Г, задающее отображение /: X  -> У, всюду определено, сюръек
тивно и функционально, следует, что оно взаимно однозначно. 
При таком соответствии каждый член суммы D(X)„ равен 0. Из 
этого вытекает, что D(Y, J )  = D(X) = logA.

Пример 8 .1 . Найти среднюю относительную определенность элемен
та множества X, содержащуюся в элементе множества У, если элемента
ми множеств X и У являются числа: Х= {1, 2, 3, 4, 5, 7}, У= {0, 1, 2}, а 
отображением /: X -> У— определение остатков от деления элементов 
множества X на 3.

По получаемым остаткам вес элементы множества X разбиваются на 
три подмножества: X, = {3}, Хг = {I, 4, 7}, Х} = {2, 5}. Найдем D(Y X) из 
выражения (8 . 1 1 ), положив а=  2 :

D(Y. X) = log2 6 -  -j (log2 1 + log2 3 + log, 2) = 1,723 бит.
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Теперь выясним, как влияет на значение 1)( Y, X) характер отобра
жения /: X -> Кири условии, что N = const, М = const и /V> М > 1. 
Наибольший интерес здесь представляет задача нахождения гра
ниц интервала, которому принадлежат значения D( Y, X).

Как видно из выражения (8.11), при N = const, и М = const 
величина D(Y, X) будет достигать максимального значения D(Y, 
A’)max только тогда, когда потери определенности D(X)n элемента 
множества X будут достигать минимального значения D(X)nmm.

Можно показать, что минимальные потери определенности 
элемента множества X

0 (Х )птт = - L lo g (W - M  + l) (8.13)м
дает любое отображение F: Л' — )' в котором М -  1 подмножеств Xj 
( j  = 1, 2, ..., А/) содержит по одному элементу, а одно подмно
жество N -  М + 1 элементов. Вид одного из отображений F: X -> У 
приведен на рис. 8.2. В нем потери определенности элемента мно
жества А'минимальны: D(X)i:F= D(X)nmm и, как следует из форму
лы (8 . 12),

П рообразы X;
м ощ н ости  N; Э лем ен ты  F . X ^ Y Э лем ен ты  

1 множ ества X  м нож ества Уэлем ен тов у,

Хи У1

Х-,,1 [ хз Уз

Хм-1,1 [ХМ-1 •- - •  Ум а

Рис. 8.2. Граф отображения F: X —> Y, дающего D(X)nmm



D(X)n min = -J- log(W - M  + 1).
M

Из формулы (8.13) и выражения (8.11) находим, что макси
мальное значение, которое может иметь D(Y, X),

D(Y,X)m3X = \ogN - - j-\ o g (N -M  + \). (8.14)
M

Значение D{ Y, X) большее, чем определяемое по формуле (8.14), 
ни при каком другом отображении X —> Yполучено быть не может. 
Таким образом,

D(Y,X) <\ogN~ —  \og(N -M  + \). (8.15)
М

Найдем теперь нижнюю границу интервала возможных значе
ний D(Y, X). Как видно из выражения (8.11), при N = const и М = 
= const величина D(Y, X) достигает минимального значения 
D(Y, A')min только тогда, когда максимального значения D(X)nmax 
достигают потери определенности D(X)„ элемента множества X.

В комбинаторной теории информации показано, что макси
мальные потери определенности элемента множества X дает лю
бое отображение cp: X —> У, в котором М -  г подмножеств Xj содер
жит по s, а г подмножеств — по (s + 1) элементов:

D{X)n max = ( l - - i - ) l o g  
М

N_
М + 1 7 log М

N_
М

+ 1 (8.16)

где г — остаток от деления N на М\ s — частное от деления этих 

Nчисел, s =
М

Вид одного из отображений ф: X Y изображен на рис. 8.3.
Общее число элементов во всех подмножествах Xj ( j  = 1 ,2 , ..., 

М ), показанных на рис. 8.3,

(М  -  r)s + r(s + 1) = Ms -  rs + rs + r = N.

В последнем равенстве использована формула алгоритма деле
ния Евклида: N = Ms + г.

Из формулы (8.16) и выражения (8.11) следует, что если в 
отображении /: X Y отношение N/M —- нецелое, то минималь
ное значение, которое может иметь D(Y, X),

D (Y,X)mm = log N - Г, Г ' N' Г « ( " vV" \
1------ log -  —  log + 1

1 м J М М М . )
(8.17)
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Прообразы X/
мощности Ni Элементы ^ у  Элементы 
элементов у множества X множества У

Рис. 8.3. Граф отображения (p: X -> К, дающего D(X)„,

Значение D(Y, X) меньшее, чем определяемое формулой (8.17), 
ни при каком другом отображении X —> Yполучено быть не может. 
Таким образом,

log N - 1
г

и
log N

М м log N
М

+ 1 < D(Y, X). (8.18)

Формула (8.16) позволяет найти максимальные потери опре
деленности элемента множества А'точно. Несмотря на это, в ком
бинаторной теории получена и общая оценка числа D{X)„max, на
ходимого по формуле (8.16). Эта оценка при условии, что отноше
ние N/M— нецелое, задается неравенством
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Заменим левую часть неравенства (8.19), выразив ее из форму
лы (8.17). В результате будем иметь

log N -  D(Y,X )min < iog-^г. (8.20)

Представив логарифм частного в правой части неравенства 
(8 .20 ) как разность двух логарифмов, получим

log M < D (Y ,X )mm. (8.21)
Из неравенства (8.18) после подстановки в него формулы (8.17) 

и учета неравенства (8 .2 1 ) следует

log M < D (Y ,X ). (8-22)

Объединяя неравенства (8.22) и (8.15), окончательно получим

log М < D(Y, X) < log N -  —  log(/V -  М + 1). (8.23)
М

Рассмотрим теперь случай, когда при отображении ф: X Y 
отношение N/M— целое. Как следует из формулы (8.16), при под
становке в нее г = 0 , получим

а д , ™  = log“ - (8-24)М
Выражение (8.24) устанавливает максимальные потери опре

деленности элемента множества X.
Если в формуле (8.17) и неравенстве (8.18) положить г -  0, то 

соответственно найдем:

D(Y, Х)П1Ш = log М; (8-25)

log M < D (Y ,X ). (8.26)

Объединяя неравенства (8.26) и (8.15), для отображения f :X -^  Y, 
в котором отношение N/M — целое, получим

log М < D(Y,X ) < log TV -  — log(7V -  М + ]). (8.27)
М

Из неравенств (8.23) и (8.27) видно, что средняя относитель
ная определенность элемента множества X D(Y, X) при любом 
отображении /: X  -> Y не меньше, чем определенность элемента 
множества Y, но и не больше, чем определенность элемента мно
жества X.



Пример 8 .2 . Найти средню ю  отн о си тель н у ю  оп р ед елен н ость  D(Y, 
X),  содер ж ащ ую ся  в о д н о м  д в о и ч н о м  си м в о л е  о к о м б и н а ц и и  ч еты 
рехр азр ядн ого  н о р м а ль н о го  д в о и ч н о го  кода, если  отображ ение к о м 
би наци и  в с и м в о л  состо ит  в т о м ,  что лю б ая  к о м б и н а ц и я  кода с чет
ны м ч и сло м  ед и н и ц  отображ ается  н улем ,  а с нечетны м  чи с ло м  е д и 
ниц — един и цей .

М ножество X образуют все ком бинации четырехразрядного дв ои ч н о
го кода. Его мощ ность N = 16. Множество Y= {0, 1}, М= 2. К омбинации с 
четным числом единиц составляют прообраз Xt элемента 0, а к ом би н а
ции с нечетным числом единиц — прообраз Х2 элем ента 1. Поскольку в 
дан н ом  коде число комбинаций с четным числом  единиц равно числу

Nкомбинаций с нечетным числом единиц, т. е. /V, = /V, = —  = 8, то D( Y, X)
М

будет минимальна. Найдем /)(К, X), воспользовавшись формулой (8.25),  
при а = 2:

D(Y, X) = D(Y,X)mm = log, М = log, 2 = 1 бит.

Пример 8 .3 . Найти среднюю относительную определенность D( Y, X), 
если множества X и Y— это тс же множества, что и в примере 8.2, 
а отображение А" в К следующее: одна из комбинаций кода, например
0000 ,  отображается нулем, а все другие 15 комбинаций — единицей, т. с. 
N, = 1 , N2 = 15.

В этом случае П( Y, X) максимальна и определяется по формуле (8.14):  

D(Y, X) = D(Y, X),m, = log, 16 -  ~ log, 15 = 4 -  = 2,045  бит.

8.5. Относительная определенность элемента 
декартова произведения конечных множеств

I
Пусть Хи Xi, Y— конечные множества с элементами xt- е X, 

(/, = 'l ,  2, ..., /V,), * ,  е X2 (i2 = 1, 2, ..., М ), е Y ( j = 1, 2, ..., 
М). Элементы декартова произведения, представляющие собой все 
возможные упорядоченные пары элементов х,- е X, и xh е Х2, 
обозначим (,v,-,л',-2). Число таких пар \XsxX 2\ -- N{N2.

‘Пусть известно отображение множества ХххХ 2 в множество 
Y -  /: Xi х Х2 —> Y и пусть соответствие, задающее это отображе
ние, всюду определено, сюръективно и функционально. Из пос
ледних трех условий следует, что NtN2 > М.

В множестве Х\хХ2 выделим прообразы элементов^- в соответ
ствии с отображением f: Х^хХ2 —> Y. Таких прообразов М. Обозна
чим множество элементов (xh,x h), составляющее прообраз эле
мента ур (Х ^ Х ^  ( j  = 1, 2, ..., М). Для полученного разбиения 
справедливо:

1) (Л^хЛ^- с  Х ,хХ 2 V/= 1, ..., М;
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2) (X\xX2)j ф 0  V/ = 1, M, где 0 — символ пустого множе
ства;

3) (XlxX 2)J x l 2)r = 0  при j  ф г (г = 1, 2, Л/);
м

4) U ( ^ X ^ ) ; = ^ X ^ 2.
М

В соответствии с общим определением относительной опреде
ленности элемента конечного множества (см. подразд. 8.4) опре
деленность, содержащаяся в среднем в элементе множества Y об 
элементе декартова произведения Х{хХ 2,

1 м
D(Y, X, х Х 2)̂ = log (8.28)

М
где (NiNJj = К^хХ,),].

В последней формуле первый член представляет собой опреде
ленность элемента декартова произведения:

D(X{ х Х2) = log /V,yV2 = log /V, + log N2, (8.29)
а второй член — определенность элемента декартова произведе
ния XtxX 2, теряемую в среднем в результате отображения 
X] х  Х2 -»  Y:

] м
D(X{ х Х2)п = —  X  I°g(jViЛ̂ 2)у- (8.30)

Учитывая формулы (8.29) и (8.30), величину D(Y, Х^хХ2) на
зовем средней относительной определенностью элемента декартова 
произведения Ххх Х2, содержащейся в элементе множества Y [14]. 
Свойства D{ Y, XtxX 2) аналогичны свойствам D(Y, X).

Пример 8.4. Пусть Лщ Хг — конечные множества чисел: Хх = {1, 2, 3}, 
Х2 = {2, 3, 4}. Декартово произведение этих множеств представим в табл. 8.1. 
Отображением /: XtxX2 -» Y, где конечное множество целых чисел Y -  
= {3, 4, 5, 6 , 7}, будет арифметическое сложение чисел в каждой паре

-к,,)-

Т аб л и ц а  8.1

хь

2 3 4

1 (1,2) (1 ,3) (1,4)

2 (2,2) (2,3) (2,4)

3 (3,2) (3,3) (3,4)
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Найдем среднюю относительную определенность элемента декартова 
произведения Х{хХ2 (пары слагаемых), содержащуюся в элементе мно
жества Y (сумме).

По количеству чисел суммы декартово произведение разбивается на 
пять подмножеств: (A^xA^i = {(1 , 2 )}, {ХуХ.Хт)2 = {(1 , 3), (2 , 2 )}, (Л'1х ^ 2)з = 
= {(1, 4), (2, 3), (3, 2)}, (Х х Х 2)4 = {(2, 4). (3, 3)}, (XtxX2)5 = {(3, 4)}. 
Вычислим D(Y, Х1хХ2), воспользовавшись формулой (8.28) при а = 2:

D(Y, Ххх Х 2) = log2 9 -  j  (2 Iog2 1 + 2 log2 2 + log2 3) = 2,453 бит.

Пример 8.5. Найти среднюю относительную определенность D(Y, 
XixX2), содержащуюся в значении логической функции двух перемен
ных о значениях этих переменных.

Как известно, логических функций двух переменных — 16. Они пред
ставлены в табл. 8.2, где Ч*,- (/= 0, 1, ... , 15) — логическая функция, а хь 
х2 — переменные. В последней строке таблицы даны значения D( К, Хх хХ2), 
вычисленные по формуле (8.28) при а = 2. При нахождении D(Y, Х{хХ2) 
учитывалось, что для функций Ч' 0 и Ч' 15 М = 1, а для всех остальных 
функций М ~ 2.

Отметим, что в число функций, которые обладают наибольшей сред
ней относительной определенностью о переменных, вошли наиболее 
часто используемые на практике: — функция И (конъюнкция), Ч' 7 — 
функция ИЛИ (дизъюнкция), Ч'я — функция ИЛИ-HE (стрелка Пирса), 
Ч']4— функция И НЕ (штрих Шеффера).

Пусть теперь имеется п конечных множеств Х-, ( /  = 1, 2, ..., п) 
с мощностями \Х\ = Nj. Рассмотрим декартово произведение мно
жеств Xj'. Х]Х...хХ„. Элементами этого декартова произведения яв 
ляются векторы (х,- ...х,-я) длины п, в которых х:,- е  Х и ... ,х1п е  Х„.

Также пусть известно отображение множества AA,x  ...хХ„ в мно
жество Y -  /: Х ]Х . . .х Х п —> Y, задаваемое соответствием, которое 
всюду определено, сюръективно и функционально. Выделим в мно
жестве X, х  ... х  Хп М  прообразов элементов е Y ( j  -  1, 2, , М )

Т аб л и ц а  8.2

*1 *2 Vo Vi V2 Уз у4 Vs V6 V? Vs V9 Vio Vn V12 Vn V14 V15

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

D(Y, ХххХ2) 
(бит)

0 1,2 1,2 1 1,2 1 1 1,2 1,2 1 1 1,2 1 1,2 1,2 0
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в соответствии с отображением/  Обозначим множество векторов, 
входящих в прообраз элемента yJt (Ххх ...xXn)j, а его мощность 
\(Xlx ...x X n)J\ = (N]- N n)j.

По определению средняя относительная определенность эле
мента декартова произведения Х\Х...хХт  содержащаяся в эле
менте множества У,

] м
D(Y,Xl x ...xX „) = \ogNl - N „ - ^ ^ \ o g ( N r -Nn)J . (8.31)

Характерным примером отображения /: Ххх ...х  Х„ -> К может 
служить логическая функция п переменных. Средняя относитель
ная определенность, содержащаяся в ней о переменных, может 
быть вычислена по формуле (8.31) так же, как это делается по 
формуле (8.28) для функций двух переменных в примере 8.5.

8.6. Относительная определенность 
элемента конечного множества 

в последовательности элементов 
т конечных множеств

Пусть X, Yu ..., Ym — конечные множества с мощностями \Х\ = 
= N, |У,| = Ми .. ., | Y„,\ = М,„ соответственно и известны отображе
ния^ : X —» Yk (к = 1,2,  .. ., т ) ,  задаваемые соответствиями, кото
рые всюду определены, сюръективны и функциональны. Из этих 
условий следует, что Мк= 1, 2 ,  ..., т  N > Мк и определенность, 
которой в среднем обладает элемент множества Yk об элементе 
множества X, равна средней относительной определенности 
D(Yk,X ).

Рассмотрим декартово произведение Yxx ...xYm. Его элемен
тами являю тся все возможные последовательности Уь—У]т 
(yJt е Yu ...,yjm е Г„,; у, = 1, 2, ..., Ми ...,у'„, = 1 , 2 , . . . ,  Мт). В мно
жестве y jx .- .x  Ym выделим подмножество Y{m) с  К ,х .. .х  Ym мощ
ности | Y(m)\ = Р, включающее в себя только те последовательности 
из К,х ... х Уп„ которые состоят из образов элементов х, е X (i = 1 ,
2, . . . , /V) при последовательном применении отображений 
f k: X  Ук (к = 1, 2,  .. ., т). Нетрудно видеть, что 1 < Р< N.

В соответствии с формулой (8.4) определенность последова
тельности подмножества Y{m)

D (Y ^ ) = log Р. (8-32)

Как следует из формулы (8.32), определенность последователь
ности подмножества Y{m) зависит только от числа входящих в под
множество последовательностей.
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В дальнейшем будем рассматривать только случай, когда f  ф/2 ф 
Ф ... ф f m. При этом для нахождения относительной определенно
сти элемента множества X D (К(ш), X), содержащейся в среднем в 
последовательности подмножества К(т), используем формулу

т

D (y{-m\ X )= Y J D{yk,X). (8-33)
*=1

Величину D(Y{"'\ X) назовем средней относительной определен
ностью элемента множества X, содержащейся в последовательнос
ти  множества Y{"'\ Из формулы (8.33) видно, что средняя отно
сительная определенность элемента множества X, содержащаяся в 
последовательности множества при условии, что/ ф^ ф ... ф 
фf„, равна сумме средних относительных определенностей эле
мента множества X, содержащихся в ее элементах.

Подставив в формулу (8.33) /)(Ук, X) из выражения (8.11), по
лучим

т 1 Л/‘
D(YW ,X) = т  log N -  X  (-7 7 “ I  1()ё Nh ). (8.34)

Ы1 Мк jk --1

где Njk — мощность подмножества Xj cz X, каждому из элемен
тов которого отображение/*: X —> Yk ставит в соответствие элемент 
У]к е Yk (jk = 1, 2,  ..., Мк).

Средняя относительная определенность D(Y{"'\ X), задаваемая 
формулой (8.34), обладает следующими свойствами.

1. D( Y("‘\ X) = D( Y(m\ A')min, если Ук = 1, 2, ..., m для любых j k и 
4 (jk = 1 , 2  ..., Мь 4 = 1 ,  2, ..., Мк, j k ф 4) |Nk -  N,t | < 1. При этом, 
если отношение N/Mk — нецелое, то в соответствии с формулами
(8.17) и (8.33)

т
D(YC”\ X )mm= ^ D (Y k,X )mm =

k=l (8.35)

o f

где rk — остаток от деления N на Мк, [N/Mk] — частное от деления 
этих чисел.

В случае если У к = 1, 2, .. ., т  отношение N/Mk — целое и V/A = 
= 1,2,  ..., Мк величина N jk = N / Мк, то, подставив D(Yk, Ar)min из 
формулы (8.25) в формулу (8.33), найдем

т  т

D (Y^\X )mm = % 0 (Г к,Х )тт  =SlogA/*. (8.36)
А-=1 к =1

2. D(Y(m), X) = D(Y(m\ A')max, если Vk= 1, 2, .. ., т  ровно Мк -  1 
подмножеств X с  X  содержит по одному элементу, а одно под-

J k
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множество — (N -  Мк + 1) элементов. В этом случае, подставив 
D(Yk, A')max из формулы (8Л4) в формулу (8.33), получим

т
Л т а х = Х В Д , * ) т а х  =max

(8.37)
т  log N -  £  — ■ log(,Y -  Мк +1). 

к=\ М к

п1 т
3. £  log Мк < Д(У(Я), X) < /и log ЛА -  - log(7V -  Мк + 1) (8.38)

при всех других отображениях f k: X —> Yk.
Свойства, определяемые формулами (8.35) — (8.38), широко 

используются на практике.
Пример 8 .6 . Пусть элементами множества Xявляются все 16 комби

наций четырехразрядного нормального двоичного кода (jA'| = N = 16). По 
этому коду построим систематический линейный (7,4)-код с правилами 
формирования проверочных символов

где а, — /-й информационный символ (7 = 1 , 2 ,  3, 4); bs -  5-й проверо
чный символ (.sf = 1, 2, 3); © — знак сложения по модулю 2.

Найдем среднюю относительную определенность комбинации четы
рехразрядного двоичного кода, содержащуюся в комбинации указанно
го линейного (7,4)-кода.

Множество X представляет собой декартово произведение четырех 
множеств: X = Zt'< Z2xZ3x Z4, где Zt = Z2 -■ Z3 = Ẑ  = Z = {(), 1}.

Множество комбинаций систематического линейного (7,4)-кода бу
дем рассматривать как множество последовательностей К<4) со следу
ющей структурой:

где V— элемент множества Y комбинаций информационных символов; 
Ь, е В, (s = 1, 2, 3), Bs— множество символов, которые могут стоять на 
i -й проверочной позиции в комбинации линейного кода.

Поскольку комбинации информационных символов представляют 
собой комбинации четырехразрядного нормального двоичного кода, то 
Y= X. На основании этого, во-первых, D(Y, X) = D(X, X) = D(X) = \ogN = 
= log216 = 4 бит и, во-вторых, D(BS, X) = D(BS, Y) ( 5  = 1, 2, 3).

Рассматриваемый линейный (7,4)-код задается выражениями (8.39). 
Если построить все 16 его комбинаций, то легко видеть, что |5J = Ms = 2 
Vj = 1, 2, 3 и прообразом любого из двух элементов (0 и 1) множества Bs 
(s = 1, 2, 3) является подмножество Yj с  Y ( j s = 1, 2), состоящее из

-  <7, ® (7, © й4,

Ь2 -- сц © а2 © а4,

Ь} = щ © а2 © ал,

(8.39)

= {у А, Ь2 Ь3},
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восьми комбинаций четырехразрядного нормального двоичного кода Y. 
Относительную определенность D(B„ Y) найдем, используя выражение 
(8 .11):

1 м- 1D(BS, Y) = log ,А? -  —  £  log NJs = log2 1 6 - -  (log2 8 + log2 8) = 1 бит.
Ms js= i L

В целом для линейного (7,4)-кода на основании формулы (8.33) най
дем

l)iY^\ X) = D(Y, X) + X  D(BS, X) = 4 + 3 = 7 бит.
s—I

Данный пример показывает, что такой прием как добавление 
к информационным символам проверочных, находимых как сум
мы по модулю 2 определенных информационных символов, при
меняемый при построении корректирующих кодов, обеспечивает 
увеличение определенности информационных символов в комби
нациях корректирующего кода по сравнению с определенностью 
самих информационных символов.

Контрольные вопросы

1. Что принимается за общую меру количества информации в ком
бинаторной теории?

2. Как находится определенность элемента конечного множества?
3. Какими свойствами обладает мера определенности последователь

ности элементов п конечных множеств?
4. Что представляет собой относительная определенность элемента 

конечного множества?
5. Какими свойствами обладает относительная определенность эл е 

мента конечного множества?
6 . Какое отображение F\ X —> Кдаст минимальные потери определен

ности* элемента множества X ?
7. Какое отображение <p: X -> Y даст максимальные потери опреде

ленности элемента множества XI
8 . Как вычисляется относительная определенность элемента декар

това произведения двух конечных множеств?
9. Как находится относительная определенность элемента конечного 

множества в последовательности элементов т  конечных множеств?



Г л а в а  9

КОЛИЧЕСТВО ИНФОРМАЦИИ В ЭЛЕМЕНТЕ  
КОНЕЧНОГО МНОЖЕСТВА. ИЗБЫТОЧНОСТЬ 

ПРЕДСТАВЛЕНИЯ И ОТОБРАЖЕНИЯ ИНФОРМАЦИИ

9.1. Количество информации 
в элементе конечного множества

За общую меру количества информации в комбинаторной те
ории принимается разность исходной определенности элемента 
множества и той определенности, которая в нем теряется в ре
зультате отображения или искажения элементов этого множества 
(см. гл. 8).

При рассмотрении множества каждый его элемент принимает
ся за истинный. В силу этого потери определенности элемента 
Д, = 0 и в общем виде количество информации в элементе любого 
конечного множества

1 = 1). (9.1)

Определенность элемента конечного множества X  находится 
но формуле (8.2). Подставив D(X) в равенство (9.1), получим [13J, 
что количество информации 1(Х), которое содержит один эле
мент множества X,

I(X) = D(X) = \ogN. (9.2)

Эта мера количества информации обладает теми же свойства
ми, что и мера определенности D(X) элемента множества.

9.2. Количество информации 
в последовательности элементов 

п конечных множеств

Поскольку множество последовательностей Х (п), рассмотренное 
в подразд. 8.3, также является конечным и все элементы последова
тельностей этого множества принимаются за истинные, то и для 
множества X м  справедливо равенство (9.1) [13]. Подставив в него 
D(X(n>) из формулы (8.4), получим, что количество информации 
1(Х{п)), которое содержит последовательность множества Х (п),
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I(X {n)) = D(X(n)) -  log P. (9-3)

Если X м  = I , x . . . x l n, то, подставив в формулу (9.3) D(Xn)) 
из формулы (8.5), найдем

/(*<">) = D(X{n)) = f j \ogNr . (9.4)
/•=I

Величина log/Vr (г = 1, 2, ..., п) показывает количество ин
формации, которое содержит элемент, стоящий на л-м месте пос
ледовательности.

Если N = max Nr, то 1{Х(п]) максимально, когда N̂  = N2 -  ... =
Г

= N„ = N и Л'*'" = Х] х ... х При таких условиях из формулы (9.4) 
получим

/(*<"> )та* = « log /V. (9.5)

Формулы (9.3) —(9.5) позволяют найти среднее количество 
информации, содержащееся в одном элементе последовательно
сти. В случае когда Р< N\---N,n 

/

/а(*(я)) = ] 2 1 Д  (9.6)
п

При /> = Ni...Nn

l.A X ^ )  = l ± ]o, Nr. (9.7)

В случае если N = т а xN r, Хх -  Х2 = ... = Х„ -  X и Х {п) =Г
= yV̂iх ... хЛ',,, то элемент последовательности множества Х {п) несет 
максимальное среднее количество информации

/э(ХМ),п;1Х =\ogN. (9-8)

9.3. Относительное количество информации 
в элементе конечного множества

При отображении одного конечного множества в другое в об
щем случае часть определенности элементов первого множества 
теряется. В силу этого нахождение количества информации, со
держащегося в элементе второго множества об элементе первого, 
должно выполняться по формуле (8 . 1).
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Определенность D(X) элемента множества X вычисляется по 
формуле (8.2). Средние потери определенности элемента множе
ства X в элементе множества Y D(X)n, вызванные отображением 
X  —» Y, находятся по формуле (8.12) [13]. Разность этих величин в 
соответствии с формулой (8 . 1) характеризует количество инфор
мации I(Y, X), которое в среднем содержит элемент множества Y 
об элементе множества X:

I м
I(Y , X) = D{X) -  D(X)n = log yV -  J -  X  log MJ = D{Y, X). (9.9)

M fzJ

Величину I{Y, X), численно равную l){ Y. X), назовем средним 
относительным количеством информации, содержащимся в элемен
те множества У об элементе множества X. Среднее относительное 
количество информации /(У, X) обладает теми же свойствами, 
что и D( Y, X).

Аналогично найдем среднее относительное количество инфор
мации 1(Y, ХххХ2), содержащееся в элементе множества Y, об 
элементе декартова произведения ХЛх Х2:

I(Y , Ххх Х 2) = D{X, х Х2) -  О Д  х Х2)„ =
1 м (9 10 )

= log /V, ̂  : X  Iog(A,'1 N2)j = D(Y, X , x X2). V ' }
M j-A

Аналогично формуле (9.10) можно найти среднее относитель
ное количество информации /(У, Xt х ...хХ„), содержащееся в эле
менте множества Yоб элементе декартова произведения Х{ х ...хХп:

f{Y ,X l x...xX „) = D(Xl x ...x X „ )-D (X ] х...хХ„)„ =
, At (9.11)

= log /V, ■ ■ ■ N„ -  —  X  Iog(yV, = D(Y, Xt x ... x X„).

В выражении (9.11) учтена формула (8.31).

9.4. Относительное количество информации 
в последовательности элементов т  конечных 

множеств

Среднее относительное количество информации I(Y{'"\ Х„), со
держащееся в последовательности множества Y{m) об элементе 
множества X  в случае, когда все отображения f k. X  Yk (k = 1, 2, 
..., т )  различны, найдем следующим образом [14]:

т

I(Y ^ \ X ) = 2 l ( Y k,X). (9.12)
уЫ
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т I М к
/(¥<■-•> ,X ) = m \ o g N -'Z (-± -'Z  log NJk) =

=  1 M  L- j .  _|

(9.13)m  4 /

^ D {Y k,X ) = D (J^ \X ).
к=1

Среднее относительное количество информации I(Y{m), X), со
держащееся в последовательности, обладает теми же свойствами, 
что и D(Y(,’’\ X). При этом в /«-элементной последовательности 
множества У('"> среднее относительное количество информации 
всегда не меньше суммы абсолютных количеств информации в 
элементах множеств Уь ..., Ym и не больше ml(X) = m\ogN, т.е.

т
X  log Мк < I(Y im),X ) < m\ogN. (9.14)
А=1

Неравенство (9.14) задает границы интервала возможных зна
чений I(Y(m\ X).

I
9.5. Избыточность представления и отображения 

информации в комбинаторной теории

Подставив (9.12) в выражение I(Yk, X )  из формулы (9.9), по
лучим

Пусть X — конечное множество мощности |Af| = N, из которого 
для представления информации используются только элементы 
множества X’ с  X  мощности \Х'\ = N' < N. Для оценки того, на
сколько возможность представлять информацию элементами мно
жества X  превышает способность элементов множества X' ее не
сти, используем величину Их — избыточность представления ин
формации [15]. Определим избыточность представления информа
ции элементами множества X  следующим образом:

M w c r )  = z w _ lj (9Л5)
* l(X ') 1(Х')

где 1{Х) — количество информации, которое содержит элемент 
множества Х\ I(X') — количество информации, которое заключе
но в элементе множества X' (l(X') > 0).

Подставив 1(Х) и I(X') из равенства (9.2) в выражение (9.15), 
получим

1о£ N
Иа" ~ Г г  “ '■ (9-16)log N
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Данная формула справедлива для всех целых N' > 1 . При N' = 
= 1 формула (9.16) лишена смысла, так как  в этом случае мно
жество X' содержит всего один элемент, который не может не
сти информацию, в силу чего ставить вопрос о том, насколько 
возможность представлять информацию элементами множества 
X  превышает способность элементов множества X' нести ее, не
правомерно.

Избыточность, найденная по формуле (9.16), показывает, во 
сколько раз потерянное за счет недоиспользования элементов мно
жества X  количество информации превышает то количество, ко
торое содержится в элементе множества X'. Из формулы (9.16) 
видно, что 0 < Ид < ; ИЛ = 0 только тогда, когда X’ = X, т.е. когда 
для представления информации используются все элементы мно
жества X. Если ИyV> 0, то это означает, что для представления того 
количества информации, которое заключено в элементе множе
ства X', можно обойтись множеством меньшей чем N мощности, 
т.е. множество Х с N элементами для представления того количе
ства информации, которое заключено в элементе множества 
X', избыточно.

Пусть Xt, ... , Х„ — конечные множества мощностей Nu ..., N„ 
соответственно. Рассмотрим декартово произведение этих множеств 
Xf х  ... х  Х„. Пусть из всего множества Xt х  ... х  Х„ для представления 
информации используются только последовательности множества 
X м  С ^ ,х . . .хХ „  мощности = Р.

Избыточность представления информации последовательнос
тями множества А-'”' определим по формуле

и  _ П Хм )п т - 1 ( Х м ) _ 1(Х М )тах 
хМ 1(Х {п)) Г (ХМ) ’

где !(Х м )та  — максимальное количество информации, которое 
может содержать последовательность множества X м ; /(Xм ) — ко
личество информации, которое содержит последовательность Х(п).

Выражение /(А'("))т;1Х определяется формулой (9.5). Подставив 
1(Х(п))П1ах из формулы (9.5) и /(Xм ) из формулы (9.3) в выраже
ние (9.17), получим

(9 . 18)
logP

где N = maxNr (г = 1, 2, ..., п).
Г

Соотношение (9.18) справедливо при всех Р> 1. Из него вид
но, что 0 < ИхМ < И у(„) = 0 только тогда, когда Р = N". Если 
Р < /V", то Ид.(„, >0. Когда Ихип >0, это значит, что количество 
информации, заключенное в последовательности множества Х {п),
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может быть представлено последовательностью меньшей длины 
при допустимости всех возможных комбинаций элементов мно
жеств Xr = X, где X — множество мощности N, т.е. представление 
информации при помощи последовательностей множества Х {п) 
является избыточным для того количества информации, которое 
они несут.

Пусть Хи Y — конечные множества мощностей \Х\ = N n\Y\ = М 
и известно отображение/: X -> Y, причем соответствие, задающее 
это отображение, всюду определено, сюръективно и функцио
нально.

Эффективность отображения множества X в множество Y бу
дем характеризовать величиной И(у, л, — избыточностью отобра
жения информации [15]. Определим избыточность отображения мно
жества X  в множество Yследующим образом:

/(Г, X )nm -I ( Y ,X )  = I(Y,X)„ 
I (Y ,Х ) I (Y ,Х )

\\ — '  1 / r m v  1 У1 -1 у  ' _  V * > /щл.ч | ( 9  1 9 )

где /(У, Л')пт — максимальное количество информации, которое 
в среднем может содержать элемент множества Yоб элементе мно
ж ества^ ; /(Y, X) — количество информации, которое в среднем 
содержит элемент множества Yоб элементе множества X.

Формула (9.19) справедлива для /(У, Л") > 0.
Максимальное количество информации /(У, А')тм , которое 

может содержать элемент множества У об элементе множества X, 
в силу того, что /(У, X )nV[X = D( У, АГ)П11Х, определяется формулой
(8.14):

l(Y ,X )max = \ o g N --^ \ o g (N -M  + \). (9.20)

Как показано в подразд. 8.4, это количество информации эле
мент множества У содержит только тогда, когда (А/- 1) элемен
тов множества X  отображаются в (М -  1) элементов множества 
У, а остальные (N -  М + 1) элементов множества X  отображают
ся в один элемент множества У(см. рис. 8.2). Любое отображение 
F: X —> У, обеспечивающее максимальное среднее относительное 
количество информации в элементе множества У об элементе мно
жества X, назовем эффективным отображением X  в У.

Среднее относительное количество информации, содержаще
еся в элементе множества У об элементе множества X, определя
ется отображением f \ X —> У и находится по формуле (9.9). Под
ставив /(У, Х )тях из соотношения (9.20) и /(У, X) из формулы 
(9.9) в формулу (9.19) и выполнив элементарные преобразова
ния, получим
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X  log Nj -  log(N -  M + 1)

Щу.х) = ~ -----------------м-------------- ■ (9.21)
M  log N -  £  log Nj

м
Формула (9.21) позволяет найти точное значение избыточности.
Избыточность отображения, найденная по формуле (9.19), 

показывает, во сколько раз потерянное за счет неэффективности 
отображения количество информации превышает то количество, 
которое содержится в элементе множества Уоб элементе множе

ства X. Из формулы (9.19) видно, что 0 < И/у п < _ 1
( ’ ’ 1(Г ,Х )тт

где в случае, если отношение N/М нецелое, 1(У, yV)min определя
ется по формуле (8.17), а в случае если N/М целое — по формуле
(8.25). Величина И():х) = 0 только при эффективном отображении 
множества X  в множество Y.

Если И(Г V) > 0, то это означает, что для представления того 
количества информации, которое содержится в элементе множе
ства Y об элементе множества X, можно обойтись множеством У, 
меньшей чем М мощности, т.е. множество Yc М  элементами для 
того количества информации, которое содержит в среднем один 
его элемент, является избыточным. Переход к множеству Ух вы
полняется в результате эффективного отображения множества X в 
новое множество с мощностью, меньшей М.

Пример 9.1. Найти избыточность отображения множества Л' мощно
сти N = 16 в множество Y мощности М = 8, если отображение /: X —> Y 
таково, что каждые два элемента множества X отображаются в один эле
мент множества Y.

При таком отображении множество Xразбивается на восемь непере- 
секающихся подмножеств X-t с  X (j = I, 2, ... , S) с Ns = N/M = 2 элемен
тами в каждом. Учитывая формулу (8.25) и положив а= 2 , получим коли
чество информации:

/(Г, X) = /(Г, *)min = Р(У,Х)тт = log2 М = log2 8 = 3 бит.
Из соотношения (9.20) при а = 2 найдем максимальное количество 

информации:

I(Y, Х),тх = log2 16--^ log2 9 = 3,604 бит.
О

Подставив значения относительных количеств информации из двух 
последних выражений в формулу (9.19), подучим

3,604
3

Этот результат показывает, что множество Y мощности М = 8 для 
того относительного количества информации, которое содержит каж
дый его элемент, является избыточным.

м
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Легко проверить, что множеством К( с минимальным числом эле
ментов, для которого эффективное отображение дает еще I(Yh X) >
> l(Y, X) = 3 бит, будет множество мощности М\ = 4. Для такого множе
ства в соответствии с соотношением (9.20) имеем

/(У„ Х),тх = log7 16 - i -  log2(16 -  4 + 1) = 4 -0 ,9 2 5  = 3,075 бит.

Из полученного результата следует, что f(Yu Х)тзх > /(! ' X).

Пусть имеется п конечных множеств X,- (/ = 1, 2, ..., п) с мощ
ностями Nh Рассмотрим декартово произведение множеств X 
1|х .. .х1„ . Пусть также известно отображение /: Х ,х...хХ „ —> Y, 
задаваемое соответствием между множествами Х{х ...х Х п и Y, ко
торое всюду определено, сюръективно и функционально.

Избыточность отображения декартова произведения Л^х ... хХ„ 
в множество Y определим по формуле

_ f(Y ,X { х...хХ „  )„ias -  / (У ,Х[ х ...хХ „) _
а д , х  х^") / (К ,J ,  х . . .хХ„)

1 п) (9.22)
_ / ( Г ,  Х,х...хДГя)тах .

/(Y, Л) х ...хХ „)
/
где /(У, Х^х ...хХ„)так — максимальное количество информации, 
которое в среднем может содержать элемент множества Yоб эле
менте декартова произведения; 1{У, X, х ...хХ„) — количество ин
формации, которое в среднем содержит элемент множества Y об 
элементе декартова произведения.

Формула (9.22) справедлива при 1{У, Х^х.^хХ,,) > 0.
Максимальное количество информации 1(Y, Х[Х ...хХ„)тк  со

держится в элементе множества Уоб элементе декартова произве
дения Хх х ... х Хп только тогда, когда (М  -  1) элементов декартова 
произведения отображаются в (М -  1) элементов множества У, а 
остальные (/%■•■,¥„ -  М + 1) элементов множества Xvx...xX „ — в 
один элемент множества У. При таком (эффективном) отображе
нии декартова произведения в множество ^аналогично соотно
шению (9.20) будем иметь

/(У, X , х ... х * д)тах = log .V, ■ ■ ■ Nn -  -J- \og{Nx ■■■ Nn -  M  + 1). (9.23)
M

Среднее относительное количество информации, содержаще
еся в элементе множества У об элементе декартова произведения 
Л ^ х - х Л ; ,  определяется отображением /: Хух ...х Х п —> У и нахо
дится из выражения (9.11).

Подставив 1(У, X]х ... х Хп)т;к из равенства (9.23) и 1(У, Ххх ...хХ„) 
из выражения (9.11) в формулу (9.22), получим следующую фор
мулу:
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£ Iog(Â | • • • N„)j -  log(/V, ■■■ N„ -  M + 1)
W(y,x,x...xx„) = —-------------------------- л-------------------------- • (9.24)

M log jV, ■ • • N„ -  log(ЛГ, ■ • ■ jV„)y 
j=\

Число, определяемое формулой (9.24), удовлетворяет неравен
ству

А ТЯ < X 1 X . . . х  X п )ггшх т
U S  И (у !Х 1х . . . хХ„ )  Ь  '

м

/(Г,Х1 х ...хХ „)п

В случае если отношение Nu..Nn/M — целое, I(Y, AriX...xAr„)tnin = 
= logМ (по аналогии с формулой (8.25)); И(У_Y]X = О только 
при эффективном отображении множества Л'1х...хЛ'„ в множе
ство У.

Если И(Г хД-л) > 0, то это означает, что для представления 
того количества информации, которое содержится в среднем в 
элементе множества У об элементе множества Х\Х...хХп, можно 
обойтись множеством У, меньшей чем М мощности. Переход к 
множеству Y{ выполняется путем эффективного отображения 
Х{х ...х Х п в новое множество с мощностью, меньшей М.

Пусть А', У], ..., Ym — конечные множества с мощностями \Х\ = 
= /V, 1̂ 1 = Ми ..., |К„,| = М,„. Пусть также известны отображения 
fk- X  —» Ук (к = 1, 2,  ..., m), задаваемые соответствиями, которые 
всюду определены, сюръективны и функциональны. Предполо
жим, что все отображения Л (к = 1 , 2 , .. ., т )  различны.

Рассмотрим декартово произведение Ухх ...х  Ут . Выделим в нем 
множество К*"0 с  К|Х...Х Ут , включающее в себя только те после
довательности из ^ х . - . х  Ут , которые состоят из образов элемен
тов X, е X  (i = 1, 2, ..., N) при последовательном применении 
отображений f k\ X -»  Ук ( к -  1,2,  ..., т ) . Мощность Р подмноже
ства Y(m) 1 < Р< N.

Избыточность представления информации последовательно
стями подмножества У(т) определяется аналогично соотношению
(9.18):

н _.т\о%М (9.25)
log Z1

где м  = max Л/* (к = 1, 2, ..., т)\ wIogA/ — максимальное коли-
к

чество информации, которое может содержать последовательность 
множества У{т).

Наряду с избыточностью представления информации [см. фор
мулу (9.25)] определим избыточность отображения множества X в 
подмножество К(т) следующим образом:
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И _ [{Y ^ \ X )max-I(Y ('»\X ) _
(У(т),х)  j n

{ ’ ’ (9.26) 
1{У(>"\Х)тйХ

I(Y (m) ,X )

где I{Y(m), Ar)max— максимальное относительное количество ин
формации, которое в среднем может содержать последователь
ность подмножества Y{m) об элементе множества Х\ I(Y{m), X) — 
относительное количество информации, которое в среднем со
держит последовательность подмножества Y{m) об элементе мно
жества X.

Максимальное количество информации I(Y{m), Л0ПИХ будет со
держаться в последовательности только при эффективном ото
бражении множества X в множество Yk (к= 1,2,  ..., т). Учитывая 
равенство (9.12) и формулу (8.14), найдем

I ( Y ^ ,X ) wax = D (Y ^ ,X )nrM =
т 1

= т  log N log(7V -  Мк + \).
(9.27)

Среднее относительное количество информации, содержаще
еся в последовательности подмножества У(-т) об элементе множе
ства X, определяется выражением (9.13). Подставив /( К*"0, A')max из 
формулы (9.27) и I(Y{m\ X) из выражения (9.13) в формулу (9.26), 
получим

1
У  —

И *

М к
£  log Njk -  log(Ar -  Мк + 1)
Л=1

(Ŷ KX) I Мк
m \ o g N -^ {—  X  \ogNh )

к=1 М к jk = \

Избыточность, найденная по формуле (9.26), показывает, во 
сколько раз потерянное за счет неэффективности отображения 
количество информации превышает то, которое содержит после
довательность.

Из формулы (9.26) видно, что

0 < И  I(Y{m\ X )m̂
-  ( W >  i iY ^ , X )min

Если I(Y{m), X) > 0, то это означает, что для представления 
того относительного количества информации, которое содержит
ся в последовательности подмножества Y(m) об элементе множе
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ства X, можно обойтись меньшей длиной т х последовательности, 
если применить эффективные отображения множества X в мно
жества Yk (к = 1 , 2 , т).

Контрольные вопросы

1. Как определяется количество информации, содержащееся в пос
ледовательности элементов п конечных множеств?

2. Какой смысл имеет относительное количество информации в эле
менте конечного множества?

3. Какой интервал занимают значения относительного количества 
информации в последовательности элементов т  конечных множеств?

4. Какие два вида избыточности рассматриваются в комбинаторной 
теории информации?

5. Что показывает избыточность представления информации в ком
бинаторной теории?

6 . Что характеризует избыточность отображения информации в ком
бинаторной теории?

7. Какое отображение F: X —> У называется эффективным?
8. Что показывает избыточность отображения множества X в подмно

жество Yim)'?



Г л а в а  10

ДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ ДИСКРЕТНЫ Е ИСТОЧНИКИ  
И ИХ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

10.1. Детерминированные дискретные источники

Любой объект, действие которого приводит к появлению пос
ледовательности дискретных элементов, называется дискретным 
источником. В комбинаторной теории информации изучаются исто
чники, появление элементов на выходе которых не носит случай
ного характера [16]. Источники с неслучайным характером выда
чи элементов называются детерминированными дискретными исто
чниками (ДДИ).

Пусть /-й ( / = 1 , 2 ,  ...) элемент х; , выдаваемый источником, 
принадлежит множеству Xt = {*/} (/', = 1, 2, ..., 1̂ ,1 = Nf, /V, > I), 
т.е. выходному алфавиту ДДИ при выдаче l-го элемента последова
тельности , а д ; = {Xki} (k,= 1, 2, ..., \\i\ = К,; К,> 1) — множество 
некоторых альтернативных условий, выполнение которых прове
ряется перед выдачей источником очередного элемента. Обозна
чим через Х{,~ 0 с  А^х... хЛ}_ ] множество различных последова
тельностей длины / -  1 (7= 1, 2 , ...), которые могут появиться на 
выходе ДДИ.

Детерминированный дискретный источник считается заданным, 
если известны множества X, (I = 1 , 2 , .. .) выходных его элемен
тов, множества альтернативных условий А/ и отображения ф/ (/ = 
= 1, 2 ,  ...) декартовых произведений Х (! ~ пх А ; в множества вы
ходных его элементов Х{.

Ф, : Х (1~1) х Л, -> X, ( 10Л)

(для I = 1 принимается Л40’ = 0 , поэтому отображение ф] имеет 
следующий вид: ф  ̂ А] -»  Х\).

Будем полагать, что V/ > 1 соответствие между Х (/ ~ 11 хЛ, и Xh 
задающее отображение ф,, всюду определено, сюръективно и функ
ционально. Детерминированный дискретный источник, у которо
го /-й выдаваемый элемент определяется отображением ( 10 . 1), 
представляет собой нерегулярный ДДИ с бесконечной памятью.

Детерминированный дискретный источник является нерегуляр
ным с конечной памятью, если для него
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Ф/ : X (I п хЛ, -> X, = фл„ : X ('i'n-'~{) хЛ , - »  Л"/; (Ю.2)

где ф/„— отображение декартова произведения Х (1 ~ "• !)хЛ ( в 
множество Л}, зависит от /; /_ ’> с  Xs_ nx . . . хХ,_х — множе
ство комбинаций длины п элементов (п < I -  1), которые могут 
стоять в отрезке последовательности, начинающемся с (/ -  п)-го 
элемента, до (/ -  1)-го.

Наряду с источниками, определяемыми формулами (10.1) и 
(10.2), рассмотрим более простые ДДИ. Если у ДДИ с конечной 
памятью V /  = 1, 2, ... X, = X = {*,■} (/ = 1, 2, .. ., N), А, = Л = (кк) 
(к = 1, 2, ..., К) и значение элемента х, не зависит от номера / 
(/ > п), который он занимает в выходной последовательности, а 
определяется только п предшествующими ему элементами и вы
полнившимся условием, т.е. если выполняется условие

Ф,„ : X (l~"J~l) хЛ, -> X, = ф„ : Х (п) хЛ  -> X, (Ю.З)

то такой ДДИ назовем невырожденным регулярным с конечной па
мятью. Регулярный ДДИ с конечной памятью удобно представ
лять ориентированным графом отображения.

Из отображений (10.1) и (10.3) в качестве частных случаев 
могут быть получены отображения, описывающие другие простые 
ДДИ. Так, если в отображении (10.3) мощность множества аль
тернативных условий К = 1, то оно вырождается в отображение:

Ф„ Л\ (10.4)

Источник, определяемый отображением (10.4), назовем выро
жденным регулярным ДДИ с конечной памятью.

Если для источника отображение

Ф/ : ЛГ(М) хЛ/ -> X/ = ф/ : Л, —> X,, (10.5)

т.е. если значение /-го элемента (/= 1 , 2 , .. .), выдаваемого исто
чником, не зависит от ранее выданных им элементов, а опреде
ляется только его номером / и выполнившимся условием, то та
кой ДДИ называется нерегулярным без памяти.

При X; = X и Л/ = Л V/ = 1, 2,  ... источник, задаваемый правой 
частью равенства (10.5), представляет собой нерегулярный ДДИ без 
памяти с регулярными входом и выходом.

Детерминированный дискретный источник без памяти являет
ся периодическим, если на всех местах / = v (s  -  I) + т  выдаваемой 
им последовательности (где v  < °о — период, выраженный в чис
ле элементов, 5 = 1 , 2 , ... — номер периода, т  -  1 , 2 , ..., v — 
номер элемента в периоде) элемент определяется отображением

Ф/ : Л/ —> Х[ -  *¥ т : Ат —> Хт , (10.6)
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где Шт — отображение множества условий в выходной алфавит 
источника на т -м  месте периода; Ат — множество альтернатив
ных условий, проверяемых перед выдачей источником элемента 
на т-м  месте периода; Хт — выходной алфавит Д Д И  на т -м месте 
периода.

При некоторых т отображ ения могут совпадать.
П ериодический детерм инированны й  дискретны й источник, 

представляемый отображением ( 10.6), удобно задавать таблицей 
отображений, содержащей две строки, в первой из которых пере
числяю тся номера элементов в периоде, во второй — соответству
ющие им отображения vFm. Число столбцов этой таблицы равно 
периоду V.

Д етерм инированны й дискретны й источник без памяти, для 
которого V/ = 1, 2, ...

Ф/ : Л/ -> X t = lF : Л -> X  (10.7)

(где У — отображение, не зависящ ее от /; К > 1), назовем невы
рожденным регулярным Д Д И  без памяти.

Если в отображ ении, стоящ ем в правой части формулы (10.7), 
множество условий А = Л', где Л' — множество мощ ности (Л'| = 1, 
т.е. когда источник характеризуется отображением

У : Л -> X = Ч' : Л' —> X,  (10.8)

то он представляет собой вырожденный регулярный Д Д И  без памя
ти.

10.2. Математические модели 
детерминированных дискретных источников

Адекватными математическими моделями ДДИ  являю тся раз
личны е автоматы, которые легко получить, если множество А, 
( / = 1, 2, ...) интерпретировать как входной алфавит автомата при 
выдаче им /-го элемента, множество X , — как выходной алфавит, 
множество Х (1~ 0 — как алфавит его состояний, отображение ф/ — 
как ф ункцию  выходов, а изменение памяти источника при выда
че им очередного элемента (для источников с памятью) — как 
функцию  переходов Fh

Охарактеризуем подробнее автоматы, являю щ иеся математи
ческими моделями Д ДИ  (рис. 10.1).

М атематической моделью ДДИ с бесконечной памятью  явля
ется нерегулярный автомат с бесконечной памятью И ,=  {Л/, Л"1' " 1', 
Xh Fh ф/} ( /=  1, 2, ...) (рис. 10.1, а) с конечны ми, но нерегуляр
ными входными Л/ и выходными Xi алфавитами и бесконечны м, 
но счетным множеством внутренних состояний Х {'~ !); ф ункции
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И, = {Л,, *<м > Хь Fh ф,}

И( = {ль ЛГЬ Я„, ф,,„}
Хь еА, Хц̂ Х,

6

и ,  = {Л/, А}, <?,}

И = {Л, ^ п), X, Fn, Ф„}

№ ячейки Xj sX
1 п 2 1 1Т"

1 Х'п-1 Х'п
1 1

Х (п)

е

и = { Х <п) X, Fn, %}
№ ячейки xt e X

Г~п 2 1 1Т"
х \ Х'п- 1 х'п

1 1

X м

Ж

И = {Л, X, Ч'}
Xkl<S Л/ Хц X/ /, |  ‘ -Л Х/сХ

в

И,= {Л, X,

3

и = {л(, х, ч')

х,еХ Xj^X

И,= {Ли> Хт, %,}

Xim&Xm

Рис. 10.1. Автоматы, являю ш исся математическими моделями ДДИ:
а — нерегулярный автомат с бесконечной памятью; б — нерегулярный коне
чный автомат; в — нерегулярный автомат без памяти; г — нерегулярный автомат 
без памяти с регулярными входным и выходным алфавитами; д — автомат без 
памяти с периодическими функциями выходов; е — конечный автомат; ж — 
конечный автономный автомат; з — регулярный автомат без памяти; и — авто

номный автомат без памяти

переходов автом ата F,: Х {1~ '•х А , -н> №  и ф ун кц и и  выходов ф/-. 
X (l~ l jx A  I Xj  также нерегулярны.

Нерегулярный Д ДИ  е конечной памятью  своей математиче
ской моделью  имеет нерегулярный конечный автомат  И, = {А/, 
Х<-'- 1 ~ X/, F/n, ф/п} (/ = 1, 2, . . . )  (рис. 10. 1, б) с конечными,
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iK) нерегулярными входными А/ и выходными Xt алфавитами и 
конечным, но нерегулярным множеством внутренних состояний 

/ - 1). фуНКц ИИ переходов Ftn: Х {1~ " • !>хЛ , —> Х (1~ " + '•  ̂ и 
ф ункции выходов ф/я : Х (’~ п- ° х Л / -> .^автом ата также нерегу
лярны.

В качестве математической модели нерегулярного ДДИ без па
мяти может служить нерегулярный автомат без памяти И /= {Л,, Хь ф/} 
(/ = 1, 2 , ...)  (рис. 10. 1, в), представляю щ ий собой конечны й 
автомат с одним внутренним состоянием. С остояние автомата не 
меняется, поэтому ф ункционирование его задается только ф ун к
циями выходов ф/ Л/ -> X,, зависящ им и от /.

М атематической моделью нерегулярного ДДИ без памяти с 
регулярными входом и выходом является нерегулярный автомат 
без памяти И/ = {Л, X, ф/} (/ = 1, 2, ...) с регулярными входным и 
выходным алфавитами,  но нерегулярными ф ункциями выходов 
Ф,: Л —> X  (рис. 10.1, г).

Периодический ДДИ  в качестве математической модели имеет 
автомат'без памяти И /=  {Л,„, Хт, У,,,} ( / = 1 ,2 ,  ...) с периодически
ми (периодом v) функциями выходов ф/ Л/ —> X/ = Ч',„: Л„, -ч> Х„„ где 
т -  1, 2, ..., v — номер элемента в периоде (рис. 10.1, д). Числа /, 
v и т связаны  равенством / = v(s -  /) + т (s = 1, 2, ... — номер 
периода).

Для невырож денного регулярного Д ДИ  с конечной памятью 
математической моделью служит конечный автомат И = {Л, Х {п\  
X, F„, ф,,} (рис. 10.1, е) с конечными и регулярными алфавитами: 
входным Л, выходным X  и состояний Х (п) и с регулярными ф ун
кциями: переходов F„: А'(г,)х Л  -> X м  и выходов ц>„: Х {п)х А  —> X. 
Суть отображения Fn состоит в сдвиге последовательности, хра
нящ ейся в п ячейках памяти автомата, приводящ ем к потере эле
мента, хранивш егося в п -й ячейке, и записи в первую ячейку 
очередного выдаваемого автоматом элемента.

М атематической моделью вырожденного регулярного ДДИ с ко
нечной памятью служит конечный автономный автомат И =
X, F„, ф„} (рис. 10.1, ж),  рассматриваемый обычно как автомат без 
входов, с ф у н кц и ям и  переходов и выходов: F„\ Х {п) Х (п), 
Ф„: Х (п) -> X

А втономный автомат всегда выдает единственную  последова
тельность элементов, которая является периодической (в общем 
случае с пред периодом), причем период данной последователь
ности не превыш ает числа состояний автомата [6]. В силу указан
ного свойства вырожденные регулярные Д Д И  с конечной п ам я
тью здесь интереса не представляют.

Д ля невырож денного регулярного ДДИ без памяти математи
ческая модель представляет собой автомат без памяти И = {Л, X, 
VP} с регулярными входным, выходным алфавитами и неизменной функ
цией выходов Ч*: Л —> X  (рис. 10.1, з).
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М атематической моделью вырожденного регулярного Д ДИ  без 
памяти является автономный автомат без памяти И = {Л', X, Ч'} с 
функцией выходов Ч': Л' X  (см. рис. 10.1, и). П оскольку у этого 
автомата всего одно внутреннее состояние, то на каждом месте 
единственной последовательности, которую он способен выда
вать, стоит один и тот же элемент х,- е X. В силу этого вырож ден
ные регулярные ДДИ без памяти здесь также не представляю т 
интереса.

Знакомство с автоматами, представляю щ ими собой математи
ческие модели Д ДИ , показывает, что из девяти выделенных ти 
пов источников четыре — нерегулярные, два — регулярные, один — 
периодический, обладаю щий свойствами как регулярного, так и 
нерегулярного источника, и два — вырожденные, т.е. обеспечи
вающие выдачу только единственной последовательности элем ен
тов.

Для более четкого представления принципа ф ункционирова
ния любого ДДИ рассмотрим работу невырож денного регулярно
го источника с конечной памятью по его модели. Способ дей 
ствия такого источника задается отображением (10.3). Автомат, 
представляю щ ий указанный источник (см. рис. 10. 1, е), имеет па
мять из п ячеек, которая перед началом работы пуста. Это исход
ное состояние памяти обозначим 0 . . .0 0 .

Пусть в некоторый момент времени проверяется, какое из ус
ловий Xki е Л (к[ = 1, 2, ..., К)  выполняется. В соответствии с 
отображением <рл : Х (л)х А  X  автомат выдает первый элемент 
х  ̂ е X  (i\ = 1, 2, ..., /V), который одноврем енно с появлением 
на выходе записывается в первую ячейку его памяти, в результате 
чего память переходит в состояние 0 ...0 х ,г М ножество состоя
ний вида 0 ...0 JC,- обозначим ЛУ").

Введение в рассмотрение для автомата исходного состояния 
памяти 0 ... 0 0  и ряда ее промежуточных состояний 0 ...0 Х,- и т.д., 
которые она проходит до заполнения всех п ее ячеек, требует уто
чнения представления о множестве X м . В дальнейш ем под м но
жеством Х"] будем понимать всю совокупность допустимых состо
яний памяти автомата, включая состояния 0 . ..0 0 , 0 ...0 д:,- и т.д.

В момент поступления на вход автомата условия А.* его память 
находится в состоянии 0 . ..0 0 , поэтому при этом состоянии ото
бражение ф„ представляет собой отображение

Фп '■ Хф}.® х А Лг1|0_0 = Ф0...0 : Л —> ^ i |0. 0 , (Ю.9)

где Х ^0  - подмножество множества Х {"\ содержащее только эле
мент 0 . . .0 0 ; X]i0 0 — выходной алфавит автомата при состоянии 
его памяти 0 . . . 0 0 ,  Х ,,0 0 = X.

Отображение Ф0...0 • А —» назовем частным отображе
нием отображения ф„: Х п)х К  X.
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При поступлении на вход автомата второго условия е А 
(к2 = 1, 2, Л") он выдает второй элемент х,- е X  (/2 = 1, 2, N),  
определяемый тем же отображением ф„: / л)х Л  I .  Н о в силу 
того, что в первой ячейке памяти автомата содержится конкрет
ный элемент xh, отображение ф„ берется только на подмножестве 
^ 0° 0х х Л с: Х (,1) х Л, где Х ^ 0 — подмножество множества Х (п\  

содержащ ее только элемент 0 . . . 0 х , г  Такое отображение пред
ставляет собой отображение

Фп ■ ХЛ —> Х 2\0 _0V. = Ф0...0Л,, : Л , ( 10. 10)

где Х 210 0Х с  X  и U Х 2<0__0 - X .I j х („,

Отображение ф0...0Ха : Л -» X 2\0 j a  также является частным ото
бражением отображения ф„: ^ х Л  —» X, а множество Х 2\0 0Х. — вы
ходным алфавитом автомата при состоянии его памяти 0 ..0 хп . 
У отображения ф„ \Х[п)\ = Л" частных отображений ф0...иЛ- некото
рые из которых могут совпадать. Одновременно с появлением эле
мента x i2 на выходе автомата в его памяти элемент x j{ сдвигается 
во вторую ячейку, а в первую ячейку записывается элемент х,2, 
в результате чего память переходит в состояние 0 ...x /lx,2. М нож е
ство состояний вида 0...х,- х ,-2 обозначим Х2(п\

При поступлении на вход автомата третьего условия е А 
(к3 = 1, 2 , ..., К)  он выдает третий элемент xh е  X  (/3 = 1, 2 , ..., 
АО, определяемый отображением ф„: Х (я)х Л  -н> X. Как и при выда
че второго элемента, ввиду того, что в памяти автомата содержат
ся элементы x,( , х,2, отображение ф„ берется только на подмнож е
стве Х {0 \х х х Л  с  Х (,,) хЛ , где Л̂ л)0 — подмножество множ е
ства Х (п), содержащее только элемент 0 ,..0 х. Л-,.2 Это отображение 
представляет собой частное отображение

Фп '■ ^ 0 }..хпхп Х Л  ^ 3 \0 . . .x itx i2 =  ф 0 ...Л7,х,-2 : Л  ^ 3 |0 .. .л ', ,х ,2 > ( 1 0 . 1  1)

гдеХ 3|0 х. х. — выходной алфавит автомата при состоянии его па

мяти 0 ...х,1х,2, Xqa __4Xii c l  и U ^ | 0...V(2 = Х .
Х 2

У отображения ф„ | AV"*! < А̂ 2 частных отображений ф0....г х . 
С появлением на выходе автомата элемента х ,3 в его памяти эле
мент х,- сдвигается в третью ячейку, элемент х ,2 — во вторую, 
элемент х,з записывается в первую ячейку, и вся память перехо
дит в состояние 0 . . . x hx hxh . М ножество состояний вида 0 ...х . х,2х,3 
обозначим Х ъ(п).
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После выдачи л-го элемента вся память автомата будет запол
нена и значение каждого последующего элемента будет опреде

ляться подаваемым на вход автомата условием Хк <= А ( к , =  1, 2, 
..., К; 1> п) и состоянием xi'x2'...x „ ' его памяти { х { , х{ , ..., х„ е X).  
М ножество возможных состояний памяти х { х { . . . х ^  обозначим Х^п).

О тображ ение, определяю щ ее выходной элем ент автомата с 
номером / > п, является частным отображением вида

Ф « ; X x t - <  х А ~ *  Х п+Щ...х'„ =  : Л  - >  Х „ +\\х[ ..у„ ,

где Х {̂  v, — подмножество множества Х п), содержащее только 
элемент х { . . . х п'\ Х п+̂  х. — выходной алф авит автомата при со

стоянии его памяти х ,' ...х„', Х (”̂ х, х, с  X  и ^  А'л+1|Л.. v- = А".

Таких частных отображений у отображения ф„: Х {п)х А  —> X все
го \Хп(п̂ \ < N".

Память рассматриваемого автомата не может находиться в со
стояниях, характеризую щ ихся тем, что между двумя элементами, 
принадлежащ ими множеству X, расположены один или несколь
ко элементов 0 .  Такие состояния памяти для автомата являю тся 
запрещ енны ми.

М ножество состояний памяти автомата вида 0 ... х,- ... х,- (а  = 
= 0, 1, ..., /;) в общем случае обозначим Х а п̂). Часть отображения ф„, 
представляющую собой отображение Ха{п)х А  X , обозначим ф„ а:

Фл.а =  Ф„ : Х а П) X Л ->  х .

И спользование введенных понятий и обозначений рассмотрим 
на примерах.

Пример 10.1. Пусть X -  {0, 1 }— выходной алфавит невырож денного 
регулярного ДДИ  с памятью  на два элемента, а Л = {Аь А.2} — множество 
проверяемых альтернативных условий. П остроить граф последовательно
стей, которые может выдавать источник, если он задан отображ ением ф2, 
представленны м графом, показанны м  на рис. 10.2, а.

Графы частных отображ ений фО0, у 0х и ф , (х,-, х{, х'2 е Л') и графы 
отображ ений ф2: XaU)xA  -> X (а = 0, 1, 2)  приведены соответственно на 
рис. 10.2, б, в. Граф возможны х на выходе источника последовательнос
тей изображ ен на рис. 10.2, г. Ребра графа соответствую т вы полнивш им 
ся условиям, верш ины — последовательностям  элементов, выдаваемых 
источником, порядок верш ин — номеру выдаваемого элемента (длине 
последовательности). На рис. 10.2, г показана часть графа до верш ин 5-го 
порядка.

Пример 10.2. Пусть периодический Д Д И  имеет период v = 3 и задает
ся табл. 10.1 отображ ений Ч'т (т  =  1, 2, 3; 4*1 = Ч'з), графы которых п ри 
ведены на рис. 10.3, а. П остроить граф последовательностей, которые 
может выдавать источник.
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Рис. 10.2. Н евы рож денны й регулярный ДДИ  с памятью  на два элемента:

а — граф отображения ф2; б — графы частных отображений Ф00, ч?0х , <$х.х. ; в — 
графы отображений ф2 : ХЦ ' х Л —> X  (а  = 0 , 1, 2 ); г — граф выходных последо

вательностей
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Т а б л и ц а  10.1

т 1 2 3

1 т ч/, Ч': Ч'з

Граф возможных на выходе источника последовательностей показан 
на рис. 10.3, б. Как и в примере 10.1, ребра графа соответствуют вы пол
нивш имся условиям, вершины — последовательностям элементов, вы
даваемым источником, порядок вершин — номеру выдаваемого элем ен
та (длине последовательности). На рис. 10.3, б показана часть графа до 
вершин 4-го порядка.

Пример 10.3. Пусть X  = {0, 1} — выходной алфавит невырожденного 
регулярного Д Д И  без памяти, а Л = {Хь ^2} — множество альтернативных 
условий. Построить граф последовательностей, которые могут появиться 
на выходе источника, если отображение Ч' задано графом, изображен
ным на рис. 10.4, а.

У ,:  Л , - > X , = 4 '3: Л з-^А 'з 

А *

*■1 •- 
х2 •
П,3 '

А
В
С

чу. л, -> х?

Начало

А ВАЛ

АВАВ
A BA C
ABBA
АВВВ
А В В С
АВСА
А ВСВ
А В С С
ВВАА

ВВАВ  
В  ВАС  
ВВВА 
ВВВВ  
В В В С  
ВВСА  
ВВСВ  
В В С С  
СВАА

СВАВ
СВ  А С  
СВВА 
СВВВ  
С В В С  
СВСА  
С В СВ  
С В С С

Рис. 10.3. Периодический Д Д И  с периодом V =  3: 
а — графы отображений ц/,, vy2, у 3; 6 — граф выходных последовательностей
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Рис. 10.4. Невырожденный регулярный ДДИ без памяти: 
с  — граф отображения б — граф выходных последовательностей

Граф последовательностей, возможных на выходе источника, приве
ден па рис. 10.4, 6. На этом рисунке показана часть графа до вершин 4-го 
порядка.

Контрольные вопросы

1. Какие дискретные источники изучаются в комбинаторной теории 
информации?

2. Какие детерминированные дискретные источники рассматриваются 
в комбинаторной теории информации?

3. Что представляют собой математические модели детерминирован
ных дискретных источников?

4. Что является математической моделью невырожденного регуляр
ного детерминированного дискретного источника с конечной памятью?

5. Что представляет собой математическая модель периодического 
детерминированного дискретного источника?

6. Какая математическая модель соответствует невырожденному ре
гулярному детерминированному дискретному источнику без памяти?

7. Что называется частным отображением?



Г л а в а  11

ИНФОРМАЦИОННАЯ СПОСОБНОСТЬ 
ДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ ДИСКРЕТНЫХ ИСТОЧНИКОВ. 

ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ ДЕТЕРМИНИРОВАННОГО 
ДИСКРЕТНОГО ИСТОЧНИКА

11.1. Информационная способность 
детерминированных дискретных источников

Одной из основных характеристик ДДИ  является их инф орм а
ционная способность. Рассмотрим ее для трех важнейш их типов 
ДДИ : невырож денного регулярного с конечной памятью , перио
дического и невырожденного регулярного без памяти.

Пусть / — длина выходной последовательности Д Д И , выраж ен
ная в числе элементов, а Х {1) — множество различных последова
тельностей длины  /, которые могут появиться на выходе ДДИ. 
Обозначим через //.мощ ность множества Х {1). Информационная спо
собность Д Д И  представляет собой его способность выдавать раз
ные выходные последовательности и характеризуется функцией

Р, =/(/)■ (11.1)
Выясним, при каких условиях с ростом / число возможных 

выходных последовательностей ДДИ  в формуле (11.1) растет.
Для упрощ ения рассуждений введем два понятия. Отображение 

ср: А —> В, в котором соответствие между конечными множествами 
А и В всюду определено и \А\ > 1, \В \ = 1, назовем тривиальным,  а 
отображение, не являю щ ееся тривиальным, — нетривиальным.

И нф орм ационная способность невырож денного регулярного 
Д ДИ  с конечной памятью  устанавливается следующими тремя 
теоремами [17J, приводимыми без доказательств.

Теорема 11.1. Если Va = 1, ..., п все частные отображ ения

: Л -> Xa+1j0 ...Xq....Vin, задаю щ ие регулярный Д ДИ  с кон е
чной памятью , являю тся тривиальны ми, то V/ > 1 число выход
ных последовательностей источника Р, = N.

Теорема 11.2.  Если из ч астн ы х  о то б р аж ен и й  v Y. :

:Л  -> Х а+)р  х х (a  = 1, ..., п -  1), задающ их регулярный Д ДИ  с 
памятью , хотя бы одно нетривиальное, а все частные отображ е

ния Ф*,'...*; : А —> Х п+!'1Х. ^ — тривиальны е, то при 1 < / < л -  1
число выходных последовательностей источника N < P i < N !, а Va >
> п N  < Pi< N", причем Va > п Р , =  const.
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Рис. 11.1. Граф переходов автомата, представляющего регулярный ДДИ 
с памятью па два элемента, рассмотренный в примере 10.1

Д ля поним ания следующей теоремы рассмотрим конечный 
ориентированны й граф, в котором каждая верш ина соответствует 
одному из состояний памяти конечного автомата, представляющего 
собой невырож денный регулярный Д ДИ  с конечной памятью, а 
каждое ребро — переходу автомата из одного состояния в другое 
при подаче входной буквы Xkl е Л ( k t = 1, 2, ..., К; К >  1). О риен
тация ребер — от предыдущего состояния к последующему. Ука
занный граф называется графом переходов автомата.  На рис. 11.1 
изображен граф переходов автомата, являю щ егося математичес
кой моделью невырожденного регулярного Д ДИ  с памятью на 
два элемента, рассмотренного в примере 10. 1.

В графе переходов автомата, представляю щ его собой невырож
денны й регулярный ДДИ с памятью , можно выделить две части: 
часть, соответствующую отображениям ф„0, Ф„,ь Фл.л- ь кото
рая является древовидным графом, и часть, соответствующую ото
бражению  ф„„, которая в силу неограниченной длины выдава
емых автоматом последовательностей и конечного числа его со
стояний должна содержать не менее одного цикла. Так, на рис. 11.1 
часть графа, соответствующ ая отображ ениям ф2>0, фг, i (п = 2), 
содержит верш ины 0 0 , 0 0 , 0 1 , 00, 01, 10, 11, а часть графа, 
представляю щ ая отображение ф2, 2, — верш ины 00, 01, 10, И . Вто
рая часть графа содержит три цикла длины  1, два цикла длины  2 , 
два цикла длины  3 и два цикла длины  4.

Среди верш ин графов переходов автоматов встречаются вер
ш ины  трех типов. Вершина, в которую входит одно или несколько 
ребер, идущих от других верш ин, а все выходящ ие ребра образу-

*2|1
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ют циклы длины  1, т.е. входят в нее же, является тупиковой.  Вер
шина, в которую входит одно или несколько ребер, идущих от 
других верш ин, и ни одно из выходящих ребер не образует цикла 
длины 1, называется транзитной.  Вершина, в которую входит одно 
или несколько ребер, идущих от других вершин, а из выходящих 
ребер хотя бы одно образует цикл длины 1 и хотя бы одно входит в 
другую вершину, — транзитно-тупиковая.  Например, в графе пе
реходов на рис. 11.1 вершина 11 является тупиковой, вершины 0 0 ,
0 1 , 01, 10 — транзитными, а верш ина 00 — транзитно-тупиковой.

Теорема 11.3 (основная теорема для Д Д И ). Для того чтобы при 
/ —> число выходных последовательностей регулярного Д ДИ  с 
памятью Р, -> ooj необходимо и достаточно, чтобы в графе пере
ходов автомата, представляю щ его данны й источник:

1) содержался хотя бы один цикл длины L > 2;
2) хотя бы одно из частных отображений фу, v, : соответству

ющих вершинам цикла, было нетривиальным;
3) хотя бы одна из верш ин цикла была достиж има из началь

ной верш ины графа переходов.
Теорема 1 1.3 для невырожденного регулярного ДДИ с конечной 

памятью устанавливает условия роста Р, при / —» «=. Однако вид 
функции Р[ = / ( / )  существенно зависит от частных отображений 
ф0 V;i Vj : Л —> v v (а  = I , . . . ,  п). Покажем это на примерах.

Пример 11.1. Пусть невырожденный регулярный Д Д И  с памятью на 
два элемента и теми же ;шфавитом X  и множеством условий Л, что и у 
источника, рассмотренного в примере 10.1, задан частными отображе
ниями ф0 0 , ф0Д|, фд;д-7, графы которых показаны на рис. 11.2, а. Это приво
дит к другим графу переходов прсдставляющего его автомата (рис. 11.2, б) 
и графу выходных последовательностей (рис. 11.2, в).

Для ДДИ  примера 10.1 Р\ = 2, Р2 = 4, Р} = 6 и V/ > 4

Как видно из формул (11.2), (11.3), вычисление Р, ис вызывает зат
руднений.

Пример 11.2. Пусть невырожденный регулярный Д Д И  с памятью на 
два элемента и теми же алфавитом X  и множеством условий А, что и у 
источника, рассмотренного в примере 11.1, задан частными отображе
ниями ф0 0 , Ф0Х , Фх,'х̂  графы которых приведены на рис. 11.3, а.

Сопоставление частных отображений рис. 10.2, б и 11.3, а показывает, 
что у второго источника по сравнению с первым изменены местами час
тные отображения ф00 и фш. Других отличий у источников нет. Граф пере
ходов автомата, представляющего второй источник, и граф его выходных 
последовательностей изображены соответственно на рис. 11.3, 6 и 11.3, в.

Для Д Д И  настоящего примера V/> 1

P, = Pl-l+P,-2~ I-
Для настоящего примера Р{ = 2, Р2 = 4 и V/ > 3

Р, =2 + 1.

( 11 .2)

(11.3)

Р, = 21. (11.4)
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Рис. 11.2. Невы рожденный регулярный Д Д И  с памятью на два элемента:

а — графы частных отображений <p00, ф0х , б — граф переходов авто
мата, представляющего источник; в — граф выходных последовательностей
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Рис. 11.3. Невырожденный регулярный ДДИ с памятью на два элемента: 
а графы частных отображений ф00, ф0  ̂ , Ф^г, ; б — граф переходов автомата, 

представляющего источник; в — граф выходных последовательностей
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М аксимальное значение Pt (при ф иксированном  /), найденное 
для источника по всем возможным разм ещ ениям  по состояниям 
памяти используемых в нем для каждого 1 < а < п  частных отобра
жений ф0 х , обозначим - P / m a x 1 <1 •" in

Р/пглх = maxP, .  (11.5)
Ф0...0х,-,

Возможно, что одно и то же значение Р, тах в формуле (11.5) 
будет достигаться при некотором / для нескольких размещ ений 
частных отображений по памяти источника.

И нф орм ационная способность периодического Д ДИ  опреде
ляется следующей теоремой.

Теорема 11.4. Д ля того чтобы при s -» число выходных пос
ледовательностей периодического Д Д И , найденное на конец п е
риода, Рп -» °о, необходимо и достаточно, чтобы хотя бы одно из 
отображений было нетривиальным.

И нф орм ационная способность невырож денного регулярного 
Д Д И  без памяти, работа которого зависит только от единствен
ного отображения Ч7, определяется теоремой 11.5.

Теорема 11.5. Д ля того чтобы при / —» °° число выходных после
довательностей невы рож денного регулярного Д Д И  без памяти 

необходимо и достаточно, чтобы отображение 'И было 
нетривиальным.

11.2. Количество информации 
в выходном элементе детерминированного 

дискретного источника

Рассмотрим самый общ ий случай Д Д И  - нерегулярный и с
точник с бесконечной памятью.

Пусть указанны й источник вырабатывает последовательность 
элементов. П оскольку все элементы , выдаваемые источником , 
являю тся истинны ми, то в соответствии с формулой (9.3) коли
чество инф орм ации, которое заклю чено в выдаваемой источни
ком последовательности длины  /,

1 { Х ^ )  = D ( X {,)) = \ogPh ( 1! -6)

где D(Xi,y) — определенность последовательности множества Х {!).
Количество инф орм ации 1Э(Х {1)), содерж ащ ееся в элементе вы 

ходной последовательности длины  / источника, с учетом форму
лы ( 11.6) определяется как среднее количество инф орм ации, при
ходящ ееся на один ее элемент:
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/ /
(11.7)

Последняя формула совпадает с формулой (9.6) для конечной 
последовательности элементов.

Количество информации I3(X™}), которое несет один выход
ной элемент источника, определим как предел, к которому стре
мится 1Ъ( Х !)) при I -»

Наряду с равенством (11.8) может быть получена и еще одна 
формула для нахождения f3(X {™]). Для этого, воспользовавш ись 
конечным выражением формулы (11.7), умножим и разделим Ph 
стоящ ее под знаком логарифма, на произведение P lP2 -- Pi- i- При 
этом 13( Х (,]) не изменит своего значения и запиш ется так:

П рименив в выражении (11.9) формулы для логариф ма част
ного и произведения, получим

Здесь log/3] — это количество инф орм ации, которое содержит 
первый элемент последовательности:

а разность log /5,. -  \ogPr_ [ представляет собой количество и нф ор
мации 1(ХГ) в /•-м (г > 1) ее элементе:

Подставив количество инф ормации из формул (11.11) и (11.12) 
в формулу ( 11. 10), будем иметь

Полученная формула показывает, что среднее количество ин
ф ормации, которое несет элемент выходной последовательности
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/ эиГ(/>) = у log Р Л - Р ' - Л
m - P t A

(П .9 )

/ э ( * <0) = j ( t i o g / > ; - i i o g />r )

= 7  [log /, + £  (log Pr -  log Pr_x) |.
( 11. 10)

log / W № ) , ( 11.11)

log Pr ~ log Pr_\ = f ( X ^ ) - I ( X ^ )  = I ( X r). (11.12)

1э ( х (,)) = [Л п х г )-
1 r=\

(11.13)



длины  / источника, численно равно среднему количеству инф ор
мации, найденному по всем ее элементам.

Если в равенстве (11.8) заменить в соответствии с ф ор
мулой (11.13), то получим

Для многих невырож денных регулярных ДДИ  с конечной па
мятью Р, удается получить как явную  функцию  от /. Для таких 
источников /Э(Л<~)), задаваемое формулой (11.14), может быть легко 
найдено из равенства ( 11.8).

В отнош ении /Э(ЛЯ) невырож денного регулярного ДДИ с ко
нечной памятью приведем несколько частных результатов.

1. Если у невырож денного регулярного ДДИ  с конечной п ам я
тью с увеличением / число выходных последовательностей ^  рас
тет по линейному закону, т. е. если Р, = с + dl, где 0 < с < 0 < d  < 
< °°, но при с -  0, d  > 0, а при d -  0 , с > 0 , то при X 
источника м онотонно стремится к нулю.

Действительно, подставив Р: в равенство (11.8), получим

Из формулы (11.15) можно заклю чить, что у источников, рас
смотренных в примерах 11.1 и 11.2, среднее количество инф орм а
ции 1Э( ^ !]), которое несет один элемент выходной последователь
ности, при 1 -> монотонно стремится к нулю.

2. Если у невырожденного регулярного Д ДИ  с конечной пам я
тью с увеличением / число выходных последовательностей Я /рас
тет по показательному закону, т. е. если Р , =  NdI, где 0 < d <  1, то 
/э( ^ “ >) = d\ogN.

Действительно, при подстановке Р, в равенство (11.8) найдем

Определим теперь для периодического ДДИ. Пусть длина
выходных последовательностей источника / = vs, где v — период 
источника, выраженный в числе элементов, s — число периодов 
его работы. П оскольку у периодического источника значение п о
следующего элемента не зависит от значений ему предш еству
ющих элементов, то при выдаче т-го  (т -  1, 2, ..., v) элемента 
лю бого периода число выходных последовательностей источника

= lim
( П . 15)

Г (с + dl) In а
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увеличивается в Nm раз (где Nm — мощ ность выходного алфавита 
Хт источника при выдаче т - го элемента периода), а при выдаче 
всех v элементов периода — в N lN2---Nv раз. Следовательно, число 
возможных выходных последовательностей длины  / = vs  источни
ка Р, = ( N lN2---Nn)s. Подставив Р /в  равенство (11.8), получим 

,,(* .-> )  = lim ,
/->«* / V5

1 .. 5 log NfN-, ■ ■ ■ N v 1 Д .  ЛГ (И Л 7 )= _ h m ---- 2— L-̂ =---------  = -  ][4 o g  iVm.
v  V

В силу того что logjV„, = 1(Хт), формула (11.17) может быть за
писана в следующем виде:

/,(*<->) Л  ± 1(Хт). (11.18)
v m=|

Из выражения (11.18) видно, что количество инф орм ации, 
которое содержит в среднем один элемент периодического Д ДИ . 
равно среднему количеству информации, которое несет один эле
мент его периода.

Найдем 1,)(Х"Л) для невырожденного регулярного Д ДИ  без па
мяти. У этого источника выходной алфавит постоянен при выдаче 
любого по номеру элемента и значение последующего выходного 
элемента не зависит от значений элементов, выданных ранее, 
поэтому число последовательностей длины / такого источника 
Р/= N1. Подставив найденное значение Р, в равенство (11.8), будем 
иметь

/,(*<->) = l i m = l i m ^ ^  = log N.  (11.19)/-><•» / /.-»= I

Формулы (1 1.16) — (11.19) значительно облегчают практические 
расчеты.

Пример 11.3. Найти /.)(Л<"’,) для периодического ДДИ, рассмотрен
ного в примере 10.2.

Воспользуемся формулой (11.17), положив в ней а=  2, тогда количе
ство информации

/ Э(Х<“>) Л  (21og2 3 + log2 1) = 1,056 бит.

Пример 11.4. Найти для невырожденного регулярного ДДИ
без памяти, рассмотренного в примере 10.3.

Используем формулу (11.19), взяв в ней а = 2. В этом случае количе
ство информации

/ Э(АГ<”)) = log2 2 = 1 бит.
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П роведенное нахождение количества инф орм ации в выходном 
элементе Д Д И  позволяет легко перейти к определению  его ос
новной характеристики — производительности.

11.3. Производительность и максимальная 
производительность детерминированного 

дискретного источника

Пусть каждый элемент х-, е Х { (Х{ — выходной алфавит исто
чника при выдаче им /-го элемента, / =  1, 2, ...; /, = 1, 2, ..., Nj) 
существует на выходе источника в течение времени tx . В общем 
случае время выдачи tx разных элементов может быть разли
чным. Найдем среднее время выдачи элемента источником /э, на
зываемое средней длительностью элемента.

Перенумеруем все выходные последовательности источника, 
составляю щ ие множество Х (1) последовательностей длины /. О бо
значим через j  = 1, 2, ..., Р, номер последовательности в множ е
стве Х {' \  а через txv) — длительность последовательности х ^  е 
е Х 1). Тогда средняя длительность последовательности длины /

1
tx<r>

ч  j=l 1
а средняя длительность элемента в последовательности длины /

-(О txV> 1 Д
' э = ~ Г  = ~Щ%*Х'1)' ( 11-20)

Средню ю  длительность элемента, выдаваемого источником , 
определим как предел Тэа) [см. формулу ( 11.20)] при / —̂ °°!

= (H.2I)

Средняя длительность выходного элемента источника и сред
нее количество инф орм ации в элементе позволяю т определить 
среднее количество инф орм ации £ддИ, вырабатываемое источни
ком в 1 с:

_  I s i X ^ )  м 1 ?? '>  
<5 Д Д И ----------- ----------•

П одставив равенства (11.8) и (11.21) в формулу (11.22), для 
невырож денного регулярного Д Д И  с конечной памятью  найдем
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В результате подстановки формулы (11.17) и t:i в формулу 
(11.22) для периодического ДДИ будем иметь

Ё  log N m

£дци = Т Т ^ -------’ О 1 -24)

ш = 1 у’ /л/„,=1

где — длительность /„,-го элемента множества Х„г
После подстановки формулы (11.19) и в формулу (11.22) 

для невырожденного регулярного ДДИ без памяти получим

N  log N
£дди -  й • (11.25)

I ' *;=1
Величина ,?ддИ, показывающ ая скорость выдачи информации 

источником, которая определяется формулами (11.23)--(1 1.25), 
называется производительностью источника [18].

Если длительность всех элементов, выдаваемых Д ДИ , одина
кова и равна то 7, = Подставив это значение 7, и /.,(Л'(°°)) из 
равенства (11.8), формул (11.17) и (11.19) в формулу (11.22), со 
ответственно будем иметь:

• для невырожденного регулярного ДДИ с конечной памятью

(11.26)
/-> -э

лля периодического ДДИ

Я д д и  = — - ( 1 1 . 2 7 )
V 'э  т=1

для невырожденного регулярного ДДИ без памяти

£дди = )- lo g A r. (11.28)
‘э

Формулы (1 1.26) —(1 1.28) являются частными случаями ф ор
мулы ( 11.22).

Наряду с рассмотренным, возможен и другой подход к опре
делению производительности источника. Обозначим через ЛУ мно



жество выходных последовательностей Д Д И , име ющ их  достато
чно большую, но одинаковую  длительность Т, а через Р т — м ощ 
ность этого множества ( Р т = \ХТ\). Если невырож денны й регуляр
ный Д ДИ  с конечной памятью , периодический Д ДИ  и невы рож 
денный регулярный ДДИ без памяти удовлетворяют соответственно 
условиям теорем 11.3, 11.4 и 11.5, то с увеличением Т число пос
ледовательностей Р т возрастает.

Количество инф орм ации, содержащ ееся в последовательности 
длительности Т,

I ( Х т) = \ogPT. (П .29)

Среднее количество инф орм ации 5ддИ, вырабатываемое исто
чником в 1 с, или производительность источника, может быть 
найдено с учетом формулы (11.29) как предел отнош ения 1 (Х , ) / Т  
при Т  ->

1- ^ ( ^ V )  г  1 / 1 1£дди = hm — у -  = lim - у — . (11.30)

Из формулы (11.30) следует, что производительность источника 
зависит от количества информации 1(ХТ), которое он выдает за 
время Т. В свою очередь, /(AV) определяется числом Рт последо
вательностей длительности Т. М аксимальное значение Р/- ( Т  = 
= const), найденное по всем возможным разм ещ ениям по состо
яниям  памяти используемых в источнике для каждого 1 < а  < п 
частных отображений ф0 Vii V( , обозначим РТпглх:

^7'max = max Pr .
Ф0...0.Г,-, (11.31)

Фл;'.: д-;,

Ф ормула (11.31) позволяет найти производительность источника

6ДДИ -  ЯдДИтах -  ))т  , (1 1.32)

называемую  максимальной производительностью источника.
П оскольку РТmax находится по всем возможным размещ ениям 

по состояниям  памяти частных отображений ф0 v х, ( \ < а < п ) ,  
то в силу отсутствия памяти у периодического и невырожденного 
регулярного Д Д И  без памяти для этих источников PTmzx = Рт- 
И зм енение местами отображений vFm: Лот Xm (m = 1, 2, ..., v) в 
таблице отображений, задаю щ ей периодический Д Д И , не изм е
няет Р г, так  как оно зависит от произведения N {N2. . .NV, опреде
ляю щ его увеличение числа выходных последовательностей исто
чника за период, которое не меняется от перемены мест сом но
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жителей. Следовательно, для периодического и невырож денного 
регулярного ДДИ без памяти

бдди = &дди- ( 11-33)

Таким образом, формула (11.33) полностью  определяет м ак
симальную  производительность периодического и невы рож ден
ного регулярного ДДИ  без памяти.

Так как при выводе формулы (11.32) на длительности выход
ных элементов никаких ограничений не накладывалось, то она 
определяет максимальную  производительность невырожденного 
регулярного Д ДИ  с конечной памятью и тогда, когда длительно
сти элементов различны.

М аксимальная производительность невырож денного регуляр
ного Д ДИ  с конечной памятью характеризует лиш ь его потенци
альные возможности, т. е. является верхней гранью производитель
ности источника. Реальная же его производительность определя
ется формулой (11.30).

11.4. Избыточность информации 
детерминированного дискретного источника

Еще одной важной характеристикой источника является избы 
точность выдаваемой им информ ации. Пусть Р ,— число возмож 
ных выходных последовательностей длины /Д Д И . Согласно соот
нош ению  (9.18) избыточность последовательности длины /, вы
даваемой Д Д И , определяется выражением

H vtf) = ^ ^ - 1 ,  (П .34)
log Р,

где N  = m a x N r ( г = \ ,  2, ..., /).
Г

Для произвольного ДДИ избыточность информ ации, выдава
емой источником , определим как предел, к которому стремится 
И xU) при / -»

Идди = Jim Ид,,,, = lim /log  N  

log Р,
(11.35)

Избыточность инф ормации невырожденного регулярного Д Д И  
с конечной памятью  определяется по формуле (11.35).

Найдем избыточность информации, выдаваемой периодическим 
ДДИ . Пусть / — длина последовательности, состоящей из полных s  
периодов, тогда I - v s  и Р ,=  Pvs = Nv)s. Подставив эти зн а
чения I и Р / в  формулу (11.35), найдем
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l V _ v J o g A ^ _ _ i j (11.36)

у £  log N m

где N  = max N m (m = 1, 2 , v).
m

В случае невырож денного регулярного Д ДИ  без памяти, у ко
торого алфавит X  не зависит от номера / выдаваемого элемента,

Результат, полученный в формуле (11.37), достаточно очевиден.

Пример 11.5. Определить избыточность периодического ДДИ, рас
смотренного в примере 10.2.

Подставив в формулу (11.36) v =3, N = 3, /V, = N} = 3 и N2 = 1, при а = 
= 2 получим

Этот результат становится понятным, если учесть, что выдача второ
го элемента периода, составляющего 0,5 длины двух других его элемен
тов и являющегося всегда символом В, не увеличивает числа возможных 
выходных последовательностей источника, а следовательно, и количе
ства информации, заключенного в последовательности. Поэтому один 
элемент из трех в периоде является избыточным.

Аналогично выражению (9.17) можно установить избыточность 
отрезка последовательности длины  Д/, следующего после элем ен
та с номером / > 1 (при 1=0 определение избыточности отрезка 
последовательности длины Д/ выполняется по формуле (11.34), 
так как в этом случае Д/ = /).

П усть /(А г/ Л/,)тах = / ( * (/+л/))тах ~ / ( * (/))m..x -  м акси м ал ьн о е
количество инф орм ации, которое может содержать отрезок пос
ледовательности длины А/, начинаю щ ийся с (/ + 1)-го элемента 
( /(Л 'а+А° ) тах и /(*< '>)тах — максимальные количества инф орм а
ции, которы е могут нести соответственно последовательности 
длины  / + Д/ и  /).  Если через /(Л '/Л/)) = /(Л '(/+д° )  -  1 ( Х (Гу) обозна
чить количество инф орм ации, которое действительно содержит 
отрезок последовательности длины Д/, начинаю щ ийся с (/ + 1)-го 
элемента, то избыточность отрезка последовательности можно о п 
ределить так:

(11.37)

_ П Х 1М ) тт- П Х М )  _ 1 ( Х , М )
’<Л/> ------------------- 1 /  v/Т л л  \  “  1 /  V  (л!1{Х / д/>)

m a x 1. (11.38)

Подставив в формулу (11.38) соответствующ ие значения коли
честв инф орм ации , будем иметь
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= V *  U)  log N  - 1 log N  _ , = A / lo g jV _  , ( | |  39)

log Р,ш  -  log P, ] Рим
p,

где N  = m a x N r (r = 1,2,  / + A/); P: и Pi + At— число выходныхГ
последовательностей Д ДИ  длины / и / + А/ соответственно.

Формулу (11.39) будем использовать для определения избы 
точности отрезков последовательностей, выдаваемых невырожден
ными регулярными Д ДИ  с конечной памятью.

Пример 11.6. Определить избыточность отрезка последовательности 
длины Д/ = 4, начинающегося с третьего элемента (/ = 2), для регулярно
го ДДИ с памятью на два элемента, рассмотренного в примере 11.2.

Как видно из рис. 11.3, в и формулы (11.4), Р2 = 4, Рл = 12. Воспользо
вавшись формулой (1 1.39), при а=  2 получим

И о  = 1,52.

logjf
Рассуждая аналогично, найдем: И ^ ц =0,71, И у,,, = 1, И v<„ =1,27.

11.5. Кодирование последовательности 
элементов детерминированного 

дискретного источника

Рассмотрим блоковое кодирование последовательности элемен
тов, выдаваемой ДДИ. Суть блокового кодирования состоит в уста
новлении взаимно-однозначного соответствия между отрезками 
выходной последовательности источника и некоторыми другими 
ограниченны ми по длине последовательностями (кодовыми ком 
бинациями) из конечного числа тех же или других элементов, 
которые в дальнейш ем будем называть символами.

По числу элементов последовательности источника, которым 
ставится в соответствие отдельная кодовая ком бинация, кодиро
вание подразделяю т на поэлементное и многоэлементное. В пер
вом случае комбинация кода ставится в соответствие лишь одно
му элементу последовательности, во втором — нескольким ее эле
ментам. Будем считать, что для кодирования используются равно
мерные коды.

Пусть Д ДИ  выдает последовательность x j } = (х ,| ...х/;) длины / 
элементов х,-г е Х г (где /• = 1 , 2 ,  Хг — множество элементов 
xir, которы е могут стоять на г -м месте последовательности; 
ir = 1, 2, ..., N r = \ХГ\), принадлежащ ую  конечному множеству 
последовательностей Х {1) мощ ности Р, > 1 (J = 1, 2, ..., Р/). Д опу-
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стим, что кодер вы полняет поэлементное блоковое кодирование 
последовательности л}(/), при котором каждому элементу х,г е  Х г 
источника ставится во взаимно-однозначное соответствие ком би
нация Z(kr) = ( Z \ —Zkr ) равномерного блокового кода Z (kr) длины кг 
и алфавите Z с числом комбинаций j z (Av)| = Qr (Vs = 1 , 2 ,  ..., krzs e 
e Z) .  У казанный процесс кодирования описы вает последователь
ность отображений множеств Xr (г = 1, 2, ..., /) в множества 
Z ikr] при взаимно-однозначном  соответствии между элементами 
этих множеств. К ак следует из третьего свойства относительного 
количества инф орм ации в элементе конечного множества (см. 
подразд. 9.3 и 8.4), при указанных допущ ениях среднее количество 
инф ормации I ( Z (k' \ X r) , содержащ ееся в /--й кодовой ком бина
ции о г-м кодируемом элементе,

I { Z (kr), X r ) = log N r = I ( X r), (11.40)

где f (Xr) — количество инф орм ации, которое несет элемент м но
жества Х г

Кроме того, в силу равномощ ности множеств Х г и Z (Av) коли
чество информ ации в комбинации кода Z <k,)

I ( Z {k’-)) = \ogQr = log N r = l ( X r). (11.41)

Аналогично результатам (11.40) и (11.41) можно показать, что 
в случае, когда кодер осущ ествляет многоэлементное кодирова
ние выходной последовательности Д ДИ , количество информации, 
которое содержит в среднем одна кодовая ком бинация, равно 
количеству инф орм ации, которое заклю чено в кодируемом от
резке п оследовател ьн ости.

При кодировании отрезков последовательности ДДИ происхо
дит изменение вида представления информ ации при сохранении 
ее количества, поэтому кодирование может быть использовано 
для изменения избыточности информации. Среди различных сп о
собов кодирования существуют как способы уменьш ения, так и 
увеличения избыточности. Кодирование, позволяющее уменьшить 
избыточность, как и в вероятностной теории, называется эффек
тивным. Кодирование, приводящее к увеличению избыточности, — 
помехоустойчивым.  Рассмотрим на примерах, как меняется избы 
точность представления одной и той же информ ации при различ
ных способах кодирования отрезков последовательности ДДИ.

Пример 11.7. Пусть выходная последовательность невырожденного 
регулярного Д Д И  с памятью на два элемента, рассмотренного в прим е
ре 11.2, кодируется отрезками по четыре элемента, начиная с третьего, 
каждым из двух кодов, приведенных в табл. 11.1.

Найти избыточность информ ации, заключенной в указанных четы
рех элементах последовательности, при кодировании их кодами табл. 11.1.
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Т а б л и ц а  11.1

Элементы
последова
тельности

x nx Ux hx k

Код 1 Код 2

Элементы
последова
тельности

x hx u x hx k

Код 1 Код 2

0000 000 00000 1111 100 1 1 1 1 0

0100 001 01001 1000 101 10001

0101

о 
^

О 
1

01010 1010 110 10100

0111 011 01111 1011 111 10111

Избыточность кодируемого отрезка последовательности рассматри
ваемого источника была найдена в примере 11.6. Она составляет 1,52. Для 
нахождения избыточности представления информации кодами 1 и 2 вос
пользуемся формулой (11.39), подставив в нес вместо А/  и Л'разрядность 
и основание кода соответственно'.

И код , = - 1 = 0 , 8 9 ;  И кш2 = -  1 = 2,15.
iog,T  }og2 4

Пример 11.8. П усть выходная последовательность периодического 
Д Д И , рассмотренного в примере 10,2, кодируется отрезками по три эл е 
мента, начиная с первого, каждым из двух кодов, приведенных в табл. 1 \ .2. 
Н айти  изб ы точ ность  и н ф о р м а ц и и  после п ред ставлен и я  се кодами 
табл. 11.2.

Т а б л и ц а  11.2

Элементы
последова
тельности

x nx n x h

Кол 1 Код 2

Элементы 
поел сдона- 
тсльности 

x hx h x b

Код 1 Код 2

A BA 0000 0000000 ввв 0100 0100011

A B B 0001 0001110 В В С 0101 0101101

A B C 0010 0010101 СВ А 0110 0 1 1 0 1 1 0

В BA ООП 0011011 свв 0111 01 1 1000

С  В С 1000 1000111

Избыточность информ ации, выдаваемой данным источником, рав
ная 0,5, была определена в примере 11.5. В соответствии с формулой 
(11.34) получим избыточность представления инф орм ации  кодами 1 и 2:

. .  41og32 1 _ п 26' И i= - 1 -1  21
код,~ ’ ’ код2 log2 9 I _ U 1 -
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Т аким  образом , п рим ен яя различны е способы  кодирования 
отрезков последовательности невырож денного регулярного Д ДИ  
с кон ечн ой  пам ятью  и периодического  Д Д И , избы точность 
вы даваемой ими и нф орм ац ии  м ож но ум еньш ить или увели
чить.

Избыточность инф орм ации невырожденного регулярного ДДИ  
без памяти может быть только увеличена.

11.6. Эффективное кодирование 
последовательности элементов 

детерминированного дискретного источника

Пусть вырабатываемая произвольны м невырож денным ДДИ 
последовательность делится на равные отрезки по 1 < А/ < эле
ментов, а затем каждый из этих отрезков кодируется равн ом ер
ным блоковым кодом с основанием q = |Z|. Обозначим через !(ХГШ)) 
количество инф орм ации, которое содержится в отрезке длины А/ 
последовательности, начинаю щ емся с ( г  + 1)-го элемента, а через 
1(Х(г)) — количество инф орм ации в последовательности длины г, 
начинаю щ ейся с первого элемента. Очевидно, что

В Д д/,) = 1 ( Х ^ +АГ> )-  I ( X ^ )  = ]ogPr^ ,  - \ o g P r , (11.42)

где />+Л, = \ Х ^ \ ,  Рг = \ Х ^ \ .
Предельные возможности эф ф ективного кодирования устанав

ливаю тся следующей теоремой [19], приводимой без доказатель
ства.

Теорема 11.6 (основная теорема эффективного кодирования для 
Д Д И ). Среди равномерны х блоковых кодов с основанием q, кото
рыми можно закодировать отрезок последовательности ДДИ из А/ 
элементов, начинаю щ ийся с (г  + 1)-го  элемента, всегда сущ е
ствует такой, длина которого кг удовлетворяет следующим нера
венствам:

М П % к г < И ^ 1  + 1. (11.43)
log q log q

Равном ерны й блоковый код с основанием  q с наименьш ей 
длиной кп которым можно закодировать отрезок выходной пос
ледовательности длины А/ Д Д И , начинаю щ ийся с (г  + 1)-го эле
мента, называется оптимальным для данного отрезка.

Д ля некоторых Д ДИ  может оказаться, что при одной и той же 
длине кодируемых отрезков последовательности, но разны х г, 
длины кг оптимальных кодов будут различны. Н айдем сумму длин 
кодов, которы ми кодирую тся отрезки по АI всей последователь-
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ности длины  / Д Д И , при условии, что / = яД/, где п — целое, 
больше 1.

Для этого запиш ем неравенства (11.43) для всех отрезков пос
ледовательности, учитывая формулу (11.42):

log Р&/ , log Рй1— S #С() < — h 1,
log q log q

log Pjm ~ log P.m „  , log Piai ~ log Рм ( 1 ( Ц 44) 
log q Л' log q

log P nAI ~  log P(n-\)M , log PnM ~~ log P(n-\)M *
-----------:---------------- ^ k(„-\)Ai < ------------:---------------- + 1 •log q log,?

С ложив все неравенства (11.44) и сделав замену пА1 = /, полу
чим

log q ~ log q

где кг = £ А '/Д/.
i=О

Показателем эфф ективности кодирования последовательности 
ДДИ длины / при делении ее на отрезки по А/ элементов, в случае 
если q = \Х\ (где q — основание кода, а X — алфавит мощ ности

1 1̂ = 1113x1^1 при г -  1, 2, ..., I), может служить коэффициент

сжатия

К ,  = L A .  = \ - k
I I

К оэф ф ициент сжатия характеризует степень уменьш ения дли
ны последовательностей Д ДИ  в результате эф ф ективного кодиро
вания.

Помехоустойчивое кодирование рассматривается в гл. 13.

Контрольные вопросы

1. Что понимается под информационной способностью детермини
рованного дискретного источника?

2. Какое отображение называется тривиальным?
3. В чем заключается суть основной теоремы для детерминированно

го дискретного источника?
4. При каком условии число выходных последовательностей пери

одического детерминированного дискретного источника стремится к бес
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конечности при стремлении к бесконечности длины последовательно
стей?

5. Как определяется количество информ ации, содержащееся в вы
ходном элементе детерминированного дискретного источника?

6. Что показывает производительность источника в комбинаторной 
теории информации?

7. Как определяется максимальная производительность источника в 
комбинаторной теории информации?

8. В чем состоит различие в определении максимальной производи
тельности источника в вероятностной теории информ ации  К. Ш еннона 
и комбинаторной теории?

9. Как устанавливается избыточность информ ации, выдаваемой де
терминированным дискретным источником, в комбинаторной теории?

10. Какая операция используется в комбинаторной теории для изме
нения избыточности представления информ ации , выдаваемой дискрет
ным источником?

11. В чем состоит смысл основной теоремы эффективного  кодирова
ния для детерминированного дискретного источника?

12. Что показывает коэф ф ициент  сжатия?



Г л а в а  12

ДИСКРЕТНЫЕ КАНАЛЫ С ДЕТЕРМИНИРОВАННЫМИ 
ИСКАЖЕНИЯМИ

12.1. Детерминированные дискретные каналы

Под дискретным каналом понимается совокупность устройств, 
обеспечиваю щ их независимую  передачу дискретны х элементов от 
источника или кодера к получателю или декодеру (см. подразд. 6. 1). 
В комбинаторной теории инф орм ации изучаются дискретны е ка
налы, ь которых искаж ения передаваемых по ним элементов не 
носят случайного характера. Каналы с неслучайным характером 
искажений дискретных элементов называю тся детерминированны
ми дискретными каналами (Д ДК), или дискретны ми каналами с 
детерм инированны ми искажениями.

Пусть Z,  = { ц )  (// = I, 2 ,..., \Z,\ ~ N t) — входной алфавит канала 
для /-го элемента ( /=  1, 2, ...), a U, = {«,,} (у, = \,2,. . . , \U,\ -  А/,) — 
выходной алфавит для /-го элемента и N, > А/,. Обозначим через 
ZS1' п с: Z xx ...Y.Z, , — множество различных входных последова
тельностей канала длины  / -  1 (/ = 1, 2, ...). О граничимся рассмот
рением только таких каналов, у которых подача на вход одного 
элемента приводит к появлению  на выходе тоже только одного 
элемента. При этом входные и выходные элементы Д Д К  будем 
называть символами.

Д етерм инированны й дискретны й канал считается заданным, 
если известны его входные Z, и выходные /У, ( /=  1, 2, ...)  алф ави
ты и отображения ^ д екар то вы х  произведений Z ('^ V)x Z i  в выход
ные алфавиты //; V /= 1, 2,

f ,  : Z (M )x Z , -> U, (12-1)
(для / = 1 приним ается, что Z 0) = 0 , поэтому отображ ение f  
имеет в и д :/,:  Zj —> Ux). Будем полагать, что V/ > 1 соответствие 
между Z u ~ l)x Z ,  и 6/, задающ ее отображение f ,  всюду определе
но, сю ръективно и функционально. Д етерминированны й дискрет
ный канал, для которого передача символов входной последова
тельности описывается отображениями ( 12. 1), называется нерегу
лярный Д Д К  с неограниченной (бесконечной) памятью.

Д етерм инированны й дискретны й канал является нерегулярным 
с конечной памятью,  если для него
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*'Де f.n~~ отображение декартова произведения Z ( /~ ])x Z ,  в 
выходной алф авит Uh отображение f  n зависит от /; Z (/ - ; — 
множество ком бинаций длины  п (п < I -  1) символов, которые 
могут стоять в отрезке входной последовательности, начинающемся 
с (/ -  п) -го символа, до (/ -  1)-го.

Если для канала с конечной памятью  [см. формулу (12.2)] V/ = 
= 1,2,  ...Z ,=  Z = fe }  ( /=  1, 2, . . . , \ Z \  = N),  U,= U = { Uj)  ( 7 = 1 , 2 ,  ..., 
\U\ = M) и значение выходного символа Uj не зависит от номера / 
(/ > п), который он занимает в выходной последовательности, а 
определяется только п ранее поданны ми на вход канала сим вола
ми и новым входным символом, т. е. когда

х Z, -4 U, = /„  : Z<"> x Z  ~>U,  (12.3)

Д Д К  называется регулярным с конечной памятью. Такой Д ДК удобно 
задавать ориентированны м графом отображения.

Из отображения (12.1) в качестве частных случаев могут быть 
получены отображения, описываю щ ие и более простые ДДК. Так, 
если для канала отображение

/  - Z ^ x Z ,  U, = f  : Z,  -» £/,, (12.4)

т. е. если значение /-го символа на выходе канала не зависит от 
символов, ранее поступивш их на его вход, а определяется только 
его номером / и входным символом г,, е Z,,  то такой Д Д К  назы 
вается нерегулярным без памяти.

При Z, = Z  и U, = U VI = 1 , 2 ,  ... канал, задаваемый правой 
частью отображ ения (12.4), представляет собой нерегулярный Д Д К  
без памяти с регулярными входом и выходом.

Д етерм инированны й дискретны й канал без памяти является 
периодическим, если ятя  всех мест / = v(.v -  1) + т передаваемой по 
нему последовательности (где v < «, — период, выраженный в 
числе символов, 5 = 1, 2, ... — номер периода, т = 1, 2, ..., v — 
номер символа в периоде) отображение

f t  '■ Z t —> U\ = ут : Z m —> Uт,

где ут — отображение входного алфавита в выходной на т - м ме
сте периода (при некоторых т отображ ения могут совпадать); Zm, 
Um — входной и выходной алфавиты на т -м месте периода.

П ериодический Д Д К , как и периодический Д ДИ  (см. под- 
разд. 10. 1), удобно задавать таблицей отображений, содержащей 
две строки, в первой из которых перечисляю тся номера символов 
в периоде, во второй — соответствующие им отображения ут. Ч и с
ло столбцов этой таблицы равно периоду v. П ериодический Д Д К  
представляет собой канал с периодическими детерм инированны 
ми искаж ениями.

f  : Z<M> x Z, -> t/, = x Z , 4  £/„ (12.2)
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Д етерм инированны й дискретны й канал без памяти, для кото
рого V/ = 1, 2, ...

f  : Z/ U, = у : Z  U

(где у — отображение, не зависящ ее от /), называется регулярным 
Д Д К  без памяти.

Более сложным типом регулярного Д Д К  без памяти является 
регулярный Д Д К  с переменными состояниями.  Для этого канала /-й 
выходной символ определяется отображением

/ ,  :Z , - > £ / , = / :  P x Z ^ f / ,

где Р — конечное множество состояний канала, Р =  {p i (g =  1, 2, 
..., \Р\).

В регулярном Д Д К  с переменны ми состояниями значение вы 
ходного символа не зависит от его номера /, а определяется толь
ко состоянием канала и значением входного символа.

12.2. Математические модели 
детерминированных дискретных каналов

М атематическими моделями Д Д К  являю тся соответствующ ие 
автоматы. Автоматы, представляю щ ие собой каналы, можно по
лучить, если множество Z; (/ = 1, 2 , ...)  трактовать как входной 
алфавит автомата при выдаче им /-й буквы, множество U,— как 
выходной алфавит, множество Z ' ~ — как алфавит его состо
яний, отображение f  — как функцию  выходов, а изменение после
довательности множества Z (l~ !) при выдаче каналом очередного 
символа (для каналов с памятью) — как функцию  переходов Ф/.

О пределим кратко автоматы, являю щ иеся математическими 
моделями названных ранее Д Д К  (рис. 12.1).

М атематической моделью Д Д К  с бесконечной памятью явля
ется нерегулярный автомат с бесконечной памятью К,= {Zh Z "  ~/), U,, 
Фb f } (I -  U 2 , ...) (рис. 12. 1, о) с конечны ми, но нерегулярными 
входным Z] и выходным t/, алфавитами и бесконечны м, но счет
ным множеством внутренних состояний ф ункция перехо
дов Ф/I Z (/ “ ' 'x Z ,  -> Z {1) и ф ункция выходов f :  Z (l ~ '•x Z , U, 
автомата также нерегулярны.

Для нерегулярного Д Д К  с конечной памятью математической 
моделью служит нерегулярный конечный автомат К/= {Zh Z 11' ,L 1 " !), 
Uh Ф;,„, /,„) (I = Ь 2, ...) (рис. 12.1, б) с конечными, но нерегуляр
ными входным Z/ и выходным U, алфавитами и конечным, но не
регулярным множеством внутренних состояний z (/“ " /_I); ф ун к
ция переходов ¥ , п: Z (!~n' l)x Z j  —> Z (/' " +1’  ̂ и ф ункция выходов 

f  n: Z (/_"’ l ~ {)x Z i  —> Uf автомата также нерегулярны.
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K j = { Z h Uh Ф,, f,} K[ = {Zj,z w , ц  Ф „ ,/„)
Z t ,s2/ №  ячейки e Z

Zĥ Zi
K,= {zh ц, ФLn, f ln)

ufleUt
K={Z, г/, Y}

Z , e Z U j < a U

к, = {z„ oj, /,}
uj^U,

ЛГ= {FxZ, U, /}

Z,-eZ
UjeU

Kt ={Z, U, f }

Zi<̂ Z UjsU

г
Ki~{Zm, Um, уm}

Zim f-: Z m Ujm C

d
Рис. 12.1. Автоматы, являющиеся математическими моделями ДДК: 

а — нерегулярный автомат с бесконечной памятью; нерегулярный коне
чный автомат; в — нерегулярный автомат без памяти; г — нерегулярный автомат 
без памяти с регулярными входным и выходным алфавитами; d — автомат без 
памяти с периодическими функциями выходов; <?— конечный автомат; ж — 
регулярный автомат без памяти; з — регулярный автомат без памяти с двумя

входными алфавитами

Нерегулярный Д Д К  без памяти имеет своей математической мо
делью нерегулярный автомат без памяти К{ = {Z,, 6/ ,/}  (/ = 1, 2, ...) 
(рис. 12. 1, в), представляю щ ий собой конечны й автомат с одним 
внутренним состоянием. В силу неизменности состояния такого 
автомата ф ункционирование его задается только функцией выхо
дов f  \ Z\ —» U[, зависящ ей от /.
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В качестве математической модели нерегулярного Д Ц К  без п а
мяти с регулярными входом и выходом может служить нерегуляр
ный автомат без памяти К =  {Z, U , / }  (рис. 12.1, г) с регулярными 
входным и выходным алфавитами,  но нерегулярной ф ункцией вы 
ходов /,: Z  -> U (/ = 1, 2, ...).

М атем атической моделью  п ериодического  Д Д К  является а в 
томат без памяти К = {Z„„ Um, у„,} ( / = 1 , 2 ,  ...) (рис. 12.1, д) 
с периодической  (периодом  v) функцией выходов f :  Z/ —> Ut = ym: 
Zm -» Um, где m ~ 1 , 2 ,  ..., v — номер символа в периоде. Числа /, 
v и т связаны равенством / = v(,y -  1) + т (s = 1, 2, ... — номер 
периода).

М атематическая модель регулярного Д Д К  с конечной пам я
тью — конечный автомат К  = {Z, Z (n), U, Ф,„ /„} (рис. 12.1, е) с 
конечны ми и регулярными алфавитами: входным Z, выходным U 
и состояний Z (n) и с регулярны ми ф ункциям и: переходов Ф„: 
Z (n)x Z —> Z M и в ы х о д о в /,: Z (n)x Z  -» 6".

Для регулярного Д Д К  без памяти математическая модель пред
ставляет собой автомат без памяти Kj = {Z, U, у} (рис. 12.1, ж) с 
регулярным входным, выходным алфавитами и функцией выходов  
у: Z - >  U.

М атематической моделью регулярного Д Д К  с переменны ми 
состоян и ям и  является автомат без памяти К  = { P x Z ,  if, f )  
(рис. 12.1., у) с двумя входами.  Каждая входная буква такого авто
мата представляет собой элемент регулярного декартова произве
дения P x Z ,  где Р — множество состояний канала; Z — множество 
его входных символов. Работа рассматриваемого автомата харак
теризуется регулярной ф ункцией выходов / :  Р х  Z  -» U.

Из выделенных восьми типов каналов четыре — нерегулярные, 
три — регулярные, и один периодический имеет свойства как р е
гулярного, так и нерегулярного канала.

Чтобы представить принцип ф ункционирования лю бого Д ДК, 
рассмотрим, например, работу регулярного Д Д К  с конечной па
мятью по его математической модели. Способ действия данного 
канала задается отображением (12.3). Автомат, представляю щ ий 
канал (рис. 12. 1, е), имеет память из п ячеек, которая до начала 
подачи на него символов пуста. Это начальное состояние памяти 
обозначим 0 0 . . .0 .

Пусть в некоторы й момент времени на вход автомата поступа
ет символ ц  е Z  (/, = 1, 2, ..., N). В соответствии с отображ ени
ем f n: Z w x Z —> U на выходе автомата появляется символ Uj е U  
(y'i = 1, 2, ..., М ) ,  а символ zi{ записы вается в первую ячейку его 
памяти, в результате чего память переходит в состояние 0 . . .  0 z ir 
М ножество состояний вида 0 .. .  0г,-, обозначим Z x(n).

Введение в рассмотрение для автомата исходного состояния 
памяти 0 0 . . . 0  и ее промежуточных состояний 0 ... 0 г,- и т .д ., 
которые она проходит до заполнения всех п ее ячеек, требует уточ-
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пения представления о множестве Z (n). В дальнейш ем под множ е
ством Z {n) будем понимать всю совокупность допустимых состоя
ний памяти автомата, включая состояния 0 0 . ,.0 , 0 ...0 Z,-, и др.

Так как в момент поступления на вход автомата символа его 
память находится в состоянии 0 0 . ..0 , то при этом состоянии 
отображение f n представляет собой по существу отображение

fn '■ х Z  U\\0...0 = f a ...0 '■ Z  £/] 10...0 ,

где Z n̂)0 — подмножество множества Z n), содержащее только эле
мент 0 0 . ..0 ; и 0̂ п ~  выходной алфавит автомата при состо
янии  его памяти 0 0 . . . 0 ,  Uli0 0 -  U.

Отображение / 0 0 : Z  и 0̂ 0 является частным отображени
ем о т о б р а ж е н и я Z (/,)x Z —> l ) (см. подразд. 10.2).

С подачей на вход автомата второго символа z i2 е Z  (/2 = 1, 
2, ..., Л') на его выходе появляется второй символ е {/ (/2 = 1,
2, ..., М), определяемый тем же отображением /„: Z (K)x Z  -> (/. 
О днако в силу того, что в первой ячейке памяти автомата содер
жится конкретны й символ г,., отображ ение/„ берется только на 
подмножестве Z ^  0 _. x Z c Z <n)x Z ,  где Z ^ 0r  — подмножество 
множества Z n), содержащ ее только элемент 0 z ir Такое ото
бражение представляет собой по существу отображение

f  : z 0 \ 0Zii = / 0...0;,1 : Z  -> Ui\0 ...0Zn>

где У̂2|0 0 — выходной алф авит автомата при состоянии его па

мяти 0 . . . 0 г „ .  ^ 2|0 ..0,(1 c t /  И  и и 2\0^0ц = и .

Отображение : Z  -» U2|0 0 , является частным отобра
ж ением отображ ения /„: Z (n)x Z  и. У отображения /„ |Z /n)| = Л/' 
частных отображений 0 некоторые из которых могут совпа
дать. О дновременно с появлением символа uh на выходе автомата 
в его памяти символ z i} сдвигается во вторую ячейку, а в первую 
ячейку записы вается символ z i2, в результате чего память перехо
дит в состояние 0 ...0 z ilzi2- М ножество состояний вида 0 ...0 zf,z,1 
обозначим Z2(n).

С поступлением на вход автомата третьего символа z i} е Z  (Л = 
= 1, 2, ..., N) на его выходе появляется третий символ « е и

( У з  = 1 , 2 ,  ..., М ) ,  определяемый частным отображением / 0..,г.-12 : 

Z  -» , гае и ,  — выходной алфавит автомата при со-
3|0...г,1г,2 3|0...г/,г;2

стоянии  его памяти  0 ... с  С/ и ^ . . . ^  = U -

У отображ ения/„ |Z2(n)| < TV2 частных отображений f 0 ^ . С появ
лением на выходе автомата символа и,- в его памяти символ т.Л М]
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сдвигается в третью ячейку, символ г,2 — во вторую, а символ 
г,3 записывается в первую ячейку, и вся память переходит в со

стояние 0...z,-lzi1z,3- М ножество состояний памяти вида 0 . . . z ilz ilz i) 
обозначим Zz(n).

После выдачи п-го  символа вся память автомата будет заполне
на и значение каждого следующего выходного символа будет оп 
ределяться входным символом  автомата zh e Z  и состоянием  
Z\Z2---Z„ его памяти (z[,z'2,...,z'„ е Z ).

М ножество возможных состояний памяти z\z'2...zn обозначим
7  («)Н

Выходной символ автомата uJi ( I > п) определяется частным 
отображением / . ,  ; Z  Un+l .̂ г- , где и„+щ — выходной ал
ф авит автомата при состоянии его памяти z{--"z'„- с ( /  и

Я , и '+' z’n = U . Т аких частны х отображ ени й  у отображ ения

/„: Z<")xZ-> U |Z„ <">| < N n.
П ам ять рассм атриваем ого автом ата, как и автом ата, пред

ставляю щ его Д ДИ,  не мож ет находиться в состоян иях , х арак
теризую щ ихся тем, что между двумя сим волам и , п рин адлеж а
щ ими множ еству Z, располож ены  один или н есколько  си м во 
лов 0 .  Т акие состояния памяти автомата считаю тся зап р ещ ен 
ными.

М ножество состояний памяти автомата, элементами которого 
являю тся все состояния вида 0 ... z t ... z t (а  = 0, 1,. . . ,  п) будем обо
значать Za<n). '

П рименение введенных понятий и обозначений рассмотрим на 
примерах.

Пример 12.1. Пусть Z = {0, 1} — входной алфавит регулярного Д Д К  с 
памятью на три символа, а U = {0, 1}— его выходной алфавит. Пусть 
также процесс передачи символов по такому каналу задается отображе
нием/^: Z (3)x Z —> U, граф которого показан на рис. 12.2, а.

Найти выходную последовательность канала, если на его вход посту
пает последовательность

11001001110100111101...
Г р а ф ы  ч а с т н ы х  о т о б р а ж е н и й  / 0 0 0 , / 00г. , / 0г. .. и 

(г,,, Zh,, z\, Z2, Z3 e Z )  о т о б р а ж е н и я  / 3: Z (3)x Z  -> U п р и в е д е н ы  на 
рис. 12.2, б.

Последовательность символов на выходе канала:

1 1 001001110110111101 . . .

В выходной последовательности подчеркнут символ, появивш ийся в 
результате детерминированного искажения.

Пример 12.2. Найти выходную последовательность периодического 
Д Д К  с периодом v = 8, если процесс передачи символов по каналу зада
ется табл. 12.1 отображений у,„ (т=  1, 2,  ..., 8; Yi = Уг = Уз = Уа = У5 = Ъ  = Ys).
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Рис. 12.2. Регулярный Д Д К  с памятью на три символа: 
граф отображ ения /3* Z ^ x Z  U\ 6 — граф ы ч астн ы х отображ ений

/ з 0 0 ’ /0 0  Zh 1 f ^ 0 Z nZ,2 1 f
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Ym- Um 
7  IFum

Yl=Y2 = Y3 = Y4 = Y5 = Y7 = Y8
-• 1

Рис. 12.3. Графы отображений ym (m = 1, 2, ..., 8) периодического Д Д К

у. U
Z  и

Рис. 12.4. Граф отображения у регулярного 
Д Д К  без памяти

представленных графами на рис. 12.3, и па вход канала поступает после
довательность

0 11 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 0 . . .

Последовательность символов на выходе канала:
0110100111010010100 . . .

Пример 12.3. Пусть Z -  {А, в. С, Л)  — входной алфавит регулярного 
Д Д К  без памяти, a U -  {А, В, С} — его выходной алфавит. Пусть также 
отображение у: Z->  U задано графом, изображенным на рис. 12.4. Найти 
последовательность символов, появляющуюся на выходе канала, если 
на вход его подана последовательность 

ВВАСВДАААВССВДДАССВ...
Последовательность символов на выходе канала: 
ВВАСВСАААВССВССАССВ...

В силу недостаточной развитости общей теории нерегулярных 
автоматов, являю щ ихся математическими моделями соответству
ющих Д Д К , основное внимание в настоящ ем пособии уделено

Т а б л и ц а  12.1

т 1 2 3 4 5 6 7 8

Ут Ъ Ъ  Ъ  Ъ  Ъ  Уб ъ  ъ
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изучению процесса передачи инф орм ации по каналам трех типов: 
регулярному с конечной памятью , периодическому и регулярно
му без памяти.

Контрольные вопросы

1. Как определяется дискретный канал в комбинаторной теории ин
формации?

2. Какие дискретные каналы рассматриваются в комбинаторной тео
рии информации?

3. Чем являются математические модели детерминированных диск
ретных каналов?

4. Какой автомат является математической моделью регулярного де
терминированного дискретного канала с конечной памятью?

5. Какой автомат служит математической моделью регулярного де
терминированного дискретного канала с переменными состояниями?

6. Что представляет собой математическая модель регулярного детер
минированного дискретного канала без памяти?



Г л а в а  13

ПЕРЕДАЧА ИНФОРМАЦИИ 
ПО ДЕТЕРМИНИРОВАННОМУ ДИСКРЕТНОМУ КАНАЛУ

13.1. Количество информации 
в выходном символе детерминированного 

дискретного канала

Пусть на вход Д Д К  подастся последовательность z (̂  = (z,,... z4) 
длины / символов z,r е Z r (где г  = I, 2, . . . , / ;  Zr — множество 
символов, которые могут стоять на /--м месте последовательно
сти), принадлежащ ая конечному множеству последовательностей 
Z (/) мощ ности |Z(/)| = Р, {р,=  I, 2, ..., Р,). Будем считать, что после
довательности множества Z (/) являю тся выходными последова
тельностями либо Д Д И , либо кодера. Допустим также, что в ре
зультате передачи z {̂  по Д Д К  на его выходе появляется последо
вательность = («,- ... ил ) символов uJi е Ur (где Ur — множ е
ство символов, которые могут стоять на г -м месте выходной пос
ледовательности канала), принадлежащ ая конечному множеству 
выходных последовательностей длины / Д Д К  U0) мощ ности \ U(I)\ = 
= Qi< Pt (с/, ~ I, 2, ..., Qi). Передачу последовательностей множ е
ства Z (,) по Д Д К  можно трактовать как отображение F: Z (,) ^  U {l). 
Предположим, что отображение F всюду определено, сю ръектив
но и функционально.

Обозначим через Z (,)) среднее относительное количе
ство инф орм ации, содержащ ееся в выходной последовательности 
длины / канала, о входной последовательности. Для самого общ е
го случая Д Д К  — канала с бесконечной памятью — относитель
ное количество информ ации /(Z (/), U(,))l. содержащ ееся в символе 
выходной последовательности длины /, о символе входной после
довательности той же длины , определим как относительное ко
личество инф ормации в выходной последовательности, приходя
щ ееся в среднем на один ее символ:

m n , Z 4 X  = n v > " . z < " )  ( Ш )

В соответствии с мерой относительного количества инф орм а
ции в элементе конечного множества, введенной в подразд. 9.3,

/  (U <'>, Z<'>) = D (U «> , Z<'>) = log P, -  i -  X  log PLqt, ( 13 .2)
Уi 41= 1

154



где D ( U w, Z i!)) — средняя относительная определенность входной 
последовательности канала длины /, содерж ащ аяся в его выход
ной последовательности той же длины ; P, qi — мощ ность подм но

жества входных последовательностей Z ' ^ c Z ^ ,  являю щ егося
прообразом выходной последовательности U^K

Среднее относительное количество информ ации в выходной 
последовательности длины / канала обладает теми же свойствами, 
что и относительная определенность элемента конечного множ е
ства (см. подразд. 8.4).

1. ] { U ('\  Z (/)) = 0, когда Р, = 1 или Q / = 1, т. е. когда множество 
выходных последовательностей t /w Д Д К  состоит всего из одной 
последовательности.

2. О < /(£ /(,), Z (/)) < /(Z w) = logPh если P, > Qt > 1, т .e. если 
соответствие между множествами входных и выходных последова
тельностей Д Д К  не взаимно однозначно (в неравенстве I (Z{,)) — 
количество инф орм ации во входной последовательности длины  / 
канет а).

3. ZS") = I(UV>, Z (/>)max = / ( # " )  = lo g / /только когда P,= Q, >
> 1, т. e. когда соответствие между множествами Z (/) и U(l) взаим
нооднозначно.

Влияние характера отображения F: Z (i) —» U {,) при условии, 
что Р, = const, Q, -  const и Р />  Qt > 1, сказы вается на I (U{!), Z (t)) 
так же, как и на относительной определенности элемента коне
чного множества:

• если Pi/ Q i — нецелое, то

logQ, < I { U {l\ Z (ly) < log Р/ - -!- lo g (P , - Q ,  + 1); (13.3)
У/

• если Pi/ Q i — целое, то

log f t  < I { U ^ , Z ^ ) < \ o g P , - ~  l o g ^ - f t + l ) .  (13.4)
Qi

Ф ормулы (13.3) и (13.4) задают интервал возможных значе
ний /(£ /« , Z (/)).

Подставив формулу (13.2) в выражение (13.1), получим:

/(£/<'>, Z (/>)c = -  - L  £  log Р1л. (13.5)
1 l(Ji <н=\

В правой части выражения (13.5) первый член представляет 
собой среднюю определенность D{Z {,))C символа входной последо
вательности длины  I канала:

= Z>(Z<'>)C, (13.6)
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а второй член в соответствии с формулой (8. 12) — определен
ность, теряемую в среднем при передаче одного символа входной 
последовательности длины  / по ДДК:

- i - l l o g / ? . , ,  = Z )(Z (/)) ,„ . ( 13.7)
‘ V i  4 i =  i

Ф ормулы (13.6) и (13.7) позволяю т перейти к нахождению  
среднего относительного количества инф орм ации / ( ^ (“ \  Z (~>)с, 
которое содержит один выходной символ Д Д К  об одном входном. 
Определим это количество инф орм ации как предел, к которому 
стремится Z (/,)c при / -> :

/(£/(-> ,Z<“>)c = lim / (£/(/),Z (/))c =

log Л 1 (13.8)
= Jim —1_1 _ l i m - -  X  = ^ ( Z (“ >)c -  f l ( Z H ) cn,

1 ‘Ui Ф=i

где D(Z(“ >)c = lim 4 ; ^ м )сл, = jim 7^r X i o g ^ //.
^ 0°  ̂ ‘ V:/ <7/ 1

Из формулы (13.8) видно, что Z (”=))c зависит как от сред
ней определенности символа входной последовательности канала, 
которая в конечном счете обусловливается свойствами источника, 
так и от потерь определенности в канале при передаче одного сим 
вола, на которые влияют свойства как источника, так и канала.

Ф ормула (13.8) используется для нахождения Z (°°*)c в
случае передачи по Д Д К  последовательности, вырабатываемой 
невырож денным регулярным ДДИ с конечной памятью.

При передаче по Д Д К  последовательности, выдаваемой пери
одическим Д ДИ , и при условии, что / = v j , где v — период исто
чника, 5 — число периодов его работы, формула (13.8) приобре
тает более простой вид:

/(£/<->, Z<“ >)c = -  Е  log N m -  lim — X  log iP ,1?VI, (13.9) 
V m-l “  " V.VC4 :

где Nm — мощ ность выходного алф авита источника при выдаче 
т - го элемента периода (т = 1, 2, ..., v).

В формуле (13.9) было учтено, что D(Z(oo))c = [ (Z(°°))c, и и с
пользована формула (11.17).

П ри работе на Д Д К  невырож денного регулярного ДДИ без 
памяти с выходным алфавитом Z  мощ ности N  формула (13.8) 
может быть записана следующим образом:

/(£/<">, Z<~>)c = log TV — l im - I -  X  log Рц , . (13.10)
IQi 9,=i

Здесь использована формула (11.19).
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При прим енении формул (13 .8)—
(13.10) наибольш ие трудности вы зы 
вает нахождение второго их члена, оп 
ределяющ его средние потери опреде
ленности входного символа, порож 
даемые передачей его по ДДК. В от
дельных случаях эти трудности мож 
но преодолеть исходя из дополнитель
ных соображ ений.

Пример 13.1. Найти среднее количе
ство информации в выходном символе ре
гулярного Д Д К  без пам яти , заданного  
о т о б р а ж е н и е м  у, и з о б р а ж е н н ы м  на  
рис. 13.1, сели передаваемая по нему пос
ледовательность вырабатывается регуляр
ным ДДИ без памяти с алфавитом Zmolu- 
иости /V = Ь + с.

П оскольку на вход канала символы поступают от регулярного ДДИ 
без памяти, то на каждом месте входной последовательности канала может 
стоять любой из /V символов входного алфавита Z. В силу того что пере
дача символов производится по каналу без памяти, т.с. искажение оче
редного символа в канале не зависит от символов, поданных рапсе на 
его вход, а определяется только отображением у, то для любого по ном е
ру передаваемого символа потери определенности будут одинаковы и 
количество информ ации  в выходном символе Z (" ))c может быть
подсчитано по формуле (9.9):

/([/<">,Z w )c = log /V — — Y  log jV . (13.11)
М м

Подставив в равенство (13.11) Nm А/, Nj в соответствии с отображе
нием у (см. рис. 13.1), найдем

/({/<">, 2 w )c = log(6 + c ) - - ^ .  (13-12)
о + I

:Z->U
U

Zi * 
Zi »  

*-

«1
“2
«3

Рис. 13.1. Граф отображения 
у, задающего регулярный 

Д Д К  без памяти

Наряду с формулой (13.8) может быть получена и другая ф ор
мула для вычисления Д ля этого воспользуемся вы 
раж ением (13.5). Во-первых, умножим и разделим Ph стоящ ее под 
знаком  логарифма в первом члене, на произведение PIP2. . .P i -  ь 
во-вторых, прибавим и вычтем из правой части

М  1 Q r

I t£ -1  k * * , ,  •
r=l lUrqr= 1

В результате I (U{I), Z i!))c не изменит своего значения и зап и 
шется так:
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W < ' ) , z w ) c = 1

/ ! . Г Ж 5 108^  +
/-i 1 <?r м  i er

+ X  TTf X  1о§ “  £  TTj" I  b g  Рл?г.
r = 1 ? r = l  r = 1 > \ir  qr = 1

П рименив формулы для логариф ма частного и произведения, 
получим

i { U (lK z (l\  =

= 7 X ]° g ^  ~ у Х IoS Рг +' г=I 1 г=1
М  1 O r /  1 O r

+ Х  7q -  X  >°g -  X  т т г  X  1о§ ^  =
r= l‘ i£/-?, = I г=1 '1/л ?г=|

=  7 [(log Pi -  ~  X  !°g )  +  X  (l°g p r -  7 Г  X  lQg p r , 4 r )  -
‘ V I  ?1=1 r= 2  U r  clr= I

- X d ° g  ^  " 7 Г  X  1о§ ^ .?г )]•
f" —1 У г  qr = I

В формуле (13.13) выражение в первых круглых скобках — это 
относительное количество инф орм ации, содержащееся в первом 
выходном символе канала  о первом входном:

а д - т г Х 1̂ , / .  ,). (13.14)
? , = 1

Выражения во вторых и третьих круглых скобках — это относи
тельное количество инф орм ации в выходной последовательности 
канала длины  г о входной последовательности той же длины:

' ° s P r ~ h ° & P r * = t ( V ‘' \ Z " ) .  (13.15)
U r  qr = 1

П ерепиш ем  вы раж ение (13.13) с учетом ф ормул (13.14) и 
(13.15):

I ( U " \Z V > )C =

= )  [1(иъ Z ,) + £  / ( t f  М, Z<'>) - X  , Z<'>)] = (13.16)
* r~1  /- =  I

1 7
= ~ { I  (£7j, Z j) + X  U ( U {r\ Z ^ ) - l ( l f ( r- ' > , Z ^ ) ] } .

1 r~2
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Разность I (U (r), Z w) -  I ( U ir~ !), Z {r~ °) в формуле (13.16) пред
ставляет собой относительное количество инф орм ации /(£/„ Z,), 
содержащ ееся в r-м  выходном символе канала о г-м входном:

I(U<r\ Z lr)) - I ( U < r- l\ Z < r- l)) = I {Ur, Z r ). (13.17)

Зам енив разности относительны х количеств инф орм ации  в 
формуле (13.16) в соответствии с равенством (13.17), будем иметь

l { U « K Z « \ = - y , l ( U r , Z r). (13.18)
'  Г=1

Полученное соотнош ение показывает, что среднее относитель
ное количество инф орм ации, которое содержит один символ вы 
ходной последовательности длины  / Д Д К  об одном входном, чис
ленно равно среднему арифметическому относительных количеств 
инф орм ации во всех ее элементах.

Если в формуле (13.8) I ( U {I\  Z (,))c заменить в соответствии с 
(13.18), то получим

/(£/(->, Z(~>)c = lim / (( /(/>, Z (,))c = l i m H / ( t f r , Z r ). (13.19)
/-><» /->~ / "

И спользование формулы (13.19) предлагает знание I(Ur, Zr).
П ередача последовательности , вы рабаты ваем ой некоторы м 

источником , может производиться по любому каналу, поэтому 
возможны все ком бинации источников с каналами.

В общ ем случае потери инф орм ации при передаче одного сим 
вола по Д ДК характеризует средняя определенность Z)(Z(“ *)(.„, вхо
дящ ая в формулу (13.8). Действительно, количество инф орм ации, 
которое содержится в одном входном символе канала /(Z*1”'^  = 
= D ( Z <'°°'>)C. Количество инф орм ации, заклю ченное в одном выход
ном символе канала, определяется формулой (13.8). Количество 
инф орм ации /(Z (TC))cn, теряемое в канале при передаче одного 
символа за счет его искаж ений, естественно определить как раз
ность количеств инф орм ации в символе на входе и выходе канала:

/ ( Z M ) c.n = /(Z<~>)c -  /(tf<->,z<->)c =
= D ( Z ^ ) c - D ( Z ^ ) c + D ( Z ^ ) CM = D ( Z ^ ) cn.

Таким образом, среднее количество инф орм ации, теряемое в 
канале при передаче одного символа [см. формулу (13.20)], чис
ленно равно теряемой при этом средней определенности.

Введем понятие максимального среднего количества инф ор
мации, которое может содержать выходной символ ДДК.

В общ ем случае множество Z (“ ) входных последовательностей 
канала является подмнож еством декартова произведения входных
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алфавитов канала, т.е. с  Z]X Z2X... Образуем все возможные 
непустые подмножества Z {°°) этого декартова произведения. М ак
симальным средним количеством инф орм ации в выходном сим 
воле Д Д К  7(£/(~ ), Z (“ ))cmax назовем  м акси м ал ьн о е  зн ач ен и е  

Z (-°°))c, найденное по всем возможным подмножествам Z (“ ’ 
декартова произведения Z Ix Z 2x. . . ,  т.е.

/(t/<” \Z < -> )cmax = max /(tf<~\Z<~>)c . (13.21)
Z < ~ ) c Z | x Z 2 x...

Н ахождение всех возмож ны х подм нож еств Z <°°) в формуле 
(13.21) часто представляет собой сложную задачу.

Введенные понятия позволяю т перейти непосредственно к ус
тановлению  важнейш ей характеристики Д Д К  — скорости переда
чи информации.

13.2. Скорость передачи информации 
по детерминированному дискретному каналу

П усть на вход Д Д К  с выхода Д Д И  или кодера поступает 
некоторая достаточно дли н н ая  последовательность  сим волов 
Zpf  = (Zit . . .Zj,)  €  Z (/), где Z ^ —  множество входных последователь
ностей Д Д К  длины 1,р,=  1,2,  ..., P i = \ Z (,)\. Пусть также множество 
Z (/) обладает следующим свойством: при / -> оо  ̂ со  В общем 
случае разные символы последовательности z (̂  могут иметь раз
ную длительность.

В результате передачи последовательности z ^  = ( Z j r - - Zi l )  по ДДК 
на его выходе появляется последовательность и^' = (uj{ ...ujl) е U u>, 
где С/(/) — множество выходных последовательностей Д Д К  той же 
длины  /, q, = 1, 2, ..., Q, = \U(%  П оскольку Д Д К  — эго канал с 
детерминированны ми искаж ениями, то появление одной и той 
же последовательности на его выходе может вызываться н е
сколькими различны ми последовательностями на его входе 
(данное утверждение может быть справедливо н е(для всех и{J ) ).

Будем считать, что длительность t w последовательности и{,) равна
ч ‘

длительности t а) последовательности z (p \  ее вызвавш ей.
гл _

О бозначим через t т средню ю  длительность входной последо

вательности длины / Д ДК. Тогда

1 Р'
fz<'» = Т 1  /г,/)’

Ч  р,= 1 й

а средняя длительность символа в этой последовательности 
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V '  = ,Jr  = 7 p b y  (13-22)
'  l 4  P , = 1 л

Среднюю длительность символа на входе канала Тс определим 
как предел JV) с учетом формулы (13.22) при / —> :

F= = 1/im 7b - i v > -  (13.23)‘П Pl=i й

Знание устанавливаемого по формуле (13.23), и среднего 
относительного количества инф орм ации содержа
щегося в выходном символе Д Д К  о входном, позволяет найти 
среднее количество инф орм ации , получаемое на выходе канала в 
1 с, или скорость передачи информации по Д Д К  [21].

Если скорость передачи информации по Д Д К  обозначить У:ШК, то

_ /(tf<“ \Z < “>)c _
УДДК -  ~

‘с (13.24)
= = D (Z W ), -  Z>(Z«~>),„,

4 4

где fl(Z <“ )) 1 — определенность последовательности, поступающей

на вход канала в течение 1 с, D (Z (“ ))1 = ^ ; /)(/?°‘“))1д — по- 

тери определенности последовательности в канале в течение 1 с,

D (Z <“>),„ =
4

Из выражения (13.24) видно, что скорость передачи инф орм а
ции по Д Д К  зависит от свойств как входных последовательно
стей, так и самого канала. Она равна определенности входной п о
следовательности, появляю щ ейся на выходе канала за 1 с.

П ри передаче по Д Д К  последовательностей, вырабатываемых 
невырож денным регулярным Д Д И  с конечной памятью , пери
одическим Д ДИ  и невырож денным регулярным Д ДИ  без памяти 

в выраж ении (13.24) определяется соответственно 
по формулам (13.8) — (13.10).

Наряду с рассмотренны м возможен и другой способ нахожде
ния скорости передачи инф орм ации по Д ДК. Обозначим через Z T 
множество входных последовательностей канала, имеющих доста
точно большую, но одинаковую  длительность Т, а через Р т — 
мощ ность этого множества. К ак и в первом способе, будем счи
тать, что при Т  —> Р т —> <*> и что разные символы последова
тельностей множества Z r  могут иметь разную длительность.
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Пусть р т — номер последовательности  z Pr е Z T (рт = 1,2,..., 
Рт -  |Z 7-|) ■ В результате передачи последовательности z Pl. по Д Д К

на его выходе появляется последовательность uqr е UT (где UT — 
множество выходных последовательностей Д Д К  длительности Т; 
q T = 1, 2, ..., Q j  — lt/7]; Р т> Q T) с тем же числом символов, что и 
у z P r - П оскольку рассматривается канал с детерм инированны ми 
искаж ениями, то появление одной и той же последовательности 
uqr на его выходе может вызываться несколькими различны ми 
последовательностями z Pr на его входе (данное утверждение м о
жет быть справедливо не для всех q T = 1, 2, ..., Q,).

Обозначим через I(Ur, Z 7) среднее относительное количество 
инф орм ации, содержащ ееся в выходной последовательности дли
тельности Т канала о входной. Для больш инства каналов I(UT, Z 7) 
растет с увеличением Т. Рассмотрим отнош ение I (UT, Z-^/T.  Оно 
показывает, какое количество инф ормации появляется в среднем 
на выходе канала в каждую секунду интервала Т. Предел, к кото
рому стремится указанное отнош ение при Т  —> «,, даю щ ий сред
нее количество информации, получаемое на выходе канала в 1 с, 
является скоростью передачи информации по ДДК. Таким образом,

T(Ut , Z t )
Падк = l im ----- • ( 13-25)

7 /

В соответствии с общей мерой относительного количества ин
формации, содержащегося в элементе конечного множества (см. 
подразд. 9.3),

I ( U T, Z r ) = D ( Z r ) -  D ( Z T)n, (13.26)

где D(Z-,) — определенность последовательности множества Z T 
входных последовательностей канала; Z)(Z7)„ — средние потери 
определенности последовательности множества Z T в канале. 

Подставив выражение (13.26) в формулу (13.25), получим

Уддк = Ш  = D(Z<“>), -  Z?(Z<~>),„, (13.27)

где D{ZS00̂ )j — определенность последовательности, поступающей

на вход канала в течение 1 с, D ( Z (m)){ = lim P ^ ~ - \ D { Z {" ))\n —
Т

потери определенности последовательности в канале в течение 

l c ,  D ( Z ^ ) U, =

Обозначим через / число символов в последовательности zPr. 
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Тогда

1т = ~ 1 ‘рг (13-28)
ГТ pr= 1

является средним числом символов во входной последовательно
сти канала. Разделив длительность Т последовательности на сред
нее число символов в ней [см. формулу (13.28)], получим

' с г = Г . (13.29)1Т

т.е . среднюю длительность символа. Величину Тс = l im /ёт- называ-
т—

ют средней длительностью входного символа канала.
Подставив Т  из формулы (13.29) в соотнош ение (13.27) и ис

пользуя формулу (13.8), получим

v _ И т  D ( Z T) - D ( Z T)n _

сТТ (13.30)
= i |Z )(Z < “>)c -  D ( Z ^ ) cn] = i I ( U ^ , Z ^ ) C,

где D (Z i°°))c — средняя определенность одного входного символа

канала, D ( Z M )C = lim ; D ( Z i°°))n — средние потери опреде-
г->~ 1Т

ленности  в канале при передаче одного символа, Z)(Z(~))C„ =

Т —>о= l j

Величина 1 /  7С представляет собой среднее число символов, пе
редаваемых по каналу в 1 с. Если определенность исчисляется в би
тах, то скорость передачи информации измеряется в бодах (бит/с).

13.3. Пропускная способность 
детерминированного дискретного канала

К ак видно из формулы (13.30), при неизменной скорости пе
редачи символов 1 / 4  скорость передачи инф орм ации по Д ДК 
зависит от количества инф орм ации / ( [ / (“ \  Z (m))c в его выходном 
символе. В свою очередь, Z (tc))c зависит от множества Z (°°)
входных последовательностей канала. М аксимальное значение ско
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рости передачи СддК, найденное по всем возможным подм нож е
ствам Z (“ ( декартова произведения Z , x Z 2x. . .  (где Zb Z2, ... — 
входные алфавиты канала при передаче по нему 1, 2 ,... сим во
лов),

Сддк = шах УддК = max [Z)(Z(“ , )1 -  D (Z (“>),„] =Z< >cZ|XZiX... Z(
1 1 (13.31)

= 1 /(!/<->,Z<">) cmax= f  , max [0(Z<“>)C -  D(Z<~>)J
fc tc Z'""'cZ,xZ:x...

называют пропускной способностью Д Д К  [21]. Пропускная способ
ность представляет собой предельно достижимую в канале скорость 
передачи информации при его неизменных характеристиках.

Т ак  как J- D ( Z <"))с в формуле (13.30) — это количество неиска-
С̂

ж е н н о й  и н ф о р м а ц и и ,  п о даваем о е в 1 с на вход к ан ал а , а 

^  D ( Z {°°))„ — количество инф орм ации, которое искажается и те-
С̂

ряется в канале за то же время, то пропускную  способность кана
ла можно трактовать как максимальное количество неискаженной 
инф орм ации, которое может быть передано по дискретному ка
налу с детерм инированны ми искаж ениями в 1 с. Такая трактовка 
пропускной способности позволяет сделать следующий вывод: если 
инф орм ация на входе Д Д К  представлена в безызбыточной ф ор
ме, то вся она не может быть получена на его выходе, так как за 
счет искаж ения отдельных символов в канале определенная часть 
ее будет потеряна. У меньш ение потерь инф орм ации в Д Д К  пред
полагает избыточную форму представления инф орм ации на его 
входе, получить которую позволяет помехоустойчивое кодирова
ние.

13.4. Помехоустойчивое кодирование 
последовательности элементов 

детерминированного дискретного источника

Пусть произвольны й невырож денный Д Д И  с производитель
ностью #ддИ (см. подразд. 11.3) за достаточно больш ое время Т  
выдает последовательность хкт е Х т, где Х т— множество выход
ных последовательностей Д Д И  длительности Т; к т — 1, 2, ..., N T = 
= \Хт\. Пусть также последовательность хк подается на вход коде
ра, который осущ ествляет ее помехоустойчивое кодирование ко
дом в алфавите Z. В результате этого на выходе кодера появляется 
последовательность zk/ е Z f , где Z'r — множество выходных пос
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ледовательностей кодера длительности Т\ к т= 1, 2, N T = \Z'T \. 
Пусть, наконец, последовательность передается по регуляр
ному Д Д К  с пропускной способностью  ^дцк. Передача этой пос
ледовательности по каналу приводит к появлению  на его выходе 
последовательности uqr е UT (где UT~  множество выходных пос
ледовательностей Д Д К  длительности Т\ q T = 1, 2, ..., Q T = \UT \) с 
тем же числом символов, что и у zkr ■

Для такой схемы передачи справедлива следующая теорема [19], 
приводимая без доказательства.

Теорема (основная теорема помехоустойчивого кодирования для 
Д ДК ). Если производительность Д Д И  #ддИ< С д д К, где СддК — про
пускная способность Д Д К , то существует такой способ кодирова
ния, при котором вся инф орм ация, выдаваемая источником, бу
дет передана по каналу со сколь угодно малыми потерями.

Если £дд и > СддК, то существует такой способ кодирования, 
при котором потери инф орм ации, выдаваемой источником , бу
дут меньш е £дди -  Сддк + е> гДе е сколь угодно мало.

Не существует способа кодирования, при котором потери и н 
ф орм ации, выдаваемой источником , меньш е #ддИ -  Сддк..

Контрольные вопросы

1. Как определяется количество информ ации  в выходном символе де
терминированного  дискретного канала в комбинаторной теории?

2. Чем характеризуются потери инф орм ации  при передаче одного 
символа по детерминированному дискретному каналу?

3. Какие существуют способы нахождения скорости передачи и н ф ор
мации по детерминированному дискретному каналу?

4. Как определяется пропускная способность детерминированного 
дискретного каната в комбинаторной теории информации?

5. Какое действие позволяет уменьшить потери информации в детер
минированном дискретном канате?

6. Что утверждается в основной теореме помехоустойчивого кодиро
вания для детерминированного дискретного канала?
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