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Занятие № 1. МНОГОШАГОВЫЕ ИГРЫ С ПОЛНОЙ
ИНФОРМАЦИЕЙ

1.1. ВВЕДЕНИЕ

В большинстве игровых задач поиск оптимального поведения уча-
стников конфликта путем однократного выбора чистых стратегий как
элементов пространств больших размерностей или функциональных
пространств не является эффективным. В частности, это касается конф-
ликтов, протекающих в течение некоторого времени, а не мгновенно. Так,
в «шахматах» существует решение в классе чистых стратегий, однако
этот результат невозможно получить, исследуя матричную игру (МИ).

По этой причине математические модели конфликтов динамичес-
кого характера исследуются в теории позиционных игр [1]. Игры в раз-
вернутой форме (позиционные игры) сводятся к обычным МИ.
Они представляют собой выбор альтернатив или ходов на конечных дре-
вовидных графах. Для их определения потребуются элементарные све-
дения из теории графов [2].

Пусть X – некоторое конечное множество (рис. 1.1).

X
f(x)

x
x

x

x

FA
F

:
02

Рис. 1.1

Определение 1.1. Правило f, ставящее в соответствие каждому эле-
менту Xx элемент Xxf , называется однозначным отображе-е-
нием X в X.

Определение 1.2. Многозначное отображение F множества X в X –
это правило, которое каждому элементу Xx ставит в соответствие
некоторое подмножество XFx (не исключается возможность xF ).
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Замечание 1.1. В дальнейшем под термином «отображение» будем
понимать «многозначное отображение».

Пусть F – отображение X в X, а XA  (рис. 1.2).

1
xF

z

x

1A 21 AAAFx2A

1FA 2FA

3
xF

4
xF

21
2 FAFAFAFx

5
xF

0x

Рис. 1.2

Определение 1.3. Под образом множества А будем понимать
множество

.
Ax

xFFA

По определению полагаем F .
Утверждение 1.1. Для niXAi ,1, , справедливоо

.,
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Определение 1.4. Если задано отображение xF , то 2
xF  – это образ

образа xF , т. е.

....,,, 1232 n
x

n
xxxxx FFFFFFFFF

Определение 1.5. Отображение F  множества X в X называется
транзитивным замыканием отображения F, если

......2 k
xxxx FFFxF

Определение 1.6. Отображение 1F , обратное отображению
F, определяется как прообраз yF :

,:1 xFyF yx

т. е. это множество всех точек y, образ которых содержит точку x. Анало-

гично определению отображения k
xF определяется отображение 

k
xF 1 :

,1121
xx FFF

....,,
111121131 k

x
k
xxx FFFFFF

Утверждение 1.2. Имеет место равенство n
x

n
x FF 1 .

Определение 1.7. Граф Г – это пара FX , , где X  – конечное мно-
жество точек; F  – точечно-множественное отображение, определенноее
на X , которое некоторой точке Xx  ставит в соответствие подмноже-е-
ство XFx .

Пример 1.1 (рис. 1.3). Здесь ;,,
631 xxx FFF ;,, 3122

xxxFx
.;, 462 54

xFxxF xx

x2

x1

x3

x7

x6

x5

x4

Рис. 1.3

Определение 1.8. Каждый элемент множества X называется вер-
шиной или узлом графа, а пара элементов yx, , где xFy , – дугой графа.

Замечание 1.2. Дуги являются ориентированными объектами,
т. е. имеют направление, начало и конец.

Определение 1.9. Две дуги называются смежными, если они раз-
личны и имеют общую точку.
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Замечание 1.3. Множество дуг в графе будем обозначать Р. Зада-
ние множества дуг в графе FX ,Г определяет отображение F и на-
оборот, поэтому граф Г можно также записывать в виде РX ,Г .

Определение 1.10. Ребром графа РX ,Г называется множествоо
из двух элементов Xyx, , для которых или Pyx, , или Pxy, .

Замечание 1.4. В отличие от дуги для ребра ориентация роли
не играет. Множество ребер будем обозначать Р.

Определение 1.11. Путем в графе FX ,Г называется последо-
вательность дуг, или ребер ...,...,,, 21 kpppp , или вершин

1
,,...,, 21 ixik Fxxxx  такая, что конец каждой предыдущей дуги совпа-

дает с началом следующей.
Определение 1.12. Длина пути kpppp ...,,, 21 есть число

kpl  дуг последовательности; в случае бесконечного пути р полага-
ем pl .

Определение 1.13. Под цепью будем понимать последовательность
ребер ...,...,,, 21 kppp , в которой у каждого ребра kp одна из граничных
вершин является также граничной для 1kp , а другая – граничной для 1kp .

Определение 1.14. Цикл – это конечная цепь, начинающаяся в не-
которой вершине и оканчивающаяся в той же вершине (см. рис. 1.1), т. е.
для последовательности kxxx ...,,, 21  выполняются условия 1ixi Fxi
и 1xF

kx .
Определение 1.15. Граф называется связным, если любые две его

вершины можно соединить цепью, т. е. это граф, множество узлов Х ко-
торого нельзя разбить на два множества ZY : YFYy y ,

ZFZz z .
Определение 1.16. Дерево, или древовидный граф – это конечный

связный граф без циклов, имеющий не менее двух вершин, т. е. для лю-
бого пути kxxx ...,,,1  в графе выполняется 1ixi Fx  для всех х ki ,2
и  kxF .      

При построении многошаговой игры будем использовать в каче-
стве модели древовидные графы, поэтому приведем здесь некоторые из
их свойств.

Утверждение 1.3. Во всяком древовидном графе существует един-

ственная вершина 0x : XFx0
ˆ .

Определение 1.17. Вершина Xx0  называется корнем дереваа или
начальной вершиной графаГ, если она: 1) не имеет прообраза; 2) Xx

:k
k

xFx 1
0 , т. е. 0x  принадлежит прообразу у k-й степени точки x.

Определение 1.18. Длина дерева – это длина наибольшего пути в
древовидном графе.

Определение 1.19. Прообраз 1
xF вершины Xx  – это множе-е-

ство таких вершин y, что x  принадлежит образу этих вершин, т. е.
yx FxyF :1 .

Пример 1.2. Так, из рис. 1.3 следует, что 74
1 ,

6
xxFx .

Утверждение 1.4. Для любой вершины x древовидного графа Г

существует 0
1: xFxn

xn
, где 0x  не зависит от т x, т. е. для любого x

существует обратное отображение, которое за n раз приведет в 0x .
Замечание 1.5. Для любого Xx  прообраз 1

xF  либо содержит
единственный элемент, либо является . Это условие исключает нали-
чие циклов.

Замечание 1.6. В древовидном графе каждая вершина имеет един-
ственный прообраз, кроме 0x , которая не имеет прообраза.

Замечание 1.7. В случае, если граф является конечным, обязатель-
но существует вершина x: xF  (см. рис. 1.1).      

На рис. 1.2 изображен древовидный граф с началом 0x . Точками
Xx  отмечены вершины графа. Дуги графа изображены отрезками со

стрелкой, определяющей начало и конец дуги.
Пример 1.3. С помощью древовидного графа можно изобразить

игру в шашки или шахматы, если под вершиной графа понимать распо-
ложение фигур на доске в данный момент, указание хода и все последо-
вательные расположения фигур на предыдущих ходах. Тогда существует
единственная цепь, ведущая из начальной вершины в любую заданную,
поэтому соответствующий граф игры не содержит циклов и является
деревом.      

Пусть Xz .
Определение 1.20. Подграфом zГ  древовидного графа FX ,Г

называется граф вида zz FX , , где zz FX ˆ , a zxz XFxF .       
На рис. 1.2 линией обведен подграф, берущий начало из вершины z.

В древовидном графе для всех zXx множество xF и множество о xFz
совпадают, т. е. отображение zF  является сужением отображения F
на множество zX , поэтому для подграфов древовидного графа будем ис-
пользовать обозначение FX zz ,Г .
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1.2. ИГРЫ n ЛИЦ С ПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ (ПИ)
НА ДРЕВОВИДНЫХ КОНЕЧНЫХ ГРАФАХ

Пусть задан древовидный граф FX ,Г . На этом графе задано
разбиение множества вершин X на подмножества 11 ,...,,...,, nni XXXX :

1

1

n

i
i XX , где ,lk XX lk , т. е. никакие из подмножеств попар-

но не пересекаются и xF  для 1nXx .
Определение 1.21. Множество iX , ni ,1 , называется множе-е-

ством очередности игрока i.
Определение 1.22. Множество 11 ,: nxn XxFX , называ-

ется множеством окончательных позиций.      
На множестве окончательных позиций 1nX  задана последователь-

ность п вещественных функций 11 ,...,,...,, nni XxxHxHxH .
Определение 1.23. Функция ,xHi ni 1 , называется выигры-

шем i-ro игрока в позиции или в вершине x.      
Введем понятие альтернативы. Пусть существует вершина x

и xi Fy , ki ,1  (рис. 1.4).
Утверждение 1.5. Исходящие из x дуги можно перенумеровать по

часовой стрелке единственным образом.
Определение 1.24. Номера дуг, исходящих из вершины x, называ-

ются альтернативами в этой вершине.       

x

y1

y2
y3

Рис. 1.4

Пусть задано множество nN ,,2,1 игроков. Игра начинает-
ся из начальной позиции 0x  каким-либо игроком 1i : 10 iXx . Будем счи-чи-
тать, что игра не окончательна, иначе не имеет смысла.

Тогда в вершине 0x  игрок 1i  выбирает вершину 01 xFx . Если
21 iXx , то в вершине 1x  «ходит» игрок 2i  и выбирает следующую вер-ер-

шину 12 xFx , и т. д. Таким образом, если на k-м шаге реализована вер-
шина (позиция) kik Xx 1 , то в ней «ходит» игрок ki и выбирает следу-
ющую позицию из множества 1kxF .

Выбор игроков осуществляется последовательно, и вся информа-
ция известна, так как предполагаем, что игрок i при совершении выбора
в позиции iXx  знает эту позицию х, а также из-за древовидности гра-
фа Г может восстановить и все предыдущие позиции. Примерами игр
с ПИ являются шахматы и шашки, так как в них игроки могут записы-
вать ходы, а потому можно считать, что они знают предысторию игры
при совершении каждого очередного хода.

Игра прекращается, как только достигается окончательная верши-
на 1nl Xx , т. е. такая, для которой lxF .

В позиции lx каждый игрок i, ni ,1 , получает выигрыш li xH .
Замечание 1.8. Так как граф древовидный, то путь lk xxx ,,,,0 ,

однозначно реализуемый, обязательно приводит к окончательной позиции.
Определение 1.25. Путь Z, исходящий из начальной позиции 0x

и достигающий одной из окончательных позиций игры lx , называется
партией.

Определение 1.26. Под длиной игрыG будем понимать длину наи-

большего пути pll
Pp

maxmax  в графе FX ,Г .      
Введем понятие стратегии, используя понятие альтернативы. Стра-

тегия здесь – это правило, которое предписывает игроку в любой пози-
ции x из множества его очередности Xi однозначный выбор следующей
позиции.

Определение 1.27. Стратегия i-гo игрока – это функция
niXxxu ii 1,, , которая каждой вершине x множества очереднос-

тей игрока i ставит в соответствие номер некоторой альтернативы, воз-
можной в этой вершине x.      

Множество всевозможных стратегий игрока i будем обозначать че-
рез iU .

Определение 1.28. Если каждый из игроков выбрал свои страте-
гии, то упорядоченный набор xuxuxuxu ni ...,,...,,1 , где ii Uu ,
называется ситуацией в игре.

Определение 1.29. Декартово произведение 
n

i
iUU

1
 называется

множеством ситуаций.
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Замечание 1.9. Каждая ситуация ni uuuu ,,,,1  однозначно
определяет путь в древовидном графе, а следовательно, партию в игре
и выигрыши игроков.

Пример 1.4. Пусть  2,1N . Тогда xuxuu 21 , , гдеде
lxxx ,,0 , 1nl Xx . Перенумеруем позиции, входящие в множе-е-

ства очередностей первого игрока двойным индексом 5,1,.1 ii , и вто-
рого – 2,1,.2 jj . Тогда 5.1,,1.11X , 2.2,1.22X .

Перенумеруем дуги, выходящие из каждой вершины, одним индек-
сом. Тогда 5,1,2,1.11 iiu , и 2,1,2,1.22 jju  – стратегии,
которые указывают в каждой позиции множества очередностей номер
дуги, по которой следует двигаться дальше.

Очевидно, что стратегии на множестве очередностей 1X  образуютт
пятимерный вектор: 5,1,.111 iiuxu , а 2,1,.222 jjuxu .
Следовательно, количество стратегий первого игрока 322card 5

1U , вто-
рого – 42card 2

2U . Множество U состоит из 128432  ситуаций u.
Пусть 1,1,1,2,21 xu , 1,22 xu . Стратегия 1,1,1,2,21 xu

предписывает игроку 1 выбор дуги 2 в вершинах 1.1  и 2.1  и дуги 1 – в
вершинах 5.1,4.1,3.1  соответственно. Для игрока 2 стратегия 2 xu

1,2  предписывает выбор дуги 2 в вершине 1.2 , дуги 1 – в вершине 2.2 .
Пусть 1.10x . Тогда согласно стратегии xu1  первый игрок де-

лает выбор 201 xu , т. е. выбирает вершину 2.2  (рис. 1.5). Второй
игрок в этой вершине выбирает 112 xu . Соответственно следующий
шаг принадлежит первому игроку 122 xu .

Построим путь: 1210 ,4.1,2.2,1.1 nl Xxxxx . Следо-
вательно, 1,21,2,1,1,1,2,2 , т. е. 1,2 21 ll xHxH .

Пример 1.5. Имеем двух игроков 2,1N , xuxuu 21 , ,
lxxx ,,0 , 8.1,,1.11X , 7.2,,1.22X .

Стратегии в каждой позиции множества очередностей:
,3,2,11.11u ,3,2,11.22u

,2,12.11u ,3,2,12.22u
,2,13.11u ,2,13.22u

,3,2,14.11u ,2,14.22u
,2,15.11u ,2,15.22u

,3,2,16.11u ,2,16.22u
,2,17.11u ,2,18.11u .4,3,2,17.22u

(1.1) 

(2.2) 
1 2

(1.2) (1.3) (1.4) (1.5)
1 2 1 2 1 2 1 2 

3
5

(2.1)

1 2 1 2

4
5

10
1

1
1

1
2

1
1

0
1

5
0

Рис. 1.5

Следовательно, 8,1,.111 iiuxu , 7,1,.222 jjuxu ,
количество стратегий игрока 1 86432card 35

1U , игрока 2
576432card 124

2U . Множество U состоит из 664497576864
ситуаций u.

Пусть 2,1,3,1,1,1,2,21 xu , 4,2,1,1,1,3,22 xu , где x  – стра-ра-
тегия, которая реализуется в пути. На рис. 1.6 альтернативы этих страте-
гий выделены пунктиром. Тогда путь будет следующим:

,4.2,2.1,1.1 210 xxx ,8.13x 14 ,7.1 nl Xxx , отку-у-
да ситуация 4,3,1,1,1,3,2,2,1,3,1,1,1,2,2  приведет к выигрышу

5,4 21 ll xHxH .
Определение 1.30. Пусть ситуации ni uuuu ,,,,1  соответ-

ствует партия lk xxx ,,,,0 . Введем понятие функции выигрыша iK
игрока i, значение которой в каждой ситуации u равно значению выигры-
ша iH в окончательной позиции соответствующей партии

lk xxx ,,,,0 , т. е.
.,1,...,,...,,1 nixHuuuK linii

Функции niKi ,1, , определены на множестве ситуаций
n

i
iUU

1
.

Определение 1.31. Игрой в нормальной форме G называется
,,, NiiNii KUNG
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где niN ...,,...,,1  – множество игроков; iU  – множество стратегий иг-
рока i; iK  – функция выигрыша игрока i, ni ,1 .      
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Рис. 1.6

Пусть Xz . Рассмотрим подграф FX zz ,Г , с которым свяжемем
подыгру zG . В подыгре zG  определяются множества очередности игро-
ков niXXY zi

z
i ,1, , множество окончательных позиций

zn
z

n XXY 11 , выигрыш i-го игрока niYxxHxH z
ni

z
i ,1,, 1 ,

стратегия i-го игрока .,1,, niXXYxxuxu zi
z

ii
z
i

Множество всех стратегий i-гo игрока в подыгре zG  обозначается
через z

iU . В результате с каждым подграфом zГ  связываем подыгруу
в нормальной форме

,,, z
i

z
iz KUNG

где функции выигрыша z
iK , ni ,1 , определены на декартовом произве-е-

дении 
n

i

z
i

z UU
1

.

Замечание 1.10. В подыгре zG  не обязательно помнить предыду-
щие ходы, которые были сделаны до позиции z, так как подыгра zG  явля-
ется независимой игрой из вершины z.

1.3. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 1

Изобразить на графе, представленном на рис. 1.5, путь lxxx ,,0
и найти выигрыши игроков (прил. 2).
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Занятие № 2. АБСОЛЮТНОЕ РАВНОВЕСИЕ ПО НЭШУ

2.1. АБСОЛЮТНОЕ РАВНОВЕСИЕ ПО НЭШУ

Определение 2.1. Ситуация xuxuxuxu ni ,...,,...,1  называ-
ется равновесной по Нэшу (NE – Nash Equilibrium), если

,,, iiiii UxuNixuxuKxuK

где .,...,,...,1 xuxuxuxuxu nii
Определение 2.2. В игре с нулевой суммой ситуация NE называет-

ся ситуацией равновесия.
Замечание 2.1. В дальнейшем в тексте будет использоваться обо-

значение NE в качестве равновесной ситуации во всех рассматриваемых
играх.       

Для многошаговых игр можно усилить понятие равновесия.
Определение 2.3. Ситуация равновесия называется абсолютно

равновесной, если ее усечение в любой подыгре xG  является ситуацией
равновесия в этой подыгре.

Определение 2.4. Ситуация равновесия по Нэшу **
1

* ...,, nuuu
называется ситуацией абсолютного NE в игре G, если для любого Xz

ситуация 
z

n
zz

uuu **
1

* ...,, , где 
z

iu*  – сужение стратегии *
iu  на по-

дыгру zG , является ситуацией NE в подыгре zG .      
Не все ситуации равновесия обладают этим свойством. Однако имеет

место основная теорема.
Теорема 2.1. В любой многошаговой игре с ПИ на конечном древо-

видном графе существует ситуация абсолютного NE.
Доказательство. Докажем по индукции по длине игры l.
Пусть 1l  (рис. 2.1). Предположим, что iXx  – множеству оче-

редностей i-го игрока. Игрок i  выбирает альтернативу в вершине x
из условия максимизации своего выигрыша yHyH iFyi

x
max . Игроки

получают yHyHyH ni ,,,,1  соответственно. Если i -й игрок от-т-
клонится, он получит меньше, следовательно, он будет действовать со-
гласно стратегии, образующей абсолютное NE.

Предположим теперь, что теорема справедлива для всех игр, таких,
что длина каждой из них не превосходит 1l .

Докажем, что ситуация равновесия существует для игры G длины l.

x 

Рис. 2.1

Так как подыгры skG
kz ,1, , 0xk Fz  (рис. 2.2), имеют длину

не более 1l , то по индукционному предположению теорема спра-
ведлива, следовательно, существует ситуация абсолютного NE

kkk z
n

zz
uuu **

1
* ,..., .

00 iXx < l
szG

2zG1zG
< l

< l

Рис. 2.2

Пусть *
0

*
1

zxui , где *z : 
kk

xk

zz
iFz

zz
i uKuK ****

1
0

1
max .

И пусть в точке *z  ходит игрок 1: iii . Тогда игра G переходит
в подыгру *zG . Но в подыгре *zG  каждый i-й игрок получает выигрыш

*z
iK , соответствующий ситуации NE ** z

u . Поскольку у ** z
iu  – сужение

стратегии *
iu  на множество zi XX , то выигрыш i-го игрока в ситуации

*u  игры G равен выигрышу в ситуации 
** z

u :
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.,,1,

,||||

1

********

iiniUu

uuKuuKuKuK

ii

ii
z

i
z
i

zz
ii

           (2.1)

Аналогично доказывается, если 1ii . Пусть 11 ii Uu  – произволь-
ная стратегия игрока 1i  в игре G. Обозначим 00 1

xuz i . Тогдада

kk

xk

zz
iFz

zz
ii uKuKuK *****

1
0

11
max

.||||
11

0
1

0
1

00
1

***
ii

z
i

z
i

zz
i uuKuuKuK              (2.2)

Утверждение теоремы следует теперь из (2.1), (2.2).
Пример 2.1. Найдем ситуации абсолютного NE в игре G, представ-

ленной на рис. 2.3.
Множество N состоит из двух игроков: 2,1N . В вершинах, обо-

значенных «кружочками», ходит первый игрок, а в «квадратиках» – вто-
рой игрок. Обозначим соответственно через xvxv 21 ,  их выигрыши
в подыгре xG  в некоторой фиксированной ситуации абсолютного равно-
весия.

Сначала решаем подыгры 7,27,16,1 ,, GGG :

.87.2,17.2
,47.1,27.1
,26.1,66.1

21

21

21

vv
vv
vv

Далее решаем подыгры 8,16,25,2 ,, GGG . В подыгре 5,2G  два NE,
поскольку игроку 2 безразлично, какую альтернативу выбрать. Однако
при выборе игроком 2 левой дуги игрок 1 выигрывает +1, а при выборе
игроком 2 второй дуги +6. Если игрок 2 «благожелателен» и выбирает
в позиции (2.5) правую дугу, то

.38.1,28.1
,47.16.2,27.16.2
,26.15.2,66.15.2

21

2211

2211

vv
vvvv
vvvv

Игроку 1 выгодно не дать ход игроку 2, так как в противном случае
игрок 2 выберет стратегии, которые ему принесут 87.22K , но игрок 1
тогда получит либо 17.21K , либо 27.21K .

Далее решаем игры 4.25.13.24.13.1 ,,,, GGGGG . В подыгре 3.1G  два NE,
так как игроку 1 безразлично, какую альтернативу выбрать. Но при вы-
боре игроком 1 левой альтернативы он выигрывает 1, а при выборе пра-
вой выигрывает 10. Если игрок 1 «благожелателен» и выбирает в пози-
ции (1.3) правую альтернативу, то

.54.2,34.2
,63.2,03.2

,46.25.1,26.25.1
,25.24.1,65.24.1

,103.1,53.1

21

21

2211

2211

21

vv
vv

vvvv
vvvv

vv

Игрок 2 знает, что если он выберет левую дугу, то игрок 1 тоже выбе-
рет левую дугу, так как ему не выгодно получить +1 или –2 против 2.

Далее решаем игры 2.22.11.2 ,, GGG :

,54.22.1,34.22.1
,103.11.2,53.11.2

2211

2211

vvvv
vvvv

.62.2,52.2 21 vv
Теперь решаем игру 1.1GG . Здесь

.101.21.1,51.21.1 2211 vvvv
В результате получаем ситуацию абсолютного NE *

2
*
1 ,uu , где

.21,2,2,2,3,1,,12,3,2,2,2,2,1,= *
2

*
1 uu                 (2.3)

В ситуации *
2

*
1 ,uu  игра развивается по пути 10 ,1.2,1.1 xx

12 ,3.1 nl Xxx  и приводит к выигрышу 10,5 . На рис. 2.3 страте-
гии и путь обозначены пунктиром.

В процессе построения было замечено, что стратегии 2,1,* iui ,
«доброжелательны» в том смысле, что игрок i при совершении своего
хода, будучи в равной степени заинтересован в выборе последующих
альтернатив, выбирает ту из них, которая более благоприятна для друго-
го игрока.

В игре G существуют ситуации абсолютного равновесия, в кото-
рых выигрыши игроков будут другими. Для построения таких равнове-
сий достаточно снять условие «доброжелательности» игроков и заменить
его обратным условием «недоброжелательности».
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Рис. 2.3

Обозначим через xvxv 21 ,  выигрыши игроков в подыгре xG  при
использовании игроками «недоброжелательного» равновесия. Тогда имеем

.87.27.2,27.2
,47.17.1,27.17.1
,26.16.1,66.16.1

221

2211

2211

vvv
vvvv
vvvv

Как уже отмечалось, в подыгре 5.2G  два NE. В отличие от предыду-
щего случая предположим, что игрок 2 «недоброжелателен» и выбирает
ту из вершин, в которой при его максимальном выигрыше выигрыш иг-
рока 1 минимален. Тогда

.38.18.1,28.18.1
,47.16.2,27.16.2

,25.2,15.2

2211

2211

21

vvvv
vvvv

vv

Далее ищем решение игр 3.1G , 4.1G , 5.1G , 3.2G , 4.2G . В подыгре 3.1G
два NE. Как и в предыдущем случае, выберем «недоброжелательные»
действия игрока 1. Тогда имеем

.54.24.2,34.24.2
,63.23.2,03.23.2

,46.26.25.1,25.16.25.1
,34.1,24.1

,13.1,53.13.1

2211

2211

122111

21

211

vvvv
vvvv

vvvvvv
vv

vvv

Далее решаем игры 1.2G , 2.1G , 2.2G . Имеем

.52.11.1,32.11.1
,62.22.2,52.22.2

,54.22.1,34.22.1
,45.11.2,25.11.2

2211

2211

2211

2211

vvvv
vvvv

vvvv
vvvv

Таким образом, получена новая ситуация NE

.31,1,2,2,3,3,,12,3,2,1,1,2,2,= *
2

*
1 uu                 (2.4)

На рис. 2.3 стратегии и путь обозначены жирной линией с пункти-
ром. Выигрыши обоих игроков 5,3  в ситуации (2.4) меньше, чем в си-
туации (2.3). Однако ситуация (2.4) так же, как и ситуация (2.3), является
ситуацией абсолютного равновесия.      

Кроме «доброжелательных» и «недоброжелательных» ситуаций
абсолютного NE существует целое семейство промежуточных ситуаций
абсолютного равновесия.

Рассмотрим вопрос о том, когда можно утверждать отсутствие двух
различных ситуаций абсолютного равновесия, отличающихся выигры-
шами игроков.

Теорема 2.2. Пусть выигрыши игроков nixHi ,1, , в игре G та-
ковы, что если существует такой игрок 0i  и такие конечные позиции x, y,
что yHxH ii 00 , тоо yHxH ii  для всех Ni . Тогда в игре G
выигрыши игроков во всех ситуациях абсолютного равновесия совпада-
ют (рис. 2.4).

Доказательство. Докажем по методу индукции по длине игры l.
Пусть 1l  и в единственной позиции x ходит игрок 1i :

xHxH i
Fx

i
x

11
max .
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0i

y x
yH i xH i

Рис. 2.4

Если точка x  единственная, то и вектор выигрышей единствен:
xHxHxH n...,,1 . Если существует такая точка xx , чтоо

xHxH ii 11 , то имеется еще одна ситуация равновесия с выигрыша-
ми xHxHxH n...,,1 . Однако из условия теоремы следует, чтоо
если xHxH ii 11 , то xHxH ii  для всех х Ni .

Пусть )(xvxv i  – вектор выигрышей в ситуациях равновесия
в одношаговой подыгре xG , который, как уже показано, определяется
единственным образом. Покажем, что если для некоторого 0i  выполнено
равенство xvxv ii 00 , ( xx , :  1xx GlGl , рис. 2.5),
то xvxv ii .

x'

x"

vi(x')

vi(x")

Рис. 2.5

Действительно, пусть 1iXx , 2iXx , тогдада
yHxHxv i

Fy
ii

x
111

max ,

yHxHxv i
Fy

ii
x

222
max

и xHxv ii , xHxv ii  для всех х Ni . Но тогда, если

xvxv ii 00 , то xHxH ii 00 . Следовательно, по условию теоре-

мы xHxH ii  для всех Ni . Отсюда xvxv ii  для всех ех Ni .

Предположим теперь, что во всех подыграх xG  с длиной 1kl
(см. рис. 2.2) вектор выигрышей в ситуациях равновесия определяется
единственным образом и если для каких-нибудь двух подыгр xG , xG
с длиной, не превосходящей 1k , xvxv ii 00  для некоторого о 0i ,
то xvxv ii  для всех Ni .

Пусть игра 0xG  имеет длину k и в начальной позиции 0x  ходит иг-
рок 1i . По предположению индукции для всех 0xFz  в игре zG  выигры-
ши в ситуациях NE определяются единственным образом. Пусть вектор
выигрышей в ситуациях NE в игре zG  равен )(zvi . Тогда игрок 1i
в вершине 0x  выбирает следующую вершину 0xFz  из условия

zvzv i
Fz

i
x

1
0

1
max .                                    (2.5)

Если точка z , определяемая (2.5), единственна, то вектор
nizvxv ii ,1,0 , является единственным вектором выигрышей

в ситуациях NE в игре 0xG . Если же существуют две вершины zz, ,
для которых zvzv ii 11 , то по предположению индукции, посколькуу
длины подыгр zG  и zG  не превосходят 1k , из равенства а zvzv ii 11

следует равенство zvzv ii  для всех Ni . Таким образом, и в этомом
случае выигрыши 0xvi , Ni , в ситуациях равновесия определяютсяся
единственным образом.     

2.2. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 2

Найти все ситуации абсолютного NE в игре G, заданной на древовид-
ном графе и представленной на рисунках. В позициях, обозначенных «кру-
жочками», ходит первый игрок, «квадратиками» – второй игрок (прил. 2).
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Занятие № 3. АНТАГОНИЧЕСКИЕ ИГРЫ (АИ) С ПИ.
СТРАТЕГИИ НАКАЗАНИЯ

3.1. АНТАГОНИЧЕСКИЕ ИГРЫ С ПИ

Определение 3.1. Многошаговой АИ с ПИ называется многоша-
говая игра двух лиц с ПИ на древовидном графе FX ,Г

,,,,,2,1 2121 HHUUNG

где xHxH 12  для всех 3Xx ; 3X  – множество окончательных
позиций.

Замечание 3.1. Из условия  xHxH 12  следует, чтоо
211212 ,, uuKuuK  для всех 11 Uu , 22 Uu . Этим свойством обла-ла-

дают и все подыгры zG  игры G.
Определение 3.2. Пара *

2
*
1 , uu , для которой выполняются нера-

венства 2
*
11

*
2

*
11

*
211 ,,, uuKuuKuuK  для всех 11 Uu , 22 Uu , на-

зывается ситуацией NE или седловой точкой, а стратегии, образующие
ситуацию равновесия, оптимальными.

Определение 3.3. Значение функции выигрыша v в ситуации рав-
новесия называется значением игры G.      

Из теоремы 2.1 следует, что в многошаговой АИ с ПИ на конечном
древовидном графе существует ситуация абсолютного равновесия, т. е.
такая ситуация *

2
*
1 , uu , сужение которой на любую подыгру zG  игры G

образует в zG  ситуацию равновесия.
Определение 3.4. Число yv , представляющее собой значение

функции выигрыша в ситуации равновесия подыгры yG , называется зна-
чением подыгры yG .

Утверждение 3.1. Для любой подыгры zG  можно определить
ее значение zv .

Определение 3.5. Значением АИ yv  называется значение функ-
ции выигрыша игрока 1 в ситуации равновесия.

Утверждение 3.2. Значение АИ yv  определяется единственным
образом для всех 1Xy , 2Xy  и является однозначной функцией.

Доказательство. Выведем функциональные уравнения для вычис-
ления функции yv . Из определения yv  следует, чтоо

yyyyyy uuKuuKyv *
2

*
12

*
2

*
11 ,, ,

где 
yy

uu *
2

*
1 ,  – ситуация равновесия в подыгре yG , являющаяся

сужением ситуации абсолютного равновесия *
2

*
1 , uu .

Пусть 1Xy  и yFz . Тогда (рис. 3.1) имеем

zvuuKyv
yy Fz

zzz
Fz

max,max *
2

*
11 .                    (3.1)

3yv

3
2zv

2
1zv

2
2

1
1

1
1

3
3

Рис. 3.1

Для 2Xy  (рис. 3.2) аналогично получаем

.minmax

,max, *
2

*
12

*
2

*
12

zvzv

uuKuuKyv

yy

y

FzFz

zzz
Fz

yyy

          (3.2)

Действительно, если 1Xy , то игрок 1 (максимизирующий) дол-
жен выбрать в точке вершину yFz , для которой значение следующей
подыгры максимально. Если же 2Xy , то игрок 2 (минимизирующий)
должен выбрать позицию yFz , для которой значение следующей по-
дыгры минимально.

Из (3.1), (3.2) и определения 3.5 (рис. 3.3) окончательно имеем
,,max 1Xyzvyv

yFz                                  (3.3)

.,min 2Xyzvyv
yFz                                  (3.4)
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1yv

1
2zv

1
1zv 2

2

1
1

1
1

3
3

Рис. 3.2

2yv

2
1z

v

1
2zv

2
2

1
1

1
1

3
3

Рис. 3.3

Уравнения (3.3), (3.4) решаются при граничном условии

zHzv Xz 13 .                                     (3.5)
Система уравнений (3.3), (3.4) с граничным условием (3.5) позво-

ляет осуществить обратную рекуррентную процедуру нахождения зна-
чения игры и оптимальных стратегий игроков.

Действительно, пусть значения всех подыгр zG  длиной 1kzl
известны и равны zv .

Пусть yG  – некоторая подыгра длины kyl . Тогда если 1Xy ,
то yv  определяется по формуле (3.3), если же 2Xy , то по (3.4).
При этом значения функции zv в формулах (3.3), (3.4) известны, по-

скольку соответствующие подыгры имеют длину не более чем 1k . Эти
же формулы указывают способ построения оптимальных стратегий иг-
роков.

В случае, когда выборы игроков в многошаговой АИ чередуются
(поочередная игра), уравнения (3.3), (3.4) могут быть записаны в виде
одного уравнения. Действительно, рассмотрим подыгру xG  и пусть,
для определенности, 1Xx . Тогда в следующей позиции ходит игрок 2
или эта позиция является окончательной, т. е. 32 XXFx , поэтому
можно записать

,,max 1Xxyvxv
xFy                                (3.6)

.,min 32 XXFyzvyv x
Fz y                       (3.7)

Подставляя (3.7) в (3.6), получаем

.,minmax 1Xxzvxv
yx FzFy

                          (3.8)

Если 2Xx , то аналогично имеем

.maxmin zvxv
yx FzFy                                   (3.9)

Уравнения (3.8), (3.9) эквивалентны и должны рассматриваться с

начальным условием .13
zHzv Xz

3.2. СТРАТЕГИИ НАКАЗАНИЯ

При исследовании многошаговых неантагонистических игр с ПИ
можно выявить множество ситуаций равновесия, сужения которых не
всегда являются ситуациями равновесия во всех подыграх исходной игры.
К числу таких ситуаций равновесия относятся равновесия в стратегиях
наказания.

Пример 3.1. Рассмотрим игру с ПИ на ситуации равновесия
(рис. 3.4).

Здесь 2,,21u  – ситуация абсолютного равновесия, которая
приводит к выигрышу 21uK j  для любого игрока nj ,1 .
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Если хотя бы один из игроков, например игрок i, отклоняется
в процессе игры (возможно, случайно, если играет очень большое коли-
чество игроков), то ситуация 2,2,1,2,,22 iu  уже не является си-
туацией NE, так как juuKiuK j

jj 11||1 222 1,1,1 iij
и 21 12 uKuK jj nj ,1 , 1i .

(1, 1, …, 1)

1 1

1 22 2 3 2

1

n 2 (2, 2, …, 2)

1

(1/n, …, 1/n)

(1/3, 1/3, …, 1/3)

Рис. 3.4

Рассмотрим ситуацию, когда игрок 1 отклоняется от ситуации 2u .
Тогда получаем ситуацию 2,2,1,2,,2,13 iu , 1i . Проверим этуу
ситуацию на равновесность.

;11

2,2,1,2,,2,1,2,,2,11,2,||

;112,2,1,2,,2,2||

;,11

3

33

311
1
331

3

uK

KijuuK

uKiKuuK

njuK

j

ijj
j

j

i

j

11

2,2,1,2,,2,1,2,,2,1,1,||

;112,,2,1,||

3

33

333

uK
KnijuuK

uKKijuuK

j

jij
j

j

jj
j

j

.,1 nj
 Следовательно, ситуация 3u  – NE. Проверим ее на абсолютную

равновесность. Рассмотрим подыгру 3G . Сужение 3u  стратегии 3u
на подыгру 3G  имеет вид 2,,2,1,2,,233 iu . Следовательно,

njiuK j ,113 , т. е. ситуация 3u  не равновесна в подыгре 3G , такак

как при отклонении любого игрока ij ,1  от ситуации 3u  выигрыш каж-
дого игрока nj ,1  увеличится:

.,1

112,,2,1,2,,2,1,2,,2,1||

;,1122,,2,2,2,,2||

;,1

112,,2,1,2,,2,1,2,,21,1||

;,112,,2,1,2,,2

333

333

33

33

nj

iuKiKnijuK

njiuKKijuK
nj

iuKjKijuK

njiKuK

jjijj

jijj

jijjj

ijj

Следовательно, ситуация 3u  – не NE, а потому ситуация 3u  не явля-
ется абсолютным NE.       

Пусть 0xG  – игра  N игроков, а xG  – подыгра игры 0xG : 0xx GG .
Предположим существование обмена информации между игроками.

Как строится стратегия наказания? Игроки договариваются о дей-
ствиях (рис. 3.5): идем вдоль какого-либо пути lzzzxZ ...,,, 100 ,
и если какой-либо игрок j  отклонился на k-м шаге игры, а где отклонил-
ся, известно, так как игра с ПИ, то все играют против j -го игрока, начи-
ная с 1k -го шага (рис. 3.6).

Для того чтобы построить игру против j -го игрока, с каждой иг-
рой 0xG  свяжем N  вспомогательных АИ таких, что графы игр

000
,,,1

x
n
xx GGG  и множества их стратегий в них совпадают:

.

0

0
11

n
y

n
x

yx

GG

GG

Произвольная АИ j
xG

0
 строится как игра двух игроков j  и jN \ .

Множество очередностей игрока  j : jX , а игрока а jN \ :

jNi
ijN XX

\
\ . Найдем ситуации NE в j

xG
0

. Выигрыш игрока а j : 0x
jK ,

игрока 0:\ x
jKjN . Значение j

xv
0

 АИ и значения j
yv  ее подыгр показы-

вают, какой минимальный проигрыш может себе гарантировать игрок
jN \  в каждой позиции пути Z независимо от поведения игрока j
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и какой гарантированный выигрыш может получить в соответствующей
позиции сам игрок j .

В то же время игроку j  выгодно отклоняться, если он в конце пути Z,
от которого отклонился, получит выигрыш меньше, чем при отклонении
(см. рис. 3.5).

0z

3z

y

2z
jXz1

Рис. 3.5

Дадим строгое определение стратегии наказания в случае неанта-
гонистической игры двух лиц

.,,, 2121 KKUUG

С игрой G свяжем две вспомогательные АИ 1G  и 2G .
Игра 1G  – это АИ, построенная на основе игры G, в которой игрок

2 играет против игрока 1, т. е. 12 KK  (см. рис. 3.8).
Это означает, что игрок 1, отклоняясь от договора, выбирает пути,

приносящие ему максимальный доход 1v , а игрок 2, защищаясь, мини-
мизирует свои убытки и выбирает пути в АИ 1G , которые гарантируютт
ему минимальный проигрыш 1v , что бы ни делал игрок 1.

В то же время, минимизируя свои убытки, игрок 2 минимизирует
выигрыш до 1v  и игроку 1. Таким образом, игрок 2 играет против игрока 1.

Игра 2G  – это АИ, построенная на основе игры G, в которой игрок
1 играет против игрока 2, т. е. 21 KK  (см. рис. 3.9).

Рассуждения здесь аналогичные. Игрок 2 выбирает пути, принося-
щие ему максимальный доход 2v , а игрок 1, защищаясь, минимизирует
свои убытки и выбирает пути в АИ 2G , которые, гарантируют ему мини-
мальный проигрыш 2v , что бы ни делал игрок 2.

В то же время, минимизируя свои убытки, игрок 1 минимизирует вы-
игрыш до 2v  и игроку 2. Таким образом, игрок 1 играет против игрока 2.

Обозначим:
*
21

*
11, uu  и *

22
*
12, uu  – ситуации абсолютного равновесия в АИ

1G  и 2G  соответственно, где первый индекс указывает номер игрока,а,
а второй – номер АИ;

yG1 , yG2  – подыгры игр 1G , 2G ;

yyy uuKyv *
21

*
1111 , , 

yyy uuKyv *
22

*
1222 ,  – значения

подыгр yG1 , yG2 , где ситуации 
yy

uu *
21

*
11 ,  и 

yy
uu *

22
*
12 ,  являютсятся

равновесными в подыграх yG1 , yG2  соответственно.
Пусть lzzzxZ ,...,, 100  – путь, реализуемый по договоруу

в ситуации 21
~,~ uu .

zk+1

y

X1 zk

Рис. 3.6

Определение 3.6. Стратегия 1
~u  называется стратегией игрокаа

1 наказания игрока 2, если

11
~

kk zzu  для 1XZzk ,                        (3.10)

yuyu *
121

~  для ZyXy ,1 , т. е. в вершинах 1XZzk  стратегия
предусматривает выбор игрока 1 согласно стратегии  по договору, а во
всех остальных вершинах игрок 1 действует согласно стратегии (3.10),
которая соответствует ситуации равновесия NE в подыгре 2G  и гаранти-
рует ему минимальный проигрыш, а игроку 2 – минимальный выигрыш
в случае, если игрок 2 отклонится от стратегии (3.10).
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Определение 3.7. Стратегия 2
~u  называется стратегией 1 нака-

зания игрока 2, если

12
~

kk zzu  для 2XZzk ,                          (3.11)1)

yuyu *
212

~  для ZyXy ,2 .
Рассуждения относительно этого определения аналогичны рассуж-

дениям относительно определения 3.6, если заменить игрока 1 на игрока
2, а игру 2G  заменить на игру 1G .

Замечание 3.2. Если в вершине Zzk  игрок 1 отклоняется, но да-
лее в пути, по которому он решил идти, не существует вершины

11,,: ny XFXyZyy , то игрок 1 гарантированно проиграет, так как
все остальные игроки начинают играть против него, чтобы наказать
за то, что он отклонился.      

Доказать!
Теорема 3.1. Пусть 21

~,~ uu  – ситуация в стратегиях наказания.
Для равновесности ситуации 21

~,~ uu  достаточно, чтобы для всехх
1,0 lk  выполнялись неравенстваа

,~,~
,~,~

2212

1211

k

k

zvuuK
zvuuK

                             (3.12)

где lzzz ...,,, 10  – путь, реализовавшийся в ситуации 21
~,~ uu .

Доказательство. Пусть один из игроков, например игрок 1, исполь-
зует стратегию 1u , отличную от стратегии наказания 1

~u , для
1XZzk . Из определения наказывающей стратегии 2

~u  следует,,
что игрок 2 проиграет не больше значения подыгры kzv1 , а игрок 1
в АИ 1G  выиграет не больше, чем значение подыгры kzv1 :

11211
~, XZzzvuuK kk .                   (3.13)

Аналогично, если игрок 2 использует стратегию 2u , отличную
от стратегии наказания 2

~u  для 2XZzk , то из определения нака-а-
зывающей стратегии 1

~u  следует, что игрок 1 проиграет не больше зна-
чения подыгры kzv2 , а игрок 2 в АИ 2G  выиграет не больше, чем зна-
чение подыгры kzv2 :

22212 ,~ XZzzvuuK kk .              (3.14)

Теперь предположим, что неравенства (3.12) имеют место. Дока-
жем, что 21

~,~ uu  – NE. По определению NE

,,~~,~
,~,~,~

212212

211211

uuKuuK
uuKuuK

но kzvuuK 1211
~,~ , а 12111

~, XZzuuKzv kk

и kzvuuK 2212
~,~ , а 22122 ,~ XZzuuKzv kk .

Следовательно, определение NE выполняется и ситуация 1 ,~u
2

~, u  – NE.      
Теорема 3.2. В игре G всегда существует ситуация равновесия

в стратегиях наказания, при этом выигрыши в этой ситуации равны
2,1,, *

22
*
11 iuuKi , где *

11u  и *
22u  – оптимальные стратегии иг-

роков 1 и 2 в АИ 1G  и 2G  соответственно.
Доказательство. Пусть *

11u  и *
22u  – оптимальные стратегии

игроков 1 и 2 в АИ 1G  и 2G  соответственно и lzzzZ ...,,, 10  – путь,
соответствующий ситуации *

22
*
11 , uu . Пусть стратегии наказания

1
~~u  и 2

~~u  таковы, что о kk zuzu *
111

~~  для 1XZzk
и kk zuzu *

222
~~  для 2XZzk . Докажем, что ситуация 21

~~,~~ uu
образует ситуацию NE в стратегиях наказания. Из оптимальности стра-
тегий *

11u  и *
22u  в играх 1G  и 2G  соответственно следуют неравен-ен-

ства

,1,0,,~~,~~
,,~~,~~

2
*
22

*
112212

1
*
22

*
111211

lkzvuuKuuK

zvuuKuuK

k

k
      (3.15)

что согласно теореме 3.1 является достаточным условием NE. 
Пример 3.2. Рассмотрим игру G (рис. 3.7) : 2,1N , ситуация

22,2,1,1,*
1u , 11,*

2u  абсолютно равновесна в игре G,

8, *
2

*
11 uuH , 2, *

2
*
12 uuH . Рассмотрим ситуацию 21,2,1,2,1u ,

22,2u . В этой ситуации выигрыши игроков равны соответственно
10 и 1, т. е. игрок 1 получает больше, чем в ситуации *

2
*
1 , uu , поэтому

ситуация 21, uu  является равновесной в игре G. Но она не является аб-
солютно равновесной, так как сужение ситуации 21, uu  в подыграх 2.2G
и 4.1G  не является NE.

Действительно, в подыгре 4.1G  сужение стратегии 1u  диктует игро-
ку 1 выбор левой дуги, не оптимальной для него в позиции 1.4.1 Эта формулировка подразумевает «стратегию игрока 2 наказания игрока 1».
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Этот выбор является «наказанием» игроку 2, если он отклонится от
желательного для игрока 1 выбора дуги 2 в позиции 2.2. Однако наказы-
вающий игрок 1 при этом и сам потеряет в выигрыше 5 единиц.

1.2

3.1 4.12.1 5.1

1 2 1 1 2 1 2

1 2 1 2

1.1

2.2

2
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3
1

2
3

1
5

0
0

8
5

5
8

1
10

1 2

Рис. 3.7

Для того чтобы построить стратегии наказания, нам потребуется
АИ 1G  (рис. 3.8) – игра против игрока 1, т. е. игрок 1 отклонился. Здесь
два NE:

1) 22,2,1,1,*
11u , 12,*

21u ;

2) 22,2,1,2,*
11u , 12,*

21u .

8
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1
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3
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1 1 1 1

1 1

2 2 2 2

2 2

21.1

2.1 3.1 4.1 5.1

1.2 2.2

5
5

8
8

1

Рис. 3.8

Найдем значения подыгр:

10,5.1
5.1*

21
5.1*

11
5.1

11 uuKv ,

54.11v , 53.11v , 82.11v ,

5,1.1
1.1*

21
1.1*

11
1.1

11 uuKv .

В АИ 2G  (рис. 3.9) – игре против игрока 2, т. е. игрок 2 отклонился,
одно NE, где 21,2,1,2,*

12u , 21,*
22u .
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Рис. 3.9

Значения подыгр 2G :

.1,2.2,21.2
2.2*

22
2.2*

12
2.2

222 uuKvv

Схема построения стратегий наказания

1. Построить ситуацию *
22

*
11, uu .

2. Выбрать путь Z, вдоль которого будем играть.
3. Построить ситуацию *

21
*
12, uu . Это же решение можно получить,

если решать все подыгры основной игры, двигаясь из множества окон-
чательных позиций к начальной вершине таким образом, чтобы мини-
мизировать выигрыш оппонента и максимизировать свой выигрыш.
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4. Найти стратегии наказания:
игрока 1 1

~u  – игрок 1 играет вдоль пути Z, наказывая одновре-
менно игрока 2, если тот отклонился;

игрока 2 2
~u  – игрок 2 играет вдоль пути Z, наказывая одновре-

менно игрока 1, если тот отклонился.
5. Проверить, является ли ситуация 21

~,~ uu  NE.
В нашем примере стратегии *

22
*
11, uu  дают два оптимальных пути.

Рассмотрим один из них: 5.1,2.2,1.10xZ . Решим подыгры
в стратегиях наказания (рис. 3.10).
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Рис. 3.10

Тогда, по определениям 3.6 и 3.7, 21,2,1,2,~
1u , 22,~

2u .
Проверим, является ли ситуация 21

~,~ uu  NE.
Если игрок 1 отклонится в позиции 51. , то 15.11u , следо-

вательно, 105.18~, 1211 vuuK .
Если игрок 2 отклонится в позиции 22. , то 12.22u ,

следовательно, 12.20,~
2212 vuuK .

Если игрок 1 отклонится в позиции 11. , то 11.11u ,
следовательно, 51.15~, 1211 vuuK .

Таким образом, ситуация, образуемая стратегиями 21,2,1,2,~
1u

22,~
2u , является NE.      

Пример 3.3. Решим игру G (см. рис. 2.3) в стратегиях наказания.
Построим АИ 1G  и 2G  (рис. 3.11 и 3.12).
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Рис. 3.11

.21.1,22.1,53.1,24.1
,25.1,66.1,27.1,28.1

1111

1111

vvvv
vvvv

Здесь оптимальные стратегии *
22

*
11, uu  дают два пути. Рассмотрим

один из них: 7.1,6.2,5.1,1.2,1.1Z . Решим подыгры в страте-
гиях наказания (рис. 3.13).

Тогда 12,2,2,2,1,2,1,~
1u , 31,1,1,2,3,3,~

2u . Проверим, явля-
ется ли ситуация 21

~,~ uu  NE.
Если отклонение происходит в позиции:

71. , тоо 17.11u , 27.11~, 1211 vuuK ;
62. , тоо 26.22u , 46.25,~

2212 vuuK ;
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Рис. 3.13

51. , тоо 15.11u , 25.11~, 1211 vuuK ;

12. , тоо 41.2
2,~,2
1,~,1

1.2 2
212

212
2 v

uuK
uuK

u ;

11. , тоо 21.1
5~,,3
2~,,2

1.1 1
211

211
1 v

uuK
uuK

u .

Таким образом, ситуация 21
~,~ uu  NE.

Рассмотрим теперь в тех же стратегиях наказания (рис. 3.14) дру-
гой путь: 4.2,2.1,1.1Z .
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Рис. 3.14

Тогда 12,2,2,2,1,2,2,~
1u , 31,1,2,2,3,2,~

2u . Проверим, являетсяся

ли ситуация 21
~,~ uu  NE.

Если отклонение происходит в позиции:
42. , тоо 14.22u , 54.23,~

2212 vuuK ;
21. , тоо 12.11u , 22.10~, 1211 vuuK ;
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11. , тоо 21.1
5~,,3

1~,,1
1.1 1

211

211
1 v

uuK
uuK

u .

Таким образом, ситуация 21
~,~ uu  NE.      

Теорема 3.3. Пусть lk xxx ,...,,...,0  – некоторый путь в игре 0xG , игра
i
xk

G ni ,1 , lk ,0  – АИ, где игрок i играет против всех, х, k
i xv  – ее

значение.
Пусть li xH  – выигрыш i-го игрока в окончательной позиции lx .

Тогда, если имеет место k
i

li xvxH , 1,0 lk , то существуетет
ситуация NE, в которой реализуется путь lk xxx ,...,,...,0  с выигрышем

li xH .

Доказательство. Построим NE. Обозначим путь lxxZ ,...,0 .
Мы должны построить стратегии во всех позициях игры 0xG . Сначала
построим стратегию пути Z . Игрок i движется вдоль пути Z , следова-а-
тельно, Zyui , iXZy , ni ,1 .

Пусть теперь Zy , iXy  (рис. 3.15). Тогда для любой точки y на
дереве существует наиболее близкий прообраз этой точки, который

принадлежит пути Z , т. е. m : Z
m

y
1 , где де m  – min.

iXy

kXŷ

Рис. 3.15

Следовательно, существует точка ZyXy k
m

y ˆ,ˆ 1 , в ŷ
ходит k-й игрок. Следовательно, игрок k нарушил соглашение, и его
стратегия yuyu kk ˆˆ .

Если ki , то i -й игрок играет в игру у k
yG ˆ  в составе группы игроков

kN \  и его стратегия yui . Если ki , то, как он играет, не имеет зна-
чения.

Докажем, что nuuu ,..,1  – ситуация NE, т. е. выигрыш
lii xHuK i .

Рассмотрим ситуацию ii uuK || . Если i-й игрок отклонился
в той позиции, куда он никогда не попадет, то его отклонение не играет
никакой роли.

Если он отклонился от пути Z и первая позиции, где имеет место
отклонение, Zŷ : yuyu ii ˆˆ , то рассмотрим подыгру у yG ˆ1 , где
происходит отклонение (если игрок отклонился, то он рассчитывает
на больший выигрыш), но максимальная величина, которую i игрок может
гарантировать себе в этой позиции, yvi ˆ . Следовательно,

yvuuK iii ˆ|| , но, если lii xHyv ˆ , а uKxH ili
(выигрыш в конце пути, реализуемого в стратегиях u ),
то uKuuK iii || , ч. т. д.      

Если существует траектория Z: 1k
i

k
i xvxv 1,0 lk , Ni ,

то в этой игре выполняются условия теоремы 3.3. Эти неравенства
означают, что выигрыши не убывают, следовательно, lik

i xHxv 1 .
Если такой путь существует, то это NE.

Теорема 3.4. В любой конечной игре с ПИ всегда существует путь,
вдоль которого гарантированные выигрыши не убывают, т. е.

ixvxv k
i

k
i

1 , а значит, существует ситуация NE.

Доказательство. Рассмотрим игру 0xG  и АИ i
xG

0
, где все игроки,

кроме i, играют против i -го игрока.

Обозначим через 0~ x
iu  оптимальную стратегию i -го игрока в АИ

i
xG

0
. Строим ситуацию }{ 00

2
0

1
~,,~,~~ x

n
xx uuuu , т. е. каждый играет

так, как если бы все играли против него.
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Пусть li xxxZ ~,,~
00  – траектория, которая реализуется в АИ

i
xG

0
. Здесь 0

~xvi  – гарантированный выигрыш i -го игрока в позиции
0

~x . Сделаем один шаг в ситуации, когда все играют против i -го игрока,а,
тогда выигрыш увеличится: 10

~~ xvxv ii .

Таким образом, 1
~~

k
i

k
i xvxv ik Zx .      

Замечание 3.3. Ситуаций NE очень много, все исходы, которые
превосходят исход u~ , будут NE.

Замечание 3.4. Смысл стратегий наказания заключается в том, что
игрок заставляет противника придерживаться определенного пути в игре,
используя постоянную угрозу переключения на стратегию, оптимальную
в АИ против него. Стратегии наказания не следует считать очень «хоро-
шими», поскольку, наказывая партнера, игрок может еще сильнее нака-
зать себя самого.

3.3. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 3

Найти ситуации NE в стратегиях наказания в играх из самостоя-
тельной работы № 2.

Занятие № 4. КООПЕРАТИВНЫЕ ИГРЫ

4.1. ВВЕДЕНИЕ

Пусть nN ,...,1  – множество всех игроков. Рассмотрим бескоа-
лиционную игру с ненулевой суммой NiiNii HXNG ,, , в кото-
рой условия игры допускают совместные действия игроков и перерасп-
ределение выигрыша, а вклад различных игроков в игру может быть оце-
нен единой шкалой (трансферабельные выигрыши).

В кооперативной теории игр n лиц исследуются условия, при ко-
торых объединение игроков в максимальную коалицию (в коалицию,
состоящую из всех игроков) с целью получения максимального суммар-
ного выигрыша приведет к наилучшим результатам, а отдельные игроки
не будут иметь желания создавать меньшие группировки или действо-
вать индивидуально.

При этом нас будет интересовать не столько, как коалиция игроков
добивается своего суммарного выигрыша, сколько, как он будет распре-
делен между членами коалиции (кооперативный подход), поэтому коопе-
ративная теория является нормативной, а не стратегической теорией.

Определение 4.1. Любое непустое подмножество NS  называ-
ется коалицией.

Введем понятие характеристической функции игры. Предположим,
что n игроков перед началом игры знают или догадываются о способе
поведения, который максимизирует сумму их выигрышей:

.,,,,max 1
1

1
1,,1

NvxxHxxH n

n

i
in

n

i
i

xx n

Определение 4.2. Характеристической функцией игры n лиц бу-
дем называть вещественную функцию v, определенную на коалициях

NS , при этом для любых непересекающихся коалиций
NSSSS 2121 ,,  выполняется неравенствоо

.0,2121 vSSvSvSv                        (4.1)
Свойство (4.1) называется свойством супераддитивности.
Определение 4.3. Под кооперативной игрой будем понимать пару

vN , , где v  – характеристическая функция, удовлетворяющая неравен-
ству (4.1).      

Характеристическая функция Sv  интерпретируется как гаранти-
рованный выигрыш коалиции S , определяемый леммой 4.1, при усло-
вии, что коалиция  действует независимо от остальных игроков.
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Совместные действия игроков коалиции S (обозначим ее игроком 1)
означают, что множество стратегий коалиции  S  – это всевозможные ком-
бинации стратегий игроков коалиции S , т. е. это элементы декартова про-
изведения:

.
Si

iS XX

Выигрыш коалиции S  есть сумма выигрышей игроков из S:
,

Si
iS xHxH

где nN xxxXx ...,,, 1  – ситуация в игре G .
Если (в худшем для коалиции S  случае) оставшиеся игроки из SN \

объединились в коллективного игрока 2 с интересом, диаметрально про-
тивоположным коалиции S , и с множеством стратегий 

SNi
iSN XX

\
\ ,

то выигрыш игрока 2 в ситуации х равен – xH S .
Тогда наибольшим гарантированным выигрышем коалиции S

является наибольший гарантированный выигрыш коалиции S в АИ
SSNSS HXXG ,, \ .

Таким образом, в игре SG  коалиция S  выбирает свою стратегию
SS Xx . Если игра конечна, то для любого S  существует NE в смешан-

ных стратегиях.
Утверждение 4.1. В смешанном расширении SSNSS HXXG ,, \

игры SG  гарантированный выигрыш Sv  коалиции S может разве лишь
увеличиться по сравнению с выигрышем в игре SG .

Замечание 4.1. В дальнейшем будем рассматривать смешанное рас-
ширение игры SG .     

Покажем, что функция Sv  является характеристической функци-
ей бескоалиционной игры. Для этого достаточно показать, что функция

Sv  супераддитивна, т. е.

,2121 SvSvSSv 21 SS .

Лемма 4.1 (о супераддитивности). Для бескоалиционной игры
NiiNii HXNG ,, построим функцию

,,,minmax \
\

NSxxHSv SNSS
xx SNS

(4.2)

где SSNSSSNSNSS HXXGXxXx ,,;, \\\  – смешанное расши-

рение АИ SG . Тогда для всех NSS 21, , для которых 21 SS , име-
ет место неравенство (4.1).

Доказательство. Найдем 21 SSv . Теорема об условии существо-
вания NE в чистых стратегиях vv  может быть сформулирована дос-
ловно для смешанной стратегии. В смешанных стратегиях ситуация рав-
новесия всегда существует, а значение игры

i j
jiij

xyi j
jiijyx

v
IIIIII

maxminminmax

и именно максминная и минимаксная стратегии образуют ситуацию рав-
новесия в смешанных стратегиях:

...,,min,,minmax

,,,,minmax

,...,minmax

2
1

211
1

2121

minmin

1 2
11

2121

21
1

21\21
21

Si
ni

SSN\XxSi
ni

SSN\XxSSXx

Si Si
nini

SSN\XxSSXx

SSi
ni

SSNXxSSXx

x...xHx...xH

x...xHx...xH

xxHSSv

Поясним последнее неравенство. Игроки коалиции 21 SSN\
выбирают такие стратегии, при которых суммы выигрышей игроков

коалиций 1S  и 2S  соответственно, т. е. 
1Si

i xH  и 
2Si

i xH , минимальны,

где nxxx ,...,1 . А так как минимум по множеству будет не больше

минимума по его подмножеству, т. е. xfxf
N\SSSN\ XxXx 121

minmin

и xfxf
N\SSSN\ XxXx 221

minmin , то справедливо продолжение

неравенства:
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2
1

221
1

11

2
1

21
1

121

,,minmax,,minmax

,,min,,minmax...

Si
ni

N\SXxSXxSi
ni

N\SXxSXx

Si
ni

N\SXxSi
ni

N\SXxSSXx

x...xHx...xH

x...xHx...xH

,21 SvSv
где ix  – смешанная стратегия игрока i .

Заметим, что для каждой бескоалиционной игры, построенной

выше, 0v . Действительно, по определению, 
i

i xHxH ,

но последняя сумма не содержит слагаемых, откуда xH  тождес-
твенно равно нулю, поэтому и 0v .

Замечание 4.2. Если значение игры существует, то минимакс супер-

макс может не являться супераддитивным.   
Определение 4.4. Бескоалиционная игра

NiiNii HXNG ,,
называется игрой с постоянной суммой, если

.const
Ni

iN
Ni

i XXxcxH

Лемма 4.2. Пусть G – бескоалиционная игра с постоянной суммой,
функция NSSv , , определена, как в лемме 4.1, а игры NSGS , ,
имеют значения в смешанных стратегиях. Тогда

.,\ NSSNvSvNv
Доказательство. Из определения игры с постоянной суммой

получаем, что cHxHNv
Ni

i
Ni

i  для всех ситуаций 

в смешанных стратегиях. С другой стороны,

,\,supinf

,infsup,infsup

\
\

\
\\

\

\\

SNi
SNSiv

SNi
SNSi

Si
SNSi

v

SNvcvHc

vHcvHSv

SSN

SNSSNS

что и требовалось доказать.       

4.2. ДОМИНИРОВАНИЕ ДЕЛЕЖЕЙ

Из супераддитивности v получаем, что для любых непересекаю-
щихся коалиций NSS k,...,1

.
1

k

i
i NvSv

Отсюда, в частности, следует, что не существует такого разбиения
множества N на коалиции, чтобы суммарный гарантированный выигрыш
этих коалиций превышал максимальный выигрыш всех игроков Nv .

Возникает проблема «оптимального» дележа: как разделить Nv ?
Основная задача кооперативной теории игр п лиц заключается в постро-
ении реализуемых принципов оптимального распределения максималь-
ного суммарного выигрыша Nv  между игроками.

Определение 4.5. Вектор n,,1  называется дележомм в
кооперативной игре, если выполняются следующие условия:

1)  ;Nv
Ni

i                                                                      (4.3)

2)  ,,1, Niivi                                                             (4.4)
где iv  – значение характеристической функции для одноэлементной
коалиции iS .      

Условие (4.3), называемое условием коллективной рациональности
(КР) или оптимальности по Парето, означает, что вектор  является
допустимым и все участники этой игры получат в сумме максимально

возможный выигрыш, так как в случае 
Ni

i Nv  существует

распределение , при котором каждый игрок Ni  получит больше, чем

его доля i , если же 
Ni

i Nv , то о игроки из N делят между собой

нереализуемый выигрыш, поэтому вектор  неосуществим.
Условие (4.4) называется условием индивидуальной рационально-

сти (ИР) и означает, что ни один игрок не согласится получить меньше,
чем то, что он может обеспечить себе сам, независимо от действий дру-
гих игроков, т. е. в коалиции каждый игрок получит, по меньшей мере,
столько, сколько он мог бы получить, действуя самостоятельно.
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Утверждение 4.2. Для того чтобы вектор n,...,1  был деле-
жом в кооперативной игре vN , , необходимо и достаточно выполнение

,, Niiv ii  причем
.,,0

NiNi
ii ivNvNi

Доказать!
Определение 4.6. Игра vN ,  называется существенной, если

.Nviv
Ni

В любой существенной игре с более чем одним игроком множество
дележей бесконечно. Этот случай интересен, так как можно искать ком-
промисс среди множества дележей.

Определение 4.7. Игра vN ,  называется несущественной, если
n

i
ivNv

1
.        

Здесь имеется единственный дележ ., Niivi
Определение 4.8 [3]. Игрок i называется болваном, если

,NSSviSv
т. е. если он вносит нулевой вклад в любую коалицию, в которую входит.
При этом игрок i ничего не получает и сам, т. е. 0iv .

Утверждение 4.3.
n

i
ivNv

1
.

Доказать!
Определение 4.9. Будем говорить, что 

S
, т. е. дележ 

доминирует дележ  по коалиции S , если выполняются следующие
условия:

1) ;, Siii

2) .Sv
Si

i

Первое условие означает, что дележ  лучше, чем дележ , для
всех членов коалиции S, так как все игроки получат бóльший выигрыш
от дележа .

Второе условие означает, что этот дележ может быть гарантирован
коалицией S.

Определение 4.10. Будем говорить, что , т. е. дележ 
доминирует дележ , если существует коалиция S , по которой 
доминирует .      

Доминирование невозможно по одноэлементной коалиции
и множеству всех игроков N. Действительно, из 

i
 следовало бы

ivii , что противоречит условию ИР. А из 
N

 следовало бы,

что Niii , и поэтому Nv
Ni

i
Ni

i , что противоречит

условию КР.

4.3. С-ЯДРО

К сожалению, может существовать следующее отношение домини-
рования:  может доминировать  по одной коалиции,  может домини-
ровать  по другой коалиции, но .

Введем понятие недоминируемого дележа. Так как если игроки
в кооперативной игре vN ,  пришли к такому соглашению о распределе-
нии выигрыша всей коалиции N (дележу *), при котором ни один из
дележей не доминирует *, тоо такое распределение устойчиво в том смыс-
ле, что ни одной из коалиций S невыгодно отделиться от других игроков
и распределить между членами коалиции выигрыш Sv .

Определение 4.11. Множество недоминируемых дележей называ-
ется С-ядром.      

Множество дележей может быть , не существовать, а если оно
существует и игра существенная, то оно может содержать бесконечное
множество дележей. Нужно выделить «лучшие» дележи. Ни одна коали-
ция не имеет претензий к недоминируемому дележу. Какой дележ из ядра
ни взять, не найдется коалиция S, которая аргументированно сможет пред-
ложить своим участникам бóльший выигрыш.

Замечание 4.3. Введем обозначение vC  для C-ядра кооператив-
ной игры vN , . Ниже в тексте в качестве обозначения C-ядра будем ис-
пользовать просто C.

Теорема 4.1. Для того чтобы дележ C
,NSSv

Si
i                                   (4.5)
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где C – C-ядро кооперативной игры vN , .      

Количество всех подмножеств множества N равно 12N , поэтому
количество неравенств (4.5) такое же.

Доказательство. Обозначим ядро через С.
Необходимость. Пусть ,,...,1 Cn  но не выполняется (4.5).

Следовательно, существует хотя бы одна коалиция SvS
Si

i: , т. е.

можно найти дележ , который будет доминировать .
Действительно, построим дележ :

,
\

SvNvSv
S Ni 

i
Si 

i ,

т. е. к каждому из i  добавим число , где 
Si

iSv
S ||
1

. Тогдада

ii  для Si . По определению дележа должно выполняться

ivi , но i  для коалиции SN \  должно быть минимальным,
так как получено в процессе игры коалиции S  против коалиции SN \ .
Поэтому для SNi \  имеем ivi , а следовательно,

.
\

–
iv

SN

ivS vNv
iv S N\i 

i

Из-за супераддитивности функции 
S N\i 

ivS vNv

получаем, что ivi,0 .

Покажем, что  не зависит от i:

SN\iS N\i SN\iSN\iS N\i 
i ivSvNviviv

,SvNv
что дает нам два свойства:

1)
SNi

i
Si

i
Ni

i
\

;NvSvNv
S

Sv
S Si

i

Si
i

2) Siivii , по предположению.

Следовательно, мы нашли 
S

, что противоречит недомини-
руемости дележа .

Достаточность. Пусть выполняется условие (4.5), но C , т. е.
существует дележ . Тогда 

S
, следовательно:

1) ;, Siii

2)
Si

i Sv , но это противоречит (4.5), так как

SvSv
Si

i
Si

i , следовательно, все дележи из (4.5)

недоминирующие.     
Минимальным требованием для получения согласия игроков выб-

рать вектор  является его ИР, т. е. условие Niivi , . Пусть иг-
роки договариваются о выборе конкретного дележа .

Против выбора дележа может возражать некоторая коалиция S, тре-
бующая для себя более выгодного распределения, угрожая в противном
случае нарушить общую кооперацию по достижению дохода Nv . Пред-
положим, что все остальные игроки SN \  реагируют на угрозу объеди-
ненными действиями против коалиции S. Тогда максимальный гаранти-
рованный доход коалиции S оценивается числом Sv .

Существование стабилизирующей угрозы со стороны коалиции
SN \  в адрес коалиции S обеспечивается условием (4.5), поэтому С-яд-

ром игры vN ,  является множество устойчивых, в смысле коалицион-
ных угроз, распределений максимального суммарного дохода Nv .
Следствие 4.1. С-ядро является замкнутым выпуклым подмножеством
множества всех дележей.      

Таким образом, С-ядро представляет собой множественный прин-
цип оптимальности, хотя и один из основных в кооперативной теории.
Всегда остается открытым вопрос, какой все-таки дележ С-ядра необхо-
димо выбрать из множества в конкретном случае. С-ядро может оказать-
ся также пустым.
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Пример 4.1. Рассмотрим игру «джаз-оркестр». Директор клуба
обещает 100 у. е. певцу (1), пианисту (2) и ударнику (3) за совместное
выступление. Дуэт певца и пианиста он оценивает в 80 у. е., ударника
и пианиста – в 65 у. е. и одного пианиста – в 30 у. е. Другие дуэты и солисты
не рассматриваются, поскольку присутствие фортепиано директор клуба
считает обязательным. Дуэт певец – ударник зарабатывает 50 у. е., а певец –
в среднем 20 у. е. за вечер. Ударник один ничего не может заработать.

Таким образом, имеем кооперативную игру vN , , где 3,2,1N ,

1003,2,1v , 503,1v , 201v , 802,1v ,  653,2v ,  302v ,
03v .
Какое распределение максимального общего дохода следует

признать разумным?
Вектор 321 ,,  в игре «джаз-оркестр» принадлежит С-ядруу

тогда и только тогда, когда

.50,65,80
,100

,0,30,20

313221

321

321

              (4.6)

Известно, что КР обеспечивается условием Nv
Ni

i . Разобьем

сумму на два слагаемых согласно имеющимся коалициям
Nv

SNi
i

Si
i

\
. Из теоремы 4.1 следует, что для того, чтобы дележ

 принадлежал С-ядру, необходимо и достаточно выполнение неравенств
Sv

Si
i . Тогда SvNvNv

Si
i

SNi
i

\
. Отсюда следует,,

что система неравенств

132231321 ,, ccс
равносильна системе неравенств

.,, 112233 cNvcNvcNv

Тогда систему (4.6) можно переписать в виде

.020,3050,2035
,100

321

321

Построим решение геометрически (рис. 4.1).
Правая крайняя точка параллелепипеда имеет координаты (20; 50;

35) и сумма координат 100105355020 . Следовательно, существу-
ет сечение параллелепипеда плоскостью треугольника:

.;50;35,20;50;,20;;35 3
3

1
2

2
1

α2

α3

α1

20

50

35

Рис. 4.1

В сумме координаты должны быть равны 100 , следовательно,
найдем, что .15,30,45 312  Таким образом, С-ядро – этоо
множество, являющееся выпуклой оболочкой следующих трех дележей:

20;50;30,15;50;35,20;45;35 . Выигрыш всех игроков опреде-
ляется с точностью до 5 у. е.

Типичным представителем ядра является центр (среднеарифме-
тическое крайних точек) С-ядра, а именно: 3,18;3,48;3,33* . Для
дележа *  характерно, что все двухэлементные коалиции имеютт
одинаковый дополнительный доход: 6,1, jivji . Дележ *

является «справедливым» компромиссом внутри С-ядра.     

4.4. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 4

Найти С-ядро и его центр в кооперативных играх vN ,  трех лиц
(см. прил. 2).
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Занятие № 5. ДРУГИЕ ПРИНЦИПЫ ОПТИМАЛЬНОСТИ.
НМ-РЕШЕНИЕ И ВЕКТОР ШЕПЛИ

5.1. ИГРА В 10 -РЕДУЦИРОВАННОЙ ФОРМЕ

Определение 5.1. Игра vN ,  называется игрой в 10 -
редуцированной форме, если для всех  Ni  выполняется

.1,0 Nviv
Теорема 5.1. Каждая существенная кооперативная игра эквивален-

тна некоторой игре в 10 -редуцированной форме.
Доказательство. Пусть ,

Si
icSkvSv

где .;01

Ni

i

Ni
ivNv

ivc
ivNv

k   Тогда

.

Ni

Si
ivNv

ivSv
Sv                                   (5.1)

Следовательно, 1,0 Nviv , ч. т. д.
Из теоремы следует, что существует 10 -нормализация, соответ-

ствующая функции v .
Определение 5.2. Дележом в игре в 10 -редуцированной фор-

ме называется любой вектор n,...,1 , компоненты которогоо
удовлетворяют условиям

,1,,0
Ni

ii Ni

т. е. дележи можно рассматривать как точки 1n -мерного симплекса,

порожденного ортами ,,1,0...,,0,1,0...,,0 njjj  пространства nR .
Утверждение 5.1. Для того чтобы С-ядро было не пусто в игре трех

лиц в 10 -редуцированной форме, где ,3,2,)3,1(,2,1 123 cvcvcv
,3,1,10 ici  необходимо и достаточно выполнение условия

.2321 ccc                                         (5.2)

Доказательство. Необходимость. Пусть ,C  но .2321 ccc
На основании теоремы 4.1, чтобы C , необходимо и достаточно вы-
полнение следующих неравенств:

132231321 ,, ccс
или

.1,1,1 112233 ccc                       (5.3)
Складываем неравенства (5.3), получаем

.3 321321 ccc
Поскольку ,1321  то следует выполнение неравенства (5.2), чтоо
противоречит предположению.

Достаточность. С другой стороны, пусть ,C  но выполняется
неравенство (5.2), тогда существуют такие неотрицательные 321 ,, ,

что .3,1,1,2)(
3

1
icс

i
iiii

Пусть .3,1,1 ic iii  Числа i  удовлетворяют неравенствамам

(5.3), следовательно, дележ C321 ,, , откуда верно, что ,C
ч. т. д.   

Геометрической интерпретацией дележей в рассматриваемой
игре является D АВС: ,1321 ,0i 3,1i  (рис. 5.1).

3

B (0, 0, 1)

2

1

C (1, 0, 0) 

A (0, 1, 0)
a1

a2
a3

0

Рис. 5.1
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Непустое С-ядро представляет собой пересечение множества деле-
жей (D АВС) и выпуклого многогранника (параллелепипеда)

.3,1,10 iсii  На рис. 5.1 через 3,1, ii  обозначены прямые,
образованные пересечением плоскостей

ii c1                                            (5.4)
и 1321 . Точка пересечения двух прямых i  и j  принадлежит

D АВС, если k-я jkik ,  координата этой точки неотрицательная,
в противном случае она находится за пределами D АВС (рис. 5.2, 5.3).

Таким образом, С-ядро имеет вид треугольника, если совместное
решение любой пары уравнений (5.4) и уравнения 1321  со-
стоит из неотрицательных чисел. Это требование выполняется при

.1,1,1 323121 cccccc                      (5.5)

B (0, 0, 1) 

3

2

1

A (0, 1, 0) C (1, 0, 0) 

B (0, 0, 1)

3

2

1

C (1, 0, 0) A (0, 1, 0) 

Рис. 5.2                                                                 Рис. 5.3

В зависимости от разных случаев (а всего их может быть восемь)
С-ядро будет приобретать тот или иной вид. Например, если не выполня-
ется одно из трех неравенств (5.5), то С-ядро оказывается шестиугольни-
ком (см. рис. 5.3).

Для общей игры трех лиц можно доказать аналогичное утверждение.
Утверждение 5.2. С-ядро имеет вид треугольника, если выполня-

ются условия
.,, 132231321 vNvccvNvccvNvcc       (5.6)

5.2. НМ-РЕШЕНИЕ

Хотя элементы С-ядра и не доминируются никакими другими деле-
жами, нельзя утверждать, что для любого наперед заданного дележа 
найдется в С-ядре дележ доминирующий .

Определение 5.3. Подмножество дележей М называется НМ-ре-
шением (решением Ноймана – Моргенштерна), если никакие два де-
лежа внутри множества М не доминируют друг друга, а любой дележ вне –
доминируем дележом из множества М, т. е.:

1) 
,

векторы

21 M
 справедливо 1221 , ;

2) .:MM 
Определение 5.4. Подмножество дележей М кооперативной игры

vN ,  называется НМ-решениемм, если выполняются следующие усло-
вия:

1) из  следует, что либо M , либо M  (внутренняя ус-
тойчивость);

2) для любого M M , что о 
(внешняя устойчивость).     

В случае, если С-ядро не пусто и НМ-решение существует
(рис. 5.4), соотношение С-ядра и НМ-решения выражается следующим
далее утверждением.

Утверждение 5.3. НМ-решение содержит С-ядро.

НМ

C

Рис. 5.4
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Доказательство. Предположим противное, т. е. что ,СM C
:: MM , но  не доминируем, так как C .

Замечание 5.1. НМ-решение, как и С-ядро, является множествен-
ным принципом оптимальности. Так как НМ-решение содержит С-ядро,
то предполагается, что оно не пустое. Однако можно построить игру из
10 лиц: .          

Задача. Построить игру из 10 лиц, чтобы для нее НМ-решение
было пустое.

Теорема 5.2. Если для характеристической функции игры vN ,
в 10 -редуцированной форме nN  выполняются неравенстваа

,
1

1 NS
Sn

Sv                              (5.7)

где S  – число игроков в коалиции S, то С-ядро этой игры не пустоее
и является ее НМ-решением.

Замечание 5.2. Обратное неверно. Это достаточное условие, но не
необходимое. Если условие (5.7) выполняется, то C  и HMC . Если
(5.7) не выполняется, то:

1) если C , то HM ;
2) если C , то С-ядро не является НМ-решением.
Доказать!
Определение 5.5. Игра vN ,  в 10 -редуцированной форме на-

зывается простой, если для любых SvNS  принимает лишь одно из
двух значений: 0 или 1.

Определение 5.6. Кооперативная игра называется простой, если
проста ее 10 -редуцированная форма.

Пример 5.1. Рассмотрим простую игру трех лиц в 10 -редуци-
рованной форме, в которой коалиция, состоящая из двух и трех игроков,
выигрывает 1Sv , а коалиция, включающая только одного игрока,
проигрывает 0iv . Для этой игры рассмотрим три дележа:

,2/1;2/1;0,2/1;0;2/1,0;2/1;2/1 231312    (5.8)
не доминирующих друг друга. Кроме того, любой другой дележ домини-
руется одним из этих дележей ij . Проверим этот факт..

Рассмотрим произвольный дележ 321 ;; . Так как игра
в 10 -редуцированной форме, то 0i  и 1321 , следова-а-

тельно, не может быть более двух компонент вектора : 21i . Если
их действительно две, то каждая из них равна 21 , в то время как третья

равна нулю. Но это означает, что  совпадает с одним из ij . Если жее

ij , то он имеет не более одной компоненты, например i  и j ,

где ji , не меньшей, чем 21 . Но в этом случае ij . Таким образом,ом,
три дележа (5.8) образуют НМ-решение. Но это не единственное НМ-
решение.

Пусть 210,c . Проверим, что множествоо

cacacaL c 10,1,,3

также является НМ-решением. Действительно, в это множество входят
дележи, при которых игрок 3 получает постоянную с, а игроки 1 и 2 де-
лят остаток во всевозможных пропорциях.

Внутренняя устойчивость следует из того, что для любых дележей
 и  из этого множества имеем, если 11 , то о 22 . Однако доми-

нирование по коалиции, состоящей из единственного участника, невоз-
можно.

Чтобы доказать внешнюю устойчивость cL ,3 , возьмем какой-либо

дележ cL ,3 . Это означает, что либо c3 , либо c3 . Пусть, напри-

мер, c3 . Определим дележ  следующим образом:м:

.,2/,2/ 32211 c

Тогда cL ,3  и  по коалиции 2,1 .

Пусть теперь c3 . Тогда либо 2/11 , либо 2/12  (так какак
в противном случае их сумма была бы больше 1). Пусть 2/11 . Поло-
жим cc ,0,1 . Так как 12/11 c , то о  по коалиции 3,1 .

Очевидно, что cL ,3 . Если же 2/12 , то можно показать аналогич-

но, что , где cc,1,0 .
Таким образом, кроме симметричного НМ-решения, рассматрива-

емая игра имеет еще целое семейство решений, при которых игрок 3 по-
лучает фиксированное значение с из отрезка 2/10 c . Эти НМ-реше-
ния называются дискриминирующими, а игрок 3 дискриминирован.
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В случае множества 0,3L  говорят, что игрок 3 полностью дискримини-
рован, или исключен.

Из соображений симметрии очевидно, что существуют также два
семейства НМ-решений cc LL ,2,1 и , в которых дискриминируются
игроки 1 и 2 соответственно.     

К сожалению, применение понятия НМ-решения на практике
невозможно. Существование НМ-решений в общем случае до сих пор
не доказано, некоторые частные результаты касаются существования
НМ-решений для конкретных классов или определенного типа игр [4].

5.3. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 5

Исследовать кооперативную игру vN ,  трех лиц на наличие
НМ-решения по вариантам заданий самостоятельной работы № 4.

5.4. ВЕКТОР ШЕПЛИ. СВОЙСТВА

Определение 5.7. Вектором Шепли называется дележ
n,...,1 , определяемый следующим образом:

,\
!

!!1

эiS
NS

iv

i iSvSv
n

sns
                    (5.9)

где , n iS sNn 1;; .    
Каждому игроку предлагается выплачивать сумму, определенную

(5.9). Почему именно такую?

Коэффициент 

Si
NS n

sns
!

!!1
 – вероятность формирования

коалиции S по всему множеству N, т. е. 0
!

!!1
n

sns
,

1
!

!!1

Si
NS n

sns ,  а i  – усредненный вклад игрока а i в игру.

Пример 5.2. Пусть n игроков становятся в очередь. Любая
комбинация игроков одинакова. Образуется коалиция S: i-й игрок
находится на каком-либо месте в любой перестановке (отметим момент
вступления в коалицию как способ формирования коалиции). Игрок i
включается в коалицию с теми, кто впереди. В скольких случаях
образуется коалиция S (с игроком i)? Задание коалиции – это перечисление

игроков (состав). Вероятность элементарного события 
!

1
n

. Какое число
элементарных событий дает коалиция S?

Первый сомножитель – вероятность формирования коалиции S:
1) !n  – общее число перестановок;
2) !1s  – число перестановок впереди игрока i;
3) !sn  – число перестановок сзади, за игроком i;

4) 1–
1–C

11
!1–

!!11
!

!!1
s
nnn

sns
nn

sns
 – частота образова-

ния коалиции S, вероятность ее формирования.
Второй сомножитель формируется следующим образом:
1) Sv  – гарантированный выигрыш коалиции S с игроком i;
2) iSv \  – гарантированный выигрыш коалиции S без игрока i;
3) iSvSv \  – гарантированный выигрыш, который привносит

игрок i, сила игрока, вклад игрока в коалицию S, например влияние
футболиста на команду. Так как S – случайное множество, то Sv

iSv \  – случайная величина.
Следовательно, при указанном способе формирования коалиции S

вектор Шепли – это математическое ожидание выигрыша игрока i по
всем коалициям S, в которые входит игрок i:

.
1

xMxp
N

i
ii

Пример 5.3. Выбирается размер коалиции – количество членов,
допустим s, в коалиции фиксируется игрок i. Остальной набор членов
выбирается с равной вероятностью:

....,iS
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Все коалиции с равным числом элементов равновероятны. Как выбирает
игрок i коалицию S?

Выберем количество игроков n в коалиции с равной вероятностью
n1 . Пусть, например, 51 n , следовательно, игрок вступает в коали-

цию из 5 человек, включая себя. Оставшиеся 4 человека выбираются с
равной вероятностью. Сколько вариантов выбора?

.
!

!4!44
1 n

nCN

Замечание 5.3. Негативной стороной вектора Шепли является то,
что он может не принадлежать С-ядру, т. е. его можно доминировать.

Определение 5.8. Если в качестве вероятности формирования коа-

лиции S взять вероятность 12
1
NSp  вместо 

!
!!1

n
sns , т. е. ве-е-

роятности образования всех коалиций одинаковы, то имеем индекс Бан-
зафа

.\
2

1
1

iS
NS

Ni isvsv

Замечание 5.4. Индекс Банзафа не является дележом.
Пример 5.4. Комитет из трех человек принимает различные реше-

ния простым большинством (два – «за»), но один его член (председа-
тель) имеет право вето. Определить вектор Шепли для соответствующей
игры.

Составим характеристическую функцию, считая выигрыш коали-
ции при принятии предлагаемого ею решения равным 1, а при отклоне-
нии – 0 (игроку, имеющему право вето, присвоим номер 1). Имеем

,13,2,13,12,1 vvv .03,2321 vvvv
По формуле (5.9), учитывая, что отличными от нуля в данном при-

мере являются слагаемые, в которых коалиция iS  выигрывающая (полу-

чает 1), а коалиция iSi \  проигрывающая (получает 0), получим

3
23,23,2,1

!3
!0!233,1

!3
122,1

!3
1

1 vvvvvv

(по определению 1!0 );

.
6
113,1

!3
1

;
6
112,1

!3
1

3

2

vv

vv

Заметим, что С-ядро в этом примере содержит один дележ 00,1, ,
т. е. вектор Шепли здесь не принадлежит ядру.

Пример 5.5. Рассмотрим игру трех лиц, в которой коалиция из двух
или трех игроков является выигрывающей (получает 1), а из одного иг-
рока – проигрывающей (получает 0). Характеристическая функция
(супераддитивная) определяется следующими соотношениями: 1v

,032 vv ;13,2,13,23,12,1 vvvv
тогда

.
3
1

32
21

3
!1!12

3,23,2,1
!3

!33!1333,1
!3

!23!12

22,1
!3

!23!1201
!3

!13!11
1

vvvv

vvvv

В этой игре С-ядро, очевидно, пусто; вектор Шепли равен
31/3,1/3,1/ .

5.5. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 6

Найти вектор Шепли и индекс Банзафа в кооперативных играх vN ,
трех лиц по вариантам заданий самостоятельной работы № 4.

5.6. PMS-ВЕКТОР

Пусть имеется игра n лиц nn HHXXN ,,,,,,Г 11  в нормаль-

ной форме, где iX  и iH  – множество стратегий и выигрыш i-го игрокаа

соответственно, и пусть задано коалиционное разбиение SS l ,,,1

jiSSnl ji, , т. е. множество игроков разделены на l коа-
лиций.
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Рассмотрим игру в нормальной форме lXXN ,,,,Г 1

lHH ,,1  между l лицами, в которой игроками являются коалиции из

разбиения . Рассмотрим коалицию iS , состоящую из is  игроков.ов.

Обозначим множество стратегий игрока iSj  через 
jlk

k
jj xX

,1
,

где jl  – число стратегий j-го игрока. Тогда множество стратегий коали-

ции iS  есть 
i

i
Sj

jS XX , т. е. декартово произведение множеств страте-

гий игроков, входящих в коалицию iS .

Количество чистых стратегий у коалиции iS  обозначим черезз

i
ii

Sj
jSS lXl . Тогда стратегией коалиции iS  в игре Г  является век-ек-

тор iSi Xx  размерности is  из множества стратегий iSX , а выигрыш

игрока iS  равен сумме выигрышей игроков, входящих в коалицию iS ,

т. е. 
i

i
Sj

jS HH . Число ситуаций в чистых стратегиях в игре Г  есть

li
Si

ll
,1

.

Предположим, что в игре Г  существует NE lSS xxx ...,,
1 . Обо-

значим через lixxHSv
iSj

lji ,1,,...,1 , выигрыш коалиции iS  в NE.

Ситуаций NE в игре может быть много, следовательно, lSvSv ....,,1
определяются неоднозначно.

Рассмотрим для каждой коалиции iS , li ,1 , кооперативную

игру iSG  в предположении, что игроки, не входящие в iS , используютт
равновесные стратегии, входящие в ситуацию x .

Определение 5.9. Пусть liSKSvKSw iii ,1,где,: , –

характеристическая функция в кооперативной игре iSG . Обозначим век-

тор Шепли в игре iSG  через iiii sSSS :Sh,...,1:ShSh , где is  –

число элементов множества iS . Тогда PMS-вектор в игре Г  определя-
ется следующим образом:

ГPMS,...,ГPMSГPMS 1 n ,

где ГPMSi  полагается равным jSi :Sh , если liSj i ,1, , [5].   

Предположим теперь, что в игре Г  не существует NE в чистых
стратегиях. Рассмотрим случай, когда множество стратегий конечно.
Пусть l,...,1  – NE в смешанных стратегиях в игре Г , где сме-
шанная стратегия коалиции iS  есть вектор

.1,,1,0,,...,
1

1 iS

i
iS

l

j

j
iS

j
i

l
iii lj

Обозначим через liSv i ,1, , выигрыш коалиции iS  в NE, т. е.

l

k
ikki SHpSv

1
,

где 
iSj

ljik xxHSH ,,1 , а lkljp
i

i
Si

li

j
ik ,1,,1,

,1
, – веро-

ятность реализации выигрыша ik SH  коалиции iS  при выборе игрока-а-

ми чистых стратегий ijx  в ситуации NE в смешанных стратегиях . Зна-

чение ik SH  является случайной величиной. Ситуаций NE в игре мо-

жет быть много, следовательно, lSvSv ....,,1  определяются неодноз-
начно.

Рассмотрим для каждой коалиции iS , li ,1 , кооперативную

игру iSG  в предположении, что игроки, не входящие в iS , используютт
равновесные стратегии, входящие в ситуацию .

Определение 5.10. Пусть KSw i :  – характеристическая функция

в кооперативной игре iSG , где iSK . Разделим выигрыш ii SvSw

между игроками коалиции iS  согласно вектору Шепли iSSh,...,ShSh 1 :
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,,1\
!

!!1Sh
эiS

SS
i siiSwSw

s
sss

где SsSs ,  – количество элементов множеств, а Sw  – макси-

мальные гарантированные выигрыши по всем SS .
Обозначим вектор Шепли коалиции kS :

kkkk sSSS :Sh,...,1:ShSh ,

где ks  – число элементов множества kS . При этом м 
ks

j
ki jSSw

1
:Sh .

Òî ãäà PMS-вектор в ситуации NE в смешанных стратегиях в игре
Г  определяется как

ГPMS,...,ГPMSГPMS 1 N ,
где

jSij :ShГPMS ,  .,1, liSj i
Примеры реализации PMS-вектора представлены в прил. 1.

Занятие № 6. МНОГОШАГОВЫЕ ИГРЫ С НЕПОЛНОЙ
ИНФОРМАЦИЕЙ

6.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Вернемся к многошаговым играм. Напомним, что игры в разверну-
той форме, или позиционные игры, представляются как выбор альтер-
натив на конечных древовидных графах.

Позиционная форма задается деревом игры, которое описывает,
какая вершина следует за какой, какой игрок ходит в соответствующей
вершине. Информация, которую имеют игроки, описывается с помощью
информационных множеств.

Определение 6.1. Множество неразличимых для игрока вершин
называется информационным множеством (ИМ).        

Если две вершины лежат в одном ИМ (на рис. 6.1 это позиция 3), то
это означает, что игрок не может сказать, какое из двух действий (I или II)
в действительности произошло, т. е. не различает вершины, лежащие
в одном ИМ.

1

2

3 3
I II

Рис. 6.1

Замечание 6.1. На рис. 6.2 и 6.3 изображены недопустимые ИМ:
ИМ не могут пересекаться, так как игрок не различает вершины, лежа-
щие в объединении этих ИМ; в вершинах одного ИМ множества доступ-
ных игроку альтернатив должны совпадать (иначе игрок сможет разли-
чить вершины ИМ).        
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1

2 2 2

1

2 2

3 3

Рис. 6.2                                                               Рис. 6.3

В многошаговых играх с ПИ каждый игрок в момент совершения
своего хода точно знает, в какой позиции или в какой вершине дерева
он находится, поэтому удалось ввести понятие стратегии игрока i  как
однозначной функции xui , определенной на множестве очередности

iX  со значениями в множестве xF . Однако если игроки при совершении
своих выборов не знают точно позиции, в которой они совершают ход,
то реализация стратегии игрока как функции от позиции iXx  невоз-
можна. Таким образом, усложнение информационной структуры игры
приводит к изменению понятия стратегии.

Определение 6.2. Стратегия игрока – это правило, которое каж-
дому ИМ игрока ставит в соответствие некоторую альтернативу, возмож-
ную в данном ИМ.       

Например, 31,1 -стратегия игрока 1 говорит о том, что игрок 1
выбирает альтернативу 1 в первом ИМ и альтернативу 3 – во втором ИМ.
Если в первом ИМ вершины имеют 2 альтернативы, а во втором – 3, то
всего возможно 6 стратегий: 11, , 21, , 32,,22,,12,,31, .

Если две позиции входят в одно ИМ, то игрок выбирает одну и ту
же стратегию для любой из этих позиций.

Дадим общее определение игры в развернутой форме.
Определение 6.3. Многошаговая позиционная игра n лиц G опре-

деляется:
1) древовидным графом FX ,Г  с начальной вершиной 0x , на-

зываемой начальной позицией игры;

2)  разбиением множества всех вершин 
2

1

n

i
iXX , где

Nn  – число игроков;

niXi ,1, , – множество очередности игрока i, jiXX ji , ;

xn FxX :1  – множество окончательных позиций;

2nX  – множество вершин случайного хода (случайности, не зави-
сящие от игроков, например какие-либо природные явления, непредви-
денные обстоятельства, дождь, землетрясение и т. д., а также бросок иг-
ральной кости (игра с ПИ) или сдача карт (игра с неполной информаци-
ей) (см. рис. 6.5);

3) заданием вектор-функции xKxKxK n...,,1  на множествее

окончательных позиций 1nXx , где функция xKi  – выигрыш i-гоо
игрока;

4) определением для каждого х, где 1\ nXXx , множества аль-
тернатив xMM  в вершине x  (конечного множества натуральных
чисел от 1 до какого-либо числа, которое зависит от Mx ...,,1: ). Эти
альтернативы являются номерами дуг, исходящих из вершины х; при этом
нумерация производится по часовой стрелке и первый номер присваива-
ется крайней слева исходящей дуге (рис. 6.4);

1
xF

xF1 2 3

x

Рис. 6.4

5) подразбиением каждого множества очередностей niXi ,1, , на

непересекающиеся подмножества iU , называемые ИМ игрока i. Они об-
ладают свойствами:

а) ii UU  или ii UU , т. е. либо не пересекаются, либо
совпадают. Объединение всех ИМ совпадает с множеством Х;
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б) yMxMUyx i ,, , т. е. любые две различные вершины
одного и того же ИМ имеют одинаковое количество альтернатив;

в)  каждое ИМ пересекается только однажды с любым путем,
идущим из начальной позиции (вершины) 0x ;

6) заданием для 2nXx  распределения вероятностей xP1 , …,

xPm  на множестве альтернатив, исходящих из вершины x:

.0,1
1

xPxP k

m

k
k

Замечание 6.2. Для различных x распределение вероятностей раз-
лично.

Замечание 6.3. Начальная вершина состоит только из одного ИМ.
Пример 6.1. Рассмотрим древовидный граф (см. рис. 6.5).
Множество X  – это множество всех узлов; 3,1, iXi , – множе-е-

ство очередности игрока i; 4X  – множество окончательных позиций;

5X  – множество очередности случайного игрока.

1 2

II II
21

I

1 2 1

I

2 3 1 2 1 2

1

III III

2

0
1
2

1
1
1

1
1
3

1
2
4

2
3
7

1
3
5

3
1
2

1
4
2

1
2
6

0x
Рис. 6.5

В окончательной позиции заданы три числа – выигрыши игроков.
Если игрок 3 не знает, что делал игрок 2, то две вершины объединяем
в одно ИМ. Игру начинает «случайный игрок» в вершине 0x . В зависи-
мости от его выбора альтернативы левая ветвь игры реализуется с веро-
ятностью 31 , а правая – с вероятностью 32 . Например, если случайный

игрок – «дождь» и известно, что дождь идет с вероятностью 31 , а с веро-
ятностью 32  дождя не будет, то если дождь пойдет, то реализуется левая
ветвь игры, если нет, то правая ветвь игры.

6.2. ВОЗМОЖНЫЕ ПОЗИЦИИ И СУЩЕСТВЕННЫЕ
ИНФОРМАЦИОННЫЕ МНОЖЕСТВА

Пусть kA  – множество всех вершин Xx , имеющих ровно k аль-

тернатив, т. е. kFxA xk : . Пусть i
j

i
j

ii XXXI :  – множествоо
всех ИМ игрока i.

Определение 6.4. Чистой стратегией игрока i называется функ-
ция iu , отображающая iI  в множество положительных чисел:

kXu j
ii ,1 ,  если k

j
i AX .     

При этом будем говорить, что стратегия iu  выбирает альтерна-

тиву l в позиции ,j
iXx  если ,lXu j

ii  где l – номер альтернативы.
Напомним, что через Z мы обозначили некоторую партию в игре,

т. е. такую последовательность вершин от начальной до окончательной,
что каждая последующая принадлежит образу предыдущей.

Утверждение 6.1. Каждой ситуации nuuu ,...,1  единствен-
ным образом соответствует партия Z, следовательно, и выигрыш в окон-
чательной позиции этой партии.       

Определение 6.5. Позиция Xx  называется возможной для чис-
той стратегии iu , если существует ситуация u , содержащая эту стра-
тегию, в которой реализуется путь Z, содержащий эту позицию.      

Очевидно, что партия Z возможна при данной стратегии iu  тог-
да и только тогда, когда эта стратегия выбирает альтернативы, соответ-
ствующие этой партии во всех ИМ, которые эта партия пересекает.

Отсюда следует справедливость следующей далее леммы [5, с. 212].

Лемма 6.1. Позиция j
iXx  для стратегии iu  является возмож-ж-

ной тогда и только тогда, когда iu  выбирает альтернативы, лежащие на

отрезке партии xZ  от 0x  до x во всех своих ИМ, пересекающих xZ .
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Определение 6.6. ИМ i-го игрока j
iX  называется существенным

при использовании стратегии iu , если оно содержит хотя бы одну

вершину ,j
iXx  которая возможна при этой стратегии.       

Множество позиций, возможных для iu , обозначим через iuPoos ,

а семейство ИМ, существенных для iu , – iuRel .
Поясним эти определения на примере.
Пример 6.2. Рассмотрим стратегию игрока 1 2,21u  в АИ, изоб-

раженной на рис. 6.6. Какие позиции возможны для этой стратегии? Оче-
видно, что возможными позициями для этой стратегии являются пози-
ции 1311541 ,,,, xxxxx , т. е. 1311541 ,,,,Poos xxxxxui .

Тогда партии 114211 ,,, xxyxZ  и 135212 ,,, xxyxZ  возможны
при этой стратегии, а остальные  – нет (см. рис. 6.7).

1x

1y 2y
1

1

12 2

2

–2 –1 3 –4 5 2 2 6 

I 

II II 

2x 3x
4x 5x

6x 7x 8x 9x 10x 11x 12x 13x
1 1 1 12 2 2 2

I

Рис. 6.6

Соответственно оба ИМ игрока 1 существенны при данной стра-
тегии, т. е. 543211 ,,,,Rel xxxxxu .

Определение 6.7. Смешанной стратегией i  игрока i называется
вероятностное распределение на множестве чистых стратегий, которое
каждой его чистой стратегии iu  ставит в соответствие вероятность

ii uu qq .

Утверждение 6.2. Ситуация n,...,1  в смешанных стратеги-
ях определяет распределение вероятностей на всех партиях Z (следова-
тельно, и на окончательных позициях 1nX ) по формуле

u
uuu ZPqqZP

n
...

1 ,

где 1ZPu , если партия Z реализуется в ситуации u , и 0ZPu
в противном случае.          

Предположим, что в ситуации  партия Z имеет положительную
вероятность. Тогда, очевидно, что если в этой партии нет вершин, при-
надлежащих множеству 2nX , т. е. нет случайных ходов в этой партии,
то вероятность этой партии в ситуации u  равна 1. Однако если в этой
партии есть вершины, принадлежащие множеству случайных ходов

2nX , то вероятность реализации этой партии в ситуации u  равна про-
изведению вероятностей альтернатив по множеству вершин случайного
хода, принадлежащих данной партии, и направлена вдоль этой партии.

6x 7x 8x 9x 10x 11x
12x 13x

0
0
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0
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2
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II II 

Рис. 6.7

Пример 6.3. Пусть в рамках условий примера 6.2 дано вероятност-
ное распределение (на рис. 6.7 вверху проставлены 1uq ) ,01,111 q
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212,2,211,2,02,1 111 qqq , где jiq ,1  – вероятность выбора
1-м игроком стратегии ji, .

Пусть также дано вероятностное распределение ,211,122 q
02,2,411,2,412,1 222 qqq . Тогда найдем  распределение ве-

роятностей на всех партиях Z, т. е. на окончательных позициях 1nX :

;025,05,00

2,2,2,22,2,1,2

2,2,2,12,2,1,1

1,2,2,21,2,1,2

1,2,2,11,2,1,1

2,1,2,22,1,1,2

2,1,2,12,1,1,1

1,1,2,21,1,1,2

1,1,2,11,1,1,1

11

11

11

11

11

11

11

111

2121

2121

2121

2121

2121

2121

2121

2121

ZPqqZPqq

ZPqqZPqq

ZPqqZPqq

ZPqqZPqq

ZPqqZPqq

ZPqqZPqq

ZPqqZPqq

ZPqqZPqqZP

uuuu

uuuu

uuuu

uuuu

uuuu

uuuu

uuuu

uuuu

.81025,021

;81025,021

;8325,05,021

;8325,05,021

;0025,00

;0025,00

;025,05,00

8

7

6

5

4

3

2

ZP
ZP

ZP
ZP

ZP
ZP

ZP

Лемма 6.2. Обозначим через xP  вероятность реализации пози-
ции x в ситуации . Тогда имеет место формула

....
1 Poos:,1,Poos:

1

n

i uxu
u

niuxu
uu

ii
i

i
n qqqZP       (6.1)

Математическое ожидание выигрыша iE  игрока i в каждой си-
туации 

,
1nXx

ii xPxKE                                (6.2)

где xP  – вероятность реализации окончательной позиции x в ситуа-
ции  – вычисляется по формуле (6.1).

Пример 6.4. В примере 6.3

.
8
73;

8
73

8
18

8
12

8
32

8
35 21 EE

Определение 6.8. Позиция Xx  называется возможной при ис-
пользовании смешанной стратегии i , если существует ситуация  в сме-

шанных стратегиях, содержащая i , такая, что вероятность попадания в

эту позицию положительна, т. е. 0xP .
Определение 6.9. Будем говорить, что партия Z возможна при

использовании стратегии i , если существует ситуация , содержа-

щая стратегию i , такая, что в ней партия Z приобретает строго положи-
тельную вероятность.

Определение 6.10. ИМ j
iX  игрока i называется существенным

для i , если хотя бы одна позиция j
iXx  является возможной для i .     

Множество возможных для i  позиций обозначим через iPoos ,

а множество существенных для i  ИМ – через iRel .

Пример 6.5. Так, в примере 6.3 13115411 ,,,,Poos xxxxx ,

543211 ,,,,Rel xxxxx , 22Poos y , 22Rel y .
Теорема 6.1. Для того чтобы партия Z имела строго положитель-

ную вероятность в данной ситуации , необходимо и достаточно, чтобы
она была возможна для всех стратегий 1,…, n , входящих в данную си-
туацию.         

Доказать!
Таким образом, произвели нормализацию игры, т. е. вернулись

к игре в нормальной форме
,...,,,...,,, 11 nn KKPPNG

где n – число игроков; iiP  – множество смешанных стратегий i-гоо
игрока, а nKK ...,,1  – функции выигрыша.

Замечание 6.4. В случае АИ можно искать решение МИ игры в тех
же терминах, что и ранее, например, NE:
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iii KK || ., ii Pi
Определение 6.11. Игра, в которой ИМ состоит из одного элемен-

та, называется игрой с полной информацией (ПИ).
Замечание 6.5. В игре с ПИ игрок, совершающий ход, знает всю

предысторию.

6.3. РЕШЕНИЕ ИГР НА ОПТИМАЛЬНОСТЬ

Рассмотрим классические примеры многошаговых игр с неполной
информацией [6].

Пример 6.6. Рассмотрим АИ. Пусть игрок 1 имеет в начальной по-
зиции две стратегии 21, , игрок 2, зная выбор игрока 1, делает выбор
альтернативы из множества 21, , затем игрок 1, забывая свой выбор
и не зная выбора противника, делает следующий ход. На этом игра пре-
кращается, и игрок 1 получает какой-либо выигрыш. Игрок 2 получает
тот же выигрыш с противоположным знаком. Игра происходит на графе

FX ,Г , представленном на рис. 6.8. Находясь в узлах 5432 ,,, xxxx
(на 3-м ходе игры), игрок 1 не может определить, в какой вершине он
находится, так как все вершины равнозначны, но, зная очередность хода
(3-й ход), он может быть уверен, что не находится в узле 1x .
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2x 3x 4x 5x

1y 2y
1

1

1

1 1 1

1

2 2 2 2

2 2

2
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Рис. 6.8

Объединяя узлы 5432 ,,, xxxx  в одно множество, мы иллюстрируем
факт их неразличимости для игрока 1. Таким образом, стратегия игрока
1 – это вектор-функция ИМ 21, , 2,1, 21 , где 1 – выбор
на начальном шаге, а значение 2 включает выбор любой из четырехх
вершин на 3-м шаге и одинаково во всех позициях 5432 ,,, xxxx , поэтому
выбор числа 2 оказывается функцией множества и может быть записан
как 25432 ,,, xxxxu .

ИМ игрока 2 не изменилось, поэтому множество его чистых стра-
тегий то же, что и в примере 6.6, т. е. оно состоит из четырех векторов:

11, , 21, , 22,,12, .
В данной игре у обоих игроков по четыре стратегии, и матрица игры

имеет вид

5maxmin
6565

,2minmax

2
2
4
2

6262
2525
4411
3322

2,2
1,2
2,1
1,1

2,21,22,11,1

где 5;2 vv , а следовательно, нет ситуации NE в чистых стратегиях.
Найдем решение этой игры:

сядоминируют

сядоминируют

6262
2525
4411
3322

2,2
1,2
2,1
1,1

2,21,22,11,1

.
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Таким образом, получаем новую матрицу

.
62
25

2,2
1,2

1

2,11,1

1

Найдем ситуацию NE в смешанных стратегиях, решая систему

;162
;125

v
v

.726;731;7447
;6423

v

Поскольку матрица симметричная, то решение системы относитель-
но переменной  будет точно таким же, следовательно, значение игры

726v , оптимальная смешанная стратегия игрока 1 есть вектор

73,74,0,0 , а оптимальная смешанная стратегия игрока 2 равна
0,0,73,74 .        

Заметим, что гарантированный выигрыш игрока 1 уменьшается по
сравнению с гарантированным выигрышем того же игрока в игре с ПИ,
происходящей на этом же графе. Отметим также, что здесь размер мат-
рицы 44 , в то время как в игре с ПИ – 423 . Таким образом, уменьше-
ние доступной информации уменьшает размер матрицы выигрышей, что
облегчает решение самой игры, но при этом уменьшается и выигрыш.

Пример 6.7. Изменим информационные условия примера 6.6
(рис. 6.9). Делая первый ход, игрок 1 выбирает число из множества 2,1 ;
второй ход делает игрок 2, который, не зная выбора игрока 1, выбирает
число из множества 2,1 . Далее, совершая 3-й ход, игрок 1 выбирает
число из множества 2,1 , зная выбор игрока 2 и помня свой выбор
на первом шаге. Множества стратегий игрока 1 и игрока 2 имеют соот-
ветственно вид 543211 ,,,,u ,  12u .

Составим матрицу игры. Затем, исключив из нее одинаковые стро-
ки, получим следующую матрицу:

62
22
65
25
41

31
42

32

2,2,1,1,2
1,2,1,1,2
2,1,1,1,2
1,1,1,1,2
1,1,2,2,1
1,1,1,2,1
1,1,2,1,1
1,1,1,1,1

21

 ,

где знак – означает, что стратегия доминируется. Следовательно, решение
существует в чистых стратегиях

.1,2,1,2,2,2
;1,2,1,1,2,2
;1,2,1,2,1,2
;1,2,1,1,1,2

–2 –1 3 –4 5 2 2 6 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

1 2

I I I I

I

II 

2x 3x 4x 5x

1y 2y

1x

Рис. 6.9

Пример 6.8. Пусть игрок 1 делает выбор из множества альтернатив
2,1 , игрок 2 не знает выбора игрока 1 и делает выбор 1 или 2. Далее,

совершая ход, игрок 1 не знает выбора игрока 2, но помнит свой. Тогда
дерево будет иметь вид (рис. 6.10)
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Рис. 6.10

Стратегия игрока 1 имеет вид 3211 ,,u , где ,2,11

2,1,,2,1, 76335422 xxxx , а стратегия игрока 2 –

12u , где 2,11 . Эта игра эквивалентна МИ размерностью

28223 .
МИ имеет вид

62
25
62
25
41
41

32
32

2,2,2
1,2,2
2,1,2
1,1,2
2,2,1
1,2,1
2,1,1
1,1,1

21

  .

Решение этой МИ было получено в примере 6.6. Таким образом,
значение игры 726v , оптимальная смешанная стратегия игрока 1 есть
вектор 73,74,0,0,0,0,0,0 , а оптимальная смешанная стратегия иг-
рока 2 равна 73,74 .

Пример 6.9. Пусть игрок 1 на 2-м шаге забывает о том, что выбрал
сам, но знает о том, что выбрал противник (рис. 6.11). Здесь стратегия
игрока 1 3211 ,,u , где ;2,11 2,1, 5422 xx ;

2,1, 7633 xx , и стратегии игрока 2 – 12u , где 2,11 .

Ix1 
1

y1 y2 II

x2 
x3 

 x4

x5 

2

1 2 1 2

1 2

I I
I

I

–2 –1 3 –4 5 2 2 6

1 2 1 2 1 2

Рис. 6.11

Решить самостоятельно.
Пример 6.10. Пусть игрок 1 на 2-м шаге не знает, что выбрал игрок 2,

и забыл свой выбор, а игрок 2 не знает, что выбрал игрок 1 на 1-м шаге.
Выигрыш определяется так же, как в игре из примера 6.6 (рис. 6.12).

x1 

x2 x3 

x4 x5 x6 x7 

–2 –1 3 –4 5 2 2 6

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

Рис. 6.12

Здесь множество стратегий игрока 1 211 ,u , где ;2,11
2,1,,, 765422 xxxx , а множество стратегий игрока 2 –

12u , где 2,11 . Тогда игра в нормальной форме имеет матрицу
размера 24 :
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5maxmin

65

,2minmax

2
2
4
2

21

6
2
4

3

2
5
1
2

2.2
1.2
2.1
1.1

где 5;2 vv , а следовательно, нет ситуации NE в чистых стратегиях.
Найдем решение этой игры:

;сядоминируют

21

6
2
4

3

2
5
1
2

2.2
1.2
2.1
1.1

получаем новую матрицу: 

.
62
25

2,2
1,2

1

21

1

Решение этой МИ было получено в примере 6.6: значение игры
726v , оптимальная смешанная стратегия игрока 1 есть вектор

73,74,0,0,0,0,0,0 , а оптимальная смешанная стратегия игрока 2
равна 73,74 .

Замечание 6.6. В этой игре значение оказалось таким же, как
и в игре из примера 6.6, т. е. оказалось, что ухудшение информационных
условий игрока 2 не улучшило выигрыш игрока 1. Это обстоятельство
 в данном случае носит случайный характер и вызвано спецификой фун-
кции выигрыша.

Пример 6.11. В предыдущем примере игроки не различают пози-
ции, находящиеся на одном уровне дерева игры, однако они все-таки зна-

ют, какой ход совершают. Можно построить игру, в которой игроки про-
являют большее незнание.

Рассмотрим АИ двух лиц, в которой игрок 1 – один человек, а иг-
рок 2 – команда из двух человек: A и B. Все трое изолированы друг
от друга (находятся в изолированных помещениях) и не могут общаться
между собой. В начале игры посредник входит в помещение, где нахо-
дится игрок 1, и предлагает ему выбрать число из множества 2,1 . Если
игрок 1 выбирает 1, то посредник заходит сначала в помещение, где на-
ходится A, и предлагает ему выбрать число из множества 2,1 , затем
заходит к B и предлагает ему сделать выбор из множества 2,1 . Если жее
игрок 1 выбирает 2, то посредник предлагает игроку B сделать выбор
первому. После того как три числа выбраны, игрок 1 выигрывает вели-
чину zyxK ,,1 , где zyx ,,  – выборы игрока 1 и членов команды 2 (A и B)
соответственно. Функция zyxK ,,1  определяется таким образом:

.72,2,2,12,1,2
,92,2,1,32,1,1
,61,2,2,51,1,2

,71,2,1,11,1,1

11

11

11

11

KK
KK
KK
KK

Из правил игры следует, что когда одному из членов команды A и B
предлагается сделать выбор, он не знает, совершает ли он выбор на 2-м
или на 3-м шаге игры. Структура игры изображена на рис. 6.13. Таким
образом, ИМ игрока 2 содержат вершины разного уровня, что соответ-
ствует незнанию номера хода в игре. Здесь игрок 1 имеет 2 стратегии.
Игрок 2 имеет 4 стратегии, они состоят из всевозможных комбинаций
выборов членов команды A и B, т. е. его стратегии суть пары 11, , 21, ,

22,,12, .
Для того чтобы понять, как определяются элементы матрицы выиг-

рышей, рассмотрим ситуацию 1,2,2 . Так как игрок 1 выбрал 2,
то посредник идет к B, который согласно стратегии 1,2  выбирает 1.
Далее он идет к A, который выбирает 2. Таким образом, в ситуации

1,2,2  выигрыш 12,1,21K .



84 85

2

II

II

1
I 

1 
2

2121 2 1 2 1 

1 3 7 9 5 1 6 7

1 
2 

Рис. 6.13

Матрица выигрышей для игры в нормальной форме имеет вид

.
7165
9731

2
1

2,22,11,21,1

Значение игры 517v , а оптимальные смешанные стратегии игроков 1

и 2 соответственно 53,52*x , 0,52,0,53*y .
Пример 6.12. Номера игроков, имеющих право хода, – 1, 2, 3. Иг-

рок 1 выбирает одну из трех цифр – 1, 2 или 3. Затем игрок 2, не зная
выбора игрока 1, также выбирает одну из трех цифр – 1, 2, 3. Если сумма
выбранных цифр четная, то первый игрок выигрывает у второго 1. Если
сумма – нечетная, то, наоборот, выигрывает второй. Дерево соответству-
ющей игры изображено на рис. 6.14, а.

На рис. 6.14, б изображена модификация этой игры, в которой иг-
року 2 становится известно, что либо игрок 1 выбрал цифру 2, либо, на-
против, что цифру 2 он не выбрал.

Замечание 6.7. Заметим, что в многошаговых играх с ПИ (теорема 2.1)
существует ситуация NE в классе чистых стратегий, в случае многоша-
говых АИ – просто ситуация равновесия в чистых стратегиях, а в играх
с неполной информацией (в большинстве случаев) ситуации NE в чис-
тых стратегиях не существует. Однако существует равновесие в смешан-
ных стратегиях.

Замечание 6.8. Если ИМ состоит из одного элемента (т. е. если иг-
рок все знает), то всегда существует NE в чистых стратегиях.

а б

1 

1 3

2 

2 2 2 

1 2 3 
1 2 3 1 2

3 

1 –1 1 –1 1 1 1 –1 1

1 

1 3 2

2 2 2
1 

2 3 
1 2 3 1 2 3 

1 –1 1 –1 1 1 1 –1 1 

Рис. 6.14

6.4. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 7

Дать словесное описание ИМ игроков, найти оптимальное реше-
ние позиционной игры и определить возможные позиции, партии и су-
щественные ИМ при использовании соответствующих оптимальных стра-
тегий (см. прил. 2).
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Занятие № 7. ИГРЫ С ПОЛНОЙ И НЕПОЛНОЙ ПАМЯТЬЮ.
СТРАТЕГИИ ПОВЕДЕНИЯ

7.1. ИГРЫ С ПОЛНОЙ И НЕПОЛНОЙ ПАМЯТЬЮ

Определение 7.1. Игра G называется игрой с полной памятью (ПП)

для i-го игрока, если для любых стратегии ,iu  ИМ ,j
iX  где j – номер

ИМ, и вершины x  из условий i
j

i uX Rel  и j
iXx  следует, чтоо

iux Poos .
Из определения ПП следует, что если ИМ существенно при данной

стратегии, т. е. если хотя бы одна его позиция возможна при данной стра-
тегии, то и все его позиции возможны при данной стратегии.

Термин «ПП» указывает на то, что в любом своем ИМ i-й игрок
может точно восстановить, какие альтернативы он выбирал во всех сво-
их предыдущих ходах. Игра с ПП для всех игроков превращается в игру
с ПИ, если все ее ИМ содержат по одной вершине.

Лемма 7.1. Пусть G – игра с ПП для всех игроков, Z – некоторая

партия в G. Пусть j
iXx  – последняя позиция в пути Z, в которой ходит

игрок i, и пусть он выбирает в x дугу Zl . Положим, чтоо

.,Rel: lXuuXuZT j
iii

j
iii

Если в Z нет позиций из iX , то через ZTi  обозначим множествоо
всех чистых стратегий игрока i. Тогда партия Z реализуется в тех и толь-
ко тех ситуациях nuuu ,,1 , для которых ZTu ii . 

Пример 7.1. Рассмотрим игру с неполной памятью (рис. 7.1). Здесь
игрок 1 забывает, что он выбрал на первом шаге.

В ИМ В возможна позиция 2x , так как существует стратегия 1-гоо
игрока, выбирающая в ИМ А левую альтернативу, при которой эта пози-
ция возможна. А позиция 4x  при этой же стратегии невозможна, хотяя
другие две позиции возможны. При ПП все позиции данного ИМ при
одной и той же стратегии i-го игрока возможны. Следовательно, игра,
представленная на рис. 7.1, не является игрой с ПП.

Покажем, что в случае ПП у всех игроков многошаговая игра с не-
полной информацией имеет ситуацию равновесия в стратегиях поведе-
ния.

Ix1 
1

y1 y2 II

x2 x3 x4 

x5 

2

1 2 1 2

211 21 2 1 2
I I I I

–2 –1 3 –4 5 2 2 6

A

B

Рис. 7.1

7.2. СТРАТЕГИИ ПОВЕДЕНИЯ

В общем случае строить стратегию не как заранее фиксированное
правило выбора во всех ИМ, а формировать ее по мере попадания в соот-
ветствующее ИМ нельзя. Рассмотрим класс игр с неполной информаци-
ей, где такое упрощение возможно. Введем понятие стратегии поведе-
ния.

Определение 7.2. Под стратегией поведения i  игрока i будем

понимать правило, которое каждому ИМ k
j

i AX  игрока i ставит в со-

ответствие систему из k чисел kllXb j
i ,1,0, , j – номер ИМ игрока i:

,1,
l

j
i lXb

т. е. ,1,,1,,
1

m

jl

j
i

j
ii lXbkllXb  где m – количество ИМ

игрока i.

Числа lXb j
i ,  могут интерпретироваться как вероятности выбора

альтернативы l в ИМ k
j

i AX , каждая позиция которого содержит ров-
но k альтернатив.
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Пример 7.2. Рассмотрим АИ, где ИМ 2AX j
i , 3,1,2,1 ji  для

игрока 1, и 1j  для игрока 2. Тогда для стратегии поведения 1 имеем
систему из шести чисел (рис. 7.2):

,12,,1,

,12,,1,,12,,1,

3
3
13

3
1

2
2
12

2
11

1
11

1
1

pXbpXb

pXbpXbpXbpXb

а для стратегии поведения 2  – из двух: .12,,1, 1
2

1
2 pXbpXb

Стратегии поведения зависят только от ИМ.
Вероятность выбора чистой стратегии 1,2,11u 11 uq

321 1 ppp . Смешанную стратегию 1 дает вектор вероятностей

,2,1, 3
1 juq j т. е. из стратегий поведения мы строим смешанную

стратегию. Обратное не всегда возможно, поскольку классы игр не экви-
валентны, что, однако, верно при игре с ПП (см. далее теорему Куна).

II 

–2 –1 3 –4 5 2 2 6 

I I 

I 

2 1 1 2 

2p 21 p 2p 21 p 3p 31 p 3p 31 p

1p
11 p

4x 6x 7x

1x

5x

1y 2y

Рис. 7.2

Утверждение 7.1. Любой набор n,...,1  стратегий поведе-
ния для n игроков определяет вероятностное распределение на партиях
игры и окончательных позициях следующим образом:

.,
ZX

j
i

Zl

j
i

lXbZP                                  (7.1)

Здесь произведение берется по всем j
iX  и l таким, что ZX j

i ,

и выбор в точке ZX j
i  альтернативы с номером l приводит в позицию,

принадлежащую пути Z.   
Ожидаемый выигрыш iE  в игре G для ситуации n,...,1

в стратегиях поведения определяется как математическое ожидание

1nXx
xii ZPxKE ,   ,,1 Ni

где xZ  – партия, завершающаяся позицией 1nXx .

В игре с ПП каждой смешанной стратегии i  можно сопоставить

некоторую стратегию поведения i .

Определение 7.3. Стратегией поведения i , соответствующей

смешанной стратегии iui q  игрока i, называется стратегия пове-
дения, определенная следующим образом:

если i
j

iX Rel , тоо

iuj
iXiu

iu

lj
iXiuiuj

iXiu
iu

j
i q

q

lXb

Rel:

,Rel:
, ;                       (7.2)

если i
j

iX Rel , то на множестве j
iX  стратегию i  можно опреде-де-

лить произвольным, отличным от (7.2), образом. (В случае i
j

iX Rel
знаменатель в выражении (7.2) обращается в нуль.) Для определенности
будем полагать, что

.,
: lXuu

u
j

i
j

iii
i

qlXb                               (7.3)

Лемма 7.2. Пусть i  – стратегия поведения игрока i, а }{ iui q  –
смешанная стратегия, определяемая формулой

.,
j

i

i
X

j
ii

j
iu XuXbq

Тогда i  – стратегия поведения, соответствующая i .
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Теорема 7.1 (Куна). Пусть  – ситуация в стратегиях поведения,
соответствующая ситуации в смешанных стратегиях  в игре G (в кото-
рой все позиции имеют по крайней мере две альтернативы). Тогда для
того чтобы

,,1, niEE ii
необходимо и достаточно, чтобы игра G была игрой с ПП для всех
игроков.       

Из теоремы 7.1, в частности, следует, что для нахождения ситуации
равновесия в играх с ПП достаточно ограничиться классом стратегий
поведения.

Пример 7.3. Решим игру из примера 7.2 в стратегиях поведения.
Сначала найдем оптимальное решение в смешанных стратегиях. Посколь-
ку рассматриваемая игра – с ПП, то затем найдем стратегии поведения.

4/7 3/7

1 2

0 111 –2 3
0 112 –2 3
0 121 –1 –4
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2/7 211 5 2
3/14 212 2 6
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Отсюда следует, что смешанные стратегии игроков 1 и 2 такие:
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.73
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Проверим, что стратегии поведения найдены верно (рис. 7.3).
Ожидаемый выигрыш

.
7
53;

7
53

49
544880

49
96

49
1222

49
165 21 EE

Теорема 7.1 о стратегиях поведения в общем случае не дает возмож-
ности непосредственно решать многошаговые игры с ПП, однако при про-
стой структуре ИМ она обосновывает вывод функциональных уравнений
для значения игры и основанные на этих уравнениях методы нахождения
оптимальных стратегий. Наиболее простыми играми с ПП, не считая игр
с ПИ, являются так называемые одновременные многошаговые игры. Вы-
ведем функциональное уравнение для значения таких игр и рассмотрим
несколько примеров [7, 8], где эти уравнения поддаются решению.

1 
I x1 

0 1

II

Ix4 

y2 

4/7 3/73/7

4/7

x5 x7 x6 2 3

y1 

I 

1/2 1/21/2 1/2 4/7

4/7 3/73/7

–2 –1 3 –4 5 2 2 6
0 00 0 16/49 12/49 12/49 9/49

Рис. 7.3

7.3. САМОСТОЯТЕЛЬНАЯ РАБОТА № 8

На примере игр из самостоятельной работы № 7 определить, явля-
ется ли представленная игра игрой с ПП, и если да, то найти ситуацию
равновесия в стратегиях поведения и ожидаемый выигрыш.

7.4. ОДНОВРЕМЕННЫЕ МНОГОШАГОВЫЕ ИГРЫ

Одновременная многошаговая игра представляет собой многоша-
говую АИ, в которой на каждом шаге игры игроки 1 и 2 выбирают свои
действия одновременно, т. е. не имея информации о выборе противни-
ком позиции в этот момент. После того как выборы сделаны, они стано-
вятся известными обоим игрокам, и игроки вновь совершают одновре-
менный выбор и т. д.

Условно такую игру будем изображать с помощью графа, имеюще-
го одно из двух представлений (рис. 7.4, а, б). Граф изображает пооче-
редную игру с четным числом ходов, в которой ИМ игрока, совершаю-
щего первый ход, являются одноэлементными, а ИМ другого игрока двух-
элементными. В такой игре G оба игрока обладают ПП, поэтому в ней
согласно теореме 7.1 при отыскании ситуации NE можно ограничиться
классом стратегий поведения.

а б

II II II II

II

II II II II 

II 

I I I I 

I 

I II I

I

Рис. 7.4

Пусть в G первым ходит игрок 1. С каждым 1Xx  связывается

подыгра xG  с той же информационной структурой, что и игра G. Нор-
мальная форма любой конечношаговой АИ с неполной информацией
представляет собой МИ, поэтому во всех подыграх 1, XxGx  (включая

игру 
0xGG ) существует ситуация NE в классе смешанных стратегий.

Согласно теореме 7.1 такая ситуация NE существует и в классе страте-
гий поведения, и значения игры (т. е. значения функции выигрыша в си-
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туации равновесия в классе смешанных стратегий и в классе стратегий
поведения) равны между собой.

Обозначим значение игры xG  через 1, Xxxv  и составим функ-
циональные уравнения для xv .

Для каждого 1Xx  следующая позиция x , в которой ходит игрок 1
(если таковая существует), принадлежит множеству 2

xF . Позиция x  ре-
ализуется в результате двух последовательных выборов: игроком 1 – дуги,
инцидентной к вершине x, и игроком 2 – дуги в позициях xFy , образу-
ющих ИМ игрока 2, поэтому можно считать, что позиция x  полу-
чается в результате отображения xT , зависящего от выборов ,  игро-
ков 1 и 2, т. е.

.,xTx
Так как число различных альтернатив  и  конечно, то можно рассмот-т-
реть для каждого 1Xx  МИ с матрицей выигрышей .,vAx  Пусть

,,*
I

*
I xbx ,*

II
*
II xbx  – оптимальные смешанные страте-

гии в игре с матрицей xA . Тогда имеет место следующая далее теоремаа

о структуре оптимальных стратегий в игре xG .
Теорема 7.2. В игре G оптимальная стратегия поведения игрока 1

в точке x  (каждое ИМ игрока 1 в игре G состоит из одной позиции 1Xx )
предписывает каждой альтернативе  вероятность в соответствии со
смешанной оптимальной стратегией игрока 1 в МИ xA , т. е.

,, *
I1 xbxb .

Оптимальная стратегия поведения ,22
jXb  игрока 2 в игре G пред-

писывает каждой альтернативе  вероятность в соответствии с оптималь-
ной смешанной стратегией игрока 2 в игре с матрицей xA , т. е.

,,, *
II22 xbXb j

где ,1
yFx  если jXy 2 .

Значение игры удовлетворяет следующему функциональному урав-
нению:

,,,Val 1XxTvxv x                            (7.4)

с граничным условием
.

3
xHxv Xx                                       (7.5)

(Здесь AVal  –  значение игры с матрицей А.)
Пример 7.4. (Игра инспектирования). Игрок Е (нарушитель) хо-

чет совершить некоторое запрещенное действие. Имеется N  периодов
времени, в которые это действие может быть осуществлено. Игрок P
(инспектор), желающий предотвратить это действие, может провести
только одну инспекцию в любой из этих периодов времени. Обозначим
такую N-шаговую игру через NG .

В первом периоде каждый игрок имеет две альтернативы (рис. 7.5).
Игрок E  может предпринимать действие или не предпринимать его; иг-
рок P  может инспектировать или не инспектировать. Если игрок E  дей-
ствует и игрок P  инспектирует, то игра заканчивается и выигрыш игрокаа
E  равен –1. Если игрок E  действует, а игрок P  не инспектирует, то игра
заканчивается и выигрыш равен 1. Если игрок E  не действует, а игрок P
инспектирует, то выигрыш равен нулю. Если игрок E  не действует,,
а игрок P  не инспектирует, то переходят к следующему шагу игры, кото-
рый отличается от предыдущего только тем, что до конца игры остается
меньшее количество времени, т. е. попадают в подыгру 1NG . Следова-
тельно, матрица для 1-го шага игры выглядит следующим образом:

10
11

НД
Д

Н

НДД
И

Nv
                                      (7.6)

–1 1 0 

+

+ 

+ 
– 

– 

–

Е 

Р Р 

Рис. 7.5
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Уравнение (7.4) в этом случае принимает вид

.
0

11
Val

1N
N v

v                                    (7.7)

Здесь xv  одинаково для всех позиций игры одного уровня и зависит
только от числа периодов до конца игры, поэтому вместо xv  записано

Nv . Найдем ситуацию равновесия в смешанных стратегиях в игре

,
0

11
–1 1Nv

откуда получаем рекуррентное уравнение

3
1

1

1

N

N
N v

v
v ,                                      (7.8)

которое вместе с начальным условием

0
00
11

Val1v                                    (7.9)

определяет Nv . Преобразуем уравнение (7.8) с помощью подстановки

1
1

N
N v

t . Получим новое рекуррентное уравнение 
2
1

1NN tt  при

условии 11t . Это уравнение имеет очевидное решение ,2/)1(NtN
откуда имеем

.
1
1

N
NvN                                         (7.10)

Теперь можно вычислить оптимальные стратегии на каждом шаге

игры. Действительно, матрица игры (7.7) принимает вид NN /)2(1
11

,

оптимальные стратегии поведения таковы:

.
1

,
1

1
21 N

N
N

bb NN

ПРИЛОЖЕНИЕ 1

Постановка задачи. Дана игра N лиц, разделенных на две коали-
ции S  и SN \ , каждая из которых действует как один игрок. Для каждо-
го игрока определено множество стратегий

.,1,,1где, NimjxX ii
j

ii
i

Обозначим через вектор nj
n

jj xxxx ,,, 21
21  ситуацию игры.

На множестве стратегий 
Ni

iX  определены выигрыши игроков xKi

для всех Ni . Выигрыш коалиции SNS \  равен сумме выигрышей
игроков из коалиции SNS \ .

Тогда имеем матричную модель выигрышей игроков из коалиции

S  размерности 
SNi

i
Si

i mm
\

 (табл. 1).

Таблица 1

The strategies 
of coalition S

The strategies 
of coalition N \ S

SNi
i

m
N

m
SNS

m

xxxx NS

\

1
11

1

столбцовКоличество

,,,, 1

SSNS

SiNi

j
j

xxK

xxK
11

1

:1
11

1

,,

,,
… …

… … …
Sm

S
m

S

Si
i xx

xx

m ,,

,,

строк
чество

-Коли

1
1

11
1

… …
SS

m
N

m
S

Si
m
N

m
i

j

N
j

N

xxK

xxK

,,

,,

1

1

1

:11

Аналогично определяется модель для выигрышей игроков из коа-
лиции SN \ (табл. 2).
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Таблица 2

The strategies 
of coalition S

The strategies 
of coalition N \ S

Si
i

m
S

m
S

m

xxxx S

столбцовКоличество

,,,, 1
1

11
1

SNSNS

NSiNi

jj
xxK

xxK

\
11

1

:1
11

1

,,

,,
… …

… … …
NS m

N
m
S

NS

SNi
i xx

xx

m ,,

,,

строк
чество

-Коли

1
1

11
1

\
… …

SNS
m
N

m
S

NSi
m
N

m
i

j

N
j

N

xxK

xxK

\1

:11

,,

,,

1

1

.

Эта матрица имеет размерность 
Si

i
SNi

i mm
\

.

Требуется найти оптимальный выигрыш для каждого игрока из этих
коалиций и в некотором смысле оптимальные стратегии коалиций.

Алгоритм решения задачи

1. Решим коалиционную игру, т. е. найдем ситуацию равновесия
по Нэшу (NE) в смешанных стратегиях, используя следующую далее те-
орему 1 [9].

Теорема 1. Пусть BAG ,  – биматричная mm -игра и матрицы
А, В – невырожденные. Если игра  BAG ,  имеет вполне смешанную
ситуацию равновесия, то она единственная и вычисляется по формулам

,; 1
1

1
2 uAvyuBvx

где

.1,,1;1;1 1
2

1
1 uuuBvuuAv

Обратно, если для векторов mRyx , , определяемых равенствами

,, 1
1

1
2 uAvyuBvx  справедливо 0,0 yx , то пара yx,  образуетует

NE в смешанных стратегиях в игре BAG ,  с вектором равновесных вы-
игрышей 21,vv .      

Будем рассматривать тот случай, когда матрицы из табл. 1–2

,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,
~

,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,
~

1
11

1

11
11

1
1

11
1

1

11
1

11
1

1
11

1

11
11

1
1

11
1

1

11
1

11
1

111

1

111

1

N

Si

m
N

m
S

m
S

m
i

N

Si
NS

m
S

m
i

N

Si

m
N

m
SSi

N

Si
NSSi

S

i

m
N

m
S

m
S

m
i

S

i
NS

m
S

m
i

S

i

m
N

m
SSi

S

i
NSSi

NSSS

NS

NSSS

NS

xxxxKxxxxK

xxxxKxxxxK

B

xxxxKxxxxK

xxxxKxxxxK

A

SNi
i

Si
i mmBA

\
,

~dim~dim

можно свести к квадратным матрицам A и B  таким, что о ,0det A
0det B .

Ситуаций NE в игре может быть много [10], тогда решение коали-
ционной игры определяется неоднозначно.

2. Вычислим значение игры в смешанных стратегиях в ситуации
NE:

SNvSvyxE \,, ,

где ,\;
\\ S SNS SN Xi Xj

jiij
Xi Xj

jiij bSNvaSv ,
SXiix

.
\SNXjjy  Можно показать, что ,

Si
ivSv  где iv  – максималь-ль-

ный гарантированный выигрыш i-го игрока, Si , при условии, что иг-
роки из коалиции SN \  используют смешанную стратегию в ситуации
NE. Это следует из леммы о супераддитивности характеристической
функции, определенной как максимальный гарантированный выигрыш
коалиции S.
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3. В занятии 5 приведены определения 5.9 и 5.10 PMS-вектора (де-
лежа) в чистых и смешанных стратегиях. Найдем PMS-вектор в смешан-
ных стратегиях как вектор Шепли значения игры в смешанных стратеги-
ях в ситуации NE:

.\,, SNvSvyxE
4. Выигрыши коалиций S  и SN \ , имеющие положительную ве-е-

роятность в ситуации NE, разделим пропорционально PMS-вектору:

.
\PMS

\PMS
\,

PMS
PMS

\SNi
i

j
j

Si
i

j
j SN

SN
SN

S
S

S

Пример 1. Пусть в игре участвуют три игрока, у каждого из кото-
рых по две стратегии (табл. 3), а также определены выигрыши каждого
игрока во всех ситуациях игры.

Таблица 3

The
strategies

The
payoffs The coalitions

III,III,

The payoffs
of coalitions

The NE
strategies

The NE
payoffs

I II III I II III III, III I II III I II III

1 1 1 4 2 1 1,11, 6 1
1 1

7
4
7
3

y
7
22 2

7
41

1 1 2 1 2 2 2,11, 3 2

1 2 1 3 1 5 1,21, 4 5
1 2

7
4
7
3

y
7
14 1

7
63

1 2 2 5 1 3 2,21, 6 3

2 1 1 5 3 1 1,12, 8 1
2 1

7
4
7
3

y
7
52

7
32

7
41

2 1 2 1 2 2 2,12, 3 2

2 2 1 0 4 3 1,22, 4 3
2 2

7
4
7
3

y 0 4
7
32

2 2 2 0 4 2 2,22, 4 2

1. Составим и решим коалиционную игру, т. е. найдем NE в сме-
шанных стратегиях в игре:

.2,31,81,2
3,65,42,1
2,43,42,2
2,31,61,1

21

321
31

0
0

74173

Очевидно, что первая строка доминируется последней, а вторая –
третьей.

Найдем обратную матрицу 1A , число 1v  и вектор y:

;
9192

61121
10
01

10
01

38
64

:

1AEEA

S

.
74
73

1
1

9192
61121

7
36

;
7

361;
36
7

1
1

9192
61121

11

1
1

1
1

1

uAvy

uuAvauuA
ij

ij

Найдем обратную матрицу 1B , число 2v  и вектор x:

;
7571
7372

10
01

10
01

21
35

:\

1BEEB

SN

;
3
71;

7
3

1
1

7571
7372

11 1
2

1 uuBvbuuB
ij

ij

;
32
31

9192
61121

11
3
71

2uBvx

следовательно, ;7473y .323100x
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Тогда вероятность реализации выигрыша коалиций S  и SN \
в ситуации NE в смешанных стратегиях при выборе игроками своих чи-
стых стратегий имеет вид

21
8

7
2

21
4

7
1

00
00

4

3

2

1

21

.

Вычислим значение игры в смешанных стратегиях:

3
12,

7
15

3
7,

7
362,3

21
83,6

21
41,8

7
25,4

7
1, yxE .

Перепишем табл. 3 в табл. 4, соответствующую табл. 1–2.
Комментарий к табл. 4. В табл. 4 справа по горизонтали даны

стратегии коалиции SN \  и ее смешанная стратегия y , по вертикали –
стратегии коалиции S  и ее смешанная стратегия x
ва даны выигрыши игроков коалиции  и их суммарный выигрыш.      

Таблица 4

The strategies of N\S, 
the payoffs of S

y 0,43  0,57  
 МАТ. ОЖИД. x  1 S 2 S 

2,286 2,000 0,00 1, 1 4 2 6 1 2 3 
4,143 1,000 0,00 1, 2 3 1 4 5 1 6 
2,714 2,429 0,33 2, 1 5 3 8 1 2 3 

St
ra

te
gi

es
 

of
 S

0,000 4,000 0,67 2, 2 0 4 4 0 4 4 
v1 v2 v1 v2 v1 v2 

 2,286 2,000  min 1 3 2  1 2  
 0,000 1,000  min 2 0 1  0 1  

2,286 2  max 3 2 1 2 

2. Разделим значение игры в смешанных стратегиях в ситуации
равновесия в соответствии с вектором Шепли (5.9).

Коалиция состоит из двух игроков III,S , следовательно, 2s .
Для 1i  имеем I;III,S . Тогда компонента вектора Шепли для
игрока 1 имеет вид

.IIIIII,
2
1ISh1 vvvv

Аналогично для 2i  имеем

.IIIIII,
2
1IISh 2 vvvv

Найдем гарантированные выигрыши 1v  и 2v  игроков I  и II . Для
этого зафиксируем смешанную стратегию игрока III

.74733y
Комментарий к табл. 4 (продолжение). В табл. 4 слева находится

математическое ожидание выигрышей игроков коалиции S  по смешан-
ной стратегии коалиции SN \  в ситуации NE (далее, в расчетах в скоб-
ках учитывается третий элемент – математическое ожидание игрока III):

;
7
41;2;

7
222

7
41

7
3;2

7
42

7
3;1

7
44

7
3

1,1 yvS

.
7
32;4;02

7
43

7
3;4

7
44

7
3;0

7
40

7
3

;
7
41;

7
32;

7
522

7
41

7
3;2

7
43

7
3;1

7
45

7
3

;
7
63;1;

7
143

7
45

7
3;1

7
41

7
3;5

7
43

7
3

2,2

1,2

2,1

yv

yv

yv

S

S

S

Тогда (см. табл. 3 или табл. 4)

.21;2max
;14;1min,2,min

;2
7
32;2min,1,min

;
7
220;

7
22max

;00;
7
52min,,2min

;
7
22

7
14;

7
22min,,1min

2

3212

3212

1

3211

3211

v
yxxK

yxxK

v
yxxK

yxxK
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Таким образом, максмин у 1-го игрока 
7
22Iv , у 2-го игрока –

2IIv .
Следовательно,

.
7
32

7
32Sh

;
7
522

7
22

7
15

2
1

7
22

7
15

2
1Sh

32

21131

y

vvvy

Соответственно PMS-вектор игроков  и  коалиции  принимает сле-
дующие значения:

;
7
32PMS;

7
52PMS 21 .

3
12PMS3

Теперь разделим выигрыши коалиции S  в чистых стратегиях, име-
ющих положительную вероятность реализации, т. е. входящих в NE,
в пропорциях, соответствующих PMS-вектору:

.
36
17

7
15
7
32

PMSPMS
PMS;

36
19

7
15
7
52

PMSPMS
PMS

21

2
2

21

1
1

Следовательно, матрицы выигрышей игроков I  и II  коалиции S
имеют вид

,

12
51

9
73

6
52

9
81

38
64

36
17

;

12
71

9
24

6
13

9
12

38
64

36
19

2II

1I

AA

AA

а матрица игры вид

.2,
12
51,

12
711,

9
73,

9
241,2321

3,
6
52,

6
135,

9
81,

9
122,131

74173

Пример 2. Пусть в игре участвуют 6 игроков, разделенных на две
коалиции 1S  и 2S . В каждой коалиции по двое игроков имеют по двее
стратегии и по одному игроку – по три стратегии. Сформируем табл. 5,
в которой по горизонтали расположим стратегии коалиции 1S , а по вер-
тикали – стратегии коалиции 2S . Размер таблицы получается 1212 , каж-
дая ячейка которой имеет размер 32 . В каждой ячейке на пересечении
выбранных стратегий обоими коалициями находятся: в первой строке
индивидуальные выигрыши игроков коалиции 1S ; во второй строке –
вспомогательные вычисления для нахождения гарантированных выиг-
рышей коалиций из коалиции 1S , состоящих из двух игроков (сумма вы-
игрышей игрока 1 и игрока 2, игрока 1 и игрока 3, игрока 2 и игрока 3
соответственно). Ячейки разделяет между собой столбец, в котором по-
мещен суммарный выигрыш игроков коалиции 1S  с фиксированными
стратегиями обеих коалиций. Аналогично составляем табл. 6, в которой
по горизонтали расположим стратегии коалиции 2S , а по вертикали –
стратегии коалиции 1S . Соответственно выигрыши здесь помещены для
игроков коалиции 2S . Обе таблицы будут использоваться для определе-
ния гарантированных выигрышей.

Выпишем формулы для вычисления вектора Шепли:

.213,23,1
6
132,13,2,1

3
1Sh

;313,22,1
6
123,13,2,1

3
1Sh

;323,12,1
6
113,23,2,1

3
1Sh

3

2

1

vvvvvvv

vvvvvvv

vvvvvvv
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Поясним вычисление гарантированных выигрышей. Пусть, напри-
мер, зафиксирован выбор стратегии игроком 1 при условии, что коали-
ция противника договорилась играть определенные стратегии. При этом
условии игрок 1 выбирает минимальное из значений выигрыша, если он
будет играть в своей коалиции стратегию со значением, например, 1, 2
или 3 соответственно. Затем из полученных трех значений выбирается
максимальное.

Аналогично получаются гарантированные выигрыши для коалиций
из двух игроков. Фиксируются стратегии, которые будут играть эти двое,
и выбирается минимальное из значений выигрыша, которое они могут
получить, если будут играть в своей коалиции с выбранными стратегия-
ми. Максимальное из значений, получаемых при выборе различных ком-
бинаций своих стратегий, будет являться гарантированным выигрышем.

Зафиксируем стратегию коалиции противника, например, 1, 2,1 .
Найдем гарантированные выигрыши игроков коалиции 1S : 1v , 2v , 3v .
Игрок 1 гарантирует себе минимум из выигрышей, которые он может
получить, играя в коалиции 1S  стратегию 38,3,4,4,3,5min:1

1,1 Sx ,
стратегию 169,9,3,1,0,16min:2

1,1 Sx . Следовательно,

316,3max1v . Аналогично находим 2v  и 3v .
Для нахождения гарантированных выигрышей коалиций, состоя-

щих из двух игроков, используем вторую строку в каждой ячейке и фик-
сируем уже не стратегию игрока, а стратегию подмножества из двух иг-
роков коалиции 1S . Например, пусть коалиция противника 2S  выбирает

стратегию 1, 2,1 . Тогда, если игроки 1 и 2 из коалиции  выбирают стра-

тегию )1,1(1,2,1 Sx , то их гарантированный выигрыш составит

min 6, 4, 6 6, если )2,1(
1,2,1 Sx , то – 811,3,8min , еслисли

)1,2(
1,2,1 Sx , то – 141,0,14min , если )2,2(

1,2,1 Sx , то –о –

min 1, 2, 9 9 , 12 max 6, 8, 14, 9 6v . Аналогично нахо-о-

дятся 13v  и 23v .
Для вычисления PMS-вектора, однако, будем использовать гаран-

тированные выигрыши в смешанных стратегиях в ситуации NE (столбец
«мат. ожид.» слева, построение столбца аналогично построению в табл. 4,
к примеру 1 – см. комментарий к табл. 4).
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Теперь составим матрицу А выигрышей коалиции 1S  и найдем об-

ратную к ней матрицу (табл. 7–8).

Таблица 7

Matrix A, the strategies of coalition S2
111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
112 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -6
113 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -6 -5
121 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -6 -5 -4
122 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -6 -5 -4 -3
123 -1 0 1 2 3 4 5 -6 -5 -4 -3 -2
211 0 1 2 3 4 5 -6 -5 -4 -3 -2 -1
212 1 2 3 4 5 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
213 2 3 4 5 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1
221 3 4 5 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2
222 4 5 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
223 5 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Таблица 8
A–1

111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232
-0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07
-0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1
-0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01
-0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01
-0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01
-0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01
-0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01
-0,01 -0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01
-0,01 -0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01
-0,01 -0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01
-0,01 0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01
0,07 -0,1 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01 -0,01

Также составим матрицу В в тех же стратегиях и найдем обратную
к ней матрицу (табл. 9, 10).
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Таблица 9

Matrix B, the strategies of coalition S2
111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
112 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
113 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
121 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
122 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 0 0
123 0 0 0 0 0 7 0 0 0 0 0 0
211 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0 0
212 0 0 0 0 0 0 0 11 0 0 0 0
213 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0 0
221 0 0 0 0 0 0 0 0 0 15 0 0
222 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 17 0Th
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S 1

223 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 19

Таблица 10

B–1

111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232
0,20 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0,33 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1,00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0,33 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0,20 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0,14 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0,11 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0,09 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0,08 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,07 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,06 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,05

Найдем числа 1v , 2v  и векторы x и y:

.0,080,08;0,08;0,08;0,08;0,08;0,08;0,08;0,08;0,08;0,08;0,08;

;0,020,02;0,03;0,03;0,03;0,04;0,05;0,08;0,13;0,38;0,13;0,08;

;1,,1;375,01;5,01

T

1
1

1
2

1
2

1
1

uAvy

uBvx

uuuBvuuAv

Составим матрицу С распределения вероятностей реализации вы-
игрышей коалиций 1S  и 2S  в ситуации NE в смешанных стратегиях при
выборе игроками своих чистых стратегий:

С y 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 0,08 
x  111 112 113 121 122 123 211 212 213 221 222 223 

0,08 111 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 
0,13 121 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 
0,38 131 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 0,031 
0,13 211 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 0,010 
0,08 221 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 0,006 
0,05 231 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 0,004 
0,04 112 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 
0,03 122 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 0,003 
0,03 132 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 
0,03 212 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 
0,02 222 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 

0,02 232 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 

Вычислим значение игры yxE ,  в смешанных стратегиях:
,375,0;5,0,;, BCACE

где ,  – сумма скалярных произведений векторов соответствующих

матриц. Найдем PMS-вектор как вектор Шепли выигрышей коалиций 1S
и 2S , т. е.

;944,0PMS
;556,1PMS

;111,0PMS

13

12

11

S
S
S

.452,0PMS
;564,2PMS

;487,2PMS

23

22

21

S
S
S

Таким образом,
.0,452;2,564;487,2;0,944;1,556;0,111)PMS(N
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Теперь разделим выигрыши коалиций 1S  и 2S  в чистых стратегиях,
имеющих положительную вероятность реализации, т. е. входящих в NE,
в пропорциях, соответствующих PMS-вектору:

.3,1,2,1,
PMS

PMS
3

1

jk
S

S
S

i
ki

kj
kj

Следовательно, матрицы выигрышей игроков 1, 2 и 3 коалиции 1S
имеют вид

Матрица A1 = 1A, стратегии коалиции S2, выигрыш игрока 1 коалиции S1
111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11
112 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33
113 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11
121 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89
122 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67
123 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44
211 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22
212 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00
213 -0,44 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22
221 -0,67 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44
222 -0,89 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67
223 -1,11 1,33 1,11 0,89 0,67 0,44 0,22 0,00 -0,22 -0,44 -0,67 -0,89

Матрица A2 = 2A, стратегии коалиции S2, выигрыш игрока 2 коалиции S1
111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56
112 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67
113 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56
121 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44
122 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33
123 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22
211 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11
212 3,11 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00
213 6,22 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11
221 9,33 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22
222 12,44 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33
223 15,56 -18,67 -15,56 -12,44 -9,33 -6,22 -3,11 0,00 3,11 6,22 9,33 12,44

Матрица A3 = 3A, стратегии коалиции S2, выигрыш игрока 3 коалиции S1
111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44
112 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33
113 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44
121 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56
122 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67
123 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78
211 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89
212 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00
213 -3,78 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89
221 -5,67 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78
222 -7,56 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67
223 -9,44 11,33 9,44 7,56 5,67 3,78 1,89 0,00 -1,89 -3,78 -5,67 -7,56

Матрицы выигрышей игроков 1, 2 и 3 коалиции 2S :

Матрица B1 = 1B, стратегии коалиции S1, выигрыш игрока 1 коалиции S2
0 111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 33,16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
112 0 19,90 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
113 0 0 6,63 0 0 0 0 0 0 0 0 0
121 0 0 0 19,90 0 0 0 0 0 0 0 0
122 0 0 0 0 33,16 0 0 0 0 0 0 0
123 0 0 0 0 0 46,43 0 0 0 0 0 0
211 0 0 0 0 0 0 59,70 0 0 0 0 0
212 0 0 0 0 0 0 0 72,96 0 0 0 0
213 0 0 0 0 0 0 0 0 86,23 0 0 0
221 0 0 0 0 0 0 0 0 0 99,49 0 0
222 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 112,76 0
223 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 126,03

Матрица B2 = 2B, стратегии коалиции S1, выигрыш игрока 2 коалиции S2
0 111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 -34,19 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
112 0 -20,51 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
113 0 0 -6,84 0 0 0 0 0 0 0 0 0
121 0 0 0 -20,51 0 0 0 0 0 0 0 0
122 0 0 0 0 -34,19 0 0 0 0 0 0 0
123 0 0 0 0 0 -47,86 0 0 0 0 0 0
211 0 0 0 0 0 0 -61,53 0 0 0 0 0
212 0 0 0 0 0 0 0 -75,21 0 0 0 0
213 0 0 0 0 0 0 0 0 -88,88 0 0 0
221 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -102,56 0 0
222 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -116,23 0
223 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -129,91
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Матрица B3 = 3B, стратегии коалиции S1, выигрыш игрока 3 коалиции S2
0 111 121 131 211 221 231 112 122 132 212 222 232

111 6,02 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
112 0 3,61 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
113 0 0 1,20 0 0 0 0 0 0 0 0 0
121 0 0 0 3,61 0 0 0 0 0 0 0 0
122 0 0 0 0 6,02 0 0 0 0 0 0 0
123 0 0 0 0 0 8,43 0 0 0 0 0 0
211 0 0 0 0 0 0 10,84 0 0 0 0 0
212 0 0 0 0 0 0 0 13,25 0 0 0 0
213 0 0 0 0 0 0 0 0 15,66 0 0 0
221 0 0 0 0 0 0 0 0 0 18,06 0 0
222 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 20,47 0
223 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 22,88

ПРИЛОЖЕНИЕ 2
Самостоятельная работа № 1

Изобразить на графе, представленном на рис . 1.5, путь
lxxx ,,0  и найти выигрыши игроков:
1. ?4,1,1,1,1,3,2,2,2,3,1,1,1,1,2
2. ?4,2,1,2,1,1,2,1,1,3,1,3,1,2,3
3. ?4,1,2,1,2,3,1,2,1,3,1,2,1,1,2
4. ?4,1,1,2,1,3,2,2,1,3,1,3,1,2,1
5. ?4,2,1,1,1,3,3,2,1,3,1,3,1,2,3
6. ?4,2,1,2,1,2,1,2,2,3,1,1,2,2,3
7. ?4,2,2,2,1,2,2,1,1,3,1,2,2,1,1
8. ?1,1,1,1,1,1,3,2,1,3,2,1,2,2,1
9. ?4,1,1,1,1,2,1,2,2,3,1,1,1,1,1
10. ?2,1,1,1,1,2,1,1,2,3,1,2,2,2,2
11. ?4,2,1,2,2,2,2,1,2,3,2,1,2,2,1
12. ?2,2,2,2,2,2,2,2,2,3,1,1,2,2,2
13. ?3,2,2,2,2,2,2,2,1,2,1,2,1,2,1
14. ?3,1,1,2,1,2,3,2,2,3,2,2,2,2,1
15. ?3,2,1,2,1,3,2,2,2,3,1,2,1,2,1
16. ?1,1,1,1,2,3,1,2,2,3,2,3,1,2,2
17. ?2,1,1,1,1,1,1,2,2,3,1,1,2,2,2
18. ?3,2,1,2,1,1,3,2,1,3,2,3,1,1,1
19. ?3,1,2,2,1,2,2,2,2,1,2,2,2,2,1
20. ?3,2,1,2,1,3,1,2,2,3,1,2,2,2,1

Самостоятельная работа № 2

Найти все ситуации абсолютного NE в игре G, заданной на древо-
видном графе и представленной на рисунках. В позициях, обозначенных
«кружочками», ходит первый игрок, в «квадратиках» – второй игрок.
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Самостоятельная работа № 4

Найти С-ядро и его центр в кооперативных играх vN ,  трех лиц:
1. 9Nv ,  42,1v ,  43,1v ,  73,2v ,  01v ,  02v ,

03v .
2. 8Nv ,  62,1v ,  63,1v ,  63,2v ,  01v ,  1.

02v ,  03v .
3. 21Nv ,  52,1v ,  43,1v ,  83,2v ,  11v ,  22v ,

03v .
4. 18Nv ,  152,1v ,  123,23,1 vv ,  2321 vvv .
5. 15Nv ,  63,12,1 vv ,  103,2v ,  31v ,  032 vv .
6. 7Nv ,  62,1v ,  53,1v ,  33,2v ,  01v ,  02v ,

13v .
7. 14Nv ,  42,1v ,  43,1v ,  103,2v ,  2321 vvv .
8. 10Nv ,  52,1v ,  43,1v ,  63,2v ,  01v ,  32v ,

33v .
9. 29Nv ,  142,1v ,  123,23,1 vv ,  031 vv ,

102v .
10. 20Nv ,  62,1v ,  53,1v ,  73,2v ,  2321 vvv .
11. 7Nv ,  32,1v ,  53,1v ,  63,2v ,  01v ,  02v ,

03v .
12. 7Nv ,  62,1v ,  53,1v ,  23,2v ,  0321 vvv .
13. 7Nv ,  62,1v ,  53,1v ,  23,2v ,  021 vv ,

13v .
14. 8Nv ,  42,1v ,  63,1v ,  43,2v ,  0321 vvv .
15. 8Nv ,  42,1v ,  43,23,1 vv ,  0321 vvv .

Самостоятельная работа № 7

Дать словесное описание ИМ игроков, найти оптимальное реше-
ние позиционной игры и определить возможные позиции, партии и су-
щественные ИМ при использовании соответствующих оптимальных стра-
тегий:
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