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Ïðåäèñëîâèå

Ñîäåðæàíèå ïðåäëàãàåìîãî ïîñîáèÿ îñíîâàíî íà ìàòåðèàëàõ ëåêöè-
îííûõ êóðñîâ ïî òåîðèè èãð è ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå, ÷èòàâøèõñÿ
àâòîðàìè â òå÷åíèå ðÿäà ëåò íà ôàêóëüòåòå âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè
è êèáåðíåòèêè ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà.

Â îòëè÷èå îò èçäàííîé ðàíåå ó÷åáíîé ëèòåðàòóðû îñíîâíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ òåîðèè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð è åå ýêîíîìè÷åñêèì ïðèëîæåíè-
ÿì. Èçëàãàþòñÿ íîâûå ðàçäåëû òåîðèè: èåðàðõè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå
èãðû, ìåòîäû ïîèñêà ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ, äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè
ìåòîäà Áðàóíà äëÿ ìàòðè÷íûõ èãð è äð. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè íåñî-
âåðøåííîé êîíêóðåíöèè, çàäà÷è îïòèìàëüíîãî íàëîãîîáëîæåíèÿ è îðãà-
íèçàöèè íàëîãîâîé èíñïåêöèè. Äëÿ ÷èòàòåëåé, èíòåðåñóþùèõñÿ ìàòåìà-
òè÷åñêèìè îñíîâàíèÿìè òåîðèè èãð, â ïðèëîæåíèè äàíû äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû îá îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè, òåîðåìû Õåëëè î ïåðåñå÷åíèè
âûïóêëûõ êîìïàêòîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, òåîðåìû Áðàóýðà è Êà-
êóòàíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Ïîñîáèå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ÷òåíèÿ êóðñîâ ïî òåîðèè èãð è
ìàòåìàòè÷åñêîé ýêîíîìèêå ñòóäåíòàì, îáó÷àþùèìñÿ ïî ñïåöèàëüíîñòÿì
"Ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà"è "Ýêîíîìè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà". Ïðåäïîëàãà-
åòñÿ çíàêîìñòâî ÷èòàòåëåé ñ íà÷àëüíûìè êóðñàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-
ëèçà, ëèíåéíîé àëãåáðû è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïðåäëàãàåìûå â êàæäîì
ïàðàãðàôå ïðèìåðû è óïðàæíåíèÿ ñïîñîáñòâóþò àêòèâíîìó óñâîåíèþ
ìàòåðèàëà è ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ïîñîáèå òàêæå äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñå-
ìèíàðñêèõ çàíÿòèé. Ïîñëåäíèé ðàçäåë ñîäåðæèò ðåøåíèå âñåõ óïðàæ-
íåíèé. Êàæäàÿ ãëàâà ñíàáæåíà áèáëèîãðàôè÷åñêèì êîììåíòàðèåì, ïîç-
âîëÿþùèì çàèíòåðåñîâàííîìó ÷èòàòåëþ áîëåå ãëóáîêî èçó÷èòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ òåìó.

Àâòîðû ïðèçíàòåëüíû âñåì êîëëåãàì ïî êàôåäðå èññëåäîâàíèÿ îïå-
ðàöèé çà ïîääåðæêó è ñîâåòû, âî ìíîãîì îïðåäåëèâøèå ñòðóêòóðó êíèãè
è ñòèëü åå èçëîæåíèÿ. Ìû òàêæå áëàãîäàðíû Ïîëèíå Âàñèíîé, Åâãåíèþ
Æèãëîâó, Þëèè Ñîñèíîé, Àëåêñåþ Òåïëîâó, Åëåíå Òûðòûøíèêîâîé è
Êèðèëëó ×îêïàðîâó çà ïîìîùü ïðè ïîäãîòîâêå ïîñîáèÿ.
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��1. Ââåäåíèå

Òåîðèåé èãð íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â
êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèÿõ. Ïîÿñíèì ýòî îïðåäåëåíèå. Ïðîñòåéøèå ìîäåëè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ â êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà è îïòèìèçàöèè. Â ýòèõ ìîäåëÿõ ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèÿ (ËÏÐ),
âûáèðàåò ñâîå äåéñòâèå èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé (íàïðèìåð,
ìíîæåñòâî ïëàíîâ ïðîèçâîäñòâà â çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ).
Çàäàíà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îòðàæàåò èíòåðåñû ËÏÐ è çàâèñèò îò
âûáðàííîé èì ñòðàòåãèè (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ ïðèáûëè, çàâèñÿùàÿ îò
íàçíà÷åííîãî ïëàíà ïðîèçâîäñòâà). Çàäà÷à ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â ýòîé ïî-
ñòàíîâêå ñîñòîèò, êàê ïðàâèëî, â òîì, ÷òîáû íàéòè ñòðàòåãèþ, äîñòàâëÿ-
þùóþ ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè.

Îòëè÷èå êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè â òîì, ÷òî ðåøåíèå ïðèíèìàåòñÿ íå
îäíèì èíäèâèäóóìîì, à íåñêîëüêèìè ó÷àñòíèêàìè, è ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà êàæäîãî èíäèâèäóóìà çàâèñèò íå òîëüêî îò åãî ñòðàòåãèè, íî òàêæå
è îò ðåøåíèé äðóãèõ ó÷àñòíèêîâ. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîãî ðîäà
êîíôëèêòà íàçûâàåòñÿ èãðîé, à ó÷àñòíèêè êîíôëèêòà − èãðîêàìè.

Â ðàìêàõ òåîðèè èãð ñóùåñòâóþò äâà îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ. Òåîðèÿ
íåêîîïåðàòèâíûõ èãð èçó÷àåò ïðèíÿòèå ðåøåíèé â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ñóùåñòâóåò ìåõàíèçì, îáåñïå÷èâàþùèé âûïîëíåíèå ñîâìåñòíî ïðèíÿòîãî
ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì îñíîâíàÿ ïðîáëåìà − óêàçàòü ìíîæåñòâî âçàèìîâû-
ãîäíûõ ðåøåíèé ñ ó÷åòîì èíòåðåñîâ è ñàìîñòîÿòåëüíûõ âîçìîæíîñòåé
îòäåëüíûõ èãðîêîâ è êîàëèöèé, òî åñòü ãðóïï ñîâìåñòíî äåéñòâóþùèõ
èãðîêîâ. Åñëè ýòî ìíîæåñòâî âêëþ÷àåò íåñêîëüêî âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ,
òî âîçíèêàåò òàêæå çàäà÷à âûðàáîòêè êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè, êîòî-
ðûé ïîçâîëèë áû íàéòè åäèíñòâåííîå, íàèëó÷øåå â íåêîòîðîì ñìûñëå
ðåøåíèå. Â íàñòîÿùåì ïîñîáèè îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è íåêîòîðûå ðåçóëüòà-
òû òåîðèè êîîïåðàòèâíûõ èãð èçëîæåíû â � 15.

Íåêîîïåðàòèâíûå èãðû îòðàæàþò ñèòóàöèè, â êîòîðûõ èãðîêè äåé-
ñòâóþò ñàìîñòîÿòåëüíî, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà, è åñëè êàêèå-òî ñîãëà-
øåíèÿ çàêëþ÷àþòñÿ, òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçûâàþùèìè: êàæäûé èãðîê
ìîæåò îòêëîíèòüñÿ îò äîãîâîðåííîñòè. Òàêèì èãðàì óäåëÿåòñÿ îñíîâíîå
âíèìàíèå â äàííîì ïîñîáèè.

Åñëè èãðîêîâ äâîå, à èíòåðåñû èõ ïðîòèâîïîëîæíû, òî èãðà íàçû-
âàåòñÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé. Òèïè÷íûìè ïðèìåðàìè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ
èãð ÿâëÿþòñÿ øàõìàòû, øàøêè, "êðåñòèêè-íîëèêè", à òàêæå àçàðòíûå
èãðû òèïà "îðëÿíêè". Ïðè ïðîâåäåíèè âîåííûõ îïåðàöèé íàïàäàþùàÿ
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� 1. Ââåäåíèå

ñòîðîíà îáû÷íî ñòðåìèòñÿ íàíåñòè ïðîòèâíèêó ìàêñèìàëüíûé óùåðá, à
ïðîòèâíèê ñòðåìèòñÿ ýòîò óùåðá ìèíèìèçèðîâàòü. Ïîýòîìó â òàêèõ ñëó-
÷àÿõ âîåííóþ îïåðàöèþ ìîæíî èçó÷àòü êàê àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó.

Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ËÏÐ çàâèñèò îò íåîïðåäåëåí-
íîãî ôàêòîðà (íàïðèìåð, ïîãîäíûõ óñëîâèé). Ðàññ÷èòûâàÿ íà "õóäøèé
ñëó÷àé", ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ýòîò ôàêòîð − ñòðàòåãèÿ ïðîòèâíèêà, èìå-
þùåãî ïðîòèâîïîëîæíûå èíòåðåñû. Âîçíèêàåò èãðà ïðîòèâ "ïðèðîäû",
òàêæå îòíîñÿùàÿñÿ ê àíòàãîíèñòè÷åñêèì èãðàì. Òàêèå èãðû ðàññìàòðè-
âàþòñÿ â ïåðâîé ãëàâå.

Âòîðàÿ è òðåòüÿ ãëàâû ïîñâÿùåíû íåàíòàãîíèñòè÷åñêèì èãðàì. Ýêî-
íîìèêà è ñîöèàëüíàÿ ñôåðà äàþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû òàêèõ èãð.
Ïóñòü íåñêîëüêî ôèðì êîíêóðèðóþò íà òîâàðíîì ðûíêå è çàèíòåðåñîâà-
íû â óâåëè÷åíèè ñâîèõ äîõîäîâ. Öåíà íà ïðîäóêöèþ îïðåäåëÿåòñÿ ñïðî-
ñîì íà òîâàð è êîëè÷åñòâîì âûïóùåííîé ïðîäóêöèè. Òåîðèÿ èãð ïðåä-
ïèñûâàåò ôèðìàì-èãðîêàì íàçíà÷àòü âûïóñê ïðîäóêöèè â òàêèõ êîëè-
÷åñòâàõ, ïðè êîòîðûõ êàæäîìó îòäåëüíî âçÿòîìó èãðîêó áûëî áû íåâû-
ãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò ïðåäïèñàííîãî îáúåìà. Ñîîòâåòñòâóþùèé íàáîð
ñòðàòåãèé íàçûâàþò ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó. Äðóãèì ïðèìåðîì ÿâëÿþò-
ñÿ èåðàðõè÷åñêèå èãðû, îòðàæàþùèå âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó âåðõíèì è
íèæíèì çâåíüÿìè óïðàâëåíèÿ (íà÷àëüíèêîì è ïîä÷èíåííûì, çàêàç÷è-
êîì è ïðîèçâîäèòåëåì ïðîäóêöèè è ò.ï.). Çäåñü îáû÷íî èíòåðåñóþòñÿ íå
ðàâíîâåñèåì â èãðå, à íàèëó÷øèì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì, êî-
òîðûé ìîæåò ñåáå îáåñïå÷èòü èãðîê-ëèäåð, ïåðâûì ñîîáùàþùèé ñâîþ
ñòðàòåãèþ äðóãîìó èãðîêó. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå â óêàçàííûõ ãëàâàõ
óäåëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèÿì ïî äîìèíèðîâàíèþ.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå äàåòñÿ êðàòêîå ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ýêî-
íîìèêó è ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ òåîðèè íåêîîïåðàòèâíûõ èãð ê
àíàëèçó àêòóàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîáëåì. Îäíà èç íèõ − èññëåäî-
âàíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ðûíêîâ â óñëîâèÿõ íåñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè è
îöåíêà îòêëîíåíèÿ îæèäàåìîãî ñîñòîÿíèÿ ðûíêà îò êîíêóðåíòíîãî ðàâ-
íîâåñèÿ. Èçëîæåííàÿ â � 18 òåîðåìà áëàãîñîñòîÿíèÿ äëÿ îäíîïðîäóêòî-
âîé ýêîíîìèêè ïîêàçûâàåò, ÷òî ñîñòîÿíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóììàðíîãî âûèãðûøà âñåõ ó÷àñò-
íèêîâ. Â � 19 ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè ðûíî÷íîé êîíêóðåíöèè ïî Êóðíî
è Áåðòðàíó, à òàêæå àóêöèîí ôóíêöèé ïðåäëîæåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíå-
íèå ðàâíîâåñèé ïî Íýøó è ðåøåíèé ïî äîìèíèðîâàíèþ ñ êîíêóðåíòíûì
ðàâíîâåñèåì.

Â �� 20, 21 îáñóæäàþòñÿ ìîäåëè, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèîíèðîâàíèåì
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� 1. Ââåäåíèå

íàëîãîâîé ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
âûáîðà íàëîãîâûõ ñòàâîê äëÿ ôèíàíñèðîâàíèÿ áþäæåòíîãî ñåêòîðà, à
òàêæå ìîäåëè îðãàíèçàöèè íàëîãîâûõ ïðîâåðîê â óñëîâèÿõ óêëîíåíèÿ è
êîððóïöèè.
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ÃËÀÂÀ I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ

��2. Ñåäëîâûå òî÷êè è àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû

Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) îïðåäåëåíà íà äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè
X × Y, ãäå X, Y − ìíîæåñòâà ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû.

Îïðåäåëåíèå. Ïàðà (x0, y0) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé
ôóíêöèè F (x, y) íà X × Y, åñëè

F (x, y0) ≤ F (x0, y0) ≤ F (x0, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y (2.1)

èëè, ýêâèâàëåíòíî,

max
x∈X

F (x, y0) = F (x0, y0) = min
y∈Y

F (x0, y).

Ïîíÿòèå ñåäëîâîé òî÷êè èñïîëüçóåòñÿ â îïðåäåëåíèè ðåøåíèÿ àíòà-
ãîíèñòè÷åñêîé èãðû.

Îïèøåì àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó. Â íåé ïðèíèìàþò ó÷àñòèå äâà èã-
ðîêà 1 è 2 (ïåðâûé è âòîðîé). Èãðîê 1 âûáèðàåò ñòðàòåãèþ x èç ìíîæå-
ñòâà ñòðàòåãèé X, èãðîê 2 âûáèðàåò ñòðàòåãèþ y èç ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé
Y. Íîðìàëüíàÿ ôîðìà èãðû ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî êàæäûé èãðîê âûáèðà-
åò ñâîþ ñòðàòåãèþ íåçàâèñèìî, íå çíàÿ âûáîðà ïàðòíåðà. Çàäàíà ôóíê-
öèÿ âûèãðûøà F (x, y) ïåðâîãî èãðîêà, îïðåäåëåííàÿ íà X×Y. Âûèãðûø
F (x, y) ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ ïðîèãðûøåì äëÿ âòîðîãî. Öåëü ïåðâîãî
èãðîêà ñîñòîèò â óâåëè÷åíèè ñâîåãî âûèãðûøà F (x, y), à öåëü âòîðîãî −
â óìåíüøåíèè F (x, y).

Òàêèì îáðàçîì, àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà çàäàåòñÿ íàáîðîì
Γ =

〈
X, Y, F (x, y)

〉
. Òåðìèíû "âûèãðûø"è "èãðîê"ñëîæèëèñü èñòî-

ðè÷åñêè, êîãäà àíàëèçèðîâàëèñü ïðåèìóùåñòâåííî àçàðòíûå èãðû. Ýòè
òåðìèíû íå ñîâñåì òî÷íûå. Íàïðèìåð, åñëè çíà÷åíèå F (x, y) < 0, òî "âû-
èãðûø"ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ ôàêòè÷åñêè åãî ïðîèãðûøåì. Êðîìå òî-
ãî, ðàññìàòðèâàþò èãðû, ãäå F (x, y) ÿâëÿåòñÿ íå äåíåæíûì âûèãðûøåì,
à, ñêàæåì, âåðîÿòíîñòüþ ïîðàæåíèÿ öåëè. Èãðîê 2 ìîæåò íå áûòü èíòåë-
ëåêòóàëüíûì ïðîòèâíèêîì. ×àñòî ðàññìàòðèâàþò èãðû ïðîòèâ "ïðèðî-
äû".

Âåðíåìñÿ ê îïðåäåëåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè, êîòîðîé ìîæíî ïðèäàòü
ñëåäóþùèé èãðîâîé ñìûñë. Åñëè èãðîêè âûáðàëè â êà÷åñòâå ñòðàòåãèé
êîìïîíåíòû x0, y0 ñåäëîâîé òî÷êè, òî êàæäîìó èç íèõ íåâûãîäíî îòêëî-
íÿòüñÿ îò âûáðàííîé ñòðàòåãèè. Ïîýòîìó ñåäëîâàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ôîð-
ìàëèçàöèåé êîíöåïöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðå.
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� 2. Ñåäëîâûå òî÷êè è àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà Γ èìååò ðåøåíèå,
åñëè ôóíêöèÿ F (x, y) èìååò íà X × Y ñåäëîâóþ òî÷êó. Ïóñòü (x0, y0) −
ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y). Òîãäà òðîéêà
(x0, y0, v = F (x0, y0)) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì èãðû, x0, y0 − îïòèìàëüíû-
ìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ, à v − çíà÷åíèåì èãðû.

Ïîêàæåì, ÷òî çíà÷åíèå èãðû íå çàâèñèò îò âûáîðà ñåäëîâîé òî÷êè.

Ëåììà 2.1. Åñëè (x0, y0), (x∗, y∗) − äâå ñåäëîâûå òî÷êè ôóíêöèè
F (x, y) íà X × Y, òî F (x0, y0) = F (x∗, y∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðÿäó ñ (2.1), âûïèøåì àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà
äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè (x∗, y∗)

F (x, y∗) ≤ F (x∗, y∗) ≤ F (x∗, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. (2.2)

Èìååì

F (x∗, y∗)
(2.2)

≤ F (x∗, y0)
(2.1)

≤ F (x0, y0)
(2.1)

≤ F (x0, y∗)
(2.2)

≤ F (x∗, y∗).

Çäåñü âñå íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû êàê ðàâåíñòâà.
Âàæíåéøèé êëàññ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð îáðàçóþò ìàòðè÷íûå èãðû.

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà Γ íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íîé, åñëè
ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ êîíå÷íû: X = {1, ...,m}, Y = {1, ..., n}.
Ïðè ýòîì ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà ÷åðåç i, ñòðà-
òåãèþ âòîðîãî ÷åðåç j, à âûèãðûø ïåðâîãî F (i, j) ÷åðåç aij. Ìàòðèöà
A = (aij)m×n íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé èãðû. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò â íåé
íîìåð ñòðîêè i, à âòîðîé − íîìåð ñòîëáöà j.

Â îáîçíà÷åíèÿõ ìàòðè÷íîé èãðû (i0, j0) − ñåäëîâàÿ òî÷êà ìàòðèöû
A, åñëè

aij0 ≤ ai0j0 ≤ ai0j, i = 1, ...m, j = 1, ..., n.

Ïðèìåð 2.1. A =

(
0 0
0 4

)
.

Çäåñü (1,1) è (2,1) − äâå ñåäëîâûå òî÷êè è çíà÷åíèå èãðû v ðàâíî íó-
ëþ. Çàìåòèì, ÷òî a12 = v, íî (1,2) íå ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ìàòðèöû.

Ïðèìåð 2.2. Èãðà "îðëÿíêà". Ïåðâûé èãðîê çàêëàäûâàåò ìîíåòó îð-
ëîì (Î) èëè ðåøêîé (Ð), à âòîðîé ïûòàåòñÿ îòãàäàòü. Åñëè âòîðîé èãðîê
îòãàäàåò, òî ïåðâûé ïëàòèò åìó åäèíèöó, åñëè íå îòãàäàåò, òî − íàîáîðîò.
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Çäåñü A =

( O P

O −1 1
P 1 −1

)
. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòà ìàòðèöà íå èìååò

ñåäëîâîé òî÷êè.
Âåðíåìñÿ ê îáùåìó îïðåäåëåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè è àíòàãîíèñòè÷å-

ñêîé èãðû. Âîçíèêàþò äâà âîïðîñà. Êîãäà àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà èìååò
ðåøåíèå, ò.å. êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y) èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó íà X × Y ?
Êàê èñêàòü ñåäëîâûå òî÷êè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî îíè ñóùåñòâóþò?

Ðàññìîòðèì èãðó Γ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Ïóñòü îí âûáðàë
ñòðàòåãèþ x. ßñíî, ÷òî åãî âûèãðûø áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì inf

y∈Y
F (x, y).

Âåëè÷èíó inf
y∈Y

F (x, y) íàçîâåì ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì (âûèãðû-

øåì) äëÿ ïåðâîãî èãðîêà. Íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ
ïåðâîãî èãðîêà v = sup

x∈X
inf
y∈Y

F (x, y) íàçûâàåòñÿ íèæíèì çíà÷åíèåì èãðû.

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèÿ x0 ïåðâîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìèííîé,
åñëè inf

y∈Y
F (x0, y) = v.

Ðàññìîòðèì èãðó Γ ñ òî÷êè çðåíèÿ âòîðîãî èãðîêà. Åñëè îí âûáðàë
ñòðàòåãèþ y, òî äëÿ íåãî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëü-
òàòîì âåëè÷èíó sup

x∈X
F (x, y). Ïðîèãðûø âòîðîãî èãðîêà áóäåò íå áîëüùå,

÷åì ýòà âåëè÷èíà. Íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ âòîðîãî
èãðîêà v = inf

y∈Y
sup
x∈X

F (x, y) íàçûâàåòñÿ âåðõíèì çíà÷åíèåì èãðû.

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèÿ y0 âòîðîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ ìèíèìàêñíîé,
åñëè sup

x∈X
F (x, y0) = v.

Ëåììà 2.2. Â ëþáîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå Γ ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî v ≤ v.1

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ x è y.
Òîãäà

inf
y∈Y

F (x, y) ≤ F (x, y) ≤ sup
x∈X

F (x, y) ⇒ inf
y∈Y

F (x, y) ≤ sup
x∈X

F (x, y).

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà çàâèñèò îò x, à ïðàâàÿ ÷àñòü − íåò.

1Ýòîìó íåðàâåíñòâó ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ: "ëó÷øå áûòü ïëîõèì
ñðåäè õîðîøèõ, ÷åì õîðîøèì ñðåäè ïëîõèõ".
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� 2. Ñåäëîâûå òî÷êè è àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû

Ïîýòîìó

sup
x∈X

inf
y∈Y

F (x, y) ≤ sup
x∈X

F (x, y) ∀ y ∈ Y ⇒ v ≤ v.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâî-
âàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 2.1. 1) Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ F (x, y) íà X × Y èìåëà
ñåäëîâóþ òî÷êó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî ðàâåí-
ñòâî

max
x∈X

inf
y∈Y

F (x, y) = min
y∈Y

sup
x∈X

F (x, y). (2.3)

2) Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.3). Ïàðà (x0, y0) òîãäà è òîëüêî òîãäà
ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé, êîãäà x0 − ìàêñèìèííàÿ, à y0 − ìèíèìàêñíàÿ
ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèÿ 1) è 2) áóäåì äîêàçûâàòü îäíîâðå-
ìåííî.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (x0, y0) − ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y). Ïî-
êàæåì, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2. 3), à x0, y0 − ìàêñèìèííàÿ è ìèíè-
ìàêñíûå ñòðàòåãèè. Èìååì

v ≤ sup
x∈X

F (x, y0) = F (x0, y0) = v = inf
y∈Y

F (x0, y) ≤ v ⇒ v ≤ v.

Íî íåðàâåíñòâî v ≤ v âåðíî â ñèëó ëåììû 2.2. Ïîýòîìó v = v è â ïî-
ñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ âñþäó ìîæíî ïîñòàâèòü çíàêè ðàâåíñòâ. Èç ïîëó-
÷åííûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî x0 − ìàêñèìèííàÿ, à y0 − ìèíèìàêñíàÿ
ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ðàâåíñòâî (2.3) âûïîëíåíî. Âîçüìåì x0, y0 −
ìàêñèìèííóþ è ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèè è ïîêàæåì, ÷òî îíè îáðàçóþò
ñåäëîâóþ òî÷êó. Èìååì

F (x0, y0) ≥ inf
y∈Y

F (x0, y) = v
(2.3)
= v = sup

x∈X
F (x, y0) ≥ F (x0, y0).

Âî âñåõ íåðàâåíñòâàõ ìîæíî ïîñòàâèòü çíàêè ðàâåíñòâ è ïîëó÷àåì, ÷òî
(x0, y0) − ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y).

Çàìå÷àíèå. Åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.3), òî ìíîæåñòâî âñåõ ñåäëî-
âûõ òî÷åê ïðÿìîóãîëüíî è ñîâïàäàåò ñ X0×Y 0, ãäå X0 è Y 0 − ìíîæåñòâà
âñåõ ìàêñèìèííûõ è ìèíèìàêñíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ.
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Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàæèòå, ÷òî 3×3-ìàòðèöà íå ìîæåò èìåòü ðîâíî
7 ñåäëîâûõ òî÷åê.

Ïðèìåð 2.3. Íàéäåì âñå ñåäëîâûå òî÷êè ìàòðèöû

A =


7 −1 −4 1
4 2 3 2
2 2 5 2
4 −3 7 −2

 .

Çäåñü ( min
1≤j≤4

aij) = (−4, 2, 2,−3) è (max
1≤i≤4

aij) = (7, 2, 7, 2). Îòñþäà v =

v = 2, X0 = {2, 3}, Y 0 = {2, 4}. ×åòûðå ñåäëîâûå òî÷êè îáðàçóþò
ìíîæåñòâî X0 × Y 0.

Ïðèìåð 2.4. Ïóñòü X = Y = [0, 1], F (x, y) = 2x2 − 3xy + 2y2. Íàéäåì
âåëè÷èíû v è v. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ìèíèìóì ïî y ôóíêöèè F (x, y)
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå y(x) = 3x/4 ∈ Y. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ìèíèìóìà −
W (x) = min

0≤y≤1
F (x, y) = 7x2/8. Îòñþäà v = 7/8 è x0 = 1 − ìàêñèìèííàÿ

ñòðàòåãèÿ. Çàôèêñèðóåì y. Ìàêñèìóì ôóíêöèè F (x, y) ïî x äîñòèãàåòñÿ
â êîíöàõ îòðåçêà [0, 1] è ðàâåí

M(y)
def
= max

0≤x≤1
F (x, y) = max[F (0, y), F (1, y)] =

= max[2y2, 2− 3y + 2y2] =

{
2− 3y + 2y2, 0 ≤ y ≤ 2/3,

2y2, 2/3 < y ≤ 1.

Ìèíèìóì ôóíêöèè M(y) äîñòèãàåòñÿ ïðè y0 = 2/3 è v = M(y0) = 8/9 >
v = 7/8. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ F (x, y) íå èìååò ñåäëîâîé òî÷êè.

Óïðàæíåíèå 2.2. Íàéäèòå ìàêñèìèííóþ è ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèè,
à òàêæå íèæíåå è âåðõíåå çíà÷åíèÿ èãðû Γ, â êîòîðîé

X = [−2, 3], Y = [−1, 2], F (x, y) = −x2 + 4xy − 5y2 + 3x− 2y.

Èíîãäà â âûðàæåíèÿõ

v = sup
x∈X

inf
y∈Y

F (x, y), v = inf
y∈Y

sup
x∈X

F (x, y)

âíåøíèå sup è inf íå äîñòèãàþòñÿ, íî

sup
x∈X

inf
y∈Y

F (x, y) = inf
y∈Y

sup
x∈X

F (x, y). (2.4)
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Òîãäà ìàêñèìèííàÿ (èëè ìèíèìàêñíàÿ) ñòðàòåãèÿ íå ñóùåñòâóåò è ñåä-
ëîâîé òî÷êè íåò. Âîçìîæåí äðóãîé ñëó÷àé, êîãäà v < v, íî ýòè âåëè÷èíû
áëèçêè. Â ïîäîáíûõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóþò ïîíÿòèå
ε-ñåäëîâîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Ïàðà (xε, yε) ∈ X × Y íàçûâàåòñÿ
ε-ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè F (x, y) íà X × Y , åñëè

F (x, yε)− ε ≤ F (xε, yε) ≤ F (xε, y) + ε ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y.

Óïðàæíåíèå 2.3. Ïóñòü x0, y0 − ìàêñèìèííàÿ è ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòå-
ãèè, a ε = v − v > 0. Äîêàçàòü, ÷òî (x0, y0) − ε-ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè
F (x, y).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà xε íà-
çûâàåòñÿ ε-ìàêñèìèííîé, åñëè inf

y∈Y
F (xε, y) ≥ v − ε. Ñòðàòåãèÿ âòîðîãî

èãðîêà yε íàçûâàåòñÿ ε-ìèíèìàêñíîé, åñëè sup
x∈X

F (x, yε) ≤ v + ε.

Ýòè ñòðàòåãèè îáåñïå÷èâàþò èãðîêàì ïîëó÷åíèå ñâîèõ íàèëó÷øèõ ãàðàí-
òèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ òî÷íîñòüþ äî ε. Ñôîðìóëèðóåì àíàëîã òåîðå-
ìû 2.1.

Òåîðåìà 2.1 ′. 1) Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ëþáîì ε > 0 ôóíêöèÿ F (x, y)
íà X×Y èìåëà ε-ñåäëîâóþ òî÷êó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî
âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.4).

2) Ïóñòü ðàâåíñòâî (2.4) âûïîëíåíî. Òîãäà êîìïîíåíòû
ε-ñåäëîâîé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ 2ε-ìàêñèìèííîé è 2ε-ìèíèìàêñíîé ñòðàòå-
ãèÿìè. Îáðàòíî, ε-ìàêñèìèííàÿ è ε-ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèè îáðàçóþò
2ε-ñåäëîâóþ òî÷êó.

Óïðàæíåíèå 2.4. Äîêàæèòå òåîðåìó 2.1′.

Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ óñëîâèÿ òîïîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ïðè êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóþò ìàêñèìèííûå è ìèíèìàêñíûå ñòðàòåãèè.

Òåîðåìà 2.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x, y) íåïðåðûâíà íà X × Y, ãäå
X, Y − êîìïàêòû ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ1. Ïîëîæèì

Y (x)
def
=Argmin

y∈Y
F (x, y). Òîãäà

1Íåäîñòàòî÷íî ïîäãîòîâëåííûé ÷èòàòåëü çäåñü è äàëåå ìîæåò çàìåíèòü âûðàæå-
íèå "êîìïàêò ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà"íà âûðàæåíèå "çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå
ìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà".
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1) Ôóíêöèÿ ìèíèìóìà W (x) = min
y∈Y

F (x, y) íåïðåðûâíà íà X.

2) Ïðåäïîëîæèì äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ïðè êàæäîì x ∈ X ìíîæåñòâî
Y (x) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà y(x). Òîãäà ôóíêöèÿ y(x) íåïðå-
ðûâíà íà X.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}
ýëåìåíòîâ èç X, ñõîäÿùóþñÿ ê x0. Ïîêàæåì, ÷òî lim

k→∞
W (xk) ñóùåñòâóåò

è ðàâåí W (x0). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîäïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {kl}, ÷òî lim

l→∞
W (xkl) = A 6= W (x0). Âîçüìåì ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {ykl ∈ Y (xkl)}. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Y ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî2 lim

l→∞
ykl = y0. Ïîêàæåì, ÷òî y0 ∈ Y (x0). Äåéñòâèòåëüíî, ïî

îïðåäåëåíèþ ykl

W (xkl) = F (xkl , ykl) ≤ F (xkl , y) ∀ y ∈ Y.

Ïåðåõîäÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè l → ∞ è èñïîëüçóÿ íåïðå-
ðûâíîñòü ôóíêöèè F (x, y), ïîëó÷èì

F (x0, y0) ≤ F (x0, y) ∀ y ∈ Y ⇒ y0 ∈ Y (x0).

Íàêîíåö, A = lim
l→∞

F (xkl , ykl) = F (x0, y0) = W (x0) (ïðîòèâîðå÷èå).

2) Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ y(x) íåïðåðûâíà íà X. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíà ðàçðûâíà â íåêîòîðîé òî÷êå x0 ∈ X. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {xk} ýëåìåíòîâ èç X, ñõîäÿùàÿñÿ ê x0, ÷òî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {y(xk)} íå ñõîäèòñÿ ê y(x0). Ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü U òî÷êè y(x0), âíå êîòîðîé íàõîäèòñÿ áåñêîíå÷íîå
÷èñëî ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {y(xk)}. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæå-
ñòâà Y \U èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {y(xkl)} ⊂ Y \U, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó y′ 6= y(x0).
Íî, êàê è â ÷àñòè 1), íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî y′ ∈ Y (x0). Ïîëó÷èëè ïðîòè-
âîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ìíîæåñòâî Y (x0) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà.

Çàìå÷àíèå. Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ìû òàêæå óñòàíîâèëè
çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y (x)}. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
â òåîðåìå 2.2 êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâà Y ñóùåñòâåííà.

2Çäåñü èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî êîìïàêòà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà:
èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ êîìïàêòà Y ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîìó ýëåìåíòó èç Y. Ñ÷èòàåì, ÷òî {ykl} è åñòü
ñîîòâåòñòâóþùàÿ âûäåëåííàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
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Ïðèìåð 2.5. Ïóñòü

X = [−1, 1], Y = (−∞,+∞), F (x, y) = (y2 + 1)(xy − 1)2.

Çäåñü ìíîæåñòâî Y íå ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, à ôóíêöèè

y(x) =

{
1/x , x 6= 0,

0, x = 0,
W (x) = min

y∈Y
F (x, y) =

{
0, x 6= 0,

1, x = 0,

ðàçðûâíû.

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà Γ íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé, åñ-
ëè X, Y − ïàðàëëåëåïèïåäû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à ôóíêöèÿ F (x, y)
íåïðåðûâíà íà X × Y . Â ÷àñòíîñòè, ïðè
X = [a, b], Y = [c, d] áóäåì ãîâîðèòü î íåïðåðûâíîé èãðå íà ïðÿìîóãîëü-
íèêå.

Èç òåîðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî â íåïðåðûâíîé èãðå Γ ñóùåñòâóþò ìàê-
ñèìèííûå è ìèíèìàêñíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Òåïåðü çàéìåìñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ñåäëîâîé
òî÷êè ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. Èõ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìèíàõ
âûïóêëîãî àíàëèçà. Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî Z åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ âû-
ïóêëûì, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê z′ 6= z′′ èç Z è ëþáîãî ÷èñëà 0 < λ < 1
òî÷êà λz′ + (1− λ)z′′ òàêæå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Z.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ h(z), îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå
Z, íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ òî÷åê z′ 6= z′′ èç Z è ëþáîãî
÷èñëà 0 < λ < 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

h(λz′ + (1− λ)z′′) ≤ λh(z′) + (1− λ)h(z′′). (2.4)

Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî êàê ñòðîãîå, òî ôóíêöèÿ h(z) íà-
çûâàåòñÿ ñòðîãî âûïóêëîé. Åñëè âìåñòî íåðàâåíñòâà ≤ â (2.4) ôèãóðè-
ðóåò íåðàâåíñòâî ≥ (>), òî ôóíêöèÿ h(z) íàçûâàåòñÿ âîãíóòîé (ñòðîãî
âîãíóòîé).

Óïðàæíåíèå 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ
m∑
i=1

z2
i ñòðîãî âûïóêëà.

Óïðàæíåíèå 2.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñòðîãî âûïóêëàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíê-
öèÿ íà âûïóêëîì êîìïàêòå1 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà äîñòèãàåò ìèíèìó-
ìà â åäèíñòâåííîé òî÷êå.

1Çàìêíóòîì îãðàíè÷åííîì ìíîæåñòâå.
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Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü X ⊂ Em è Y ⊂ En − âûïóêëûå êîìïàêòû åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à ôóíêöèÿ F (x, y) íåïðåðûâíà íà X×Y. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ïðè ëþáîì y ∈ Y ôóíêöèÿ F (x, y) âîãíóòà ïî x è ïðè ëþáîì
x ∈ X îíà âûïóêëà ïî y. Òîãäà ôóíêöèÿ F (x, y) èìååò íà X×Y ñåäëîâóþ
òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè â
ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ F (x, y) ñòðîãî âûïóêëà ïî y. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî
x ∈ X ôóíêöèÿ F (x, y) äîñòèãàåò ìèíèìóìà íà Y â åäèíñòâåííîé òî÷êå
y(x). Ïî òåîðåìå 2.2 ôóíêöèè W (x) = min

y∈Y
F (x, y) è y(x) íåïðåðûâíû

íà X. Âîçüìåì òî÷êó x∗, ìàêñèìèçèðóþùóþ ôóíêöèþ W (x) íà X, è
äîêàæåì, ÷òî ïàðà (x∗, y(x∗)) ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè F (x, y).
Äëÿ ëþáûõ x è 0 < t < 1 ïîëîæèì ỹ = y((1−t)x∗+tx). Â ñèëó âîãíóòîñòè
ïî x ôóíêöèè F (x, y) èìååì

W (x∗) ≥ W ((1− t)x∗ + tx) = F ((1− t)x∗ + tx, ỹ) ≥

≥ (1− t)F (x∗, ỹ) + tF (x, ỹ) ≥ (1− t)W (x∗) + tF (x, ỹ).

Îòñþäà tF (x, ỹ) ≤ tW (x∗). Ñîêðàòèâ íà ïîëîæèòåëüíîå t è óñòðåìèâ
t→ 0+, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè

F (x, y(x∗)) ≤ W (x∗) = F (x∗, y(x∗)) ≤ F (x∗, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y.

Äîêàæåì òåîðåìó â îáùåì ñëó÷àå. Ïðè ε > 0 ôóíêöèÿ

Fε(x, y)
def
= F (x, y) + ε

n∑
j=1

y2
j íåïðåðûâíà, âîãíóòà ïî x è ñòðîãî âûïóêëà

ïî y. Ïî äîêàçàííîìó ôóíêöèÿ Fε(x, y) èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó (xε, yε) íà
X × Y :

Fε(x, y
ε) ≤ Fε(x

ε, yε) ≤ Fε(x
ε, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y.

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë {εk}, ñõîäÿùóþñÿ ê
íóëþ. Èç êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâ X è Y ñëåäóåò, ÷òî áåç ïîòåðè îáù-
íîñòè xεk → x0, yεk → y0. Ïîëàãàÿ â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ ε = εk è
ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà (2.1) èç îïðåäåëå-
íèÿ ñåäëîâîé òî÷êè.

Çàìåòèì, ÷òî ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû êîíñòðóêòèâíà:
äëÿ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè F (x, y), ñòðîãî âûïóêëîé ïî y, äî-
ñòàòî÷íî íàéòè ìàêñèìèííóþ ñòðàòåãèþ x∗ è íàèëó÷øèé îòâåò íà íåå
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y(x∗) âòîðîãî èãðîêà. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.3 ôóíê-
öèÿ F (x, y) ñòðîãî âîãíóòà ïî x, y∗ − ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ, à x(y∗) ∈
Arg max

x∈X
F (x, y∗) − íàèëó÷øèé îòâåò íà íåå ïåðâîãî èãðîêà. Òîãäà

(x(y∗), y∗) − ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y).
Èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ñåäëîâîé òî÷êè âìåñòî ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè F (x, y) ïî ïåðå-
ìåííîé y äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü ïðè ëþáîì x ∈ X åäèíñòâåííîñòü íàè-
ëó÷øåãî îòâåòà y(x) âòîðîãî èãðîêà. Åñëè ïîñëåäíåå óñëîâèå íå âûïîë-
íåíî, òî ïàðà (x∗, y∗), ãäå y∗ ∈ Y (x∗), ìîæåò íå áûòü ñåäëîâîé òî÷êîé.
Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè F (x, y) = xy íà X × Y = [0, 1] × [0, 1] ïàðà
(x∗, y∗) = (0, 1) ñåäëîâîé òî÷êîé íå ÿâëÿåòñÿ.

Ïðèìåð 2.6. X = Y = [0, 1], F (x, y) = −x2+y3+xy2−4y. Çäåñü ôóíê-
öèÿ F (x, y) âûïóêëà ïî y è ñòðîãî âîãíóòà ïî x. Ôóíêöèÿ íàèëó÷øåãî
îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà − x(y) = y2/2 è

M(y) = max
0≤x≤1

F (x, y) = F (x(y), y) = y4/4 + y3 − 4y.

Ïðîèçâîäíàÿ M ′(y) = y3 + 3y2 − 4 îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ 1,−2.
Îòñþäà y0 = 1 − ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ è x(y0) = 1/2. Ñëåäîâàòåëüíî,
(1/2, 1) − ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y).

��3. Ñìåøàííûå ðàñøèðåíèÿ àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ïðèâîäèëñÿ ïðèìåð àíòàãîíèñòè÷åñêîé èã-
ðû, íå èìåþùåé ðåøåíèÿ ("îðëÿíêà"). Èãðàòü â ïîäîáíûå èãðû âåñüìà
íåïðîñòî. Ïðîèãðàâøåìó èãðîêó êàæäûé ðàç õî÷åòñÿ ñìåíèòü ñâîþ ñòðà-
òåãèþ, íî îí áóäåò áîÿòüñÿ ýòî ñäåëàòü (à âäðóã ïàðòíåð äîãàäàåòñÿ?).
Òåîðèÿ èãð ïðåäëàãàåò èãðîêàì èñïîëüçîâàòü ñìåøàííûå ñòðàòåãèè.

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà â èãðå Γ íàçû-
âàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ϕ íà ìíîæåñòâå ñòðàòåãèé X.

Äëÿ ïåðâîãî èãðîêà ïðèìåíèòü ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ϕ − ýòî âû-
áðàòü ñòðàòåãèþ x ∈ X êàê ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé
çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ. Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè âèäà ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèé.

1) Ïóñòü X = {1, ...,m}, êàê ýòî èìååò ìåñòî â ìàòðè÷íîé èãðå. Òî-
ãäà âìåñòî ϕ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè áóäåì èñïîëüçîâàòü
"âåðîÿòíîñòíûé"âåêòîð p = (p1, ..., pm), óäîâëåòâîðÿþùèé îãðàíè÷åíèÿì
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m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ...,m. Åñëè ïðèìåíÿåòñÿ p, òî ñòðàòåãèÿ i âûáè-

ðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pi. Íàïðèìåð, â èãðå "îðëÿíêà"îïûòíûå èãðîêè
èñïîëüçóþò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ p0 = (1/2, 1/2), ïîäáðàñûâàÿ ìîíåòó
è âûáèðàÿ "îðåë"èëè "ðåøêó"â çàâèñèìîñòè ðåçóëüòàòà áðîñàíèÿ.

Âîîáùå, îäíà èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè − ýòî
áðîñàíèå ìîíåò. Ñ ïîìîùüþ îäíîãî áðîñàíèÿ îäíîé ìîíåòû ìîæíî îñó-
ùåñòâèòü òîëüêî âåðîÿòíîñòü 1/2. Ñ ïîìîùüþ äâóõ ìîíåò èëè äâóêðàò-
íîãî áðîñàíèÿ îäíîé ìîíåòû ìîæíî óæå ðåàëèçîâàòü âåðîÿòíîñòè 1/2,
1/4 è 3/4. ßñíî, ÷òî áðîñàíèåì íåñêîëüêèõ ìîíåò èëè ìíîãîêðàòíûì áðî-
ñàíèåì îäíîé ìîíåòû ìîæíî ðåàëèçîâàòü øèðîêèé ñïåêòð âåðîÿòíîñòåé.
Äðóãîé âîçìîæíûé è áîëåå óäîáíûé ñïîñîá ðåàëèçàöèè ñìåøàííîé ñòðà-
òåãèè − èñïîëüçîâàòü ðóëåòêó. Äåëèì êðóã ðóëåòêè íà ñåêòîðà ñ ïëîùà-
äÿìè, ïðîïîðöèîíàëüíûìè çàäàííûì âåðîÿòíîñòÿì èñïîëüçîâàíèÿ ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèé. Çàòåì âðàùàåì ñòðåëêó è èñïîëüçóåì òó ñòðàòåãèþ, â
ñåêòîðå êîòîðîé îíà îñòàíîâèòñÿ.

2) Ïóñòü X = [a, b], êàê ýòî èìååò ìåñòî â íåïðåðûâíîé èãðå íà ïðÿ-
ìîóãîëüíèêå. Çäåñü ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ − ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ
íà îòðåçêå [a, b].

Ïðèìåð 3.1. Ïóñòü X = [0, 1], c(x) − íåóáûâàþùàÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà îòðåçêå [1/2, 1] è óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì c(1/2) = 1/2, c(1) = 1. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

ϕ0(x) =


0, −∞ < x < 0,

1/4, 0 ≤ x < 1/2,

c(x), 1/2 ≤ x ≤ 1,

1, 1 < x < +∞.

Èíòåãðàë Ñòèëòüåñà îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h(x) ïî ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ϕ0(x) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

1∫
0

h(x)dϕ0(x) =
1

4
h(0) +

1

4
h(1/2) +

1∫
1/2

h(x)c′(x)dx.

3) Ïóñòü X − âûïóêëûé êîìïàêò åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Çäåñü ïðè-
ìåðîì ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ìîæåò ñëóæèòü âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà, ñîñðå-
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äîòî÷åííàÿ â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê:

ϕ(x) =
m∑
i=1

piIx(i)(x),
m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, x(i) ∈ X, i = 1, ...,m,

ãäå

Ix(i)(x) =

{
1, x = x(i),

0, x 6= x(i).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B ϕ(B) =
∑

i:x(i)∈B
pi.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåðû ϕ ñòðàòåãèÿ x(i) âûáèðàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ pi.
Èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè h(x) ïî ðàññìàòðèâàåìîé ìåðå èìååò
âèä ∫

X

h(x)dϕ(x) =
m∑
i=1

pih(x
(i)).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç {ϕ} − ìíîæåñòâî âñåõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâî-
ãî èãðîêà íà ìíîæåñòâåX.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîX ⊂ {ϕ}. Äåéñòâèòåëüíî,
â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñòðàòåãèþ x ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ âåðîÿòíîñòíîé
ìåðîé Ix. Åñëè ìíîæåñòâî X êîíå÷íî, òî âûáîð i ýêâèâàëåíòåí âûáîðó
ñìåøàííîé ñòðàòåãèè p = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0), ãäå åäèíèöà ñòîèò íà i-ì ìå-
ñòå, à ïðè X = [a, b] ñòðàòåãèþ x ∈ [a, b] ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùåé ñêà÷îê 1 â òî÷êå x.

ÌíîæåñòâîX áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî
èãðîêà (â ïðîòèâîâåñ ñìåøàííûì).

Çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì ñìåøàííîãî ðàñøèðåíèÿ àíòàãîíèñòè÷åñêîé èã-
ðû Γ =

〈
X, Y, F (x, y)

〉
. Ìû îïðåäåëèëè ìíîæåñòâî {ϕ} ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà. Àíàëîãè÷íî, ïóñòü {ψ} − ìíîæåñòâî ñìåøàí-
íûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà, ò.å. âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ψ íà
ìíîæåñòâå Y åãî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé. Ïðè çàäàííûõ ñòðàòåãèÿõ ϕ è ψ
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîð-
ìóëîé

F (ϕ, ψ) =

∫
X

∫
Y

F (x, y)dϕ(x)dψ(y).

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâîéíîé èíòåãðàë ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà

Γ =
〈
{ϕ}, {ψ}, F (ϕ, ψ)

〉
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íàçûâàåòñÿ ñìåøàííûì ðàñøèðåíèåì èãðû Γ.

Îïðåäåëåíèå. Ðåøåíèå (ϕ0, ψ0, v = F (ϕ0, ψ0)) èãðû Γ íàçûâàåòñÿ ðå-
øåíèåì èñõîäíîé èãðû Γ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïðè ýòîì ϕ0, ψ0 íà-
çûâàþòñÿ îïòèìàëüíûìè ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ, à v − çíà-
÷åíèåì èãðû Γ.

Äàëåå áóäóò ïîñòðîåíû ñìåøàííûå ðàñøèðåíèÿ ìàòðè÷íûõ è íåïðå-
ðûâíûõ èãð è áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòè èãðû âñåãäà èìåþò ðåøåíèå â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Íàïîìíèì, ÷òî ìàòðè÷íàÿ èãðà Γ çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A = (aij)m×n.
Ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà −

P = {p = (p1, ..., pm) |
m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ...,m},

ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà −

Q = {q = (q1, ..., qn) |
n∑
j=1

qj = 1, qj ≥ 0, j = 1, ..., n},

à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà −

A(p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piaijqj.

Òàêèì îáðàçîì, Γ =
〈
P, Q, A(p, q)

〉
− ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå ìàòðè÷íîé

èãðû Γ.

Òåîðåìà 3.1 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà ìàòðè÷íûõ èãð). Âñÿêàÿ ìàò-
ðè÷íàÿ èãðà èìååò ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ,÷òî ôóíêöèÿ A(p, q) èìååò
ñåäëîâóþ òî÷êó íà P×Q.Ìíîæåñòâà P, Q − ìíîãîãðàííèêè åâêëèäîâûõ
ïðîñòðàíñòâ, à ôóíêöèÿ A(p, q) áèëèíåéíà è ïîýòîìó íåïðåðûâíà íà P ×
Q, âîãíóòà ïî p è âûïóêëà ïî q. Ïî òåîðåìå 2.3 ôóíêöèÿ A(p, q) èìååò
íà P ×Q ñåäëîâóþ òî÷êó.

Óïðàæíåíèå 3.1. Ïîêàæèòå, ÷òî òðîéêà
(p0, q0, v) = ((1/2, 1/2), (1/2, 1/2), 0)

− ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû "îðëÿíêà".
Îòìåòèì òèïè÷íûå ñëó÷àè, êîãäà ïðèìåíÿþòñÿ ñìåøàííûå ñòðàòå-

ãèè.
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1) Èãðà ïîâòîðÿåòñÿ ìíîãî ðàç. Â ýòîì ñëó÷àå çà áîëüøîå ÷èñëî ïî-
âòîðåíèé èãðû ñðåäíèé âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà, èñïîëüçóþùåãî îïòè-
ìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ, áóäåò áëèçîê ê çíà÷åíèþ èãðû èëè áó-
äåò ïðåâûøàòü åãî.

2) Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ðåàëèçóåòñÿ â âèäå "ôèçè÷åñêîé ñìåñè"÷èñòûõ
ñòðàòåãèé. ×òî ýòî îçíà÷àåò, ïîÿñíèì íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 3.2. Èãðà ïðîòèâ ïðèðîäû. Ôåðìåð (èãðîê 1 ) èìååò ó÷àñòîê
çåìëè, êîòîðûé ìîæíî çàñåÿòü òðåìÿ ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûìè êóëüòóðà-
ìè. Ãîä ìîæåò áûòü íîðìàëüíûì, çàñóøëèâûì è äîæäëèâûì (ýòî òðè
ñòðàòåãèè èãðîêà 2 − ïðèðîäû). Ïóñòü H = (hij)3×3 − ìàòðèöà óðîæàé-
íîñòè, à bi − öåíà çà åäèíèöó ïðîäóêöèè i-ãî âèäà. Òîãäà A = (bihij)3×3 −
ìàòðèöà èãðû, ãäå âûèãðûø ôåðìåðà − ñòîèìîñòü ïðîèçâåäåííîé ïðî-
äóêöèè. Ïóñòü p0 = (1/2, 1/4, 1/4) − îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ
ïåðâîãî èãðîêà. Ðåàëèçîâàòü åå ìîæíî, çàñåÿâ ïîëîâèíó ó÷àñòêà ïåðâîé
êóëüòóðîé, à îñòàâøèåñÿ äâå ÷åòâåðòè − âòîðîé è òðåòüåé êóëüòóðàìè.

Ïðèìåð 3.3. Íåêîòîðàÿ ñòðàíà (èãðîê 1) èñïîëüçóåò òðè òèïà èñòðåáè-
òåëåé äëÿ áîðüáû ñ ñàìîëåòàìè ïðîòèâíèêà (èãðîêà 2). Åñëè èñòðåáèòåëü
òèïà i ïåðâîãî èãðîêà âñòðå÷àåòñÿ ñ ñàìîëåòîì òèïà j âòîðîãî èãðîêà,
òî îí ïîáåæäàåò ïðîòèâíèêà ñ âåðîÿòíîñòüþ aij. Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ
p0 = (1/2, 1/4, 1/4) ïåðâîãî èãðîêà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â âèäå ïàðêà
èñòðåáèòåëåé ñ ïðîïîðöèÿìè òèïîâ 2:1:1.

3) Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ìîæíî ïðèìåíÿòü è ïðè îäíîêðàòíîì ïîâòî-
ðåíèè èãðû, êîãäà èãðîê äåéñòâóåò â óñëîâèÿõ ðèñêà. Ïðè ýòîì íåîáõî-
äèìî âûèãðûøè çàìåíèòü íà èõ "ïîëåçíîñòè", ó÷èòûâàþùèå îòíîøåíèå
èãðîêà ê ðèñêó.

Ïðèìåð 3.4. Ïóñòü èãðîê âûíóæäåí îäèí ðàç ñûãðàòü â èãðó ñ ìàòðè-

öåé A =

(
10 0
0 5

)
. Âûèãðûøàì 10 è 0 ïðèïèøåì ïîëåçíîñòè 1 è 0. Îïðå-

äåëèì ïîëåçíîñòü âûèãðûøà 5. Ïóñòü â íåêîòîðîé ëîòåðåå âûèãðûø 10
îæèäàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0 < a < 1. Ïåðâîìó èãðîêó ïðåäëàãàåòñÿ âû-
áðàòü òàêîå çíà÷åíèå a, ïðè êîòîðîì èãðîê ñîãëàñåí êóïèòü ëîòåðåéíûé
áèëåò ïî öåíå 5. Âûáðàííîå çíà÷åíèå a è áóäåò ïîëåçíîñòüþ âûèãðûøà
5. Åñëè a = 1/2, òî îòíîøåíèå èãðîêà ê ðèñêó íåéòðàëüíîå, åñëè a > 1/2,
òî èãðîê îñòîðîæåí, à åñëè a < 1/2, òî èãðîê àçàðòåí.

Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëåçíîñòè ñì. â êîíöå äàííîãî ïàðàãðàôà.

Çàéìåìñÿ ñìåøàííûì ðàñøèðåíèåì íåïðåðûâíîé èãðû Γ. Îãðàíè-
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÷èìñÿ èãðîé íà ïðÿìîóãîëüíèêå X × Y = [a, b] × [c, d]. Ïðè çàäàííûõ
ñòðàòåãèÿõ ϕ è ψ − ôóíêöèÿõ ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêàõ X è Y − îæè-
äàåìûé âûèãðûø F (ϕ, ψ) ïåðâîãî èãðîêà ðàâåí

F (ϕ, ψ) =

b∫
a

d∫
c

F (x, y)dϕ(x)dψ(y).

Çäåñü äâîéíîé èíòåãðàë îò íåïðåðûâíîé ôóíêöèè F (x, y) ñóùåñòâóåò.
Áîëåå òîãî, ïî òåîðåìå Ôóáèíè îí ðàâåí ïîâòîðíîìó

F (ϕ, ψ) =

b∫
a

F (x, ψ)dϕ(x) =

d∫
c

F (ϕ, y)dψ(y),

ãäå

F (x, ψ) =

d∫
c

F (x, y)dψ(y), F (ϕ, y) =

b∫
a

F (x, y)dϕ(x).

Èòàê, ïîñòðîåíî cìåøàííîå ðàñøèðåíèå Γ =
〈
{ϕ}, {ψ}, F (ϕ, ψ)

〉
íåïðå-

ðûâíîé èãðû Γ íà ïðÿìîóãîëüíèêå. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü − äîêàçàòü
ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ èãðû Γ.

Íàì ïîòðåáóåòñÿ èçâåñòíûé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 3.2. Ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé {ϕ} íà îòðåçêå [a, b]

ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì êîìïàêòîì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èç ëþáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé {ϕk} ìîæíî âûäåëèòü ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {ϕkl}, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé ñòðàòåãèè ϕ0, ò.å. òàêóþ, ÷òî
äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèè h(x) âûïîëíåíî

lim
l→∞

b∫
a

h(x)dϕkl(x) =

b∫
a

h(x)dϕ0(x).

Ëåììà 3.1. Â íåïðåðûâíîé èãðå Γ íà ïðÿìîóãîëüíèêå ñóùåñòâóþò
ìàêñèìèííàÿ è ìèíèìàêñíàÿ ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ

v = sup
ϕ∈{ϕ}

inf
ψ∈{ψ}

F (ϕ, ψ), v = inf
ψ∈{ψ}

sup
ϕ∈{ϕ}

F (ϕ, ψ)
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è äîêàæåì, ÷òî âíåøíèå sup è inf â íèõ äîñòèãàþòñÿ. Ïî îïðåäåëåíèþ
âåðõíåé ãðàíè v íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèé {ϕk}, ÷òî

inf
ψ∈{ψ}

F (ϕk, ψ) ≥ v − εk, εk → 0+,

èëè ∫
X

F (x, ψ)dϕk(x) ≥ v − εk ∀ ψ ∈ {ψ}, k = 1, 2, .... (3.1)

Âûäåëèì èç {ϕk} ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ϕkl}, ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ê
ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ϕ0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòðàòåãèè ψ
ôóíêöèÿ F (x, ψ) íåïðåðûâíà ïî x. Ïåðåõîäÿ â (3.1) ê ïðåäåëó ïî ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {kl}, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî F (ϕ0, ψ) ≥ v ∀ ψ ∈ {ψ}.
Îòñþäà

inf
ψ∈{ψ}

F (ϕ0, ψ) ≥ v ⇒ inf
ψ∈{ψ}

F (ϕ0, ψ) = v

è ϕ0 − ìàêñèìèííàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ìèíèìàêñíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè.

Ëåììà 3.2. Ðàññìîòðèì äâå àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû

Γ =
〈
X, Y, F (x, y)

〉
, Γ =

〈
X, Y, F ′(x, y)

〉
,

â êîòîðûõ ôóíêöèè F (x, y) è F ′(x, y) îãðàíè÷åíû íà X × Y è ïðè ε > 0
âûïîëíåíî óñëîâèå

|F (x, y)− F ′(x, y)| ≤ ε ∀ (x, y) ∈ X × Y.

Òîãäà |v − v′| ≤ ε, |v − v′| ≤ ε.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñÿêîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

inf
y∈Y

F (x, y)− inf
y∈Y

F ′(x, y) ≥ inf
y∈Y

(F (x, y)− F ′(x, y)) ≥ −ε.

Ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà, ìåíÿÿ ìåñòàìè ôóíêöèè
F (x, y) è F ′(x, y). Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì, ÷òî

| inf
y∈Y

F (x, y)− inf
y∈Y

F ′(x, y)| ≤ ε ∀x ∈ X.

Äàëåå,

sup
x∈X

inf
y∈Y

F (x, y)− sup
x∈X

inf
y∈Y

F ′(x, y) ≤ sup
x∈X

( inf
y∈Y

F (x, y)− inf
y∈Y

F ′(x, y)) ≤ ε.
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Êàê è âûøå, íàõîäèì, ÷òî |v − v′| ≤ ε. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðà-
âåíñòâî |v − v′| ≤ ε.

Òåîðåìà 3.3 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà íåïðåðûâíûõ èãð). Âñÿêàÿ
íåïðåðûâíàÿ èãðà Γ íà ïðÿìîóãîëüíèêå èìååò ðåøåíèå â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2.1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî âå-
ëè÷èí v = max

ϕ∈{ϕ}
inf

ψ∈{ψ}
F (ϕ, ψ) è v = min

ψ∈{ψ}
sup
ϕ∈{ϕ}

F (ϕ, ψ).

Çàìåòèì, ÷òî äîñòèæèìîñòü çäåñü âíåøíèõ ìàêñèìóìîâ è ìèíèìó-
ìîâ âûòåêàåò èç ëåììû 3.1. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ε > 0. Èç íåïðåðûâ-
íîñòè ôóíêöèè F (x, y) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà
X = [a, b] íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïðîìåæóòêè (îòðåçîê è ïîëóèíòåðâàëû)
X i, i = 1, ...,m è òàêîãî ðàçáèåíèÿ îòðåçêà Y = [c, d] íà àíàëîãè÷íûå
ïðîìåæóòêè Y j, j = 1, ..., n, ÷òî

|F (x, y)− F (x′, y′)| ≤ ε ∀ (x, y), (x′, y′) ∈ X i × Y j, ∀ i, j. (3.2)

Äëÿ ëþáûõ i, j âîçüìåì òî÷êè xi ∈ X i, yj ∈ Y j è îïðåäåëèì ñòóïåí÷à-
òóþ ôóíêöèþ

F1(x, y) = F (xi, yj) ∀ (x, y) ∈ X i × Y j, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n.

Òîãäà èç (3.2) ñëåäóåò, ÷òî

|F (x, y)− F1(x, y)| ≤ ε ∀ (x, y) ∈ X × Y. (3.3)

Èòàê, ôóíêöèÿ F1(x, y) àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ F (x, y) ñ òî÷íîñòüþ äî
ε > 0. Íåïðåðûâíàÿ èãðà Γ ôàêòè÷åñêè ïðèáëèæåíà èãðîé ñ ìàòðèöåé
A = (aij)m×n = (F (xi, yj))m×n.

Âñÿêîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ϕ ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð

p = (p1, ..., pm) : pi =

∫
Xi

dϕ(x), i = 1, ...,m,

ãäå pi − âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ðåàëèçàöèè ñìåøàííîé ñòðàòåãèè â ìíî-
æåñòâî X i (ìåðà ìíîæåñòâà X i ). Î÷åâèäíî, ÷òî p ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîé
ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà â ìàòðè÷íîé èãðå, ò.å. p ∈ P. Ïîñòðîåííîå
îòîáðàæåíèå P : {ϕ} → P ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèåì íà P. Äåéñòâèòåëü-
íî, äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè p ∈ P ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ ñî ñêà÷êàìè
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pi â òî÷êàõ xi ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì p ïðè îòîáðàæåíèè P . Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå Q : {ψ} → Q, ãäå Q − ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà ìàòðè÷íîé èãðû. Äàëåå, äëÿ ëþáûõ ñòðàòåãèé
ϕ, ψ è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðàòåãèé p = P(ϕ), q = Q(ψ) ñïðàâåäëèâà
ôîðìóëà

F1(ϕ, ψ) =

=

b∫
a

d∫
c

F1(x, y)dϕ(x)dψ(y) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piF (xi, yj)qj = A(p, q). (3.4)

Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ (3.3), ïîëó÷èì

|F (ϕ, ψ)− F1(ϕ, ψ)| = |
b∫

a

d∫
c

(F (x, y)− F1(x, y))dϕ(x)dψ(y)| ≤

≤
b∫

a

d∫
c

|F (x, y)− F1(x, y)|dϕ(x)dψ(y) ≤
b∫

a

d∫
c

εdϕ(x)dψ(y) = ε.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèé F (ϕ, ψ), F1(ϕ, ψ) âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 3.2. Èç íåå âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

| max
ϕ∈{ϕ}

inf
ψ∈{ψ}

F (ϕ, ψ)− max
ϕ∈{ϕ}

min
ψ∈{ψ}

F1(ϕ, ψ)| ≤ ε, (3.5)

| min
ψ∈{ψ}

sup
ϕ∈{ϕ}

F (ϕ, ψ)− min
ψ∈{ψ}

max
ϕ∈{ϕ}

F1(ϕ, ψ)| ≤ ε. (3.6)

Èç (3.4) è îñíîâíîé òåîðåìû ìàòðè÷íûõ èãð ñëåäóåò, ÷òî

max
ϕ∈{ϕ}

min
ψ∈{ψ}

F1(ϕ, ψ) = max
p∈P

min
q∈Q

A(p, q) =

= min
q∈Q

max
p∈P

A(p, q) = min
ψ∈{ψ}

max
ϕ∈{ϕ}

F1(ϕ, ψ).

Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâ (3.5),(3.6) ñëåäóåò |v − v| ≤ 2ε. Â ñèëó ïðîèç-
âîëüíîñòè ε > 0 ïîëó÷àåì v = v.

Ýëåìåíòû òåîðèè ïîëåçíîñòè

Ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûèãðû-
øà â ñìåøàííîì ðàñøèðåíèè èãðû âûçûâàåò ñîìíåíèÿ. Êîãäà èãðîêè
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ïðèìåíÿþò çàäàííûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè, òî âûèãðûø êàæäîãî ÿâëÿ-
åòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ çàäàííûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Â òåîðèè
ïîëåçíîñòè òàêóþ âåëè÷èíó íàçûâàþò ëîòåðååé. Ôîðìàëüíî îíà çàäàåò-
ñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ (A1, ..., Ak; x1, ..., xk), ãäå âûèãðûø Al âîçíèêàåò

ñ âåðîÿòíîñòüþ xl, l = 1, ..., k, è
k∑
l=1

xl = 1.

Óïðàæíåíèå 3.2. Óêàçàòü ïàðàìåòðû ëîòåðåè, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò
ïàðå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé (p, q) â ìàòðè÷íîé èãðå.

Îöåíêà èñõîäà ëþáîé èãðû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ ïðåäïî-
ëàãàåò, ÷òî ëîòåðåè (0; 1), ($5000, $− 5000; 1/2, 1/2) è
(−1ðóá.,10000 ðóá.;10000/10001,1/10001) ýêâèâàëåíòû äëÿ èíäèâèäóóìà.
Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ ìíîãèõ ÷èòàòåëåé ýòî íå òàê. Äàëåêî íå
âñå ìîãóò ñåáå ïîçâîëèòü ñûãðàòü âî âòîðóþ ëîòåðåþ, äàæå åñëè íåñêîëü-
êî óâåëè÷èòü ðàçìåð âûèãðûøà. Â òî æå âðåìÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü íàñå-
ëåíèÿ ó÷àñòâóåò â ëîòåðåÿõ, ïîäîáíûõ òðåòüåé, äàæå ïðè îòðèöàòåëüíîì
ñðåäíåì âûèãðûøå: ìíîãèå ãîòîâû ðèñêíóòü ìàëåíüêîé ñóììîé â ðàñ÷å-
òå íà ñ÷àñòëèâûé ñëó÷àé. Âîîáùå, îòíîøåíèå ëþäåé ê ðèñêó äîñòàòî÷íî
ñëîæíî è íå äî êîíöà èññëåäîâàíî. Åãî èçó÷åíèåì çàíèìàåòñÿ òåîðèÿ
ïîëåçíîñòè (â ýêîíîìèêå ôóíêöèè âûèãðûøà îáû÷íî íàçûâàþò ôóíê-
öèÿìè ïîëåçíîñòè).

Îäèí èç âàæíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ ýòîé òåîðèè ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó èíäèâèäóóìà åñòü îòíîøåíèå ïðåäïî÷òåíèÿ íà ìíî-
æåñòâå âñåâîçìîæíûõ ëîòåðåé, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ ëîòåðåé L1, L2 îí ìî-
æåò óêàçàòü, êàêîå èç ñîîòíîøåíèé ( ïðè÷åì òîëüêî îäíî) âûïîëíÿåòñÿ:
L1 � L2 (L1 ïðåäïî÷òèòåëüíåé L2), L2 � L1 èëè L1 ∼ L2 (ëîòåðåè ýêâèâà-
ëåíòíû). Ïóñòü ýòè ñîîòíîøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì (äîâîëüíî
åñòåñòâåííûì) àêñèîìàì:

I. Åñëè L1 � L2 è L2 � L3, òî L1 � L3.
II. Åñëè L1 ∼ L2 è L2 ∼ L3, òî L1 ∼ L3.
III. Åñëè L1 ∼ L2 è L2 � L3, òî L1 � L3.
IV. Åñëè L1 � L2 è L2 ∼ L3, òî L1 � L3.
V. Ëîòåðåè, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòåé, ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Ïóñòü L1, L2 − äâå ëîòåðåè, 0 ≤ r ≤ 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
rL1 + (1− r)L2 ëîòåðåþ, â êîòîðîé c âåðîÿòíîñòüþ r ðàçûãðûâàåòñÿ ëî-
òåðåÿ L1, à ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− r − ëîòåðåÿ L2.
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Èç àêñèîìû V âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ ëîòåðåé L1, L2, L3 è âåðîÿò-
íîñòåé r, s ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

rL1 + (1− r)L2 ∼ (1− r)L2 + rL1,

rL1 + (1− r)(L2 + (1− s)L3) ∼ rL1 + (1− r)L2 + (1− r)(1− s)L3.

V I. Åñëè L1 ∼ L2 (L1 � L2), òî äëÿ ëþáîé ëîòåðåè L3 è ëþáîé âåðî-
ÿòíîñòè r > 0 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
rL1 + (1− r)L3 ∼ rL2 + (1− r)L3 (rL1 + (1− r)L3 � rL2 + (1− r)L3).

V II. Åñëè L1 � L2 � L3, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðîÿòíîñòü r, ÷òî rL1 +
(1− r)L3 ∼ L2.

Àêñèîìà V II ïîõîæà íà òåîðåìó î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè äëÿ
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå è îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ïðåäïî-
÷òåíèÿ íåïðåðûâíî â íåêîòîðîì ñìûñëå. Ïóñòü, íàêîíåö, ñïðàâåäëèâà
àêñèîìà

V III. Åñëè Al > Ah, òî (Al; 1) � (Ah; 1).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå ëîòåðåé ïðåäïî÷òåíèå èíäèâèäóóìà
óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì I − V III è L1 � L2. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåðîÿò-
íîñòåé β < α âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå αL1 + (1−α)L2 � βL1 + (1− β)L2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî àêñèîìå V I ïðè L3 = L2 ïîëó÷àåì
αL1 + (1− α)L2 � L2. Ïðåäñòàâèì β â âèäå β = γα, ãäå γ ∈ [0, 1). Òîãäà
ïî àêñèîìàì V I è V

αL1 + (1− α)L2 � γ(αL1 + (1− α)L2) + (1− γ)L2 ∼
∼ γαL1 + [γ(1− α) + 1− γ]L2 ∼ βL1 + (1− β)L2.

Òåîðåìà 3.4. Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ àêñèîì I−V III ñóùåñòâó-
åò ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(L), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ëîòåðåé âèäà
(A1, ..., Ak;x1, ..., xk) è òàêàÿ, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) Äëÿ ëþáûõ ëîòåðåé L1, L2 u(L1) > u(L2) ⇔ L1 � L2.

2) Äëÿ ëþáîé ëîòåðåè L = (A1, ..., Ak;x1, ..., xk) u(L) =
k∑
l=1

xlu(Al).

3) Ôóíêöèÿ u(A; 1) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî A.
Áîëåå òîãî, ýòà ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà ñ òî÷íîñòüþ äî ëèíåéíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ: åñëè äðóãàÿ ôóíêöèÿ v(L) óäîâëåòâîðÿåò òåì æå ñâîéñòâàì
1)−3), òî ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû c > 0 è b, ÷òî äëÿ ëþáîé ëîòåðåè
L v(L) = cu(L) + b.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî èíäèâèäóóìà (ïðè
âûïîëíåíèè àêñèîì I − V III) ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå ïðåîáðàçîâàíèå
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ôóíêöèè âûèãðûøà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò îöåíèâàòü ëþáóþ ëîòåðåþ, èñ-
õîäÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûèãðûøà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â ìàò-
ðè÷íîé èãðå âçÿòü ïðåîáðàçîâàííóþ ôóíêöèþ âûèãðûøà u(aij), òî ñëó-
÷àéíûé èñõîä ïðè èñïîëüçîâàíèè ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé p è q ìîæíî

îöåíèâàòü ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ
m∑
i=1

n∑
j=1

piu(aij)qj. Îòìåòèì, ÷òî

ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè u(L) − ñâîÿ äëÿ êàæäîãî èíäèâèäóóìà, ïîýòîìó èã-
ðà ñ ïðåîáðàçîâàííûìè ìàòðèöàìè âûèãðûøåé (u1(aij)) è (u2(aij)) âïîëíå
ìîæåò îêàçàòüñÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé.

Óïðàæíåíèå 3.3. Äîêàæèòå òåîðåìó 3.4.

Óêàçàíèå. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A1 � A2 � ... �
Ak. Ïîëîæèì u(A1) = r1 = 1, u(Ak) = rk = 0, à âåëè÷èíû u(Al) = rl, l =
2, ..., k− 1 îïðåäåëèì èç ñîîòíîøåíèé rl(A1) + (1− rl)Al ∼ Al, 0 < rl < 1,
èñïîëüçóÿ àêñèîìó V II. Ñ ïîìîùüþ ëåììû 3.3 ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ

u(L) = u(A1, ..., Ak;x1, ..., xk) =
k∑
l=1

xlrl

óäîâëåòâîðÿåò âñåì óòâåðæäåíèÿì òåîðåìû.

��4. Ñâîéñòâà ðåøåíèé â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé â ñìåøàí-
íûõ ñòðàòåãèÿõ ìàòðè÷íûõ èãð è íåïðåðûâíûõ èãð íà ïðÿìîóãîëüíèêå.
Ýòè ñâîéñòâà â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿþò íàõîäèòü îïòèìàëüíûå ñìå-
øàííûå ñòðàòåãèè.

Òåîðåìà 4.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû òðîéêà (ϕ0, ψ0, v) áûëà ðåøåíèåì â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ íåïðåðûâíîé èãðû Γ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

F (x, ψ0) ≤ v ≤ F (ϕ0, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y. (∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (ϕ0, ψ0, v) − ðåøåíèå íåïðå-
ðûâíîé èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Òîãäà v = F (ϕ0, ψ0) è ïî îïðåäå-
ëåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè

F (ϕ, ψ0) ≤ F (ϕ0, ψ0) = v ≤ F (ϕ0, ψ) ∀ ϕ ∈ {ϕ}, ∀ ψ ∈ {ψ}.

Âîçüìåì â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ âìåñòî ϕ è ψ ÷èñòûå ñòðàòåãèè x è
y. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óñëîâèå (∗).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ òðîéêè (ϕ0, ψ0, v) âûïîëíåíî óñëîâèå (∗).
Ïðîèíòåãðèðóåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî ýòîãî óñëîâèÿ ïî ëþáîé ñòðàòåãèè
ϕ, à âòîðîå − ïî ëþáîé ñòðàòåãèè ψ è ïîëó÷èì

F (ϕ, ψ0) ≤ v ≤ F (ϕ0, ψ) ∀ ϕ ∈ {ϕ}, ∀ ψ ∈ {ψ}.

Ïîäñòàâëÿÿ, â ÷àñòíîñòè, ϕ = ϕ0 è ψ = ψ0, íàõîäèì, ÷òî F (ϕ0, ψ0) = v è
ïàðà (ϕ0, ψ0) − ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (ϕ, ψ) íà {ϕ} × {ψ}.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 4.1 ñïðàâåäëèâà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñìåøàííûõ
ðàñøèðåíèé àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð.

Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ìàòðè÷íûõ èãð.

Òåîðåìà 4.1 ′. Äëÿ òîãî ÷òîáû òðîéêà (p0, q0, v) áûëà ðåøåíèåì â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû ñ ìàòðèöåé A, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå

A(i, q0) ≤ v ≤ A(p0, j), i = 1, ...m, j = 1, ...,m. (∗)

Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàæèòå òåîðåìó 4.1 ′.

Îòìåòèì, ÷òî ïðîâåðêà âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (∗) òåîðåìû 4.1 ′ ñâîäèò-
ñÿ ê ïîäñ÷åòó ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âåêòîðà p0 íà ñòîëáöû, à òàêæå
âåêòîðà q0 íà ñòðîêè ìàòðèöû A è ñðàâíåíèþ èõ ñ ÷èñëîì v.

Ïðèìåð 4.1. Ïóñòü ìàòðèöà èãðû − öèêëè÷åñêàÿ:

A =


c1 c2 ... cn
cn c1 ... cn−1

... ... ... ...
c2 ... cn c1

 .

Ïîêàæåì, ÷òî p0 = q0 = (1/n, ..., 1/n), v =
n∑
k=1

ck/n − ðåøåíèå èãðû

â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (∗) çäåñü âûïîëíåíî,
ïîñêîëüêó âñå íåðàâåíñòâà â íåì âûïîëíåíû êàê ðàâåíñòâà. Â êà÷åñòâå
êîíêðåòíîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì èãðó "ìåøîê, êàìåíü, íîæíèöû"ñ ìàò-
ðèöåé

A =


M K H

M 0 1 −1
K −1 0 1
H 1 −1 0

.
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Ìîæíî äàòü ñëåäóþùóþ èíòåðïðåòàöèþ ýòîé èãðû. Äâîå âûáèðàþò
îäèí èç òðåõ ïðåäìåòîâ: ìåøîê, êàìåíü èëè íîæíèöû. Êàæäûé ïðåäìåò
ïðîòèâ ñàìîãî ñåáÿ íèêàêîãî âûèãðûøà íå äàåò, ïîýòîìó íà äèàãîíàëè
ñòîÿò 0. Íîæíèöû òóïÿòñÿ î êàìåíü, ïîýòîìó îíè ïðîèãðûâàþò êàìíþ 1,
à òîò â ñâîþ î÷åðåäü âûèãðûâàåò ó íîæíèö 1. Êàìåíü ìîæíî ïîìåñòèòü
â ìåøîê, ïîýòîìó ìåøîê âûèãðûâàåò ó êàìíÿ 1, à êàìåíü ïðîèãðûâàåò
ìåøêó 1. Íîæíèöû ðåæóò ìåøîê, ïîýòîìó îíè âûèãðûâàþò ó ìåøêà 1,
à ìåøîê ïðîèãðûâàåò íîæíèöàì 1.

Óïðàæíåíèå 4.2. Ïóñòü B − ìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ ïðèáàâëåíèåì êîí-
ñòàíòû c êî âñåì ýëåìåíòàì ìàòðèöû A. Ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ìàòðè÷íûõ èãð ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì v(B) = v(A) + c, à
îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ ñîâïàäàþò.

Ïðèìåð 4.2. Ïðîäàâåö âûñòàâëÿåò íà ïðîäàæó òðè ïðåäìåòà, íå ïðåä-
ñòàâëÿþùèå äëÿ íåãî îñîáîé öåííîñòè (ñòàðûå òåëåâèçîðû è ò.ï.). Îí ãî-
òîâ èõ ïðîäàòü äàæå çà íåçíà÷èòåëüíóþ öåíó. Èìåþòñÿ äâà ïîêóïàòåëÿ
(èãðîêà), ðàñïîëàãàþùèå îäèíàêîâûìè ñóììàìè äåíåã A. Èãðîê ñòàíî-
âèòñÿ îáëàäàòåëåì ïðåäìåòà, åñëè ïðåäëàãàåò çà íåãî ñóììó, áóëüøóþ,
÷åì ïàðòíåð. Öåëü ïåðâîãî èãðîêà ñîñòîèò â ïîêóïêå äâóõ êàêèõ-ëèáî
ïðåäìåòîâ èç òðåõ. Öåëü âòîðîãî èãðîêà − âîñïðåïÿòñòâîâàòü ýòîìó.

Ïóñòü x = (x1, x2, x3) ∈ X = {x |
3∑
i=1

xi = A, x1, x2, x3 ≥ 0} −
ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà, ñîñòîÿùàÿ â ïðåäëîæåíèè ñóììû xi çà i-ûé
ïðåäìåò. Àíàëîãè÷íóþ ñòðàòåãèþ y = (y1, y2, y3) ∈ Y = X èñïîëüçóåò
âòîðîé èãðîê.

Áóäåì ïèñàòü x � y, åñëè êàêèå-ëèáî äâå êîìïîíåíòû âåêòîðà x áîëü-
øå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò âåêòîðà y. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ âûèãðû-
øà ïåðâîãî èãðîêà

F (x, y) =

{
1, x � y,

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Çàìåòèì, ÷òî

∀x ∈ X ∃ y ∈ Y : ¬(x � y) ⇒ v = 0;
∀y ∈ Y ∃ x ∈ X : x � y ⇒ v = 1.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî èãðà íå èìååò ðåøåíèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Íàéäåì
åå ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé X (ñîâïàäàþùåå ñ Y ) èçîáðàçèì íà ïëîñêî-
ñòè â âèäå ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà âûñîòû A. Òî÷êà y èìååò áà-
ðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû y1, y2, y3, îïðåäåëÿþùèå åå ðàññòîÿíèÿ îò
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òðåõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Íà ðèñ. 4.1 èçîáðàæåíû ëèíèè x1 = y1, x2 =
y2, x3 = y3.
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(A, 0, 0)

(0, 0, A) (0, A, 0)

Ðèñ. 4.1

Ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé âíå ýòèõ ëèíèé ðàçîáüåì íà äâà ïîäìíîæåñòâà

X1(y) = {x ∈ X | x � y}, X2(y) = {x ∈ X | y � x}.

Çàìåòèì, ÷òî X1(y) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òðåõ òðåóãîëüíèêîâ. Íàïðè-
ìåð, íèæíèé òðåóãîëüíèê íà ðèñ. 4.1 ñîñòîèò èç òàêèõ âåêòîðîâ x, äëÿ
êîòîðûõ x2 > y2, x3 > y3.

Ìíîæåñòâî
C = {x ∈ X | 0 ≤ xi ≤ 2A/3, i = 1, 2, 3}

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðàâèëüíûé øåñòèóãîëüíèê ñ öåíòðîì y0, ñîâïàäàþ-
ùèì ñ öåíòðîì òðåóãîëüíèêà X (ðèñ. 4.2).
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Ðèñ. 4.2

Ïóñòü ϕ0 − ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà C. Äîêàæåì, ÷òî òðîéêà
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(ϕ0, ϕ0, 1/2) − ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Äëÿ ýòîãî äîñòà-
òî÷íî ïðîâåðèòü óñëîâèå (∗) òåîðåìû 4.1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç mes(S) ïëîùàäü ôèãóðû S ⊂ X. Òîãäà

F (ϕ0, y) =
mes(X1(y) ∩ C)

mes(C)
∀y ∈ Y.

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî mes(X1(y) ∩ C) = 0.5mes(C) äëÿ âñåõ y ∈ C.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ öåíòðà øåñòèóãîëüíèêà y0 ýòî óòâåðæäåíèå î÷åâèä-
íî. Ïóñòü y 6= y0. Îïðåäåëèì âåêòîð y1 ∈ C :

y1
1 = y1, y

1
2 = y0

2 = A/3, y1
3 = 2A/3− y1.

Ñðàâíèâàÿ ôèãóðû X1(y) ∩ C, X1(y
1) ∩ C è X1(y

0) ∩ C, óáåæäàåìñÿ,
÷òî èõ ïëîùàäè ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè y ∈ C F (ϕ0, y) = 1/2. Ìåòî-
äîì ñðàâíåíèÿ ïëîùàäåé ìîæíî òàêæå ïîêàçàòü, ÷òî mes(X1(y) ∩ C) >
0.5mes(C), åñëè y /∈ C. Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî F (ϕ0, y) ≥ 1/2 ∀y ∈ Y. Ïî-
ñêîëüêó

F (x, ϕ0) =
mes(X2(x) ∩ C)

mes(C)
∀x ∈ X,

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà F (x, ϕ0) ≤ 1/2 ∀x ∈ X äîñòàòî÷íî çàìå-
òèòü, ÷òî

mes(X1(x) ∩ C) +mes(X2(x) ∩ C) = mes(C) ∀x ∈ X.

Ïóñòü Γ − ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå ïðîèçâîëüíîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé
èãðû Γ.

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ψ0 âòîðîãî èãðîêà íàçûâàåòñÿ âû-
ðàâíèâàþùåé, åñëè F (x, ψ0) ≡ const íà ìíîæåñòâå X.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âûðàâíèâàþùàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà.

Óòâåðæäåíèå 4.1. Åñëè â èãðå Γ ó îáîèõ èãðîêîâ ñóùåñòâóþò âûðàâ-
íèâàþùèå ñòðàòåãèè ϕ0, ψ0, òî îíè îïòèìàëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ

F (ϕ0, y) = c1 ∀y ∈ Y, F (x, ψ0) = c2 ∀x ∈ X.

Èíòåãðèðóÿ ýòè ðàâåíñòâà ïî ψ0 è ϕ0 ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷èì F (ϕ0, ψ0) =
c1 = c2. Ïðè v = F (ϕ0, ψ0) íåðàâåíñòâà èç óñëîâèÿ (∗) òåîðåìû 4.1 äëÿ
òðîéêè (ϕ0, ψ0, v) âûïîëíåíû êàê ðàâåíñòâà.

Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî óñèëèòü.
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Óïðàæíåíèå 4.3. Ïóñòü â èãðå Γ ψ0 − âûðàâíèâàþùàÿ ñòðàòåãèÿ
âòîðîãî èãðîêà è íàéäåòñÿ òàêàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ϕ0 ïåðâîãî èãðî-
êà, ÷òî F (ϕ0, ψ0) = min

ψ∈{ψ}
F (ϕ0, ψ). Äîêàæèòå, ÷òî ϕ0, ψ0 − îïòèìàëüíûå

ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Óïðàæíåíèå 4.4. Ïðèâåäèòå ïðèìåð èãðû ñ ìàòðèöåé ðàçìåðîâ 2 ×
3, â êîòîðîé âòîðîé èãðîê èìååò âûðàâíèâàþùóþ, íî íå îïòèìàëüíóþ
ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ.

Ïðèìåð 4.3. Ïåðâûé èãðîê âåäåò ñòðåëüáó ïî öåëè, êîòîðàÿ ìîæåò
íàõîäèòüñÿ â îäíîé èç òðåõ òî÷åê: ëèáî â êîíöàõ îòðåçêà [B,C] äëèíû
2, ëèáî â åãî ñåðåäèíå D. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò òî÷êó ïðèöåëà B,C
èëè D. Ïóñòü d − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ïðèöåëà äî ïîëîæåíèÿ öåëè, à
âåðîÿòíîñòè åå ïîðàæåíèÿ ðàâíû 1, a, 0 äëÿ ðàññòîÿíèé d = 0, 1, 2 ñîîò-
âåòñòâåííî. Âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà − âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ñòðåëüáû â çàâèñèìîñòè
îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a ∈ (0, 1).

Ñîñòàâèì ìàòðèöó èãðû A =


B C D

B 1 a 0
C a 1 a
D 0 a 1

.
Ïóñòü q0 = (q0

1, q
0
2, q

0
3) − âûðàâíèâàþùàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà.

Ìàòðèöà A ñèììåòðè÷íà è ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ p0 = q0 ïåðâîãî èãðî-
êà òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûðàâíèâàþùåé. Èç óòâåðæäåíèÿ 4.1 âûòåêàåò, ÷òî
ñòðàòåãèè p0 è q0 îïòèìàëüíû. Íàéäåì q0. Â ñèëó ñèììåòðèè êîíöîâ îò-
ðåçêà [B,C] ïî îòíîøåíèþ ê åãî ñåðåäèíå D ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî q0

1 = q0
3.

Ñëåäîâàòåëüíî,

2q0
1 + q0

2 = 1, q0
1 + aq0

2 = v, 2aq0
1 + q0

2 = v.

Âûïèøåì ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

q0
1 =

1− a

3− 4a
, q0

2 =
1− 2a

3− 4a
, v =

1− 2a2

3− 4a
.

Èç óñëîâèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè q0
1, q

0
2 íàõîäèì, ÷òî a ≤ 1/2. Ïðè a >

1/2 ïîêàæèòå, ÷òî òðîéêà (p0, q0, v) = ((0, 1, 0), (1/2, 0, 1/2), a) − ðåøåíèå
èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Óïðàæíåíèå 4.5. Èñïîëüçóÿ âûðàâíèâàþùèå ñòðàòåãèè, ðåøèòå àíà-

33



ÃËÀÂÀ I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ

ëîãè÷íóþ èãðó ñ ìàòðèöåé

A =


1 a 0 0
a 1 a 0
0 a 1 a
0 0 a 1

 , 0 < a < 1.

Òåîðåìà 4.2. Äëÿ íåïðåðûâíîé èãðû Γ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà
óòâåðæäåíèÿ:

1) inf
ψ∈{ψ}

F (ϕ, ψ) = min
y∈Y

F (ϕ, y) ∀ ϕ ∈ {ϕ};

2) sup
ϕ∈{ϕ}

F (ϕ, ψ) = max
x∈X

F (x, ψ) ∀ ψ ∈ {ψ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì 1). Âîçüìåì ëþáóþ ñòðàòåãèþ ϕ. Çàìå-
òèì, ÷òî min

y∈Y
F (ϕ, y) äîñòèãàåòñÿ, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (ϕ, y) íåïðåðûâíà

ïî y. Äàëåå,
inf

ψ∈{ψ}
F (ϕ, ψ) ≤ min

y∈Y
F (ϕ, y) (4.1)

è äëÿ ëþáîãî ψ ∈ {ψ}

F (ϕ, ψ) =

∫
Y

F (ϕ, y)dψ(y) ≥
∫
Y

min
y∈Y

F (ϕ, y)dψ(y) = min
y∈Y

F (ϕ, y).

Îòñþäà
inf

ψ∈{ψ}
F (ϕ, ψ) ≥ min

y∈Y
F (ϕ, y). (4.2)

Èç (4.1) è (4.2) ñëåäóåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Óòâåðæäåíèå 2)
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå. Çíà÷åíèå v íåïðåðûâíîé èãðû Γ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íî â âèäå ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóë:

v = max
ϕ∈{ϕ}

min
y∈Y

F (ϕ, y) = min
ψ∈{ψ}

max
x∈X

F (x, ψ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìàì 2.1,3.2 è 4.2 ïîëó÷àåì

v = max
ϕ∈{ϕ}

inf
ψ∈{ψ}

F (ϕ, y) ⇒ v = max
ϕ∈{ϕ}

inf
y∈Y

F (ϕ, y).

Âòîðàÿ ôîðìóëà âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Óïðàæíåíèå 4.6. Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå v íåïðåðûâíîé èãðû Γ óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

v = max
x∈X

min
y∈Y

F (x, y) ≤ v ≤ min
y∈Y

max
x∈X

F (x, y) = v.

Òåîðåìà 4.2 ′. Äëÿ èãðû ñ ìàòðèöåé A ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå äâà
óòâåðæäåíèÿ:

1) min
q∈Q

A(p, q) = min
1≤j≤n

A(p, j) ∀ p ∈ P ;

2) max
p∈P

A(p, q) = max
1≤i≤m

A(i, q) ∀ q ∈ Q.
Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Ñëåäñòâèå. Çíà÷åíèå v èãðû ñ ìàòðèöåé A ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî
â âèäå ñëåäóþùèõ äâóõ ôîðìóë:

v = max
p∈P

min
1≤j≤n

A(p, j) = min
q∈Q

max
1≤i≤m

A(i, q).

Òåïåðü îáñóäèì òàê íàçûâàåìîå ñâîéñòâî äîïîëíÿþùåé íåæåñòêî-
ñòè. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Sp(ϕ) ⊂ X − ñïåêòð ñìåøàííîé ñòðàòåãèè
ϕ, çàäàííîé íà îòðåçêå X.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà x′ ∈ X = [a, b] ïðèíàäëåæèò
ñïåêòðó ñòðàòåãèè ϕ, åñëè äëÿ âñÿêîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêîé îòðåçîê
[a′, b′], ñîäåðæàùèé x′, ÷òî b′ − a′ < ε è ϕ(b′)− ϕ(a′) > 0. Ìíîæåñòâî âñåõ
òî÷åê ñïåêòðà îáîçíà÷èì ÷åðåç Sp(ϕ).

Óïðàæíåíèå 4.7. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè ñêà÷êà ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ϕ è òî÷êè, ãäå åå ïðîèçâîäíàÿ ñóùåñòâóåò è ïîëîæèòåëüíà, ïðèíàä-
ëåæàò ñïåêòðó Sp(ϕ).

Òåîðåìà 4.3 (Ñâîéñòâî äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè). Ïóñòü
(ϕ0, ψ0, v) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ íåïðåðûâíîé èãðû Γ. Òî-
ãäà

1) x ∈ Sp(ϕ0) ⇒ F (x, ψ0) = v;

2) y ∈ Sp(ψ0) ⇒ F (ϕ0, y) = v.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâ-
íîå, ò.å. íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x′ ∈ Sp(ϕ0), ÷òî F (x′, ψ0) 6= v. Òîãäà ïî
ñâîéñòâó (∗) òåîðåìû 4.1 áóäåò âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî F (x′, ψ0) < v. Èç
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè F (x, ψ0) è îïðåäåëåíèÿ ñïåêòðà ñòðàòåãèè ϕ0
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âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîé îòðåçîê [a′, b′], ñîäåðæà-
ùèé òî÷êó x′, è òàêîå ÷èñëî v′ < v , ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ [a′, b′]

F (x, ψ0) ≤ v′ < v, b′ − a′ < ε, ϕ0(b′)− ϕ0(a′) > 0.

Òåïåðü

F (ϕ0, ψ0) =

∫
X

F (x, ψ0)dϕ0(x) =

=

∫
(a′,b′]

F (x, ψ0)dϕ0(x) +

∫
X\(a′,b′]

F (x, ψ0)dϕ0(x) ≤
∫

(a′,b′]

v′dϕ0(x)+

+

∫
X\(a′,b′]

vdϕ0(x) < (ϕ0(b′)− ϕ0(a′))v +

∫
X\(a′,b′]

vdϕ0(x) = v,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèÿ èãðû. Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçû-
âàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå.Ïóñòü (ϕ0, ψ0, v)− ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ íåïðå-
ðûâíîé èãðû Γ. Òîãäà

1) F (x, ψ0) < v ⇒ x /∈ Sp(ϕ0);
2) F (ϕ0, y) > v ⇒ y /∈ Sp(ψ0).
Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó äëÿ ìàòðè÷íûõ èãð.

Òåîðåìà 4.3 ′ (Ñâîéñòâî äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè). Ïóñòü
(p0, q0, v) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû ñ ìàòðèöåé A. Òî-
ãäà

1) p0
i > 0 ⇒ A(i, q0) = v;

2) q0
j > 0 ⇒ A(p0, j) = v.

Óïðàæíåíèå 4.8. Äîêàæèòå òåîðåìó 4.3 ′.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (p0, q0, v) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû
ñ ìàòðèöåé A. Òîãäà

1) A(i, q0) < v ⇒ p0
i = 0;

2) A(p0, j) > v ⇒ q0
j = 0.

Ïîÿñíèì âûðàæåíèå "äîïîëíÿþùàÿ íåæåñòêîñòü", çàèìñòâîâàííîå èç
òåîðèè äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîñòàâèì â ñî-
îòâåòñòâèå íåðàâåíñòâó A(i, q0) ≤ v (A(p0, j) ≥ v) èç óñëîâèÿ (∗) íåðàâåí-
ñòâî p0

i ≥ 0 (q0
j ≥ 0) ñ òåì æå íîìåðîì. Òîãäà åñëè îäíî èç ýòèõ íåðà-

âåíñòâ âûïîëíåíî ñòðîãî ("íåæåñòêî"), òî ïî òåîðåìå 4.3 ′ è åå ñëåäñòâèþ
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ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî êàê ðàâåíñòâî ("æåñòêî"). Âñå
ýòî ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé êðàòêîé ôîðìå: äëÿ ðåøåíèÿ (p0, q0, v)
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû ñ ìàòðèöåé A ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

p0
i (v − A(i, q0)) = q0

j (A(p0, j)− v) = 0, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n.

Ïðèìåð 4.4. Ðåøèì èãðó ñ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé A, â êîòîðîé äèà-
ãîíàëüíûå ýëåìåíòû ai > 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû îïòè-
ìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé p0, q0 ïîëîæèòåëüíû. Òîãäà ïî òåîðåìå
4.3 ′

A(i, q0) = aiq
0
i = v, i = 1, ..., n,

n∑
i=1

q0
i = 1.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî n + 1 íåèçâåñòíûõ q0
i , i = 1, ..., n, v,

ïîëó÷èì q0
i = v/ai, i = 1, ..., n, ãäå v = 1/

n∑
k=1

1
ak
.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî íàéòè, ÷òî p0 = q0.
Ïðèâåäåì îäíó èíòåðïðåòàöèþ ýòîé èãðû. Ïóñòü ìèëèöèîíåð (ïåð-

âûé èãðîê) èùåò ïðåñòóïíèêà (âòîðîãî èãðîêà) â îäíîì èç n áàðîâ. Åñëè
ìèëèöèîíåð ïðèõîäèò â áàð i, ãäå íàõîäèòñÿ ïðåñòóïíèê, òî âåðîÿòíîñòü
åãî çàäåðæàíèÿ ðàâíà ai. Îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ïðåäïèñû-
âàþò èãðîêàì èäòè ñ áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ â òîò áàð, ãäå âåðîÿòíîñòü
çàäåðæàíèÿ ìåíüøå. Ïîýòîìó îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðåñòóïíèêà åñòå-
ñòâåííà, à ìèëèöèîíåðà − ïàðàäîêñàëüíà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìû îäíî-
âðåìåííî ðåøèëè ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ïîèñêà ìàêñèìèíà:

v = max
p∈P

min
1≤i≤n

A(p, i) = max
p∈P

min
1≤i≤n

aipi.

��5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ èãð

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëîæåíû íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ìàòðè÷íûõ
èãð â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïðè ýòîì íàøà öåëü áóäåò ñîñòîÿòü â ïî-
èñêå õîòÿ áû îäíîãî ðåøåíèÿ èãðû.

I. Äîìèíèðîâàíèå ñòðîê è ñòîëáöîâ.
Åñëè ýëåìåíòû íåêîòîðîé ñòðîêè i1 ìàòðèöû A ìåíüøå ñîîòâåòñòâó-

þùèõ ýëåìåíòîâ äðóãîé ñòðîêè i2, òî èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî ñòðîêó i1
ïåðâîìó èãðîêó ìîæíî íå èñïîëüçîâàòü. Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ äîìè-
íèðîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû èãðû, ïîçâîëÿþùèå óìåíüøèòü åå
ðàçìåðû.
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Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð a = (a1, ..., al) ñëàáî äîìè-
íèðóåò âåêòîð b = (b1, ..., bl), åñëè ai ≥ bi, i = 1, ..., l. Áóäåì ãîâîðèòü î
ñòðîãîì äîìèíèðîâàíèè, åñëè âñå íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà ≥ çàìåíåíû íà
ñòðîãèå >. Çàìåòèì, ÷òî ñëàáîå äîìèíèðîâàíèå âîçìîæíî äàæå â ñëó÷àå
ðàâåíñòâà âåêòîðîâ a è b.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ âåêòîðîâ a(i), i = 1, ...,m, åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

è ÷èñåë pi ≥ 0, i = 1, ...,m,
m∑
i=1

pi = 1, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
m∑
i=1

pia
(i)

íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ a(i) ñ êîýôôèöèåíòàìè pi.

Òåîðåìà 5.1 (Î äîìèíèðîâàíèè ñòðîê). Ïóñòü íåêîòîðàÿ ñòðîêà
ìàòðèöû A ñëàáî äîìèíèðóåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòðîê.
Òîãäà ýòà ñòðîêà âõîäèò ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ â íåêîòîðóþ îïòèìàëü-
íóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà. Åñëè óêàçàííîå äîìèíèðîâà-
íèå ñòðîãîå, òî ýòà ñòðîêà âõîäèò ñ íóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ â ëþáóþ îïòè-
ìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà. Äîìèíèðóåìûå ñòðîêè
ìîæíî âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû èãðû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñòðîêà ìàòðèöû A ñ íîìåðîì i1 ñëàáî äî-
ìèíèðóåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé îñòàëüíûõ ñòðîê ñ êîýôôèöèåíòàìè
pi ≥ 0, i 6= i1 :

ai1j ≤
∑
i6=i1

piaij, j = 1, ..., n,
∑
i6=i1

pi = 1. (5.1)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Â, ïîëó÷åííóþ èç A âû÷åðêèâàíèåì (èñêëþ÷åíè-
åì) i1-îé ñòðîêè. Ïóñòü (p̂, q0, v) − ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé Â. Ïîëîæèì
p0 = (p̂1, ..., p̂i1−1, 0, p̂i1+1, ..., p̂m) è äîêàæåì, ÷òî òðîéêà (p0, q0, v) − ðåøå-
íèå èãðû ñ ìàòðèöåé A. Òåì ñàìûì áóäåò äîêàçàíî âòîðîå óòâåðæäåíèå
òåîðåìû è îáîñíîâàíî âû÷åðêèâàíèå i1-îé ñòðîêè. Äåéñòâèòåëüíî, ðåøàÿ
èãðó ñ ìàòðèöåé Â, ìû íàõîäèì ðåøåíèå èñõîäíîé èãðû, äîáàâëÿÿ â p̂
íóëåâóþ i1-óþ êîìïîíåíòó.

Ïðîâåðèì óñëîâèå (∗) äëÿ òðîéêè (p0, q0, v) â èãðå ñ ìàòðèöåé A. Èìå-
åì

A(p0, j) = Â(p̂, j) ≥ v, j = 1, ..., n; A(i, q0) = Â(i, q0) ≤ v ∀ i 6= i1.

Ïóñòü i = i1. Òîãäà, ïîëàãàÿ p′ = (pi, i 6= i1), ïîëó÷èì

A(i1, q
0) =

n∑
j=1

ai1jq
0
j ≤

n∑
j=1

(
∑
i6=i1

aijpi)q
0
j = Â(p′, q0) ≤ v,
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ïîñêîëüêó ñòðàòåãèÿ q0 âòîðîãî èãðîêà îïòèìàëüíà â èãðå ñ ìàòðèöåé Â.
Èòàê, (p0, q0, v) − ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé A.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâà â (5.1) ñòðîãèå. Òîãäà â ïîñëåäíèõ
âûêëàäêàõ ïåðâîå íåðàâåíñòâî òàêæå ñòðîãîå è A(i1, q

0) < v. Ïóñòü p∗ −
ïðîèçâîëüíàÿ îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Òîãäà
(p∗, q0, v) − ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé A. Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ïî
ñâîéñòâó äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè ïîëó÷àåì p∗i1 = 0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñêëþ÷åíèè ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðîê îïòèìàëü-
íûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà ñîõðàíÿþòñÿ. Ïðè ñëàáîì äî-
ìèíèðîâàíèè îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ìîãóò òåðÿòüñÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ìàòðèöó èãðû ñ ðàâíûìè ýëåìåíòàìè.

Ñëåäóþùóþ òåîðåìó äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî.

Òåîðåìà 5.1 ′ (Î äîìèíèðîâàíèè ñòîëáöîâ). Ïóñòü íåêîòîðûé
ñòîëáåö ìàòðèöû A ñëàáî äîìèíèðóåò âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ îñòàëüíûõ
ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû. Òîãäà ýòîò ñòîëáåö âõîäèò ñ íóëåâîé âåðîÿòíî-
ñòüþ â íåêîòîðóþ îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ âòîðîãî èãðîêà.
Åñëè óêàçàííîå äîìèíèðîâàíèå ñòðîãîå, òî ýòîò ñòîëáåö âõîäèò ñ íóëå-
âîé âåðîÿòíîñòüþ â ëþáóþ îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ âòîðîãî
èãðîêà. Äîìèíèðóþùèå ñòîëáöû ìîæíî âû÷åðêíóòü èç ìàòðèöû èãðû.

Ïðèìåð 5.1. Ðåøèòü èãðó ñ ìàòðèöåé

A =

3 1 5
1 3 3
2 2 1

 .

Çäåñü ïîëóñóììà ïåðâûõ äâóõ ñòðîê ñëàáî äîìèíèðóåò òðåòüþ ñòðîêó è
åå ìîæíî âû÷åðêíóòü. Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå òðåòèé ñòîëáåö ñëàáî äîìè-
íèðóåò âòîðîé. Ïîñëå åãî âû÷åðêèâàíèÿ ïîëó÷èì öèêëè÷åñêóþ ìàòðèöó

Â =

(
3 1
1 3

)
ñ ðåøåíèåì (p̂, q̂, v) = ((1/2, 1/2), (1/2, 1/2), 2). Ïîýòîìó èñ-

õîäíàÿ èãðà èìååò ðåøåíèå

(p0, q0, v) = ((1/2, 1/2, 0), (1/2, 1/2, 0), 2).

Óïðàæíåíèå 5.1. Ïóñòü ìàòðèöà A èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó. Ïîêàçàòü,
÷òî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðîê è ñëàáî äîìèíèðóþ-
ùèõ ñòîëáöîâ áåç èñïîëüçîâàíèÿ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ðåäóöèðîâàííàÿ
ìàòðèöà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó ìàòðèöû A.
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Óïðàæíåíèå 5.2. Ïîëêîâíèêó Áëîòòî1 (ïåðâîìó èãðîêó) ïîñòàâëå-
íà çàäà÷à ïðîðûâà òðåìÿ ïîëêàìè ÷åðåç äâà ãîðíûõ ïåðåâàëà, îõðàíÿ-
åìûõ äâóìÿ ïîëêàìè ïðîòèâíèêà (âòîðîãî èãðîêà). Ñòðàòåãèÿ Áëîòòî
(k1, k2) ∈ X = {(3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3)} ñîñòîèò â òîì, ÷òî k1 ïîëêîâ
íàïðàâëÿþòñÿ íà ïåðâûé ïåðåâàë, à k2 − íà âòîðîé. Ïðîòèâíèê ðàñïîëà-
ãàåò àíàëîãè÷íûìè ñòðàòåãèÿìè (l1, l2) ∈ Y = {(2, 0), (1, 1), (0, 2)}. Ïîëêè
Áëîòòî è ïðîòèâíèêà, âñòðåòèâøèñü íà ïåðåâàëå, âçàèìíî óíè÷òîæàþò
äðóã äðóãà. Âûèãðûøåì Áëîòòî ÿâëÿåòñÿ îáùåå ÷èñëî åãî ïîëêîâ, ïðî-
ðâàâøèõñÿ ÷åðåç äâà ïåðåâàëà, ò.å. âåëè÷èíà max[k1−l1, 0]+max[k2−l2, 0].
Ðåøèòü ìàòðè÷íóþ èãðó è íàéòè îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ Áëîòòî.

II. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ èãð ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðîâ 2 × n è
m× 2.

Ðàññìîòðèì èãðó ñ 2× n-ìàòðèöåé A. Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî
èãðîêà p = (p1, 1−p1) îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé p1 ∈ [0, 1]. Çíà÷åíèå èãðû,
ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 4.2 ′, ïðåäñòàâèìî â âèäå

v = max
p∈P

min
1≤j≤n

A(p, j) = max
0≤p1≤1

min
1≤j≤n

[a1jp1 + a2j(1− p1)].

Äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèÿ èãðû è îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè
ïåðâîãî èãðîêà äîñòàòî÷íî íà îòðåçêå [0,1] ïîñòðîèòü ãðàôèêè ñåìåéñòâà
ëèíåéíûõ ôóíêöèé lj(p1) = a1jp1 + a2j(1 − p1) ñ óãëîâûìè êîýôôèöèåí-
òàìè kj = a1j − a2j, j = 1, ..., n, è íàéòè òî÷êó ìàêñèìóìà p0

1 ôóíêöèè
min

1≤j≤n
lj(p1) − íèæíåé îãèáàþùåé ñåìåéñòâà (ðèñ. 5.1).

-

6

p1

S
S

S
S

S
S

S
S

S
S

S
S

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
lj2�

�
�

�
�

�
�

�
lj1

p0
1

v

10

Ðèñ. 5.1

1Ïîëêîâíèê Áëîòòî − àíåêäîòè÷åñêèé ïåðñîíàæ, äåéñòâóþùåå ëèöî ìíîãèõ èë-
ëþñòðàòèâíûõ ïðèìåðîâ èç îáëàñòè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð.
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Íàéäåì îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ âòîðîãî èãðîêà. Ðàçáå-
ðåì ñëåäóþùèå âîçìîæíîñòè.

à) 0 < p0
1 < 1.

Ýòîò ñëó÷àé ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 5.1. Âîçüìåì äâå ïðÿìûå lj1 è lj2 ,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó (p0

1, v) è èìåþùèå óãëîâûå êîýôôèöèåíòû kj1 ≥
0, kj2 ≤ 0. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

kj1q
∗ + kj2(1− q∗) = 0. (5.2)

Îíî èìååò ðåøåíèå q∗, ïðèíàäëåæàùåå îòðåçêó [0,1]. Èç (5.2) ñëåäóåò,
÷òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ïðÿìîé lj1(p1)q

∗ + lj2(p1)(1 − q∗) ðàâåí íóëþ.
Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà

q0 : q0
j =


q∗, j = j1,

1− q∗, j = j2,

0, j 6= j1, j2,

îïòèìàëüíà, ïîñêîëüêó ïðè âñåõ p1 ∈ [0, 1]
A(p, q0) = lj1(p1)q

∗ + lj2(p1)(1− q∗) = v.

á) p0
1 = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ 2 ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-
íîé. Ïîêàæåì, ÷òî ó âòîðîãî èãðîêà òàêæå èìååòñÿ ÷èñòàÿ îïòèìàëüíàÿ
ñòðàòåãèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ lj1 , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó
(0, v) è èìåþùàÿ óãëîâîé êîýôôèöèåíò kj1 ≤ 0. Âûáèðàÿ ÷èñòóþ ñòðà-
òåãèþ j1, âòîðîé èãðîê íå ïîçâîëèò ïåðâîìó âûèãðàòü áîëüøå, ÷åì v,
ïîñêîëüêó A(p, j1) = lj1(p1) ≤ v ïðè âñåõ p1 ∈ [0, 1]. Èòàê, ìàòðèöà èãðû
èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó (2, j1).

â) p0
1 = 1.

Â ýòîì ñëó÷àå, àíàëîãè÷íîì á), ìàòðèöà èãðû òàêæå èìååò ñåäëîâóþ
òî÷êó.

Ïðèìåð 5.2. Ðåøèì èãðó ñ ìàòðèöåé A =

(
−1 −2 3

2 4 1

)
.

Ïîñòðîèâ òðè ïðÿìûå (ðèñ. 5.2)
l1(p1) = (−1)p1 + 2(1− p1) = 2− 3p1,

l2(p1) = (−2)p1 + 4(1− p1) = 4− 6p1,

l3(p1) = 3p1 + 1(1− p1) = 1 + 2p1,

íàéäåì, ÷òî ìàêñèìóì íèæíåé îãèáàþùåé äîñòèãàåòñÿ â p0
1 = 1/5− òî÷êå

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ l1 è l3.
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p1
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p0
1 = 1
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v
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Z

Z
Z
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Z
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Ðèñ. 5.2

Çíà÷åíèå èãðû v = l1(p
0
1) = 7/5 è p0 = (1/5, 4/5). Çäåñü j1 = 3, k3 =

2, j2 = 1, k1 = −3. Èç óðàâíåíèÿ 2q∗ + (−3)(1− q∗) = 0 íàõîäèì q∗ =
3/5. Îòñþäà q0 = (2/5, 0, 3/5) − îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà.
Ñäåëàéòå ïðîâåðêó óñëîâèÿ (∗) òåîðåìû 4.1 ′ äëÿ íàéäåííîãî ðåøåíèÿ
(p0, q0, v).

Óïðàæíåíèå 5.3. Íàéäèòå âñå îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ â èãðå

ñ ìàòðèöåé A =

(
3 1 0
0 1 3

)
.

Òåïåðü ðàññìîòðèì èãðó ñ m × 2-ìàòðèöåé A. Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ
q = (q1, 1− q1) âòîðîãî èãðîêà îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé q1 ∈ [0, 1]. Çíà÷å-
íèå èãðû, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 4.2 ′, ïðåäñòàâèìî â âèäå

v = min
q∈Q

max
1≤i≤m

A(i, q) = min
0≤q1≤1

max
1≤i≤m

[ai1q1 + ai2(1− q1)].

Ïîýòîìó íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü âåðõíþþ îãèáàþùóþ max
1≤i≤m

li(q1) ñåìåé-

ñòâà ïðÿìûõ li(q1) = ai1q1+ai2(1−q1), i = 1, ...,m, è íàéòè íà îòðåçêå [0,1]
òî÷êó q0

1 åå ìèíèìóìà. Îíà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îïòèìàëüíîé ñìåøàí-
íîé ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà. Îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà
ñòðîèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî (5.2).

III. Ñâåäåíèå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû ê ïàðå äâîéñòâåííûõ çàäà÷
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñâåäåíèå ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ − íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé èñïîëüçîâàòü
àëãîðèòì ñèìïëåêñ-ìåòîäà.
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Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çíà÷åíèå ìàòðè÷íîé
èãðû v ïîëîæèòåëüíî. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ òåîðåìû 4.2 ′, îíî ïðåäñòàâè-
ìî â âèäå

v = max
p∈P

min
1≤j≤n

A(p, j) = max
p∈P

min
1≤j≤n

m∑
i=1

piaij.

Ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ u è çàïèøåì çàäà÷ó íàõîæäå-
íèÿ ìàêñèìèíà êàê çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
v = max

(u,p)∈B
u, ãäå

B = {(u, p) |
m∑
i=1

piaij ≥ u, j = 1, ..., n,
m∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ...,m}.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè ôèêñèðîâàííîì p ∈ P ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå u ïðè
îãðàíè÷åíèÿõ (u, p) ∈ B ðàâíî min

1≤j≤n
A(p, j).

Ïîñêîëüêó v > 0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî u ïðèíèìàåò ïîëîæèòåëüíûå
çíà÷åíèÿ. Ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ zi = pi/u, z = (z1, ..., zm). Òîãäà,
ó÷èòûâàÿ îãðàíè÷åíèÿ (u, p) ∈ B, ïîëó÷èì

m∑
i=1

zi = 1/u,
m∑
i=1

aijzi ≥ 1, j = 1, ..., n, zi ≥ 0, i = 1, ...,m.

Îòñþäà

v = max
(u,p)∈B

u =
1

m∑
i=1

z0
i

,

ãäå z0 − îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

m∑
i=1

zi → min

m∑
i=1

aijzi ≥ 1, j = 1, ..., n, zi ≥ 0, i = 1, ...,m. (I)

Ïî z0 íàõîäèì çíà÷åíèå èãðû è îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ ïåð-

âîãî èãðîêà: v = 1/
m∑
i=1

z0
i , p0 = vz0.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü, ÷òî

v = min
q∈Q

max
1≤i≤m

A(i, q) =
1

n∑
j=1

w0
j

,
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ãäå w0 − îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

n∑
j=1

wj → max

n∑
j=1

aijwj ≤ 1, i = 1, ...,m, wj ≥ 0, j = 1, ..., n. (II)

Çäåñü q0 = vw0 − îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà.
Çàäà÷è (I) è (II) äâîéñòâåííû îäíà ïî îòíîøåíèþ ê äðóãîé.

Îòìåòèì ñâîéñòâî äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè äëÿ îïòèìàëüíûõ ðå-
øåíèé z0 è w0 çàäà÷ (I) è (II) :

1) z0
i > 0 ⇒

n∑
j=1

aijw
0
j = 1;

2) w0
j > 0 ⇒

m∑
i=1

aijz
0
i = 1.

Îíî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 4.3 ′ ïîñëå çàìå-
íû ïåðåìåííûõ p0 = vz0, q0 = vw0.

Ïðèìåð 5.3. Ðåøèòü èãðó ñ ìàòðèöåé A =

(
0 3 4
2 1 −3

)
. Îòìåòèì, ÷òî

ñòðàòåãèÿ p = (1/2, 1/2) îáåñïå÷èâàåò ïåðâîìó èãðîêó ïîëîæèòåëüíûé
âûèãðûø. Ïîýòîìó v > 0. Âûïèøåì çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ

z1 + z2 → min

2z2 ≥ 1, 3z1 + z2 ≥ 1, 4z1 − 3z2 ≥ 1, (I)

z1, z2 ≥ 0;

w1 + w2 + w3 → max

3w2 + 4w3 ≤ 1, 2w1 + w2 − 3w3 ≤ 1, (II)

w1, w2, w3 ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ ãðàôè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ íà ïëîñêîñòè, íåòðóäíî íàéòè, ÷òî
z0 = (5/8, 1/2) − îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (I). Îòñþäà

v = 1/(z0
1 + z0

2) = 8/9, p0 = vz0 = (5/9, 4/9).
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Íàéäåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå w0 çàäà÷è (II). Ïîñêîëüêó z0
1 , z

0
2 > 0 è

3z0
1 + z0

2 > 1, ïî ñâîéñòâó äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

3w0
2 + 4w0

3 = 1, 2w0
1 + w0

2 − 3w0
3 = 1, w0

2 = 0.

Ïîýòîìó w0 = (7/8, 0, 1/4), q0 = vw0 = (7/9, 0, 2/9).

IV.Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ êðàéíèõ îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèé.

Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìáèíàòîðíîãî òèïà àëãîðèòì ðåøåíèÿ èã-
ðû, îñíîâàííûé íà ïåðåáîðå ïîäìàòðèö ìàòðèöû A.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü Z − âûïóêëîå ìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà. Òî÷êà z0 ∈ Z íàçûâàåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæåñòâà Z, åñëè íå
ñóùåñòâóåò òàêèõ òî÷åê z′ 6= z′′ ∈ Z è òàêîãî ÷èñëà 0 < λ < 1, ÷òî
z0 = λz′ + (1− λ)z′′.

Äðóãèìè ñëîâàìè, êðàéíÿÿ òî÷êà âûïóêëîãî ìíîæåñòâà Z íå ÿâëÿåò-
ñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé íèêàêîãî îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå òî÷êè ýòîãî
ìíîæåñòâà. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êðàéíÿÿ òî÷êà íå ìîæåò áûòü âíó-
òðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà Z. Îäíàêî íå âñÿêàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ìíîæå-
ñòâà Z ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ýòîãî ìíîæåñòâà. Íàïðèìåð, ó êâàäðàòà
êðàéíèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî åãî âåðøèíû.

Óïðàæíåíèå 5.4. Ïóñòü Z − âûïóêëûé êîìïàêò åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà è z0 ∈Argmax

z∈Z
|z|2. Äîêàæèòå, ÷òî z0 − êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà

Z.

Óïðàæíåíèå 5.5. Ïóñòü h(z) − ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà
âûïóêëîì êîìïàêòå Z åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Äîêàæèòå, ÷òî h(z) äî-
ñòèãàåò ìàêñèìóìà â íåêîòîðîé êðàéíåé òî÷êå ìíîæåñòâà Z.

Åñëè ìíîæåñòâî Z − ìíîãîãðàííèê, òî åãî êðàéíèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ
âåðøèíàìè. Âåðíåìñÿ ê èãðå ñ ìàòðèöåé A è ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà

P 0 = {p0 ∈ P |
m∑
i=1

p0
i aij ≥ v, j = 1, ..., n},

ãäå v − çíà÷åíèå ìàòðè÷íîé èãðû. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî P 0 − ìíîãî-
ãðàííèê åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå. Êðàéíåé îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî
èãðîêà áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó ìíîãîãðàííèêà P 0.
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Ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà

Q0 = {q0 ∈ Q |
n∑
j=1

aijq
0
j ≤ v, i = 1, ...,m}

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì è åãî âåðøèíû − êðàéíèå îïòèìàëüíûå
ñìåøàííûå ñòðàòåãèè.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü â èãðå ñ ìàòðèöåé A = (aij)m×n çíà÷åíèå v 6= 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ïàðû p0, q0 êðàéíèõ îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèé èãðîêîâ íàéäåòñÿ òàêàÿ íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàòðèöà A = (ailjt)k×k
ìàòðèöû A, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ

k∑
l=1

p0
il
ailjt = v, t = 1, ..., k,

k∑
l=1

p0
il

= 1, (5.3)

k∑
t=1

ailjtq
0
jt = v, l = 1, ..., k,

k∑
t=1

q0
jt = 1. (5.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ìíîæåñòâà ÷èñòûõ ñòðàòå-
ãèé èãðîêîâ:

I1 = {i | p0
i > 0}, I2 = {i |

n∑
j=1

aijq
0
j = v},

J1 = {j | q0
j > 0}, J2 = {j |

m∑
i=1

p0
i aij = v}.

Èç ñâîéñòâà äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (òåîðåìà 4.3 ′) ñëåäóåò, ÷òî
I1 ⊂ I2, J1 ⊂ J2. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

I1 = {1, ..., r}, I2 = {1, ..., d}, J1 = {1, ..., s}, J2 = {1, ..., h},

ãäå r ≤ d è s ≤ h. Ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ïîäõîäÿùåé ïåðåñòàíîâ-
êîé ñòðîê è ñòîëáöîâ ìàòðèöû A.

Ðàññìîòðèì ïîäìàòðèöó Ã = (aij)d×h ìàòðèöû A. Äîêàæåì, ÷òî ïåð-
âûå r ñòðîê ìàòðèöû Ã ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà αi, i = 1, ..., r, íå âñå ðàâíûå íóëþ, ÷òî

r∑
i=1

αiaij = 0, j = 1, ..., h. (5.5)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì
r∑
i=1

αi = 0. (5.6)
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Äåéñòâèòåëüíî, èç (5.5) è èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà I2 ñëåäóåò, ÷òî

0 =
h∑
j=1

(
r∑
i=1

αiaij)q
0
j =

r∑
i=1

αi(
h∑
j=1

aijq
0
j ) = v

r∑
i=1

αi.

Ïîñêîëüêó v 6= 0, îòñþäà ñëåäóåò (5.6). ×òîáû ïðèäòè ê ïðîòèâîðå÷èþ,
ðàññìîòðèì íåíóëåâîé âåêòîð α = (α1, ..., αr, 0, ..., 0) ∈ Em è ïðè ε 6= 0
îïðåäåëèì âåêòîð pε = p0 + εα. Èç (5.6) ñëåäóåò, ÷òî ñóììà êîìïîíåíò
âåêòîðà pε ðàâíà åäèíèöå è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ýòè êîìïîíåíòû
ìîæíî ñäåëàòü íåîòðèöàòåëüíûìè. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ìàëîì ε âåêòîð
pε ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ε ñòðàòåãèÿ pε îïòèìàëüíà. Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ
(5.5) è îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà J2, ïðè ìàëîì ε ïîëó÷èì

A(pε, j) =
m∑
i=1

pεiaij =
m∑
i=1

p0
i aij + ε

r∑
i=1

αiaij

{
= v, j=1,...,h,

> v, j > h.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ pε ïðè ìàëûõ ε îïòèìàëüíà. Íàêî-
íåö, p0 = (pε + p−ε)/2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñòðàòåãèè p0.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïåðâûå s ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ã ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k ðàíã ìàòðèöû Ã. Èç äîêàçàííîãî âûòå-
êàåò, ÷òî k ≥ max[r, s]. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü áàçèñíûìè
ïåðâûå k ñòðîê è ïåðâûå k ñòîëáöîâ ìàòðèöû Ã. Íà èõ ïåðåñå÷åíèè ñòîèò
íåâûðîæäåííàÿ ïîäìàòðèöà A = (aij)k×k. Äëÿ ýòîé ïîäìàòðèöû ñïðàâåä-
ëèâû ðàâåíñòâà

k∑
i=1

p0
i aij = v, j = 1, ..., k,

k∑
i=1

p0
i = 1,

k∑
j=1

aijq
0
j = v, i = 1, ..., k,

k∑
j=1

q0
j = 1,

êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìû (5.3) è (5.4), åñëè âåðíóòüñÿ ê èñ-
õîäíîé íóìåðàöèè ñòðîê è ñòîëáöîâ.

Óïðàæíåíèå 5.6. Äîêàæèòå, ÷òî óñëîâèÿ (5.3) è (5.4) äîñòàòî÷íû äëÿ
òîãî, ÷òîáû îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè p0 è q0 áûëè êðàéíèìè
îïòèìàëüíûìè.
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Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà k + 1 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (5.3) îòíîñèòåëüíî
k + 1 íåèçâåñòíûõ p0

il
, l = 1, ..., k, v ëèáî íå èìååò ðåøåíèÿ, ëèáî èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû
(5.3) èìååò âèä 

ai1j1 · · · aikj1 −1 0
· · · · · · · · · −1 0
ai1jk · · · aikjk −1 0

1 · · · 1 0 1

 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åå ðàíã ðàâåí k + 1. Åñëè ñèñòåìà (5.3) èìååò ðå-
øåíèå, òî ïî òåîðåìå Êðåíåêåðà-Êàïåëëè ðàíã ìàòðèöû ñèñòåìû òàêæå
ðàâåí k + 1 è îíà − íåâûðîæäåííàÿ. Îòñþäà ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü
ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.3).

Âûïèøåì â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ ñèñòåì (5.3) è (5.4) â ÿâíîì
âèäå. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âåêòîðû

p = (p0
il
, l = 1, ..., k), q = (q0

jt , t = 1, ..., k), e = (1, ..., 1) ∈ Ek

è çàïèøåì ñèñòåìó (5.3) â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ

pA = ve,
〈
p, e
〉

= 1.

Óìíîæàÿ ïåðâîå ðàâåíñòâî ñïðàâà íà ìàòðèöó (A)−1, âûðàçèì âåêòîð p
÷åðåç v : p = ve(A)−1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â óðàâíåíèå〈
p, e
〉

= 1, ïîëó÷èì

p =
e(A)−1〈
e(A)−1, e

〉 , v =
1〈

e(A)−1, e
〉 .

Àíàëîãè÷íî èç ñèñòåìû (5.4) íàõîäèòñÿ

q =
(A)−1e〈

(A)−1e, e
〉 .

Óïðàæíåíèå 5.7. Ïðèâåäèòå ïðèìåð 2 × 2-ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðîé
ñèñòåìà (5.3) íå èìååò ðåøåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû. Ïåðåáèðàåì
âñå íåâûðîæäåííûå k × k-ïîäìàòðèöû A ìàòðèöû A, íà÷èíàÿ ñ k = 2.
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Äëÿ êàæäîé ïîäìàòðèöû A ðåøàåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (5.3) è (5.4). Åñëè
ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò èëè íåêîòîðûå êîìïîíåíòû

p0
il
, l = 1, ..., k, q0

jt , t = 1, ..., k

îòðèöàòåëüíû, òî ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ïîäìàòðèöå A. Ïóñòü óêàçàí-
íûå êîìïîíåíòû ðåøåíèé íåîòðèöàòåëüíû. Òîãäà îïðåäåëèì ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè

p0 : p0
i =

{
p0
il
, i = il,

0, i 6= il;
q0 : q0

j =

{
q0
jt , j = jt,

0, j 6= jt.

Òåïåðü äëÿ òðîéêè (p0, q0, v) íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü óñëîâèå (∗) òåîðå-
ìû 4.1 ′. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî èñêîìîå ðåøåíèå (p0, q0, v) íàéäåíî. Â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåé ïîäìàòðèöå A.

Ïðèìåð 5.4. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó âèäà

A =


1 1 1 0 0
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 1 1

 .

Çäåñü íåò ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðîê (äàæå íèêàêèìè âûïóêëûìè êîì-
áèíàöèÿìè − äîêàæèòå!) è ñëàáî äîìèíèðóþùèõ ñòîëáöîâ . Åñëè ïðèìå-
íèòü óêàçàííûé âûøå àëãîðèòì, òî ïîäìàòðèöà

A =

(
a11 a15

a41 a45

)
=

(
1 0
0 1

)
äàñò ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

p0 = (1/2, 0, 0, 1/2), q0 = (1/2, 0, 0, 0, 1/2), v = 1/2.

V. Ìåòîä Áðàóíà.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ìåòîä ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ èãðû ñ ìàòðèöåé A. Ïóñòü çàäàíî ÷èñëî ε > 0. Òðåáóåòñÿ
íàéòè çíà÷åíèå èãðû ñ òî÷íîñòüþ äî âåëè÷èíû ε, à òàêæå ε-ìàêñèìèííóþ
è ε-ìèíèìàêñíóþ ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Ìåòîä Áðàóíà ñîñòîèò â ìíîãîêðàòíîì ôèêòèâíîì ðàçûãðûâàíèè ìàò-
ðè÷íîé èãðû, ïðè êîòîðîì èãðîêè ïî îïðåäåëåííûì ïðàâèëàì âûáèðà-
þò ñâîè ÷èñòûå ñòðàòåãèè. Ïóñòü çà k ïîâòîðåíèé èãðû ïåðâûé èãðîê ri
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ðàç âûáðàë ñòðàòåãèþ i, i = 1, ...,m, à âòîðîé lj ðàç âûáðàë ñòðàòåãèþ
j, j = 1, ..., n. Âåêòîðû ÷àñòîò âûáîðà ÷èñòûõ ñòðàòåãèé

p(k) =

(
r1
k
, ...,

rm
k

)
, q(k) =

(
l1
k
, ...,

ln
k

)
ÿâëÿþòñÿ ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ.

Îïðåäåëèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ Áðàóíà.

Øàã 1. Èãðîêè âûáèðàþò ïðîèçâîëüíî ñòðàòåãèè i1 è j1.
Ïóñòü çà k ïîâòîðåíèé èãðû ïåðâûé èãðîê âûáðàë ñòðàòåãèè i1, ..., ik,

à âòîðîé − ñòðàòåãèè j1, ..., jk. Ïðè ýòîì p(k) è q(k) − ñîîòâåòñòâóþùèå
âåêòîðû ÷àñòîò.

Øàã k + 1. Èãðîêè âûáèðàþò ñòðàòåãèè ik+1 è jk+1 èç óñëîâèé

A(ik+1, q(k)) = max
1≤i≤m

A(i, q(k)) = v1(k),

A(p(k), jk+1) = min
1≤j≤n

A(p(k), j) = v2(k).

Êàæäûé èãðîê âûáèðàåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ êàê íàèëó÷øèé îòâåò
íà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ÷àñòîò ïàðòíåðà. Åñëè íàèëó÷øèõ îòâåòîâ
íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáîé èç íèõ.

Ïîêàæåì, ÷òî v1(k) è v2(k) − îöåíêè äëÿ çíà÷åíèÿ v ìàòðè÷íîé èãðû:

v2(k) ≤ v ≤ v1(k), k = 1, 2, .... (5.7)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå òåîðåìû 4.2 ′, ïîëó÷èì

v2(k) = min
1≤j≤n

A(p(k), j) ≤ max
p∈P

min
1≤j≤n

A(p, j) = v =

= min
q∈Q

max
1≤i≤m

A(i, q) ≤ max
1≤i≤m

A(i, q(k)) = v1(k).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {v1(k)}, {v2(k)}
ê çíà÷åíèþ èãðû v íàì ïîòðåáóåòñÿ îáîáùåííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ.

Ïóñòü c(0) ∈ Em, d(0) ∈ En − äâà âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
max

1≤i≤m
ci(0) = min

1≤j≤n
dj(0). Âîçüìåì

i1 ∈ Arg max
1≤i≤m

ci(0), j1 ∈ Arg min
1≤j≤n

dj(0).
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Ïóñòü îïðåäåëåíû ñòðàòåãèè i1, ..., ik, j1, ..., jk è âåêòîðû
c(0), c(1), ..., c(k), d(0), d(1), ..., d(k). Âîçüìåì

ik+1 ∈ Arg max
1≤i≤m

ci(k), jk+1 ∈ Arg min
1≤j≤n

dj(k)

è ïîëîæèì äëÿ âñåõ i = 1, ...,m, j = 1, ..., n

ci(k + 1) = ci(k) + aijk , dj(k + 1) = dj(k) + aikj.

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð c(k + 1) åñòü ñóììà âåêòîðà c(0) è ñòîëáöîâ ìàò-
ðèöû A ñ íîìåðàìè j1, ..., jk. Àíàëîãè÷íî, âåêòîð d(k + 1) åñòü ñóììà
âåêòîðà d(0) è ñòðîê ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè i1, ..., ik. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî

ci(k) = ci(0) +
k∑
t=1

aijt = ci(0) +
n∑
j=1

aijlj = ci(0) + kA(i, q(k)),

dj(k) = dj(0) + kA(p(k), j).

Ïðè íóëåâûõ âåêòîðàõ c(0) è d(0) ïîñòðîåííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
ñîâïàäàåò ñ ïðîöåññîì Áðàóíà. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà
Arg max

1≤i≤m
ci(k) è Arg min

1≤j≤n
dj(k) ìîãóò ñîäåðæàòü áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {c(k)}, {d(k)} îïðåäåëÿþòñÿ â õîäå èòåðàöèîííîãî
ïðîöåññà íå îäíîçíà÷íî.

Îïðåäåëèì, êàê è ðàíåå, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåëè÷èí

v1(k) = max
1≤i≤m

ci(k)

k
, v2(k) = min

1≤j≤n

dj(k)

k
, k = 1, 2, ....

Äàëåå áóäåò äîêàçàíà èõ ñõîäèìîñòü ê çíà÷åíèþ èãðû v äëÿ ëþáûõ âåê-
òîðîâ c(0), d(0).

Èç íåðàâåíñòâ (ñì. äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (5.7))

max
1≤i≤m

A(i, q(k)) ≥ v ≥ min
1≤j≤n

A(p(k), j), k = 1, 2, ...,

ñëåäóåò, ÷òî

lim
k→∞

v1(k) = lim
k→∞

max
1≤i≤m

[
ci(0)

k
+ A(i, q(k))

]
≥ v ≥
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≥ lim
k→∞

min
1≤j≤n

[
dj(0)

k
+ A(p(k), j)

]
= lim

k→∞
v2(k).

Îòñþäà
lim
k→∞

(v1(k)− v2(k)) ≥ 0. (5.8)

Ïîêàæåì, ÷òî
lim
k→∞

(v1(k)− v2(k)) ≤ 0. (5.9)

Áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

∆(k) = max
1≤i≤m

ci(k)− min
1≤j≤n

dj(k).

Ñ ïîìîùüþ íåãî óñëîâèå max
1≤i≤m

ci(0) = min
1≤j≤n

dj(0) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∆(0) = 0.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî i-àÿ ñòðîêà (j-é ñòîëáåö) ìàòðè-
öû A ñóùåñòâåííà (ñóùåñòâåíåí) íà îòðåçêå øàãîâ [s, s + t], åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî øàãà t′ ∈ [s, s+ t] it′ = i (jt′ = j).

Ëåììà 5.1. Ïóñòü âñå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A ñóùåñòâåííû íà
îòðåçêå øàãîâ [s, s+ t]. Òîãäà

max
1≤i≤m

ci(s+ t)− min
1≤j≤n

dj(s+ t) ≤ 4at, (5.10)

ãäå a = max
1≤i≤m

max
1≤j≤n

|aij|.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî â óñëîâèÿõ ëåììû ñïðàâåä-

ëèâû íåðàâåíñòâà

max
1≤i≤m

ci(s+ t)− min
1≤i≤m

ci(s+ t) ≤ 2at, (5.11)

max
1≤j≤n

dj(s+ t)− min
1≤j≤n

dj(s+ t) ≤ 2at. (5.12)

Äîêàæåì (5.11). Ïóñòü äëÿ l-îé ñòðîêè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
min

1≤i≤m
ci(s+ t) = cl(s+ t). Èç óñëîâèÿ ëåììû âûòåêàåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé

íîìåð øàãà t′ ∈ [s, s+ t], ÷òî max
1≤i≤m

ci(t
′) = cl(t

′). Òîãäà

max
1≤i≤m

ci(s+ t)− min
1≤i≤m

ci(s+ t) =
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= max
1≤i≤m

ci(s+ t)− max
1≤i≤m

ci(t
′) + cl(t

′)− cl(s+ t) ≤

≤ max
1≤i≤m

(ci(s+ t)− ci(t
′)) + cl(t

′)− cl(s+ t) ≤ 2at,

ïîñêîëüêó âñå ïîñëåäíèå ðàçíîñòè íà ïðåâîñõîäÿò at. Íåðàâåíñòâî (5.12)
äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ïîêàæåì òàêæå, ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

min
1≤i≤m

ci(s+ t)− max
1≤j≤n

dj(s+ t) ≤ 0. (5.13)

Ïóñòü vT − çíà÷åíèå èãðû ñ ìàòðèöåé AT , òðàíñïîíèðîâàííîé ê A. Òîãäà

min
1≤i≤m

A(i, q(s+ t)) ≤ max
q∈Q

min
1≤i≤m

A(i, q) = vT =

= min
p∈P

max
1≤j≤n

A(p, j) ≤ max
1≤j≤n

A(p(s+ t), j).

Îòñþäà

min
1≤i≤m

[
ci(0)

s+ t
+ A(i, q(s+ t))

]
≤ max

1≤i≤m

ci(0)

s+ t
+ min

1≤i≤m
A(i, q(s+ t)) ≤

≤ min
1≤j≤n

dj(0)

s+ t
+ max

1≤j≤n
A(p(s+ t), j)) ≤ max

1≤j≤n

[
dj(0)

s+ t
+ A(p(s+ t), j))

]
Äîìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî íà s + t, âûâîäèì (5.13). Íåðàâåíñòâî (5.10)
ïîëó÷àåòñÿ ñëîæåíèåì íåðàâåíñòâ (5.11)−(5.13).

Ëåììà 5.2. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A è ïðîèçâîëüíîãî ε > 0
íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð øàãà k0, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
c(k), d(k), k = 0, 1, ... èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ∆(k) ≤ εk ïðè k ≥ k0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî äëÿ 1× 1-ìàòðèö A, ïî-
ñêîëüêó òîãäà c(k) = d(k) äëÿ âñåõ k ≥ 1. Ïðèìåì, ÷òî ëåììà âåðíà äëÿ
âñåõ ïîäìàòðèö ìàòðèöû A è äîêàæåì, ÷òî îíà âåðíà è äëÿ A. Âûáåðåì
k1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
c1(k), d1(k), k = 0, 1, ... èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîä-
ìàòðèöå A1 = (aij)i∈Ij∈J , ïîëó÷åííîé èç A âû÷åðêèâàíèåì ñòðîêè èëè
ñòîëáöà, áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

∆1(k)
def
= max

i∈I
c1i (k)−min

j∈J
d1
j(k) ≤

1

2
εk, k ≥ k1.

53



ÃËÀÂÀ I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ

Äîêàæåì, ÷òî åñëè äëÿ ìàòðèöû A íåêîòîðàÿ ñòðîêà (ñòîëáåö) íåñó-
ùåñòâåííà (íåñóùåñòâåíåí) íà îòðåçêå [s, s + k1], òî ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

∆(s+ k1) ≤ ∆(s) +
1

2
εk1. (5.14)

Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî ïîäìàòðèöà A1 ïîëó÷àåòñÿ âû÷åðêèâàíèåì
èç A íåñóùåñòâåííîé l-é ñòðîêè. Ïîëîæèì I = {1, ...,m}\{l},

d1
j(0) = dj(s) + ∆(s), j = 1, ..., n, c1i (0) = ci(s), i ∈ I.

Ïîñêîëüêó l-àÿ ñòðîêà ìàòðèöû A íåñóùåñòâåííà, ∆1(0) = 0 è â èòåðàöè-
îííîì ïðîöåññå ìîæíî âçÿòü i1k = is+k, j

1
k = js+k, k = 1, ..., k1. Ñëåäîâà-

òåëüíî, d1
j(k) = dj(s+k)+∆(s), j = 1, ..., n, c1(k) = (ci(s+k), i ∈ I), k =

1, ..., k1. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ ìàòðèöû A1 ìîæíî ïðîäîëæàòü è
ïðè k > k1.

Íà îñíîâàíèè âûáîðà k1 ∆1(k1) ≤ 1
2
εk1. Ïîýòîìó

∆(s+ k1) = ∆1(k1) + ∆(s) ≤ ∆(s) +
1

2
εk1

è íåðàâåíñòâî (5.14) äîêàçàíî.
Ìû ìîæåì òåïåðü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

c(k), d(k), k = 0, 1, ..., èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ∆(k) ≤ εk ïðè k ≥ 8ak1/ε.
Ðàññìîòðèì öåëîå k > k1 è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå k = (θ + t)k1, ãäå

0 ≤ θ < 1, à t > 0 − öåëîå (θk1 − îñòàòîê îò äåëåíèÿ k íà k1).
Ñëó÷àé 1. Íàéäåòñÿ òàêîå öåëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî h ≤ t, ÷òî âñå

ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A íà îòðåçêå [(θ + h − 1)k1, (θ + h)k1] ñóùå-
ñòâåííû. Áåðÿ íàèáîëüøåå èç òàêèõ h, èìååì

∆(k) ≤ ∆((θ + h)k1) +
1

2
ε(t− h)k1. (5.15)

Ýòî íåðàâåíñòâî ïîëó÷åíî ïîâòîðíûì ïðèìåíåíèåì íåðàâåíñòâà (5.14),
ïîñêîëüêó íà êàæäîì èç îòðåçêîâ

[(θ + r − 1)k1, (θ + r)k1], r = h+ 1, ..., t,

íåêîòîðàÿ ñòðîêà èëè ñòîëáåö ìàòðèöû A íåñóùåñòâåííû.
Èç ëåììû 5.1 íà îñíîâàíèè âûáîðà h èìååì

∆((θ + h)k1) ≤ 4ak1. (5.16)
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Èç (5.15) è (5.16) ïîëó÷àåì

∆(k) ≤ 4ak1 +
1

2
ε(t− h)k1 ≤ (4a+

1

2
εt)k1.

Ñëó÷àé 2. Â êàæäîì îòðåçêå [(θ + h − 1)k1, (θ + h)k1], h = 1, ..., t,
íåêîòîðàÿ ñòðîêà èëè ñòîëáåö íåñóùåñòâåííû. Ñëåäîâàòåëüíî, êàê è ïðè
âûâîäå (5.15),

∆(k) ≤ ∆(θk1) +
1

2
εtk1 ≤ (2aθ +

1

2
εt)k1.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî tk1 ≤ k, ïîëó÷èì
∆(k) ≤ (4a+ 1

2
εt)k1 ≤ 4ak1 + 1

2
εk ≤ εk ïðè k ≥ 8ak1/ε.

Èç ëåììû 5.2 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (5.9) è ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé v1(k), v2(k), k = 0, 1, ..., ê çíà÷åíèþ èãðû v.

Âåðíåìñÿ ê ìåòîäó Áðàóíà. Ñôîðìóëèðóåì ïðàâèëî îñòàíîâêè. Ïóñòü
çàäàíî ÷èñëî ε > 0. Áóäåì îñòàíàâëèâàòüñÿ íà øàãå k0, êîãäà âïåðâûå
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

v1(k0)− v2(k0) ≤ ε. (5.17)

Èç (5.7) è (5.17) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíû v1(k0), v2(k0) ïðèáëèæàþò çíà-
÷åíèå v ìàòðè÷íîé èãðû ñ òî÷íîñòüþ äî ε. Ïîêàæåì, ÷òî p(k0) − ε-
ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Äåéñòâèòåëüíî,

min
1≤j≤n

A(p(k0), j) = v2(k0) ≥ v − ε.

Àíàëîãè÷íî, q(k0) −
ε-ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà.

Òåîðåìà 5.3. Â ìåòîäå Áðàóíà lim
k→∞

v1(k) = lim
k→∞

v2(k) = v, à ëþáûå

ïðåäåëüíûå òî÷êè p0, q0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {p(k)}, {q(k)} ÿâëÿþòñÿ îï-
òèìàëüíûìè ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {v1(k)} è {v2(k)}
ê çíà÷åíèþ èãðû v âûòåêàåò èç ëåììû 5.2. Ïóñòü p0 − ëþáàÿ ïðåäåëü-
íàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {p(k)}. Ïîêàæåì, ÷òî p0 − îïòèìàëüíàÿ
ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {p(k)} ïðèíàäëåæèò êîìïàêòó P, áåç ïîòåðè îáùíîñòè
(âûäåëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
îíà ñõîäèòñÿ ê p0. Òîãäà

min
1≤j≤m

A(p(k), j) ≥ v − εk, k = 1, 2, ...,
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ãäå εk → 0 + . Ïåðåõîäÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè k → ∞, ïî-
ëó÷èì íåðàâåíñòâî min

1≤j≤m
A(p0, j) ≥ v, ÷òî îçíà÷àåò îïòèìàëüíîñòü ñòðà-

òåãèè p0 . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîñòü äëÿ âòîðîãî èãðîêà
ëþáîé ïðåäåëüíîé òî÷êè q0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {q(k)}.

Îöåíèì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {v1(k)} è {v2(k)}
ê çíà÷åíèþ èãðû v.

Ïóñòü Al, l ≥ 0 − ïîäìàòðèöà, ïîëó÷åííàÿ èç ìàòðèöû A âû÷åðêè-
âàíèåì êàêèõ-ëèáî l ñòðîê èëè ñòîëáöîâ, à {vl1(k)}, {vl2(k)} − ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè îáîáùåííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîä-
ìàòðèöå Al. Îáîçíà÷èì ÷åðåç kl ÷èñëî ïîâòîðåíèé èãðû, ïðè êîòîðîì äëÿ
ëþáîé ïîäìàòðèöû Al è ëþáûõ íà÷àëüíûõ âåêòîðîâ cl(0), dl(0) âûïîëíå-
íî íåðàâåíñòâî vl1(k) − vl2(k) ≤ 2−lε ∀k ≥ kl. Ïðîñìàòðèâàÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî ëåììû 5.2, çàìå÷àåì, ÷òî km+n−1 = 1 è k0 ≥ 8ak1ε

−1. Àíàëîãè÷íûì
íåðàâåíñòâîì ñâÿçàíû kl è kl+1 : kl ≥ 2l8akl+1ε

−1, l = 0, 1, ...,m + n − 2.
Îòñþäà

k0 ≥
8a

ε
k1 ≥

(
8a

ε

)2

2k2 ≥

(
8a

ε

)3

2 · 22k3 ≥ ...

≥

(
8a

ε

)m+n−1

21+2+...+m+n−2km+n−1 =

(
8a

ε

)m+n−1

2
(m+n−2)(m+n−1)

2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáîì k ≥ k0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

v1(k)− v2(k) ≤ ε
def
= 2

m+n−2
2 8a

(
1

k

) 1
m+n−1

.

Èòàê, ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòü ïðîöåññà Áðàóíà ìàëîýô-
ôåêòèâíà ïðè áîëüøèõ ðàçìåðàõ ìàòðèöû A. Ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàåìàÿ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñóùåñòâåííî âûøå.

Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ ïðàâèëà îñòàíîâêè ïî ìåòî-
äó Áðàóíà. Ïîëîæèì

v∗1(k) = min
1≤t≤k

v1(t), v
∗
2(k) = max

1≤t≤k
v2(t), k = 1, 2, ...

Èç íåðàâåíñòâ (5.7) ñëåäóåò, ÷òî

v∗2(k) ≤ v ≤ v∗1(k), k = 1, 2, .... (5.18)
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Òàêèì îáðàçîì, v∗2(k), v
∗
1(k) − íàèëó÷øèå îöåíêè ñíèçó è ñâåðõó äëÿ

çíà÷åíèÿ èãðû v çà k åå ïîâòîðåíèé. Ïðè çàäàííîì ε > 0 áóäåì îñòà-
íàâëèâàòü ïðîöåññ íà øàãå k0, êîãäà âïåðâûå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
v∗1(k0) − v∗2(k0) ≤ ε. Ïðè ýòîì âåëè÷èíû v∗1(k0), v

∗
2(k0) ïðèáëèæàþò çíà-

÷åíèå èãðû v ñ òî÷íîñòüþ äî ε. Ïóñòü v∗1(k0) = v1(t1), v
∗
2(k0) = v2(t2).

Ïîêàæåì, ÷òî p(t2) − ε-ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà. Äåéñòâè-
òåëüíî, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (5.18) ïðè k = k0, ïîëó÷èì

min
1≤j≤n

A(p(t2), j) = v2(t2) = v∗2(k0) ≥ v − ε.

Àíàëîãè÷íî, q(t1) − ε-ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà.

Ïðèìåð 5.5. Ïóñòü ε = 1/5, à ìàòðèöà èãðû −

A =

 2 1 0
2 0 3
−1 3 −3

 .

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èìååò âèä

p0 = q0 = (0, 2/3, 1/3), v = 1.

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Áðàóíà, íàéäåì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èãðû, à òàêæå
ε-ìàêñèìèííóþ è ε-ìèíèìàêñíóþ ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ. Âû÷èñ-
ëåíèÿ óäîáíî ïðîèçâîäèòü â ôîðìå òàáëèöû. Â êàæäîé åå k-îé ñòðîêå
ïîä÷åðêíóòû íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ci(k), i = 1, 2, 3 è íàèìåíü-
øèå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí dj(k), j = 1, 2, 3.

Òàáë. 5.1

k ik c1(·) c2(·) c3(·) v1(·) jk d1(·) d2(·) d3(·) v2(·)

1 1 2 2 -1 2 1 2 1 0 0
2 1 2 5 -4 5/2 3 4 2 0 0
3 2 2 8 -7 8/3 3 6 2 3 2/3
4 2 3 8 -4 2 2 8 2 6 1/2
5 2 4 8 -1 8/5 2 10 2 9 2/5
6 2 5 8 2 4/3 2 12 2 12 1/3
7 2 6 8 5 8/7 2 14 2 15 2/7
8 2 7 8 8 1 2 16 2 18 1/4
9 3 8 8 11 11/9 2 15 5 15 5/9
10 3 9 8 14 7/5 2 14 8 12 4/5
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v∗1(10) = 1, v∗2(10) = 4/5, t1 = 8, t2 = 10,
p(10) = (1/5, 3/5, 1/5), q(8) = (1/8, 5/8, 1/4).

Óïðàæíåíèå 5.8. Ïðîâåðèòü 1/5-îïòèìàëüíîñòü ïîëó÷åííûõ ñòðàòå-
ãèé. Ñäåëàòü åùå 8 øàãîâ ïî àëãîðèòìó è óëó÷øèòü òî÷íîñòü äî ε = 1/18.

��6. Èãðû ñ âîãíóòîé ôóíêöèåé âûèãðûøà

Îïðåäåëåíèå. Àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà Γ =
〈
X, Y, F (x, y)

〉
íàçûâàåòñÿ

èãðîé ñ âîãíóòîé ôóíêöèåé âûèãðûøà, åñëè X ⊂ Em, Y ⊂ En − âûïóê-
ëûå êîìïàêòû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, ôóíêöèÿ F (x, y) íåïðåðûâíà íà
X × Y è ïðè ëþáîì y ∈ Y îíà âîãíóòà ïî x.

Èãðà Γ íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ âûïóêëîé ôóíêöèåé âûèãðûøà, åñëè (âìå-
ñòî òðåáîâàíèÿ âîãíóòîñòè) ïðè ëþáîì x ∈ X ôóíêöèÿ F (x, y) âûïóêëà
ïî y.

Òåîðåìà 6.1 (Õåëëè). Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Em èìååòñÿ ñå-
ìåéñòâî Dα, α ∈ {α} âûïóêëûõ êîìïàêòîâ, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèì

ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáûõ α1, ..., αm+1

m+1⋂
j=1

Dαj
6= ∅. Òîãäà⋂

α∈{α}
Dα 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñì. â Ïðèëîæåíèè Ï2.

Óïðàæíåíèå 6.1. Äîêàæèòå òåîðåìó ïðè m = 1.

Òåîðåìà 6.2. Äëÿ èãðû Γ ñ âîãíóòîé ôóíêöèåé âûèãðûøà ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

v = max
x∈X

min
y∈Y

F (x, y) = min
yj∈Y

j=1,...,m+1

max
x∈X

min
1≤j≤m+1

F (x, yj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ïîñëåäíþþ âåëè÷èíó ÷åðåç w. Äëÿ ëþ-
áûõ y1, ..., ym+1 ∈ Y ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

max
x∈X

min
1≤j≤m+1

F (x, yj) ≥ max
x∈X

min
y∈Y

F (x, y) = v.

Ñëåäîâàòåëüíî, w ≥ v. Äîêàæåì íåðàâåíñòâî w ≤ v. Ïî îïðåäåëåíèþ w
äëÿ ëþáûõ y1, ..., ym+1 ∈ Y

max
x∈X

min
1≤j≤m+1

F (x, yj) ≥ w ⇒

58



� 6. Èãðû ñ âîãíóòîé ôóíêöèåé âûèãðûøà

⇒ ∃ x ∈ X : F (x, yj) ≥ w, j = 1, ...,m+ 1.

Ââåäåì ìíîæåñòâà Dy = {x ∈ X | F (x, y) ≥ w}, y ∈ Y, ïðåäñòàâëÿþùèå
ñîáîé âûïóêëûå êîìïàêòû â Em. Èç ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî
m+1⋂
j=1

Dyj
6= ∅ ïðè ëþáûõ y1, ..., ym+1 ∈ Y. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ òåîðåìû 6.1 è
⋂
y∈Y

Dy 6= ∅, ò.å.

∃ x ∈
⋂
y∈Y

Dy ⇒ F (x, y) ≥ w ∀ y ∈ Y ⇒ min
y∈Y

F (x, y) ≥ w.

Îòñþäà v ≥ w ⇒ v = w.

Ïîëîæèì Q = {q ∈ Em+1 |
m+1∑
j=1

qj = 1, qj ≥ 0, j = 1, ...,m+ 1}.

Òåîðåìà 6.3. Èãðà Γ ñ âîãíóòîé ôóíêöèåé âûèãðûøà èìååò ðåøåíèå
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ âèäà (x0, ψ0, v), ãäå x0 − ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ
ïåðâîãî èãðîêà,

ψ0 =
m+1∑
j=1

q0
j Iyj

, q0 = (q0
1, ..., q

0
m+1) ∈ Q,

(yj, j = 1, ...,m+ 1) ∈ Arg min
yj∈Y

j=1,...,m+1

max
x∈X

min
1≤j≤m+1

F (x, yj),

à q0 − ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ â çàäà÷å

min
q∈Q

max
x∈X

Φ(x, q), Φ(x, q) =
m+1∑
j=1

F (x, yj)qj.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 6.2 è ïî âûáîðó

yj, j = 1, ...,m+ 1, v = w = max
x∈X

min
1≤j≤m+1

F (x, yj).

Ôóíêöèÿ Φ(x, q) íåïðåðûâíà, ëèíåéíà ïî q è âîãíóòà ïî x. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïî òåîðåìå 2.3 îíà èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó. Ïîýòîìó

v = max
x∈X

min
1≤j≤m+1

F (x, yj) = max
x∈X

min
q∈Q

Φ(x, q) =

= min
q∈Q

max
x∈X

Φ(x, q) = max
x∈X

Φ(x, q0) =
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= max
x∈X

m+1∑
j=1

F (x, yj)q0
j = max

x∈X

∫
Y

F (x, y)dψ0(y) = max
x∈X

F (x, ψ0).

Îòñþäà ñëåäóþò ðàâåíñòâà

max
x∈X

F (x, ψ0) = v = min
y∈Y

F (x0, y)

è ïî òåîðåìå 4.1 òðîéêà (x0, ψ0, v) − ðåøåíèå èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ.

Çàìå÷àíèå. Â äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì 5.2 è 5.3 âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà
Y íå èñïîëüçîâàëàñü. Y ìîæíî áûëî ñ÷èòàòü êîìïàêòîì ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïîëîæèì P = {p ∈ En+1 |
n+1∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., n+ 1}.

Òåîðåìà 5.4.Èãðà Γ ñ âûïóêëîé ôóíêöèåé âûèãðûøà èìååò ðåøåíèå
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ âèäà (ϕ0, y0, v), ãäå y0 − ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ
ïåðâîãî èãðîêà,

ϕ0 =
n+1∑
i=1

p0
i Ixi

, p0 = (p0
i , i = 1, ..., n+ 1) ∈ P,

(xi, i = 1, ..., n+ 1) ∈ Arg max
xi∈X

i=1,...,n+1

min
y∈Y

max
1≤i≤n+1

F (xi, y),

à p0 − ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ â çàäà÷å

max
p∈P

min
y∈Y

Φ1(p, y), Φ1(p, y) =
n+1∑
i=1

piF (xi, y).

Ïðèìåð 6.1. Ïóñòü X = Y = [0, 1], F (x, y) = 1 − (x − y)2 − èãðà ñ
âîãíóòîé ôóíêöèåé âûèãðûøà. Çäåñü

v = v = max
0≤x≤1

min
0≤y≤1

[1− (x− y)2] =
3

4
, x0 =

1

2
, ψ0 = q0

1Iy1 + q0
2Iy2 ,

q0
1 + q0

2 = 1, q0
1, q

0
2 ≥ 0, 0 ≤ y1 ≤ y2 ≤ 1.
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Íàéäåì âåëè÷èíó

w = min
0≤y1≤y2≤1

max
0≤x≤1

min[F (x, y1), F (x, y2)].

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ y1, y2

max
0≤x≤1

min[1− (x− y1)2, 1− (x− y2)2] = 1−

(
y1 − y2

2

)2

.

Îòñþäà

w = min
0≤y1≤y2≤1

1−

(
y1 − y2

2

)2

=
3

4
, y1 = 0, y2 = 1.

Íàéäåì òåïåðü q0
1, q

0
2, ðåøàÿ çàäà÷ó

min
0≤q1≤1

max
0≤x≤1

Φ(x, q) = min
0≤q1≤1

max
0≤x≤1

[(1− x2)q1 + (1− (x− 1)2)q2].

Èìååì Φ′
x(x, q) = −2xq1 − 2(x − 1)q2 = 0. Îòñþäà ñòðàòåãèÿ x = q2

ìàêñèìèçèðóåò ôóíêöèþ Φ(x, q) ïî ïåðåìåííîé x. Ñëåäîâàòåëüíî,

max
0≤x≤1

Φ(x, q) = 1− q1(1− q1) ⇒ q0
1 = q0

2 =
1

2
⇒ ψ0 =

1

2
I0 +

1

2
I1.

Îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èãðû ìîæíî áûëî ïðåäóãàäàòü è ïðî-
âåðèòü ëèøü óñëîâèå (∗).

Óïðàæíåíèå 6.2. Ðåøèòå èãðó ñ âîãíóòîé ôóíêöèåé âûèãðûøà

X = {(x1, x2) | 0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, 2}, Y = X,

F (x1, x2, y1, y2) = 1− (x1 − y1)
2 − (x2 − y2)

2.

Øèðîêèé êëàññ èãð ñ âûïóêëûìè ôóíêöèÿìè âûèãðûøà îáðàçóþò
ñòàòèñòè÷åñêèå èãðû. Äàäèì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Ñòàòèñòèê íàáëþäàåò ðåàëèçàöèè zi íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Zi, i = 1, ..., n, èìåþùèõ ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ g(zi|x), çàâèñÿùóþ îò âåêòîðà íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ x ∈ X.
Çäåñü X − âûïóêëîå ìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ïóñòü Z =
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(Z1, ...,Zn) − âåêòîðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ

z = (z1, ..., zn) ∈ Z è èìåþùàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ g(z|x) =
n∏
i=1

g(zi|x).

Ñòàòèñòèê îöåíèâàåò âåêòîð x, èñïîëüçóÿ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ y :
Z → A = X. Âåëè÷èíà a = y(z) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé âåêòîðà x èç ìíî-
æåñòâà îöåíîê A. Îøèáêà â îïðåäåëåíèè âåêòîðà x çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèè ïîòåðü L(x, a). Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîé ôóíêöèè

F (x, y)
def
=E[L(x, y(Z))] =

∫
Z

L(x, y(z))g(z|x)dz

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðèñêà.
Ñòàòèñòèê (âòîðîé èãðîê) èñïîëüçóåò ðåøàþùåå ïðàâèëî (ñòðàòåãèþ)

y èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Y è ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ
ðèñêà. Ïðèðîäà (ïåðâûé èãðîê) ñòðåìèòñÿ åå ìàêñèìèçèðîâàòü, âûáèðàÿ
x ∈ X. Ïîñòðîåííàÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà
Γ =

〈
X,Y, F (x, y)

〉
íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé.

Ïóñòü îöåíèâàåìûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé X, ïðè-
íèìàþùåé çíà÷åíèÿ x ∈ X è èìåþùåé ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f. Ñ
èãðîâîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðèðîäà èñïîëüçóåò ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè f ∈ {f}.

Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùèé ìåòîä ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èã-
ðû. Ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ óðàâíèâàþùàÿ ðèñê ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ ñòàòè-
ñòèêà y0 : F (x, y0) ≡ const íà X. Çàòåì ïîäáèðàåòñÿ ñòðàòåãèÿ ïðè-
ðîäû − ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f 0, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ðåøàþùàÿ
ôóíêöèÿ y0 ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêîé, ò.å. ìèíèìèçèðóþùåé ôóíêöèþ ðèñêà:
F (f 0, y0) = min

y∈Y
F (f 0, y). Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòîì óïðàæíåíèÿ

4.3 f 0, y0 − îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïðèðîäû è ñòàòèñòèêà. Ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ f 0 íàçûâàåòñÿ àïðèîðíîé.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f 0 ïðè êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèè ïîòåðü L(x, a) = |x − a|2 áàéåñîâñêàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ y0

îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Îïðåäåëèì àïîñòåðèîðíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ f 0(x|z) = g(z|x)f 0(x)/p(z), ãäå

p(z) =

∫
X

g(z|x)f 0(x)dx.

Óòâåðæäåíèå 6.1. Ïóñòü y0 − áàéåñîâñêàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ îòíî-
ñèòåëüíî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ f 0. Òîãäà ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
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ïîòåðü

y0(z) = E[X|z]def=
∫
X

xf 0(x|z)dx ∀ z ∈ Z. (6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî X âûïóêëî, ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî y0(z) ∈ A = X ∀ z ∈ Z. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøàþùåé ôóíêöèè y ∈ Y

F (f 0, y) =

∫
X

∫
Z

L(x, y(z))g(z|x)dzf 0(x)dx =

=

∫
Z

[

∫
X

|x− y(z)|2f 0(x|z)dx]p(z)dz.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì z ∈ Z âíóòðåííèé èíòåãðàë ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé îò a = y(z). Ïîýòîìó åãî ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè a0 = y0(z)
èç (6.1).

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ g êàæäîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Zi çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåò-
ðà − ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ x. Äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Zi

îáîçíà÷èì ÷åðåç D(x). Äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ÷àñòî èñïîëüçó-

åòñÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà z =
n∑
i=1

zi/n. Ñâîéñòâî íåñìåùåííîñòè îçíà÷àåò,

÷òî

EZ =

E
n∑
i=1

Zi

n
= x.

Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë âèäà

Y = {y | y(z) = c1z + c2, c1, c2 ≥ 0}.

Ôóíêöèþ ïîòåðü áóäåì ïðåäïîëàãàòü êâàäðàòè÷íîé:
L(x, a) = (x− a)2. Ïîëîæèì c = (c1, c2). Òîãäà ôóíêöèÿ ðèñêà

F (x, c)
def
=F (x, y) = E(x− c1Z− c2)2 = c21EZ

2
+ 2c1(c2− x)EZ + (x− c2)2 =

= c21

(
D(x)

n
+ x2

)
+ 2c1(c2 − x)x+ (x− c2)

2 = c21
D(x)

n
+ (c1x− x+ c2)

2

âûïóêëà ïî c.
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Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð.

Ïðèìåð 6.2. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Zi èìåþò áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå:

g(zi|x) =

{
x, zi = 1,

1− x, zi = 0;

D(x) = x(1− x), x ∈ X = [0, 1].

Ïîëîæèì k =
n∑
i=1

zi = nz. Òîãäà

g(z|x) = xk(1− x)n−k,

F (x, c) = c21

(
x(1−x)
n

+ x2

)
− 2c1x

2 + 2c1c2x+ x2 − 2c2x+ c22 =

=

(
n− 1

n
c21 − 2c1 + 1

)
x2 +

(
c21
n

+ 2c1c2 − 2c2

)
x+ c22.

Íàéäåì âûðàâíèâàþùóþ ðåøàþùóþ ôóíêöèþ y0(z) = c01z+c
0
2. Äëÿ ýòîãî

ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé

n− 1

n
c21 − 2c1 + 1 = 0,

c21
n

+ 2c1c2 − 2c2 = 0 (6.2)

è ïîëó÷èì

c01 =

√
n√

n+ 1
, c02 =

1

2(
√
n+ 1)

.

Âòîðîå ðåøåíèå

c1 =

√
n√

n− 1
, c2 =

1

2(
√
n− 1)

îòáðîñèì.
Ðàññìîòðèì íà îòðåçêå X = [0, 1] áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

f 0(x) =
xp−1(1− x)q−1

B(p, q)
,

ãäå B(p, q) =
1∫
0

xp−1
1 (1 − x1)

q−1dx1 − áåòà-ôóíêöèÿ, à ïàðàìåòðû p è q

ïîëîæèòåëüíû. Èíòåãðèðóÿ ïî ÷àñòÿì, íåòðóäíî âûâåñòè, ÷òî

EX =

1∫
0

xf 0(x)dx =
p

p+ q
.
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Ïîêàæåì, ÷òî ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ p è q ðåøàþùàÿ
ôóíêöèÿ y0 ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêîé îòíîñèòåëüíî áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ f 0.
Íàéäåì

p(z) =

1∫
0

g(z|x)f 0(x)dx =

=

1∫
0

xk(1− x)n−kxp−1(1− x)q−1

B(p, q)
dx =

B(k + p, n+ q − k)

B(p, q)
.

Îòñþäà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü

f 0(x|z) =
g(z|x)f 0(x)

p(z)
=
xk+p−1(1− x)n−k+q−1

B(k + p, n+ q − k)

çàäàåò áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè p∗ = k + p è q∗ = n + q − k.
Áàéåñîâñêàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ

E[X|z] =

∫
X

xf 0(x|z)dx =
p∗

p∗ + q∗
=

k + p

n+ p+ q
=

nz + p

n+ p+ q

ñîâïàäàåò ñ âûðàâíèâàþùåé ôóíêöèåé y0 ïðè p = q =
√
n

2
.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî äëÿ îöåíêè ïàðàìåòðà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ

y0(z) =

√
nz + 0.5√
n+ 1

− ìèíèìàêñíàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ.
Èíòåðåñíî ñðàâíèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðèñêà ïðè ìèíèìàêñíîé y0 è

êëàññè÷åñêîé z ðåøàþùèõ ôóíêöèÿõ. Èìååì

F (x, y0) ≡ v =
1

4(1 +
√
n)2

, F (x, z) =
x(1− x)

n
.

Íåðàâåíñòâî F (x, y0) < F (x, z) âûïîëíåíî ëèøü ïðè∣∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣∣ < ε
def
=

√
1 + 2

√
n

2(1 +
√
n)
.

Åñëè n âåëèêî, òî ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà ëó÷øå êëàññè÷åñêîé ëèøü ïðè
çíà÷åíèÿõ x, ïðèíàäëåæàùèõ ìàëîé ε-îêðåñòíîñòè òî÷êè 1/2. Îäíàêî,
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ïðè ìàëûõ n èíòåðâàë çíà÷åíèé x, ãäå ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà ëó÷øå, çíà-
÷èòåëüíî óâåëè÷èâàåòñÿ.

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ íå ñóùåñòâóåò âûðàâíèâàþùåé ðåøàþùåé ôóíê-
öèè è óêàçàííûé âûøå ìåòîä ðåøåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû èñïîëüçîâàòü
íåëüçÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèþ ñòàòèñòèêà y0 ìîæíî
íàéòè, ðåøàÿ íåïîñðåäñòâåííî çàäà÷ó

v = min
y∈Y

max
x∈X

F (x, y) = max
x∈X

F (x, y0).

Ïðèìåð 6.3. Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ îñóùåñòâëÿåò ñòðàõîâàíèå ãðàæäàí-
ñêîé îòâåòñòâåííîñòè àâòîìîáèëèñòîâ. Âîäèòåëè îáû÷íî ðàçáèâàþòñÿ íà
ãðóïïû ïî íåñêîëüêèì ïðèçíàêàì (ïðîôåññèÿ, ñòàæ âîæäåíèÿ è ò.ï.).
Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç n âîäèòåëåé. Òðåáóåòñÿ
îöåíèòü ñðåäíåå ÷èñëî x äîðîæíûõ ïðîèñøåñòâèé â ðàñ÷åòå íà îäíîãî
âîäèòåëÿ, êîòîðûå ïðîèçîéäóò â òå÷åíèå áëèæàéøåãî ãîäà, èñõîäÿ èç
èíôîðìàöèè î ïðîèñøåñòâèÿõ ïðîøåäøåãî ãîäà. Çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê
ðåøåíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé èãðû.

Ïóñòü ÷èñëî äîðîæíûõ ïðîèñøåñòâèé ñ âîäèòåëåì i ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé Zi, ðàñïðåäåëåííîé ïî çàêîíó Ïóàññîíà

g(zi|x) =
xzie−x

zi!
, zi ∈ Z = {0, 1, 2, ..., }.

Çäåñü EZi = x, V arZi = D(x) = x, x ∈ X = [0, x∗], ãäå x∗ − âåðõíÿÿ
ãðàíü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà x. Èìååì

F (x, c) = c21
D(x)

n
+ (c1x− x+ c2)

2 = c21
x

n
+ (c1x− x+ c2)

2.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âûðàâíèâàþùåé ðåøàþùåé ôóíê-
öèè.

Îáîçíà÷èì M(c) = sup
0≤x≤x∗

F (x, c) è íàéäåì

v = min
c1,c2≥0

M(c) = M(c0).

Ïîñêîëüêó F (x, c) âûïóêëà ïî x, M(c) = max[F (0, c), F (x∗, c)].

Óòâåðæäåíèå 6.2. Äëÿ ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèè y0(z) = c01z + c02 âû-
ïîëíåíî óñëîâèå F (0, c0) = F (x∗, c0) èëè

c02 =
1
n
(c01)

2 + (c01 − 1)2x∗

2(1− c01)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî F (x∗, c0) > F (0, c0). Åñëè c01 > 0, òî
ïðè ìàëîì ε > 0

F (x∗, c0) =
(c01)

2x∗

n
+ (c01x

∗ + c02 − x∗)2 > F (x∗, c01 − ε, c02 + εx∗) =

=
(c01 − ε)2x∗

n
+ (c01x

∗ + c02 − x∗)2 > F (0, c01 − ε, c02 + εx∗) = (c02 + εx∗)2

è M(c01 − ε, c02 + εx∗) < M(c0) (ïðîòèâîðå÷èå).
Åñëè c01 = 0, òî

F (x∗, c0) = (c02 − x∗)2 > F (0, c0) = (c02)
2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî c02 < x∗/2. Óâåëè÷èâàÿ c02 íà ìàëîå ε > 0, ïðèäåì ê
ïðîòèâîðå÷èþ. Ñëó÷àé F (x∗, c0) < F (0, c0) ðàçáèðàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

min
c1,c2≥0

M(c) = min
0≤c1<1

(
1
n
(c1)

2 + (c1 − 1)2x∗

2(1− c1)

)2

.

Ïîñëåäíèé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè

c01 =
x∗n+ 1−

√
x∗n+ 1

x∗n+ 1
⇒ c02 =

√
x∗n+ 1− 1

n
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îöåíêå ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

y0(z) =
x∗n+ 1−

√
x∗n+ 1

x∗n+ 1
z +

√
x∗n+ 1− 1

n

− ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ ñòàòèñòèêà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðè
n = 30, x∗ = 0.5, z = 0.2 ïîëó÷àåì îöåíêó y0(z) = 0.16.

Óïðàæíåíèå 6.3. Ïóñòü âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû Zi èìåþò íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

g(zi|x) =
1√
2πσ

e−
(zi−x)2

2σ2 , zi ∈ E1,

ãäå äèñïåðñèÿ σ2 ñòàòèñòèêó èçâåñòíà, à ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå x −
íåò: x ∈ X = E1.

Ïîêàçàòü, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ z ÿâëÿåòñÿ âûðàâ-
íèâàþùåé è ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèåé ñòàòèñòèêà.
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��7. Èññëåäîâàíèå èãðîâûõ ìîäåëåé

Ìîäåëü "íàïàäåíèå-îáîðîíà".

Èìååòñÿ n îáîðîíÿåìûõ ïóíêòîâ ñ íîìåðàìè i = 1, ..., n âîçìîæíîãî
ïðîðûâà ñðåäñòâ íàïàäåíèÿ. Ïóñòü A è B − êîëè÷åñòâà ñðåäñòâ íàïà-
äåíèÿ è îáîðîíû. Ýòè ñðåäñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ áåñêîíå÷íî-äåëèìûìè.
Ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà (íàïàäåíèÿ) ñîñòîèò â ðàñïðåäåëåíèè ñâîèõ
ñðåäñòâ ïî ïóíêòàì â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì

x = (x1, ..., xn) ∈ X = {x |
n∑
i=1

xi = A, xi ≥ 0, i = 1, ..., n}.

Âòîðîé èãðîê (îáîðîíà) èñïîëüçóåò àíàëîãè÷íóþ ñòðàòåãèþ

y = (y1, ..., yn) ∈ Y = {y |
n∑
i=1

yi = B, yi ≥ 0, i = 1, ..., n}.

Ïóñòü µi − êîëè÷åñòâî ñðåäñòâ íàïàäåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò óíè÷òîæèòü
îäíà åäèíèöà ñðåäñòâ îáîðîíû íà i-îì ïóíêòå. Åñëè xi > µiyi, òî ÷åðåç
i-é ïóíêò ïðîðûâàåòñÿ xi−µiyi ñðåäñòâ íàïàäåíèÿ. Åñëè xi ≤ µiyi, òî ÷å-
ðåç ýòîò ïóíêò íàïàäåíèå íå ïðîðâåòñÿ. Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, íàõîäèì
ôîðìóëó äëÿ êîëè÷åñòâà ñðåäñòâ íàïàäåíèÿ, ïðîðâàâøåãîñÿ ÷åðåç i-é
ïóíêò: max[xi − µiyi, 0]. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà

F (x, y) =
n∑
i=1

max[xi − µiyi, 0]

− îáùåå êîëè÷åñòâî ñðåäñòâ íàïàäåíèÿ, ïðîðâàâøååñÿ ÷åðåç âñå ïóíêòû.
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x, y) âûïóêëà ïî y. Ïî òåîðåìå 6.4 çíà÷åíèå

èãðû v = v è ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ y0 îáîðîíû îïòèìàëüíà. Çàéìåìñÿ
èññëåäîâàíèåì ýòîé èãðû â ÷èñòûõ è ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ýôôåêòèâíîñòè îáîðîíû µi
óïîðÿäî÷åíû: µ1 ≥ µ2 ≥ ... ≥ µn è n-é ïóíêò îáîðîíû ÿâëÿåòñÿ ñëàáåé-
øèì.

à) Ïîêàæåì, ÷òî

v = max
x∈X

min
y∈Y

F (x, y) = max[A− µnB, 0], x(n) = (0, ..., 0, A)

− ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ íàïàäåíèÿ, ñîñòîÿùàÿ â íàíåñåíèè "êîíöåí-
òðèðîâàííîãî"óäàðà ïî ñëàáåéøåìó ïóíêòó.
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Äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè íàïàäåíèÿ x îïðåäåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ñòðà-
òåãèþ îáîðîíû y :

yi = Bxi

(
µi

n∑
k=1

xk
µk

)−1

, i = 1, ..., n.

Òîãäà

min
y∈Y

F (x, y) ≤ F (x, y) =
n∑
i=1

max[xi − µiyi, 0].

Åñëè B ≥
n∑
k=1

xk

µk
, òî yi ≥ xi/µi, i = 1, ..., n ⇒ F (x, y) = 0.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå yi ≤ xi/µi, i = 1, ..., n, è

F (x, y) =
n∑
i=1

(xi − µiyi) ≤ A− µn

n∑
i=1

yi = A− µnB.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè x

min
y∈Y

F (x, y) ≤ max[A− µnB, 0] = min
y∈Y

max[A− µnyn, 0] = min
y∈Y

F (x(n), y)

è x(n) − ìàêñèìèííàÿ ñòðàòåãèÿ íàïàäåíèÿ.
á) Ïîêàæåì, ÷òî

v = min
y∈Y

max
x∈X

F (x, y) = max[A−B
( n∑
k=1

1

µk

)−1

, 0],

à

y0 : y0
i = B

(
µi

n∑
k=1

1

µk

)−1

, i = 1, ..., n,

− ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ îáîðîíû.
Ñíà÷àëà äîêàæåì ðàâåíñòâî

max
x∈X

F (x, y) = max
1≤i≤n

F (x(i), y) ∀ y ∈ Y, (7.1)

ãäå x(i) = (0, ..., A︸︷︷︸
i

, 0, ..., 0) − ñòðàòåãèÿ íàïàäåíèÿ, ñîñòîÿùàÿ â íàíåñå-

íèè êîíöåíòðèðîâàííîãî óäàðà ïî i-ìó ïóíêòó.
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Ïðåäñòàâèì ñòðàòåãèþ x â âèäå x =
n∑
i=1

xi

A
x(i). Ïî îïðåäåëåíèþ âûïóê-

ëîé ôóíêöèè

F (x, y) ≤
n∑
i=1

xi
A
F (x(i), y) ≤ max

1≤i≤n
F (x(i), y).

Ñëåäîâàòåëüíî,

max
x∈X

F (x, y) ≤ max
1≤i≤n

F (x(i), y) ≤ max
x∈X

F (x, y)

è (7.1) äîêàçàíî. Äàëåå èìååì

v = min
y∈Y

max
x∈X

F (x, y) = min
y∈Y

max
1≤i≤n

F (x(i), y) =

= min
y∈Y

max
1≤i≤n

max[A− µiyi, 0] = min
y∈Y

max[A− min
1≤i≤n

µiyi, 0] =

= max[A−Bmax
y∈Y

min
1≤i≤n

µiyi/B, 0] = [çàìåíà ïåðåìåííûõ

p = y/B ∈ P = {p = (p1, ..., pn) |
n∑
i=1

pi = 1, pi ≥ 0, i = 1, ..., n}] =

= max[A−Bmax
p∈P

min
1≤i≤n

µipi, 0] =

=[ ñì. ïðèìåð 4.4] = max[A−B
( n∑
k=1

1
µk

)−1

, 0].

Ïðè ýòîì

y0
i = Bp0

i = B
(
µi

n∑
k=1

1

µk

)−1

, i = 1, ..., n.

Êîãäà â èãðå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ?

Åñëè B ≥ A
n∑
k=1

1
µk
, òî v = 0 ≥ v ≥ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, v = v = 0.

Äëÿ íàïàäåíèÿ ëþáàÿ ñòðàòåãèÿ îïòèìàëüíà. Â ýòîì ñëó÷àå îáîðîíà òàê
ìîæåò ðàñïðåäåëèòü ñâîè ñèëû, ÷òîáû íå ïîçâîëèòü íàïàäåíèþ, èñïîëü-
çóþùåìó êîíöåíòðèðîâàííûé óäàð, ïðîðâàòüñÿ íà êàêîì-ëèáî ïóíêòå.

Åñëè B < A
n∑
k=1

1
µk
, òî ôóíêöèÿ F (x, y) ñåäëîâîé òî÷êè íå èìååò. Äåé-

ñòâèòåëüíî,

v = A−B
( n∑
k=1

1

µk

)−1

> A−B
( 1

µn

)−1

= A− µnB.
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Çàìåòèì, ÷òî v > 0 . Ïîýòîìó v > max[A− µnB, 0] = v.
â) Ïîêàæåì, ÷òî â èãðå ñóùåñòâóåò ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãè-

ÿõ âèäà (ϕ0, y0, v), ãäå y0 − ÷èñòàÿ ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ îáîðîíû, à
îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ íàïàäåíèÿ èìååò âèä

ϕ0 =
n∑
i=1

p0
i Ix(i) , p0

i =
(
µi

n∑
k=1

1

µk

)−1

, i = 1, ..., n.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ F (x, y) âûïóêëà ïî y, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü óñëî-
âèå (∗) äëÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ϕ0 :

F (ϕ0, y) ≥ v ∀y ∈ Y.

Èìååì

F (ϕ0, y) =

∫
X

F (x, y)dϕ0(x) =
n∑
i=1

p0
iF (x(i), y) =

=
n∑
i=1

p0
i max[A− µiyi, 0] =

n∑
i=1

max[p0
iA− µip

0
i yi, 0] ≥

≥ max[
n∑
i=1

(p0
iA− µip

0
i yi), 0] = max[A−

n∑
i=1

yi

( n∑
k=1

1

µk

)−1

, 0] =

= max[A−B
( n∑
k=1

1

µk

)−1

, 0] = v.

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ýëåìåíòàðíûì íåðàâåíñòâîì

n∑
i=1

max[ai, bi] ≥ max[
n∑
i=1

ai,
n∑
i=1

bi],

ñïðàâåäëèâîì äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë ai, bi, i = 1, ..., n.

Ìîäåëü äóýëè.

Â äóýëè ïðèíèìàþò ó÷àñòèå äâà äóýëÿíòà ( ïåðâûé è âòîðîé èãðîêè).
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äóýëÿíòû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè d0 è
ïî êîìàíäå íà÷èíàþò ñáëèæàòüñÿ. Â ðàñïîðÿæåíèè êàæäîãî äóýëÿíòà
èìååòñÿ îäèí âûñòðåë, êîòîðûé îí ìîæåò ïðîèçâåñòè â ïðîòèâíèêà ñ
ëþáîãî ðàññòîÿíèÿ (êîíå÷íî, ïðè óñëîâèè, ÷òî äóýëÿíò æèâ), îí äàæå
ìîæåò ïîäîéòè ê ïðîòèâíèêó âïëîòíóþ.
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Ïóñòü pk(d) − ôóíêöèÿ ìåòêîñòè k-ãî äóýëÿíòà, ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè
ïîðàæåíèÿ ïðîòèâíèêà, åñëè âûñòðåë áûë ïðîèçâåäåí ñ ðàññòîÿíèÿ d.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè pk(d) íåïðåðûâíû è óáûâàþò íà îòðåçêå
[0, d0] è áåç ïîòåðè îáùíîñòè pk(0) = 1, pk(d0) = 0, k = 1, 2.

Îïðåäåëèì àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó. Ïóñòü x ∈ X = [0, d0] − ðàññòî-
ÿíèå, ñ êîòîðîãî ïåðâûé èãðîê íàìå÷àåò ïðîèçâåñòè ñâîé âûñòðåë. Àíà-
ëîãè÷íî, y ∈ Y = [0, d0] − ðàññòîÿíèå, ñ êîòîðîãî íàìå÷àåò ñâîé âûñòðåë
âòîðîé èãðîê. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ âûèãðûøà F (x, y) ïåðâîãî èãðîêà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà øóìíóþ äóýëü, êîãäà ïðîòèâíèêè ñëûøàò âû-
ñòðåëû äðóã äðóãà. Òîãäà

F (x, y) =

{
p1(x), 0 ≤ y ≤ x ≤ d0,

1− p2(y), 0 ≤ x < y ≤ d0.

Ïî ñìûñëó F (x, y) åñòü âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ ïåðâûì èãðîêîì âòîðî-
ãî. Åñëè x < y è âòîðîé èãðîê ïðîìàõíåòñÿ, òî ïåðâûé, óñëûøàâ âû-
ñòðåë ïðîòèâíèêà, ñòðåëÿåò â íåãî ñ ðàññòîÿíèÿ 0 âìåñòî x. Îòìåòèì, ÷òî
F (x, y) ÿâëÿåòñÿ îñðåäíåíèåì ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1 èëè 0
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, óáèò âòîðîé äóýëÿíò èëè íåò. Èòàê, øóìíàÿ äóýëü
îïðåäåëåíà êàê èãðà â íîðìàëüíîé ôîðìå Γ =

〈
X, Y, F (x, y)

〉
.

Ïîêàæåì, ÷òî øóìíàÿ äóýëü èìååò ðåøåíèå â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ
(d∗, d∗, v = p1(d

∗)), ãäå d∗ − åäèíñòâåííûé êîðåíü óðàâíåíèÿ p1(d) =
1− p2(d). Ïðîâåðèì íåðàâåíñòâà èç îïðåäåëåíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè

F (x, d∗) ≤ p1(d
∗) = F (d∗, d∗) ≤ F (d∗, y) ∀ x ∈ X, ∀ y ∈ Y.

Èìååì

F (x, d∗) =

{
p1(x) ≤ p1(d

∗), d∗ ≤ x ≤ d0,

1− p2(d
∗) = p1(d

∗), 0 ≤ x < d∗,

F (d∗, y) =

{
p1(d

∗), 0 ≤ y ≤ d∗,

1− p2(y) ≥ 1− p2(d
∗) = p1(d

∗), d∗ < y ≤ d0.

Åñëè ôóíêöèè ìåòêîñòè èãðîêîâ îäèíàêîâû, òî èç óðàâíåíèÿ
p1(d) = 1 − p1(d) íàõîäèì, ÷òî çíà÷åíèå èãðû ðàâíî 1/2, à d∗ ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì óðàâíåíèÿ p1(d) = 1/2.

Â áåñøóìíîé äóýëè èãðîêè íå ñëûøàò âûñòðåëû äðóã äðóãà è

F (x, y) =

{
p1(x), 0 ≤ y ≤ x ≤ d0,

p1(x)(1− p2(y)), 0 ≤ x < y ≤ d0.
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Ïîêàæåì, ÷òî áåñøóìíàÿ äóýëü íå èìååò ðåøåíèÿ â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ.
Íàéäåì âåëè÷èíó v = sup

0≤x≤d0
inf

0≤y≤d0
F (x, y). Ñòðàòåãèÿ x = d0 íå ìîæåò

áûòü ìàêñèìèííîé, ïîñêîëüêó F (d0, y) = p1(d0) = 0 ïðè âñåõ y ∈ Y.
Ïóñòü 0 ≤ x < d0. Òîãäà

inf
0≤y≤d0

F (x, y) = min[ inf
0≤y≤x

F (x, y), inf
x<y≤d0

F (x, y)] =

= min[p1(x), p1(x)(1− p2(x))] = p1(x)(1− p2(x)).

Îòñþäà v = max
0≤x≤d0

p1(x)(1− p2(x)).

Óïðàæíåíèå 7.1. Äîêàæèòå, ÷òî

v = inf
0≤y≤d0

sup
0≤x≤d0

F (x, y) = p1(d
∗).

Òàêèì îáðàçîì, v = max
0≤x≤d0

p1(x)(1− p2(x)) <

< max
0≤x≤d0

min[p1(x), 1− p2(x)] = p1(d
∗) = v.

Ðåøåíèå áåñøóìíûõ äóýëåé îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ îáûê-
íîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ìû îãðàíè÷èìñÿ èññëåäîâàíè-
åì êîíêðåòíîãî ïðèìåðà.

Ïðèìåð 7.1. Ðàññìîòðèì áåñøóìíóþ äóýëü ñ îäèíàêîâûìè ôóíêöèÿ-
ìè ìåòêîñòè èãðîêîâ p1(d) = p2(d) = 1− d, 0 ≤ d ≤ d0 = 1. Òîãäà

F (x, y) =

{
1− x, 0 ≤ y ≤ x ≤ 1,

(1− x)y, 0 ≤ x < y ≤ 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ ϕ0(x)
è ψ0(y) èìåþò ñîâïàäàþùèå ñïåêòðû Sp(ϕ0) = Sp(ψ0) = [0, a], ãäå a ≤ 1
− ïàðàìåòð, ïîäëåæàùèé îïðåäåëåíèþ. Ïóñòü íà îòðåçêå [0, a] ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ0(x) è ψ0(y) íåïðåðûâíû è èìåþò ïðîèçâîäíûå (ïëîòíî-
ñòè ðàñïðåäåëåíèÿ) f(x) è g(y).

Ïî ñâîéñòâó äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè (òåîðåìà 4.3)
F (ϕ0, y) = v ∀ y ∈ [0, a] èëè

a∫
0

F (x, y)f(x)dx =

y∫
0

(1− x)yf(x)dx+

a∫
y

(1− x)f(x)dx = v. (7.2)
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Äèôôåðåíöèðóÿ äâàæäû ïî y èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (7.2), ïîëó÷èì
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 3f(y) = (1 − y)f ′(y), èìåþùåå (ïîñëå çà-
ìåíû y íà x ) îáùåå ðåøåíèå âèäà f(x) = c(1 − x)−3. Ïî îïðåäåëåíèþ

ïëîòíîñòè
1∫
0

f(x)dx = 1 (óñëîâèå íîðìèðîâêè). Îòñþäà

c

a∫
0

1

(1− x)3
dx =

c

2

[
1

(1− a)2
− 1

]
= 1. (7.3)

Íàéäåííàÿ ïëîòíîñòü f(x) äîëæíà òàêæå óäîâëåòâîðÿòü èñõîäíîìó èí-
òåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ (7.2), ò.å.

c

[
1

1− a
− 1− y

]
= v. (7.4)

Ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (7.4) íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâîì ïî y, ñìåøàííàÿ
ñòðàòåãèÿ ϕ0(x) óêàçàííîãî âèäà íå ñóùåñòâóåò. Ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì,
÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ0(x) èìååò ñêà÷îê âåëè÷èíû σ â íóëå. Òîãäà
óðàâíåíèÿ (7.2)−(7.4) èçìåíÿòñÿ:

σy +

y∫
0

(1− x)yf(x)dx+

a∫
y

(1− x)f(x)dx = v, (7.2)′

σ +
c

2

[
1

(1− a)2
− 1

]
= 1, (7.3)′

σy + c

[
1

1− a
− 1− y

]
= v. (7.4)′

Äëÿ òîãî ÷òîáû óðàâíåíèå (7.4)′ âûïîëíÿëîñü êàê òîæäåñòâî, íåîáõîäèìî
ïîëîæèòü σ = c. Èç óðàâíåíèé (7.3)′, (7.4)′ ïîëó÷àåì

c

2

[
1

(1− a)2
+ 1

]
= 1,

ca

1− a
= v. (7.5)

Èç ñâîéñòâà äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè òàêæå ñëåäóåò, ÷òî
F (x, ψ0) = v ∀ x ∈ [0, a] èëè

a∫
0

F (x, y)g(y)dy =

x∫
0

(1− x)g(y)dy +

a∫
x

(1− x)yg(y)dy = v. (7.6)
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Îòñþäà, êàê è âûøå, ïîëó÷èì g(y) = c1(1 − y)−3. Ïîäñòàâëÿÿ g(y) â
óðàâíåíèå (7.6), íàõîäèì

c1(1− x)

[ x∫
0

1

(1− y)3
dy +

a∫
x

y

(1− y)3
dy

]
= v

èëè, èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìèðîâêè
1∫
0

g(y)dy = c1
a∫
0

(1− y)−3dy = 1,

(1− x)

[
1− c1

1− a
+

c1
1− x

]
= v.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âûïîëíÿëîñü òîæäåñòâåííî, íåîá-
õîäèìî, ÷òîáû c1 = v = 1− a. Îòñþäà è èç (7.5) íàõîäèì

a = 2−
√

2, c1 = v =
√

2− 1, c = σ =
2−

√
2

2
.

Îêîí÷àòåëüíî

ϕ0(x) =


2−

√
2

4

(
1

(x− 1)2
+ 1

)
, 0 ≤ x ≤ 2−

√
2,

1, 2−
√

2 < x ≤ 1,

ψ0(y) =


√

2− 1

2

(
1

(y − 1)2
− 1

)
, 0 ≤ y ≤ 2−

√
2,

1, 2−
√

2 < y ≤ 1.

Îñîáåííîñòü îïòèìàëüíîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè ϕ0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî
ïåðâûé èãðîê ñ âåðîÿòíîñòüþ σ = 2−

√
2

2
æäåò äî ïîëíîãî ñáëèæåíèÿ ñ

ïðîòèâíèêîì. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çíà÷åíèå èãðû v =
√

2− 1 áåñøóìíîé
äóýëè ìåíüøå çíà÷åíèÿ èãðû v = 1/2 øóìíîé äóýëè, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ
óìåíüøåíèåì èíôîðìèðîâàííîñòè ïåðâîãî èãðîêà.

��8. Ìíîãîøàãîâûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû

Îïðåäåëèì ìíîãîøàãîâóþ àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó ñ ïîëíîé èíôîð-
ìàöèåé. Èãðà ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå T øàãîâ ñ íîìåðàìè t = 1, ..., T. Íà
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êàæäîì øàãå t èãðîêè âûáèðàþò ïî î÷åðåäè àëüòåðíàòèâû − çíà÷åíèÿ
ïåðåìåííûõ xt, yt.

Øàã 1. Ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò àëüòåðíàòèâó x1 ∈ U1, çàòåì
âòîðîé èãðîê, çíàÿ âûáîð ïåðâîãî, âûáèðàåò àëüòåðíàòèâó y1 ∈ V1(x1) =
V1(·).

Ïóñòü èãðîêè â òå÷åíèå t− 1 øàãîâ âûáðàëè àëüòåðíàòèâû
x1, ..., xt−1, y1, ..., yt−1. Ïîëîæèì xt = (x1, ..., xt), yt = (y1, ..., yt).

Øàã t. Ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê, çíàÿ ïðåäûñòîðèþ xt−1, yt−1, âûáèðàåò
àëüòåðíàòèâó xt ∈ Ut(xt−1, yt−1) = Ut(·). Çàòåì âòîðîé èãðîê âûáèðàåò
àëüòåðíàòèâó yt ∈ Vt(xt, yt−1) = Vt(·), çíàÿ ïðåäûñòîðèþ xt, yt−1, âêëþ÷àÿ
âûáîð xt ïåðâîãî èãðîêà íà äàííîì øàãå.

Ïîñëå çàâåðøåíèÿ øàãà T âîçíèêàåò ïàðà (xT , yT ), íàçûâàåìàÿ ïàð-
òèåé èãðû. Ïî ñìûñëó ïàðòèÿ èãðû − ýòî çàïèñü âñåõ àëüòåðíàòèâ, âû-
áðàííûõ èãðîêàìè. Äëÿ ëþáîé ïàðòèè (xT , yT ) çàäàåòñÿ âûèãðûø F (xT , yT )
ïåðâîãî èãðîêà.

Îïðåäåëèì òåïåðü èãðó â íîðìàëüíîé ôîðìå. Íà øàãå t ïåðâûé èã-
ðîê ìîæåò âûáðàòü àëüòåðíàòèâó xt êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè x̃t : xt =
x̃t(xt−1, yt−1), êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà-
÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ xt−1, yt−1. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ôóíêöèé
x̃t ÷åðåç Ũt. Çàìåòèì, ÷òî x̃1 = x1, ïîñêîëüêó íà ïåðâîì øàãå ïåðâûé
èãðîê íèêàêîé èíôîðìàöèåé íå ðàñïîëàãàåò.

Ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ôóíêöèé

x̃ = (x̃t, t = 1, ..., T ) ∈ X̃ =
T∏
t=1

Ũt.

Àíàëîãè÷íî, íà øàãå t âòîðîé èãðîê ìîæåò âûáèðàòü àëüòåðíàòèâó yt êàê
çíà÷åíèå ôóíêöèè ỹt : yt = ỹt(xt, yt−1), êîòîðàÿ äîëæíà áûòü îïðåäåëåíà
ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ xt, yt−1. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ôóíêöèé ỹt ÷åðåç Ṽt. Ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èãðîêà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íàáîð ôóíêöèé

ỹ = (ỹt, t = 1, ..., T ) ∈ Ỹ =
T∏
t=1

Ṽt.

Èãðîêè ìîãóò âûáðàòü ñòðàòåãèè x̃, ỹ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà äî èãðû,
à âî âðåìÿ èãðû − ïðèìåíÿòü èõ "àâòîìàòè÷åñêè."Ëþáîé ïàðå ñòðàòåãèé
(x̃, ỹ) îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ïàðòèÿ èãðû:
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x1 = x̃1, y1 = ỹ1(x1), x2 = x̃2(x1, y1) è ò.ä.

Äàëåå F (x̃, ỹ)
def
=F (xT , yT ), ãäå (xT , yT ) − ïàðòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñòðàòåãèÿì x̃ è ỹ. Èòàê, ìíîãîøàãîâàÿ èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé îïðå-
äåëåíà â íîðìàëüíîé ôîðìå Γ =

〈
X̃, Ỹ , F (x̃, ỹ)

〉
.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà êëàññà èãð:
èãðà Γ′, â êîòîðîé âñå ìíîæåñòâà Ut(·), Vt(·) êîíå÷íû;
èãðà Γ′′, â êîòîðîé âñå ìíîæåñòâà Ut(·) ≡ Ut, Vt(·) ≡ Vt íå çàâèñÿò îò

ïðåäûñòîðèè è ÿâëÿþòñÿ êîìïàêòàìè ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, à ôóíê-
öèÿ F (xT , yT ) íåïðåðûâíà íà ïðîèçâåäåíèè

U1 × · · · × UT × V1 × · · · × VT .
Îïðåäåëèì ïàðó ñòðàòåãèé

x̃0 = (x̃0
t , t = 1, ..., T ), ỹ0 = (ỹ0

t , 1, ..., T ),

èñïîëüçóÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîîïðåäåëèì ôóíê-
öèþ F íà âñåõ îòðåçêàõ ïàðòèè âèäà (xt, yt−1) èëè (xt, yt) è íàçîâåì
åå ôóíêöèåé Áåëëìàíà. Êîìïîíåíòû ñòðàòåãèé x̃0

t , ỹ
0
t áóäåì çàäàâàòü â

ïîðÿäêå, îáðàòíîì âûáîðàì èãðîêîâ.
Îïðåäåëèì ñíà÷àëà ỹ0

T . Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷å-
íèå àðãóìåíòîâ (xT , yT−1) è çàäàäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè

ỹ0
T (xT , yT−1)

def
= y0

T :

F (xT , yT−1, y
0
T ) = min

yT∈VT (·)
F (xT , yT−1, yT )

def
=F (xT , yT−1).

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ x̃0
T . Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåí-

òîâ (xT−1, yT−1) è çàäàäèì çíà÷åíèå ôóíêöèè

x̃0
T (xT−1, yT−1)

def
= x0

T :

F (xT−1, x
0
T , yT−1) = max

xT∈UT (·)
F (xT−1, xT , yT−1)

def
=F (xT−1, yT−1).

Ïóñòü îïðåäåëåíû êîìïîíåíòû ñòðàòåãèé è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà

ỹ0
T , x̃

0
T , ..., ỹ

0
t+1, x̃

0
t+1, F (xT , yT−1), ..., F (xt, yt).

Òîãäà ỹ0
t , x̃

0
t , F (xt, yt−1), F (xt−1, yt−1) çàäàþòñÿ ïî ïðèâåäåííûì âûøå

ôîðìóëàì ñ çàìåíîé T íà t.
Ïîêàæåì, ÷òî ñòðàòåãèè x̃0, ỹ0 îïðåäåëåíû êîððåêòíî äëÿ èãð Γ′ è Γ′′.

Äåéñòâèòåëüíî, â èãðå Γ′ âñå ìíîæåñòâà Ut(·), Vt(·) êîíå÷íû è ïîýòîìó

77



ÃËÀÂÀ I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ

ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû, ôèãóðèðóþùèå â îïðåäåëåíèÿõ x̃0, ỹ0, äîñòèãà-
þòñÿ. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èãðû Γ′′, ïîñêîëüêó
ïî òåîðåìå 2.2 ôóíêöèÿ Áåëëìàíà íåïðåðûâíà íà ñîîòâåòñòâóþùèõ êîì-
ïàêòàõ.

Îïðåäåëèì âåëè÷èíó

ṽ = max
x1∈U1

F (x1)
def F (x1)

= max
x1∈U1

min
y1∈V1(·)

F (x1, y1) = ...

= max
x1∈U1

min
y1∈V1(·)

... max
xT∈UT (·)

min
yT∈VT (·)

F (xT , yT ).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 8.1 (Öåðìåëî). Âñÿêàÿ ìíîãîøàãîâàÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ
èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé Γ′ (èëè Γ′′) èìååò ðåøåíèå (x̃0, ỹ0, ṽ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x̃, ỹ) èìååò ñåäëîâóþ òî÷-
êó (x̃0, ỹ0) íà X̃ × Ỹ . Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

1) F (x̃0, ỹ) ≥ ṽ ∀ ỹ ∈ Ỹ ;
2) F (x̃, ỹ0) ≤ ṽ ∀ x̃ ∈ X̃.
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî 1). Èìååì

F (x̃0, ỹ) ≥ min
yT∈VT (·)

F (x̃0, ỹ1, ..., ỹT−1, yT ) = F (x̃0, ỹ1, ..., ỹT−1) =

def x̃0
T= max
xT∈UT (·)

F (x̃0
1, ..., x̃

0
T−1, xT , ỹ1, ..., ỹT−1) =

= F (x̃0
1, ..., x̃

0
T−1, ỹ1, ..., ỹT−1) ≥ ... ≥ F (x̃0

1, ỹ1) ≥ max
x1∈U1

F (x1) = ṽ.

Íåðàâåíñòâî 2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðèìåð 8.1. Ïîêàæåì, ÷òî èãðà "øàõìàòû"èìååò ðåøåíèå. Ñóùåñòâó-
åò òàêîå öåëîå ÷èñëî T, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëàìè èãðû ëþáàÿ
øàõìàòíàÿ ïàðòèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ íå ïîçäíåå õîäà T. Ïîýòîìó áåç ïîòåðè
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, âñå ïàðòèè ïðîäîëæàþòñÿ T õîäîâ1. Øàõìàòû
ÿâëÿþòñÿ èãðîé âèäà Γ′. Ut(xt−1, yt−1) åñòü ìíîæåñòâî ðàçðåøåííûõ ïðà-
âèëàìè àëüòåðíàòèâíûõ âûáîðîâ õîäà áåëûìè (ïåðâûì èãðîêîì) íà t-ì
õîäó â ïîçèöèè, îïðåäåëÿåìîé ïðåäûäóùèìè õîäàìè èãðîêîâ (xt−1, yt−1).

1Åñëè ïàðòèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ ðàíüøå, òî èãðîêè äåëàþò íåîáõîäèìîå ÷èñëî ôèê-
òèâíûõ õîäîâ, íå âëèÿþùèõ íà èñõîä èãðû.
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Àíàëîãè÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ ìíîæåñòâî Vt(xt, yt−1) âûáîðîâ õîäà ÷åð-
íûìè íà t-ì õîäó. Âûèãðûø áåëûõ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïðàâèëó

F (xT , yT ) =


1, åñëè âûèãðàëè áåëûå,

0, åñëè âûèãðàëè ÷åðíûå,

1/2, åñëè ñûãðàëè âíè÷üþ.

Ïî òåîðåìå Öåðìåëî èãðà "øàõìàòû"èìååò ðåøåíèå. Ïðàêòè÷åñêîå
çíà÷åíèå ýòîò ðåçóëüòàò èìååò äëÿ ïîçèöèé ýíäøïèëÿ, ãäå îáû÷íî èùóò
ôîðñèðîâàííûé âûèãðûø, ëèáî íè÷üþ.

Ïðèìåð 8.2. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

A =


5 3 1 4
2 7 2 0
3 2 3 3
4 0 2 5

 .

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî åå ñòðîê íà ïîäìíîæåñòâà M1 = {1, 2} è M2 =
{3, 4}, à ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ − íà ïîäìíîæåñòâà N1 = {1, 2} è N2 =
{3, 4}. Îïðåäåëèì äâóõøàãîâóþ èãðó ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Øàã 1. Ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò íîìåð α ∈ {1, 2} ìíîæåñòâà
Mα, èç êîòîðîãî îí áóäåò íà âòîðîì øàãå äåëàòü âûáîð ñòðîêè ìàòðèöû
A. Çàòåì âòîðîé èãðîê, çíàÿ α, âûáèðàåò íîìåð β ∈ {1, 2} ìíîæåñòâà Nβ,
èç êîòîðîãî îí áóäåò íà âòîðîì øàãå âûáèðàòü íîìåð ñòîëáöà ìàòðèöû
A.

Øàã 2. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò íîìåð ñòðîêè i ∈Mα, çíàÿ α, β, çàòåì
âòîðîé èãðîê âûáèðàåò íîìåð ñòîëáöà j ∈ Nβ, çíàÿ α, β, i.

Âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà ðàâåí aij.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ïîçèöèîííîé ôîðìîé èãðû, êîòî-
ðóþ áóäåì îòîáðàæàòü íà ïëîñêîñòè â âèäå äåðåâà.
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Ðèñ. 8.1

Íà÷àëüíàÿ (êîðíåâàÿ) âåðøèíà äåðåâà1 ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó õî-
äó ïåðâîãî èãðîêà (âûáîð àëüòåðíàòèâû α), â âåðøèíàõ âòîðîãî óðîâ-
íÿ àëüòåðíàòèâó β âûáèðàåò âòîðîé èãðîê è ò.ä. Â ôèíàëüíûõ âåðøè-
íàõ, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì ïàðòèÿì èãðû, óêàçàíû âûèãðûøè ïåð-
âîãî èãðîêà F (α, β, i, j) = aij. Â âåðøèíàõ ÷åòâåðòîãî óðîâíÿ óêàçàíû
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà F (α, β, i) = min

j∈Nβ

F (α, β, i, j), â âåðøèíàõ

òðåòüåãî óðîâíÿ − F (α, β) = max
i∈Mα

F (α, β, i), â âåðøèíàõ âòîðîãî óðîâ-

íÿ − F (α) = min
β=1,2

F (α, β), à â íà÷àëüíîé âåðøèíå − çíà÷åíèå èãðû

ṽ = max
α=1,2

F (α) = 2.

Óêàæåì îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ

x̃0 = (α0, ĩ0(α, β)), ỹ0 = (β̃0(α), j̃0(α, β, i)) :

α0 = 2, ĩ0(2, 1) = 3, ĩ0(2, 2) = 3, β̃0(1) = 2, β̃0(2) = 1,

j̃0(1, 2, 1) = 3, , j̃0(1, 2, 2) = 4, j̃0(2, 1, 3) = j̃0(2, 1, 4) = 2.

Îòìåòèì, ÷òî ñíà÷àëà ìû ïîäñ÷èòàëè ôóíêöèþ Áåëëìàíà, à çàòåì ïî-
ñòðîèëè â åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå êîìïîíåíòû îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Â
ðåçóëüòàòå áûëà äîñòèãíóòà íåêîòîðàÿ ýêîíîìèÿ âû÷èñëåíèé, ïîñêîëüêó
ýòè êîìïîíåíòû íåîáÿçàòåëüíî ñëåäóåò îïðåäåëÿòü ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ

1Äåðåâî èçîáðàæåíî â ïåðåâåðíóòîì âèäå, ïîñêîëüêó òàê åãî óäîáíåå ðèñîâàòü.
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àðãóìåíòîâ. Íàïðèìåð, α0 = 2 è çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ĩ0(α, β) íóæíî íàõî-
äèòü òîëüêî ïðè α = 2.

Åùå áîëåå ñóùåñòâåííîå ñîêðàùåíèå âû÷èñëåíèé äîñòèãàåòñÿ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïðèåìîâ òåîðèè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà.

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðîãðàììèðîâàíèè øàõìàò. Â òåêóùåé ïîçèöèè
øàõìàòíîé ïàðòèè ïðè õîäå, ñêàæåì, áåëûõ äåðåâî èãðû ïîðîæäàåòñÿ
íà ãëóáèíó íåñêîëüêèõ õîäîâ. Â ôèíàëüíûõ âåðøèíàõ äåðåâà âûèãðûø
áåëûõ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ îöåíî÷íîé ôóíêöèè, ó÷èòûâàþùåé ìàòåðè-
àëüíûå è ïîçèöèîííûå îñîáåííîñòè ôèíàëüíîé ïîçèöèè. Ïîñëå ýòîãî ðå-
øàåòñÿ ïîëó÷èâøàÿñÿ èãðà ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé è íàõîäèòñÿ îïòè-
ìàëüíûé õîä áåëûõ â òåêóùåé ïîçèöèè.

Îáû÷íî äåðåâî èãðû ïîðîæäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðåêóðñèâíîé ïðîöåäó-
ðû ïîñòðîåíèÿ ïîääåðåâüåâ. Ïðè ýòîì â âåðøèíàõ äåðåâà âû÷èñëÿþòñÿ
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Áåëëìàíà. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûé õîä áåëûõ a1 â òå-
êóùåé ïîçèöèè. Ïóñòü ïîñòðîåíî ïîääåðåâî èãðû, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòî-
ìó õîäó è ïîëó÷åíà îöåíêà õîäà a1 (òî÷íåå, ïîçèöèè, âîçíèêàþùåé ïîñëå
ýòîãî õîäà), ðàâíàÿ 4. Ðàññìîòðèì äðóãîé õîä áåëûõ a2 â òåêóùåé ïîçè-
öèè. Òåïåðü ïóñòü ÷åðíûå âûáðàëè õîä b1 è óñòàíîâëåíî, ÷òî åãî îöåíêà
ðàâíà 1. Òîãäà îöåíêà õîäà a2 áóäåò íå áîëüøå 1 è åãî ìîæíî îòáðî-
ñèòü, ïîñêîëüêó îí õóæå õîäà a1. Òàêèì îáðàçîì, çäåñü íå ïîòðåáîâàëîñü
ïîëíîå ïîñòðîåíèå ïîääåðåâà õîäà a2. Îöåíêà õîäà a1 â äàííîì ñëó÷àå
íàçûâàåòñÿ α-îòñå÷åíèåì.

Åñëè â òåêóùåé ïîçèöèè õîä ÷åðíûõ, òî àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäå-
ëèòü ïîíÿòèå β-îòñå÷åíèÿ.

Ìíîãîøàãîâûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé.

Îïðåäåëèì òåïåðü áîëåå îáùóþ ìîäåëü ìíîãîøàãîâîé èãðû, â ïðîöåñ-
ñå êîòîðîé èãðîêè ìîãóò íå èìåòü ïîëíîé èíôîðìàöèè î ñäåëàííûõ âû-
áîðàõ. Îãðàíè÷èìñÿ èãðàìè Γ′ ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè Ut(·), Vt(·), t =
1, ..., T.

Ïóñòü H1
t (H

2
t ) − ìíîæåñòâî âñåõ îòðåçêîâ ïàðòèé âèäà (xt−1, yt−1)

(âèäà (xt, yt−1)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî H1
t ðàçáèòî íà íåïåðå-

ñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà H1
t (αt), αt ∈ Lt. Ïåðåä âûáîðîì xt ïåðâîìó

èãðîêó èçâåñòíî, ÷òî (xt−1, yt−1) ∈ H1
t (αt). Àíàëîãè÷íî, ïóñòü ìíîæåñòâî

H2
t ðàçáèòî íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà H2

t (βt), βt ∈ Bt. Ïåðåä
âûáîðîì yt âòîðîìó èãðîêó èçâåñòíî, ÷òî (xt, yt−1) ∈ H2

t (βt). Åñëè, â
÷àñòíîñòè, αt = (xt−1, yt−1), βt = (xt, yt−1), à ìíîæåñòâà H

1
t (αt) è H2

t (βt)
ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó αt è βt ñîîòâåòñòâåííî, òî ïîëó÷èì èãðó ñ
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ïîëíîé èíôîðìàöèåé.
Ñòðàòåãèÿ x̃ ∈ X̃ ïåðâîãî èãðîêà çàäàåòñÿ íàáîðîì ôóíêöèé x̃t îò αt,

ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ x̃t(αt) ∈ Ut(αt), t = 1, ..., T. Ñòðàòåãèÿ ỹ ∈ Ỹ
âòîðîãî èãðîêà çàäàåòñÿ íàáîðîì ôóíêöèé ỹt îò βt, ïðèíèìàþùèõ çíà-
÷åíèÿ ỹt(βt) ∈ Vt(βt), t = 1, ..., T. Ïî îïðåäåëåíèþ F (x̃, ỹ) = F (xT , yT ),
ãäå ïàðòèÿ èãðû (xT , yT ) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ x̃ è
ỹ. Èòàê, îïðåäåëåíà èãðà Γ =

〈
X̃, Ỹ , F (x̃, ỹ)

〉
â íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ïðèìåð 8.3. Ïóñòü αt = βt = (xt−1, yt−1),

H1
t (αt) = {αt}, H2

t (βt) = {(xt, yt−1) | xt ∈ Ut(βt)}.

Çäåñü íà êàæäîì òåêóùåì øàãå èãðîêè íå çíàþò âûáîðà äðóã äðóãà, íî
îíè çíàþò âñå âûáîðû, ñäåëàííûå íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Ïðè ýòîì áóäåì
ãîâîðèòü îá èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé î ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Êîíêðåò-
íûì ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ïîâòîðÿþùàÿñÿ èãðà "îðëÿíêà".

Óïðàæíåíèå 8.1. Ïîêàçàòü, ÷òî â èãðå Γ ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé î ïðå-
äûäóùèõ øàãàõ (ïðèìåð 8.3) íèæíåå è âåðõíåå çíà÷åíèÿ èãðû çàäàþòñÿ
ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

v = max
x1∈U1

min
y1∈V1

max
x2∈U2(x1,y1)

min
y2∈V2(x1,y1)

· · · max
xT∈UT (αT )

min
yT∈VT (βT )

F (xT , yT ),

v = min
y1∈V1

max
x1∈U1

min
y2∈V2(x1,y1)

max
x2∈U2(x1,y1)

· · · min
yT∈VT (βT )

max
xT∈UT (αT )

F (xT , yT ).

Óïðàæíåíèå 8.2. Íàéòè âåðõíåå è íèæíåå çíà÷åíèÿ èãðû èç ïðèìå-
ðà 8.2, ïðåäïîëàãàÿ ïîëíóþ èíôîðìèðîâàííîñòü èãðîêîâ î ïðåäûäóùèõ
øàãàõ.

Åñëè â èãðå Γ v < v, òî èãðîêè äîëæíû èñïîëüçîâàòü ñìåøàííûå
ñòðàòåãèè. Îãðàíè÷èìñÿ ïðèìåðàìè.

Ïðèìåð 8.4. Íàéäåì ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû èç ïðè-
ìåðà 8.2, ïðåäïîëàãàÿ ïîëíóþ èíôîðìèðîâàííîñòü èãðîêîâ î ïðåäûäó-
ùèõ øàãàõ. Íà âòîðîì øàãå çíà÷åíèÿ α, β èãðîêàì èçâåñòíû è âîçíèêàåò
ïîäûãðà ñ 2×2-ïîäìàòðèöåé (aij)i∈Mαj∈Nβ

ìàòðèöû A. Ïóñòü
(p0(α, β), q0(α, β), v(α, β)) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ óêàçàííîé
ïîäûãðû. Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ýòè ðåøåíèÿ ïðèâåäåíû ïðè âñåõ çíà÷å-
íèÿõ α è β.
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Òàáë. 8.1
α β p0(α, β) q0(α, β) v(α, β)
1 1 (5/7,2/7) (4/7,3/7) 29/7
1 2 (2/5,3/5) (4/5,1/5) 8/5
2 1 (1,0) (0,1) 2
2 2 (1,0) (1,0) 3

Íà ïåðâîì øàãå ïåðâûé èãðîê ñòðåìèòñÿ óâåëè÷èòü ñâîé îæèäàåìûé
âûèãðûø, ïîëó÷àåìûé íà âòîðîì øàãå, à âòîðîé èãðîê ñòðåìèòñÿ ýòîò
âûèãðûø óìåíüøèòü. Ïîýòîìó íà ïåðâîì øàãå èãðîêè ó÷àñòâóþò â èãðå
ñ ìàòðèöåé

(v(α, β))2×2 =

(
29/7 8/5

2 3

)
.

Ðåøåíèå ýòîé èãðû â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èìååò âèä

(p0, q0, v) = ((35/124, 89/124), (49/124, 75/124), 323/124).

Èòàê, ïåðâûé èãðîê äîëæåí âûáèðàòü α = 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 35/124, à
âòîðîé èãðîê äîëæåí âûáèðàòü β = 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 49/124. Çíà÷åíèå
èãðû Γ ðàâíî 323/124.

Ïðèìåð 8.5. Âåäóùèé òåëåâèçèîííîãî øîó ïðåäëàãàåò ó÷àñòíèêó ïî-
êàçàòü íà îäíó èç òðåõ çàêðûòûõ äâåðåé, çà êîòîðûìè ðàçìåùåíû "Ìåð-
ñåäåñ"è äâà êîçëà. Ïîñëå ýòîãî âåäóùèé îòêðûâàåò êàêóþ-ëèáî èç äâóõ
íåâûáðàííûõ äâåðåé, çà êîòîðîé íàõîäèòñÿ êîçåë, è âòîðè÷íî (øàã 2)
ïðåäëàãàåò ó÷àñòíèêó îòêðûòü îäíó èç îñòàâøèõñÿ äâåðåé. Åñëè çà äâå-
ðüþ ñòîèò "Ìåðñåäåñ", òî ó÷àñòíèê ïîëó÷àåò åãî â êà÷åñòâå ïðèçà, åñëè −
êîçåë, òî ó÷àñòíèê íè÷åãî íå ïîëó÷àåò. Ïóñòü âûèãðûø ó÷àñòíèêà ðàâåí
1 èëè 0 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ïîëó÷åí èì ïðèç èëè íåò. Íàéäåì îïòè-
ìàëüíûå ñòðàòåãèè ó÷àñòíèêà (ïåðâîãî èãðîêà) è âåäóùåãî øîó (âòîðîãî
èãðîêà), à òàêæå çíà÷åíèå èãðû.

Åñëè íà ïåðâîì øàãå ïåðâûé èãðîê ïîêàçàë íà äâåðü, çà êîòîðîé ñòîèò
êîçåë, òî ÿñíî, ÷òî íà âòîðîì øàãå îí äîëæåí îòêðûòü äðóãóþ äâåðü è
íàâåðíÿêà ïîëó÷èòü ïðèç. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè,
óêàæåì îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ p0 ïåðâîãî èãðîêà: íà ïåðâîì øàãå îí äîëæåí
âûáðàòü îäíó èç òðåõ äâåðåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3, à íà âòîðîì øàãå îò-
êðûâàòü äðóãóþ îñòàâøóþñÿ äâåðü.

Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ q0 âòîðîãî èãðîêà: îí äîëæåí ïîìåñòèòü "Ìåð-
ñåäåñ"çà îäíîé äâåðüþ èç òðåõ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3. Åñëè ïåðâûé èãðîê

83



ÃËÀÂÀ I. ÀÍÒÀÃÎÍÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÃÐÛ

ïîêàçàë íà äâåðü ñ "Ìåðñåäåñîì", òî âòîðîé èãðîê äîëæåí îòêðûòü îäíó
èç äâóõ äðóãèõ äâåðåé ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2.

Çíà÷åíèå èãðû ðàâíî 2/3.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè óêàçàííûõ ñòðàòåãèé ïðîâåðèì

óñëîâèå (∗). Ïðè ëþáîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà ïåðâûé èã-
ðîê, ïðèìåíÿÿ p0, ïîêàçûâàåò íà äâåðü ñ êîçëîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 2/3.
Íà âòîðîì øàãå îí óêàçûâàåò íà äðóãóþ äâåðü è âûèãðûâàåò ïðèç. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü âòîðîé èãðîê ïðèìåíÿåò ñòðàòåãèþ q0. Ïîêàæåì,
÷òî ïåðâûé èãðîê íå ìîæåò âûèãðàòü ïðèç ñ âåðîÿòíîñòüþ, áîëüøåé,
÷åì 2/3. Ðàññìîòðèì òèïè÷íóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ ïåðâîãî èãðîêà: ñíà-
÷àëà îí âûáèðàåò ïåðâóþ äâåðü, íà âòîðîì øàãå îí îòêðûâàåò âòîðóþ
äâåðü, åñëè âòîðîé èãðîê îòêðûë òðåòüþ è îòêðûâàåò ïåðâóþ äâåðü, åñ-
ëè âòîðîé èãðîê îòêðûë âòîðóþ. Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòè
åãî âûèãðûøà ïðè ðàçìåùåíèÿõ ÌÊÊ, ÊÌÊ è ÊÊÌ ðàâíû 1/6, 1/3 è
0 ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ îáåñïå÷èâàåò
âûèãðûø ïðèçà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Åñëè íà âòîðîì øàãå ïåðâûé èãðîê
óêàçûâàåò íå íà ïåðâóþ äâåðü, òî âûèãðûø ïðèçà (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå)
óâåëè÷èâàåòñÿ äî 2/3.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ìû îáîøëèñü áåç ïîëíîãî îïèñàíèÿ
ìíîæåñòâ ñòðàòåãèé èãðîêîâ è ìàòðèöû èãðû. Ýòî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
âåñüìà íåïðîñòóþ çàäà÷ó, åñëè ðàññìîòðåòü îáîáùåíèå èãðû íà ñëó÷àé,
êîãäà èìååòñÿ n äâåðåé, çà êîòîðûìè ðàñïîëàãàþòñÿ îäèí "Ìåðñåäåñ"è
n− 1 êîçåë. Èãðà ïðîèñõîäèò â òå÷åíèå n− 1 øàãîâ. Íà êàæäîì èç ïåð-
âûõ n − 2 øàãîâ ó÷àñòíèê ïîêàçûâàåò íà êàêóþ-ëèáî çàêðûòóþ äâåðü,
à âåäóùèé îòêðûâàåò äðóãóþ äâåðü, çà êîòîðîé ñòîèò êîçåë. Íà øàãå
n−1 âñå ïðîèñõîäèò òàê æå, êàê è ïðè n = 3. Çíà÷åíèå èãðû çäåñü ðàâíî
(n− 1)/n. Äîêàæèòå îïòèìàëüíîñòü ñëåäóþùåé ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðî-
êà. Ñ ðàâíîé âåðîÿòíîñòüþ 1/n îí âûáèðàåò îäíó èç äâåðåé, íà êîòîðóþ
ïîêàçûâàåò â òå÷åíèå ïåðâûõ n− 2 øàãîâ. Íà ïîñëåäíåì (n− 1)-ì øàãå,
êîãäà îñòàíóòñÿ äâå çàêðûòûå äâåðè, îí îòêðûâàåò äðóãóþ äâåðü.

Ïóñòü ìíîãîøàãîâàÿ èãðà çàäàíà â ïîçèöèîííîé ôîðìå. Òîãäà èíôîð-
ìèðîâàííîñòü èãðîêîâ çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Èíôîðìàöèîííûì ìíîæåñòâîì èãðîêà íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âåðøèí äåðåâà èãðû, â êîòîðûõ î÷åðåäü õîäà ïðèíàäëåæèò äàí-
íîìó èãðîêó è èìååòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî àëüòåðíàòèâ. Èãðîê çíàåò, ÷òî
ïîçèöèÿ èãðû ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç âåðøèí èíôîðìàöèîííîãî ìíîæå-
ñòâà, íî íå çíàåò êàêîé èìåííî. Íà èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî íàêëà-
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äûâàåòñÿ ñëåäóþùåå îãðàíè÷åíèå: îíî íå ìîæåò ñîäåðæàòü äâóõ âåðøèí
ëåæàùèõ íà îäíîì ïóòè, âåäóùèì èç íà÷àëüíîé âåðøèíû â ôèíàëüíóþ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà ïåðâîãî èãðîêà
I1, ..., Ik ïðîíóìåðîâàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè êàêàÿ-òî âåðøèíà ìíî-
æåñòâà Ii ðåàëèçóåòñÿ â èãðå ðàíüøå íåêîòîðîé âåðøèíû ìíîæåñòâà Ij,
òî i < j. Âñå èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà âòîðîãî èãðîêà J1, ..., Jl ïðî-
íóìåðîâàíû àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.

Ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x = (x1, ..., xk) ∈ X, ãäå xi
− ëèáî àëüòåðíàòèâà, âûáèðàåìàÿ èãðîêîì â ìíîæåñòâå Ii, ëèáî xi = ∗.
Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âûáîð àëüòåðíàòèâ x1, ..., xi−1 ãàðàíòèðóåò, ÷òî
â èãðå çàâåäîìî íå áóäåò ðåàëèçîâàíà íèêàêàÿ âåðøèíà èç ìíîæåñòâà
Ii. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ñòðàòåãèè y = (y1, ..., yl) ∈ Y
âòîðîãî èãðîêà.

Îòìåòèì, ÷òî â èãðå ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ ïîçèöèè ñëó÷àÿ. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî â íåêîòîðûõ âåðøèíàõ äåðåâà èãðû âûáîð àëüòåðíàòèâû íå
ïðèíàäëåæèò èãðîêàì, à îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ èçâåñò-
íûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ïðèìåð íèæå). Òîãäà ïðè âûáðàííûõ
ñòðàòåãèÿõ èãðîêîâ x è y âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà, îïðåäåëÿåìûé ïî
ôèíàëüíîé âåðøèíå, áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé è çíà÷åíèå F (x, y) ñëå-
äóåò îïðåäåëèòü êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ýòîãî âûèãðûøà. Òàêèì
îáðàçîì, ìû ñâåëè ïîçèöèîííóþ ôîðìó èãðû ê íîðìàëüíîé ôîðìå.

Ïðèìåð 8.6. Èãðà "ïîêåð". Êîëîäà ñîñòîèò èç äâóõ êàðò: ñòàðøåé (ñ) è
ìëàäøåé (ì). Èãðîêàì ñäàåòñÿ ïî îäíîé êàðòå ðóáàøêîé ââåðõ. Ïåðâûé
èãðîê áåðåò ñâîþ êàðòó è èìååò äâå àëüòåðíàòèâû: ëèáî ïàñîâàòü (ï),
âûïëà÷èâàÿ âòîðîìó èãðîêó ñóììó a > 0, ëèáî óâåëè÷èâàòü ñòàâêó (ó)
äî ñóììû b > a. Åñëè ïåðâûé èãðîê óâåëè÷èâàåò, òî âòîðîé èãðîê, íå
çíàÿ ðàñêëàäà êàðò, ìîæåò ëèáî ïàñîâàòü, âûïëà÷èâàÿ ïåðâîìó a, ëèáî
óâåëè÷èâàòü ñòàâêó äî b. Åñëè îáà èãðîêà óâåëè÷èâàþò ñòàâêó, òî êàðòû
îòêðûâàþòñÿ è èãðîê ñî ñòàðøåé êàðòîé ïîëó÷àåò ñóììó b îò ïàðòíåðà.
Íà ðèñ. 8.2 èçîáðàæåíî äåðåâî èãðû.
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Ðèñ. 8.2

Ïåðâûé èãðîê èìååò äâà èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâà, îòâå÷àþùèõ
äâóì ðàâíîâåðîÿòíûì ðàñêëàäàì êàðò. Ïîýòîìó ó ïåðâîãî èãðîêà ÷åòûðå
ñòðàòåãèè: (ï,ï),(ï,ó),(ó,ï),(ó,ó). Âòîðîé èãðîê íå çíàåò ðàñêëàäà êàðò. Îí
èìååò åäèíñòâåííîå èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî è äâå ñòðàòåãèè: ï è ó.
Ìàòðèöà èãðû â íîðìàëüíîé ôîðìå èìååò âèä

A =


ï ó

(ï,ï) −a −a
(ï,ó) 1

2
(−a) + 1

2
a 1

2
(−a) + 1

2
(−b)

(ó,ï) 1
2
a+ 1

2
(−a) 1

2
b+ 1

2
(−a)

(ó,ó) 1
2
a+ 1

2
a 1

2
b+ 1

2
(−b)

 =


−a −a
0 −a+b

2

0 b−a
2

a 0

 .

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òðåòüÿ ñòðîêà ìàòðèöû äîìèíèðóåò ïåðâóþ è âòî-
ðóþ ñòðîêè. Âû÷åðêèâàÿ èõ è ðåøàÿ èãðó ñ 2×2-ìàòðèöåé, ïîëó÷èì ðå-
øåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

p0 =

(
0, 0,

2a

b+ a
,
b− a

b+ a

)
, q0 =

(
b− a

b+ a
,

2a

b+ a

)
, v =

a(b− a)

b+ a
.

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå b/a, òåì ñ áîëüøåé âå-
ðîÿòíîñòüþ ïåðâûé èãðîê äîëæåí áëåôîâàòü (óâåëè÷èâàòü íà ìëàäøåé
êàðòå), à âòîðîé − åìó íå âåðèòü (ïàñîâàòü).
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Êîììåíòàðèé è áèáëèîãðàôèÿ ê ãëàâå I

� 2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè àíòàãîíèñòè÷åñêèõ èãð áûëè ââåäåíû
Ý.Áîðåëåì (ñì. àíãëèéñêèé ïåðåâîä [15] òðåõ åãî ðàáîò 1920-õ ãîäîâ).
Òåðìèí "ôèçè÷åñêàÿ ñìåñü ñòðàòåãèé"èñïîëüçîâàëà Å.Ñ. Âåíòöåëü â [29].
Ïðèìåð 3.2 âçÿò èç êíèãè Ã.Í. Äþáèíà è Â.Ã. Ñóçäàëÿ [46]. Åùå îäèí
ïðèìåð 9.7 èñïîëüçîâàíèÿ "ôèçè÷åñêîé ñìåñè ñòðàòåãèé"â áèìàòðè÷íîé
èãðå ñì. âî âòîðîé ãëàâå. Îñíîâû òåîðèè ïîëåçíîñòè çàëîæåíû â ôóíäà-
ìåíòàëüíîì òðóäå Äæ. ôîí Íåéìàíà è Î. Ìîðãåíøòåðíà [72]. Î ìåòîäàõ
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ïîëåçíîñòè ñì. [49].

Èíòåðåñíî ïðîàíàëèçèðîâàòü ïîâåäåíèå ïåðâîãî èãðîêà, èñïîëüçóþ-
ùåãî îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ (a/(1 + a), 1/(1 + a)) â èãðå ñ

ìàòðèöåé ïîëåçíîñòåé A =

(
1 0
0 a

)
ïðèìåðà 3.4, â çàâèñèìîñòè îò åãî

îòíîøåíèÿ ê ðèñêó. ×åì áîëåå îñòîðîæåí èãðîê (ñ ðîñòîì ïîëåçíîñòè a),
òåì áëèæå åãî ñòðàòåãèÿ ê (1/2, 1/2). Àçàðòíûé èãðîê âûáèðàåò ÷èñòóþ
âòîðóþ ñòðàòåãèþ ñ òåì áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ, ÷åì ìåíüøå çíà÷åíèå a.
Ñõîäíîå ïîâåäåíèå ìû íàáëþäàëè ó ìèëèöèîíåðà â ïðèìåðå 4.4.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà â êíèãå Äæ. ôîí Íåéìàíà è Î. Ìîðãåíøòåð-
íà [72]. Òåîðåìà 2.2 ïîëó÷åíà Ì. Øèôìàíîì [104] â õîäå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 2.3. Ïðèìåð 2.5 áûë ñîîáùåí àâòîðó Ñ.À. Àøìàíîâûì. Àíàëî-
ãè÷íûé ïðèìåð ñì. â [6] (ñ.237). Òåîðåìà 2.3 äîêàçàíà Ñ. Êàêóòàíè [47]
ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ë. Áðàóýðà î íåïîäâèæíîé òî÷êå.
Îäíàêî îíà âûòåêàåò èç ïîëó÷åííîãî ÷åòûðüìÿ ãîäàìè ðàíüøå ñëåäóþ-
ùåãî ðåçóëüòàòà [74].

Òåîðåìà (Äæ. ôîí Íåéìàí). Ïóñòü X ⊂ Em è Y ⊂ En − âû-
ïóêëûå êîìïàêòû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à êîìïàêòû U, V ⊂ X × Y
óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ x ∈ X è y ∈ Y ìíîæå-
ñòâà Y (x) = {y ∈ Y | (x, y) ∈ V } è X(y) = {x ∈ X | (x, y) ∈ U} ÿâëÿþòñÿ
íåïóñòûìè âûïóêëûìè êîìïàêòàìè. Òîãäà U ∩ V 6= ∅.

Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2.3

X(y) = Arg max
x∈X

F (x, y), U = {(x, y) ∈ X × Y | x ∈ X(y)},

Y (x) = Arg min
y∈Y

F (x, y), V = {(x, y) ∈ X × Y | y ∈ Y (x)},

ïîëó÷èì, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà (x0, y0) ∈ U ∩ V − ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíê-
öèè F (x, y). Ïîýòîìó òåîðåìó 2.3 îáû÷íî ñâÿçûâàþò ñ èìåíåì Äæ. ôîí
Íåéìàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâà Ñ. Êàêóòàíè è Ì. Øèôìàíà òåîðåìû 2.3 ìîæíî ïðî-
÷åñòü â êíèãå Ñ. Êàðëèíà [48].

� 3. Ñ òåîðèåé èíòåãðàëà Ñòèëòüåñà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî ó÷åáíèêó
À.Í. Êîëìîãîðîâà è Ñ.Â. Ôîìèíà [50]. Îñíîâíàÿ òåîðåìà ìàòðè÷íûõ èãð
(òåîðåìà 3.1) áûëà äîêàçàíà Äæ.ôîí Íåéìàíîì â 1928 ãîäó [73] ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ðàçìåðàì ìàòðèöû èãðû. Ðàíåå Ý. Áîðåëü
[15] ïðîäåìîíñòðèðîâàë åå ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ êîñîñèììåòðè÷åñêîé 3×3-
ìàòðèöû. Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 ïðèíàäëåæèò Ñ. Êà-
êóòàíè [47]. Òåîðåìà 3.2 îáúåäèíÿåò äâå òåîðåìû Ý. Õåëëè ([50]). Îñíîâ-
íàÿ òåîðåìà íåïðåðûâíûõ èãð (òåîðåìà 3.3) áûëà äîêàçàíà Æ. Âèëëåì
[30].

� 4. Ñâîéñòâà ðåøåíèé â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ìàòðè÷íûõ è íåïðå-
ðûâíûõ èãð èçëàãàþòñÿ â áîëüøèíñòâå êíèã ïî òåîðèè èãð (ñì., íàïðè-
ìåð, [45, 63]). Ïðèìåð 4.2 ïðèíàäëåæèò Ý. Áîðåëþ [16]. Îí òàêæå ðàñ-
ñìàòðèâàë äèñêðåòíûé âàðèàíò èãðû ñ A = 7, êîòîðîìó äàë ñëåäóþùóþ
èíòåðïðåòàöèþ. Èãðîêè íàáèðàþò ïî ñåìü êàðò. Êàæäàÿ êàðòà ìîæåò
áûòü îäíîé èç òðåõ ìàñòåé (ñîäåðæàùèõ ïî 14 êàðò): òðåôû, áóáíû èëè
÷åðâû. Ïåðâûé èãðîê ïîáåæäàåò, åñëè â êàæäîé èç êàêèõ-ëèáî äâóõ ìà-
ñòåé îí èìååò áîëüøå êàðò, ÷åì ïðîòèâíèê. Î äðóãèõ ðåøåíèÿõ ýòîé èãðû
ñì. [78].

Âûðàâíèâàþùèå ñòðàòåãèè âïåðâûå èñïîëüçîâàë Ý. Áîðåëü [15] äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû ñ
êîñîñèììåòðè÷åñêîé 3×3-ìàòðèöåé. Èãðû ñ äèàãîíàëüíûìè è öèêëè÷å-
ñêèìè ìàòðèöàìè, à òàêæå íåêîòîðûå èõ îáîáùåíèÿ ñì. â [48].

� 5. Ïîíÿòèÿ äîìèíèðîâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ â ìàòðè÷íûõ èãðàõ
èñïîëüçîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Â ôîðìå òåîðåì îíè, ïî-âèäèìîìó,
âïåðâûå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû Ì. Äðåøåðîì â 1951 ãîäó â îò÷åòå êîð-
ïîðàöèè ÐÝÍÄ (ñì. åãî êíèãó [45]). Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ðåøåíèÿ èãð ñ
2× 2-ìàòðèöàìè èñïîëüçîâàë åùå Ý. Áîðåëü. Áîëåå îáùèé ìåòîä "äâîé-
íîãî îïèñàíèÿ"ñì. â ðàáîòå [70]. Ýêâèâàëåíòíîñòü ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé
èãðû çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà Ã.
Äàíöèãîì [43]. Òåîðåìà 5.2 î êðàéíèõ îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ äîêàçàíà Ë.Ñ. Øåïëè è Ð. Ñíîó [101].

Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîé èãðû áûë ñôîðìóëèðîâàí
Ã. Áðàóíîì â [17]. Ñõîäèìîñòü ïðîöåññà Áðàóíà äîêàçàíà Äæóëèåé Ðî-
áèíñîí [84]. Îíà èñïîëüçîâàëà áîëåå îáùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñ íåíó-
ëåâûìè íà÷àëüíûìè âåêòîðàìè c(0) è d(0), íàçûâàåìûé â ëèòåðàòóðå
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ïðîöåññîì Áðàóíà-Ðîáèíñîí. Îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè O(k−
1

m+n−2 )
áûëà ïîëó÷åíà Ã.Í. Øàïèðî â [100]. Ìîäèôèêàöèÿ óñëîâèÿ îñòàíîâêè
ïî ìåòîäó Áðàóíà áûëà ïðåäëîæåíà Þ.Á. Ãåðìåéåðîì â [36]. Î äðóãèõ
èãðîâûõ ïðîöåññàõ òèïà Áðàóíà-Ðîáèíñîí ñì. [8].

� 6. Òåîðåìà 6.1 î ïåðåñå÷åíèè âûïóêëûõ êîìïàêòîâ åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà áûëà îòêðûòà Ý. Õåëëè â 1913 ãîäó è ñîîáùåíà È. Ðàäîíó,
îïóáëèêîâàâøåìó åå äîêàçàòåëüñòâî â [83] êàê ñëåäñòâèå ñîáñòâåííûõ ðå-
çóëüòàòîâ. Ãåîìåòðè÷åñêîå (è áîëåå íàãëÿäíîå) äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà áûëî îïóáëèêî-
âàíî Ý. Õåëëè â [94]. Ìíîãî÷èñëåííûå îáîáùåíèÿ è ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû
Õåëëè ñì. â [42].

Ñòðóêòóðà ðåøåíèé â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãð ñ âîãíóòûìè è âû-
ïóêëûìè âûèãðûøàìè óñòàíîâëåíà Õ.Ô. Áîíåíáëàñòîì, Ñ. Êàðëèíîì è
Ë.Ñ. Øåïëè â [12]. Ïðèâîäèìûå çäåñü êîíñòðóêòèâíûå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåì 6.2 è 6.3 ïðèíàäëåæàò Ý.Ã. Äàâûäîâó [41], êîòîðûé îïèðàëñÿ íà
ðåçóëüòàò 1938 ãîäà Ë.Ã. Øíèðåëüìàíà [106], ïðèäàâ åìó ñîâðåìåííûé
âèä 1.

Îñíîâû òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ðåøåíèé áûëè çàëîæåíû À. Âàëüäîì
[21] (ñì. òàêæå [11, 20]), ãäå, â ÷àñòíîñòè, ââåäåíà ôóíêöèÿ ðèñêà. Ñ
ïðèëîæåíèÿìè òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêèõ èãð ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [40].
Ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷å-
íà Äæ. Õîäæåñîì è Å. Ëåìàíîì [96], à àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ìàòåìàòè-
÷åñêîãî îæèäàíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîé äèñïåðñèè
ïîëó÷åíà È. Âîëüôîâèöåì [33].

� 7. Ìîäåëü "íàïàäåíèå-îáîðîíà"îïðåäåëåíà è èçó÷åíà Þ.Á. Ãåðìåéå-
ðîì [36]. Îíà ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ìîäåëè Î. Ãðîññà, â êîòîðîé ôóíê-

öèÿ âûèãðûøà íàïàäåíèÿ èìååò âèä F (x, y) =
n∑
i=1

ki max[xi − yi, 0], à ki

èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû âàæíîñòè ïóíêòîâ. Â.À. Ãîðåëèê
ïðåäëîæèë ñõîäíóþ èãðîâóþ ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà áåíçèíà [39].

Ïðèâîäèìûå çäåñü øóìíàÿ è áåñøóìíàÿ ìîäåëè äóýëåé èññëåäîâàíû
Þ.Á. Ãåðìåéåðîì [36]. Â êëàññè÷åñêèõ ìîäåëÿõ [48] F (x, y) ïîëó÷àåòñÿ
îñðåäíåíèåì ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå 1, åñëè óáèò âòîðîé äó-
ýëÿíò, à ïåðâûé îñòàëñÿ æèâ, çíà÷åíèå −1, åñëè óáèò ïåðâûé äóýëÿíò,
à âòîðîé îñòàëñÿ æèâ è çíà÷åíèå 0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ (îáà äóýëÿíòà

1Øíèðåëüìàí äîêàçàë òåîðåìó 6.2 â òåðìèíàõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, íå èñïîëüçóÿ
ïîíÿòèå âîãíóòîé ôóíêöèè.
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æèâû èëè îáà óáèòû). Ìåòîäû ðåøåíèÿ èãð ñ âûáîðîì ìîìåíòà âðå-
ìåíè (äóýëüíîãî òèïà), îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíûõ è
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ñì. â [9, 48].

� 8. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ìíîãîøàãîâîé èãðû ñ ïîëíîé èí-
ôîðìàöèåé ñ öåëüþ ïðèìåíåíèÿ ê øàõìàòíîé èãðå äîêàçàíà Ý.Öåðìåëî
â 1912 ãîäó [97]. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîçèöèîííûõ èãð îïðåäåëåíû
Äæ. ôîí Íåéìàíîì è Î. Ìîðãåíøòåðíîì â [72]. Ïîëíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ
ýòèõ èãð ïðîâåäåíà Ã.Ó. Êóíîì [58]. Ïðèìåð 8.5 áûë ñîîáùåí àâòîðó
Í.Ì. Íîâèêîâîé. Ïðèìåð 8.6 ïðîñòåéøåé ìîäåëè ïîêåðà ïðèíàäëåæèò
Ý. Áîðåëþ [16].
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��9. Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðàõ äâóõ ëèö

Ïîíÿòèå àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû ìîæíî çíà÷èòåëüíî ðàñøèðèòü. Â
èãðå äâóõ ëèö èíòåðåñû èãðîêîâ íåîáÿçàòåëüíî áûâàþò ïðîòèâîïîëîæ-
íûìè. Ðàññìàòðèâàþò è èãðû ìíîãèõ ëèö. Èì ïîñâÿùåíà òðåòüÿ ãëàâà.

Îïðåäåëèì èãðó äâóõ ëèö. Ïóñòü ïåðâûé èãðîê èìååò â ñâîåì ðàñ-
ïîðÿæåíèè ñòðàòåãèè x èç ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé X, à âòîðîé èãðîê −
ñòðàòåãèè y èç ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé Y. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èãðó â íîð-
ìàëüíîé ôîðìå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé èç èãðîêîâ âûáèðàåò ñòðà-
òåãèþ, íå çíàÿ âûáîðà ïàðòíåðà. Ïàðó ñòðàòåãèé (x, y) áóäåì íàçûâàòü
ñèòóàöèåé. Ó ïåðâîãî èãðîêà èìååòñÿ ôóíêöèÿ âûèãðûøà F (x, y), à ó
âòîðîãî − ôóíêöèÿ âûèãðûøà G(x, y), îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâå âñåõ
ñèòóàöèé X × Y. Êàæäûé èãðîê ñòðåìèòñÿ, ïî âîçìîæíîñòè, ìàêñèìè-
çèðîâàòü ñâîþ ôóíêöèþ âûèãðûøà. Òàêèì îáðàçîì, èãðà äâóõ ëèö â
íîðìàëüíîé ôîðìå çàäàåòñÿ íàáîðîì Γ =

〈
X, Y, F (x, y), G(x, y)

〉
.

Â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ïîíÿòèå ðåøåíèÿ ìû ñâÿçûâàëè ñ ñåäëîâîé
òî÷êîé ôóíêöèè âûèãðûøà ïåðâîãî èãðîêà. Â ïðîèçâîëüíîé èãðå äâóõ
ëèö àíàëîãîì ñåäëîâîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ (x0, y0) íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ (ðàâ-
íîâåñèåì ïî Íýøó) èãðû Γ, åñëè

max
x∈X

F (x, y0) = F (x0, y0), max
y∈Y

G(x0, y) = G(x0, y0).

Ñòðàòåãèè x0 è y0, ñîñòàâëÿþùèå ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ, áóäåì íàçûâàòü
ðàâíîâåñíûìè. Åñëè îáà èãðîêà ïðèäåðæèâàþòñÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ,
òî îäíîìó èãðîêó îò íåå íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ.

Óïðàæíåíèå 9.1. Åñëè F (x, y) ≡ −G(x, y), òî èãðà Γ − àíòàãîíèñòè-
÷åñêàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ −
ýòî ñåäëîâûå òî÷êè ôóíêöèè F (x, y) íà X × Y.

Îáñóäèì, êàê ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ñ òî÷-
êè çðåíèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Â òåîðèè èãð, êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ
òåîðèÿõ, ìîæíî âûäåëèòü äâà ïîäõîäà: íîðìàòèâíûé è ïîçèòèâíûé.
Íîðìàòèâíûé ïîäõîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåîðèÿ äàåò ðåêîìåíäàöèè, êàê
ñëåäóåò äåéñòâîâàòü â òîé èëè èíîé êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè. À ïðè ïîçè-
òèâíîì ïîäõîäå òåîðèÿ ïûòàåòñÿ îïèñàòü, êàê íà ñàìîì äåëå ïðîèñõîäèò
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âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó èãðîêàìè. Èçíà÷àëüíî òåîðèÿ èãð ðàçâèâàëàñü
êàê íîðìàòèâíàÿ. È ñåé÷àñ ìû îáñóäèì ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó
èìåííî ñ òàêîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â êîíôëèêòíîé ñèòóàöèè,
îïèñûâàåìîé èãðîé â íîðìàëüíîé ôîðìå, êàæäîìó ó÷àñòíèêó ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü ñòðàòåãèþ, êîòîðàÿ âõîäèò â ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Ïîçè-
òèâíûé ïîäõîä îáñóæäàåòñÿ â êîíöå � 10.

Ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ïðîèçâîëüíîé èãðå äâóõ ëèö ìîæåò íå îáëà-
äàòü òåìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå õàðàêòåðíû äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè àíòàãî-
íèñòè÷åñêîé èãðû.

Â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå, èìåþùåé ðåøåíèå, êîìïîíåíòû ñåäëîâîé
òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìèííîé è ìèíèìàêñíîé ñòðàòåãèÿìè èãðîêîâ è,
íàîáîðîò, ëþáàÿ ïàðà òàêèõ ñòðàòåãèé îáðàçóåò ñåäëîâóþ òî÷êó. Òàêèì
îáðàçîì, â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ïðèíöèï ðàâíîâåñèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ
ïðèíöèïîì îïòèìèçàöèè èãðîêàìè ñâîèõ ãàðàíòèðîâàííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Êðîìå òîãî, âî âñåõ ñåäëîâûõ òî÷êàõ âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà îäèí è
òîò æå è ðàâåí çíà÷åíèþ èãðû. Ê ñîæàëåíèþ, â îáùåì ñëó÷àå ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ íå îáëàäàþò óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè. Óáåäèìñÿ â ýòîì íà
ïðèìåðàõ. Ïðåäâàðèòåëüíî ââåäåì ïîíÿòèå áèìàòðè÷íîé èãðû.

Îïðåäåëåíèå. Èãðà äâóõ ëèö Γ íàçûâàåòñÿ áèìàòðè÷íîé, åñëè ìíîæå-
ñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ êîíå÷íû:

X = {1, ...,m}, Y = {1, ..., n}.
Çäåñü i ∈ X, j ∈ Y − ñòðàòåãèè ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ. Âûèãðûøè
èãðîêîâ çàäàþòñÿ äâóìÿ ìàòðèöàìè

A = (F (i, j))m×n = (aij)m×n, B = (G(i, j))m×n = (bij)m×n.

Çàïèøåì îïðåäåëåíèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â îáîçíà÷åíèÿõ áèìàò-
ðè÷íîé èãðû.

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ (i0, j0) áèìàòðè÷íîé èãðû Γ íàçûâàåòñÿ ñèòó-
àöèåé ðàâíîâåñèÿ (ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó), åñëè

aij0 ≤ ai0j0 , i = 1, ...,m, bi0j ≤ bi0j0 , j = 1, ..., n.

Âñåãäà ëè â èãðå äâóõ ëèö ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ? Â îáùåì
ñëó÷àå îòâåò − îòðèöàòåëüíûé, ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, â àíòàãîíèñòè÷å-
ñêîé èãðå íå âñåãäà ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðû, íå èìåþùåé ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ.
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Ïðèìåð 9.1. Ïîêóïàòåëü (èãðîê 2) ïðèõîäèò íà ðûíîê çà ÿáëîêàìè.
Ïðîäàâåö, òîðãóþùèé ÿáëîêàìè (èãðîê 1), èñïîëüçóåò ïðóæèííûå âåñû.
Ó íåãî åñòü äâå ñòðàòåãèè:

1) ÷åñòíî âçâåñèòü 1 êã ÿáëîê;
2) ïîäêðóòèòü ïðóæèíêó è îáâåñèòü ïîêóïàòåëÿ íà 200 ãðàìì.

Íàçîâåì ýòè ñòðàòåãèè "÷åñòíîñòü"è "îáìàí"ñîîòâåòñòâåííî.
Ïîêóïàòåëü òàêæå èìååò äâå ñòðàòåãèè:
1) ïîâåðèâ ïðîäàâöó, çàïëàòèòü äåíüãè è óéòè;
2) âçâåñèòü êóïëåííûå ÿáëîêè íà êîíòðîëüíûõ âåñàõ è â ñëó÷àå îá-

íàðóæåíèÿ îáìàíà çâàòü êîãî-òî è äîêàçûâàòü, ÷òî åãî îáâåñèëè.
Íàçîâåì ýòè ñòðàòåãèè "ïîâåðèòü"è "ïðîâåðèòü"ñîîòâåòñòâåííî.

Îïðåäåëèì âûèãðûøè ïðîäàâöà è ïîêóïàòåëÿ â êàæäîé ñèòóàöèè:
à) Ïðîäàâåö ÷åñòíî âçâåñèë, à ïîêóïàòåëü åìó ïîâåðèë. Ñîîòâåòñòâó-

þùèå âûèãðûøè îáîèõ, ðàâíûå 0, âûáåðåì â êà÷åñòâå íà÷àëà îòñ÷åòà.
á) Ïðîäàâåö îáìàíóë, à ïîêóïàòåëü åìó ïîâåðèë. Âûèãðûø ïðîäàâöà

ðàâåí 1, òàê êàê îí ïîëó÷èë äîïîëíèòåëüíóþ ïðèáûëü. Âûèãðûø ïîêó-
ïàòåëÿ ðàâåí −1, ïîñêîëüêó îí ïîëó÷èë ìåíüøå ÿáëîê.

â) Ïðîäàâåö ÷åñòíî âçâåñèë, à ïîêóïàòåëü åãî ïðîâåðèë. Âûèãðûø
ïðîäàâöà ðàâåí 0. Âûèãðûø ïîêóïàòåëÿ ðàâåí −1/2: îí, âî-ïåðâûõ, çðÿ
ïîòðàòèë âðåìÿ, à, âî-âòîðûõ, ãëóïî ñåáÿ ÷óâñòâóåò.

ã) Ïðîäàâåö îáìàíóë, à ïîêóïàòåëü åãî ïðîâåðèë. Âûèãðûø ïðîäàâ-
öà ðàâåí −1, òàê êàê îáíàðóæåíèå îáìàíà ãðîçèò åìó îïðåäåëåííûìè
íåïðèÿòíîñòÿìè (íàïðèìåð, åãî ìîãóò ëèøèòü ëèöåíçèè íà òîðãîâëþ íà
ýòîì ðûíêå). Âûèãðûø ïîêóïàòåëÿ ðàâåí 1/2, òàê êàê, âî-ïåðâûõ, åìó
âîçìåñòèëè îáâåñ, à, âî-âòîðûõ, îí èñïûòûâàåò ìîðàëüíîå óäîâëåòâîðå-
íèå îò ðàçîáëà÷åíèÿ îáìàíùèêà.

Ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà:

A =

( ïîâ ïðîâ
÷åñòí 0 0
îáìàí 1 −1

)
, B =

( ïîâ ïðîâ
÷åñòí 0 −1/2
îáìàí −1 1/2

)
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî çäåñü íåò ðàâíîâåñèé ïî Íýøó.
Â ïðèâåäåííîì ïðèìåðå ýëåìåíòû ìàòðèö A è B óäîâëåòâîðÿþò ñëå-

äóþùèì íåðàâåíñòâàì:a11 a12

∧ ∨
a21 a22

 ,

b11 > b12

b21 < b22

 .
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Óïðàæíåíèå 9.2. Ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ýëåìåíòû â ìàòðèöàõ âûèãðû-
øåé èãðîêîâ ñâÿçàíû òàêèìè ñîîòíîøåíèÿìè, òî â èãðå íå ñóùåñòâóåò
ðàâíîâåñèé ïî Íýøó.

Èãðû, ïîäîáíûå ïðèìåðó 9.1, ðàñïðîñòðàíåíû â ìîäåëÿõ, îïèñûâàþ-
ùèõ ýêîíîìè÷åñêèå è ýêîëîãè÷åñêèå âçàèìîäåéñòâèÿ. Ðàññìîòðèì ïðè-
ìåð èãðû, èìåþùåé äâå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 9.2. Èãðà "ñåìåéíûé ñïîð":

A =

(ô ò
ô 1 0
ò 0 2

)
, B =

(ô ò
ô 2 0
ò 0 1

)
.

Èíòåðïðåòàöèÿ. Æåíà è ìóæ (ïåðâûé è âòîðîé èãðîêè) îáñóæäàþò âî-
ïðîñ, êóäà ïîéòè ðàçâëå÷üñÿ: íà ôóòáîë (ñòðàòåãèÿ 1 ) èëè â òåàòð (ñòðà-
òåãèÿ 2). Åñëè èäóò íà ôóòáîë, òî æåíà ïîëó÷àåò 1 åäèíèöó, à ìóæ −
2 åäèíèöû "óäîâîëüñòâèÿ."Åñëè èäóò â òåàòð, òî âûèãðûø æåíû − 2,
à ìóæà − 1. Åñëè îáà èäóò â ðàçíûå ìåñòà, òî âûèãðûøè èãðîêîâ −
íóëåâûå.

Â èãðå ñóùåñòâóåò äâå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ: (1,1) è (2,2). Ïåðâàÿ èç
íèõ ïðåäïî÷òèòåëüíåé âòîðîìó èãðîêó, à âòîðàÿ − ïåðâîìó. Åñëè èãðîêè
áóäóò äåéñòâîâàòü íåçàâèñèìî, òî ïåðâûé âûáåðåò ñòðàòåãèþ 2, à âòîðîé
− ñòðàòåãèþ 1. Â ðåçóëüòàòå îáà ïîëó÷àò ïî íóëþ. Ïðèìåð 9.2 ïîêàçûâà-
åò, ÷òî íåîáõîäèì êàêîé-òî ìåõàíèçì êîîðäèíàöèè ïðè âûáîðå ñòðàòåãèè,
åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàâíîâåñèé ïî Íýøó. Ïîýòîìó èãðû, ïîäîáíûå
ïðèìåðó 9.2, íàçûâàþò òàêæå "èãðàìè íà êîîðäèíàöèþ".

Èñïîëüçîâàíèå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ íà ïðàêòèêå ÷àñòî ñâÿçûâàåòñÿ
ñî ñëåäóþùèì ñöåíàðèåì ïîâåäåíèÿ èãðîêîâ. Îíè ñíà÷àëà äîëæíû äîãî-
âîðèòüñÿ î ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, çàòåì âñÿêèå ïåðåãîâîðû çàïðåùàþòñÿ
è èãðîêè íåçàâèñèìî âûáèðàþò ñâîè ñòðàòåãèè, âîçìîæíî íàðóøàÿ ïðè-
íÿòîå ñîãëàøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî îäíîìó èãðîêó áóäåò íåâûãîäíî îòêëî-
íÿòüñÿ îò ñâîåé ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè. Åñëè èãðîêè ïðèäåðæèâàþòñÿ â
èãðå òàêîãî ñöåíàðèÿ ïîâåäåíèÿ, òî èãðà Γ íàçûâàåòñÿ áåñêîàëèöèîííîé.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð "èãðû íà êîîðäèíàöèþ".

Ïðèìåð 9.3. Èãðîêàìè ÿâëÿþòñÿ äâà âîäèòåëÿ, êîòîðûì íàäî ïðî-
åõàòü ÷åðåç ïåðåêðåñòîê, ê êîòîðîìó îíè ïîäúåõàëè îäíîâðåìåííî. Åñòü
äâå ñòðàòåãèè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðåêðåñòêà: èñïîëüçîâàòü "ïðàâèëî ïðàâîé
ðóêè", ñîãëàñíî êîòîðîìó âîäèòåëü äîëæåí ïðîïóñòèòü ïîìåõó ñïðàâà
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(ñòðàòåãèÿ 1), èëè "ïðàâèëî ëåâîé ðóêè", ñîãëàñíî êîòîðîìó âîäèòåëü
äîëæåí ïðîïóñòèòü ïîìåõó ñëåâà (ñòðàòåãèÿ 2). Åñëè îáà âîäèòåëÿ ïðè-
äåðæèâàþòñÿ îäíîãî ïðàâèëà, òî îíè óñïåøíî ðàçúåäóòñÿ, íî åñëè îäèí
èç íèõ èñïîëüçóåò "ïðàâèëî ïðàâîé ðóêè", à äðóãîé "ïðàâèëî ëåâîé ðó-
êè", òî ìîæåò âîçíèêíóòü àâàðèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áëàãîïðèÿòíîãî
èñõîäà â òàêèõ èãðàõ ó âñåõ èãðîêîâ äîëæåí áûòü îäèíàêîâûé ïîäõîä ê
âûáîðó ïðàâèë ïîâåäåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 9.3. Îáúÿñíèòü (ñì. ðèñ. 9.1), ïî÷åìó âûèãðûøè èãðîêîâ
â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèìè ìàòðèöàìè:

A =

( ïð.ð ëåâ.ð
ïð.ð 1 −10
ëåâ.ð −1 0

)
, B =

( ïð.ð ëåâ.ð
ïð.ð 0 −10
ëåâ.ð −1 1

)
.

2 -

6

1

Ðèñ. 9.1

Ðàññìîòðåííûå â ïðèìåðàõ 9.2 è 9.3 èãðû õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþ-
ùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ýëåìåíòîâ ìàòðèö âûèãðûøà:a11 a12

∨ ∧
a21 a22

 ,

b11 > b12

b21 < b22

 .

Óïðàæíåíèå 9.4. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè òàêèõ ñîîòíîøåíèé
â èãðå âñåãäà ñóùåñòâóåò äâà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Ïðèâåäåì ïðèìåð, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ìî-
æåò áûòü íåýôôåêòèâíûì ñ òî÷êè çðåíèÿ èíòåðåñîâ èãðîêîâ.

Ïðèìåð 9.4. Èãðà "äèëåììà çàêëþ÷åííîãî":

A =

( ïð íåò
ïð −8 0
íåò −10 −1

)
, B =

( ïð íåò
ïð −8 −10
íåò 0 −1

)
.

95



ÃËÀÂÀ II. ÈÃÐÛ ÄÂÓÕ ËÈÖ

Èíòåðïðåòàöèÿ. Äâà áàíäèòà (èãðîêè 1 è 2), ïîäîçðåâàåìûå â ñîâåð-
øåíèè òÿæêîãî ïðåñòóïëåíèÿ, íàõîäÿòñÿ èçîëèðîâàííî äðóã îò äðóãà â
ïðåäâàðèòåëüíîì çàêëþ÷åíèè. Ââèäó îòñóòñòâèÿ ïðÿìûõ óëèê óñïåõ èëè
íåóñïåõ îáâèíåíèÿ çàâèñèò îò ïðèçíàíèÿ (ñòðàòåãèÿ 1) èëè íåïðèçíàíèÿ
(ñòðàòåãèÿ 2) ñàìèõ áàíäèòîâ. Åñëè îáà áàíäèòà ïðèçíàþòñÿ (ñèòóàöèÿ
(1,1)), òî îíè áóäóò ïðèçíàíû âèíîâíûìè è ïðèãîâîðåíû ê 8 ãîäàì òþðü-
ìû. Åñëè íè îäèí èç íèõ íå ïðèçíàåòñÿ (ñèòóàöèÿ (2,2)), òî ïî îáâèíåíèþ
â ãëàâíîì ïðåñòóïëåíèè îíè áóäóò îïðàâäàíû, íî îáâèíèòåëþ âñå-òàêè
óäàñòñÿ äîêàçàòü èõ âèíîâíîñòü â íåêîòîðîì ñîïóòñòâóþùåì ìåíåå òÿæ-
êîì ïðåñòóïëåíèè, íàïðèìåð, â íîøåíèè îðóæèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíè
áóäóò ïðèãîâîðåíû ê 1 ãîäó òþðüìû. Åñëè, íàêîíåö, ïðèçíàåòñÿ òîëüêî
îäèí èç íèõ (ñèòóàöèè (2,1) è (1,2)), òî ïðèçíàâøèéñÿ áóäåò îñâîáîæäåí
(çà ïîìîùü ñëåäñòâèþ), à íåïðèçíàâøèéñÿ áóäåò ïðèãîâîðåí ê îòáûòèþ
ìàêñèìàëüíîãî ñðîêà − 10 ëåò.

Â ýòîé èãðå èìååòñÿ åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ (1,1): îáîèì
ïðèçíàòüñÿ. Îäíàêî åñòü ñèòóàöèÿ (2,2), áîëåå âûãîäíàÿ îáîèì èãðîêàì,
íî íå ÿâëÿþùàÿñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîâåñèÿ ïî
Íýøó ìîãóò áûòü íåýôôåêòèâíû â òîì ñìûñëå, ÷òî çà ñ÷åò îòêëîíåíèÿ
îáîèõ èãðîêîâ îò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ìîæíî óëó÷øèòü âûèãðûøè êàæ-
äîãî èç íèõ.

Îïèñàííàÿ â ïðèìåðå 9.4 èãðà èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó:a11 a12

∨ ∨
a21 a22

 ,

b11 > b12

b21 > b22

 .

Óïðàæíåíèå 9.5. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè òàêèõ ñîîòíîøåíèé
â èãðå âñåãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Â ñâÿçè ñ ïîñëåäíèì ïðèìåðîì äàäèì îïðåäåëåíèå ñèòóàöèè, îïòè-
ìàëüíîé ïî Ïàðåòî.

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ (x0, y0) èãðû Γ íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî
Ïàðåòî, åñëè íå ñóùåñòâóåò òàêîé ñèòóàöèè (x, y) ÷òî âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà

F (x, y) ≥ F (x0, y0), G(x, y) ≥ G(x0, y0)

è ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî èç íèõ − ñòðîãîå.
Â ïðèìåðå 9.4 â ñèòóàöèè (2,2) îáà èãðîêà ïîëó÷àþò ïî −1, ÷òî áîëü-

øå, ÷åì èõ âûèãðûø −8 â ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (1,1). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî.
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Óïðàæíåíèå 9.6. Äîêàæèòå, ÷òî â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ëþáàÿ ñè-
òóàöèÿ îïòèìàëüíà ïî Ïàðåòî.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñåãäà ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè
ÿâëÿþòñÿ ìàêñèìèííûìè.

Ïðèìåð 9.5. Ïóñòü

A =

(
2 0 5
2 2 3

)
, B =

(
2 2 1
0 7 8

)
.

Çäåñü (1,1) − åäèíñòâåííàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ, íî ñòðàòåãèÿ 1 ïåðâîãî
èãðîêà íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèííîé. Äåéñòâèòåëüíî,

W (1) = min
1≤j≤3

a1j = 0, W (2) = min
1≤j≤3

a2j = 2.

Ñòðàòåãèÿ 1 âòîðîãî èãðîêà òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèííîé. Åñëè èã-
ðîê íåáëàãîæåëàòåëüíî íàñòðîåí ïî îòíîøåíèþ ê ïàðòíåðó, òî îí ìîæåò
íàðóøèòü ñîãëàøåíèå è âìåñòî ðàâíîâåñíîé ñòðàòåãèè âûáðàòü ìàêñè-
ìèííóþ. Â ðåçóëüòàòå îí ïîëó÷èò òîò æå âûèãðûø 2, ÷òî è â ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ, à ïàðòíåð ïîëó÷èò 0.

Ìû îòìåòèëè òðè íåäîñòàòêà ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó:
1) ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â èãðå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü;
2) ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííî;
3) ðàâíîâåñèå ïî Íýøó ìîæåò áûòü íåýôôåêòèâíî.
Íî, íåñìîòðÿ íà ýòè íåäîñòàòêè, óêàçàííîå ïîíÿòèå èãðàåò öåíòðàëü-

íóþ ðîëü â òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèÿõ.
Ïðèâåäåì òåîðåìó ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðå äâóõ

ëèö, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåìû 2.3. Ïðåäâàðèòåëüíî ñôîð-
ìóëèðóåì òîïîëîãè÷åñêóþ òåîðåìó î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Òåîðåìà 9.1 (Áðàóýð). Ïóñòü f : Z → Z − íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå â ñåáÿ âûïóêëîãî êîìïàêòà Z êîíå÷íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà. Òîãäà ó íåãî ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ òî÷êà z0 : f(z0) = z0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñì. â Ïðèëîæåíèè (Ï3,Ï4).

Óïðàæíåíèå 9.7. Äîêàæèòå òåîðåìó äëÿ X = [0, 1].

Îòìåòèì, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâåííû. Íàïðèìåð, åñëè ìíî-
æåñòâî Z − íåâûïóêëîå, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæåò áûòü íåâåðíûì.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Z − îêðóæíîñòü, à f − åå ïîâîðîò íà óãîë α < 2π,
òî f íåïîäâèæíîé òî÷êè íå èìååò.
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Óïðàæíåíèå 9.8. Ïîñòðîéòå êîíòðïðèìåðû ê óòâåðæäåíèþ òåîðåìû,
åñëè

1) Z = [0,∞);
2) Z = (0, 1];
3) Z = [0, 1], íî ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà.

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü â èãðå äâóõ ëèö Γ ìíîæåñòâà X è Y − âûïóêëûå
êîìïàêòû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ Em è En. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-
öèè F (x, y) è G(x, y) íåïðåðûâíû íà X×Y, ôóíêöèÿ F (x, y) âîãíóòà ïî x
ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì y, à ôóíêöèÿ G(x, y) âîãíóòà ïî y ïðè ëþáîì
ôèêñèðîâàííîì x. Òîãäà â èãðå Γ ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè F (x, y) èG(x, y)
íåïðåðûâíû íà X×Y è ñòðîãî âîãíóòû ïî "ñâîèì"ïåðåìåííûì x è y ñî-
îòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ñòðàòåãèé y è x ìíîæåñòâà íàèëó÷øèõ
îòâåòîâ èãðîêîâ

X(y)
def
= Arg max

x∈X
F (x, y) = {x(y)}, Y (x)

def
= Arg max

y∈Y
G(x, y) = {y(x)}

ñîäåðæàò ïî îäíîìó ýëåìåíòó x(y) è y(x). Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.2, ôóíê-
öèè x(y) è y(x) íåïðåðûâíû. Áóäåì íàçûâàòü èõ ôóíêöèÿìè íàèëó÷øåãî
îòâåòà ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëîæèì Z = X × Y è ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : Z → Z,
f(x, y) = (x(y), y(x)). Ïî òåîðåìå 9.1 îòîáðàæåíèå f èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó z0 = (x0, y0) : f(z0) = z0 èëè x(y0) = x0, y(x0) = y0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, (x0, y0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè F (x, y) è G(x, y) âîãíóòû ïî "ñâî-
èì"ïåðåìåííûì x è y, íî íåîáÿçàòåëüíî ñòðîãî. Ïîëîæèì

Fε(x, y) = F (x, y)− ε
m∑
i=1

x2
i , Gε(x, y) = G(x, y)− ε

m∑
j=1

y2
j ,

ãäå ε > 0. Ôóíêöèè Fε(x, y) è Gε(x, y) íåïðåðûâíû íà X × Y , Fε(x, y)
ñòðîãî âîãíóòà ïî x, à Gε(x, y) ñòðîãî âîãíóòà ïî y. Ïî äîêàçàííîìó â èã-
ðå Γε =

〈
X,Y, Fε(x, y), Gε(x, y)

〉
ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ (xε, yε).

Ïóñòü {εh} − òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ÷òî εh → 0+ è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ {(xεh , yεh)} ñõîäèòñÿ
ê íåêîòîðîé ñèòóàöèè (x0, y0). Ïî îïðåäåëåíèþ (xεh , yεh)

Fεh
(x, yεh) ≤ Fεh

(xεh , yεh) ∀ x ∈ X,
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Gεh
(xεh , y) ≤ Gεh

(xεh , yεh) ∀ y ∈ Y.

Ïåðåõîäÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ ïðè ôèêñèðîâàííûõ x è y ê ïðåäåëó ïðè
h→∞, ïîëó÷èì

F (x, y0) ≤ F (x0, y0) ∀ x ∈ X, G(x0, y) ≤ G(x0, y0) ∀ y ∈ Y,

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî (x0, y0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ.

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîèñêà ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíî-
æåñòâ íàèëó÷øèõ îòâåòîâX(y) = Arg max

x∈X
F (x, y) è Y (x) = Arg max

y∈Y
G(x, y).

Îí ñîñòîèò â ðåøåíèè ñèñòåìû âêëþ÷åíèé

x0 ∈ X(y0), y0 ∈ Y (x0). (9.1)

Â ñëó÷àå, êîãäà ó èãðîêîâ ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íàèëó÷-
øåãî îòâåòà x(y) è y(x) (ñì. ïåðâóþ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 9.2),
ñèñòåìà âêëþ÷åíèé (9.1) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå óðàâíåíèé
x(y0) = x0, y(x0) = y0.

Ïðèìåð 9.6. Íàéäåì âñå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ :

A =


2 3 5 −1
4 −2 3 4
2 1 5 4
−1 2 5 3

 , B =


7 5 4 7
4 5 5 4
−3 6 6 2

8 7 3 6

 .

Â ìàòðèöå A ïîä÷åðêíóòû íàèáîëüøèå ýëåìåíòû â ñòîëáöàõ, à â ìàòðè-
öå B − íàèáîëüøèå ýëåìåíòû â ñòðîêàõ. Îáùèé ïîä÷åðêíóòûé ýëåìåíò
ñîîòâåòñòâóåò (3,3) − åäèíñòâåííîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 9.7. Ðàññìîòðèì èãðó äâóõ ëèö
Γ =

〈
X, Y, F (x, y), G(x, y)

〉
, ãäå X,Y è F (x, y), G(x, y) − ìíîæåñòâà ñòðà-

òåãèé è ôóíêöèè âûèãðûøà ïåðâîãî è âòîðîãî èãðîêîâ. Ïóñòü

X = Y = [0, 1], F (x, y) = −3x2 + 2y2 + 7xy, G(x, y) = −(x+ y − 1)2.

Ôóíêöèè F (x, y) è G(x, y) ñòðîãî âîãíóòû ïî ïåðåìåííûì x è y ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ôóíêöèè íàèëó÷øåãî îòâåòà −

x(y) =

{
7y/6, 0 ≤ y ≤ 6/7,

1, 6/7 < y ≤ 1,
y(x) = 1− x.
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Ðåøàÿ ñèñòåìó x(y) = x, y(x) = y, íàõîäèì x0 = 7/13, y0 = 6/13.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû âêëþ÷åíèé (9.1) ÷àñòî ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïðîöåäóðà íàùóïûâàíèÿ ïî Êóðíî. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðàòåãèé:

x1 ∈ X, y1 ∈ Y (x1), x2 ∈ X(y1), y2 ∈ Y (x2) è ò.ä.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðàòåãèé {xk}, {yk} ñõîäÿòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ê x0 è y0. Òîãäà (x0, y0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïîñêîëüêó äëÿ
(x0, y0) ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà âêëþ÷åíèé (9.1) (ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðå-
ìû 2.2). Îäíàêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, {yk} ñõîäÿòñÿ íå âñåãäà.

Ïðèìåð 9.8. Ðàññìîòðèì àíòàãîíèñòè÷åñêóþ èãðó
Γ =

〈
X, Y, F (x, y)

〉
, â êîòîðîé

X = Y = [−1, 1], F (x, y) = −x2 + 2axy + y2,

ãäå a ∈ (0, 1] − ïàðàìåòð. Ôóíêöèÿ F (x, y) ñòðîãî âîãíóòà ïî x, ñòðî-
ãî âûïóêëà ïî y è èìååò åäèíñòâåííóþ ñåäëîâóþ òî÷êó (0, 0). Ôóíêöèè
íàèëó÷øåãî îòâåòà èãðîêîâ ðàâíû x(y) = ay, y(x) = −ax. Ïóñòü x1 6= 0.
Òîãäà ïðîöåäóðà íàùóïûâàíèÿ ïî Êóðíî ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xk = (−a)k−1x1}, {yk = (−a)kx1}, ñõîäÿùèåñÿ ïðè 0 < a < 1 è ðàñõîäÿ-
ùèåñÿ ïðè a = 1.

Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ïî Íý-
øó ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî
ïîðÿäêà.

Ïðèìåð 9.9. Ìîäåëü äóîïîëèè. Äâå ôèðìû âûïóñêàþò áåñêîíå÷íî-
äåëèìûé òîâàð äëÿ ïðîäàæè íà ðûíêå. Ïóñòü x è y − êîëè÷åñòâà òîâàðà,
âûïóñêàåìîãî ïåðâîé è âòîðîé ôèðìàìè, à 0 < c1 ≤ c2 − çàòðàòû íà åãî
ïðîèçâîäñòâî, ò.å. ñåáåñòîèìîñòè åäèíèöû òîâàðà äëÿ îáåèõ ôèðì. Öåíà
òîâàðà p(x + y) çàâèñèò îò îáùåãî âûïóñêà x + y. Ôóíêöèè âûèãðûøà
ôèðì F (x, y) = (p(x + y) − c1)x è G(x, y) = (p(x + y) − c2)y − ïðèáûëè,
ïîëó÷åííûå îò ðåàëèçàöèè ïðîèçâåäåííîé ïðîäóêöèè.

Ïóñòü öåíà íà ïðîäóêöèþ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå
p(x+ y) = K/(x+ y)α, ãäå 1 ≥ α > 0. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
X = [0, (K/c1)

1/α], ïîñêîëüêó ïðè x > (K/c1)
1/α ïåðâàÿ ôèðìà òåðïèò

óáûòêè. Àíàëîãè÷íî Y = [0, (K/c2)
1/α].

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííîé èãðû âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 9.2
è ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ (x0, y0) ñóùåñòâóåò. Ïóñòü x0 > 0, y0 > 0. Òîãäà
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ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè x0, y0 íàõîäÿòñÿ èç ñèñòåìû óðàâíåíèé

F ′
x(x

0, y0) =
K

(x0 + y0)α
− c1 −

αKx0

(x0 + y0)α+1
= 0,

G′
y(x

0, y0) =
K

(x0 + y0)α
− c2 −

αKy0

(x0 + y0)α+1
= 0.

Ñêëàäûâàÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì ñíà÷àëà ñóììó

x0 + y0 =
((2− α)K

c1 + c2

)1/α

, à çàòåì

(x0, y0) =
1

α(2− α)K

((2− α)K

c1 + c2

)(α+1)/α(
c2 + (α− 1)c1, c1 + (α− 1)c2

)
.

Ïîñêîëüêó y0 > 0, òî íåîáõîäèìî c1 + (α − 1)c2 > 0. Åñëè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî c1 + (α − 1)c2 ≤ 0, òî ïåðâàÿ ôèðìà ÿâëÿåòñÿ íà ðûíêå
ìîíîïîëèñòîì è ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè èìåþò âèä

x0 =
((1− α)K

c1

)1/α

, y0 = 0.

Áàéåñîâñêîå ðàâíîâåñèå

Ïóñòü â èãðå äâóõ ëèö Γ =
〈
X, Y, F (x, y, c), F (x, y, c)

〉
ôóíêöèè

âûèãðûøà èãðîêîâ F (x, y, c) è G(x, y, c) çàâèñÿò íå òîëüêî îò ñèòóàöèè
(x, y), íî è îò ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ïàðàìåòðîâ c = (c1, c2) ∈ C. Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî C êîíå÷íî è p(c), c ∈ C − âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà C, èçâåñòíîå âñåì èãðîêàì. Ïóñòü Ck − ìíîæåñòâî çíà÷åíèé,
ïðèíèìàåìûõ ïàðàìåòðîì ck, êîãäà âåêòîð c ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî C. Èã-
ðîêó k ïåðåä âûáîðîì ñòðàòåãèè ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì çíà÷åíèå "ñâîå-
ãî"ïàðàìåòðà ck, k = 1, 2. Ïîýòîìó ñòðàòåãèåé ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ x̃ : C1 → X, à âòîðîãî − ôóíêöèÿ ỹ : C2 → Y, Ìíîæåñòâî âñåõ
òàêèõ ôóíêöèé x̃ îáîçíà÷èì ÷åðåç X̃, à ôóíêöèé ỹ − ÷åðåç Ỹ .

Îïðåäåëèì îñðåäíåííûå ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ

F̃ (x̃, ỹ) =
∑
c∈C

p(c)F (x̃(c), ỹ(c), c), G̃(x̃, ỹ) =
∑
c∈C

p(c)G(x̃(c), ỹ(c), c).

Îïðåäåëåíèå. Èãðà Γ̃ =
〈
X̃, Ỹ , F̃ (x̃, ỹ), G̃(x̃, ỹ)

〉
è ñèòóàöèè ðàâíîâå-

ñèÿ â íåé íàçûâàþòñÿ áàéåñîâñêèìè.
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Ïðèìåð 9.10. Â ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 9.9 ðàññìîòðèì ìîäåëü äóî-
ïîëèè c ôóíêöèÿìè âûèãðûøà èãðîêîâ F (x, y, c1) = (p(x + y) − c1)x,
G(x, y, c2) = (p(x+y)−c2)y è ëèíåéíîé ôóíêöèåé öåíû p(x+y) = a−x−y.
Ïóñòü ñåáåñòîèìîñòü c1 èçâåñòíà îáîèì èãðîêàì, à ñåáåñòîèìîñòü c2 ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèÿ c12 è c22 ñ
âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñòðàòåãèÿ x̃ èãðîêà 1 ÿâëÿåò-
ñÿ ôóíêöèåé-êîíñòàíòîé è ñîâïàäàåò ñ x. Ïîëîæèì yi = ỹ(ci2), i = 1, 2.
Òîãäà â áàéåñîâñêîé èãðå ôóíêöèè âûèãðûøà èãðîêîâ èìåþò âèä

F̃ (x̃, ỹ) =
(
a− x−

(y1 + y2

2

)
− c1

)
x,

G̃(x̃, ỹ) =
1

2
(a− x− y1 − c12)y

1 +
1

2
(a− x− y2 − c22)y

2.

Íàéäåì áàéåñîâñêóþ ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ (x0, (y01, y02)) ïðè
a > 2 max[c1, c

1
2, c

2
2]. Ôóíêöèè íàèëó÷øåãî îòâåòà èãðîêîâ èìåþò âèä

x̃∗(y1, y2) = max

[
a− c1

2
− y1 + y2

4
, 0

]
,

ỹ∗(ci2, x) = max

[
a− ci2

2
− x

2
, 0

]
, i = 1, 2.

Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé

x̃∗(y1, y2) = x, ỹ∗(ci2, x) = yi, i = 1, 2,

íàõîäèì ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ

x0 =
1

3

(
a− 2c1 +

c12 + c22
2

)
,

y01 =
1

3

(
a+ c1 −

7

4
c12 −

1

4
c22

)
, y02 =

1

3

(
a+ c1 −

7

4
c22 −

1

4
c12

)
.
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��10. Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íûõ èãðàõ

Ïåðåéäåì ê ñìåøàííûì ðàñøèðåíèÿì áèìàòðè÷íûõ èãð Γ, çàäàâàå-
ìûõ ìàòðèöàìè

A = (aij)m×n, B = (bij)m×n.

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ çäåñü òàêèå æå, êàê è â ìàòðè÷íîé èãðå:
p ∈ P, q ∈ Q. Îæèäàåìûå âûèãðûøè èãðîêîâ −

A(p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

piaijqj, B(p, q) =
m∑
i=1

n∑
j=1

pibijqj.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå áèìàòðè÷íîé èãðû

Γ =
〈
P,Q,A(p, q), B(p, q)

〉
.

Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèÿìè ðàâíîâåñèÿ â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (èëè ñìåøàííûìè ðàâíîâåñèÿìè ïî Íýøó) èñõîä-
íîé èãðû Γ.

Ìíîæåñòâà ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé P è Q − âûïóêëûå êîìïàêòû åâ-
êëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à ôóíêöèè A(p, q) è B(p, q) áèëèíåéíû. Ïî òåîðå-
ìå 9.2 â èãðå Γ ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ
(p0, q0). Äëÿ íåå ïî îïðåäåëåíèþ âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

A(p, q0) ≤ A(p0, q0) ∀ p ∈ P, B(p0, q) ≤ B(p0, q0) ∀ q ∈ Q.

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ, àíà-
ëîãè÷íûå ñâîéñòâàì ðåøåíèé ìàòðè÷íûõ èãð.

Ëåììà 10.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèòóàöèÿ (p0, q0) áûëà ñèòóàöèåé ðàâ-
íîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ áèìàòðè÷íîé èãðû Γ, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî óñëîâèå{

A(i, q0) ≤ A(p0, q0), i = 1, ...,m,

B(p0, j) ≤ B(p0, q0), j = 1, ..., n.
(∗)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (p0, q0) − ñèòóàöèÿ ðàâíî-
âåñèÿ. Òîãäà A(p, q0) ≤ A(p0, q0) ∀ p ∈ P. Ïîëàãàÿ p = (0, ...0, 1, 0, ..., 0),
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà óñëîâèÿ (∗) äëÿ ìàòðèöû A. Àíàëîãè÷íî âûâîäÿòñÿ
íåðàâåíñòâà äëÿ ìàòðèöû B.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñèòóàöèÿ (p0, q0) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (∗).
Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ p ïåðâîãî èãðîêà, äîìíî-
æèì íåðàâåíñòâà A(i, q0) ≤ A(p0, q0) íà pi è ñëîæèì èõ. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî A(p, q0) ≤ A(p0, q0). Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîé ñìå-
øàííîé ñòðàòåãèè q âòîðîãî èãðîêà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
B(p0, q) ≤ B(p0, q0).

Òåîðåìà 10.1 (ñâîéñòâî äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè). Ïóñòü
(p0, q0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ áèìàòðè÷íîé
èãðû Γ. Òîãäà

1) p0
i > 0 ⇒ A(i, q0) = A(p0, q0);

2) q0
j > 0 ⇒ B(p0, j) = B(p0, q0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ
íåêîòîðîãî i1 p0

i1
> 0 è A(i1, q

0) < A(p0, q0). Â óñëîâèè (∗) êàæäîå
íåðàâåíñòâî A(i, q0) ≤ A(p0, q0), i = 1, ...,m óìíîæèì íà p0

i è ñëîæèì
èõ. Ïîñêîëüêó i1-å íåðàâåíñòâî ñîõðàíèòñÿ ñòðîãèì, ïîëó÷èì A(p0, q0) <
A(p0, q0) (ïðîòèâîðå÷èå). Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü (p0, q0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèÿõ áèìàòðè÷íîé èãðû Γ. Òîãäà

1) A(i, q0) < A(p0, q0) ⇒ p0
i = 0;

2) B(p0, j) < B(p0, q0) ⇒ q0
j = 0.

Òåîðåìà 10.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèòóàöèÿ (p0, q0) áûëà ñèòóàöèåé ðàâ-
íîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ áèìàòðè÷íîé èãðû Γ, íåîáõîäèìî è äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëèñü ìíîæåñòâà X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y è ÷èñëà v1, v2, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∑
j∈Y 0

aijq
0
j = v1 ∀ i ∈ X0,∑

j∈Y 0

aijq
0
j ≤ v1 ∀ i /∈ X0,∑

j∈Y 0

q0
j = 1, q0

j ≥ 0 ∀ j ∈ Y 0,

(10.1)



∑
i∈X0

p0
i bij = v2 ∀ j ∈ Y 0,∑

i∈X0

p0
i bij ≤ v2 ∀ j /∈ Y 0,∑

i∈X0

p0
i = 1, p0

i ≥ 0 ∀ i ∈ X0.

(10.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (p0, q0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ. Ïîëîæèì v1 = A(p0, q0), v2 = B(p0, q0),

X0 = {i ∈ X | p0
i > 0}, Y 0 = {j ∈ Y | q0

j > 0}.

Óñëîâèÿ (10.1) è (10.2) âûòåêàþò èç ëåììû 10.1 è òåîðåìû 10.1.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ ñèòóàöèè (p0, q0) âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10.1)

è (10.2). Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà íåîáõîäèìî A(p0, q0) = v1. Äåéñòâèòåëüíî,
èç (10.1) ∑

j∈Y 0

aijq
0
j =

n∑
j=1

aijq
0
j = v1 ∀ i ∈ X0.

Óìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà íà p0
i , i ∈ X0, è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì

A(p0, q0) = v1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî B(p0, q0) = v2. Ïî ëåììå
10.1 (p0, q0) ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ.

Óïðàæíåíèå 10.1. Äîêàæèòå, ÷òî â èãðå Γ ñ ìàòðèöàìè

A =

2 0 1
1 2 0
0 1 2

 , B =

1 0 2
2 1 0
0 2 1


cóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó

(p0, q0) = ((1/3, 1/3, 1/3), (1/3, 1/3, 1/3)).

Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèå, îáåñïå÷èâàþùåå ðàâåíñòâî |X0| = |Y 0|1.
Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöû ñèñòåì (9.7) è (9.8)

A = (aij)i∈X0j∈Y 0 , B = (bij)i∈X0j∈Y 0

ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòíûìè.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà âåêòîðîâ a(i) ∈ Em, i ∈ X0, |X0| ≥
m + 1 èìååò ìàêñèìàëüíûé àôôèííûé ðàíã, åñëè íàéäóòñÿ òàêîé íîìåð
i0 ∈ X0 è òàêîå ìíîæåñòâî X1 ⊂ X0, i0 /∈ X1, |X1| = m, ÷òî âåêòîðû
a(i) − a(i0), i ∈ X1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Íàïðèìåð, ïðè m = 2 ñèñòåìà
òî÷åê íà ïëîñêîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà èìååò ìàêñèìàëüíûé àôôèííûé
ðàíã, êîãäà òî÷êè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî ìàòðèöà A (ìàòðèöà B) íàõîäèòñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè, åñëè ñèñòåìà ñòðîê (ñòîëáöîâ) ëþáîé åå ïîäìàòðèöû A =

1Ìíîæåñòâà X0 è Y 0 ñîäåðæàò ðàâíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.
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(aij)i∈X0j∈Y 0 ñ |X0| > |Y 0| (ïîäìàòðèöû B = (bij)i∈X0j∈Y 0 c |X0| < |Y 0|)
èìååò ìàêñèìàëüíûé àôôèííûé ðàíã.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ìàòðèö A è B íàéäóòñÿ ñêîëü óãîäíî
ïîýëåìåíòíî áëèçêèå ìàòðèöû A′ è B′, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëî-
âèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü, èñïîëüçóÿ
íåïðåðûâíîñòü îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû êàê ôóíêöèè åå ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 10.3. Ïóñòü ìàòðèöû A è B èãðû Γ íàõîäÿòñÿ â îáùåì
ïîëîæåíèè. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (p0, q0) â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y è òàêèå ÷èñëà
v1, v2, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10.1), (10.2) è |X0| = |Y 0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (p0, q0) − ïðîèçâîëüíàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ
â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Òîãäà ïî òåîðåìå 10.2 íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæå-
ñòâà X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y è òàêèå ÷èñëà v1, v2, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10.1)
è (10.2).

Äîêàæåì, ÷òî |X0| = |Y 0|.Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |X0| > |Y 0|. Ðàññìîòðèì
ïîäìàòðèöó A = (aij)i∈X0j∈Y 0 , îòâå÷àþùóþ ñèñòåìå óðàâíåíèé (10.1).
Èç óñëîâèÿ îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ íàéäóòñÿ òàêîé íîìåð i0 ∈ X0 è òàêîå
ìíîæåñòâî X1 ⊂ X0, i0 /∈ X1, |X1| = |Y 0|, ÷òî ìàòðèöà (aij−ai0j)i∈X1j∈Y 0

− íåâûðîæäåííàÿ.
Èç (10.1) ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé∑

j∈Y 0

(aij − ai0j)q
0
j = 0 ∀ i ∈ X1,

èìåþùóþ íóëåâîå ðåøåíèå q0
j = 0, j ∈ Y 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó∑

j∈Y 0

q0
j = 1.

Àíàëîãè÷íî ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî |X0| < |Y 0|.

Óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ äëÿ ìàòðèö A è B òðóäíî ïðîâåðèòü.
Îòêàçàâøèñü îò íåãî, ìîæíî ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå, áîëåå ñëàáîå, ÷åì
òåîðåìà 10.3.

Òåîðåìà 10.3 ′. Â ëþáîé áèìàòðè÷íîé èãðå Γ äëÿ íåêîòîðîé ñèòóà-
öèè ðàâíîâåñèÿ (p0, q0) â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæå-
ñòâà X0 ⊆ X, Y 0 ⊆ Y è òàêèå ÷èñëà v1, v2, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ (10.1),
(10.2) è |X0| = |Y 0|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàòðèö A è B íàéäóòñÿ òàêèå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ìàòðèö {Ak}, {Bk}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ îáùíîñòè ïîëîæå-
íèÿ, ÷òî ïîýëåìåíòíî Ak → A, Bk → B.

106



� 10. Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íûõ èãðàõ

Âîçüìåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ {(pk, qk)} èãð Γk ñ
ìàòðèöàìè Ak, Bk. Ïî òåîðåìå 10.3 íàéäóòñÿ òàêèå ìíîæåñòâà
Xk ⊆ X, Y k ⊆ Y è ÷èñëà vk1 , v

k
2 , ÷òî |Xk| = |Y k| è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∑
j∈Y k

akijq
k
j = vk1 ∀ i ∈ Xk,∑

j∈Y k

aijq
k
j ≤ vk1 ∀ i /∈ Xk,∑

j∈Y k

qkj = 1, qkj ≥ 0 ∀ j ∈ Y k,



∑
i∈Xk

pki b
k
ij = vk2 ∀ j ∈ Y k,∑

i∈Xk

pki bij ≤ vk2 ∀ j /∈ Y k,∑
i∈Xk

pki = 1, pki ≥ 0 ∀ i ∈ Xk.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè (âûäåëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî pk → p0, qk → q0 è Xk = X0, Y k = Y 0 ïðè
âñåõ k. Ïåðåõîäÿ â ïîñëåäíèõ óðàâíåíèÿõ è íåðàâåíñòâàõ ê ïðåäåëó ïðè
k → ∞, ïîëó÷èì óñëîâèÿ (10.1),(10.2) äëÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé p0, q0.
Ïî òåîðåìå 10.2 ñèòóàöèÿ (p0, q0) áóäåò ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.

Ðàññìîòðèì àëãîðèòì ïîèñêà ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèÿõ. Ïåðåáèðàåì êâàäðàòíûå ïîäìàòðèöû

A = (aij)i∈X0j∈Y 0 , B = (bij)i∈X0j∈Y 0

è ðåøàåì ñèñòåìû óðàâíåíèé èç (10.1),(10.2). Åñëè ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì
p0
i , i ∈ X0, v1 è q0

j , j ∈ Y 0, v2 óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì èç óñëîâèé
10.1 è 10.2, òî, äîáàâëÿÿ êîìïîíåíòû pi = 0, i /∈ X0, qj = 0, j /∈ Y 0,
ïîëó÷èì ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ (p0, q0). Èç òåîðåìû 10.3 ′ âûòåêàåò, ÷òî
÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ àëãîðèòì ïðèâîäèò ê ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàáîòó àëãîðèòìà äëÿ èãð ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðîâ
2× n :

A =

(
a11 · · · a1n

a21 · · · a2n

)
, B =

(
b11 · · · b1n
b21 · · · b2n

)
.

Â äàííîì ñëó÷àå ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà èìååò âèä p =
(p1, 1−p1), ãäå 0 ≤ p1 ≤ 1. Ïåðåáèðàòü íóæíî 2×2-ïîäìàòðèöû. Êàæäàÿ
èç íèõ çàäàåòñÿ íîìåðàìè äâóõ ñòîëáöîâ j1, j2. Çàïèøåì ñèñòåìó (10.2)

p0
1b1j1 + (1− p0

1)b2j1 = v2, p0
1b1j2 + (1− p0

1)b2j2 = v2,

p0
1b1j + (1− p0

1)b2j ≤ v2 ∀ j 6= j1, j2, 0 ≤ p0
1 ≤ 1.

Åñëè ýòà ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òî ïåðåéäåì ê äðóãîé ïàðå j1, j2. Åñëè
ðåøåíèå p0

1, v1 ñèñòåìû (10.2) ñóùåñòâóåò, òî ðàññìîòðèì ñèñòåìó (10.1)

a1j1q
∗ + a1j2(1− q∗) = v1, a2j1q

∗ + a2j2(1− q∗) = v1, 0 ≤ q∗ ≤ 1.
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Ïóñòü ñóùåñòâóåò åå ðåøåíèå1 q∗, v1. Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ

q0 : q0
j =


q∗, j = j1,

1− q∗, j = j2,

0, j 6= j1, j2,

è ñèòóàöèÿ (p0, q0) áóäåò ñìåøàííûì ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.
Çäåñü àëãîðèòìó ìîæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ. Íà îò-

ðåçêå 0 ≤ p1 ≤ 1 ñòðîèì ïðÿìûå lj(p1) = b1jp1 + b2j(1 − p1), j = 1, ..., n.
Òî÷êè èçëîìà âåðõíåé îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ïðÿìûõ lj ñîîòâåòñòâóþò
ïàðàì j1, j2, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå p0

1, v2 ñèñòåìû (10.2). Ïî-
ýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàåì òî÷êè âåðõíåé îãèáàþùåé è ðåøàåì
ñèñòåìó óðàâíåíèé èç (10.1) ñ ïðîâåðêîé íåðàâåíñòâ 0 ≤ q∗ ≤ 1.

Ïðè n = 2 îáå ìàòðèöû A è B èìåþò ðàçìåðû 2 × 2. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðÿìûå l1(p1) = b11p1+b21(1−p1) è l2(p1) = b12p1+b22(1−p1) òîãäà è òîëüêî
òîãäà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå 0 ≤ p0

1 ≤ 1, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
(ðèñ. 10.1)

(b22 − b21)(b11 − b12) ≥ 0. (10.3)

-

6

p1

l1

l2

b22

b11

b12

b21
�

���
���

���
��

p0
1

PPPPPPPPPPPP

10

Ðèñ. 10.1

Åñëè ñòîëáöû ìàòðèöû B (è ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìûå l1 è l2) íå ñîâ-
ïàäàþò, òî êîìïîíåíòû ñìåøàííîé ñòðàòåãèè p0, óäîâëåòâîðÿþùåé ñè-
ñòåìå (10.2), ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì âèäå

p0
1 =

b22 − b21

b22 − b21 + b11 − b12

, p0
2 =

b11 − b12
b22 − b21 + b11 − b12

. (10.4)

1Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèì ê äðóãîé ïàðå j1, j2.

108



� 10. Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íûõ èãðàõ

Äëÿ ñèñòåìû (10.1), èç êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòî-
ðîãî èãðîêà, âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Â ðå-
çóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùåå óñëîâèå íà ìàòðèöó ïåðâîãî èãðîêà,
îáåñïå÷èâàþùåå ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (10.1):

(a22 − a12)(a11 − a21) ≥ 0. (10.5)

Ýòî óñëîâèå ìîæíî âûïèñàòü è ñðàçó, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæå-
íèé: íàäî çàìåíèòü âòîðîãî èãðîêà ïåðâûì è ó÷åñòü, ÷òî âòîðîé èãðîê
âûáèðàë ñâîè ñòðàòåãèè ïî ñòîëáöàì, à ïåðâûé âûáèðàåò èõ ïî ñòðîêàì.
Ïîýòîìó, ÷òîáû âûïèñàòü óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ, íàäî âûïè-
ñàòü óñëîâèå (10.3), çàìåíèâ îäíó ìàòðèöó íà äðóãóþ, à ñòðîêè íà ñòîëá-
öû. Åñëè ñòðîêè ìàòðèöû A íå ñîâïàäàþò, òî êîìïîíåíòû ñìåøàííîé
ñòðàòåãèè q0, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå (10.1), ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîì
âèäå

q0
1 =

a22 − a12

a22 − a12 + a11 − a21

, q0
2 =

a11 − a21

a22 − a12 + a11 − a21

. (10.6)

Ïðèìåð 10.1.Ìîäåëü òåõíè÷åñêîãî êîíòðîëÿ çà êà÷åñòâîì ïðîäóêöèè.
Çàâîä âûïóñêàåò àâòîìîáèëè ïàðòèÿìè ïî 100 øòóê. Çà êàæäóþ àâ-

òîìàøèíó çàâîä ïîëó÷àåò îò êîíöåðíà 1.3 åä. îïëàòû, èç êîòîðûõ 1 åä.
ñîñòàâëÿþò ïðåìèàëüíûå, à 0.3 åä. ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îïåðàöèé òåõíè-
÷åñêîãî êîíòðîëÿ (ÎÒÊ). Çàâîä (èãðîê 1) ìîæåò âûïóñêàòü ïàðòèþ àâòî-
ìîáèëåé ëèáî ñ ÎÒÊ (ñòðàòåãèÿ 1), ëèáî áåç ÎÒÊ (ñòðàòåãèÿ 2), óâåëè÷è-
âàÿ ñóììó ïðåìèàëüíûõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïåðâîé ñòðàòåãèè èòîãîâàÿ
ñóììà ïðåìèàëüíûõ, ïîëó÷åííàÿ çàâîäîì çà ïàðòèþ, ñîñòàâëÿåò 100 åä.,
ïðè èñïîëüçîâàíèè âòîðîé ñòðàòåãèè − 130 åä.

Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ ïðîèçâîäñòâåííîãî áðàêà êîíöåðí ðåøèë ïðè-
âëå÷ü íåçàâèñèìóþ ôèðìó, îñóùåñòâëÿþùóþ òåõíè÷åñêèé êîíòðîëü çà
êà÷åñòâîì ïðîäóêöèè. Ñòîèìîñòü ïðîâåðêè àâòîìîáèëÿ äëÿ ôèðìû ñî-
ñòàâëÿåò 0.12 åä. Åñëè ÎÒÊ çàâîäîì íå ïðîâîäèòñÿ, òî àâòîìîáèëü íåèñ-
ïðàâåí ñ âåðîÿòíîñòüþ 4/5. Â ñëó÷àå îáíàðóæåíèÿ íåèñïðàâíîñòåé çàâîä
îáÿçàí èõ óñòðàíèòü, çàòðàòèâ 0.3 åä., è çàïëàòèòü äîïîëíèòåëüíî ôèðìå
0.2 åä. èç ñâîèõ ïðåìèàëüíûõ. Ôèðìà (èãðîê 2) ìîæåò ëèáî ïðîâåðèòü
ïàðòèþ (ñòðàòåãèÿ 1), ëèáî îòêàçàòüñÿ îò åå ïðîâåðêè (ñòðàòåãèÿ 2).

Âûèãðûøåì ïåðâîãî èãðîêà ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìàÿ ñóììà ïðåìèàëü-
íûõ, ïîëó÷åííàÿ çàâîäîì îò êîíöåðíà çà ïàðòèþ àâòîìîáèëåé ñ ó÷åòîì
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èçäåðæåê íà ÎÒÊ è âîçìîæíûõ âûïëàò ôèðìå. Âûèãðûøåì âòîðîãî èã-
ðîêà ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìàÿ ñóììà âûïëàò, ïîëó÷åííûõ îò çàâîäà ïðè ïðî-
âåðêå ïàðòèè àâòîìîáèëåé ñ ó÷åòîì çàòðàò íà ýòó ïðîâåðêó. Âûïèøåì
ìàòðèöû èãðû

A =

(
100 100
90 130

)
, B =

(
−12 0

4 0

)
.

Íàïðèìåð, åñëè çàâîä íå ïðîâîäèò ÒÊ, à ôèðìà ïðîâåðÿåò ïàðòèþ, òî
ñðåäíèå ïðåìèàëüíûå ðàâíû 100(0.8(4/5) + 1.3(1/4)) = 90 åä., à îæèäàå-
ìàÿ ïðèáûëü ôèðìû ñîñòàâèò 100(0.08(4/5)−0.12(1/5)) = 4 åä. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî â äàííîé èãðå íå ñóùåñòâóåò ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ
ñòðàòåãèÿõ. Óñëîâèÿ (10.3) è (10.5) âûïîëíåíû è ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ
íàõîäèì ïî ôîðìóëàì (10.4) è (10.6)

(p0, q0) = ((1/4, 3/4), (3/4, 1/4)).

Ðàâíîâåñíûå ñòðàòåãèè p0 è q0 ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû â âèäå "ôèçè-
÷åñêèõ ñìåñåé": ïåðâûé èãðîê "äîëæåí"25 àâòîìîáèëåé êàæäîé ïàðòèè
âûïóñêàòü c ÎÒÊ, âòîðîé èãðîê äîëæåí ïðîâåðÿòü ïî 75 àâòîìîáèëåé
êàæäîé ïàðòèè.

Ïðèìåð 10.2. Ïóñòü

A =

(
2 4 5
4 2 1

)
, B =

(
3 2 0
0 2 3

)
.

-

6

p1

l1

l2

l3

b2

3 b

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Q
Q

11
3

2
3

0

Ðèñ. 10.2

Çäåñü l1(p1) = 3p1, l2(p1) ≡ 2, l3(p1) = 3(1−p1). Ïåðâàÿ òî÷êà âåðõíåé
îãèáàþùåé ( ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ l2 è l3 íà ðèñ. 10.2) èìååò àáñöèññó
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p0
1 = 1/3. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé èç 10.1

4q∗ + 5(1− q∗) = v1, 2q∗ + (1− q∗) = v1.

Èç íåå íàõîäèì q∗ = 2 > 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Ïåðåõîäèì êî âòîðîé òî÷êå
îãèáàþùåé, ëåæàùåé íà ïåðåñå÷åíèè ïðÿìûõ l1 è l2. Îíà èìååò àáñöèññó
p0

1 = 2/3. Ñèñòåìà

2q∗ + 4(1− q∗) = v1, 4q∗ + 2(1− q∗) = v1

èìååò ðåøåíèå q∗ = 1/2, v1 = 3. Ïîýòîìó

(p0, q0) = ((2/3, 1/3), (1/2, 1/2, 0))

− èñêîìàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.
Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé àëãîðèòì íå âñåãäà ïðèâîäèò ê íàõî-

æäåíèþ âñåõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèìåð 10.3. Ïóñòü

A =

(
0 1
1 0

)
, B =

(
2 2
−1 3

)
.

Çäåñü ïåðåñå÷åíèå ïðÿìûõ l1 è l2 äàåò ñòðàòåãèþ p0 = (1, 0) ñ íóëåâîé
êîìïîíåíòîé (âûðîæäåííûé ñëó÷àé). Ðåøàÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé èç (10.1),
íàõîäèì q0 = (1/2, 1/2). Ïîëó÷åííàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ íå åäèíñòâåí-
íà. Äåéñòâèòåëüíî, çàïèøåì óñëîâèå (10.1) äëÿ ñòðàòåãèè
(q∗, 1− q∗) âòîðîãî èãðîêà ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè

1− q∗ = v1, q∗ ≤ v1, 0 ≤ q∗ ≤ 1.

Îòñþäà 0 ≤ q∗ ≤ 1/2. Òàêèì îáðàçîì, â äàííîì ïðèìåðå ïîëó÷èëè öåëûé
îòðåçîê ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ {((1, 0), (q∗, 1− q∗)) | 0 ≤ q∗ ≤ 1/2}.

Äëÿ èãðû ñ ìàòðèöàìè ðàçìåðîâ 3× 3 ïîèñê ñìåøàííûõ ðàâíîâåñèé
ïî Íýøó óæå òðåáóåò äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïåðåáîðà âñåâîçìîæíûõ ïîä-
ìàòðèö èñõîäíûõ ìàòðèö A è B. Îäíàêî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ, îáñóæäà-
åìûõ â ñëåäóþùèõ äâóõ ïàðàãðàôàõ, ýòîò ïåðåáîð ìîæíî çíà÷èòåëüíî
ñîêðàòèòü.

Âïîëíå ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ âïîëíå ñìåøàííîé,
åñëè âñå ÷èñòûå ñòðàòåãèè èñïîëüçóþòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè.
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Â îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (äëÿ "ïî÷òè ëþáîé áèìàòðè÷íîé èãðû")
âïîëíå ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü, òîëüêî åñëè m = n.
Ýòî èíòóèòèâíî ïîíÿòíî: äëÿ íàõîæäåíèÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè âòîðîãî
èãðîêà, â êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû îòëè÷íû îò íóëÿ, òðåáóåòñÿ ðåøèòü
ñèñòåìó óðàâíåíèé èç (10.1), ñîäåðæàùóþ m+ 1 óðàâíåíèå ñ n+ 1 íåèç-
âåñòíûì (÷èñëî ýëåìåíòîâ âî ìíîæåñòâå Y ïëþñ åùå îäíî íåèçâåñòíîå
v1). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
óñëîâèå n ≥ m. Àíàëîãè÷íî, ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà óäî-
âëåòâîðÿåò ñèñòåìå óðàâíåíèé èç (10.2), ñîäåðæàùåé n + 1 óðàâíåíèå ñ
m+ 1 íåèçâåñòíûì, è äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äîëæíî áûòü m ≥ n.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îáåèõ ñèñòåì
äîëæíî áûòü m = n, åñëè îáå ñèñòåìû íåâûðîæäåííûå.

Âûïèøåì äëÿ âïîëíå ñìåøàííîãî ðàâíîâåñèÿ (p0, q0) ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé èç (10.1) è (10.2) â ìàòðè÷íîì âèäå

Aq0 = v1e,
〈
q0, e

〉
= 1, p0B = v2e,

〈
p0, e

〉
= 1,

ãäå e = (1, ..., 1) ∈ Em.
Àíàëîãè÷íûå ñèñòåìû (5.3) è (5.4) ñïðàâåäëèâû äëÿ êðàéíèõ îïòè-

ìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èç 5. (Òàì æå ñì. è ñïîñîá íàõîæäåíèÿ
ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì.) Ïóñòü ìàòðèöû A è B − íåâûðîæäåííûå. Òîãäà

q0 =
A−1e〈
A−1e, e

〉 , v1 =
1〈

A−1e, e
〉 ,

p0 =
eB−1〈
eB−1, e

〉 , v2 =
1〈

eB−1, e
〉 .

Äîìèíèðîâàíèå â áèìàòðè÷íûõ èãðàõ

Ïðè ïîèñêå ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íûõ èãðàõ ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äîìèíèðîâàíèå ñòðîê ìàòðèöû A è ñòîëáöîâ ìàòðèöû B.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â áèìàòðè÷íîé èãðå Γ ñòðàòåãèÿ
ïåðâîãî èãðîêà i1 ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ i2 (i1 � i2) íà ìíîæåñòâå
Y ⊆ Y, åñëè ai1j > ai2j ∀ j ∈ Y . Áóäåì ãîâîðèòü î ñëàáîì äîìèíèðîâàíèè
(i1 � i2), åñëè ai1j ≥ ai2j ∀ j ∈ Y .

Ïî ñìûñëó ïðè ñòðîãîì äîìèíèðîâàíèè ñòðàòåãèÿ i1 ïðèíîñèò ïåðâî-
ìó èãðîêó áîëüøèé âûèãðûø, ÷åì ñòðàòåãèÿ i2, êàê áû íè èãðàë âòîðîé
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èãðîê, èñïîëüçóÿ ñòðàòåãèè èç ìíîæåñòâà Y . Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ïîíÿ-
òèÿ ñòðîãîãî è ñëàáîãî äîìèíèðîâàíèÿ äëÿ ñòðàòåãèé âòîðîãî èãðîêà.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â áèìàòðè÷íîé èãðå Γ ñòðàòåãèÿ
âòîðîãî èãðîêà j1 ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ j2 (j1 � j2) íà ìíîæåñòâå
X ⊆ X, åñëè bij1 > bij2 ∀ i ∈ X. Áóäåì ãîâîðèòü î ñëàáîì äîìèíèðîâàíèè
(j1 � j2), åñëè bij1 ≥ bij2 ∀ i ∈ X.

Îïðåäåëèì ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ñòðîãî äîìè-
íèðóåìûõ ñòðàòåãèé. Ýòà ïðîöåäóðà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äâóõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé âëîæåííûõ ìíîæåñòâ X = X1 ⊇ X2 ⊇ · · · ⊇ Xk è
Y = Y1 ⊇ Y2 ⊇ · · · ⊇ Yk. Ïðè ýòîì äëÿ l = 1, ..., k − 1 âûïîëíåíû ñëåäóþ-
ùèå óñëîâèÿ:

∀ i2 ∈ Xl\Xl+1 ∃ i1 ∈ Xl+1 : i1 � i2 íà Yl;
∀ j2 ∈ Yl\Yl+1 ∃ j1 ∈ Yl+1 : j1 � j2 íà Xl.

Ìû îïèñàëè ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ñòðàòåãèé ôîð-
ìàëüíî. Ïîñìîòðèì, êàê ýòà ïðîöåäóðà îñóùåñòâëÿåòñÿ íà ïðàêòèêå.

Øàã 1. Èç ìíîæåñòâ X = X1 è Y = Y1 ñòðîèì ìíîæåñòâà X2 è Y2. Äëÿ
ýòîãî âûêèäûâàåì èç ìíîæåñòâà X1 âñå ñòðîãî äîìèíèðóåìûå íà ìíîæå-
ñòâå Y1 ñòðàòåãèè, ò.å. ìû èùåì òàêèå ïàðû ñòðàòåãèé i1, i2, ÷òî ñòðîêà i1
ïîýëåìåíòíî áîëüøå ñòðîêè i2 â ìàòðèöå A : ai1j > ai2j, j = 1, ..., n. Âû-
÷åðêèâàåì âñå òàêèå íàéäåííûå ñòðîêè i2 â îáåèõ ìàòðèöàõ. Àíàëîãè÷íî
èùåì ñòîëáöû j2 â ìàòðèöå B âòîðîãî èãðîêà, êîòîðûå ñòðîãî äîìèíè-
ðóþòñÿ äðóãèìè ñòîëáöàìè j1 : bij1 > bij2 , i = 1, ...,m. Âû÷åðêèâàåì âñå
òàêèå äîìèíèðóåìûå ñòîëáöû j2 èç îáåèõ ìàòðèö. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì
óäàëîñü âû÷åðêíóòü õîòÿ áû îäíó ñòðîêó èëè ñòîëáåö. Òîãäà ïåðåõîäèì
ê øàãó 2.

Øàã 2. Ïîñëå âû÷åðêèâàíèÿ ñòðîê è ñòîëáöîâ íà ïåðâîì øàãå ìû
ïîëó÷èëè ðåäóöèðîâàííûå ìàòðèöû, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî ñòðîê − X2,
à ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ − Y2. Ïðè ýòîì ëèáî X2 6= X1, ëèáî Y2 6= Y1, ëèáî
îáà ìíîæåñòâà íå ñîâïàäàþò ñ ïðåäûäóùèìè. Ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ òàê,
÷òî â ðåäóöèðîâàííûõ ìàòðèöàõ îêàæóòñÿ íîâûå äîìèíèðóåìûå ñòðîêè
è ñòîëáöû. Âû÷åðêèâàåì èõ è ïåðåõîäèì ê ñëåäóþùåìó øàãó.

È òàê äàëåå. Ïðîäîëæàåì ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà íå âû÷åðêíåì
âñå, ÷òî ìîæíî. Íèæå äîêàçàíî, ÷òî ïðè ýòîì ñîõðàíÿþòñÿ âñå ñìåøàí-
íûå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z = X×Y ñòðîãî äîìè-
íèðóåò ìíîæåñòâî Z = X × Y (Z � Z), åñëè îíî ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà
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Z ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé, ò.å.
â îïèñàííîé âûøå ïðîöåäóðå X = Xk, Y = Yk. Áóäåì ãîâîðèòü î ñëàáîì
äîìèíèðîâàíèè (Z � Z), åñëè ìíîæåñòâî Z ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà Z
ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé.

Ðàññìîòðèì ïîíÿòèå äîìèíèðîâàíèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ p ñòðîãî äî-
ìèíèðóåò ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ i íà ìíîæåñòâå Y ⊆ Y (p � i), åñëè
A(p, j) > aij ∀ j ∈ Y . Áóäåì ãîâîðèòü î ñëàáîì äîìèíèðîâàíèè íà ìíî-
æåñòâå Y ⊆ Y (p � i), åñëè A(p, j) ≥ aij ∀ j ∈ Y .

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äîìèíèðîâàíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ
âòîðîãî èãðîêà.

Êàê èñêàòü ñòðîãî äîìèíèðóåìóþ ñòðàòåãèþ?

Ïðèìåð 10.4. Ðàññìîòðèì èãðó Γ ñ ìàòðèöàìè

A =

−4 0 2
4 −1 7
−5 3 0

 , B =

 4 4 4
−1 3 1
−4 −2 1

 .

Íàéä¼ì â êàæäîì ñòîëáöå ïåðâîé ìàòðèöû ìàêñèìàëüíûé ýëåìåíò. Åñëè
ìàêñèìóì åäèíñòâåííûé è ñòîèò â íåêîòîðîé ñòðîêå, òî îíà íå ìîæåò
áûòü ñòðîãî äîìèíèðóåìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðîãî äîìèíèðóåìîé ìîæåò
áûòü òîëüêî ïåðâàÿ ñòðîêà. Â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ äîìèíèðîâàíèÿ íåò.
Èññëåäóåì äîìèíèðîâàíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Âîçüì¼ì âòîðóþ è
òðåòüþ ñòðîêè ñ êîýôôèöèåíòàìè 1/2. Âèäíî, ÷òî ýòà êîìáèíàöèÿ ñòðîãî
äîìèíèðóåò ïåðâóþ ñòðîêó.

Ââåä¼ì ïîíÿòèÿ äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z = X × Y ñòðîãî äî-
ìèíèðóåò ìíîæåñòâî Z = X×Y â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (Z � Z), åñëè
îíî ïîëó÷åíî èç ìíîæåñòâà Z ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì ñòðîãî
äîìèíèðóåìûõ ïî ñìåøàííîìó äîìèíèðîâàíèþ ñòðàòåãèé, ò.å.

Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k,

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ
∀ i ∈ Xl\Xl+1 ∃ p ∈ P : p � i íà Yl, ps = 0 ∀ s /∈ Xl+1;

∀ j ∈ Yl\Yl+1 ∃ q ∈ Q : q � j íà Xl, qk = 0 ∀ k /∈ Yl+1.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Z = X × Y ñëàáî äîìèíèðóåò ìíî-
æåñòâî Z = X × Y â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (Z � Z), åñëè îíî ïîëó÷åíî
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èç ìíîæåñòâà Z ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì ñëàáî äîìèíèðóåìûõ
ïî ñìåøàííîìó äîìèíèðîâàíèþ ñòðàòåãèé, ò.å.

Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k,

è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

∀ i ∈ Xl\Xl+1 ∃ p ∈ P : p � i íà Yl, ps = 0 ∀ s /∈ Xl+1;

∀ j ∈ Yl\Yl+1 ∃ q ∈ Q : q � j íà Xl, qk = 0 ∀ k /∈ Yl+1.

Êàê ñâÿçàíû ðàçëè÷íûå îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ?

ñòðîãîå äîìèíèðîâàíèå

â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ
⇒

ñòðîãîå äîìèíèðîâàíèå

â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

⇓ ⇓
ñëàáîå äîìèíèðîâàíèå

â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ
⇒

ñëàáîå äîìèíèðîâàíèå

â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

Âåðí¼ìñÿ ê ïðèìåðó 10.4 è íàéä¼ì äîìèíèðóþùèå ìíîæåñòâà. Ïåð-
âóþ ñòðîêó ìû âû÷åðêíóëè, òàê êàê îíà ñòðîãî äîìèíèðóåìà êîìáè-
íàöèåé âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê. Ðàññìîòðèì âòîðóþ ìàòðèöó. Ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî ïåðâûé ñòîëáåö ñòðîãî äîìèíèðóåòñÿ, íàïðèìåð, âòîðûì
ñòîëáöîì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâûé ñòîëáåö ìîæíî âû÷åðêíóòü. Ïîëó÷à-
åì, ÷òî
{2, 3} × {2, 3} � Z.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó î ñâÿçè èñêëþ÷åíèÿ äîìèíèðóåìûõ
ñòðàòåãèé è ïîèñêà ñìåøàííûõ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó.

Òåîðåìà 10.4. 1) Ïóñòü ìíîæåñòâî Z = X × Y ñòðîãî äîìèíèðó-
åò ìíîæåñòâî Z = X × Y â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (p0, q0) âûïîëíåíû óñëîâèÿ

i /∈ X ⇒ p0
i = 0;

j /∈ Y ⇒ q0
j = 0.

2) Ïóñòü ìíîæåñòâî Z = X × Y ñëàáî äîìèíèðóåò ìíîæåñòâî
Z = X × Y â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ è (p, q) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â
èãðå ñ ìàòðèöàìè

A = (aij)i∈X j∈Y , B = (bij)i∈X j∈Y .
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Îïðåäåëèì ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

p0 : p0
i =

{
pi, i ∈ X,
0, i ∈ X\X;

q0 : q0
j =

{
qj, j ∈ Y ,
0, j ∈ Y \Y .

Òîãäà (p0, q0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â èñõîäíîé èãðå Γ.

Óïðàæíåíèå 10.2. Äîêàæèòå òåîðåìó 10.4.

Îáñóäèì ñìûñë òåîðåìû. Âòîðîå óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî åñ-
ëè ðåäóöèðîâàííàÿ èãðà ïîëó÷åíà ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ ñëàáî äîìèíèðó-
åìûõ ñòðàòåãèé, òî êàæäîìó ñìåøàííîìó ðàâíîâåñèþ ïî Íýøó (p, q) â
ýòîé ðåäóöèðîâàííîé èãðå áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå
ïî Íýøó (p0, q0) â èñõîäíîé èãðå, îïðåäåëÿåìîå ïî óêàçàííîìó ïðàâèëó.
Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âû÷¼ðêèâàíèè ñòðîê è
ñòîëáöîâ ïî ñòðîãîìó äîìèíèðîâàíèþ ìû íå òåðÿåì ðàâíîâåñèé ïî Íýøó.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîèñêå âñåõ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó ìîæíî âû÷åðê-
íóòü âñå ñòðîãî äîìèíèðóåìûå ñòðîêè è ñòîëáöû è èñêàòü ðàâíîâåñèå â
ðåäóöèðîâàííîé èãðå. Äîïîëíèâ íóëÿìè íàéäåííîå ðàâíîâåñèå, ìû ïî-
ëó÷èì ðàâíîâåñèå ñìåøàííîå â èñõîäíîé èãðå. Åñëè íåîáõîäèìî íàéòè
õîòÿ áû îäíî ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, òîãäà ìîæíî âû÷¼ðêèâàòü
ñòðîêè è ñòîëáöû ïî íåñòðîãîìó äîìèíèðîâàíèþ. Èñêëþ÷åíèå ñòðîê è
ñòîëáöîâ ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü ïåðåáîð ïîäìàòðèö äëÿ ïîèñêà ðàâíîâå-
ñèé ïî Íýøó. Â ïðèìåðå 10.4 ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ
ñòðàòåãèé ïîëó÷èì ðåäóöèðîâàííóþ èãðó

A =

(
−1 7

3 0

)
, B =

(
3 1
−2 1

)
.

Â ýòîé èãðå ñèòóàöèÿ (p, q) = ((3/5, 2/5), (7/11, 4/11)) ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííûì ñìåøàííûì ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèòóàöèÿ
(p0, q0) = ((0, 3/5, 2/5), (0, 7/11, 4/11)) ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííûì ðàâíîâåñèåì
ïî Íýøó â èñõîäíîé èãðå Γ.

Ïðèìåð 10.5. Ðàññìîòðèì èãðó Γ ñ ìàòðèöàìè

A =


2 0 6 0
3 2 0 4
0 3 7 0
1 1 3 1

 , B =


7 2 6 0
0 1 0 4
0 2 2 3
5 3 4 3

 .
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Èùåì ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â ñòîëáöàõ ïåðâîé ìàòðèöû. Â ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèÿõ äîìèíèðîâàíèÿ íåò. Ðàññìîòðèì äîìèíèðîâàíèå â ñìå-
øàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Âèäíî, ÷òî ÷åòâ¼ðòàÿ ñòðîêà ñòðîãî äîìèíèðóåòñÿ
êîìáèíàöèåé âòîðîé è òðåòüåé ñòðîê ñ âåñàìè 1/2. Ïîýòîìó åå ìîæíî
âû÷åðêíóòü.

Òåïåðü íàéä¼ì ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â ñòðîêàõ âòîðîé (ðåäóöè-
ðîâàííîé) ìàòðèöû. Âòîðîé ñòîëáåö ñòðîãî äîìèíèðóåòñÿ êîìáèíàöèåé
ïåðâîãî è ÷åòâ¼ðòîãî ñòîëáöîâ ñ âåñàìè 1/3 − ε è 2/3 + ε ïðè ìàëûõ
ε > 0. Ìû ìîæåì âû÷åðêíóòü âòîðîé ñòîëáåö. Ñëåäîâàòåëüíî, {1, 2, 3}×
{1, 3, 4} � Z. Â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ ÷åòâåðòîé ñòðîêè è âòîðîãî ñòîëá-
öà ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ðåäóöèðîâàííûå ìàòðèöû:

A =

2 6 0
3 0 4
0 7 0

 , B =

7 6 0
0 0 4
0 2 3

 .

Ïîâòîðÿåì ïðîöåäóðó ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ñòðàòåãèé äëÿ
ðåäóöèðîâàííûõ ìàòðèö. Èùåì ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû â ñòîëáöàõ ïåð-
âîé ìàòðèöû. Â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ äîìèíèðîâàíèÿ íåò. Ðàññìîòðèì äî-
ìèíèðîâàíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Âòîðóþ è òðåòüþ ñòðîêó èñêëþ-
÷èòü íåâîçìîæíî, òàê êàê â íèõ ñîäåðæàòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïî ñòîëáöàì
ýëåìåíòû. Ïåðâàÿ ñòðîêà íå ñîäåðæèò íè îäíîãî ìàêñèìàëüíîãî ïî ñòîëá-
öó ýëåìåíòà, îäíàêî, åå òàêæå íåâîçìîæíî èñêëþ÷èòü, òàê êàê îíà íå
äîìèíèðóåòñÿ íè îäíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêè.
Àíàëîãè÷íî, íåâîçìîæíî èñêëþ÷èòü íè îäèí ñòîëáåö âî âòîðîé ìàòðèöå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîöåäóðà èñêëþ÷åíèÿ ïî äîìèíèðîâàíèþ ñìåøàííûìè
ñòðàòåãèÿìè çàâåðøåíà è {1, 2, 3} × {1, 3, 4} = Z.

Ïîçèòèâíûé ïîäõîä ê ïîíÿòèþ ðàâíîâåñèÿ

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ñ ïîìî-
ùüþ ìåõàíèçìà áðîñàíèÿ ìîíåò èëè äðóãèõ ïîäîáíûõ ìåõàíèçìîâ íå
õàðàêòåðíî äëÿ ðåàëüíîãî ïîâåäåíèÿ ëþäåé. Äðóãàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñìå-
øàííûõ ðàâíîâåñèé îòíîñÿòñÿ ê èãðàì, ñîîòâåòñòâóþùèì òèïè÷íûì êîí-
ôëèêòíûì ñèòóàöèÿì, â êîòîðûõ ïðèíèìàþò ó÷àñòèå ìíîãî èíäèâèäóó-
ìîâ. Òàêèå ñèòóàöèè îïèñàíû â ïðèìåðàõ 9.1-4: ìíîæåñòâî ïîêóïàòåëåé
ïðèõîäèò íà ðûíîê è ñòàëêèâàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì ïðîäàâöîâ; ðàçëè÷íûå
ïàðû âîäèòåëåé ñòàëêèâàþòñÿ ó ïåðåêðåñòêîâ è ò.ï. Ïîçèòèâíûé ïîäõîä
ê ðàâíîâåñèþ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî êàæäàÿ òàêàÿ
ñòðàòåãèÿ îïèñûâàåò ðàñïðåäåëåíèå èíäèâèäóóìîâ â ñîîòâåòñòâóþùåé
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ðîëè. Íàïðèìåð, åñëè (p0, q0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â èãðå "ïðîäàâåö-
ïîêóïàòåëü"(ïðèìåð 9.1), òî íà ïðàêòèêå äîëÿ p0

1 ïðîäàâöîâ âåäåò ñåáÿ
÷åñòíî, à äîëÿ p0

2 îáìàíûâàåò, äîëÿ q0
1 ïîêóïàòåëåé íå ïðîâåðÿåò êóï-

ëåííûé òîâàð, à îñòàëüíûå ïðîâåðÿþò, è ò.ï. Î÷åâèäíî, ÷òî ëèøü åñëè
ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñòðàòåãèÿì â êàæäîé ðîëè ñîîòâåòñòâóþò ñìåøàííûì
ðàâíîâåñèÿì ïî Íýøó, òî íè ó êîãî íå áóäåò ñòèìóëà ïîìåíÿòü ñòðàòå-
ãèþ ïîâåäåíèÿ. Ôîðìàëüíî ýòî îòðàæåíî â ëåììå 10.1 è òåîðåìå 10.1.
Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ñòàáèëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ñòðàòåãè-
ÿì â ðåàëüíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ áîëüøèõ ãðóïï îòâå÷àþò ñìåøàííûì
ðàâíîâåñèÿì ïî Íýøó. Òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ýòîãî òåçèñà äàþò äè-
íàìè÷åñêèå ìîäåëè ïîâåäåíèÿ (ñì. � 14.). Ïðèìåðîì ìîäåëè ïîâåäåíèÿ
èãðîêîâ ìîæåò ñëóæèòü ìåòîä Áðàóíà ôèêòèâíîãî ðàçûãðûâàíèÿ ìàò-
ðè÷íîé èãðû, èçëîæåííûé â � 5. Àíàëîãè÷íûé ìåòîä ìîæíî ïðèìåíÿòü
è äëÿ ïîèñêà ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íûõ èãðàõ ñïåöèàëüíîãî
âèäà.

Îïðåäåëåíèå. Èãðó Γ ñ ìàòðèöàìè A è B íàçîâåì ýêâèâàëåíòíîé àí-
òàãîíèñòè÷åñêîé, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà A′ = (a′ij)m×n (àíòàãîíè-
ñòè÷åñêîé èãðû) è íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà fj, j = 1, ..., n, gi, i = 1, ...,m,
÷òî

aij = a′ij + fj, bij = −a′ij + gi, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n. (10.7)

Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà A′ è êîýôôèöèåíòû fj, gi çäåñü îïðåäåëÿþòñÿ íå
îäíîçíà÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îíè óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâàì (10.7),
òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè a′ij + c è êîýôôèöèåíòû
fj − c, gi + c òàêæå óäîâëåòâîðÿþò (10.7).

Åñëè èãðà Γ ýêâèâàëåíòíà àíòàãîíèñòè÷åñêîé, òî ñóììà åå ìàòðèö
ïðåäñòàâèìà â âèäå A+B = (gi + fj)m×n. Îáðàòíî, åñëè òàêîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå èìååò ìåñòî, òî Γ ýêâèâàëåíòíà àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöåé
A′ = (aij − fj)m×n = (−bij + gi)m×n.

Óïðàæíåíèå 10.3. Ïóñòü áèìàòðè÷íàÿ èãðà Γ ýêâèâàëåíòíà àíòàãî-
íèñòè÷åñêîé èãðå ñ ìàòðèöåé A′, à f1 = 0. Âûðàçèòå ýëåìåíòû ìàòðèöû
A′ ÷åðåç ýëåìåíòû ìàòðèö A è B.

Óïðàæíåíèå 10.4. Ïóñòü áèìàòðè÷íàÿ èãðà Γ ýêâèâàëåíòíà àíòàãî-
íèñòè÷åñêîé èãðå Γ′. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïàðà (p0, q0) áûëà ñåäëîâîé òî÷êîé â
ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû Γ′, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû (p0, q0)
áûëà ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ. Äîêàæèòå.
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Îïðåäåëèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, àíàëîãè÷íûé ïðîöåññó Áðàóíà èç
� 5.

Øàã 1. Èãðîêè âûáèðàþò ïðîèçâîëüíî ñòðàòåãèè i1 è j1.
Ïóñòü çà k ïîâòîðåíèé èãðû ïåðâûé èãðîê âûáðàë ñòðàòåãèè i1, ..., ik,

à âòîðîé − ñòðàòåãèè j1, ..., jk. Ïðè ýòîì p(k) è q(k) − ñîîòâåòñòâóþùèå
âåêòîðû ÷àñòîò.

Øàã k + 1. Èãðîêè âûáèðàþò ñòðàòåãèè ik+1 è jk+1 èç óñëîâèé

A(ik+1, q(k)) = max
1≤i≤m

A(i, q(k)), B(p(k), jk+1) = max
1≤j≤n

B(p(k), j).

Êàæäûé èãðîê âûáèðàåò ñâîþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ êàê íàèëó÷øèé îòâåò
íà ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ÷àñòîò ïàðòíåðà. Åñëè íàèëó÷øèõ îòâåòîâ
íåñêîëüêî, òî âûáèðàåòñÿ ëþáîé èç íèõ.

Òåîðåìà 10.5. Ïóñòü áèìàòðè÷íàÿ èãðà Γ ýêâèâàëåíòíà àíòàãîíè-
ñòè÷åñêîé. Òîãäà ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (p0, q0) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{(p(k), q(k))} èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ èã-
ðû Γ.

Óïðàæíåíèå 10.5. Äîêàæèòå òåîðåìó 10.5.

Åñëè áèìàòðè÷íàÿ èãðà Γ íå ýêâèâàëåíòíà àíòàãîíèñòè÷åñêîé, òî
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 10.5 ìîæåò áûòü íåâåðíûì. Âñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü
ïàðàãðàôà áóäåò ïîñâÿùåíà äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ôàêòà. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ðàññìîòðèì èãðó Γ èç óïðàæíåíèÿ 10.1 c ìàòðèöàìè

A =

2 0 1
1 2 0
0 1 2

 , B =

1 0 2
2 1 0
0 2 1

 ,

â êîòîðîé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó
(p0, q0) = ((1/3, 1/3, 1/3), (1/3, 1/3, 1/3)).

Ïóñòü ei ∈ E3 − âåêòîð, i-àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà 1, à äâå
äðóãèå ðàâíû íóëþ. Ïóñòü ñ (k + 1)-ãî ïî (k + s)-ûé øàã ïåðâûé èãðîê
âûáèðàë ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ i. Òîãäà

p(k + s) =
kp(k) + sei

k + s
=

k

k + s
p(k) +

s

k + s
ei.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî òî÷êà p(k + t) ïðè èçìåíåíèè t = 0, 1, ..., s, ïåðå-
ìåùàåòñÿ âäîëü îòðåçêà [p(s), ei] îò òî÷êè p(s) äî òî÷êè p(k + s). Àíà-
ëîãè÷íàÿ ôîðìóëà ìîæåò áûòü çàïèñàíà è äëÿ âåêòîðîâ ÷àñòîò âòîðîãî
èãðîêà.
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Ïóñòü íà íåêîòîðîì k-îì øàãå (k > 1) âîçíèêëà ïàðà (ik, jk) = (1, 1).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

A(1, q(k − 1)) ≥ A(i, q(k − 1)), i = 2, 3,
B(p(k − 1), 1) ≥ B(p(k − 1), j), j = 2, 3.

Òîãäà

A(1, q(k)) =
(k − 1)A(1, q(k − 1)) + A(1, e1)

k
=

=
(k − 1)A(1, q(k − 1)) + 2

k
>

(k − 1)A(2, q(k − 1)) + 1

k
= A(2, q(k)).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî A(1, q(k)) > A(3, q(k)). Ïîýòîìó íåîáõî-
äèìî ik+1 = 1. Äàëåå,

B(p(k), 1) =
(k − 1)B(p(k − 1), 1) +B(e1, 1)

k
=

=
(k − 1)B(p(k − 1), 1) + 1

k
>

(k − 1)B(p(k − 1), 2)

k
= B(p(k), 2)

è, ñëåäîâàòåëüíî, jk+1 6= 2.
Òàêèì îáðàçîì, íà (k+1)-ì øàãå âîçíèêíåò ïàðà (1,1) èëè (1,3). Ïðè-

÷åì ïîñëå íåñêîëüêèõ âîçìîæíûõ ïîâòîðåíèé ïàðà (1,1) îáÿçàòåëüíî ïå-
ðåéäåò â ïàðó (1,3). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñëå ïàðû (1,3) ïðî-
öåññ îáÿçàòåëüíî ïåðåéäåò â ïàðó (3,3) è ò.ä. ïî ñõåìå

(1, 1) → (1, 3) → (3, 3) → (3, 2) → (2, 2) → (2, 1) → (1, 1).
Ïóñòü íà (k + 1)-ì øàãå ïðîöåññ ïåðåøåë ñ ïàðû (2,1) íà ïàðó (1,1)

(ò.å. ik = 2, jk = 1, ik+1 = jk+1 = 1), íà (k + s+ 1)-ì øàãå − ñ ïàðû (1,1)
íà ïàðó (1,3), à íà (k + s+ t+ 1)-ì øàãå − ñ ïàðû (1,3) íà ïàðó (3,3):

...,
k

(2, 1), (1, 1), ...,
k+s

(1, 1), (1, 3), ...,
k+s+t

(1, 3), (3, 3), ...

Òîãäà A(1, q(k)) ≥ A(3, q(k)) è

A(3, q(k + s+ t)) =
kA(3, q(k)) + sa31 + ta33

k + s+ t
≥ A(1, q(k + s+ t)) =

=
kA(1, q(k)) + sa11 + ta13

k + s+ t
≥ kA(3, q(k)) + sa11 + ta13

k + s+ t
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî sa31 + ta33 ≥ sa11 + ta13 èëè t ≥ 2s.
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Èòàê, "ïðåáûâàíèå"ïðîöåññà â åãî îñòàíîâêå íà ïàðå (1,3) áóäåò ïî
êðàéíåé ìåðå â äâà ðàçà ïðîäîëæèòåëüíåå, ÷åì íà íåïîñðåäñòâåííî ïðåä-
øåñòâîâàâøåé îñòàíîâêå íà ïàðå (1,1). Òî÷íî òàê æå ïîñëåäóþùàÿ îñòà-
íîâêà íà ïàðå (3,3) ïî êðàéíåé ìåðå â äâà ðàçà ïðîäîëæèòåëüíåå, ÷åì íà
ïàðå (1,3) è ò.ä.

Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê ìåíÿþòñÿ ñòðàòåãèè èãðîêîâ. Åñëè ïåðâûé
èãðîê íà íåêîòîðîì øàãå èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ 1, òî â äàëüíåéøåì îí
åå ñìåíèò íà ñòðàòåãèþ 3, ïîòîì ñòðàòåãèþ 3 íà ñòðàòåãèþ 2 è ò.ä. ïî
ñëåäóþùåìó öèêëó: 1 → 3 → 2 → 1. Ðàçîáüåì ðàññìàòðèâàåìûé ïðîöåññ
íà îòðåçêè øàãîâ ïîñòîÿííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâûì èãðîêîì ñâîèõ ÷è-
ñòûõ ñòðàòåãèé. Äëèíà òàêîãî îòðåçêà − ýòî ÷èñëî ñîäåðæàùèõñÿ â íåì
øàãîâ.

Ëåììà 10.1. Äëèíà îòðåçêà ïîñòîÿííîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâûì èã-
ðîêîì ëþáîé ÷èñòîé ñòðàòåãèè áîëåå, ÷åì â òðè ðàçà ïðåâûøàåò ÷èñëî
øàãîâ ïðîöåññà, ïðåäøåñòâîâàâøèõ äàííîìó îòðåçêó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåññ
íà÷èíàåòñÿ ñ ïàðû ñòðàòåãèé (i1, j1) = (1, 1). Ïóñòü ïåðâûé èãðîê l1 =
1 + s ðàç ïîäðÿä, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî øàãà, âûáèðàë ñòðàòåãèþ 1 ( îäèí
ðàç ïðè ïàðå (1,1) è s ðàç ïðè ïàðå (1,3)). Äàëåå, ïóñòü îí l3 = t + h
ðàç âûáèðàë ñòðàòåãèþ 3 ( t ðàç ïðè ïàðå (3,3) è h ðàç ïðè ïàðå (3,2)).
Çàòåì îí l2 ðàçà ïîäðÿä âûáèðàë ñòðàòåãèþ 2. Òîãäà, ñîãëàñíî ðàíåå
äîêàçàííîìó, s ≥ 2, t ≥ 2s, h ≥ 2t ≥ 4s⇒ l3 = t+h ≥ 6s. Íî l1 = 1+ s ≤
3s/2 ≤ l3/4. Ñëåäîâàòåëüíî, l3 ≥ 4l1 > 3l1. Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü
íåðàâåíñòâî l2 ≥ 4l3 > 3(l1 + l3).

Èòàê, óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî äëÿ íà÷àëüíûõ îòðåçêîâ èñïîëü-
çîâàíèÿ ñòðàòåãèé 1,3 è 2. Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
îòðåçêîâ èñïîëüçîâàíèÿ ïåðâûì èãðîêîì ñâîèõ ñòðàòåãèé.

Ïóñòü ik = 3 è, íà÷èíàÿ ñ (k + 1)-ãî øàãà, ïåðâûé èãðîê l′2 ðàç èñ-
ïîëüçîâàë ñòðàòåãèþ 2, çàòåì ñ (k+ l′2 + 1)-ãî øàãà îí l′1 ðàç èñïîëüçîâàë
ñòðàòåãèþ 1 è äàëåå ñòðàòåãèþ 3. Òîãäà l′1 ≥ 4l′2 (ýòî äîêàçûâàåòñÿ àíà-
ëîãè÷íî íåðàâåíñòâó l1 ≥ 4l2). Èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ñîñòîèò â
âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà l′2 > 3k. Íî òîãäà l′1 ≥ 4l′2 > 3(l′2 + k).

Èç ëåììû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî åñëè â ìîìåíò k+1 ïåðâûé
èãðîê ìåíÿåò ñâîþ ñòðàòåãèþ i (ik = i, ik+1 6= i), òî i-àÿ êîìïîíåíòà
âåêòîðà p(k) áîëüøå 3/4.

Ïîñìîòðèì, êàê ïåðåìåùàåòñÿ òî÷êà p(k) â ñèìïëåêñå P − ìíîæåñòâå
âñåõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà. Èñïîëüçóÿ áàðèöåíòðè÷åñêèå
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êîîðäèíàòû, ñèìïëåêñ P ìîæíî èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè â âèäå ðàâíî-
ñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà (ñì. êîììåíòàðèé ê ðèñ. 4.1). Íà ðèñ. 10.3 òî÷êè
M, N, èK ðàçáèâàþò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà P â îòíîøåíèè 3:1. Îòðåçêè
[e1,M ], [e2, K] è [e3, N ], ïåðåñåêàÿñü, îáðàçóþò âíóòðåííèé òðåóãîëüíèê
ABC.
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Ðèñ. 10.3

Â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ íà÷àëüíûõ øàãîâ òî÷êà p(k) íàõîäèòñÿ â âåð-
øèíå e1. Çàòåì îíà ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü îòðåçêà [e1, e3] äî íåêîòîðîé òî÷-
êè p′, ìèíóÿ ïðè ýòîì òî÷êó K. Äàëåå òî÷êà p(k) äâèæåòñÿ âäîëü îòðåçêà
[p′, e2] äî íåêîòîðîé òî÷êè p′′, ïåðåñåêàÿ îòðåçîê [e1,M ]. Çàòåì îíà ïåðå-
ìåùàåòñÿ âäîëü îòðåçêà [p′′, e1] äî íåêîòîðîé òî÷êè p′′′, ïåðåñåêàÿ îòðåçîê
[e3, N ], è ò.ä. Ïðè ýòîì òî÷êà p(k) íèêîãäà íå áóäåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè
òðåóãîëüíèêà ABC, ñîäåðæàùåãî òî÷êó p0 = (1/3, 1/3, 1/3). Ïîýòîìó p0

íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {p(k)}. Àíàëîãè÷-
íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî q0 = (1/3, 1/3, 1/3) íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {q(k)}.

��11. Èåðàðõè÷åñêèå èãðû äâóõ ëèö

Çäåñü ìû ðàññìàòðèâàåì èãðû äâóõ ëèö, â êîòîðûõ èãðîêè ïðåæäå,
÷åì âûáðàòü ñòðàòåãèè x ∈ X, y ∈ Y , ïðåäâàðèòåëüíî îáìåíèâàþòñÿ
èíôîðìàöèåé î ñâîèõ âûáîðàõ. Òàêîãî ðîäà èãðû îïèñûâàþò âçàèìîäåé-
ñòâèå ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì çâåíüÿìè óïðàâëåíèÿ (íà÷àëüíèêîì è
ïîä÷èíåííûì, öåíòðîì è ïðîèçâîäèòåëåì ïðîäóêöèè è ò.ï.) è íàçûâà-
þòñÿ èåðàðõè÷åñêèìè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðâûé èãðîê îñóùåñòâëÿåò
óïðàâëåíèå âòîðûì èãðîêîì è äåëàåò ñîîáùåíèå ïåðâûì.
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Ðàññìîòðèì èñõîäíóþ èãðó äâóõ ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå
Γ =

〈
X, Y, F (x, y), G(x, y)

〉
, íà îñíîâå êîòîðîé áóäåì ñòðîèòü èåðàðõè÷å-

ñêèå èãðû. Ïðè ýòîì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàí-
íûé ðåçóëüòàò (âûèãðûø), êîòîðûé ìîæåò ïîëó÷èòü â èãðå ïåðâûé èã-
ðîê. Â äàííîì ïàðàãðàôå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèè F (x, y) è G(x, y)
íåïðåðûâíû íà ïðîèçâåäåíèèX×Y êîìïàêòîâ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.

Èãðà Γ1. Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ x ∈ X è ñîîáùàåò åå âòî-
ðîìó. Çàòåì âòîðîé èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ y ∈ Y , çíàÿ x. Ïðè ýòîì

áóäåì èñïîëüçîâàòü ñõåìàòè÷íóþ çàïèñü x
2→y. Ñìûñë ïîäîáíûõ ñîîáùå-

íèé î÷åâèäåí â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíòåðåñû èãðîêîâ áëèçêè. Íàïðèìåð,
åñëè âû ðåøèëè ñ êåì-íèáóäü âñòðåòèòüñÿ, òî ñîîáùàåòå, êóäà ïðèäå-
òå. Èãðà Γ1 ÿâëÿåòñÿ íåàíòàãîíèñòè÷åñêîé îäíîøàãîâîé èãðîé ñ ïîëíîé
èíôîðìàöèåé.

Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: ïåðâûé èãðîê (öåíòð) ñîîáùàåò âòî-
ðîìó èãðîêó (ïðîèçâîäèòåëþ ïðîäóêöèè) öåíó x íà ïðîäóêöèþ. Âòîðîé
èãðîê âûïóñêàåò ïðîäóêöèþ â êîëè÷åñòâå y, çíàÿ öåíó x.

Ïîëåçíî çàïèñàòü èãðó Γ1 â íîðìàëüíîé ôîðìå. Âòîðîé èãðîê èñ-
ïîëüçóåò ñòðàòåãèè âèäà g : X → Y . Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñòðàòåãèé
îáîçíà÷èì ÷åðåç {g}. Òîãäà

Γ1 =
〈
X, {g}, F (x, g), G(x, g)

〉
,

ãäå F (x, g)
def
=F (x, g(x)), G(x, g)

def
=G(x, g(x)).

Íàéäåì íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò F1 ïåðâîãî èãðîêà â
èãðå Γ1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðîé èãðîê, çíàÿ x, âûáèðàåò

y ∈ Y (x) = Argmax
y∈Y

G(x, y),

ò.å. ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ôóíêöèþ âûèãðûøà G(x, y). Ïåðâûé èãðîê çíà-
åò ôóíêöèþ âûèãðûøà âòîðîãî èãðîêà, åìó òàêæå èçâåñòíî, ÷òî âòîðîé
áóäåò âûáèðàòü ñòðàòåãèþ èç ìíîæåñòâà Y (x), íî îí íå çíàåò êîíêðåò-
íîãî âûáîðà y ∈ Y (x).

Âåëè÷èíà W (x) = min
y∈Y (x)

F (x, y) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé ýôôåêòèâíîñòè

(ãàðàíòèðîâàííûì ðåçóëüòàòîì) ñòðàòåãèè x.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Y (x) − íåïóñòîå è ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì. Ñëå-

äîâàòåëüíî, min
y∈Y (x)

äîñòèãàåòñÿ è íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò

èìååò âèä
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F1 = sup
x∈X

min
y∈Y (x)

F (x, y).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà xε íàçû-
âàåòñÿ ε-îïòèìàëüíîé â èãðå Γ1, åñëè W (xε) ≥ F1 − ε.

Â äàëüíåéøåì ìû ïðèâåäåì ïðèìåð, â êîòîðîì sup
x∈X

íå äîñòèãàåòñÿ.

Ðåøèòü èãðó Γ1 − ýòî çíà÷èò íàéòè âåëè÷èíó F1 è ε-îïòèìàëüíóþ ñòðà-
òåãèþ xε ïðè çàäàííîì ε > 0.

Èãðà Γ2. Ïåðâûé èãðîê ïåðåä âûáîðîì x èìååò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ
îá y. Îí õîäèò ïåðâûé è ñîîáùàåò âòîðîìó èãðîêó ñòðàòåãèþ âèäà f :
Y → X. Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñòðàòåãèé îáîçíà÷èì ÷åðåç {f}. Ñõåìà
ñîîáùåíèé â èãðå Γ2 : f

2→ y
1→ x = f(y).

Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: f(y) − âåëè÷èíà ïðåìèè, îáåùàåìàÿ
öåíòðîì çà ïðîèçâåäåííóþ ïðîäóêöèþ y.

Íàéäåì âûðàæåíèå äëÿ íàèëó÷øåãî ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà F2

ïåðâîãî èãðîêà â èãðå Γ2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðîé èãðîê, çíàÿ f, âûáè-
ðàåò y èç ìíîæåñòâà Y (f) =Argmax

y∈Y
G(f(y), y). Ìíîæåñòâî Y (f) ìîæåò

îêàçàòüñÿ ïóñòûì, åñëè ôóíêöèÿ f ðàçðûâíà. Â ñëó÷àå ïóñòîãî Y (f) áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî âòîðîé èãðîê ìîæåò âûáðàòü ëþáóþ ñòðàòåãèþ y ∈ Y.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Y ∗(f) =

{
Y (f), Y (f) 6= ∅,
Y, Y (f) = ∅.

Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âòîðîé èãðîê âûáèðàåò y ∈ Y ∗(f) è îöåíêà
ýôôåêòèâíîñòè ñòðàòåãèè f çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

W (f) = inf
y∈Y ∗(f)

F (f(y), y).

Íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà èìååò âèä

F2 = sup
f∈{f}

inf
y∈Y ∗(f)

F (f(y), y).

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü çàäàíî ε > 0. Ñòðàòåãèÿ f ε íàçûâàåòñÿ
ε-îïòèìàëüíîé â èãðå Γ2, åñëè W (f ε) ≥ F2 − ε.

Ïîèñê âåëè÷èíû F2 ïî óêàçàííîé ôîðìóëå âåñüìà ñëîæåí, òàê êàê
ñâÿçàí ñ ðåøåíèåì îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé {f}.
Ìû äàëåå óïðîñòèì ôîðìóëó äëÿ F2 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îïòèìèçàöèÿ
âåëàñü ïî èñõîäíûì ìíîæåñòâàì X è Y.

Èãðà Γ3. Ïóñòü âòîðîé èãðîê èãðàåò ïðîòèâ ïåðâîãî â èãðó Γ∗2, ò.å.
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ñîîáùàåò åìó ñòðàòåãèþ g : X → Y (ôóíêöèþ îòâåòà). Ïåðâûé èãðîê
â èãðå Γ3 ïåðâûì ñîîáùàåò âòîðîìó ñòðàòåãèþ f1 : {g} → X. Ñõåìà

ñîîáùåíèé â èãðå Γ3 : f1
2→ g

1→ x = f1(g)
2→ y = g(x).

Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ: f1(g) − âåëè÷èíà ðåñóðñà, êîòîðûé
âûäåëÿåò öåíòð ïðîèçâîäèòåëþ ïðîäóêöèè, êîãäà òîò ñîîáùàåò åìó ñâîè
ïðîèçâîäñòâåííûå âîçìîæíîñòè ( ôóíêöèþ g ).

Íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà â èãðå Γ3 èìå-
åò âèä

F3 = sup
f1∈{f1}

inf
g∈Y ∗(f1)

F (f1(g), g),

ãäå

Y ∗(f1) =

{
Y (f1), Y (f1) 6= ∅,
{g}, Y (f1) = ∅,

Y (f1) = Arg max
g∈{g}

G(f1(g), g).

Âåðíåìñÿ ê èãðå Γ2. Íàéäåì áîëåå ïðîñòóþ ôîðìóëó äëÿ F2. Ïîëîæèì
X(y) =Argmax

x∈X
F (x, y) − ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ïåðâîãî èãðîêà,

X∗(y) =Arg max
x∈X(y)

G(x, y) − ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ïåðâîãî èãðî-

êà, áëàãîæåëàòåëüíûõ ïî îòíîøåíèþ êî âòîðîìó. Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ
ïåðâîãî èãðîêà f ∗ : f ∗(y) ∈ X∗(y) ∀y ∈ Y.

Ëåììà 11.1. Ôóíêöèÿ G(f ∗(y), y) ïîëóíåïðåðûâíà ñâåðõó â ëþáîé
òî÷êå y0 ∈ Y, ò.å. äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yk}, ñõîäÿùåéñÿ ê
y0, âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

lim
k→∞

G(f ∗(yk), yk) ≤ G(f ∗(y0), y0). (11.1)

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå y0 ∈ Y ôóíêöèÿG(f ∗(y), y)
íå ÿâëÿåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñâåðõó. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {yk}, ñõîäÿùàÿñÿ ê y0, ÷òî

G′ def= lim
k→∞

G(f ∗(yk), yk) > G(f ∗(y0), y0). (11.2)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ñ÷èòàåì (âûäåëÿÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü), ÷òî f ∗(yk) → x′. Èç íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè G(x, y) ñëåäóåò

G′ = lim
k→∞

G(f ∗(yk), yk) = G(x′, y0).
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Ïîêàæåì, ÷òî x′ ∈ X(y0). Äåéñòâèòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè f ∗

èìååì F (f ∗(yk), yk) ≥ F (x, yk) ∀ x ∈ X, k = 1, 2, .... Îòñþäà, ïåðåõîäÿ â
ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì

F (x′, y0) ≥ F (x, y0) ∀ x ∈ X ⇒ x′ ∈ X(y0).

Èòàê, íåðàâåíñòâî (11.2) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
G′ = G(x′, y0) > G(f ∗(y0), y0). Îíî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
f ∗(y0) ∈ X∗(y0).

Íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû è ìíîæåñòâà:
G2 = max

y∈Y
min
x∈X

G(x, y) − íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò âòî-

ðîãî èãðîêà ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðâûé ïðèìåíÿåò ïî îòíîøåíèþ ê íåìó
ñòðàòåãèþ "íàêàçàíèÿ"fí : fí(y) ∈Argmin

x∈X
G(x, y) ∀ y ∈ Y ;

E =Argmax
y∈Y

min
x∈X

G(x, y) − ìíîæåñòâî ìàêñèìèííûõ ñòðàòåãèé âòîðîãî
èãðîêà;

D = {(x, y) ∈ X × Y | G(x, y) > G2};

K =

 sup
(x,y)∈D

F (x, y), D 6= ∅,

−∞, D = ∅;
M = min

y∈E
max
x∈X

F (x, y).

Òåîðåìà 11.1 (Ãåðìåéåð). Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íàèëó÷-
øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò ïåðâîãî èãðîêà â èãðå Γ2 ðàâåí
F2 = max[K,M ].

Çàìå÷àíèå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ F2 íåîáõîäèìî ðåøèòü îïòèìèçàöèîí-
íûå çàäà÷è íà èñõîäíûõ ìíîæåñòâàõX è Y.Îïòèìàëüíûå (ε-îïòèìàëüíûå)
ñòðàòåãèè, îáåñïå÷èâàþùèå max[K,M ], áóäóò óêàçàíû â ïåðâîé ÷àñòè
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ðåçóëüòàò max[K,M ] äîâîëüíî âåëèê. ×òîáû â
ýòîì óáåäèòüñÿ, ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé. Äîïóñòèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïàðà (x0, y0) ∈Arg max

(x,y)∈X×Y
F (x, y) ∩D. Òîãäà

K = sup
(x,y)∈D

F (x, y) = max
(x,y)∈X×Y

F (x, y) = F2,

ò.å. ðåçóëüòàò F2 ðàâåí ìàêñèìóìó ôóíêöèè F (x, y) íà X × Y.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâàÿ ÷àñòü. Ïîñòðîèì ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà,

îáåñïå÷èâàþùèå åìó ðåçóëüòàò max[K,M ]. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
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1) K > M ⇒ D 6= ∅. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ε > 0 íàéäåòñÿ
òàêàÿ ñòðàòåãèÿ f ε, ÷òî W (f ε) ≥ K − ε. Ïî îïðåäåëåíèþ âåðõíåé ãðàíè
K íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà (xε, yε) ∈ D, ÷òî F (xε, yε) ≥ K − ε. Ïîëîæèì

f ε(y) =

{
xε, y = yε,

fí(y), y 6= yε.

Ïîêàæåì, ÷òî W (f ε) = F (xε, yε) ≥ K − ε. Äåéñòâèòåëüíî, âòîðîé èãðîê,
ïîëó÷èâ ñîîáùåíèå î f ε, âûáåðåò y = yε, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí
ïîëó÷èò âûèãðûø G(fí(y), y) = min

x∈X
G(x, y) ≤ G2 < G(xε, yε). Ïîñêîëü-

êó âòîðîé èãðîê ìàêñèìèçèðóåò ñâîé âûèãðûø, îí âûáåðåò y = yε, ò.å.
Y ∗(f ε) = {yε}.

2) K ≤M. Óêàæåì ñòðàòåãèþ f 0, äëÿ êîòîðîé W (f 0) ≥M. Ïîëîæèì

f 0(y) =

{
f ∗(y), y ∈ E,
fí(y), y /∈ E,

ãäå ñòðàòåãèÿ f ∗ áûëà îïðåäåëåíà âûøå ïåðåä ëåììîé 11.1. Ïîëó÷èâ ñî-
îáùåíèå î f 0, âòîðîé èãðîê âûáåðåò y ∈ E. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y /∈ E,
òî G(fí(y), y) = min

x∈X
G(x, y) < G2. Äàëåå, ïðè y ∈ E G(f 0(y), y) =

G(f ∗(y), y) ≥ min
x∈X

G(x, y) = G2. Ôóíêöèÿ G(f ∗(y), y) ïîëóíåïðåðûâíà

ñâåðõó íà êîìïàêòå E, ïîýòîìó Y ∗(f 0) =Argmax
y∈E

G(f ∗(y), y) ⊆ E. Îòñþäà

W (f 0) = min
y∈Y ∗(f0)

F (f ∗(y), y) ≥

≥ min
y∈E

F (f ∗(y), y) = min
y∈E

max
x∈X

F (x, y) = M.

Âòîðàÿ ÷àñòü. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñòðàòåãèè f ∈ {f}
W (f) ≤ max[K,M ]. Èìååì

sup
y∈Y

G(f(y), y) ≥ max
y∈Y

min
x∈X

G(x, y) = G2.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) sup

y∈Y
G(f(y), y) > G2. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðî-

ãî èãðîêà y0 ∈ Y ∗(f), ÷òî G(f(y0), y0) > G2, ò.å. (f(y0), y0) ∈ D. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè sup

y∈Y
äîñòèãàåòñÿ, òî Y (f) 6= ∅ è y0 âîçüìåì ðåàëèçóþùèì

sup
y∈Y

. Åñëè sup
y∈Y

íå äîñòèãàåòñÿ, òî Y ∗(f) = Y è ñòðàòåãèÿ y0 íàéäåòñÿ ïî
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îïðåäåëåíèþ sup
y∈Y

. Îòñþäà

W (f) = inf
y∈Y ∗(f)

F (f(y), y) ≤ F (f(y0), y0) ≤ K ≤ max[K,M ].

2) sup
y∈Y

G(f(y), y) = G2. Ïîêàæåì, ÷òî E ⊂ Y ∗(f). Äåéñòâèòåëüíî,

ïóñòü y ∈ E. Òîãäà

G2 = min
x∈X

G(x, y) ≤ G(f(y), y) ≤ sup
y∈Y

G(f(y), y) = G2.

Â ýòîé öåïî÷êå íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû êàê ðàâåíñòâà. Îòñþäà y ∈ Y ∗(f)
è E ⊆ Y ∗(f). Èòàê,

W (f) = inf
y∈Y ∗(f)

F (f(y), y) ≤

≤ inf
y∈E

F (f(y), y) ≤ min
y∈E

max
x∈X

F (x, y) = M ≤ max[K,M ].

Ñôîðìóëèðóåì àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ èãðû Γ3. Íàïîìíèì, ÷òî
â èãðå Γ3 âòîðîé èãðîê âûáèðàåò y, êîãäà âûáîð ñòðàòåãèè x ïåðâîãî åìó
èçâåñòåí. Âòîðîé èãðîê èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ g : X → Y. Îïðåäåëèì
ñëåäóþùèå âåëè÷èíû è ìíîæåñòâî:

G3 = min
x∈X

max
y∈Y

G(x, y) = max
y∈Y

G(xí, y) − íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé

ðåçóëüòàò âòîðîãî èãðîêà, êîãäà ïåðâûé ïðèìåíÿåò ñòðàòåãèþ íàêàçàíèÿ
xí;

D′ = {(x, y) ∈ X × Y | G(x, y) > G3};

K ′ =

 sup
(x,y)∈D′

F (x, y), D′ 6= ∅,

−∞, D′ = ∅.
Òîãäà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî F3 = max[K ′, F1] (ñì. óïðàæíåíèÿ 11.1-

2). Åñëè F1 ≥ K ′, òî ïåðâûé èãðîê ïðèìåíÿåò ε-îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ
èãðû Γ1. Ïóñòü F1 < K ′. Â ýòîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà (xε, yε) ∈ D′,
÷òî F (xε, yε) ≥ K ′ − ε.

Óïðàæíåíèå 11.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñòðàòåãèè

f ε1 (g) =

{
xε, g(xε) = yε,

xí, g(xε) 6= yε,

îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè W (f ε1 ) ≥ K ′ − ε.

Óïðàæíåíèå 11.2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè f1 ïåðâîãî
èãðîêà â èãðå Γ3 W (f1) ≤ max[K ′, F1].
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Óïðàæíåíèå 11.3. Äîêàæèòå, ÷òî â èãðå Γ1 â íîðìàëüíîé ôîðìå âñå-
ãäà ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Óïðàæíåíèå 11.4. Äîêàæèòå, ÷òî F1 ≤ F3 ≤ F2.

Ïðèìåð 11.1. Ðåøèì èãðû Γ1,Γ2,Γ3 äëÿ èãðû Γ ñ ìàòðèöàìè

A =

3 6 8
4 3 2
7 −5 −1

 , B =

7 4 3
7 7 3
4 6 6

 .

Èãðà Γ1. F1 = max
1≤i≤3

min
j∈Y (i)

aij = max
1≤i≤3

W (i), Y (i) = Arg max
1≤j≤3

bij, W (1) =

W (2) = 3, W (3) = −5 ⇒ F1 = 3 è i0 = 1, 2 − îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè.

Èãðà Γ2. G2 = max
1≤j≤3

min
1≤i≤3

bij = 4, E = {1, 2}, D = {(i, j) | bij > 4},
K = max

(i,j)∈D
aij = 4, M = min

1≤j≤2
max
1≤i≤3

aij = 6 ⇒ F2 = M = 6

è f 0(j) =

{
3, j = 1,

1, j = 2, 3,
− îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Èãðà Γ3. G3 = min
1≤i≤3

max
1≤j≤3

bij = 6, D′ = {(i, j) | bij > 6},

K ′ = max
(i,j)∈D′

aij = 4 > F1 = 3 ⇒ F3 = K ′ = 4

è f 0
1 (g) =

{
2, g(2) = 1,

3, g(2) 6= 1,
− îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Ïðèìåð 11.2. Ðåøèì èãðû Γ1,Γ2,Γ3 äëÿ èãðû Γ :

X = Y = [0, 1], F (x, y) = 3x/4 + y/2, G(x, y) = (x− y)2.

Èãðà Γ1. F1 = sup
0≤x≤1

min
y∈Y (x)

(3x/4 + y/2),

Y (x) = Arg max
0≤y≤1

(x− y)2 =


{1}, 0 ≤ x < 1/2,

{0, 1}, x = 1/2,

{0}, 1/2 < x ≤ 1.

Ãðàôèê ôóíêöèè W (x) = min
y∈Y (x)

(3x/4 + y/2) ñì. íà ðèñ. 11.1.
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- x
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�>
7/8
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�
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�

� 3/4

W (x)

1/2 1
Ðèñ. 11.1

Çäåñü F1 = 7/8, xε = 1/2 − 4ε/3 − ε-îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ. Îòìåòèì,
÷òî âíåøíÿÿ âåðõíÿÿ ãðàíü â âûðàæåíèè äëÿ F1 íå äîñòèãàåòñÿ.

Èãðà Γ2. G2 = max
0≤y≤1

min
0≤x≤1

(x − y)2 = 0, D = {(x, y) | (x − y)2 > 0},

K = 5/4 = F2, (xε, yε) = (1− 4ε/3, 1), f ε(y) =

{
xε, y = yε,

y, y 6= yε,

− ε-îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ.
Èãðà Γ3. G3 = min

0≤x≤1
max
0≤y≤1

(x− y)2 = 1/4, xí = 1/2,

D′ = {(x, y) | |x− y| > 1/2}, K ′ = sup
(x,y)∈D′

(3x/4 + y/2) = 1 >

7/8 = F1 ⇒ F3 = K ′, (xε, yε) = (1, 1/2− 2ε) ∈ K ′,

f ε1 (g) =

{
1, g(1) = 1/2− 2ε,

1/2, g(1) 6= 1/2− 2ε,
− ε-îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ.

Ïðèìåð 11.3. Èãðà ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ïåðåñòðàõîâùèê (èãðîê 1) è
ñòðàõîâùèê (èãðîê 2) çàêëþ÷àþò äîãîâîð ïåðåñòðàõîâàíèÿ. Ïóñòü Z −
ñóììàðíîå âîçìåùåíèå ñòðàõîâùèêà êëèåíòàì, ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
e−z/m/m, z ≥ 0. Ïðè çàêëþ÷åíèè äîãîâîðà ñòðàõîâùèê âûáèðàåò ïðåäåë
óáûòî÷íîñòè y ∈ Y = {y ∈ E1 | y ≥ 0} : åñëè Z > y, òî ñóììó Z− y âîç-
ìåùàåò ïåðåñòðàõîâùèê. Îòìåòèì, ÷òî ïðè y = 0 ñòðàõîâùèê ïîëíîñòüþ
ïåðåäàåò îïëàòó èñêîâ ïåðåñòðàõîâùèêó. Âåëè÷èíà

h(y)
def
=Emax[Z− y, 0] =

∞∫
y

(z − y)
1

m
e−z/mdz = me−y/m
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− ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà âûïëàò ïåðåñòðàõîâùèêà. Ñòîèìîñòü äîãîâîðà ïå-

ðåñòðàõîâàíèÿ ðàâíà d(x, y)
def
= (1+x)h(y), ãäå x ≥ 0 − êîýôôèöèåíò íàä-

áàâêè çà ðèñê, óñòàíàâëèâàåìûé ïåðåñòðàõîâùèêîì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
îïëàòà äîãîâîðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòðàõîâùèêîì èç ôîíäà ñòðàõîâûõ ïëà-
òåæåé âåëè÷èíû A > m. Äîãîâîð ìîæåò áûòü çàêëþ÷åí ëèøü ïðè âû-
ïîëíåíèè íåðàâåíñòâà d(x, y) + y ≤ A. Ïîëîæèì
Ŷ (x) = {y ∈ Y | d(x, y) + y ≤ A}, X = {x ∈ E1 | x ≥ 0, Ŷ (x) 6= ∅}.
Åñëè y ∈ Ŷ (x), òî äîãîâîð çàêëþ÷àåòñÿ, âûèãðûø ïåðåñòðàõîâùèêà ðà-
âåí åãî îæèäàåìîé ïðèáûëè F (x, y) = xh(y), à âûèãðûø ñòðàõîâùèêà −
ãàðàíòèðîâàííîé âåëè÷èíå îñòàòêà ôîíäà ñòðàõîâûõ ïëàòåæåé G(x, y) =
A− d(x, y)− y, ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àþ Z ≥ y.

Ðåøèì èãðó Γ1. Íàïîìíèì, ÷òî ñíà÷àëà ïåðâûé èãðîê ñîîáùàåò âòî-
ðîìó ñòðàòåãèþ x ∈ X. Çàòåì âòîðîé èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ
y ∈ Y (x) = Arg max

y∈Ŷ (x)
G(x, y). Ïóñòü x ∈ X. Ìàêñèìóì

max
y∈Ŷ (x)

G(x, y) = max
y∈Ŷ (x)

[A− (1 + x)me−y/m − y] = A−m−m ln(1 + x)

äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå y(x) = m ln(1 + x). Îòñþäà âûòåêàåò,
÷òî Ŷ (x) 6= ∅, åñëè A −m −m ln(1 + x) ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, X = [0, x0],

ãäå x0 def= e(A−m)/m − 1. Îòñþäà

F1 = max
x∈X

F (x, y(x)) = max
0≤x≤x0

xm

1 + x
=

x0m

1 + x0

è x0 − îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïåðâîãî èãðîêà.

Óïðàæíåíèå 11.5. Ðàññìîòðèòå èãðó äâóõ ôèðì èç ïðèìåðà 9.9 ïðè
α = 1 è ðåøèòå èãðó Γ1. Ñðàâíèòå íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëü-
òàò ïåðâîãî èãðîêà F1 ñ âûèãðûøåì, êîòîðûé îí ïîëó÷àåò â ñèòóàöèè
ðàâíîâåñèÿ.

Ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó

Îïðåäåëèì òåïåðü ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó èãðû Γ1. Ïîëîæèì
Y ∗(x) =Arg max

y∈Y (x)
F (x, y) � ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ îòâåòîâ âòîðîãî èãðîêà,

áëàãîæåëàòåëüíûõ ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó.

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ (x0, y0) íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëü-
áåðãó, åñëè

x0 ∈ Argmax
x∈X

max
y∈Y (x)

F (x, y), y0 ∈ Y ∗(x0).
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âòîðîé èãðîê, ïîëó÷èâ èíôîðìàöèþ î x, èñ-
ïîëüçóåò ñâîé íàèëó÷øèé îòâåò, áëàãîæåëàòåëüíûé ïî îòíîøåíèþ ê ïåð-
âîìó èãðîêó.

Ïîêàæåì, ÷òî â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëü-
áåðãó ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ âòîðîãî èãðîêà g∗ :
g∗(x) ∈ Y ∗(x) ∀x ∈ Y. Ïî ëåììå 11.1 ôóíêöèÿ F (x, g∗(x)) ïîëóíåïðåðûâ-
íà ñâåðõó íàX. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà äîñòèãàåò íà êîìïàêòåX íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå â íåêîòîðîé òî÷êå x0. Òîãäà ïðè y0 = g∗(x0) ñèòóàöèÿ (x0, y0)
áóäåò ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëüáåðãó.

Óïðàæíåíèå 11.6. Â óñëîâèÿõ ïðèìåðîâ 11.1 è 11.2 íàéäèòå ðàâíîâå-
ñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëüáåðãó òðåáóåò îò
èãðîêîâ ñîòðóäíè÷åñòâà, êîòîðîå, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé ïðèìåð, íå
âñåãäà âîçìîæíî. Â èãðå ñ ìàòðèöàìè

A =

(
5 7
4 8

)
, B =

(
5 6
1 1

)
ñèòóàöèÿ (2,2) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðàâíîâåñèåì ïî Øòàêåëüáåðãó.
Îäíàêî äîãîâîðèòüñÿ î íåé èãðîêàì áóäåò î÷åíü ñëîæíî, ïîñêîëüêó â
ñèòóàöèè (1,2) (âîçíèêàþùåé ïðè ðåøåíèè èãðû Γ1) âûèãðûø âòîðîãî
èãðîêà ñóùåñòâåííî áîëüøå, ÷åì â (2,2), è îí åäâà ëè ñîãëàñèòñÿ íà ñè-
òóàöèþ (2,2).

Êîììåíòàðèé è áèáëèîãðàôèÿ ê ãëàâå II

� 9. Ïîíÿòèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷àñòíîì ñëó÷àå, åùå â 19-ì âåêå,
èñïîëüçîâàëîñü Î. Êóðíî ïðè àíàëèçå ìîäåëè äóîïîëèè [59]. Îïðåäåëå-
íèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãðû ìíîãèõ ëèö ïðèíàäëåæèò Äæ. Íýøó
[76]. Â 1999 ãîäó Äæîí Íýø ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ ïî ýêîíîìèêå.
Êðèòè÷åñêèé ðàçáîð ïîíÿòèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ (â ÷àñòíîñòè, àíàëèç
èãð "ñåìåéíûé ñïîð"è "äèëåììà çàêëþ÷åííîãî") ñäåëàí Ð.Ä. Ëüþñîì è
Õ. Ðàéôîé [61]. Ïðèìåð 9.3 ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé ïðèìåðà "ïåðåêðå-
ñòîê"èç [71].

Òåîðåìà 9.1 î íåïîäâèæíîé òî÷êå ïðèíàäëåæèò Ë. Áðàóýðó [18]. Êîì-
áèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû, èñïîëüçóþùåå ëåììó Ý.Øïåð-
íåðà [107], ïîëó÷åíî Á. Êíàñòåðîì, Ê. Êóðàòîâñêèì è Ñ. Ìàçóðêåâè÷åì
[53] (äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñì. â Ïðèëîæåíèè è â [79]).
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Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðå ìíîãèõ ëèö ñ âî-
ãíóòûìè ôóíêöèÿìè âûèãðûøà (ñì. òàêæå ñëåäóþùóþ ãëàâó) äîêàçàíà
Õ. Íèêàéäî è Ê. Èñîäà [75]. Ïðèìåð 9.6 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìîäå-
ëè Î. Êóðíî [59]. Áàéåñîâñêèå èãðû ââåäåíû Äæ. Õàðøàíüè [92]. Ïðèìåð
9.10 âçÿò èç [91].

� 10. Òåðìèí "áèìàòðè÷íàÿ èãðà"áûë ïðåäëîæåí Í.Í. Âîðîáüåâûì
(ñì.
[34], ãäå ñîäåðæèòñÿ ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå òåîðèè áåñêîàëèöèîí-
íûõ èãð). Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â áèìàòðè÷íûõ
èãðàõ äîêàçàíà Äæ. Íýøåì [76]1. Òàì æå ïðèâåäåíû ñâîéñòâà ñèòóàöèé
ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Óñëîâèå îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ äëÿ
áèìàòðè÷íûõ èãð èñïîëüçîâàëè Ê. Ëåìêå è Äæ. Õîóñîí [60] ïðè ðàçðà-
áîòêå àëãîðèòìà ïîèñêà âñåõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ. Òåîðåìà 10.3 èìååòñÿ
â êíèãå Ý. Ìóëåíà [71]. Èçëîæåííûé àëãîðèòì ïîèñêà ñèòóàöèé ðàâíî-
âåñèÿ áèìàòðè÷íîé èãðû ÿâëÿåòñÿ âåñüìà óïðîùåííûì âàðèàíòîì àëãî-
ðèòìà Ê. Ëåìêå è Äæ. Õîóñîíà [60, 79].

Êîíöåïöèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ, îñíîâàííàÿ íà èñêëþ÷åíèè äîìèíè-
ðóåìûõ ñòðàòåãèé, ïðåäëîæåíà Ý. Ìóëåíîì [71]. Äîêàçàòåëüñòâî îòñóò-
ñòâèÿ ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ê ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ èãðû
èç ïðèìåðà 10.1 ïðèíàäëåæèò Ë.Ñ. Øåïëè [103]

� 11. Îñíîâû òåîðèè èåðàðõè÷åñêèõ èãð ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöè-
ïà ãàðàíòèðîâàííîãî ðåçóëüòàòà äëÿ èãðîêà-ëèäåðà (èãðîêà 1) çàëîæå-
íû Þ.Á. Ãåðìåéåðîì [37, 38]. Â ÷àñòíîñòè, Þ.Á. Ãåðìåéåðó ïðèíàäëå-
æèò öåíòðàëüíûé ðåçóëüòàò ýòîò òåîðèè − òåîðåìà 11.1. Àíàëîãè÷íûé
ðåçóëüòàò äëÿ èãð Γ3 (óïðàæíåíèÿ 11.1 è 11.2) ïîëó÷åí Í.Ñ. Êóêóøêè-
íûì [57]. Ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ èåðàðõè÷åñêèõ èãð ïðåäëîæåíà
È.À. Âàòåëåì è Ô.È. Åðåøêî [28]. Îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñèÿ ïî Øòàêåëü-
áåðãó ñôîðìóëèðîâàíî â [95]. Îáçîð ðàáîò ïî èåðàðõè÷åñêèì èãðàì ñì.
â [52].

1Äàæå äëÿ áîëåå îáùèõ èãð ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé èãðîêîâ (ñì.
ãëàâó III)
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��12. Ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Ðåøåíèå èãð â íîðìàëü-

íîé ôîðìå

Ïóñòü èìååòñÿ ìíîæåñòâî A ó÷àñòíèêîâ èãðû èëè èãðîêîâ. Èãðîê a
èìååò â ñâîåì ðàñïîðÿæåíèè ñòðàòåãèè sa èç ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé Sa.
Êàæäûé èç èãðîêîâ âûáèðàåò ñòðàòåãèþ, íå çíàÿ âûáîðîâ ïàðòíåðîâ. Â
ðåçóëüòàòå â èãðå âîçíèêàåò íàáîð ñòðàòåãèé

s = (sa, a ∈ A) ∈ S =
⊗
a∈A

Sa,

íàçûâàåìûé ñèòóàöèåé. Ó êàæäîãî èãðîêà a èìååòñÿ ôóíêöèÿ âûèãðû-
øà ua(s), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé S, êîòîðóþ èãðîê ñòðå-
ìèòñÿ, ïî âîçìîæíîñòè, ìàêñèìèçèðîâàòü. Òàêèì îáðàçîì, èãðà ìíîãèõ
ëèö â íîðìàëüíîé ôîðìå çàäàåòñÿ íàáîðîì

Γ =
〈
A, Sa, ua(s), a ∈ A

〉
.

Âàæíåéøèì ïðèíöèïîì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â êîíôëèêòíûõ ñèòóàöèÿõ
ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ s = (sa, a ∈ A) íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíî-
âåñèÿ (ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó) èãðû Γ, åñëè

max
sa∈Sa

ua(s||sa) = ua(s) ∀ a ∈ A.

Ñòðàòåãèè sa, ñîñòàâëÿþùèå ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ, áóäåì íàçûâàòü ðàâ-
íîâåñíûìè.

Âûðàæåíèå "s||sa"÷èòàåòñÿ "s ïðè óñëîâèè sa". Îíî îáîçíà÷àåò ñèòó-
àöèþ, â êîòîðîé âñå êîìïîíåíòû, êðîìå ñòðàòåãèè èãðîêà a , ñîâïàäàþò ñ
s , à ñòðàòåãèÿ èãðîêà a åñòü sa. Îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñèÿ ïîêàçûâàåò, ÷òî
ñòðàòåãèÿ sa , âõîäÿùàÿ â ñèòóàöèþ s, ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé äëÿ èãðîêà
a ïðè ôèêñèðîâàííûõ ñòðàòåãèÿõ âñåõ îñòàëüíûõ èãðîêîâ. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó − ýòî òàêàÿ ñèòóàöèÿ, îò
êîòîðîé íè îäíîìó èç èãðîêîâ íå âûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ èíäèâèäóàëüíî.

Îïèøåì îäèí êëàññ èãð, äëÿ êîòîðûõ ðàâíîâåñèå âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ h(z), îïðåäåëåííàÿ íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå
Z åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, íàçûâàåòñÿ êâàçèâîãíóòîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
z′, z′′ ∈ Z è ëþáîãî ÷èñëà 0 < λ < 1 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
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h(λz′ + (1− λ)z′′) ≥ min[h(z′), h(z′′)].

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëþáàÿ âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèâîãíó-
òîé. Ïðèìåðîì êâàçèâîãíóòîé ôóíêöèè íà ïðÿìîé ìîæåò ñëóæèòü ïðî-
èçâîëüíàÿ âîçðàñòàþùàÿ (èëè óáûâàþùàÿ ) ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü z0 ∈ Z. Äëÿ ôóíêöèè h(z), îïðåäåëåííîé íà Z,
ìíîæåñòâà âèäà Z+(z0) = {z ∈ Z | h(z) ≥ h(z0)} íàçûâàþòñÿ ìíîæå-
ñòâàìè Ëåáåãà.

Óïðàæíåíèå 12.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôóíêöèÿ h(z) áûëà êâàçèâîãíóòîé
íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå Z, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû åå ìíîæåñòâà
Ëåáåãà Z+(z0) áûëè âûïóêëûìè ïðè ëþáûõ z0 ∈ Z. Äîêàæèòå.

Ïóñòü Z1 è Z2 − âûïóêëûå êîìïàêòû åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ. Îïðå-
äåëèì òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Φ : Z1 → 2Z2 , ñîïîñòàâëÿ-
þùåå êàæäîìó z ∈ Z1 êîìïàêò Φ(z) ⊆ Z2.

Îïðåäåëåíèå. Òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Φ : Z1 → 2Z2 íà-
çûâàåòñÿ âûïóêëîçíà÷íûì, åñëè ïðè êàæäîì z ∈ Z1 ìíîæåñòâî Φ(z) âû-
ïóêëî. Îíî íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì, åñëè åãî ãðàôèê
{(z, y) | z ∈ Z1, y ∈ Φ(z)} − çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ò.å. äëÿ ëþáûõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé {zn ∈ Z1} è {yn ∈ Φ(zn)}, òàêèõ, ÷òî zn → z0 è yn → y0,
íåîáõîäèìî y0 ∈ Φ(z0).

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå Φ ìîæåò áûòü ïðîñòî îòîáðàæåíèåì èç Z â Z. Òî-
ãäà ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ ñîâïàäàåò ñî ñâîéñòâîì íåïðå-
ðûâíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäûäóùåå îïðåäåëåíèå îáîáùàåò ïîíÿòèå
íåïðåðûâíîñòè äëÿ òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûõ îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 12.1 (Êàêóòàíè). Ïóñòü Z − âûïóêëûé êîìïàêò êîíå÷-
íîìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, à Φ : Z → 2Z − çàìêíóòîå âûïóê-
ëîçíà÷íîå òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñóùåñòâóåò íåïî-
äâèæíàÿ òî÷êà z0 îòîáðàæåíèÿ Φ, ò.å. z0 ∈ Φ(z0).

Äîêàæåì òåîðåìó äëÿ Z ⊂ E1. Â äàííîì ñëó÷àå â ñîîòâåòñòâèè ñ
óñëîâèåì òåîðåìû Z − îòðåçîê [a, b]. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Ẑ = {z ∈
Z | max Φ(z) ≥ z}. Ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî, òàê êàê a ∈ Ẑ. Ïóñòü
z0 = supZ è ïîêàæåì, ÷òî z0 ∈ Φ(z0). Äåéñòâèòåëüíî, max Φ(z0) ≥ z0,
òàê êàê Φ(z) − çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå. Äîêàæåì, ÷òî min Φ(z0) ≤ z0.
Åñëè z0 = b, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü z0 < b. Ðàññìîòðèì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {zk}, ñõîäÿùóþñÿ ê z0 è äëÿ êîòîðîé zk > z0, k = 1, 2, ....
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Ïî îïðåäåëåíèþ z0 äëÿ íåå max Φ(zk) < zk, k = 1, 2, .... Ïîýòîìó íàé-
äåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk ∈ Φ(zk)}, ÷òî yk < zk, k = 1, 2, ....
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} ñõî-
äèòñÿ ê y0 ≤ z0. Ïîñêîëüêó Φ(z) − çàìêíóòîå îòîáðàæåíèå, y0 ∈ Φ(z0) è
min Φ(z0) ≤ z0. Îòñþäà z0 ∈ Φ(z0).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Êàêóòàíè â îáùåì ñëó÷àå îñíîâàíî íà òåî-
ðåìå Áðàóýðà è ñîäåðæèòñÿ â Ïðèëîæåíèè (Ï3).

Òåîðåìà 12.2. Ïóñòü â èãðå Γ ìíîæåñòâà Sa − âûïóêëûå êîìïàêòû
åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ, à ôóíêöèè ua(s) íåïðåðûâíû íà S è êâàçèâî-
ãíóòû ïî sa (ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ sb ∈ Sb, b ∈ A\{a}). Òîãäà â
èãðå Γ ñóùåñòâóåò ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
Φ : S → 2S ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè s ∈ S ïîëîæèì

Φ(s) =
⊗
a∈A

Φa(sb, b ∈ A\{a}),

ãäå

Φa(sb, b ∈ A\{a}) def= Arg max
ha∈Sa

ua(s||ha)

− ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ îòâåòîâ èãðîêà a íà ñòðàòåãèè sb, b ∈ A\{a},
îñòàëüíûõ èãðîêîâ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå

Φa :
⊗

b∈A\{a}
Sb → 2S

a

çàìêíóòî (ñì. çàìå÷àíèå ê òåîðåìå 2.2) è âûïóêëîçíà÷íî. Ïîýòîìó îòîá-
ðàæåíèå Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 12.1 è èìååò íåïîäâèæíóþ
òî÷êó s ∈ Φ(s), êîòîðàÿ è áóäåò ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â èãðå Γ.

Ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå èãðû

Ïóñòü â èãðå Γ ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ êîíå÷íû:
Sa = {1, ...,ma}, a ∈ A. Ñòðàòåãèè sa, âõîäÿùèå â Sa, íàçûâàþòñÿ ÷èñòû-
ìè ñòðàòåãèÿìè èãðîêà a. Cìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà a îïðåäåëÿåòñÿ
êàê âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå πa = (πa1 , ..., π

a
ma), ãäå πasa − âåðîÿòíîñòü

âûáîðà ÷èñòîé ñòðàòåãèè sa ∈ Sa â êà÷åñòâå ðåàëüíîé ñòðàòåãèè èãðîêà
a. Ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé èãðîêà a − ýòî ñèìïëåêñ

Πa = {πa = (πa1 , ..., π
a
ma) |

ma∑
sa=1

πasa = 1, πasa ≥ 0, sa = 1, ...,ma}.

Äëÿ çàäàííîãî íàáîðà ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé
π = (πa, a ∈ A) ∈ Π =

⊗
a∈A

Πa
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îïðåäåëèì p(s|π)
def
=
∏
a∈A

πasa − âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè ñèòóàöèè

s = (sa, a ∈ A). Òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âûèãðûøà èãðîêà a
áóäåò çàäàâàòüñÿ ôóíêöèåé ua(π) =

∑
s∈S

p(s|π)ua(s). Òàêèì îáðàçîì, ñìå-

øàííîå ðàñøèðåíèå èãðû Γ â íîðìàëüíîé ôîðìå èìååò âèä

Γ =
〈
A, Πa, ua(π), a ∈ A

〉
.

Ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ áóäåì íàçûâàòü ñèòóàöèÿìè ðàâíîâå-
ñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû Γ èëè ñìåøàííûìè ðàâíîâåñèÿìè ïî
Íýøó.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ ua(π), î÷åâèäíî, íåïðåðûâíà ïî π è ëèíåéíà ïî πa

ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ πb, b ∈ A\{a}. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 12.2
âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12.3. Â ëþáîé èãðå Γ ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé
ñóùåñòâóåò ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Äëÿ àíàëèçà è âû÷èñëåíèÿ ñìåøàííîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ïîëåçíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 12.1. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèòóàöèÿ π = (πa, a ∈ A) áûëà
ñìåøàííûì ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

max
sa∈Sa

ua(π||sa) = ua(π) ∀ a ∈ A.

Áîëåå òîãî, ua(π||sa) = ua(π) äëÿ ëþáîé òàêîé ñòðàòåãèè sa, ÷òî
πasa > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëü-
ñòâàì ëåììû 10.1 è òåîðåìû 10.1.

Ïðèìåð 12.1. Êàæäîå èç òðåõ ïðåäïðèÿòèé, èñïîëüçóþùèõ âîäó èç
ïðèðîäíîãî âîäîåìà, ðàñïîëàãàþò äâóìÿ ñòðàòåãèÿìè: ñòðîèòü ñîîðóæå-
íèÿ äëÿ ïîëíîé î÷èñòêè îòðàáîòàííîé âîäû (ñòðàòåãèÿ 1) èëè æå ñáðàñû-
âàòü åå ÷åðåç èìåþùèåñÿ î÷èñòíûå ñîîðóæåíèÿ áåç áèîëîãè÷åñêîé î÷èñò-
êè (ñòðàòåãèÿ 2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñîáåííîñòè âîäîåìà è òåõíîëîãè-
÷åñêèõ ïðîöåññîâ òàêîâû, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà íå ïîëíîñòüþ î÷èùåííóþ
âîäó ñáðàñûâàåò íå áîëåå îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ, âîäà â âîäîåìå îñòàåòñÿ
ïðèãîäíîé äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ è ïðåäïðèÿòèÿ óáûòêà íå íåñóò. Åñëè æå íå
ïîëíîñòüþ î÷èùåííóþ âîäó ñáðàñûâàþò íå ìåíåå äâóõ ïðåäïðèÿòèé, òî
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êàæäûé ïîëüçîâàòåëü âîäû íåñåò óáûòêè â ðàçìåðå òðåõ åäèíèö. Íàéäåì
âñå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ è ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ îïèñàííîé
èãðû òðåõ ëèö.

Èñõîäíàÿ èãðà Γ ïðåäñòàâëåíà â òàáë. 12.1.

Òàáë. 12.1.

s1 s2 s3 u1(s) u2(s) u3(s)
1 1 1 -1 -1 -1
1 1 2 -1 -1 0
1 2 1 -1 0 -1
1 2 2 -4 -3 -3
2 1 1 0 -1 -1
2 1 2 -3 -4 -3
2 2 1 -3 -3 -4
2 2 2 -3 -3 -3

Ïîñòðîèì ñìåøàííîå ðàñøèðåíèå Γ. Ïóñòü pa ∈ [0, 1], a = 1, 2, 3,−
âåðîÿòíîñòü, ñ êîòîðîé ïðåäïðèÿòèå a âûáèðàåò ñòðàòåãèþ 1. Âîçìîæíûå
ñèòóàöèè â èãðå Γ ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî

Π = {π = (p1, p2, p3) | pa ∈ [0, 1], a = 1, 2, 3}.

Ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïåðâîãî ïðåäïðèÿòèÿ â èãðå Γ

u1(π) = p1[−p2p3 − p2(1− p3)− (1− p2)p3 − 4(1− p2)(1− p3)]+

+(1− p1)[−3p2(1− p3)− 3(1− p2)p3 − 3(1− p2)(1− p3)] =

= (−6p2p3 + 3p2 + 3p3 − 1)p1 + 3p2p3 − 3 = k1(p2, p3)p1 + l1(p2, p3).

Àíàëîãè÷íî,

u2(π) = k2(p1, p3)p2 + l2(p1, p3), u3(π) = k3(p1, p2)p3 + l3(p1, p2),

ãäå

l1(p2, p3) = 3p2p3 − 3, l2(p1, p3) = 3p1p3 − 3, l3(p1, p2) = 3p1p2 − 3,

k1(p2, p3) = −6p2p3 + 3p2 + 3p3 − 1, k2(p1, p3) = −6p1p3 + 3p1 + 3p3 − 1,

k3(p1, p2) = −6p1p2 + 3p1 + 3p2 − 1.
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Ïóñòü π = (pa, a = 1, 2, 3) − ïðîèçâîëüíàÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîëî-
æèì

k
1

= k1(p2, p3), k
2

= k2(p1, p3), k
3

= k1(p1, p2).

Çàìåòèâ, ÷òî åñëè k
a
> 0, òî pa = 1, à åñëè k

a
< 0, òî pa = 0, ðàññìîòðèì

âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè.
Ïóñòü k

a
> 0, a = 1, 2, 3; òîãäà pa = 1 è k

a
= −1 − ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü k
a
> 0, a = 1, 2, k

3
< 0. Â ýòîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ

(1,1,0). Àíàëîãè÷íî, (1,0,1) è (0,1,1) − òàêæå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Ïóñòü k
1
> 0, k

2
, k

3
< 0. òîãäà p1 = 1 è p2 = p3 = 0, k

1
= −1 −

ïðîòèâîðå÷èå.
Àíàëîãè÷íî, íåò è äðóãèõ ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ñëó÷àþ îäíîé ïîëîæèòåëüíîé è äâóõ îòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí k
a
.

Ïóñòü k
a
< 0, a = 1, 2, 3; òîãäà ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ (0,0,0).

Ïóñòü k
a

= 0, a = 1, 2, 3. Ðåøàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, íàéäåì äâå
ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ:
((3−

√
3)/6, (3−

√
3)/6, (3−

√
3)/6) è ((3+

√
3)/6, (3+

√
3)/6, (3+

√
3)/6).

Ïóñòü k
a

= 0, a = 1, 2, k
3
> 0; òîãäà p3 = 1. Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùóþ

ñèñòåìó, ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ (2/3, 2/3, 1). Åñëè k
a

= 0, a =

1, 2, k
3
< 0, òî p3 = 0, p1 = p2 = 1/3, k

3
= 1/3 − ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íî, (1, 2/3, 2/3) è (2/3, 1, 2/3) − ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.
Íàêîíåö, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, óáåæäàåìñÿ, ÷òî íåò ñèòóàöèé ðàâ-

íîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ îäíîé èç âåëè÷èí k
a
, ðàâíîé íóëþ, è äâóì,

îòëè÷íûì îò íóëÿ.
Èòàê, â èãðå Γ äåâÿòü ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â ÷èñòûõ è ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèÿõ.

Äîìèíèðîâàíèå â èãðàõ ìíîãèõ ëèö

Ïîíÿòèÿ è ðåçóëüòàòû î äîìèíèðîâàíèè ñòðàòåãèé â èãðàõ äâóõ ëèö,
èçëîæåííûå â � 10., ëåãêî îáîáùàþòñÿ íà èãðû ìíîãèõ ëèö Γ.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ ha ñòðîãî äîìèíèðóåò
ñòðàòåãèþ ga (ha � ga) íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé S ⊆ S, åñëè âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî ua(s||ha) ≥ ua(s||ga) ∀ s ∈ S. Áóäåì ãîâîðèòü î ñëàáîì
äîìèíèðîâàíèè (ha � ga), åñëè ua(s||ha) ≥ ua(s||ga) ∀ s ∈ S.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S ñòðîãî (ñîîòâåòñòâåí-
íî ñëàáî) äîìèíèðóåò ìíîæåñòâî S (îáîçíà÷àåòñÿ S � S è S � S ñî-
îòâåòñòâåííî), åñëè îíî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç S â ðåçóëüòàòå ïî-
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ñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ñòðîãî (ñîîòâåòñòâåííî ñëàáî) äîìèíèðóå-
ìûõ ñòðàòåãèé, ò.å. ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âëîæåííûõ ìíîæåñòâ
S = S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sk = S, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì l = 1, ..., k − 1 âû-
ïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
Sl =

⊗
a∈A

Sal è äëÿ ëþáûõ a ∈ A, ga ∈ Sal \Sal+1 íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ

ha ∈ Sal+1, ÷òî h
a � ga (ha � ga) íà Sl.

Ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ äîìèíèðóåìûõ (â ñòðîãîì
èëè ñëàáîì ñìûñëå) ñòðàòåãèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Íà ïåðâîì øàãå âû-
ÿñíÿåì äëÿ êàæäîãî èãðîêà, êàêèå ñòðàòåãèè ÿâëÿþòñÿ äîìèíèðóåìûìè
íà ìíîæåñòâå âñåõ ñèòóàöèé S1 = S è âûáðàñûâàåì èõ. Ïîëó÷àåì ñóæåí-
íîå ìíîæåñòâî S2. Òåïåðü ñòðàòåãèè, êîòîðûå íå áûëè äîìèíèðóåìûìè
íà ìíîæåñòâå S1, ìîãóò îêàçàòüñÿ äîìèíèðóåìûìè íà ìíîæåñòâå S2. Íà
ñëåäóþùåì øàãå ìû èõ âûêèäûâàåì, ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî S3 è ò.ä.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èãðà Γ ðàçðåøèìà ïî äîìèíèðîâà-
íèþ, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ñëàáî äîìèíèðóþùåãî ìíîæåñòâà S äëÿ êàæ-
äîãî a ∈ A ôóíêöèÿ ua(s) íå çàâèñèò îò sa íà S, ò.å. äëÿ ëþáûõ s ∈ S è
ha ∈ Sa ua(s) = ua(s||ha).

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ πa ñòðîãî
äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ ga (πa � ga) íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé S ⊆ S, åñëè
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ua(s||πa) > ua(s||ga) ∀ s ∈ S. Áóäåì ãîâîðèòü î
ñëàáîì äîìèíèðîâàíèè (πa � ga), åñëè
ua(s||πa) ≥ ua(s||ga) ∀ s ∈ S.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî S ñòðîãî (ñîîòâåòñòâåí-
íî ñëàáî) äîìèíèðóåò ìíîæåñòâî S â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ (îáîçíà÷à-
åòñÿ S � S è S � S ñîîòâåòñòâåííî), åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âëîæåííûõ ìíîæåñòâ S = S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sk = S, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì
l = 1, ..., k − 1 âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
Sl =

⊗
a∈A

Sal è äëÿ ëþáûõ a ∈ A, ga ∈ Sal \Sal+1 íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ

πa ∈ Sal+1, ÷òî π
a � ga (πa � ga) íà Sl è πasa = 0 ∀ sa /∈ Sal+1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå àíàëîãè÷íî òåîðåìå 10.4.
Òåîðåìà 12.4. 1) Ïóñòü ìíîæåñòâî S̃ =

⊗
a∈A

S̃a ñòðîãî äîìèíèðóåò

ìíîæåñòâî S â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñìåøàííîãî
ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó π = (πa, a ∈ A) âûïîëíåíî óñëîâèå:
äëÿ ëþáûõ a ∈ A è sa /∈ S̃a íåîáõîäèìî πasa = 0.
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2) Ïóñòü ìíîæåñòâî S̃ =
⊗
a∈A

S̃a ñëàáî äîìèíèðóåò ìíîæåñòâî S â ñìå-

øàííûõ ñòðàòåãèÿõ è π̃ = (π̃asa , sa ∈ S̃a, a ∈ A) − ñìåøàííîå ðàâíîâåñèå

ïî Íýøó â èãðå Γ̃ =
〈
A, S̃a, ua(s), a ∈ A

〉
ñ ñîêðàùåííûìè ìíîæåñòâà-

ìè ñòðàòåãèé. Îïðåäåëèì ñèòóàöèþ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ π èñõîäíîé
èãðû Γ : äëÿ ëþáîãî a ∈ A

πasa =

{
π̃asa , åñëè sa ∈ S̃a,
0, åñëè sa /∈ S̃a.

Òîãäà π − ðàâíîâåñèå ïî Íýøó â èñõîäíîé èãðå Γ.

Ìîäåëè èãðîâîé äèíàìèêè

Ìîäåëè ýòîãî òèïà ðàçâèòû êàê àëüòåðíàòèâà ñòàòè÷åñêèì ïðèíöè-
ïàì îïòèìàëüíîñòè (òàêèì, êàê ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, ðåøåíèÿ ïî äîìèíè-
ðîâàíèþ). Óêàçàííûå ïðèíöèïû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ òðåáóþò äëÿ ñâîåé
ðåàëèçàöèè ïîëíîé èíôîðìèðîâàííîñòè èãðîêîâ îòíîñèòåëüíî óñëîâèé
èãðû (ò.å. îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ ñòðàòåãèé è ôóíêöèé âûèãðûøà âñåõ
ó÷àñòíèêîâ). Áîëåå òîãî, èãðîêè äîëæíû áûòü ðàöèîíàëüíû â ïðèíÿ-
òèè ñîáñòâåííûõ ðåøåíèé è ïðåäïîëàãàòü òàêóþ æå ðàöèîíàëüíîñòü îò
ñâîèõ ïàðòíåðîâ. Ðàññìàòðèâàåìûå äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ïðåäúÿâëÿþò
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå òðåáîâàíèé ê èíôîðìèðîâàííîñòè è ðàöèîíàëüíî-
ñòè èãðîêîâ è áîëüøå ïîõîæè íà ðåàëüíûå ìåòîäû ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîíôëèêòíàÿ ñèòóàöèÿ îïèñûâàåòñÿ èãðîé Γ =〈
A, Sa, ua(s), a ∈ A

〉
ñ êîíå÷íûìè ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé Sa, a ∈ A.

Ïóñòü èãðà ïîâòîðÿåòñÿ â ïåðèîäû âðåìåíè t = 1, 2, .... Êàæäûé èãðîê
âûáèðàåò ñòðàòåãèþ sa(t + 1) íà ïåðèîä (øàã) t + 1, èñõîäÿ èç èñòîðèè
ht = {s(τ) = (sa(τ), a ∈ A)}τ≤t, ñëîæèâøåéñÿ ê ýòîìó ïåðèîäó. Áåñêîíå÷-
íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèòóàöèé {s(t)} áóäåì íàçûâàòü òðàåêòîðèåé
ïðîöåññà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H ìíîæåñòâî âñåâîçìîæíûõ èñòîðèé, ò.å.

H =
⋃
t≥1

{ht}.

Ïðàâèëî ïîâåäåíèÿ èãðîêà â ýòîì ïðîöåññå çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì
µa : H → Sa. Ñîâîêóïíîñòü

〈
Γ; µa, a ∈ A

〉
íàçûâàåòñÿ äåòåðìèíèðîâàí-

íûì èãðîâûì ïðîöåññîì.
Îïðåäåëèì ïîíÿòèå àäàïòèâíîãî ïîâåäåíèÿ. Ñìûñë åãî ñîñòîèò â òîì,

÷òî èãðîê ïðîãíîçèðóåò âåðîÿòíîñòè ðåàëèçàöèè ñòðàòåãèé ïàðòíåðîâ
sA\{a} = (sb, b ∈ A\{a}), èñõîäÿ èç ïðåäûñòîðèè, è ìàêñèìèçèðóåò ñîá-
ñòâåííûé âûèãðûø íà îñíîâàíèè òàêîãî ïðîãíîçà. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
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ðàññìîòðèì ìîäåëü íàèëó÷øèõ îòâåòîâ.
Ïðîöåññ íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà èãðîêàìè ïðîèçâîëüíûõ ñòðàòåãèé

sa(1), a ∈ A. Äàëåå ïîñëå t øàãîâ íà ñëåäóþùåì, (t+ 1)-ì øàãå

sa(t+ 1) ∈ Arg max
sa∈Sa

ua(s(t)||sa), a ∈ A.

Òàêèì îáðàçîì, èãðîê ìàêñèìèçèðóåò ñîáñòâåííûé âûèãðûø, èñõîäÿ èç
ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äðóãèå èãðîêè íå ìåíÿþò ñâîèõ ñòðàòåãèé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïðåäûäóùèì øàãîì.

Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðåäïîëîæåíèÿ î ïîâåäåíèè ïàðòíåðîâ â ìî-
ìåíò âðåìåíè t+ 1 ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü íàáîðîì ïàðàìåòðîâ
{λat,τ ≥ 0}τ≤t, òàêèì, ÷òî

∑
τ≤t

λat,τ = 1. Èãðîê a ñ÷èòàåò, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ

λat,τ â ìîìåíò t+ 1 ïîâòîðèòñÿ íàáîð ñòðàòåãèé äðóãèõ èãðîêîâ sA\{a}(τ),
ñëó÷èâøèéñÿ â ìîìåíò τ. Èñõîäÿ èç ýòîãî, èãðîê a ìàêñèìèçèðóåò ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñâîåãî âûèãðûøà. Ñëåäîâàòåëüíî,

sa(t+ 1) ∈ Arg max
sa∈Sa

∑
τ≤t

λat,τu
a(s(τ)||sa), a ∈ A. (12.1)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü T − ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïåðèîäîâ, äëÿ êîòîðîãî
t−τ > T ⇒ λat,τ = 0 ∀ a ∈ A, t, τ. Òîãäà T íàçûâàåòñÿ ïàìÿòüþ èãðîâîãî
ïðîöåññà (èãðîêè íå ïîìíÿò òî, ÷òî ïðîèñõîäèëî T øàãîâ íàçàä).

Ïðèìåðîì ïðîöåññà ñ áåñêîíå÷íîé ïàìÿòüþ ÿâëÿåòñÿ èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ Áðàóíà äëÿ ìàòðè÷íûõ èãð, èçëîæåííûé â � 5., èëè àíàëîãè÷íûé
ïðîöåññ äëÿ áèìàòðè÷íûõ èãð èç � 10., ãäå λat,τ = 1/t äëÿ âñåõ òàêèõ τ è
t, ÷òî τ ≤ t. Â îáùåì ñëó÷àå ïðàâèëî ïðîãíîçèðîâàíèÿ ìîæíî çàäàòü
îòîáðàæåíèåì pa(sA\{a}|ht), îïðåäåëÿþùåì äëÿ èãðîêà a ñóáúåêòèâíóþ
âåðîÿòíîñòü ðåàëèçàöèè sA\{a} â çàâèñèìîñòè îò èñòîðèè ht. Ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ïðàâèë ïðîãíîçèðîâàíèÿ pa, a ∈ A, íà (t + 1)-ì øàãå èãðîêè
âûáèðàþò ñòðàòåãèè ïî ïðàâèëó

sa(t+ 1) ∈ Arg max
sa∈Sa

∑
sA\{a}

pa(sA\{a} | ht)ua(sA\{a}, sa), a ∈ A.

Àäàïòèâíûå ïðàâèëà ñîîòâåòñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà êàæäûé èãðîê
ñ÷èòàåò ïîâåäåíèå ïàðòíåðîâ, íå çàâèñÿùèì îò åãî ñîáñòâåííîãî âûáîðà.
Îí ëèáî íå ó÷èòûâàåò âîçìîæíîãî âëèÿíèÿ âûáîðà â òåêóùèé ïåðèîä
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íà ïîñëåäóþùèå ïîâòîðåíèÿ, ëèáî îíè åãî íå èíòåðåñóþò (íå ñëó÷àé-
íî äðóãèì íàçâàíèåì ìîäåëè íàèëó÷øèõ îòâåòîâ ÿâëÿåòñÿ "áëèçîðóêîå
ïðèñïîñîáëåíèå").

Äèíàìèêà èãðîâûõ ïðîöåññîâ ñ àäàïòèâíûìè ïðàâèëàìè ïîâåäåíèÿ
îêàçûâàåòñÿ äëÿ ìíîãèõ èãð õîðîøî ñîãëàñîâàííîé ñ óêàçàííûìè âûøå
ñòàòè÷åñêèìè ïðèíöèïàìè îïòèìàëüíîñòè. Ïðèâîäèìûå íèæå óòâåðæäå-
íèÿ ïîäòâåðæäàþò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ ïî
Íýøó è äîìèíèðóþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ èíäèâèäóó-
ìîâ ñ îãðàíè÷åííîé ðàöèîíàëüíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå. Ïðàâèëî ïðîãíîçèðîâàíèÿ pa íàçîâåì àäàïòèâíûì, åñ-
ëè äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè {s(t)} è ëþáîãî íàáîðà ñòðàòåãèé sA\{a}, êîòî-
ðûé âñòðå÷àåòñÿ â {s(t)} ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç, ñóáúåêòèâíàÿ âåðî-
ÿòíîñòü pa(sA\{a}|ht) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞, ãäå {ht} − ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èñòîðèé, îòâå÷àþùèõ òðàåêòîðèè {s(t)}.

Óïðàæíåíèå 12.2. Ïîêàæèòå, ÷òî â ïðîöåññå Áðàóíà èãðîêè èñïîëü-
çóþò àäàïòèâíûå ïðàâèëà ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Òåîðåìà 12.5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ñèòóàöèé
S = S1 ⊃ S2 ⊃ ... ⊃ Sk ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ-
÷åíèÿ ñòðàòåãèé, ñòðîãî äîìèíèðóåìûõ ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè, è
ga ∈ Sar \Sar+1 äëÿ íåêîòîðûõ a ∈ A, r ∈ {1, ..., k − 1}. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1) Äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè {s(t)} ìîäåëè íàèëó÷øèõ îòâåòîâ
sa(t+ 1) 6= ga ïðè t ≥ r.

2) Äëÿ âñÿêîé àäàïòèâíîé äèíàìèêè ñ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ {λt,τ} è
ïàìÿòüþ T sa(t+ 1) 6= ga ïðè t ≥ rT.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî ñòðàòåãèÿ ga ïîëó-
÷åíà â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ñòðàòåãèé, ñòðîãî äî-
ìèíèðóåìûõ ÷èñòûìè ñòðàòåãèÿìè. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì
ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî r. Ïóñòü sa � ga, ò.å. r = 1. Òîãäà ñòðà-
òåãèÿ ga íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà ëþáûå ñòðàòåãèè äðóãèõ
èãðîêîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, sa(t + 1) 6= ga ïðè t ≥ 1. Ïóñòü óòâåðæäåíèå
äîêàçàíî äëÿ ëþáûõ ñòðàòåãèé èç ìíîæåñòâà S1\Sr. Ïî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ s(t) ∈ Sr ïðè ëþáûõ t ≥ r. Ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ øàãà
r, ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðåäóöèðîâàííîé èãðîé ñ ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé
Sar , a ∈ A. Âîçüìåì ga ∈ Sar \Sar+1. Â ðàññìàòðèâàåìîé ðåäóöèðîâàííîé
èãðå ñòðàòåãèÿ ga ñòðîãî äîìèíèðóåìà è sa(t+ 1) 6= sa ïðè ëþáûõ t ≥ r.
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Ïåðåéäåì ê äîìèíèðîâàíèþ ñìåøàííûìè ñòðàòåãèÿìè. Ïóñòü ñìå-
øàííàÿ ñòðàòåãèÿ πa ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ ga, ò.å. r = 1. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè s(t) íàéäåòñÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ sa, äëÿ êîòîðîé
πasa > 0 è ua(s(t)||sa) > ua(s(t)||ga). Ñëåäîâàòåëüíî, sa(t + 1) 6= ga ïðè
ëþáûõ t ≥ 1. Äîêàçàòåëüñòâî, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ äîìèíèðîâàíèÿ ÷èñòûìè
ñòðàòåãèÿìè, çàâåðøàåòñÿ èíäóêöèåé ïî r.

2) Ïóñòü sa � ga. Òîãäà ñòðàòåãèÿ ga íå ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì
èãðîêà a ïðè t ≥ 2, à íà÷èíàÿ ñ øàãà T + 1, îíà íå âõîäèò â ïðàâûå
÷àñòè (12.1) è íå âëèÿåò íà ïîâåäåíèå îñòàëüíûõ èãðîêîâ. Ïîýòîìó ïðè
t ≥ T + 1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðåäóöèðîâàííóþ èãðó ñ ìíîæåñòâàìè
ñòðàòåãèé Sb2 ∀ b ∈ A. Äàëåå ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè.

Ïóñòü òåïåðü ñòðàòåãèÿ ga ñòðîãî äîìèíèðóåòñÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãè-
åé πa. Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè s(τ) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî∑
sa

πasaua(s(τ)||sa) > ua(s(τ)||ga), à îòñþäà

∑
sa

πasa

∑
τ≤t

λat,τu
a(s(τ)||sa) >

∑
τ≤t

λat,τu
a(s(τ)||ga).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ sa, äëÿ êîòîðîé πasa > 0 è∑
τ≤t λ

a
t,τu

a(s(τ)||sa) >
∑

τ≤t λ
a
t,τu

a(s(τ)||ga). Ïîýòîìó sa(t + 1) 6= ga ïðè
t ≥ 1, à ïðè t ≥ T + 1 ñòðàòåãèÿ ga íå âëèÿåò íà âûáîðû äðóãèõ èãðîêîâ.
Ïîýòîìó, íà÷èíàÿ ñ øàãà T + 1, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðåäóöèðîâàííóþ
èãðó ñ ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé Sb2 ∀ b ∈ A. Äàëåå ïðîâîäÿòñÿ ðàññóæäå-
íèÿ ïî èíäóêöèè.

Óòâåðæäåíèå 12.2. Ïóñòü òðàåêòîðèÿ {s(t)} ñîîòâåòñòâóåò íàáîðó
àäàïòèâíûõ ïðàâèë pa, a ∈ A è s(t) ≡ s ïðè t ≥ t. Òîãäà s −
ðàâíîâåñèå ïî Íýøó èãðû Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî

lim
t→∞

pa(sA\{a})|ht) = 0

ïðè ëþáûõ sA\{a} 6= (sb, b ∈ A\{a}). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
t→∞

pa(sb, b ∈ A\{a})|ht) = 1 ∀ a ∈ A. (12.2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî s íå ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ
òàêàÿ ñòðàòåãèÿ sa íåêîòîðîãî èãðîêà a, ÷òî ua(s||sa) > ua(s). Ñ ó÷åòîì
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(12.2) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì t∑
sA\{a}

pa(sA\{a} | ht)ua(sA\{a}, sa) >
∑
sA\{a}

pa(sA\{a} | ht)ua(sA\{a}, sa).

Îòñþäà sa(t+ 1) 6= sa, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îáðàòíûå ðåçóëüòàòû − î ñõîäèìîñòè
àäàïòèâíûõ ïðîöåññîâ ê ðàâíîâåñèÿì ïî Íýøó (ñì. òåîðåìû 5.3 è 10.5).

��13. Ïîçèöèîííûå èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé

Ìíîãèå ðåàëüíûå êîíôëèêòíûå ñèòóàöèè èìåþò äëèòåëüíûé õàðàê-
òåð. Èõ ó÷àñòíèêè äåéñòâóþò íåîäíîêðàòíî è ñ ó÷åòîì èíôîðìàöèè î
ïðåäøåñòâóþùåì ðàçâèòèè êîíôëèêòà. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäåëåé
îáùèå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ äëÿ èãð â íîðìàëüíîé ôîðìå íå
ïîçâîëÿþò íàõîäèòü èëè äàæå êîíêðåòèçèðîâàòü îïòèìàëüíîå ïîâåäåíèå
èç-çà áîëüøîãî ÷èñëà âîçìîæíûõ ñòðàòåãèé. Äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ
èãð ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì èãðîêîâ ÷àñòî óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîçèöèîííîå
ïðåäñòàâëåíèå èãðû. Íàèáîëåå ïðîñòûì êëàññîì ïîçèöèîííûõ èãð ÿâëÿ-
åòñÿ êëàññ êîíå÷íîøàãîâûõ ïîçèöèîííûõ èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé. Â
òàêîé èãðå íà êàæäîì øàãå èãðû äåëàåò õîä ëèøü îäèí èãðîê, èìåþùèé
ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î òåêóùåì ñîñòîÿíèè, âñåõ ïðîèñõîäÿùèõ äåéñòâè-
ÿõ è îáùåé ñòðóêòóðå èãðû. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå îáû÷íî õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ êàê ïîëíàÿ èíôîðìàöèÿ. Õîðîøî èçâåñòíûìè ïðèìåðàìè òàêèõ èãð
ÿâëÿþòñÿ øàøêè è øàõìàòû. Ìíîãîøàãîâûå àíòàãîíèñòè÷åñêèå èãðû ñ
ïîëíîé èíôîðìàöèåé ðàññìàòðèâàëèñü â � 8. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò
ïîëó÷åíû áîëåå îáùèå ðåçóëüòàòû.

Íàïîìíèì ïðèìåð 9.1 âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîäàâöà (èãðîêà 1) è ïîêóïà-
òåëÿ (èãðîêà 2). Ó ïðîäàâöà äâå ñòðàòåãèè: "÷åñòíîñòü"è "îáìàí". Ó ïî-
êóïàòåëÿ òàêæå äâå ñòðàòåãèè: "ïîâåðèòü"è "ïðîâåðèòü". Ìàòðèöû âû-
èãðûøåé èãðîêîâ èìåþò âèä

A =

( ïîâ ïðîâ
÷åñòí 0 0
îáìàí 1 −1

)
, B =

( ïîâ ïðîâ
÷åñòí 0 −1/2
îáìàí −1 1/2

)
.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ìîäèôèêàöèþ èãðû: ïóñòü ïîêóïàòåëü ñïî-
ñîáåí çàìåòèòü, îáâåøèâàåò åãî ïðîäàâåö èëè íåò, ò.å. îí âûáèðàåò ñâîé
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âàðèàíò ïîâåäåíèÿ, çíàÿ ïîâåäåíèå ïðîäàâöà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 13.1.
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b
Ðèñ. 13.1

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ðàöèîíàëüíûì ïîâåäåíèåì ïîêóïàòåëÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ âûáîð îïòèìàëüíîãî îòâåòà, âûäåëåííîãî íà ðèñóíêå æèðíûìè
ëèíèÿìè. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðîäàâåö ìîæåò âûáðàòü îïòèìàëüíóþ ñòðà-
òåãèþ, çíàÿ ðåàêöèþ ïîêóïàòåëÿ. Íèæå äàåòñÿ îáîáùåíèå ýòîãî ìåòîäà
ðåøåíèÿ äëÿ ëþáîé èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâó-
þùèå ôîðìàëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Êîíå÷íûì äåðåâîì, èëè îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì áåç
öèêëîâ, íàçûâàåòñÿ ïàðà (X, σ), ãäå X − êîíå÷íîå ìíîæåñòâî âåðøèí,
èëè ïîçèöèé, à îòîáðàæåíèå σ : X → X ñîïîñòàâëÿåò êàæäîé âåðøèíå
åå áëèæàéøåãî ïðåäøåñòâåííèêà, ïðè÷åì

• ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ íà÷àëüíàÿ âåðøèíà x0, òàêàÿ, ÷òî σ(x0) =
x0;

• ñóùåñòâóåò öåëîå l ≥ 0 , ÷òî σl(x) = x0 äëÿ âñåõ x ∈ X; íàèìåíü-
øåå òàêîå l íàçûâàåòñÿ äëèíîé äåðåâà (X, σ).

Ëþáàÿ âåðøèíà x, äëÿ êîòîðîé σ−1(x) = ∅, íàçûâàåòñÿ ôèíàëüíîé
âåðøèíîé äåðåâà (X, σ), à ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ âåðøèí îáîçíà÷àåòñÿ
÷åðåç T. Äëÿ íåôèíàëüíûõ âåðøèí x ìíîæåñòâî σ−1(x) ñîñòîèò èç ïðååì-
íèêîâ x, ò.å. èç ñëåäóþùèõ çà x âåðøèí. Ðåáðà äåðåâà (X, σ) íàçûâàþòñÿ
àëüòåðíàòèâàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïîçèöèîííîé èãðîé ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé íàçûâàåòñÿ
ñëåäóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü:

G =
〈
A, (X, σ), ua(x), x ∈ T, a ∈ A;X\T =

⋃
a∈A

Xa ∪X0,

∀ x ∈ X0 ∃ p(x′|x), x′ ∈ σ−1(x)
〉
,

ãäå
• A − ìíîæåñòâî èãðîêîâ;
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• (X, σ) − êîíå÷íîå äåðåâî ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé x0 è ìíîæåñòâîì
T ôèíàëüíûõ âåðøèí;

• R = {Xa, a ∈ A, X0} − ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X\T íà ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà;

• Xa − ìíîæåñòâî ïîçèöèé, â êîòîðûõ äåëàåò õîä èãðîê a ∈ A; Xa

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ëè÷íûõ ïîçèöèé èãðîêà a.
• X0 − ìíîæåñòâî ïîçèöèé, â êîòîðûõ "äåëàåò õîä"ñëó÷àé;
• ua : T → E1 − ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà a;
• äëÿ êàæäîãî x ∈ X0 çàäàíû âåðîÿòíîñòè

p(x′|x) > 0,
∑

x′∈σ−1(x)

p(x′|x) = 1,

ïåðåõîäà èç ïîçèöèè x â ïîçèöèè x′ ∈ σ−1(x).

Ðàçáèåíèå R îïðåäåëÿåò, êàêîé èãðîê (èëè ñëó÷àé, åñëè x ∈ X0) õî-
äèò â êàæäîé êîíêðåòíîé íåôèíàëüíîé âåðøèíå x. Åñëè x0 ∈ Xa, a ∈ A,
òî èãðà íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî èãðîê a äîëæåí âûáðàòü ñëåäóþùóþ çà
x0 âåðøèíó, ñêàæåì, x1 ∈ σ−1(x0). Åñëè x1 − ôèíàëüíàÿ âåðøèíà, òî
èãðà îêîí÷åíà è âûèãðûøè èãðîêîâ ñóòü ua(x1), a ∈ A. Åñëè x1 − íåôè-
íàëüíàÿ âåðøèíà, òî èãðîê b, äëÿ êîòîðîãî x1 ∈ Xb, èìååò ïðàâî õîäà
è âûáèðàåò ñëåäóþùóþ çà x1 âåðøèíó, ñêàæåì, x2 ∈ σ−1(x1) è ò.ä. Åñëè
â êàêîé-òî ìîìåíò ìû ïîïàäàåì â âåðøèíó x ∈ X0 (â êîòîðîé õîäèò
ñëó÷àé), òî ñ âåðîÿòíîñòüþ p(x′|x) ìû ïåðåõîäèì ê îäíîé èç âåðøèí
x′ ∈ σ−1(x), â êîòîðîé ïðîäîëæàåì äåéñòâîâàòü ñïîñîáîì, îïèñàííûì
âûøå.

Åñëè èãðîê a â âåðøèíå x ∈ Xa âûáèðàåò âåðøèíó x′ ∈ σ−1(x), òî
òàêæå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îí âûáèðàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ àëüòåðíàòèâó
− ðåáðî äåðåâà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû x è x′.

b1
����

PPPPPPPPP

b2
@

@
�

�

b0PPPPPPb3
@

@
�

�

b1
�

�
@

@

×

× × × × × × × × ×

Ðèñ. 13.2

Íà ðèñ. 13.2 îòìå÷åííûå êðåñòèêàìè âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ôèíàëüíû-
ìè. Â âåðøèíå 0 õîäèò ñëó÷àé, â îñòàëüíûõ − èãðîêè 1, 2 è 3.

×òîáû îïðåäåëèòü èñõîä ïîçèöèîííîé èãðû, äëÿ êàæäîé ïîçèöèè ëþ-
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áîãî èãðîêà äîëæíà áûòü óêàçàíà âåðøèíà, êóäà îí ïåðåéäåò. Ââåäåì äëÿ
ýòîãî íåñêîëüêî ïîíÿòèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèåé èãðîêà a ∈ A íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå µa,
îïðåäåëÿþùåå äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ Xa ïîçèöèþ, â êîòîðóþ îí ïå-
ðåéäåò: ∀ x ∈ Xa µa(x) ∈ σ−1(x). Ìíîæåñòâî âñåõ ñòðàòåãèé èãðîêà a
îáîçíà÷èì ÷åðåç {µa}.

Íàáîð òàêèõ ñòðàòåãèé µ = (µa, a ∈ A) íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé. Äëÿ
êàæäîãî x ∈ X äëÿ äàííîé ñèòóàöèè µ ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü
p(x|µ) ïåðåõîäà â ïîçèöèþ x. Ïðè ýòîì p(x0|µ) = 1 − èãðà âñåãäà íà÷è-
íàåòñÿ ñ ïîçèöèè x0.

Â îáùåì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ïîçèöèþ x, íåïîñðåäñòâåííî
ñëåäóþùóþ çà ïîçèöèåé èãðîêà σ(x) ∈ Xa, a ∈ A, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå p(x|µ) = p(σ(x)|µ)p(x|σ(x), µ), ãäå

p(x|σ(x), µ) =

{
1, åñëè µa(σ(x)) = x,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè æå σ(x) ∈ X0 − ïîçèöèÿ ñëó÷àÿ, òî âåðîÿòíîñòü p(x|σ(x), µ) =
p(x|σ(x)) çàäàíà óñëîâèÿìè èãðû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè
µ äëÿ êàæäîãî èãðîêà a ∈ A îïðåäåëåíî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè âû-
èãðûøà

ua(µ) = E(ua(x)|µ) =
∑
x∈T

p(x|µ)ua(x).

Óïðàæíåíèå 13.1. Íà ðèñ. 13.3 ðåáðà äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèòó-
àöèè µ, âûäåëåíû æèðíûìè ëèíèÿìè, à ôèíàëüíûå ïîçèöèè ïðîíóìåðî-
âàíû îò 1 äî 6, ò.å. T = {1, ..., 6}. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòè
p(x|µ), x ∈ T. b0
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Ðèñ. 13.3

Îïðåäåëåíèå. Èãðà Γ(G) =
〈
A, {µa}, ua(µ), a ∈ A

〉
íàçûâàåòñÿ íîð-

ìàëüíîé ôîðìîé ïîçèöèîííîé èãðû G.

Äëÿ ëþáîé âåðøèíû z ∈ X ìîæíî ðàññìîòðåòü ïîçèöèîííóþ ïîäû-
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ãðó, íà÷èíàþùóþñÿ èç ýòîé òî÷êè:

Gz =
〈
A, (Xz, σz), X

0
z , X

a
z , u

a
z(x), a ∈ A

〉
,

ãäå
• Xz = {x |ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå l ≥ 0, ÷òî σl(x) = z};
• σz åñòü ñóæåíèå îòîáðàæåíèÿ σ íà Xz è σz(z) = z;
• Xa

z = Xa ∩Xz, a ∈ A, X0
z = X0 ∩Xz;

• uaz(x) = ua(x), åñëè x ∈ Xz ∩ T .
Ïóñòü µ = (µa, a ∈ A) − ñèòóàöèÿ â èãðå Γ(G). Îáîçíà÷èì ÷åðåç µz =

(µaz , a ∈ A) − åå ñóæåíèå íà Xz, à ÷åðåç ua(µz) − çíà÷åíèå âûèãðûøà
èãðîêà a â ñèòóàöèè µz. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî z ∈ X îïðåäåëåíà

èãðà Γ(Gz) =
〈
A, {µaz}, uaz(µz), a ∈ A

〉
− íîðìàëüíàÿ ôîðìà äëÿ èãðû

Gz.

Óïðàæíåíèå 13.2. Íà ðèñ. 13.4 èçîáðàæåíî äåðåâî èãðû G. Â ôèíàëü-
íûõ ïîçèöèÿõ óêàçàíû âåêòîðû âûèãðûøåé èãðîêîâ u(x) = (u1(x), u2(x))
èëè èñõîäû èãðû. b0
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Ðèñ. 13.4

Çàïèøèòå íîðìàëüíóþ ôîðìó äàííîé èãðû G è ïîäûãðû Gz, ñîîò-
âåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîìó âûáîðó ïðàâîé àëüòåðíàòèâû.

Îïðåäåëåíèå. Ñèòóàöèÿ µ = (µa, a ∈ A) íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì
ïîäûãðîâûì ðàâíîâåñèåì, èãðû G, åñëè äëÿ êàæäîé âåðøèíû z ∈ X ñè-
òóàöèÿ µz = (µaz , a ∈ A), ãäå µaz − ñóæåíèå ñòðàòåãèè µa íà ïîäûãðó
Γ(Gz), ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â èãðå Γ(Gz).

Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííîãî ïîäûãðîâîãî
ðàâíîâåñèÿ (àëãîðèòì Êóíà)

Àëãîðèòì Êóíà ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíûõ ðåäóêöèé èãðû G.
Øàã 1. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z1 ïðåäôèíàëüíûõ âåðøèí, äëÿ êîòî-

ðûõ âñå ïîñëåäóþùèå âåðøèíû ÿâëÿþòñÿ ôèíàëüíûìè: Z1 = {x | σ−1(x) ⊆
T}. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû x ∈ Z1 äåéñòâóåì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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1) Åñëè â äàííîé âåðøèíå õîäèò èãðîê a ∈ A (x ∈ Z1∩X0), òî íàõîäèì
åãî íàèëó÷øèé âûáîð â ýòîé âåðøèíå

µa(x) ∈ Arg max
y∈σ−1(x)

ua(y)

è äîîïðåäåëÿåì âåêòîð âûèãðûøåé èãðîêîâ â âåðøèíå

u(x) = (ub(x), b ∈ A)
def
=(ub(µa(x)), b ∈ A).

2) Åñëè â äàííîé âåðøèíå õîäèò ñëó÷àé (x ∈ Z1∩X0), òî ïðèïèñûâàåì
ýòîé âåðøèíå ñðåäíåå çíà÷åíèå âåêòîðà âûèãðûøåé ñðåäè âîçìîæíûõ
àëüòåðíàòèâ

u(x) =
∑

y∈σ−1(x)

p(y|x)u(y).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè ðåäóöèðîâàííóþ èãðó ñ ìíîæåñòâîì ôèíàëü-
íûõ âåðøèí Z1.

Øàã 2. Äëÿ ýòîé èãðû àíàëîãè÷íî øàãó 1 íàõîäèì ìíîæåñòâî íåôè-
íàëüíûõ âåðøèí Z2, äëÿ êîòîðûõ âñå ïîñëåäóþùèå âåðøèíû â íîâîì
äåðåâå ÿâëÿþòñÿ ôèíàëüíûìè: Z2 = {x | σ−1(x) ⊂ T ∪ Z1}. Äëÿ êàæ-
äîé âåðøèíû x ýòîãî ìíîæåñòâà àíàëîãè÷íî ïóíêòàì 1) è 2) îïðåäåëÿåì
âûáîðû µa(x) ïðè x ∈ Xa è âåêòîð âûèãðûøåé u(x).

Äàëåå àíàëîãè÷íî ïðîäîëæàåì ýòîò ïðîöåññ äëÿ ìíîæåñòâ
Z3 = {x | σ−1(x) ⊂ T ∪ Z1 ∪ Z2},
Z4 = {x | σ−1(x) ⊂ T ∪ Z1 ∪ Z2 ∪ Z3}

è ò.ä., ïîêà î÷åðåäíîå ìíîæåñòâî Zl íå áóäåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç íà÷àëü-
íîé âåðøèíû x0. Ïðè ýòîì ïîëó÷åííàÿ ñèòóàöèÿ µ = (µa, a ∈ A) áóäåò
ñîâåðøåííûì ïîäûãðîâûì ðàâíîâåñèåì èñõîäíîé èãðû G. Òàêèì îáðà-
çîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 13.1. Â ëþáîé êîíå÷íîé ïîçèöèîííîé èãðå ñ ïîëíîé èíôîð-
ìàöèåé ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííîå ïîäûãðîâîå ðàâíîâåñèå. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñòðàòåãèè è âûèãðûøè èãðîêîâ çàäàþòñÿ àëãîðèòìîì Êóíà.

Óïðàæíåíèå 13.3. Íàéòè ñîâåðøåííîå ïîäûãðîâîå ðàâíîâåñèå â ïî-
çèöèîííîé èãðå G, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 13.4.

Ïðèìåð 13.1. Ìîäåëü âíóòðèâåäîìñòâåííîãî ýêîëîãè÷åñêîãî êîíòðî-
ëÿ. Ïóñòü ïåðâûé èãðîê − ïðåäïðèÿòèå, èìåþùåå äâå ñòðàòåãèè: 1 −
ïðèìåíÿòü ýêîëîãè÷åñêè ÷èñòûé ñïîñîá ïðîèçâîäñòâà è 2 − ïðèìåíÿòü
"ãðÿçíûé", íî áîëåå äåøåâûé ñïîñîá. Âòîðîé èãðîê − êîíòðîëèðóþùèé
îðãàí, ïðèíàäëåæàùèé òîìó æå âåäîìñòâó, ÷òî è ïðåäïðèÿòèå. Îí èìååò
äâå ñòðàòåãèè: 1 − øòðàôîâàòü çà ïðèìåíåíèå "ãðÿçíîãî"ñïîñîáà ïðîèç-
âîäñòâà, 2 − ïðîïóñêàòü ýêîëîãè÷åñêîå íàðóøåíèå ("çàêðûâàòü ãëàçà").
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Ðèñ. 13.5

Âíà÷àëå õîäèò ïåðâûé èãðîê, à çàòåì − âòîðîé, çíàÿ âûáîð ïåðâîãî.
Íà ðèñ. 13.5 èçîáðàæåíî äåðåâî èãðû. Â ôèíàëüíûõ âåðøèíàõ äåðåâà
óêàçàíû óñëîâíûå âûèãðûøè èãðîêîâ. Íàïðèìåð, åñëè îáà èãðîêà ïðè-
ìåíÿþò âòîðûå ñòðàòåãèè, òî ïåðâûé âûèãðàåò 2, à âòîðîé ïðîèãðàåò 1,
ïîñêîëüêó ïðè ýòîì ïðîèçîøëî çàãðÿçíåíèå îêðóæàþùåé ñðåäû.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñîâåðøåííûì ïîäûãðîâûì ðàâíîâåñèåì â äàííîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íàáîð µ = (2, 2), ïðèâîäÿùèé ê èñõîäó (2,−1). Îäíàêî,
â ýòîé èãðå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, áîëåå âûãîäíîå äëÿ âòîðîãî
èãðîêà : îí ìîæåò èñïîëüçîâàòü "ñòðàòåãèþ íàêàçàíèÿ"(ñì. � 11.) è ïðè
âûáîðå ïåðâûì èãðîêîì âòîðîé ñòðàòåãèè âûáèðàòü ñòðàòåãèþ "øòðàôî-
âàòü", ÷òî ïðèâîäèò ê èñõîäó (−5,−2) (íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî åìó íå âû-
ãîäíî). Òîãäà ïåðâûé èãðîê, ÷òîáû íå ïîëó÷èòü −5, ïðåäïî÷òåò âûáðàòü
ïåðâóþ ñòðàòåãèþ. Â èòîãå ïîëó÷èòñÿ ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ µ = (1, 1),
êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ïîäûãðîâûì ðàâíîâåñèåì. Îòìåòèì,
÷òî ñèòóàöèþ (2, 2) ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü èñêëþ÷åíèåì äîìèíèðóåìûõ
ñòðàòåãèé â èãðå Γ(G) ñ ìàòðèöàìè

A =

(øòð ïðîï
ãðÿç 1 1
÷èñò −5 2

)
, B =

(øòð ïðîï
ãðÿç 1 1
÷èñò −2 −1

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñòðàòåãèÿ 1 âòîðîãî èãðîêà ñëàáî äîìèíèðóåòñÿ
ñòðàòåãèåé 2. Åñëè åå âû÷åðêíóòü, òî ïîëó÷àåòñÿ èãðà, ãäå ñòðàòåãèÿ 2
ïåðâîãî èãðîêà ñòðîãî äîìèíèðóåò ñòðàòåãèþ 1. Â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷å-
íèÿ äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé îñòàíåòñÿ ñèòóàöèÿ (2,2), êîòîðàÿ îáû÷íî
è âîçíèêàåò ïðè âíóòðèâåäîìñòâåííîì êîíòðîëå. Â ýòîì ïðèìåðå èãðà
Γ(G) ðàçðåøèìà ïî äîìèíèðîâàíèþ.

Âîîáùå äëÿ èãð ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé òèïè÷íà ñèòóàöèÿ, êîãäà ñî-
âåðøåííîå ïîäûãðîâîå ðàâíîâåñèå îäíî, à ïðî÷èõ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó,
ñâÿçàííûõ ñî ñòðàòåãèÿìè íàêàçàíèÿ, ìíîãî.
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå âîçìóùåíèå èãðû G: ïóñòü â êàæäîé ïîçèöèè
ñ íåêîòîðîé äîñòàòî÷íî ìàëîé âåðîÿòíîñòüþ ε > 0 âñå èãðîêè îøèáàþòñÿ.
Â êàæäîé ïîçèöèè èãðîêà a ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − ε ðåàëèçóåòñÿ íàìå÷åí-
íàÿ èì àëüòåðíàòèâà, à ñ âåðîÿòíîñòüþ ε ïðîèñõîäèò õîä ñëó÷àÿ è ðàâ-
íîâåðîÿòíî ðåàëèçóåòñÿ ëþáàÿ äðóãàÿ àëüòåðíàòèâà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Gε óêàçàííóþ âîçìóùåííóþ èãðó. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé
îñòàþòñÿ òàêèìè æå, êàê â èãðå G, è ëþáàÿ âåðøèíà èñõîäíîé èãðû â
âîçìóùåííîé èãðå Gε ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ïðè
ëþáûõ ñòðàòåãèÿõ èãðîêîâ.

Òåîðåìà 13.2. Ïóñòü â èñõîäíîé èãðå G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñî-
âåðøåííîå ïîäûãðîâîå ðàâíîâåñèå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî
ε > 0 â èãðå Gε ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, ñîâïàäà-
þùåå ñ ñîâåðøåííûì ïîäûãðîâûì ðàâíîâåñèåì èñõîäíîé èãðû.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ñõåìó àëãîðèòìà Êóíà. Â ëþáîé ïðåä-
ôèíàëüíîé ïîçèöèè x ∈ Z1 ∩ Xa ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàèëó÷øèé
âûáîð µa(x) èãðîêà a, îòâå÷àþùèé ñîâåðøåííîìó ïîäûãðîâîìó ðàâíî-
âåñèþ. Â ëþáîé ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ µ̂ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0
µ̂a(x) = µa(x), ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü îñóùåñòâëåíèÿ ïîçèöèè x ïîëîæè-
òåëüíà è ëþáîé äðóãîé âûáîð ïðèâåäåò ê ñòðîãî ìåíüøåìó âûèãðûøó.
Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðøèíû èç Z2, Z3, ..., ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿ ïî èíäóêöèè è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî µ̂ = µ.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G − ïîçèöèîííàÿ èãðà, äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ñîâåðøåííîå ïîäèãðîâîå ðàâíîâåñèå µ. Òîãäà èãðà â íîð-
ìàëüíîé ôîðìå Γ(G) ðàçðåøèìà ïî äîìèíèðîâàíèþ, à âûèãðûøè èãðî-
êîâ ua(µ), a ∈ A, çàäàþòñÿ àëãîðèòìîì Êóíà.

Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå (ðèñ. 13.6) ñîâåðøåííîå ïîäûãðîâîå ðàâíîâåñèå
ñòðîãî õóæå äëÿ èãðîêîâ, ÷åì äðóãàÿ ñèòóàöèÿ.
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Ðèñ. 13.6
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Îñíîâíîå îòëè÷èå ïîçèöèîííûõ èãð ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé îò èãð
ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî èãðîê â ìîìåíò ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ íå çíàåò òî÷íî ñîñòîÿíèå èãðû, òî åñòü íå ðàçëè÷àåò íåêîòîðûå
âåðøèíû ìåæäó ñîáîé. Îòìåòèì, ÷òî íåòî÷íàÿ èíôîðìàöèÿ î òåêóùåì
ñîñòîÿíèè òèïè÷íà äëÿ ðåàëüíûõ êîíôëèêòîâ. Îáùåå ïîíÿòèå ïîçèöèîí-
íîé èãðû (ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé) îòëè÷àåòñÿ îò äàííîãî âûøå îïðå-
äåëåíèÿ èãðû ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé â ñëåäóþùåì îòíîøåíèè. Äëÿ êàæ-
äîãî èãðîêà a ââîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî ïîçè-
öèé íà èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà. Èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî − ýòî
ñîâîêóïíîñòü ñîñòîÿíèé ïîçèöèîííîé èãðû, êîòîðûå èãðîê íå ðàçëè÷àåò
ìåæäó ñîáîé. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âñåõ ïîçèöèé îäíîãî èíôîðìà-
öèîííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî àëüòåðíàòèâ, ò.å. ïîñëå-
äóþùèõ ïîçèöèé, â êàæäîé òàêîé âåðøèíå. Êðîìå òîãî, èíôîðìàöèîííîå
ìíîæåñòâî íå äîëæíî ñîäåðæàòü äâóõ ïîçèöèé, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó
ïóòè, ñîåäèíÿþùåìó íà÷àëüíóþ âåðøèíó ñ íåêîòîðîé ôèíàëüíîé. Çàíó-
ìåðóåì ýòè ìíîæåñòâà äëÿ êàæäîãî èãðîêà è îáîçíà÷èì èíôîðìàöèîííîå
ìíîæåñòâî ñ íîìåðîì j èãðîêà a ∈ A ÷åðåç Zaj.

Êàê è â èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé, â ïðîèçâîëüíîé ïîçèöèîííîé
èãðå

G =
〈
A, (X, σ), ua(x), x ∈ T, a ∈ A;X\T =

⋃
a∈A

Xa ∪X0,

∀ x ∈ X0 ∃ p(x′|x), x′ ∈ σ−1(x)
〉
,

çàäàíû
• A − ìíîæåñòâî èãðîêîâ;
• (X, σ) − êîíå÷íîå äåðåâî (îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ), ãäå

X − ìíîæåñòâî ïîçèöèé (âåðøèí) ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé x0 è σ : X → X
− îòîáðàæåíèå, ñîïîñòàâëÿþùåå êàæäîé âåðøèíå äåðåâà (X, σ) åå áëè-
æàéøåãî ïðåäøåñòâåííèêà, ïðè÷åì

1) σ(x0) = x0,

2) íàéäåòñÿ öåëîå l ≥ 0, ÷òî σl(x) = x0 ∀ x ∈ X; íàèìåíüøåå òàêîå
l íàçûâàåòñÿ äëèíîé äåðåâà (X, σ);

• T = {x ∈ X | σ−1(x) = ∅} − ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ âåðøèí;
• R = {Xa, a ∈ A, X0} − ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà X\T íà ïîïàðíî

íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà;
• Xa − ìíîæåñòâî ëè÷íûõ ïîçèöèé, â êîòîðûõ äåëàåò õîä èãðîê a ∈

A;
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• X0 − ìíîæåñòâî ïîçèöèé, â êîòîðûõ "äåëàåò õîä"ñëó÷àé;
• ua : T → E1 − ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà a;
• äëÿ êàæäîãî x ∈ X0 çàäàíû âåðîÿòíîñòè

p(x′|x) > 0,
∑

x′∈σ−1(x)

p(x′|x) = 1,

ïåðåõîäà èç ïîçèöèè x â ïîçèöèè x′ ∈ σ−1(x).
Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî a ∈ A çàäàíî ðàçáèåíèå

Xa =
⋃
j∈Ja

Zaj

íà èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà Zaj, j ∈ Ja, âêëþ÷àþùèå ïîçèöèè ñ îäè-
íàêîâûì ÷èñëîì àëüòåðíàòèâ, ðàâíûì k(j). Àëüòåðíàòèâû êàæäîé ïîçè-
öèè x ∈ Zaj ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî ÷èñëàìè îò 1 äî k(j). Èãðîê a
äåëàåò õîä, íå ðàçëè÷àÿ ïîçèöèè èç Zaj ìåæäó ñîáîé. ×òîáû îòðàçèòü ýòî
îáñòîÿòåëüñòâî, îáîçíà÷èì ÷åðåç Alaj = {1, ..., k(j)} ìíîæåñòâî íîìåðîâ
àëüòåðíàòèâ äëÿ èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà Zaj èãðîêà a ∈ A. Âî âñåõ
ïîçèöèÿõ x ∈ Zaj ìíîæåñòâî Alaj èçîìîðôíî ìíîæåñòâó ïîçèöèé σ−1(x).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ(x, k) âåðøèíó, ñëåäóþùóþ çà x è ñîîòâåòñòâóþùóþ
àëüòåðíàòèâå ñ íîìåðîì k ∈ Alaj ïðè óêàçàííîì èçîìîðôèçìå.

Îïðåäåëåíèå. ×èñòîé ñòðàòåãèåé èãðîêà a ∈ A íàçûâàåòñÿ îòîáðà-
æåíèå µa, îïðåäåëÿþùåå äëÿ êàæäîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà Zaj

àëüòåðíàòèâó µa(Zaj) ∈ Alaj, êîòîðóþ èãðîê âûáèðàåò â ëþáîé èç âåð-
øèí ýòîãî ìíîæåñòâà. Íàáîð òàêèõ ñòðàòåãèé
µ = (µa, a ∈ A) íàçûâàåòñÿ ñèòóàöèåé.

Âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â ïîçèöèþ x ∈ X, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþùóþ
çà âåðøèíîé σ(x) ∈ Zaj ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèòóàöèè µ, îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå p(x|µ) = p(σ(x)|µ)p(x|σ(x), µ), ãäå

p(x|σ(x), µ) =

{
1, åñëè x = ξ(σ(x), µa(Zaj)),

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè æå σ(x) ∈ X0 − ïîçèöèÿ ñëó÷àÿ, òî âåðîÿòíîñòü p(x|σ(x), µ) =
p(x|σ(x)) çàäàíà óñëîâèÿìè èãðû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè
µ äëÿ êàæäîãî èãðîêà a ∈ A îïðåäåëåíî ñðåäíåå çíà÷åíèå ôóíêöèè âû-
èãðûøà

ua(µ) = E(ua(x)|µ) =
∑
x∈T

p(x|µ)ua(x).

Îïðåäåëåíèå. Ñìåøàííîé ñòðàòåãèåé πa èãðîêà a ∈ A íàçûâàåòñÿ
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå {µa} åãî ÷èñòûõ ñòðàòåãèé,

154



� 14. Ïîçèöèîííûå èãðû îáùåãî âèäà

ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ñòðàòåãèè µa âåðîÿòíîñòü πaµa åå âûáîðà.
Ñèòóàöèÿ π = (πa, a ∈ A) â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ îïðåäåëÿåò âåðî-

ÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå T ôèíàëüíûõ ïîçèöèé:

p(x|π) =
∑
µ

(∏
a∈A

πµa

)
p(x|µ) ∀ x ∈ T.

Îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêà a â ñèòóàöèè π îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå

ua(π) = E(ua(x)|µ) =
∑
x∈T

p(x|π)ua(x).

Óêàçàííûé ñïîñîá ââåäåíèÿ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé àíàëîãè÷åí ñëó÷àþ
èãð â íîðìàëüíîé ôîðìå. Îäíàêî â äàííîì êëàññå èãð îí, êàê ïðàâèëî,
íåýôôåêòèâåí, ïîñêîëüêó äàæå äëÿ íåáîëüøèõ äåðåâüåâ ÷èñëî âîçìîæ-
íûõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé ìîæåò áûòü î÷åíü âåëèêî. Áîëåå ýôôåêòèâíûì
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ïîäõîä, ñâÿçàííûé ñ ïîíÿòèåì ñòðàòåãèè ïîâåäå-
íèÿ.

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà èãðîê âûáèðàåò âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà àëüòåðíàòèâàõ äëÿ êàæäîãî ñâîåãî èíôîðìàöèîííîãî ìíî-
æåñòâà è, â ñëó÷àå ñâîåãî âûáîðà, ïðîâîäèò ðàíäîìèçàöèþ, ïîëüçóÿñü
ýòèì ðàñïðåäåëåíèåì. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëó÷àéíûé âûáîð
àëüòåðíàòèâ â ðàçëè÷íûõ èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâàõ ïðîèçâîäèòñÿ
íåçàâèñèìî.

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ βa èãðîêà a íàçûâàåòñÿ îòîá-
ðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó èíôîðìàöèîííîìó ìíîæåñòâó Zaj, j ∈ Ja,
ñîïîñòàâëÿåò íàáîð

(pajk , k = 1, ..., k(j)) :

k(j)∑
k=1

pajk = 1, pajk ≥ 0, k = 1, ..., k(j),

ïðè÷åì pajk − âåðîÿòíîñòü âûáîðà àëüòåðíàòèâû k ∈ Alaj â ëþáîé ïîçè-
öèè ìíîæåñòâà Zaj.

Ëþáàÿ ñèòóàöèÿ β = (βa, a ∈ A) â ñòðàòåãèÿõ ïîâåäåíèÿ îïðåäåëÿåò
âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå ïîçèöèé ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

σ(x) ∈ Zaj, x = ξ(σ(x), k), k ∈ Alaj ⇒ p(x|β) = p(σ(x)|β)pajk ;
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σ(x) ∈ X0 ⇒ p(x|β) = p(σ(x)|β)p(x|σ(x)).

Îæèäàåìûé âûèãðûø ua(β) èãðîêà a â ñèòóàöèè β = (βa, a ∈ A) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ua(β) =

∑
x∈T

p(x|β)ua(x).

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïðåäåëèëè äâà ñìåøàííûõ ðàñøèðåíèÿ èãðû
Γ(G):

Γ(G) =
〈
A, {πa}, ua(π), a ∈ A

〉
è Γ̂(G) =

〈
A, {βa}, ua(β), a ∈ A

〉
.

Êàê îíè ìåæäó ñîáîé ñîîòíîñÿòñÿ? Èçó÷èì ýòîò âîïðîñ, èñïîëüçóÿ
ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïîçèöèÿ x ∈ Xa èãðîêà a íàçûâàåòñÿ âîçìîæíîé äëÿ
ñìåøàííîé ñòðàòåãèè πa (÷èñòîé ñòðàòåãèè µa), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ñèòóàöèÿ π (µ), ñîäåðæàùàÿ πa (µa), ÷òî p(x|π) > 0 (p(x|µ) > 0).

Îïðåäåëåíèå. Èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî Zaj èãðîêà a íàçûâàåòñÿ
ñóùåñòâåííûì äëÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè πa (÷èñòîé ñòðàòåãèè µa), åñëè
íåêîòîðàÿ ïîçèöèÿ x ∈ Zaj âîçìîæíà äëÿ πa (µa).

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïîçèöèé, âîçìîæíûõ äëÿ ñòðàòåãèè µa, ÷åðåç
Possµa, à ñåìåéñòâî èíôîðìàöèîííûõ ìíîæåñòâ, ñóùåñòâåííûõ äëÿ µa,
÷åðåç Relµa. Àíàëîãè÷íî ââîäÿòñÿ ìíîæåñòâî Poss πa è ñåìåéñòâî Rel πa.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [x0, x] ïóòü, âåäóùèé èç íà÷àëüíîé âåðøèíû x0 äå-
ðåâà â âåðøèíó x.

Óïðàæíåíèå 14.1. Ïóñòü µa − ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêà a ∈ A. Ïîêà-
æèòå, ÷òî x ∈ Possµa òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñòðàòåãèÿ µa â ëþáîé
âåðøèíå x′ ∈ [x0, x] ∩ Xa, x′ 6= x, âûáèðàåò àëüòåðíàòèâó, ïðèíàäëåæà-
ùóþ ïóòè [x0, x]. Â ÷àñòíîñòè, åñëè x ∈ Xa ∩ Zaj − ïåðâàÿ ïîçèöèÿ, ãäå
èãðîê a äåëàåò õîä, òî x ∈ Possµa è Zaj ∈ Relµa äëÿ ëþáîé ÷èñòîé
ñòðàòåãèè µa.

Äëÿ ñìåøàííîé ñòðàòåãèè πa, èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà Zaj è àëü-
òåðíàòèâû k ∈ Alaj ïîëîæèì

P (πa, j) =
∑

µa:Zaj∈Relµa

πaµa , Pk(π
a, j) =

∑
µa:Zaj∈Relµa, µa(Zaj)=k

πaµa .

Çäåñü P (πa, j) − âåðîÿòíîñòü âûáîðà ÷èñòîé ñòðàòåãèè µa, äëÿ êîòîðîé
ìíîæåñòâî Zaj âîçìîæíî, à Pk(πa, j) − âåðîÿòíîñòü âûáîðà àíàëîãè÷íîé
ñòðàòåãèè µa ñ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì µa(Zaj) = k. Íåòðóäíî âèäåòü,
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÷òî

P (πa, j) =

k(j)∑
k=1

Pk(π
a, j).

Îïðåäåëåíèå. Ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ βa, ñîîòâåòñòâóþùåé ñìåøàí-
íîé ñòðàòåãèè πa èãðîêà a, íàçûâàåòñÿ ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ, îïðåäåëÿ-
åìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

pajk =

Pk(π
a, j)/P (πa, j), åñëè Zaj ∈ Rel πa,∑

µa:µa(Zaj)=k

πaµa , åñëè Zaj /∈ Rel πa. (14.1)

Èç ïîñëåäíèõ ôîðìóë âûòåêàåò, ÷òî êàæäàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ îä-
íîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ. Îáðàòíî,
êàæäîé ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé.
Íî îäíó èç íèõ âñåãäà ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ëåììà 14.1. Åñëè äàíà ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ βa èãðîêà a è ñìåøàííàÿ
ñòðàòåãèÿ πa îïðåäåëåíà ïî ôîðìóëå

πaµa =
∏
j∈Ja

pajij ,

ãäå µa(Zaj) = ij ∈ Alaj ∀ j ∈ Ja, òî βa åñòü ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ πa.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ µa èãðîêà a îïðåäåëÿåòñÿ
íàáîðîì çíà÷åíèé

ia = (ij | µa(Zaj) = ij ∈ Alaj, j ∈ Ja).

Ïîýòîìó ∑
µa

πaµa =
∑
ia

∏
j∈Ja

pajij =
∏
j∈Ja

k(j)∑
ij=1

pajij = 1.

Ïóñòü Zaj ∈ Rel πa. Òîãäà äëÿ k ∈ Alaj

Pk(π
a, j) =

∑
µa:Zaj∈Relµa, µa(Zaj)=k

πaµa =
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=
( ∑
µa:Zaj∈Relµa, µa(Zaj)=k

∏
l∈Ja\{j}

palµa(Zal)

)
pajk = dkp

aj
k .

Âåëè÷èíà dk îò k ∈ Alaj íå çàâèñèò, ïîñêîëüêó îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñóììó îäèíàêîâîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ, íå çàâèñÿùèõ îò k. Îòñþäà

P (πa, j) =

k(j)∑
k=1

Pk(π
a, j) =

k(j)∑
k=1

dkp
aj
k = dk ⇒ pajk = Pk(π

a, j)/P (πa, j).

Ïóñòü Zaj /∈ Rel πa. Òîãäà

∑
µa:µa(Zaj)=k

πaµa =
( ∑
µa:µa(Zaj)=k

∏
l∈Ja\{j}

palµa(Zal)

)
pajk =

=
∏

l∈Ja\{j}

∑
µa:µa(Zaj)=k

palµa(Zal)p
aj
k = pajk .

Ïðèâåäåííàÿ ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî ìû ìîæåì ïîëó÷èòü êàæäóþ
ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ èç íåêîòîðîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè.

Ïðèìåð 14.1. Èãðà ñ ïàðòíåðîì. Â ýòîé àíòàãîíèñòè÷åñêîé èãðå èãðîê
1 ñîñòîèò èç äâóõ àãåíòîâ, íàçûâàåìûõ Èãðàþùèé è Ïàðòíåð. Äâå êàðòû,
"ñòàðøàÿ"è "ìëàäøàÿ", ñäàþòñÿ Èãðàþùåìó è èãðîêó 2. Îáà âîçìîæ-
íûõ ðàñêëàäà êàðò ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûìè. Èãðîê ñî ñòàðøåé êàð-
òîé ïîëó÷àåò äîëëàð îò èãðîêà ñ ìëàäøåé êàðòîé è èìååò àëüòåðíàòèâû
ëèáî çàêîí÷èòü, ëèáî ïðîäîëæèòü ïàðòèþ. Åñëè ïàðòèÿ ïðîäîëæàåòñÿ,
Ïàðòíåð, íå çíàÿ ðàñêëàäà (è ïîëó÷åííîé ñóììû), ìîæåò ïîñîâåòîâàòü
Èãðàþùåìó ïîìåíÿòüñÿ êàðòîé ñ èãðîêîì 2 èëè ñîõðàíèòü ñâîþ êàðòó.
Ñíîâà èìåþùèé ñòàðøóþ êàðòó ïîëó÷àåò äîëëàð îò àãåíòà, èìåþùåãî
ìëàäøóþ (ñì. ðèñ. 14.1, ãäå â êàæäîé ôèíàëüíîé ïîçèöèè çàïèñàí âû-
èãðûø èãðîêà 1).
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Ðèñ. 14.1

Çäåñü X1 = Z11 ∪ Z12, X2 = Z21. Ïîýòîìó µ1 = (µ1(Z11), µ1(Z12))
è µ2 = (µ2(Z21)). Ìàòðèöà îæèäàåìûõ âûèãðûøåé u1(µ1, µ2) ïåðâîãî
èãðîêà åñòü

(1) (2)
çàêîí÷èòü ïðîäîëæèòü

(çàêîí÷èòü, îñòàâèòü) (1, 1) 0 −1/2
(çàêîí÷èòü, ìåíÿòüñÿ) (1, 2) 0 1/2
(ïðîäîëæèòü, îñòàâèòü) (2, 1) 1/2 0
(ïðîäîëæèòü, ìåíÿòüñÿ) (2, 2) −1/2 0

.
u1((1, 1), 1) = 1/2 · 1 + 1/2 · (−1) = 0;

u1((1, 1), 2) = 1/2 · 1 + 1/2 · (−2) = −1/2;

u1((1, 2), 1) = 1/2 · 1 + 1/2 · (−1) = 0;

u1((1, 2), 2) = 1/2 · 1 + 1/2 · 0 = 1/2;

u1((2, 1), 1) = 1/2 · 2 + 1/2 · (−1) = 1/2;

u1((2, 1), 2) = 1/2 · 2 + 1/2 · (−2) = 0;

u1((2, 2), 1) = 1/2 · 0 + 1/2 · (−1) = −1/2;

u1((2, 2), 2) = 1/2 · 0 + 1/2 · 0 = 0.

Ðåøåíèå ìàòðè÷íîé èãðû (π1, π2, v) = ((0, 1/2, 1/2, 0), (1/2, 1/2), 1/4)
îáåñïå÷èâàåò èãðîêó 1 îæèäàåìûé âûèãðûø 1/4, à èãðîêó 2 − îæèäàå-
ìóþ ïîòåðþ, íå ïðåâûøàþùóþ 1/4. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âçÿòü ñòðà-
òåãèþ ïîâåäåíèÿ èãðîêà 1 s = p11

1 , 1 − s = p11
2 è r = p12

1 , 1 − r = p12
2 , òî

ïîëó÷èì, ÷òî îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêà 1 ðàâåí
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{
s/2 + 2((1− s)r/2) + 0− 1/2 = (s− 1)(1/2− r), åñëè µ2 = (1),

s/2 + 2((1− s)r/2) + 0 + (−2)r/2 + 0 = s(1/2− r), åñëè µ2 = (2).

Äëÿ ëþáûõ s è r èãðîêó 1 ãàðàíòèðîâàí òîëüêî ìèíèìóì èç ýòèõ äâóõ
çíà÷åíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ ñóììà, êîòîðóþ èãðîê 1 ìîæåò
ñåáå îáåñïå÷èòü, ðàâíà

max
0≤s,r≤1

min[(s− 1)(1/2− r), s(1/2− r)] = 0

è äîñòèãàåòñÿ ïðè r = 1/2. Òàêèì îáðàçîì, ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ ìîãóò
äàòü õóäøèé ðåçóëüòàò, ÷åì ñìåøàííûå ñòðàòåãèè. Çàìåòèì, ÷òî ñìåøàí-
íàÿ ñòðàòåãèÿ π1 = (π1

(1,1), π
1
(1,2), π

1
(2,1), π

1
(2,2)) èìååò ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðà-

òåãèþ ïîâåäåíèÿ β1 = (s, r) = (π1
(1,1) +π1

(1,2), π
1
(1,1) +π1

(2,1)). Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ìû ðàññìîòðèì îïòèìàëüíóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ (0, 1/2, 1/2, 0)
èãðîêà 1, ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòåãèåé ïîâåäåíèÿ áóäåò s = r = 1/2, è, â
òî âðåìÿ êàê îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ îáåñïå÷èâàåò ïåðâîìó
èãðîêó âûèãðûø 1/4, äàæå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòðàòåãèÿ ïîâåäåíèÿ äàåò
åìó òîëüêî 0. Ýòî ðàñõîæäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ, êîíå÷íî, íåçàâèñèìîñòüþ,
ñîäåðæàùåéñÿ â ïðèðîäå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ. ×òîáû ïîëó÷èòü ïîëîæè-
òåëüíûå ðåçóëüòàòû ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðàòåãèé ïîâåäåíèÿ, íàäî íàëî-
æèòü îãðàíè÷åíèå íà èíôîðìàöèîííîå ðàçáèåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Èãðà G íàçûâàåòñÿ èãðîé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ èãðîêà
a, åñëè èç Zaj ∈ Relµa è x ∈ Zaj ñëåäóåò x ∈ Possµa äëÿ âñåõ Zaj, x è
µa.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî â èãðå ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ èãðîêà a
ëþáàÿ ïîçèöèÿ èç ñóùåñòâåííîãî èíôîðìàöèîííîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿåòñÿ
âîçìîæíîé. Òåðìèí "ïîëíàÿ ïàìÿòü"îçíà÷àåò, ÷òî èãðîê ìîæåò òî÷íî
âîññòàíîâèòü, êàêèå àëüòåðíàòèâû îí âûáèðàë âî âñåõ ñâîèõ ïðåäûäóùèõ
õîäàõ (ñì. óïðàæíåíèå 14.1).

Â ïðèìåðå 14.1 èãðà G íå ÿâëÿåòñÿ èãðîé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ èãðî-
êà 1. Äåéñòâèòåëüíî, èíôîðìàöèîííîå ìíîæåñòâî Z12 ñóùåñòâåííî äëÿ
ñòðàòåãèè µ1 = (1, 2), ïîñêîëüêó, åñëè èãðîê 2 èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ
µ2 = (2), òî ïîçèöèÿ y ∈ Z12 ðåàëèçóåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Îäíàêî
äðóãàÿ ïîçèöèÿ x ∈ Z12 íå ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîé äëÿ ñòðàòåãèè µ1, òàê
êàê Èãðàþùèé, ïîëó÷èâ ñòàðøóþ êàðòó, çàêàí÷èâàåò èãðó.
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Èãðà ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ âñåõ èãðîêîâ ïðåâðàùàåòñÿ â èãðó ñ ïîë-
íîé èíôîðìàöèåé, åñëè âñå åå èíôîðìàöèîííûå ìíîæåñòâà ñîäåðæàò ïî
îäíîé âåðøèíå.

Ïóñòü w ∈ T − ôèíàëüíàÿ ïîçèöèÿ, à èãðîêó a ïðèíàäëåæèò íåêî-
òîðàÿ ïîçèöèÿ ïóòè [x0, w]. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åãî ïîñëåäíÿÿ ïîçèöèÿ
x ∈ Zaj ∩ [x0, w] èìååò àëüòåðíàòèâó ñ íîìåðîì t ∈ Alaj, òàêæå ïðèíàä-
ëåæàùóþ ïóòè [x0, w]. Ïîëîæèì

Sa(w) = {µa | Zaj ∈ Relµa, µa(Zaj) = t}.

Íàêîíåö, ïóñòü âåëè÷èíà c(w) ðàâíà èëè ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé
àëüòåðíàòèâ ñëó÷àÿ, ïðèíàäëåæàùèõ ïóòè [x0, w], èëè 1, åñëè òàêîâûõ
íåò. Íà ðèñ. 14.1 äëÿ ôèíàëüíîé âåðøèíû w c(w) = 1/2, S1(w) =
{(1, 1), (2, 1)}.

Ëåììà 14.2. Ïóñòü G − èãðà ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ âñåõ èãðîêîâ.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè µ = (µa, a ∈ A) è äëÿ âñåõ w ∈ T

p(w|µ) =

{
c(w), åñëè µa ∈ Sa(w) ∀ a ∈ A,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
µa ∈ Sa(w), a ∈ A, òî êàæäàÿ ñòðàòåãèÿ µa âûáèðàåò àëüòåðíàòèâû èã-
ðîêà a, ïðèíàäëåæàùèå ïóòè [x0, w] (åñëè òàêîâûå ñóùåñòâóþò). Íî åñëè
µa ∈ Sa(w), òî Zaj ∈ Relµa è, òàê êàê G − èãðà ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ, òî
x ∈ Possµa. Ïîýòîìó µa âûáèðàåò âñå àëüòåðíàòèâû èãðîêà a, ïðèíàäëå-
æàùèå ïóòè [x0, w] (ñì. óïðàæíåíèå 14.1).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü G − èãðà ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ âñåõ èãðîêîâ. Òî-
ãäà äëÿ ëþáîé ñèòóàöèè â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ π = (πa, a ∈ A) ïîçè-
öèÿ w ∈ T âîçíèêàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ

p(w|π) =
∑
µ

∏
a∈A

πaµap(w|µ) =
∑

µ:µa∈Sa(w),a∈A

∏
a∈A

πaµac(w). (14.2)

Ëåììà 14.3. Ïóñòü G − èãðà ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ èãðîêà a. Ïîçèöèè
z ∈ Zal, ξ(z, k) è x ∈ Zal ïðèíàäëåæàò ïóòè [x0, w], w ∈ T, ïðè÷åì x
ñëåäóåò çà z.1 Òîãäà ìíîæåñòâà S1 = {µa | Zal ∈ Relµa, µa(Zal) = k} è
S2 = {µa | Zaj ∈ Relµa} ñîâïàäàþò.

1Â ÷àñòíîñòè, x ìîæåò ñîâïàñòü ñ ξ(z, k).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü µa ∈ S1. Òîãäà Zal ∈ Relµa, è, òàê êàê G
− èãðà ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ èãðîêà a, òî z ∈ Possµa. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ñòðàòåãèÿ µa âûáèðàåò âñå àëüòåðíàòèâû èãðîêà a íà ïóòè [0, z]. Íî
µa(Zal) = k, è, çíà÷èò, µa âûáèðàåò âñå àëüòåðíàòèâû èãðîêà a íà ïóòè
[0, x]. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Possµa, Zaj ∈ Relµa è µa ∈ S2.

Ïóñòü µa ∈ S2. Òîãäà Zaj ∈ Relµa, è, òàê êàê G − èãðà ñ ïîëíîé
ïàìÿòüþ äëÿ èãðîêà a, òî x ∈ Possµa. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. óïðàæíåíèå
14.1), z ∈ Possµa è µa(Zal) = k, ò.å. µa ∈ S1.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî â èãðàõ ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ïîèñêîì ðàâíîâåñèé ïî Íýøó â ñòðàòåãèÿõ ïîâåäå-
íèÿ.

Òåîðåìà 14.1. Ïóñòü β − ñèòóàöèÿ â ñòðàòåãèÿõ ïîâåäåíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ (ïî ôîðìóëàì (14.1)) ïðîèçâîëüíîé ñèòóàöèè π â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ â èãðå G, â êîòîðîé âñå ïîçèöèè èìåþò ïî êðàéíåé ìåðå äâå
àëüòåðíàòèâû. Òîãäà äëÿ òîãî ÷òîáû ua(β) = ua(π), a ∈ A, äëÿ âñåõ π
è äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ôóíêöèé âûèãðûøà ua(w), a ∈ A, w ∈ T, íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû G áûëà èãðîé ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ âñåõ
èãðîêîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü G íå ÿâëÿåòñÿ èãðîé ñ ïîë-
íîé ïàìÿòüþ äëÿ íåêîòîðîãî èãðîêà a. Òîãäà äîëæíà ñóùåñòâîâàòü ÷è-
ñòàÿ ñòðàòåãèÿ µa è òàêèå äâå ïîçèöèè x è y â íåêîòîðîì èíôîðìàöè-
îííîì ìíîæåñòâå Zaj, ÷òî x /∈ Possµa è y ∈ Possµa. Âûáåðåì ñòðàòå-
ãèþ µ̂a, äëÿ êîòîðîé x ∈ Poss µ̂a è µ̂a(Zaj) = t 6= µa(Zaj). Ïðè ýòîì
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîçèöèÿ z ∈ [x0, x] ∩ Zal, â êîòîðîé k-àÿ àëüòåðíàòè-
âà, ïðèíàäëåæàùàÿ [x0, x], ñòðàòåãèåé µ̂a âûáèðàåòñÿ, à ñòðàòåãèåé µa −
íåò. Ïóñòü µ̂ − òàêàÿ ñèòóàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ µ̂a, ÷òî p(x|µ̂) > 0, à w ∈ T
− ôèíàëüíàÿ ïîçèöèÿ, ñëåäóþùàÿ çà x, äëÿ êîòîðîé p(w|µ̂) > 0. Â èã-
ðå G ïðèìåðà 14.1 (ñì. ðèñ. 14.1) a = 1, k = 2, t = 1, l = 1, j = 2,
µ1 = (1, 2), µ̂1 = (2, 1), µ̂2 = (1).

Ïîëîæèì πa = (1/2)µa+(1/2)µ̂a. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòðàòåãèè ïî-
âåäåíèÿ βa âûïîëíåíî palk = pajt = 1/2. Ïóñòü ñèòóàöèÿ β â ñòðàòåãèÿõ
ïîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèòóàöèè π = µ̂||πa. Òîãäà p(w|β) ≤ (1/4)c(w) <
(1/2)c(w) = p(w|π). Îïðåäåëèì äëÿ èãðîêà a ôóíêöèþ âûèãðûøà ñëåäó-
þùèì îáðàçîì:

ua(w′) =

{
1, w′ = w,

0, w′ ∈ T, w′ 6= w.
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Òîãäà èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ua(β) < ua(π) (ïðîòèâîðå-
÷èå).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G − èãðà ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ
âñåõ èãðîêîâ. Òîãäà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî p(w|β) = p(w|π) äëÿ âñåõ
w ∈ T. Âîçüìåì íåêîòîðóþ ôèíàëüíóþ ïîçèöèþ w.

Ïóñòü x1 ∈ Zaj1 , ..., xr(a) ∈ Zajr(a) − ïîçèöèè èãðîêà a, ðàñïîëîæåííûå
â ïîðÿäêå ñëåäîâàíèÿ âäîëü ïóòè [x0, w], à k1 ∈ Alaj1 , ..., kr(a) ∈ Alajr(a)

− íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ àëüòåðíàòèâ, ïðèíàäëåæàùèõ ïóòè [x0, w].
Çàìåòèì, ÷òî Zaj1 ∈ Relµa äëÿ âñåõ µa (ñì. óïðàæíåíèå 14.1). Ïîýòîìó

P (πa, j1) =
∑

µa:Zaj1∈Relµa

πaµa = 1.

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå èíôîðìàöèîííûå ìíî-
æåñòâà Zaj2 , ..., Zajr(a) ñóùåñòâåííû äëÿ ñòðàòåãèè πa. Äåéñòâèòåëüíî, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå p(w|β) = p(w|π) = 0.

Â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ

Sa(w) = {µa | Zajr(a) ∈ Relµa, µa(Zajr(a)) = kr(a)}.

Èç ëåììû 14.3 ñëåäóåò, ÷òî

Pkr−1(π
a, jr−1) = P (πa, jr), r = 2, ..., r(a).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé πa ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ βa =
(pajk , k ∈ Alaj, j ∈ Ja) ïî ôîðìóëàì (14.1)

r(a)∏
r=1

pajrkr
=

r(a)∏
r=1

Pkr(π
a, jr)

P (πa, jr)
= Pkr(a)

(πa, jr(a)) =
∑

µa∈Sa(w)

πaµa . (14.3)

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå ëåììû 14.2, ïîëó÷àåì

p(w|β) = c(w)
∏
a∈A

r(a)∏
r=1

pajrkr

(14.3)
=

(14.3)
= c(w)

∏
a∈A

∑
µa∈Sa(w)

πaµa = c(w)
∑

µa∈Sa(w),a∈A

∏
a∈A

πaµa

(14.2)
= p(w|π).
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Óïðàæíåíèå 14.2. Èçìåíèì ïðàâèëà èãðû èç ïðèìåðà 14.1. Ïåðâûì
äåëàåò õîä èãðîê 2. Îí âûáèðàåò âàðèàíò ðàñêëàäà äâóõ êàðò (ñòàðøåé
è ìëàäøåé) Èãðàþùåìó è ñåáå. Èãðàþùèé, íå çíàÿ ðàñêëàäà, ìîæåò
îñòàâèòü êàðòû â ïðåæíåì ïîëîæåíèè, ëèáî ïîìåíÿòü èõ ìåñòàìè. Çà-
òåì, Ïàðòíåð, íàáëþäàâøèé çà äåéñòâèÿìè Èãðàþùåãî, òàêæå ìîæåò
âûáðàòü îäíó èç äâóõ àëüòåðíàòèâ: íå òðîãàòü êàðòû, ëèáî ïîìåíÿòü èõ
ìåñòàìè. Èãðîê, èìåþùèé â èòîãå ñòàðøóþ êàðòó, ïîëó÷àåò îò äðóãîãî
èãðîêà äîëëàð è äîïîëíèòåëüíóþ ñóììó, îïðåäåëÿåìóþ ïî ñëåäóþùåìó
ïðàâèëó. Åñëè èãðîê 1 èìååò ñòàðøóþ êàðòó â ðåçóëüòàòå îäíîãî (èëè
äâóõ) åå ïåðåìåùåíèé, òî îí ïîëó÷àåò îò èãðîêà 2 äîïîëíèòåëüíî äâà
(èëè òðè) äîëëàðà. Â àíàëîãè÷íîé ñèòóàöèè èãðîê 2 ïîëó÷àåò îò èãðîêà
1 äîïîëíèòåëüíî îäèí äîëëàð (èëè äâà äîëëàðà). Åñëè ïîñëå ðàçäà÷è,
êàðòû íå ïåðåìåùàëèñü, òî äîïîëíèòåëüíûå âûïëàòû íå ïðîèçâîäÿòñÿ.
Óñòàíîâèòü, ÷òî îïèñàííàÿ àíòàãîíèñòè÷åñêàÿ èãðà G ÿâëÿåòñÿ èãðîé ñ
ïîëíîé ïàìÿòüþ äëÿ îáîèõ èãðîêîâ. Íàéòè îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè ïî-
âåäåíèÿ è çíà÷åíèå èãðû.

��15. Êîîïåðàòèâíûå èãðû

Êîîïåðàòèâíûå èãðû îòíîñÿòñÿ ê íåñòðàòåãè÷åñêèì èãðàì, â êî-
òîðûõ èãðîêè äåëÿò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî (äåíåæíîãî äîõîäà, ðåñóðñà è
ò.ï.), èñïîëüçóÿ êàêîé-ëèáî ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè.

Ïðèìåð 15.1. Èãðà "äæàç-îðêåñòð". Âëàäåëåö íî÷íîãî êëóáà â Ïà-
ðèæå îáåùàåò $1000 ïåâöó, ïèàíèñòó è óäàðíèêó (èãðîêè 1,2 è 3) çà
ñîâìåñòíóþ èãðó â åãî êëóáå. Âûñòóïëåíèå äóýòà ïåâöà è ïèàíèñòà îí
ðàñöåíèâàåò â $800, óäàðíèêà è ïèàíèñòà − â $650 è îäíîãî ïèàíèñòà −
â $300. Äóýò ïåâåö−óäàðíèê çàðàáàòûâàåò $500 çà âå÷åð â îäíîé ñòàí-
öèè ìåòðî, ïåâåö çàðàáàòûâàåò $200 çà âå÷åð â îòêðûòîì êàôå. Óäàðíèê
îäèí íè÷åãî íå ìîæåò çàðàáîòàòü. Êàêîå ðàñïðåäåëåíèå äîõîäà â $1000
ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàçóìíûì, ó÷èòûâàÿ îïèñàííûå âîçìîæíîñòè èãðîêîâ?

Ïóñòü A − ìíîæåñòâî íîìåðîâ èãðîêîâ. Ïîäìíîæåñòâà K ⊆ A â êî-
îïåðàòèâíîé òåîðèè íàçûâàþòñÿ êîàëèöèÿìè. Ôóíêöèÿ v, ñîïîñòàâëÿ-
þùàÿ êàæäîé êîàëèöèè K åå äîõîä v(K), íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v íàçûâàåòñÿ ñóïåðàääèòèâíîé, åñëè
v(K ∪ T ) ≥ v(K) + v(T ) äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîàëèöèé K è T.
Óñëîâèå ñóïåðàääèòèâíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî ïðè K ∩T = ∅ äîõîä êîàëèöèè
K ∪T íå ìåíüøå ñóììû äîõîäîâ êîàëèöèé K è T . Â äàëüíåéøåì âìåñòî
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v({i, j, ..., l}) áóäåì ïèñàòü v(ij...l).
Â ïðèìåðå 15.1 A = {1, 2, 3}, à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v ïðè-

íèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: v(1) = 200, v(2) = 300, v(3) = 0, v(12) =
800, v(23) = 650, v(13) = 500, v(123) = 1000. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî v
ñóïåðàääèòèâíà. Åñëè áû óñëîâèå ñóïåðàääèòèâíîñòè çäåñü íàðóøàëîñü
(ñêàæåì, ïðè v(1) = 400), òî ñîáðàòü âåñü ñîñòàâ ìóçûêàíòîâ çà $1000 áû-
ëî áû òðóäíî, åñëè òîëüêî ê ñîâìåñòíîé èãðå èõ íå ïðèâëåêàþò äðóãèå
ñòèìóëû.

Îïðåäåëåíèå. Êîîïåðàòèâíîé èãðîé ( èëè èãðîé â ôîðìå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêîé ôóíêöèè) íàçûâàåòñÿ ïàðà K =

〈
A, v

〉
.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó èãðàìè â íîðìàëüíîé ôîðìå è êîîïåðàòèâ-
íûìè èãðàìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â èãðå Γ =

〈
A, Sa, ua(s), a ∈ A

〉
ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé èãðîêîâ êîíå÷íû, à âûèãðûøè − äåíåæíûå. Èãðî-
êè ìîãóò îñóùåñòâëÿòü ïîáî÷íûå ïëàòåæè, ò.å. ïåðåðàñïðåäåëÿòü ìåæ-
äó ñîáîé ïîëó÷åííûå âûèãðûøè. Îïðåäåëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ. Äëÿ êîàëèöèè A åñòåñòâåííî ïîëîæèòü v(A) = max

s∈S

∑
a∈A

ua(s). Äëÿ

ëþáîé êîàëèöèè K 6= A è ñèòóàöèè s îáîçíà÷èì

sK = (sa, a ∈ K) ∈ SK def
=
⊗
a∈K

Sa.

Òåïåðü ñèòóàöèþ s ìîæíî çàïèñàòü â âèäå s = (sK , sA\K). Ïóñòü èãðà Γ
èìååò ïîñòîÿííóþ ñóììó, ò.å.∑

a∈A

ua(s) ≡ const.

Äëÿ òàêèõ èãð v(K) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê çíà÷åíèå àíòàãîíèñòè÷åñêîé
èãðû êîàëèöèè K ïðîòèâ åå äîïîëíåíèÿ A\K

ΓK =
〈
SK , SA\K , uK(sK , sA\K)

def
=
∑
a∈K

ua(sK , sA\K)
〉
.

Óïðàæíåíèå 15.1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èãðû Γ ñ ïîñòîÿííîé ñóììîé
õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v ñóïåðàääèòèâíà è

v(K) + v(A\K) = v(A) ∀K ⊂ A. (15.1)

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî êîîïåðàòèâíàÿ èãðà K =
〈
A, v

〉
èìååò ïî-

ñòîÿííóþ ñóììó, åñëè äëÿ íåå âûïîëíåíî óñëîâèå (15.1).
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Ïðèìåð 15.2. Ðàññìîòðèì äâå ïàðû ìàòðèö

A1 =

(
2 3
4 1

)
, B1 =

(
5 6
7 −2

)
;

A2 =

(
7 −1
2 3

)
, B2 =

(
−1 2

4 3

)
.

Ïåðâûé èãðîê âûáèðàåò íîìåð ñòðîêè i, âòîðîé − íîìåð ñòîëáöà j, à
òðåòèé èãðîê âûáèðàåò íîìåð ïàðû r ∈ {1, 2}. Âûèãðûø ïåðâîãî èãðîêà
ðàâåí arij, âòîðîãî − brij, à òðåòüåãî − crij = 10−arij− brij. Èãðà Γ èìååò ïî-
ñòîÿííóþ ñóììó v(123) = 10. Íàéäåì v(1). Ïåðâûé èãðîê èãðàåò ïðîòèâ
êîàëèöèè {2, 3} â èãðó ñ ìàòðèöåé

( (1, 1) (1, 2) (2, 1) (2, 2)

1 2 7 3 −1
2 4 2 1 3

)
Âû÷åðêèâàÿ ïåðâûé è âòîðîé ñòîëáöû è ðåøàÿ èãðó 2×2, íàõîäèì çíà÷å-
íèå èãðû v(1) = 5/3. Èç óñëîâèÿ ïîñòîÿíñòâà ñóììû v(23) = 10− v(1) =
25/3.

Óïðàæíåíèå 15.2. Â óñëîâèÿõ ïðèìåðà 15.2 íàéäèòå çíà÷åíèÿ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè v(2), v(13), v(3) è v(12).

Îïðåäåëåíèå. Äåëåæîì íàçûâàåòñÿ âåêòîð y = (ya, a ∈ A), óäîâëå-
òâîðÿþùèé óñëîâèÿì∑

a∈A

ya = v(A), ya ≥ v(a) ∀ a ∈ A.

Äåëåæ y çàäàåò ðàñïðåäåëåíèå âûèãðûøà v(A), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèþ èíäèâèäóàëüíîé ðàçóìíîñòè ya ≥ v(a) ∀ a ∈ A. Ïóñòü Y − ìíîæå-
ñòâî âñåõ äåëåæåé.

Èç ñâîéñòâà ñóïåðàääèòèâíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè v âû-
òåêàåò íåðàâåíñòâî

∑
a∈A

v(a) ≤ v(A).

Îïðåäåëåíèå. Êîîïåðàòèâíàÿ èãðà K =
〈
A, v

〉
íàçûâàåòñÿ íåñóùå-

ñòâåííîé, åñëè
∑
a∈A

v(a) = v(A).

Â íåñóùåñòâåííîé èãðå äåëåæ y = (v(a), a ∈ A) − åäèíñòâåííûé. Â
äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñóùåñòâåííûå èãðû.
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Îïðåäåëåíèå. Äâå êîîïåðàòèâíûå èãðû K =
〈
A, v

〉
è K′ =

〈
A, v′

〉
íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè íàéäóòñÿ òàêèå ÷èñëà c > 0 è
da, a ∈ A, ÷òî v′(K) = cv(K) +

∑
a∈K

da ∀ K ⊆ A.

Ïåðåõîä îò èãðû K ê ýêâèâàëåíòíîé èãðå K′ ìîæíî ñâÿçàòü ñ èçìå-
íåíèåì â c ðàç äåíåæíîé åäèíèöû. Ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà da èíòåð-
ïðåòèðóåòñÿ êàê äîïîëíèòåëüíàÿ âûïëàòà èãðîêó a. Åñëè æå âåëè÷èíà
da îòðèöàòåëüíà, òî −da ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïëàòó èãðîêà a çà
ó÷àñòèå â èãðå. Äåëåæ y èãðû K ïåðåõîäèò â äåëåæ z èãðû K′ ñ êîìïî-
íåíòàìè za = cya + da ∀ a ∈ A.

Îïðåäåëåíèå. Ãîâîðÿò, ÷òî êîîïåðàòèâíàÿ èãðà K′ èìååò
(0− 1)-ðåäóöèðîâàííóþ ôîðìó, åñëè v′(A) = 1, v′(a) = 0 ∀ a ∈ A.

Äëÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû K ýêâèâàëåíòíàÿ èãðà K′ èìååò
(0− 1)-ðåäóöèðîâàííóþ ôîðìó, åñëè

c = (v(A)−
∑
a∈A

v(a))−1 è da = −cv(a), ∀a ∈ A.

Óïðàæíåíèå 15.3. Äëÿ èãðû "äæàç-îðêåñòð"íàéòè ýêâèâàëåíòíóþ èã-
ðó â (0− 1)-ðåäóöèðîâàííîé ôîðìå.

Â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè íåò åäèíîãî ïîíÿòèÿ "ðàçóìíîãî"äåëåæà.
Áîëåå òîãî, ðàçëè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ "îïòèìàëüíîñòè"ïðèâîäÿò ê ðàçíûì
ìíîæåñòâàì "ðàçóìíûõ"äåëåæåé. Ðàññìîòðèì äâà ïîäõîäà, îñíîâàííûå
íà ïîíÿòèÿõ ÿäðà è âåêòîðà Øåïëè.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî äåëåæåé

C = {y ∈ Y |
∑
a∈K

ya ≥ v(K) ∀ K 6= A}

íàçûâàåòñÿ ÿäðîì (èëè c-ÿäðîì îò àíãëèéñêîãî ”core”).
Äåëåæ y, ïðèíàäëåæàùèé ÿäðó, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ "ãðóïïîâîé

ðàçóìíîñòè": âûèãðûø v(K) ëþáîé êîàëèöèè K íå ïðåâîñõîäèò åå äîëè∑
a∈K

ya ïî äåëåæó y.

Çàéìåìñÿ âûâîäîì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ÿäðà, ò.å. êîãäà C 6= ∅.
Ïîëîæèì

C ′ = {y ∈ E|A| |
∑
a∈K

ya ≥ v(K) ∀ K 6= A}.

Óïðàæíåíèå 15.4. Äîêàæèòå, ÷òî ÿäðî C ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
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òîãäà, êîãäà
min
y∈C′

∑
a∈A

ya ≤ v(A). (15.2)

Â óñëîâèè (15.2) min
y∈C′

∑
a∈A

ya çàïèøåì ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
y∈C′

∑
a∈A

ya = max
λ∈Λ

∑
K 6=A

λKv(K),

ãäå

Λ = {λ = (λK , K 6= A) |
∑
K:a∈K

λK = 1 ∀a ∈ A, λK ≥ 0 ∀ K 6= A}.

Ïîñëåäíèé ìàêñèìóì ìîæíî áðàòü òîëüêî ïî ìíîæåñòâó Λ0 êðàéíèõ òî-
÷åê (âåðøèí) ìíîãîãðàííèêà Λ (ñì. óïðàæíåíèå 5.5). Îêîí÷àòåëüíî íåîá-
õîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÿäðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå∑

K 6=A

λKv(K) ≤ v(A) ∀ λ ∈ Λ0. (15.3)

Âåêòîðû èç ìíîæåñòâà Λ íàçûâàþòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûìè ïîêðûòèÿìè
ìíîæåñòâà A, à âåêòîðû èç ìíîæåñòâà Λ0 − ïðèâåäåííûìè (èëè ìè-
íèìàëüíûìè) ñáàëàíñèðîâàííûìè ïîêðûòèÿìè. Äëÿ êîàëèöèè K ⊂ A
îïðåäåëèì âåêòîð

χ(K) ∈ E|A| : χa(K) =

{
1, a ∈ K,
0, a /∈ K.

Ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ ñòîëáöàìè ìàòðèöû ñèñòåìû óðàâíåíèé, çàäàþ-
ùåé ìíîæåñòâî Λ.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñáàëàíñèðîâàííîå ïîêðûòèå λ áûëî ïðèâåäåííûì,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà âåêòîðîâ {χ(K) |λK > 0} áûëà
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé. Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî óïðàæíåíèþ
5.5.

Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî B êîàëèöèé íàçûâàåòñÿ ñáàëàíñèðîâàííûì,
åñëè íàéäåòñÿ òàêîå ïðèâåäåííîå ñáàëàíñèðîâàííîå ïîêðûòèå λ, ÷òî
B = {K |λK > 0}.
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Ïðèìåðîì ñáàëàíñèðîâàííîãî ñåìåéñòâà êîàëèöèé ÿâëÿåòñÿ ðàçáèå-
íèå B ìíîæåñòâà A íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðèâåäåííîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ïîêðûòèÿ λ êîìïî-
íåíòû λK = 1, K ∈ B. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òàêîãî ïîêðûòèÿ íåðàâåí-
ñòâî èç (15.3) âûïîëíÿåòñÿ "àâòîìàòè÷åñêè", â ñèëó ñóïåðàääèòèâíîñòè
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå ñáàëàíñèðîâàííûå
ïîêðûòèÿ, îòâå÷àþùèå ðàçáèåíèÿì ìíîæåñòâà A, â äàëüíåéøåì íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ. Ñïðàâåäëèâ è áîëåå îáùèé ðåçóëüòàò.

Óïðàæíåíèå 15.5. Ïóñòü äëÿ ïðèâåäåííîãî ñáàëàíñèðîâàííîãî ïî-
êðûòèÿ λ íàéäóòñÿ òàêèå êîàëèöèè T è L, ÷òî T ∩ L = ∅, λT ≥ λL > 0.
Ïîêàæèòå, ÷òî ïîêðûòèå µ ñ êîìïîíåíòàìè

µK =


λT − λL, K = T,

0, K = L,

λL, K = T ∪ L,
λK , K 6= T, L, T ∪ L,

ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì ñáàëàíñèðîâàííûì è∑
K 6=A

λKv(K) ≤
∑
K 6=A

µKv(K). (15.4)

Èç (15.4) âûòåêàåò, ÷òî íåðàâåíñòâà (15.3) äîñòàòî÷íî ïðîâåðÿòü òîëü-
êî äëÿ ñóùåñòâåííûõ ïðèâåäåííûõ ñáàëàíñèðîâàííûõ ïîêðûòèé λ, äëÿ
êîòîðûõ íå ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîàëèöèé T è L ñ ïîëîæè-
òåëüíûìè λT è λL.

Íàéäåì íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÿäðà â êî-
îïåðàòèâíîé èãðå òðåõ ëèö. Êîìïîíåíòû âåêòîðà λ ∈ Λ0 óïîðÿäî÷èì
ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ = (λ1, λ2, λ3, λ23, λ13, λ12). Ïåðå÷èñëèì âñå ïðèâå-
äåííûå ñáàëàíñèðîâàííûå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A:

λ(1) = (1, 1, 1, 0, 0, 0), λ(2) = (1, 0, 0, 1, 0, 0), λ(3) = (0, 1, 0, 0, 1, 0),

λ(4) = (0, 0, 1, 0, 0, 1), λ(5) = (0, 0, 0, 1/2, 1/2, 1/2).

Ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòà óïðàæíåíèÿ 15.5 ñóùåñòâåííûì ïîêðûòèåì ÿâëÿ-
åòñÿ òîëüêî λ(5) è óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÿäðà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå
v(23) + v(13) + v(12) ≤ 2v(123).
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Óïðàæíåíèå 15.6.Äëÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû "äæàç-îðêåñòð"ïðîâåðüòå,
÷òî ÿäðî C ñóùåñòâóåò. Èçîáðàçèòå ïðîåêöèþ ÿäðà íà ïëîñêîñòü (y1, y2)
è íàéäèòå åãî âåðøèíû.

Â òàáëèöå 15.1 ïåðå÷èñëåíû âñå ñóùåñòâåííûå ïðèâåäåííûå ñáàëàí-
ñèðîâàííûå ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà A èãðû ÷åòûðåõ ëèö.

Òàáë. 15.1

B λK , K ∈ B
A\{a}, a = 1, 2, 3, 4 1/3, 1/3, 1/3, 1/3
{1,2,3},{1,2,4}, {3,4} 1/2, 1/2, 1/2

{1,2,3},{1,4}, {2,4},{3,4} 2/3, 1/3, 1/3, 1/3
{1,2,3},{1,4}, {2,4},{3} 1/2, 1/2, 1/2, 1/2

Îñòàëüíûå ñóùåñòâåííûå ïîêðûòèÿ îòëè÷àþòñÿ îò óêàçàííûõ ïåðåñòà-
íîâêàìè íîìåðîâ èãðîêîâ.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé êîîïåðàòèâíîé èãðû, êîãäà óñëîâèå ñó-
ùåñòâîâàíèÿ ÿäðà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ïðîñòîé ôîðìå.

Îïðåäåëåíèå. Êîîïåðàòèâíàÿ èãðà K =
〈
A, v

〉
íàçûâàåòñÿ ñèììåò-

ðè÷íîé, åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ v çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà
èãðîêîâ â êîàëèöèè: v(K) = v|K| ∀ K ⊂ A.

Óïðàæíåíèå 15.7. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé êîîïåðàòèâíîé
èãðû K ÿäðî C òîãäà è òîëüêî òîãäà ñóùåñòâóåò, êîãäà âûïîëíåíû íåðà-
âåíñòâà

v|K| ≤
|K|
|A|

v|A| ∀ K ⊂ A. (15.5)

Íåäîñòàòêîì ÿäðà ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îíî ìîæåò íå ñóùåñòâî-
âàòü. Äîêàæåì, ÷òî C = ∅, åñëè êîîïåðàòèâíàÿ èãðà K =

〈
A, v

〉
èìååò

ïîñòîÿííóþ ñóììó. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y ∈ C, òî∑
b6=a

yb ≥ v(A\{a}) = v(A)− v(a), ya ≥ v(a).

Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî êàê ðàâåíñòâà.
Îòñþäà ya = v(a) ∀ a ∈ A è

∑
a∈A

ya < v(A) (ïðîòèâîðå÷èå).

Óêàçàííûì íåäîñòàòêîì íå îáëàäàåò âåêòîð Øåïëè. Îïðåäåëèì åãî,
èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíóþ èíòåðïðåòàöèþ. Ïîëîæèì v(∅) = 0.
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Îïðåäåëåíèå.Äëÿ èãðîêà a ∈ K âåëè÷èíà v(K)−v(K\{a}) íàçûâàåòñÿ
âêëàäîì èãðîêà â êîàëèöèþ K.

Ïóñòü êîàëèöèÿ A îáðàçóåòñÿ â ðåçóëüòàòå ñëåäóþùåãî ñëó÷àéíîãî
ïðîöåññà. Ñíà÷àëà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/|A| âûáèðàåòñÿ èãðîê a1, çàòåì èç
îñòàâøèõñÿ |A| − 1 èãðîêîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/(|A| − 1) âûáèðàåòñÿ èã-
ðîê a2 è ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê èãðîêó a1 è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/|A|! áóäåò âûáðàíà ïåðåñòàíîâêà èãðîêîâ a1, ..., a|A|. Ìîæíî ïîäñ÷èòàòü
âêëàä èãðîêà al â êîàëèöèþ {a1, ..., al}. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî èã-
ðîêà a åãî âêëàä (â êàêóþ-òî êîàëèöèþ K) áóäåò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå v(K) − v(K\{a}) (ãäå a ∈ K) ñ âåðîÿòíîñòüþ
(|K| − 1)! (|A| − |K|)!/|A|!.

Îïðåäåëèì òåïåðü ñïåöèàëüíûé äåëåæ ϕ − âåêòîð Øåïëè. Åãî êîì-
ïîíåíòà ϕa ðàâíà ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ âêëàäà èãðîêà a, ò.å.

ϕa =
∑
K:a∈K

(|K| − 1)! (|A| − |K|)!
|A|!

(v(K)− v(K\{a})).

Ïðîâåðèì, ÷òî ∑
K:a∈K

(|K| − 1)! (|A| − |K|)!
|A|!

= 1. (15.6)

Äåéñòâèòåëüíî,

∑
K:a∈K

(|K| − 1)! (|A| − |K|)!
|A|!

=

|A|∑
l=1

∑
K:a∈K, |K|=l

(l − 1)! (|A| − l)!

|A|!
.

×èñëî êîàëèöèé, ñîäåðæàùèõ l èãðîêîâ è ñðåäè íèõ èãðîêà a, ðàâíî

C l−1
|A|−1 =

(|A| − 1)!

(l − 1)! (|A| − l)!
.

Ïîýòîìó â ïîñëåäíåé äâîéíîé ñóììå ïðè ëþáîì l âíóòðåííÿÿ ñóììà ðàâ-
íà 1/|A|. Îòñþäà è ñëåäóåò (15.6).

Óïðàæíåíèå 15.8. Ïîêàæèòå, ÷òî âåêòîð Øåïëè ϕ = (ϕa, a ∈ A)
ÿâëÿåòñÿ äåëåæîì êîîïåðàòèâíîé èãðû.

Óïðàæíåíèå 15.9. Âûïèøèòå ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ïîäñ÷åòà âåêòîðà
Øåïëè â èãðå òðåõ ëèö. Íàéòè âåêòîð Øåïëè äëÿ êîîïåðàòèâíîé èã-
ðû "äæàç-îðêåñòð"è ïîêàçàòü åãî ïðèíàäëåæíîñòü ÿäðó. Ïðîâåðèòü, ÷òî
åñëè v(123) óìåíüøèòü íà $3 , òî âåêòîð Øåïëè ÿäðó íå ïðèíàäëåæèò.
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Óïðàæíåíèå 15.10. Ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñèììåòðè÷íîé êîîïåðàòèâíîé
èãðû âåêòîð Øåïëè ϕ = (v|A|/|A|, ..., v|A|/|A|).

Êîììåíòàðèé è áèáëèîãðàôèÿ ê ãëàâå III

� 12. Îïðåäåëåíèå ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãðû ìíîãèõ ëèö ïðè-
íàäëåæèò Äæ. Íýøó [76]. Òåîðåìà 12.1 äîêàçàíà Ñ. Êàêóòàíè [47] è èñ-
ïîëüçîâàíà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2.3 î âîãíóòî-âûïóêëîé ôóíê-
öèè. Òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ â èãðàõ ñ êîíå÷íûìè
ìíîæåñòâàìè ñòðàòåãèé äîêàçàíà Äæ. Íýøåì [76]. Òàì æå ïðèâåäåíû
ñâîéñòâà ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Ïðèìåð 12.1
ïðèíàäëåæèò Í.Í. Âîðîáüåâó [34]. Îïðåäåëåíèå èãðû, ðàçðåøèìîé ïî
äîìèíèðîâàíèþ, ââåäåíî Ý. Ìóëåíîì [71].

� 13. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè ïîçèöèîííûõ èãð îïðåäåëåíû Äæ. ôîí
Íåéìàíîì è Î. Ìîðãåíøòåðíîì â [72]. Ïîëíàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ýòèõ èãð
ïðîâåäåíà Ã.Ó. Êóíîì [58]. Îïðåäåëåíèå ñîâåðøåííîãî ïîäûãðîâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ ïðèíàäëåæèò Ð. Ñåëòåíó [98]. Òåîðåìà 13.1 î ñóùåñòâîâàíèè ñè-
òóàöèè ðàâíîâåñèÿ â ïîçèöèîííîé èãðå ñ ïîëíîé èíôîðìàöèåé äîêàçàíà
Ã.Ó. Êóíîì [58]. Êîíöåïöèÿ âîçìóùåííîé èãðû, â êîòîðîé èãðîêè ìîãóò
îøèáàòüñÿ ïðè âûáîðå ñâîèõ ñòðàòåãèé, ââåäåíà Ð. Ñåëòåíîì [99].

� 14. Ïðèìåð 14.1 è òåîðåìà 14.1 îá ýêâèâàëåíòíîñòè ñìåøàííûõ ñòðà-
òåãèé ñîîòâåòñòâóþùèì ñòðàòåãèÿì ïîâåäåíèÿ â èãðàõ ñ ïîëíîé ïàìÿòüþ
ïðèíàäëåæèò Ã.Ó. Êóíó [58]. Äðóãèå ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè ïîçèöèîííûõ
èãð ñì. â ñáîðíèêå [82]. Ñ ìîäåëÿìè ìíîãîøàãîâûõ íåàíòàãîíèñòè÷åñêèõ
èãð ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [22, 23, 71, 91].

� 15. Îñíîâû êîîïåðàòèâíîé òåîðèè çàëîæåíû Äæ.ôîí Íåéìàíîì è
Î. Ìîðãåíøòåðíîì â [72]. Ïðèìåð êîîïåðàòèâíîé èãðû "äæàç-îðêåñòð"
ïðèíàäëåæèò Ã.Ï. ßíãó (ñì. [71]). Ïîíÿòèå ÿäðà îïðåäåëåíî Ä. Äæèë-
ëèñîì â [44]. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ÿäðà ñ
èñïîëüçîâàíèåì íîâûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ − ïðèâåäåííûõ ñáàëàí-
ñèðîâàííûõ ïîêðûòèé − ïîëó÷åíî Î.Í. Áîíäàðåâîé â 1962 ãîäó â [13],
ãäå, â ÷àñòíîñòè, îïèñàíû ïðèâåäåííûå ñáàëàíñèðîâàííûå ïîêðûòèÿ äëÿ
èãð òðåõ è ÷åòûðåõ ëèö. Î.Ð. Ìåíüøèêîâà â êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè
(ôàêóëüòåò ÂÌèÊ ÌÃÓ, 1978 ãîä) ïåðå÷èñëèëà âñå ïðèâåäåííûå ñáàëàí-
ñèðîâàííûå ïîêðûòèÿ äëÿ èãð ïÿòè è øåñòè ëèö. Ðåçóëüòàò óïðàæíåíèÿ
15.5 âçÿò èç [109]. Òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñì. â [5]. Ð. Àóìàí [7] îïðåäåëèë ïîíÿòèå ÿäðà äëÿ èãðû â íîðìàëüíîé
ôîðìå. Ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åí À.À. Âàñèíûì (ñì.
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[22], ãäå èìååòñÿ òàêæå îáçîð ðàáîò ïî òåîðèè ÿäðà). Â.Â. Ìîðîçîâ è
Ì.Õ. Àúçàìõóæàåâ ââåëè äèñêðåòíûå êîîïåðàòèâíûå èãðû, â êîòîðûõ
çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è êîìïîíåíòû äåëåæåé − öåëûå
÷èñëà. Äëÿ òàêèõ èãð ïîèñê äåëåæà èç ÿäðà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å öåëî÷èñ-
ëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â [68] ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ äëÿ èãð øåñòè ëèö.

Âåêòîð Øåïëè áûë îïðåäåëåí â [102], ãäå èìååòñÿ àêñèîìàòè÷åñêîå
åãî îáîñíîâàíèå (ñì. òàêæå [31]). Ñ äðóãèìè êîíöåïöèÿìè îïòèìàëüíî-
ñòè â êîîïåðàòèâíîé òåîðèè (ðåøåíèåì ôîí Íåéìàíà-Ìîðãåíøòåðíà, n-
ÿäðîì Øìàéäëåðà è äð.) ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [55, 31, 78]. Ôóíäàìåí-
òàëüíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî òåîðèè èãð ñì. â [93].
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ÃËÀÂÀ IV. ÂÂÅÄÅÍÈÅ ÂÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓÞ

ÝÊÎÍÎÌÈÊÓ

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòåéøèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè
ïðîèçâîäñòâà, ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîòðåáëåíèÿ.

��16. Ìîäåëè íåðåãóëèðóåìûõ ðûíêîâ

Âàæíóþ ðîëü â ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè èãðàåò ïîíÿòèå ðûíêà. Ðû-
íîê − ýòî ìåõàíèçì îáìåíà òîâàðàìè, âêëþ÷àþùèé äâà òèïà àãåíòîâ:
ïðîèçâîäèòåëè (ïðîäàâöû) è ïîòðåáèòåëè (ïîêóïàòåëè). Êàæäûé àãåíò
ñàìîñòîÿòåëüíî ïðèíèìàåò ðåøåíèå îá ó÷àñòèè â îáìåíå, èñõîäÿ èç ñâîèõ
èíòåðåñîâ è ïðåäëàãàåìûõ óñëîâèé. Îáû÷íî êàæäûé ïðîäàâåö íàçíà÷à-
åò óñëîâèÿ îáìåíà â âèäå öåíû íà ñâîé òîâàð, à ïîêóïàòåëè âûáèðàþò,
ñêîëüêî è êàêîãî òîâàðà êóïèòü. Íî ñóùåñòâóþò è äðóãèå âàðèàíòû ðûí-
êîâ.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ òðè îñíîâíûõ ìîäåëè ðûíêà îäíîãî
òîâàðà:

1) ðûíîê â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, èëè êîíêóðåíòíûé
ðûíîê, íà êîòîðîì ìíîãî ìåëêèõ àãåíòîâ-ïðîèçâîäèòåëåé è ïîòðåáèòå-
ëåé;

2) ìîíîïîëèçèðîâàííûé ðûíîê, íà êîòîðîì îäèí ïðîèçâîäèòåëü-
ìîíîïîëèñò âçàèìîäåéñòâóåò ñ áîëüøèì ÷èñëîì ìåëêèõ ïîòðåáèòåëåé;

3) îëèãîïîëèÿ, òî åñòü ðûíîê, íà êîòîðîì íåñêîëüêî ôèðì êîíêóðè-
ðóþò, âçàèìîäåéñòâóÿ ñ ìíîæåñòâîì ìåëêèõ ïîòðåáèòåëåé.

Ó ÷èòàòåëÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ñêëàäîì óìà çäåñü âîçíèêàþò âîïðî-
ñû: ÷òî îçíà÷àåò "ìåëêèé"àãåíò, "áîëüøîå ÷èñëî ìåëêèõ ïîòðåáèòåëåé"è
ò.ï.? Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîëíûõ è òî÷íûõ îòâåòîâ íà ïî-
äîáíûå âîïðîñû íå ïîëó÷åíî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè. Íåêîòîðûå ïîäõîäû
è îöåíêè èçëîæåíû â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåííîì îëèãîïîëèè. Óêàçàííûå
õàðàêòåðèñòèêè ñëóæàò íåêîòîðûì îáîñíîâàíèåì ñôîðìóëèðîâàííûõ äà-
ëåå ïðåäïîëîæåíèé î ïîâåäåíèè àãåíòîâ.

Êîíêóðåíòíûé ðûíîê îäíîãî òîâàðà

Ðàññìîòðèì ðûíîê îäíîðîäíîãî (ò.å. íå ðàçëè÷àþùåãîñÿ ïî êà÷åñòâó)
òîâàðà, òàêîãî êàê íåôòü èëè ìóêà. Ïðåäïîëîæåíèå, ëåæàùåå â îñíîâå
ìîäåëè êîíêóðåíòíîãî ðûíêà, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íà ðûíêå ñêëàäû-
âàåòñÿ åäèíàÿ öåíà p íà òîâàð è íè îäèí ïðîèçâîäèòåëü èëè ïîòðåáèòåëü
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íå ìîæåò ïîâëèÿòü íà íåå èíäèâèäóàëüíûìè äåéñòâèÿìè, ò.å. êàæäûé
àãåíò ïðèñïîñàáëèâàåòñÿ ê ðûíî÷íîé öåíå p.

Íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ïðîèçâîäèòåëåé òîâàðà. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî êàæäûé èç íèõ ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèáûëü îò ïðîèçâîä-
ñòâà òîâàðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé, ïîñòàâëÿþùèõ
òîâàð íà ðûíîê. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå êîíêðåòíîå ïðåäïðèÿòèå a ∈ A õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îáúåìîì âûïóñêà, èëè ïðîèçâîäñòâåííîé
ìîùíîñòüþ, V a è óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòüþ ïðîäóêòà (â ðàñ÷åòå íà åäè-
íèöó) ca. Ïðè ýòîì ñòðàòåãèåé ïðåäïðèÿòèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåì âûïóñêà V .
Ôîðìàëüíî ïîâåäåíèå ïðîäàâöà a õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ïðåäëîæå-
íèÿ Sa(p), êîòîðàÿ óêàçûâàåò îïòèìàëüíûé îáúåì ïðîèçâîäñòâà â çàâè-
ñèìîñòè îò öåíû. Ðàññìîòðèì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ Sa(p) â äàííîì ñëó÷àå:

Sa(p) = Arg max
0≤V≤V a

[V (p− ca)] =


0, åñëè p < ca,

[0, V a], åñëè p = ca,

V a, åñëè p > ca,

ãäå V (p− ca) − ôóíêöèÿ ïðèáûëè.
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûì

îòîáðàæåíèåì, ò.å. îäíîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü
öåëîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè. Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðûíêà ñî
ñòîðîíû ïðîèçâîäèòåëåé − ýòî ñóììàðíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ
S(p) =

∑
a∈A

Sa(p). Ýòà ôóíêöèÿ óêàçûâàåò îáùåå êîëè÷åñòâî òîâàðà, ïî-

ñòàâëÿåìîå íà ðûíîê â çàâèñèìîñòè îò öåíû. Óïîðÿäî÷èì ïðåäïðèÿòèÿ
ïî âîçðàñòàíèþ óäåëüíûõ ñåáåñòîèìîñòåé, ò.å. ïóñòü c1 ≤ c2 ≤ ... Òîãäà
ãðàôèê ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ òðåõ ïðîèçâîäèòåëåé âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

-

6S(P )

p

V 1 + V 2 + V 3

V 1 + V 2

V 1

c1 c2 c3

Ðèñ. 16.1

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà áîëåå îáùåé ìîäåëè ïðîèçâîäñòâà ðàññìîòðèì
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ïðåäïðèÿòèå, íà êîòîðîì èìåþòñÿ òðè âèäà ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíî-
ñòåé (ñòàíêîâ) äëÿ âûïóñêà òîâàðà. Êàæäûé âèä õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè-
÷èíàìè óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòè ci è ìàêñèìàëüíîãî îáúåìà âûïóñêà V i,
ãäå i = 1, 2, 3 è c1 < c2 < c3. Ïðè âûïîëíåíèè çàêàçà íà âûïóñê V åäèíèö
òîâàðà ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü èçäåðæêè ïðîèçâîäñòâà.
Âûÿñíèì, êàê çàâèñèò ïîëíàÿ ñåáåñòîèìîñòü C(V ) îò îáúåìà âûïóñêà ïðè
îïòèìàëüíîé çàãðóçêå ìîùíîñòåé. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåäïðèÿòèå â ïåðâóþ
î÷åðåäü èñïîëüçóåò ìîùíîñòè ñ ìèíèìàëüíîé óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòüþ
âûïóñêà. Åñëè èõ íå õâàòèò, òî áóäóò çàäåéñòâîâàíû ìîùíîñòè âòîðîãî,
à çàòåì òðåòüåãî òèïà. Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê C(V ) èìååò ñëåäóþùèé
âèä:

-

6

�����
�

�
�

�
�

�
�

�
�C(V )

VV 1 + V 2 + V 3V 1 V 1 + V 2
α1

α2

α3

tgαi = ci, i = 1, 2, 3

Ðèñ. 16.2

Â îáùåì ñëó÷àå ïðåäïðèÿòèå a õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé Ca(V ) ñå-
áåñòîèìîñòè âûïóñêà â îáúåìå V íà äàííîì ïðåäïðèÿòèè. Äàëåå ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ çàäàåò îáùèå èçäåðæêè. Ïðåæäå, ÷åì ñôîðìó-
ëèðîâàòü ñâîéñòâà ôóíêöèè èçäåðæåê, íàïîìíèì îïðåäåëåíèå âûïóêëîé
(âîãíóòîé) ôóíêöèè (ñì. � 2.).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ C(V ) íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé (âîãíóòîé), åñëè
äëÿ ëþáûõ äâóõ òî÷åê V1 è V2 è ëþáîãî ÷èñëà 0 < t < 1 ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî C(tV1 + (1− t)V2)) ≤ (≥)tC(V1) + (1− t)C(V2).

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà âûïóêëûõ ôóíêöèé, èçâåñòíûå èç êóðñà
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ C(V ), îïðåäåëåííàÿ íà ïîëóîñè V ≥ 0, íåïðåðûâ-
íà â ëþáîé òî÷êå V > 0.

Âûïóêëàÿ è íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ C(V ) íåïðåðûâíà è â òî÷êå
V = 0.

Äëÿ âûïóêëîé ôóíêöèè C(V ) â ëþáîé òî÷êå V ñóùåñòâóþò ëåâîñòî-
ðîííÿÿ Ċ−(V ) è ïðàâîñòîðîííÿÿ Ċ+(V ) ïðîèçâîäíûå. Ïðè÷åì, åñëè
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V < V ′, òî Ċ+(V ) ≤ Ċ−(V ′).
Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè C(V ) íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì

óñëîâèåì âûïóêëîñòè ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàíèå ïî V ïðîèçâîäíîé Ċ(V ).

Äëÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè àíàëîãè÷íûì óñëîâèåì ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü âòîðîé ïðîèçâîäíîé C̈(V ).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ èçäåðæåê C(V ) îáëàäàåò ñëåäóþ-
ùèìè ñâîéñòâàìè:

C1 ìîíîòîííî âîçðàñòàåò ïî V ;
C2 C(0) = 0;
C3 ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé;
C4 Ċ−(V ) →∞ ïðè V →∞.

Îáñóäèì ñâîéñòâà C1-C4 ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Ïåðâîå ñâîéñòâî î÷åâèäíî: ÷åì áîëüøå îáúåì âûïóñêà, òåì áîëüøå

îáùèå èçäåðæêè.
Âòîðîå óñëîâèå êàæåòñÿ îãðàíè÷èòåëüíûì, òàê êàê ó ïðåäïðèÿòèÿ ìî-

ãóò áûòü ïîñòîÿííûå èçäåðæêè. Îäíàêî ýòè èçäåðæêè íå èãðàþò ðîëè
ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ (ñì. íèæå), à èíâåñòèöèîííûå ïðî-
öåññû ìû íå ðàññìàòðèâàåì.

Òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñâîéñòâà îçíà÷àþò, ÷òî óäåëüíûå èçäåðæêè Ċ+(V )
ðàñòóò è ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûïóñêà. Â òî
æå âðåìÿ èç ïðîèçâîäñòâåííîé ïðàêòèêè èçâåñòíî, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò
îïûòíîãî ïðîèçâîäñòâà ê ìàññîâîìó âûïóñêó âîçíèêàåò ýôôåêò ìàñøòà-
áà, ò.å. óäåëüíûå èçäåðæêè óáûâàþò ñ ðîñòîì îáúåìà âûïóñêà. Îäíàêî,
äàííûé ýôôåêò âîçíèêàåò òîãäà, êîãäà ïðåäïðèÿòèå ìåíÿåò ñòðóêòóðó
îñíîâíûõ ôîíäîâ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çäåñü ìîäåëü îòðàæàåò ðàáîòó ïðåä-
ïðèÿòèÿ â ñòàöèîíàðíûõ óñëîâèÿõ.

Äàäèì ôîðìàëüíîå îáîñíîâàíèå ñâîéñòâà C3. Îòìåòèì, ÷òî ðàññìàò-
ðèâàåìûå âåëè÷èíû (ìàêñèìàëüíûé îáúåì âûïóñêà, ðåàëüíûé îáúåì, èç-
äåðæêè) îòíîñÿòñÿ ê íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó ïåðèîäó âðåìåíè. Ðàñ-
ñìîòðèì äâå òåõíîëîãèè, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ îáúåìàìè âûïóñêà V1 è V2.
Áóäåì ÷åðåäîâàòü ýòè òåõíîëîãèè (ïóñòü äîëÿ âðåìåíè t èñïîëüçóåòñÿ
îäíà òåõíîëîãèÿ, à äîëÿ âðåìåíè (1 − t) − äðóãàÿ). Òàêèì îáðàçîì, ìû
âûïóñòèì îáúåì tV1 + (1 − t)V2 ñ èçäåðæêàìè tC(V1) + (1 − t)C(V2).
Ñëåäîâàòåëüíî, C(tV1 + (1− t)V2)) ≤ tC(V1) + (1− t)C(V2).

Óïðàæíåíèå 16.1. Êàêèå ðåàëüíûå ôàêòîðû íå ó÷òåíû â ýòîì ðàññó-
æäåíèè?
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Äëÿ ôóíêöèè ñåáåñòîèìîñòè Ca(V ), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì C1-
C4, ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê

Sa(p) = Arg max
V≥0

(pV − Ca(V )),

ãäå pV −Ca(V ) − ôóíêöèÿ ïðèáûëè. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü íåò îãðàíè÷åíèÿ
ñâåðõó íà îáúåì V âûïóñêàåìîãî òîâàðà.

Óòâåðæäåíèå 16.1. Åñëè ôóíêöèÿ Ca(V ) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì
C1− C4, òî ôóíêöèÿ Sa(p) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

S1 Sa(0) = 0;
S2 äëÿ êàæäîãî p ìíîæåñòâî Sa(p) âûïóêëî è îãðàíè÷åíî, à ãðàôèê

îòîáðàæåíèÿ Sa(p) Gr(Sa(p)) = {(p, V ) | p ≥ 0, V ∈ Sa(p)} çàìêíóò;
S3 Sa(p) íå óáûâàåò ïî p , ò.å. äëÿ ëþáûõ p < p′ è äëÿ ëþáûõ

V ∈ Sa(p), V ′ ∈ Sa(p′) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V ≤ V ′.
Äîêàçàòåëüñòâî. S1. Î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ïðè íóëåâîé öåíå ïðîèç-

âîäñòâî òîâàðà íå âûãîäíî.
S2. Ôóíêöèÿ pV − ëèíåéíàÿ ïî V , à Ca(V ) − âûïóêëàÿ, ñëåäîâàòåëü-

íî, ôóíêöèÿ pV −Ca(V ) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé. Ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìó-
ìà ó âîãíóòîé ôóíêöèè âûïóêëî. Sa(p) åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ìàêñèìóìà
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè pV −Ca(V ). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Sa(p) çà-
ìêíóòî. Ïî ñâîéñòâó C4 ôóíêöèÿ èçäåðæåê C(V ) ðàñòåò áûñòðåå ëþáîé
ëèíåéíîé ôóíêöèè. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì p > 0 íàéäåòñÿ òàêàÿ âåëè÷èíà
V (p), ÷òî pV −Ca(V ) < 0 ∀ V ≥ V (p). Îòñþäà âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü
ìíîæåñòâà Sa(p).

S3. Âîçüìåì p < p′ è çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûå V ∈ Sa(p),
V ′ ∈ Sa(p′). Åñëè V ′ = 0, òî íåîáõîäèìî Ċ+(0) ≥ p′ > p. Ñëåäîâàòåëüíî,
Sa(p) = {0} è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. Ïóñòü V > 0, V ′ > 0. Òîãäà èç
óñëîâèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè ïðèáûëè âûòåêàþò íåðàâåíñòâà

Ċa
−(V ) ≤ p ≤ Ċa

+(V ), Ċa
−(V ′) ≤ p′ ≤ Ċa

+(V ′).

Îòñþäà ñ ó÷åòîì p < p′ íàõîäèì Ċa
−(V ) < Ċa

+(V ′). Èç âûïóêëîñòè ôóíê-
öèè Ca(V ) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî V ≤ V ′.

Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ

1) Ïóñòü Ca(V ) − ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. Åñëè ìàêñèìóì ïðèáûëè äîñòè-
ãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå V ∗ > 0, òî p = Ċa(V ∗) ⇒ V ∗ = (Ċa)−1(p) =
Sa(p). Åñëè ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â íóëå, òî p ≤ Ċa(0). Ïðè p = Ċa(0)
Sa(p) = [0, Sa+], ãäå Sa+ = sup{V | Ċa(V ) = Ċa(0)}.
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Ñòðîèì ãðàôèê îáðàòíîé ôóíêöèè (Ċa)−1(p). Äëÿ ýòîãî îòîáðàçèì
ãðàôèê ôóíêöèè Ċa(V ) ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñû. Íà îñè
p ñîåäèíèì íîëü ñ òî÷êîé Ċa(0) è ïîëó÷èì ãðàôèê ôóíêöèè Sa(p).

2) Ñ íåãëàäêîé ôóíêöèåé ïîñòóïàåì àíàëîãè÷íî: ñêà÷êàì ôóíêöèè
Ċa(V ) áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ãîðèçîíòàëüíûå îòðåçêè íà ãðàôèêå ôóíê-
öèè Sa(p).

Ïðèìåð 16.1. Ôóíêöèÿ èçäåðæåê çàäàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Ca(V ) =


V/2, 0 ≤ V < 2,

V − 1, 2 ≤ V < 3,

V 3/9− 1, V ≥ 3.

-

6

�
���

�
�

Ca(V )

V

Ðèñ. 16.3

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ Sa(p).

1) Ñòðîèì ôóíêöèþ Ċa(V ):

Ċa(V ) =


1/2, 0 < V < 2,

1, 2 < V < 3,

V 2/3, V ≥ 3.

-

6

....
....
....
....
....
....
....
....
....
....

Ċa(V )

V

Ðèñ. 16.4

2) Ñòðîèì ôóíêöèþ Sa(p) êàê îáðàòíóþ ê Ċa(V ):
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Sa(p) =



0, 0 ≤ p < 1/2,

[0, 2], p = 1/2,

2, 1/2 < p < 1,

[2, 3], p = 1,

3, 1 < p < 3,
√

3p, p ≥ 3.
-

6

....
....
....
....
....
....
....
....
....
....

Sa(p)

p

Ðèñ. 16.5

Óïðàæíåíèå 16.2. Íàéäèòå ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ Sa(p) ïî çàäàííîé
ôóíêöèè èçäåðæåê Ca(V ) = max[V, V 2].

Ôóíêöèÿ ñïðîñà

Ìû îïèñàëè ïîâåäåíèå ïðîèçâîäèòåëåé. Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê äðóãîé
ñòîðîíå ðûíêà è ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå âòîðîé ãðóïïû àãåíòîâ, äåéñòâó-
þùèõ íà ðûíêå, − ïîòðåáèòåëåé.

Ïóñòü B − ìíîæåñòâî ïîòðåáèòåëåé òîâàðà; b ∈ B − êîíêðåòíûé
ïîòðåáèòåëü, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé ñïðîñà Db(p), óêàçûâà-
þùåé, êàêîé îáúåì òîâàðà ãîòîâ êóïèòü ïîòðåáèòåëü b ïî öåíå p. Îáùåé
õàðàêòåðèñòèêîé ïîâåäåíèÿ âñåãî ìíîæåñòâà ïðèñóòñòâóþùèõ íà ðûí-
êå ïîòðåáèòåëåé ÿâëÿåòñÿ ñóììàðíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà, êîòîðàÿ îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: D(p) =

∑
b∈B

Db(p). Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì

íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ôóíêöèè ñïðîñà îòäåëüíîãî ïîòðåáèòåëÿ.

Ïðèìåð 16.2. Ïóñòü Kb − äåíåæíûé êàïèòàë ïîòðåáèòåëÿ b. Ïîòðå-
áèòåëü òðàòèò âåñü êàïèòàë íà ïîêóïêó òîâàðà, òîãäà Db(p) = Kb/p.

Ïðèìåð 16.3. Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, ïîòðåáèòåëü b õàðàêòå-
ðèçóåòñÿ ðàçìåðîì èìåþùåãîñÿ ó íåãî äåíåæíîãî êàïèòàëà Kb. Îòëè÷èå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîòðåáèòåëü ìîæåò ïîòðàòèòü ñâîé êàïèòàë íå òîëü-
êî íà ýòîì ðûíêå òîâàðà, íî ó íåãî åñòü âîçìîæíîñòü ïîêóïàòü òîò æå
òîâàð â äðóãîì ìåñòå ïî ôèêñèðîâàííîé öåíå rb, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðå-
çåðâíîé öåíîé äëÿ äàííîãî ïîòðåáèòåëÿ. Ñìûñë ýòîé âåëè÷èíû ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ïîòðåáèòåëþ íåâûãîäíî ïîêóïàòü òîâàð íà ðàññìàòðèâàåìîì
ðûíêå, åñëè öåíà ïðåâûøàåò rb, ò.å. ïðè p > rb ïîêóïêà íå ïðîèçâîäèòñÿ.
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Ôóíêöèÿ ñïðîñà äëÿ òàêîé ìîäåëè èìååò âèä

Db(p) =


Kb/p, p < rb,

[0, Kb/p], p = rb,

0, p > rb.

Äàäèì àëüòåðíàòèâíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîíÿòèÿ ðåçåðâíîé öåíû: ó äàí-
íîãî òîâàðà ñóùåñòâóåò çàìåíèòåëü, öåíà íà êîòîðûé ôèêñèðîâàíà è ðàâ-
íà rb. Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà öåíà ïðîäóêòà ïðåâûøàåò rb, ïîòðåáèòåëü
b ïîêóïàåò çàìåíèòåëü.

Äî ñèõ ïîð ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî âåñü äåíåæíûé êàïèòàë ïîòðåáèòå-
ëÿ ðàñõîäóåòñÿ íà ïðèîáðåòåíèå òîâàðà. Îäíàêî íà ïðàêòèêå êîëè÷åñòâî
äåíåã, êîòîðîå ðàñõîäóåòñÿ íà äàííûé òîâàð, ìîæåò ìåíÿòüñÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò öåíû. Îáúåì ïîòðåáëåíèÿ ïðåäìåòîâ ïåðâîé íåîáõîäèìîñòè
(îñíîâíûõ ïðîäóêòîâ ïèòàíèÿ, íåîáõîäèìîé îäåæäû è ò.ï.) îáû÷íî ñëàáî
çàâèñèò îò öåíû. Íàïðèìåð, äàæå ïðè çíà÷èòåëüíîì ðîñòå öåíû íà õëåá,
ëþäè áóäóò ïîòðåáëÿòü òî æå ñàìîå êîëè÷åñòâî õëåáà. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, åñòü òîâàðû òèïà ïðåäìåòîâ ðîñêîøè (äðàãîöåííîñòè, ïðåäìåòû
èñêóññòâà è ò.ä.), ñïðîñ íà êîòîðûå ñèëüíî çàâèñèò îò êîëåáàíèé öåíû.
Ýòî ïðîèñõîäèò îò÷àñòè ïîòîìó, ÷òî ïðè ðîñòå öåí íà îäíè ïðåäìåòû
ðîñêîøè ëþäè, êàê ïðàâèëî, ïðåäïî÷èòàþò ïîêóïàòü äðóãèå ïðåäìåòû,
êîòîðûå ïîäîðîæàëè â ìåíüøåé ñòåïåíè. Ñâîéñòâî ôóíêöèè ñïðîñà èçìå-
íÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò öåíû íàçûâàåòñÿ ýëàñòè÷íîñòüþ ñïðîñà. Ôîð-
ìàëüíîå îïðåäåëåíèå áóäåò äàíî ïîçæå. Ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
ýëàñòè÷íîñòü õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü çàâèñèìîñòè îáúåìà ñïðîñà îò öåíû
íà òîâàð.

Ïðèìåð 16.4. Ðàññìîòðèì ïðèìåð íåýëàñòè÷íîé ôóíêöèè ñïðîñà:

Db(p) =


V
b
, p < rb,

[0, V
b
], p = rb,

0, p > rb.

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ôóíêöèÿ ñïðîñà Db(p) − ýòî
òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâàì:

D1 âûïóêëîçíà÷íîñòü ( çíà÷åíèåì ôóíêöèè ñïðîñà Db(p) äëÿ ëþ-
áîãî p ÿâëÿåòñÿ ëèáî òî÷êà, ëèáî îòðåçîê);

181



ÃËÀÂÀ IV. ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓÞ ÝÊÎÍÎÌÈÊÓ

D2 çàìêíóòîñòü (ãðàôèê îòîáðàæåíèÿ Db(p)
Gr(Db(p)) = {(p, V ) | 0 ≤ p <∞, V ∈ Db(p)} ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì);

D3 ìîíîòîííîå íåâîçðàñòàíèå ( ïðè ëþáûõ p < p′ è ëþáûõ
V ∈ Db(p), V ′ ∈ Db(p′) âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî V ≥ V ′);

D4 Db(p) → 0 ïðè p → ∞ (ïðè íåîãðàíè÷åííîì âîçðàñòàíèè öåíû
ñïðîñ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ).

Îáñóäèì ïîäðîáíåå ñâîéñòâî ìîíîòîííîãî íåâîçðàñòàíèÿ (ñâîéñòâî
D3). Ýòî ñâîéñòâî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè ðîñòå öåíû íà òîâàð ñïðîñ
íà íåãî íå óâåëè÷èâàåòñÿ (à èíîãäà è óáûâàåò, åñëè ó÷åñòü äîïîëíèòåëü-
íî ñâîéñòâî D4). Âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ âñåõ ëè òîâàðîâ âûïîëíåíî ýòî
ñâîéñòâî? Â ýêîíîìèêå èçâåñòíî íåñêîëüêî ýêçîòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ òîâà-
ðîâ, ñïðîñ íà êîòîðûå íå óäîâëåòâîðÿåò, ïî êðàéíåé ìåðå â îïðåäåëåííûå
ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ñâîéñòâó ìîíîòîííîãî íåâîçðàñòàíèÿ.

Ïðèìåð 16.5. Èçâåñòíî, ÷òî â Èðëàíäèè â ãîëîäíûå ãîäû, êîãäà öåíà
íà êàðòîøêó ñèëüíî ïîâûøàëàñü, îáúåì åå ïîòðåáëåíèÿ òîæå âîçðàñòàë.
Ñ ÷åì ýòî áûëî ñâÿçàíî? Â îáû÷íûå ãîäû â ðàöèîí îñíîâíîé ìàññû íà-
ñåëåíèÿ âõîäèëè êàðòîøêà è ìÿñî. Êîãäà öåíà íà êàðòîøêó çíà÷èòåëü-
íî ïîâûøàëàñü, äåíåã íà ìÿñî óæå íå õâàòàëî, è ëþäè ïåðåõîäèëè íà
ïèòàíèå îäíîé êàðòîøêîé. Ïîýòîìó êàðòîøêè òðåáîâàëîñü áîëüøå, ÷åì
îáû÷íî.

Ïðèìåð 16.6. Òðàäèöèîííàÿ ÿïîíñêàÿ âîäêà − ñàêå. Åñòü íåñêîëüêî
ñîðòîâ ñàêå, ïðè÷åì êàê õîðîøåãî êà÷åñòâà, òàê è ïëîõîãî. Èçâåñòåí ñëå-
äóþùèé ôàêò: êîãäà öåíà íà íèçêîêà÷åñòâåííûé ñàêå ðàñòåò, òî îáúåì åãî
ïîòðåáëåíèÿ â ýòîò ìîìåíò òîæå óâåëè÷èâàåòñÿ. Äåëî â òîì, ÷òî îïðåäå-
ëåííàÿ ãðóïïà ëèö, ñòðàäàþùàÿ àëêîãîëüíîé çàâèñèìîñòüþ, íóæäàåòñÿ
â îïðåäåëåííîé äîçå ÷èñòîãî àëêîãîëÿ. Îíè, êîíå÷íî, ïðåäïî÷ëè áû ïèòü
õîðîøèé ñàêå, íî êîãäà öåíà íà ñàêå ñèëüíî ðàñòåò, èì äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ñâîåé ñóòî÷íîé íîðìû àëêîãîëÿ ïðèõîäèòñÿ îòêàçûâàòüñÿ îò õîðîøåãî
ñàêå â ïîëüçó ïëîõîãî. Îäíàêî ïðèâåäåííûå ïðèìåðû äîñòàòî÷íî ðåäêè
è íåòèïè÷íû, à äëÿ áîëüøèíñòâà òîâàðîâ ñâîéñòâî ìîíîòîííîãî íåâîç-
ðàñòàíèÿ ôóíêöèè ñïðîñà âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ

Èòàê, ìû îïèñàëè ïîâåäåíèå äâóõ ãðóïï àãåíòîâ íà ðûíêå (ïðîèç-
âîäèòåëåé òîâàðà è ïîòðåáèòåëåé) â çàâèñèìîñòè îò öåíû íà òîâàð. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ìîäåëè êîíêóðåíòíîãî ðûíêà îäíîãî
òîâàðà îñòàëîñü âûÿñíèòü, êàê îïðåäåëÿåòñÿ öåíà p íà ðûíêå.
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Íà êîíêóðåíòíîì ðûíêå öåíà òîâàðà îïðåäåëÿåòñÿ èç ïðèíöèïà êîí-
êóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ Âàëüðàñà. Â óñëîâèÿõ ñîâåðøåí-
íîé êîíêóðåíöèè íà ðûíêå óñòàíàâëèâàåòñÿ öåíà p̃, êîòîðàÿ áàëàíñèðóåò
ñïðîñ è ïðåäëîæåíèå íà òîâàð è íàçûâàåòñÿ öåíîé êîíêóðåíòíîãî ðàâíî-
âåñèÿ (èëè âàëüðàñîâñêîé öåíîé). Ôîðìàëüíî ýòà öåíà îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ D(p̃) ∩ S(p̃) 6= ∅, ãäå S(p) − ôóíêöèÿ ñóììàðíîãî ïðåäëîæåíèÿ,
à D(p) − ôóíêöèÿ ñóììàðíîãî ñïðîñà.

Òàêèì îáðàçîì, öåíà êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ îáëàäàåò òåì ñâîé-
ñòâîì, ÷òî ñóùåñòâóåò îáúåì òîâàðà, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïðåäëîæåí ïî
ýòîé öåíå è ìîæåò áûòü ïîòðåáëåí ïî ýòîé öåíå. Åñëè ôóíêöèè ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ − îäíîçíà÷íûå ôóíêöèè, òî ïðèíöèï êîíêóðåíòíîãî ðàâ-
íîâåñèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ïðîùå: ïî ðàâíîâåñíîé öåíå ñïðîñ ðàâåí
ïðåäëîæåíèþ.

Ïîëíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðèíöèïà íà÷èíàåòñÿ ñëîâàìè: "â óñëîâèÿõ ñî-
âåðøåííîé êîíêóðåíöèè...". ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä óñëîâèÿìè ñîâåðøåííîé
êîíêóðåíöèè? Ñîäåðæàòåëüíî Âàëüðàñ îõàðàêòåðèçîâàë èõ êàê íàëè÷èå
áîëüøîãî ÷èñëà áëèçêèõ ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì ïðîèçâîäèòåëåé è ïî-
òðåáèòåëåé, êàæäûé èç êîòîðûõ íå ìîæåò âëèÿòü íà ðûíî÷íóþ öåíó (ò.å.
âñå îíè ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèìè îáúåìàìè ðûíêà). Êðîìå òîãî, âñå
ïðîèçâîäèòåëè è ïîòðåáèòåëè ðàñïîëàãàþò ïîëíîé èíôîðìàöèåé î ðûí-
êå è ìîãóò ñâîáîäíî âûáèðàòü ñåáå ïàðòíåðîâ äëÿ çàêëþ÷åíèÿ ñäåëêè.
ßñíî, ÷òî òàêîå îïèñàíèå íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì. Âîçüìåì êîí-
êðåòíûé ðûíîê, íà êîòîðîì äåéñòâóþò 20 ïðîèçâîäèòåëåé ïðîäóêöèè è
500 ïîòðåáèòåëåé, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ îïðåäåëåííûìè ïàðàìåòðàìè. Èñ-
ïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå Âàëüðàñà, íåëüçÿ ñêàçàòü, íàõîäèòñÿ ëè ýòîò ðûíîê
â ñîñòîÿíèè ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, òàê êàê ýòî îïðåäåëåíèå ÷èñòî
êà÷åñòâåííîå è íå äàåò êîëè÷åñòâåííûõ êðèòåðèåâ.

Ñâîéñòâà ðàâíîâåñíîé öåíû

Áóäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü D(p) − S(p) > 0, åñëè V > V ′ ïðè âñåõ
V ∈ D(p), V ′ ∈ S(p). Àíàëîãè÷íî, áóäåì ïèñàòü D(p) − S(p) < 0, åñëè
V < V ′ ïðè âñåõ V ∈ D(p), V ′ ∈ S(p).

Óòâåðæäåíèå 16.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ Sa(p) êàæäîãî ïðî-
èçâîäèòåëÿ a ∈ A óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì S1-S3, à ôóíêöèÿ ñïðîñà
Db(p) êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ b ∈ B − óñëîâèÿì D1-D4. Òîãäà ðàâíîâåñíàÿ
öåíà âñåãäà ñóùåñòâóåò.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ S(p) =
∑
a∈A

Sa(p)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì S1-S3, à ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) =
∑
b∈B

Da(p) −

óñëîâèÿì D1-D4.

Ïîñêîëüêó S(0) = 0, òî èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè S(p) è çàìêíóòîñòè
åå ãðàôèêà âûòåêàåò, ÷òî S(p) = 0 â íåêîòîðîé ìàëîé ïîëóîêðåñòíîñòè
òî÷êè 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèþ ñïðîñàD(p) â ýòîé ïîëóîêðåñòíîñòè
ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíîé. Ïîýòîìó ðàçíîñòü D(p) − S(p) > 0 ïðè
ìàëûõ p.

Äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p ôóíêöèÿ S(p) ïîëîæèòåëüíà (äîñòàòî÷íî
âçÿòü p > Ċa(0) äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîäèòåëÿ a ∈ A) è íå óáûâàåò, à
D(p) → 0 ïðè p→∞. Çíà÷èò, D(p)− S(p) < 0 ïðè áîëüøèõ p .

Âîñïîëüçóåìñÿ àíàëîãîì òåîðåìû î ïðîìåæóòî÷íîì çíà÷åíèè íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè, èçâåñòíîé èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà: åñëè íåïðåðûâ-
íàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó çíà÷åíèÿ íà êîíöàõ
íåêîòîðîãî îòðåçêà, òî âíóòðè ýòîãî îòðåçêà ñóùåñòâóåò òî÷êà, â êîòîðîé
ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íîëü.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, ñâîéñòâî çàìêíóòîñòè àíàëîãè÷íî ñâîéñòâó íåïðå-
ðûâíîñòè. Òàê êàê D(p) è S(p) − çàìêíóòûå ôóíêöèè, ñëåäîâàòåëüíî, èõ
ðàçíîñòü D(p)−S(p) òîæå çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òî÷-
êà p̃ , â êîòîðîé ýòà ðàçíîñòü ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå, â òîì ñìûñëå,
÷òî 0 ∈ D(p̃)− S(p̃).

Óòâåðæäåíèå 16.3. Ïóñòü p̃1, p̃2 − äâå öåíû êîíêóðåíòíîãî ðàâíî-
âåñèÿ. Òîãäà ëþáàÿ öåíà p̃ ∈ [p̃1, p̃2] òîæå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñíîé, ò.å.
S(p̃) ∩D(p̃) 6= ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ D(p)−S(p) ìîíîòîííî íå âîçðàñòàåò. Òàê
êàê ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0 â òî÷êàõ p̃1 è p̃2, òî è âî âñåõ
ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ îíà ïðèíèìàåò òî æå çíà÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî,
D(p̃) ∩ S(p̃) 6= ∅ äëÿ ëþáîãî p̃ ∈ [p̃1, p̃2].

Ïîêàæåì, ÷òî íà ñàìîì äåëå âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ðàâíîâåñíàÿ
öåíà îïðåäåëÿåòñÿ íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ èç óòâåð-
æäåíèÿ 16.3 áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëûé îòðåçîê ðàâíîâåñíûõ
öåí.

Ïðèìåð 16.7. Ïóñòü íà ðûíêå åñòü âñåãî òðè ïîòðåáèòåëÿ ñ íåýëà-
ñòè÷íûìè ôóíêöèÿìè ñïðîñà. Ðåçåðâíûå öåíû äëÿ ýòèõ ïîòðåáèòåëåé
ðàâíû r1, r2 è r3 ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå ñóììàðíàÿ ôóíêöèÿ ñïðî-
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ñà áóäåò èìåòü ñòóïåí÷àòûé âèä. Ïóñòü, êðîìå òîãî, íà ðûíêå åñòü äâà
ïðåäïðèÿòèÿ-ïðîèçâîäèòåëÿ ñ ôèêñèðîâàííûìè óäåëüíûìè ñåáåñòîèìî-
ñòÿìè c1, c2 è ìàêñèìàëüíûìè îáúåìàìè ïðîèçâîäñòâà V 1, V 2 ñîîòâåò-
ñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíîå ïðåäëîæåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòó-
ïåí÷àòîé ôóíêöèåé. Òîãäà âîçìîæíà ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ, èçîáðàæåí-
íàÿ íà ðèñ. 16.6, ãäå ïîëó÷èëñÿ öåëûé îòðåçîê ðàâíîâåñíûõ öåí p̃.

-

6

?6

V

Ṽ

pp̃
-

6

�-

V

Ṽ

pp̃

Ðèñ. 16.6 Ðèñ. 16.7

Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíà è äðóãàÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ðàâíîâåñíàÿ öåíà
p̃ åäèíñòâåííà, íî íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûé
îáúåì Ṽ (ñì. ðèñ. 16.7).

Èç ïðèâåäåííûõ âûøå óòâåðæäåíèé ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ìíî-
æåñòâî ðàâíîâåñíûõ öåí − ýòî ëèáî òî÷êà (åäèíñòâåííàÿ öåíà p̃), ëèáî
ñóùåñòâóåò îòðåçîê ðàâíîâåñíûõ öåí [p̃1, p̃2].

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àè, ïðîèëëþñòðèðîâàííûå íà ðèñóíêàõ 16.6-7, íåòè-
ïè÷íû è íîñÿò âûðîæäåííûé õàðàêòåð, òàê êàê ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ãðàôèêè ñìåùàþòñÿ è ïåðåñå÷åíèå ïî öåëîìó îòðåç-
êó ïðåâðàùàåòñÿ â ïåðåñå÷åíèå â òî÷êå. Ïðè ýòîì âîçìîæíà îäíà èç
èçîáðàæåííûõ íà ñëåäóþùåì ðèñ. 16.8 ñèòóàöèé:

-

6V

Ṽ

pp̃
-

6V

Ṽ

pp̃

Ðèñ. 16.8

Â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ (èëè, èíûìè ñëîâàìè, â óñëîâèÿõ îáùåãî ïîëî-
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æåíèÿ) ðàâíîâåñíàÿ öåíà è ðàâíîâåñíûé îáúåì îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì, ÷òî è ïðåäïîëàãàåòñÿ â äàëüíåéøåì.

��17. Ìîíîïîëèçèðîâàííûé ðûíîê

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà íà ðûíêå ïðèñóòñòâóåò ëèøü îäíà ôèðìà-
ïðîèçâîäèòåëü. Êàê è ðàíüøå, ïðîèçâîäèòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ñåáåñòîè-
ìîñòüþ òîâàðà, ò.å. ôóíêöèåé èçäåðæåê C(V ), êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò, ñêîëü-
êî äåíåã íåîáõîäèìî çàòðàòèòü, ÷òîáû ïðîèçâåñòè òîâàð â îáúåìå V .

Ïîòðåáèòåëè íà ýòîì ðûíêå ïîëàãàþòñÿ ìåëêèìè. Èõ ïîâåäåíèå õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ ñóììàðíîé ôóíêöèåé ñïðîñà D(p), ïîêàçûâàþùåé, êàêîé
îáúåì òîâàðà áóäåò êóïëåí ïðè çàäàííîé öåíå p. Ôèðìà-ìîíîïîëèñò óñòà-
íàâëèâàåò öåíó íà òîâàð p è îáúåì åãî ïðîèçâîäñòâà V . Òàêèì îáðàçîì,
ñòðàòåãèåé ìîíîïîëèè ÿâëÿåòñÿ ïàðà (p, V ).

Ïîèñê îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ìîíîïîëèè

Îáñóäèì çàäà÷ó ïîèñêà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ìîíîïîëèè. Îíà ñî-
ñòîèò â âûáîðå öåíû íà òîâàð p∗ è îáúåìà ïðîèçâîäñòâà V ∗, ìàêñèìè-
çèðóþùèõ ïðèáûëü ìîíîïîëèè. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ ïðè ñëåäóþùèõ îãðà-
íè÷åíèÿõ: öåíà íåîòðèöàòåëüíà, à îáúåì âûïóñêà íåîòðèöàòåëåí è íå
ïðåâîñõîäèò ñïðîñà (ïðîèçâîäèòåëþ íåò ñìûñëà ïðîèçâîäèòü áîëüøå òî-
âàðà, ÷åì ïîòðåáèòåëè ãîòîâû êóïèòü). Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ
ê íàõîæäåíèþ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè

(p∗, V ∗) ∈ Arg max
(p,V ): p≥0, 0≤V≤D(p)

(pV − C(V )). (17.1)

Áóäåì çàïèñûâàòü ôóíêöèþ ñïðîñà â âèäå D(p) = [D−(p), D+(p)], ãäå
D−(p), D+(p) − íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äëÿ D(p). Àíàëîãè÷íàÿ çà-
ïèñü áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ è äëÿ ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ:
S(p) = [S−(p), S+(p)].

Ðåøåíèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (17.1) ïðîâåäåì â äâà ýòàïà.

Ýòàï 1. Îïòèìèçàöèÿ ïî îáúåìó ïðè ôèêñèðîâàííîé öåíå
Ôèêñèðóåì ëþáóþ öåíó p è îïðåäåëèì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå V ∗(p).
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ìîíîïîëèçèðîâàííîãî ðûíêà ìîæíî òàê æå, êàê

è äëÿ êîíêóðåíòíîãî ðûíêà, ââåñòè ôîðìàëüíî ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ
S(p) = Arg max

V≥0
(pV − C(V )) è íàéòè ðàâíîâåñíóþ öåíó p̃, òàêóþ, ÷òî

S(p̃) ∩D(p̃) 6= ∅.
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Óòâåðæäåíèå 17.1. Åñëè p̃ −ðàâíîâåñíàÿ öåíà, òî

V ∗(p) ∈


S(p), p < p̃,

S(p) ∩ [0, D+(p)], p = p̃,

D+(p), p > p̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p < p̃. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îòáðîñèòü â çàäà÷å
(17.1) îãðàíè÷åíèå íà îáúåì, òî åå ðåøåíèå ïðè ôèêñèðîâàííîì p ñîâïà-
äàåò ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ S(p) â òî÷êå p. Ñëåäîâàòåëüíî,
òàê êàê S(p) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìèçàöèè íà áîëåå øèðîêîì
ìíîæåñòâå, òî çíà÷åíèå îïòèìèçèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà â S(p) íå ìåíüøå,
÷åì â òî÷êå V ∗(p). Îäíàêî ïðè p < p̃ ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ S(p) óäîâëå-
òâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ íà îáúåì, ò.å. S+(p) < D−(p). Ýòî óñëîâèå âûïîë-
íÿåòñÿ, òàê êàê ôóíêöèÿ S(p) ìîíîòîííî íå óáûâàåò, àD(p) ìîíîòîííî íå
âîçðàñòàåò è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî p < p̃ ðàçíîñòü D(p)− S(p) > 0
(ñì. ðèñ. 17.1). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå V ∗(p) ∈ S(p).

-

6

b b
pV − C(V )

VS(p)D(p)
-

6V

D(p)

S(p)

pp̃

Ðèñ. 17.1 Ðèñ. 17.2

Ïóñòü p = p̃. Â ýòîì ñëó÷àå íàäî âçÿòü îïòèìàëüíûé îáúåì ïðîèçâîä-
ñòâà, íî òàêîé, êîòîðûé ïîòðåáèòåëü â ñîñòîÿíèè êóïèòü. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ýòîì ñëó÷àå V ∗(p̃) ∈ S(p̃) ∩ [0, D+(p̃)].

Íàêîíåö, ïóñòü p > p̃. Îïòèìèçèðóåìàÿ â çàäà÷å (17.1) ôóíêöèÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàçíîñòü ëèíåéíîé è âûïóêëîé ôóíêöèé è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ñàìà ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ôóíêöèåé. Ïðè÷åì, êàê áûëî çàìå-
÷åíî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå äîêàçàòåëüñòâà, ìàêñèìóì åå äîñòèãàåòñÿ â
S(p). Çíà÷èò, ðàññìàòðèâàåìàÿ ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [0, S−(p)].
Ïðè p > p̃ â ñèëó îãðàíè÷åíèÿ íà îáúåì ïðåäëîæåíèÿ ìàêñèìàëüíî äî-
ïóñòèìûì îáúåìîì ïðîèçâîäñòâà áóäåò D+(p), òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå
D+(p) < S−(p) (ñì. ðèñ. 17.1 è ðèñ. 17.2). Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
V ∗(p) = D+(p).
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Ýòàï 2. Îïòèìèçàöèÿ ïî öåíå
Èòàê, ìû îïðåäåëèëè îïòèìàëüíûé îáúåì äëÿ êàæäîé ôèêñèðîâàí-

íîé öåíû. Òåïåðü íàéäåì îïòèìàëüíóþ ìîíîïîëüíóþ öåíó.

Óòâåðæäåíèå 17.2. 1) Ìîíîïîëèÿ âñåãäà íàçíà÷àåò öåíó p∗ íå íèæå
ðàâíîâåñíîé, ò.å. p∗ ≥ p̃.

2) Åñëè ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) − îäíîçíà÷íàÿ è ãëàäêàÿ â îêðåñòíîñòè
òî÷êè p̃, òî ìîíîïîëèÿ íàçíà÷àåò öåíó p∗ âûøå ðàâíîâåñíîé, ò.å. p∗ > p̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî öåíà ìîíîïîëèè íå íè-
æå, ÷åì p̃. Áåðåì ëþáóþ öåíó p < p̃. Â ñèëó ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ
17.1 îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå îáúåìà V ∗(p) ∈ S(p). Ðàññìîòðèì àëüòåðíà-
òèâíóþ ñòðàòåãèþ (p̃, V ∗(p)). Íàì èçâåñòíî, ÷òî D(p̃) ∩ S(p̃) 6= ∅. Òîãäà
èç ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî D(p̃) ≥
S(p) ∀ p < p̃. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðàòåãèÿ (p̃, V ∗(p)) äîïóñòèìà, ò.å. òîò æå
îáúåì òîâàðà V ∗(p) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí ïî áîëüøåé öåíå p̃. Çàìåòèì,
÷òî èçäåðæêè ïðè ýòîì íå èçìåíÿòñÿ, òàê êàê îáúåì âûïóñêà îñòàëñÿ òåì
æå. Çíà÷èò îáùàÿ âûðó÷êà ïðîèçâîäèòåëÿ îò ïðîäàæè ïî öåíå p̃ áóäåò
âûøå, ÷åì îò ïðîäàæè ïî öåíå p < p̃. Èòàê, ìîíîïîëèñò âñåãäà íàçíà÷àåò
öåíó p∗ íå íèæå p̃.

2) Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ îäíîçíà÷íîé è ãëàäêîé â îêðåñòíîñòè òî÷êè p̃
ôóíêöèè ñïðîñà D(p) ìîíîïîëèñò íàçíà÷èò öåíó âûøå p̃. Èç óòâåðæäå-
íèÿ 17.1 ñëåäóåò, ÷òî V ∗(p) = D(p) ïðè p > p̃, à ïðè p = p̃ ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíûé îáúåì V ∗(p) ∈ S(p̃) ∩ [0, D(p̃)] ðàâåí D(p̃). Ñëåäîâàòåëüíî,
çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðèáûëè ìîíîïîëèñòà ïðè p ≥ p̃ ïðèíèìàåò âèä
max
p≥p̃

(pD(p)− C(D(p))).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïðèáûëè W (p) = pD(p)− C(D(p))

Ẇ (p) = D(p) + Ḋ(p)(p− Ċ(D(p))). (17.2)

Ïðè p = p̃ åå çíà÷åíèå ðàâíî Ẇ (p̃) = D(p̃) + Ḋ(p̃)(p̃ − Ċ(D(p̃))). Ïî-
ñêîëüêó D(p̃) ∈ S(p̃), à S(p̃) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è îïòèìèçàöèè, òî
p̃ = Ċ(D(p̃)) è âòîðîå ñëàãàåìîå âûðàæåíèÿ (17.2) ðàâíî íóëþ. Îòêó-
äà ñëåäóåò, ÷òî Ẇ (p̃) = D(p̃) > 0. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè
W (p) âîçðàñòàåò â òî÷êå p̃. Çíà÷èò, ìîíîïîëèñò íàçíà÷èò öåíó âûøå öåíû
êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Óïðàæíåíèå 17.1.Ïóñòü ôóíêöèÿ èçäåðæåê ôèðìû-ìîíîïîëèñòà C(V )
ðàâíà ôóíêöèè Ca(V ) èç ïðèìåðà 16.1, à ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) = 3/p2.
Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ ìîíîïîëüíóþ öåíó p∗.
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Çàìå÷àíèå. Íàñêîëüêî ìîíîïîëèñò çàâûñèò öåíó ïî ñðàâíåíèþ ñ öå-
íîé êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ, áóäåò çàâèñåòü îò êîíêðåòíîãî âèäà ôóíê-
öèè ñïðîñà, òî÷íåå, îò ñêîðîñòè åå óáûâàíèÿ ïîñëå ðàâíîâåñíîé öåíû.
Åñëè ïðîèñõîäèò ðåçêîå óáûâàíèå, òî ìîíîïîëüíàÿ öåíà áóäåò ìàëî îò-
ëè÷àòüñÿ îò êîíêóðåíòíîé, åñëè æå óáûâàíèå ôóíêöèè ñïðîñà ïðîèñõî-
äèò ìåäëåííî, òî ðàçíèöà ìåæäó öåíîé, íàçíà÷åííîé ìîíîïîëèñòîì, è
ðàâíîâåñíîé áóäåò çíà÷èòåëüíîé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) íàçûâàåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé
íà îòðåçêå [p1, p2], åñëè p2D(p2) ≥ pD(p) ∀ p ∈ [p1, p2], ò.å. ñïðîñ â äåíåæ-
íîì âûðàæåíèè pD(p) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êå p2.

Ïðèìåð 17.1. Ïóñòü D(p) = K/p. Òîãäà ñïðîñ â äåíåæíîì âûðàæåíèè
ðàâåí ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå K. Ñëåäîâàòåëüíî, òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìåäëåííî óáûâàþùåé. Ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ òàêæå ôóíêöèè âèäà
D(p) = K/pα, 0 < α < 1.

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ãëàäêîé ôóíêöèè ñïðîñà D(p) ýëàñòè÷íîñòüþ íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

e(D(p)) =
|Ḋ(p)|
D(p)

p =
|dD(p)/D(p)|

dp/p
.

Îíà ïîêàçûâàåò, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ èçìåíèòñÿ îáúåì ñïðîñà ïðè èç-
ìåíåíèè öåíû íà îäèí ïðîöåíò.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ýëàñòè÷íîñòü e(D(p)) ≡ 1, òî D(p) = K/p. Âûñîêî-
ýëàñòè÷íûé ñïðîñ (íà ïðåäìåòû ðîñêîøè) õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèÿìè
e(D(p)) > 1 , íèçêî ýëàñòè÷íûé ñïðîñ (íà ïðåäìåòû ïåðâîé íåîáõîäè-
ìîñòè) − çíà÷åíèÿìè e(D(p)) < 1. Â ýêîíîìè÷åñêîé ëèòåðàòóðå, êîãäà
ãîâîðÿò îá ýëàñòè÷íîì ñïðîñå, îáû÷íî ïîäðàçóìåâàþò âûñîêîýëàñòè÷íûé
ñïðîñ.

Óòâåðæäåíèå 17.3. Åñëè ýëàñòè÷íîñòü ôóíêöèè ñïðîñà e(D(p)) ≤ 1
íà îòðåçêå [p1, p2], òî D(p) ìåäëåííî óáûâàåò íà äàííîì îòðåçêå.

Óïðàæíåíèå 17.2. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 17.3. ×òî ìîæíî ñêàçàòü
ïðî ïîâåäåíèå ìîíîïîëèè â ñëó÷àå, êîãäà ñïðîñ ìåäëåííî óáûâàåò?

Óòâåðæäåíèå 17.4. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ p > p̃ ôóíêöèÿ
ñïðîñà D(p) ìåäëåííî óáûâàåò íà îòðåçêå [p̃, p]. Òîãäà äëÿ îïòèìàëüíîé
ìîíîïîëüíîé öåíû âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî p∗ ≥ p.

Ïîÿñíèì ñìûñë óòâåðæäåíèÿ: ïîêà ýëàñòè÷íîñòü ìàëà, ìîíîïîëèè âû-
ãîäíî óâåëè÷èâàòü öåíó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî p∗ < p. Áóäåì
ïðîäàâàòü òîâàð ïî öåíå p, ñîõðàíÿÿ îáúåì âûðó÷êè V = D(p∗)p∗/p. Òî-
ãäà V < D(p∗), èçäåðæêè ñíèçÿòñÿ, à ïðèáûëü ñîîòâåòñòâåííî âûðàñòåò.
Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî ìîæíî ïðîäàòü îáúåì V ïî öåíå p. Äåéñòâèòåëü-
íî, èç óñëîâèÿ ìåäëåííîãî óáûâàíèÿ D(p) ≥ D(p∗)p∗/p, îòêóäà V ≤ D(p),
ò.å. òàêîé îáúåì ïðîäàòü ìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìîíîïîëüíûé ðûíîê ïëîõ äëÿ ïîòðåáèòåëÿ. Â ñëå-
äóþùåì ïàðàãðàôå îáñóæäàåòñÿ, êàêîé óùåðá ìîíîïîëèÿ íàíîñèò ýêî-
íîìèêå â öåëîì.

��18. Ìîäåëü äâóõîòðàñëåâîé ýêîíîìèêè

Òåîðåìà îá îïòèìàëüíîñòè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ

Öåíòðàëüíàÿ ðîëü ïîíÿòèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ â ñîâðåìåí-
íîé ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Âî-
ïåðâûõ, ñîãëàñíî ãèïîòåçå Âàëüðàñà, ýêîíîìèêà â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé
êîíêóðåíöèè åñòåñòâåííûì ïóòåì ïðèõîäèò â ñîñòîÿíèå êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ. Âî-âòîðûõ, ýòî ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì â îïðåäå-
ëåííîì ñìûñëå. Â ñîâîêóïíîñòè ýòè äâà ñâîéñòâà ìîæíî èíòåðïðåòèðî-
âàòü â òîì ñìûñëå, ÷òî ðûíîê â óñëîâèÿõ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ èäåàëüíûì ýêîíîìè÷åñêèì ìåõàíèçìîì. Îòñþäà ïîíÿòíî òî âíè-
ìàíèå, êîòîðîå óäåëÿåò ýòîé êîíöåïöèè òðàäèöèîííàÿ ýêîíîìè÷åñêàÿ òå-
îðèÿ.

Îäíàêî ê òàêîé èíòåðïðåòàöèè íàäî îòíîñèòñÿ ñ îñòîðîæíîñòüþ. Îò-
ìåòèì äâå âàæíûå ïðîáëåìû. Ïåðâàÿ − ýòî îòñóòñòâèå òåîðåòè÷åñêè îá-
îñíîâàííîãî êîíñòðóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ óñëîâèé ñîâåðøåííîé êîíêó-
ðåíöèè, î ÷åì óæå øëà ðå÷ü âûøå, âòîðàÿ − íåýôôåêòèâíîñòü ðûíêà ïðè
ïðîèçâîäñòâå îñîáîé ãðóïïû òîâàðîâ è óñëóã, íàçûâàåìûõ îáùåñòâåííû-
ìè áëàãàìè. Ïîñëåäíåé ïðîáëåìû ìû êîñíåìñÿ â ïàðàãðàôå, ïîñâÿùåí-
íîì íàëîãîâîìó ðåãóëèðîâàíèþ, ãäå îáñóæäàþòñÿ ïðè÷èíû ñóùåñòâîâà-
íèÿ ãîñóäàðñòâåííîãî, èëè áþäæåòíîãî, ñåêòîðà ýêîíîìèêè è ïðèâîäÿòñÿ
ìîäåëè, îáîñíîâûâàþùèå öåëåñîîáðàçíîñòü ãîñóäàðñòâåííîãî ðåãóëèðî-
âàíèÿ.

Íåñìîòðÿ íà îòìå÷åííûå ñëîæíîñòè, òåîðåìû îá îïòèìàëüíîñòè êîí-
êóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ èìåþò áîëüøîå çíà÷åíèå. Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû
äîêàæåì "òåîðåìó áëàãîñîñòîÿíèÿ"äëÿ äâóõîòðàñëåâîé ýêñïîðòíî-
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îðèåíòèðîâàííîé ýêîíîìèêè.
Ðàññìîòðèì ýêîíîìèêó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ îòðàñëåé. Ïåðâàÿ îòðàñëü

ñ ìíîæåñòâîì ïðåäïðèÿòèé A äîáûâàåò ðåñóðñ (íàïðèìåð, íåôòü). Êàæ-
äîå ïðåäïðèÿòèå õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îáúåìîì âûïóñêà V a è
óäåëüíûìè ñåáåñòîèìîñòÿìè äîáûòîãî ðåñóðñà ca. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíê-
öèÿ ïðåäëîæåíèÿ èìååò âèä

Sa(p) = Arg max
0≤V≤V a

[(p− ca)V ] =


0, åñëè p < ca,

[0, V a], åñëè p = ca,

V a, åñëè p > ca.

Âòîðàÿ îòðàñëü çàíèìàåòñÿ ïåðåðàáîòêîé äîáûòîãî ðåñóðñà. Êàæäîå ïðåä-
ïðèÿòèå b âòîðîé îòðàñëè õàðàêòåðèçóåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îáúåìîì ïåðå-
ðàáîòêèW b, óäåëüíûìè çàòðàòàìè ñûðüÿ íà åäèíèöó ãîòîâîé ïðîäóêöèè
db è ïðî÷èìè èçäåðæêàìè íà åäèíèöó êîíå÷íîãî ïðîäóêòà c̃b. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî êîíå÷íûé ïðîäóêò ïðîäàåòñÿ íà âíåøíåì ðûíêå è åãî öåíà q
íà ýòîì ðûíêå ôèêñèðîâàíà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà îáå îòðàñëè ÿâëÿþòñÿ êîíêó-
ðåíòíûìè, ò.å. òàì ìíîãî íåáîëüøèõ ïðåäïðèÿòèé, è öåíà íà ñûðüå íà
âíóòðåííåì ðûíêå ñêëàäûâàåòñÿ èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ñïðîñà è ïðåäëî-
æåíèÿ. Îïðåäåëèì ñïðîñ íà ñûðüå ïî öåíå p ñî ñòîðîíû ïðåäïðèÿòèÿ b.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

Prb(p,W ) = (q − c̃b)W/db − pW

ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ b â çàâèñèìîñòè îò öåíû p è îáúåìà W ïåðåðà-
áîòàííîãî ñûðüÿ. Ïóñòü ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ
ïðèáûëü. Òîãäà ñïðîñ íà ñûðüå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìàêñèìèçàöèè
ýòîé ïðèáûëè:

Db(p) = Arg max
W∈[0,W b]

Prb(p,W ).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ïðèáûëè Prb(p,W ) ëèíåéíà ïî W è âñå çàâèñèò
îò çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðè W . Îáîçíà÷èì ÷åðåç rb = (q − c̃b)/db

ðåçåðâíóþ öåíó ïðåäïðèÿòèÿ b. Åñëè öåíà íà ñûðüå áîëüøå, ÷åì rb, òî
ïðåäïðèÿòèþ íå âûãîäíî åãî ïåðåðàáàòûâàòü. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì
âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè ñïðîñà

Db(p) =


0, åñëè p < rb,

[0,W b], åñëè p = rb,

W b, åñëè p > rb.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðåäïðèÿòèÿ äîáûâàþùåé îòðàñëè óïîðÿäî÷åíû ïî
âîçðàñòàíèþ óäåëüíûõ ñåáåñòîèìîñòåé, ò.å. c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ ..., à ïðåäïðè-
ÿòèÿ ïåðåðàáàòûâàþùåé îòðàñëè óïîðÿäî÷åíû ïî óáûâàíèþ ðåçåðâíûõ
öåí, ò.å. r1 ≥ r2 ≥ .... Ïîñòðîèì ãðàôèêè ôóíêöèé ñïðîñà è ïðåäëî-
æåíèÿ è îïðåäåëèì ðàâíîâåñíóþ öåíó. Âîçìîæíû äâà òèïà ïåðåñå÷åíèÿ
ãðàôèêîâ, óñòîé÷èâûå ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ïàðàìåòðîâ ìîäåëè:

-

6á) V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

-

6a) V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

Ðèñ. 18.1

Çäåñü p̃ − ðàâíîâåñíàÿ öåíà. Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà ðûíîê ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíêóðåíòíûì. Òîãäà â ïðîèçâîäñòâå áóäóò ó÷àñòâîâàòü òå ïðåä-
ïðèÿòèÿ äîáûâàþùåé îòðàñëè, ó êîòîðûõ ca ≤ p̃. Ïðè ýòîì, åñëè ca <
p̃, òî áóäóò ïîëíîñòüþ çàãðóæåíû ïðîèçâîäñòâåííûå ìîùíîñòè äàííîãî
ïðåäïðèÿòèÿ. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà ca = p̃ ìîùíîñòè äîáûâàþùåãî ïðåä-
ïðèÿòèÿ a ìîãóò áûòü çàãðóæåíû ÷àñòè÷íî, ÷òîáû ñáàëàíñèðîâàòü ðàâ-
íîâåñíîå ïðåäëîæåíèå (ñëó÷àé á)). Èç ïðåäïðèÿòèé ïåðåðàáàòûâàþùåé
îòðàñëè áóäóò çàíÿòû òå, ó êîòîðûõ rb ≥ p̃, è åñëè rb > p̃ , òî ìîùíî-
ñòè ïðåäïðèÿòèÿ áóäóò çàãðóæåíû ïîëíîñòüþ. Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà rb = p̃
ìîùíîñòè ïåðåðàáàòûâàþùåãî ïðåäïðèÿòèÿ b ìîãóò áûòü çàãðóæåíû ÷à-
ñòè÷íî, ÷òî ñáàëàíñèðîâàòü ïðåäëîæåíèå (â ñëó÷àå à)).

Âîçìîæíû òàêæå ñèòóàöèè, êîãäà öåíà èëè îáúåì îïðåäåëÿåòñÿ íåîä-
íîçíà÷íî (ñì. ïðèìåðû 16.7 è 16.8). Îäíàêî, òàêèå ñèòóàöèè ÿâëÿþòñÿ
ñòðóêòóðíî íåóñòîé÷èâûìè, ïîñêîëüêó ñêîëü óãîäíî ìàëûìè âîçìóùå-
íèÿìè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîæíî ïåðåéòè ê îäíîìó èç äâóõ ðàíåå ðàñ-
ñìîòðåííûõ ñëó÷àåâ. Äàëåå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâíîâåñíûå öåíà è îáúåì
îïðåäåëÿþòñÿ îäíîçíà÷íî.

Âûÿñíèì, êàêîé áóäåò ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèé îáåèõ îòðàñëåé â ñèòó-
àöèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Îáùàÿ ïðèáûëü äîáûâàþùåé îòðàñëè∑
a:ca<p̃

(p̃− ca)V a ñîîòâåòñòâóåò ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé îñüþ öåí,

âåðòèêàëüíîé ëèíèåé p = p̃, ñîîòâåòñòâóþùåé ðàâíîâåñíîé öåíå, è ãðà-
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ôèêîì ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ S(p) (ñì. ðèñ. 18.2).

-

6
V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

-

6V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

Ðèñ. 18.2 Ðèñ. 18.3

Ïðèáûëü ïåðåðàáàòûâàþùåé îòðàñëè
∑

b:p̃<rb

(rb − p̃)W b − ýòî ïëîùàäü

ôèãóðû îáðàçîâàííîé îñüþ öåí, âåðòèêàëüíîé ëèíèåé p = p̃, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ðàâíîâåñíîé öåíå, è ãðàôèêîì ôóíêöèè ñïðîñà D(p) (ñì. ðèñ.
18.3).

Îáùàÿ ïëîùàäü çàøòðèõîâàííûõ íà ðèñ. 18.2 è 18.3 ôèãóð − ýòî
ïðèáûëü âñåé ýêîíîìèêè â ñîñòîÿíèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ (ñì. ðèñ.
18.4).

-

6
V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

-

6
V

pp̃c1 c2 r2 r1

S(p)D(p)

Ðèñ. 18.4 Ðèñ. 18.5

Îáñóäèì, êàêèì áóäåò ñîñòîÿíèå ýòîé ýêîíîìèêè, åñëè óñòàíîâèòñÿ
ìîíîïîëèÿ â îäíîé èç îòðàñëåé, à äðóãàÿ îòðàñëü îñòàíåòñÿ êîíêóðåíò-
íîé. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîíîïîëèçèðîâàíà äîáû-
âàþùàÿ îòðàñëü. Òîãäà ìîíîïîëèÿ â äîáûâàþùåé îòðàñëè óñòàíîâèò è
îáúåì, è öåíó íà ñûðüå, ñòðåìÿñü ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü.

Äîïóñòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííî óáûâàþùåé
íà îòðåçêå [p̃, r2]. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 17.4, îïòèìàëüíàÿ öåíà äëÿ ìî-
íîïîëèè p∗ ≥ r2. Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè p∗ = r2. Òîãäà îáúåì äîáû-
÷è ñîñòàâèò D(r2) è ïðèáûëü ìîíîïîëèè áóäåò ðàâíà ïëîùàäè ôèãóðû,
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îãðàíè÷åííîé ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé V = D(r2) , ãðàôèêîì ôóíêöèè
ïðåäëîæåíèÿ S(p), îñüþ öåí è âåðòèêàëüíîé ëèíèåé p = r2 (ñì. ðèñ.
18.5).

Îáñóäèì ðåçóëüòàòû ãîñïîäñòâà ìîíîïîëèè íà ðûíêå. Âîçíèêàþò äâà
îñíîâíûõ íåãàòèâíûõ ýôôåêòà: âî-ïåðâûõ, äëÿ ýêîíîìèêè â öåëîì òåðÿ-
åòñÿ ÷àñòü ïðèáûëè, è âî-âòîðûõ, óñòàíîâèëàñü äèñïðîïîðöèÿ, ïîñêîëüêó
ìîíîïîëèÿ çàõâàòèëà ñåáå ëüâèíóþ äîëþ ïðèáûëè â óùåðá âòîðîé îòðà-
ñëè.

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî îáå îòðàñëè ìîíîïîëèçèðîâàíû. Òîãäà öåíà, êî-
òîðàÿ óñòàíîâèòñÿ íà ðûíêå, áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïóòåì ïåðåãîâîðîâ ìåæ-
äó ýòèìè ìîíîïîëèÿìè. Ñêîðåå âñåãî, íè îäíà ìîíîïîëèÿ íå ñîãëàñèòñÿ,
÷òîáû äðóãàÿ ìîíîïîëèÿ óñòàíîâèëà ìîíîïîëüíóþ öåíó, è â ðåçóëüòàòå
ïåðåãîâîðîâ óñòàíîâèòñÿ ïðîìåæóòî÷íàÿ öåíà ìåæäó èõ ìîíîïîëüíû-
ìè öåíàìè. Âïîëíå ìîæåò áûòü, ÷òî îíè ñãîâîðÿòñÿ î öåíå, áëèçêîé ê
êîíêóðåíòíîìó ðàâíîâåñèþ, ÷òî âûãîäíåå äëÿ ýêîíîìèêè â öåëîì, ÷åì
ïðåäûäóùèé âàðèàíò. Ðåàëüíàÿ òåõíîëîãè÷åñêàÿ öåïî÷êà ñîäåðæèò íå
äâå îòðàñëè, à íåñêîëüêî. Ðàññìîòðèì îñíîâíûå çâåíüÿ:

1) äîáû÷à ñûðüÿ;
2) òðàíñïîðòèðîâêà;
3) ïåðåðàáîòêà;
4) îïòîâàÿ òîðãîâëÿ;
5) ðîçíè÷íàÿ òîðãîâëÿ.

Äëÿ îòêëîíåíèÿ îò êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû õîòÿ
áû â îäíîì èç çâåíüåâ âîçíèêëà ìîíîïîëèÿ. Â ðîññèéñêîé ýêîíîìèêå
âîçíèêíîâåíèå òàêèõ ìîíîïîëüíûõ ñòðóêòóð ÷àñòî ñâÿçàíî ñ ïðåñòóï-
íûìè ãðóïïàìè. Èìè, íàïðèìåð, äîëãîå âðåìÿ êîíòðîëèðîâàëñÿ ñáûò
ëåãêîâûõ àâòîìîáèëåé. Àâòîìîáèëè ñêóïàëèñü íà ïðåäïðèÿòèÿõ ïî öå-
íàì, áëèçêèì ê ñåáåñòîèìîñòè, è ïîòîì ïðîäàâàëèñü â ðîçíè÷íîé ñåòè ïî
ìîíîïîëüíûì öåíàì.

Ïðàêòè÷åñêèé âûâîä èç ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî
íàäî àêêóðàòíî îòíîñèòüñÿ ê äåìîíîïîëèçàöèè îòðàñëåé. Èíîãäà áîëåå
âûãîäíî èìåòü ìîíîïîëèè â íåñêîëüêèõ îòðàñëÿõ, ÷åì â îäíîé. Ïðè ýòîì
ïî êðàéíåé ìåðå îáùàÿ ïðèáûëü äëÿ ýêîíîìèêè áóäåò âûøå, ÷åì â ñëó÷àå
îäíîãî ìîíîïîëèñòà. Ïðèñâîåíèå èì îñíîâíîé ÷àñòè ïðèáûëè íà ïðàêòè-
êå ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçðóøåíèþ âñåé òåõíîëîãè÷åñêîé öåïî÷êè.

Ðàññìîòðèì ýêîíîìèêó ñ àíàëîãè÷íîé òåõíîëîãè÷åñêîé ñòðóêòóðîé,
íî â óñëîâèÿõ öåíòðàëèçîâàííîãî ïëàíèðîâàíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ öåí-
òðàëèçîâàííî óïðàâëÿåìîé ýêîíîìèêè îïòèìàëüíûé ïëàí ñîîòâåòñòâóåò

194



� 18. Ìîäåëü äâóõîòðàñëåâîé ýêîíîìèêè

ñîñòîÿíèþ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.
Ðàññìàòðèâàåì òó æå ìîäåëü ñ äâóìÿ îòðàñëÿìè. Ïëàíîâûé îðãàí

óñòàíàâëèâàåò çàäàíèå äëÿ êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ïëàíîâîå çàäàíèå äëÿ
ïðåäïðèÿòèÿ a äîáûâàþùåé îòðàñëè îáîçíà÷èì êàê V

a
, à äëÿ ïðåäïðèÿ-

òèÿ b ïåðåðàáàòûâàþùåé îòðàñëè êàê W
b
. Äîëæåí ñîáëþäàòüñÿ áàëàíñ,

ò.å. ñóììà äîáûòîãî ñûðüÿ äîëæíà ðàâíÿòüñÿ ñóììå ïåðåðàáîòàííîãî ñû-
ðüÿ, à òàêæå äîëæíû ñîáëþäàòüñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ìîùíîñòè:∑

b∈B

W
b
=
∑
a∈A

V
a
, V

a ≤ V a, a ∈ A, W
b ≤ W b, b ∈ B. (18.1)

Íàáîð (V
a
, a ∈ A, W

b
, b ∈ B), óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå (18.1), íàçû-

âàåòñÿ äîïóñòèìûì ïëàíîì.
Çàäà÷à öåíòðàëèçîâàííîãî ïëàíèðîâàíèÿ− íàéòè îïòèìàëüíûé ïëàí,

ò.å. äîïóñòèìûé ïëàí, ìàêñèìèçèðóùèé äîõîä ñòðàíû îò ïðîèçâîäñòâà è
ýêñïîðòà ïðîäóêòà. Äîõîä, ñîîòâåòñòâóþùèé äîïóñòèìîìó ïëàíó
(V

a
, a ∈ A, W b

, b ∈ B), ðàâåí

q

(∑
b∈B

W
b

db

)
−
∑
a∈A

caV
a −

∑
b∈B

c̃b
W

b

db
=
∑
b∈B

rbW
b −
∑
a∈A

caV
a
.

Ïîñêîëüêó ýêîíîìèêà − öåíòðàëèçîâàííàÿ, òî âíóòðåííèõ öåí ìîæåò è
íå áûòü.

Óòâåðæäåíèå 18.1. Îïòèìàëüíûé ïëàí ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ êîí-
êóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ, ò.å. äëÿ êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ íàäî óñòàíîâèòü
çàäàíèå, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò îáúåìó âûïóñêà ýòîãî ïðåäïðèÿòèÿ â
óñëîâèÿõ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì öåíó p ∈ [c1, r1] è äëÿ äîïóñòèìîãî

ïëàíà (V
a
, a ∈ A, W b

, b ∈ B) çàïèøåì äîõîä â âèäå∑
a∈A

(p− ca)V
a
+
∑
b∈B

(rb − p)W
b
. (18.1)

Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî∑
l:p≥cl

V l ≥ W (p)
def
=
∑
l:p≤rl

W l.
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Îïðåäåëèì öåëîå k èç óñëîâèÿ

k∑
l=1

V l < W (p) ≤
k+1∑
l=1

V l.

Åñëè k = 0, òî óñëîâíî ïîëàãàåì
0∑
l=1

V l = 0 è ïåðâîå (ñòðîãîå) íåðàâåí-

ñòâî çäåñü îòñóòñòâóåò. Òîãäà ïëàí, ìàêñèìèçèðóþùèé äîõîä (18.1) ïðè
ôèêñèðîâàííîì p, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

V
a

=



0, p < ca,

V a, p ≥ ca, a ≤ k,

W (p)−
k∑
l=1

V l, p ≥ ca, a = k + 1,

0, p ≥ ca, a > k + 1,

W
b
=

{
0, rb < p,

W b, rb ≥ p.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà äîõîäà ðàâíà ïëîùàäè ôèãóðû, îãðàíè÷åí-
íîé îñüþ öåí, ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé V = W (p) è ãðàôèêàìè ôóíêöèé
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ (ñì. ðèñ. 18.5, ãäå p = r2, W (p) = W 1+W 2, k = 2).
Ïëîùàäü ýòîé ôèãóðû ìàêñèìàëüíàÿ ïðè p = p̃.

Îáñóäèì ýòîò ðåçóëüòàò. Óòâåðæäåíèå ãîâîðèò î òîì, ÷òî â öåíòðàëè-
çîâàííî óïðàâëÿåìîé ýêîíîìèêå ìàêñèìàëüíàÿ îáùàÿ ïðèáûëü òàêàÿ æå,
êàê è â ñîñòîÿíèè êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: çà÷åì
âñå ýòè ïåðåõîäû îò êàïèòàëèçìà ê ñîöèàëèçìó è îáðàòíî, åñëè è òàì è
òàì íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò îäèíàêîâûé? Äåëî â òîì, ÷òî â óñëîâèÿõ öåí-
òðàëèçîâàííîãî óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíûé ïëàí íå óäàåòñÿ ðåàëèçîâàòü
íà ïðàêòèêå. Ïëàíîâûé îðãàí äîëæåí èìåòü ïðàâäèâóþ èíôîðìàöèþ îá
èçäåðæêàõ è îáúåìàõ ïðîèçâîäñòâà. Íî ïðåäïðèÿòèå íå çàèíòåðåñîâà-
íî â ïðåäîñòàâëåíèè ïðàâäèâîé èíôîðìàöèè. Ïðè ïëàíîâîé ýêîíîìèêå
ñíèæàåòñÿ òàêæå êà÷åñòâî ïðîäóêöèè, à çíà÷èò ðàñòóò èçäåðæêè ïðîèç-
âîäñòâà â ïîñëåäóþùèõ çâåíüÿõ òåõíîëîãè÷åñêîé öåïè.

×òî êàñàåòñÿ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè, òî îíà ìîæåò îáåñïå÷èòü îïòè-
ìàëüíûé ðåçóëüòàò, åñëè ñêëàäûâàåòñÿ êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå. Êàê ìû
ïîêàçàëè, äåéñòâèÿ ìîíîïîëèè, ìàêñèìèçèðóþùåé ïðèáûëü, ïðèâîäÿò ê
çíà÷èòåëüíûì îòêëîíåíèÿì îò ýòîãî îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà. Ðåàëüíûå
ðûíêè îáû÷íî íå ÿâëÿþòñÿ ìîíîïîëüíûìè, â íèõ ó÷àñòâóþò íåñêîëüêî
àãåíòîâ ñ êàæäîé ñòîðîíû. Âàæíàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà − îöåíêà
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âîçìîæíîãî îòêëîíåíèÿ îò ñîñòîÿíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ òà-
êèõ ðûíêîâ. Äëÿ åå èññëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàíû ìîäåëè íåñîâåðøåííîé
êîíêóðåíöèè, èëè îëèãîïîëèè, ðàññìàòðèâàåìûå â ñëåäóþùåì ïàðàãðà-
ôå.

��19. Ìîäåëè îëèãîïîëèè

Ââåäåííîå âûøå ïîíÿòèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1. Òîâàð íà ðûíêå ïðîäàåòñÿ ïî åäèíîé öåíå.
2. Êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü è ïîòðåáèòåëü îïðåäåëÿåò îáúåì ïðåäëîæå-

íèÿ (ñîîòâåòñòâåííî, ñïðîñà), ìàêñèìèçèðóÿ ñâîþ ïðèáûëü (ïîëåçíîñòü)
ïðè äàííîé öåíå.

3. Öåíà óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî áàëàíñèðóåò ñïðîñ è
ïðåäëîæåíèå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ìîäåëü ðûíêà, íà êîòîðîì äåéñòâóåò íåñêîëüêî
ïðîèçâîäèòåëåé òîâàðà, êàæäûé èç êîòîðûõ îáëàäàåò îïðåäåëåííûìè
âîçìîæíîñòÿìè âëèÿòü íà ðûíî÷íóþ öåíó è ó÷èòûâàåò ýòè âîçìîæíîñòè
ïðè âûáîðå ñâîåé ñòðàòåãèè. Ïîòðåáèòåëåé ïî-ïðåæíåìó ñ÷èòàåì ìåëêè-
ìè: îòäåëüíûé ïîòðåáèòåëü íå îêàçûâàåò âëèÿíèÿ íà ïàðàìåòðû ðûíêà.
Ðûíîê ñ òàêîé ñòðóêòóðîé íàçûâàåòñÿ îëèãîïîëèåé. Öåëü èññëåäîâàíèÿ
ýòîé ìîäåëè − îòâåòèòü íà ñëåäóþùèå âîïðîñû: Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà
ñòðóêòóðó îòðàñëè-ïðîèçâîäèòåëÿ òîâàðà ðûíîê ïðèäåò â ñîñòîÿíèå êîí-
êóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ? Êàê çàâèñèò îòêëîíåíèå îò êîíêóðåíòíîãî ðàâ-
íîâåñèÿ (ïî öåíå è îáúåìàì âûïóñêà) îò ñòðóêòóðû îòðàñëè? Íàñêîëüêî
ýôôåêòèâíî àíòèìîíîïîëüíîå çàêîíîäàòåëüñòâî è êàêèå ìåðû ðåãóëèðî-
âàíèÿ ìîæíî ïðåäëîæèòü äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðûíêà?

Ìîäåëü îëèãîïîëèè ïî Êóðíî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îòðàñëü ýêîíîìèêè, âûïóñêàþùàÿ îäíîðîäíûé òî-
âàð. Â îòðàñëü âõîäèò m ïðåäïðèÿòèé-ïðîèçâîäèòåëåé, êàæäîå èç êî-
òîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííûìè óäåëüíûìè ñåáåñòîèìîñòÿìè ca è
ìàêñèìàëüíûì îáúåìîì ïðîèçâîäñòâà V a, a ∈ A = {1, ...,m}. Çàäàíà îä-
íîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà íà òîâàð D(p), ïðè÷åì D(p) óáûâàåò ïî p è
D(p) → 0 ïðè p→∞. Õàðàêòåðíûì ïðèìåðîì ôóíêöèè ñïðîñà ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ âèäà

D(p) = K/pα, α > 0. (19.1)

Ñòðàòåãèåé ïðåäïðèÿòèÿ a ∈ A ÿâëÿåòñÿ îáúåì âûïóñêà va ∈ [0, V a]. Öå-
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íà íà ðûíêå óñòàíàâëèâàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ôàêòè÷åñêîå ïðåä-
ëîæåíèå òîâàðà

∑
a∈A

va ñîîòâåòñòâîâàëî ñïðîñó íà íåãî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

v = (va, a ∈ A) âåêòîð âûïóñêà òîâàðà. Òîãäà öåíà íà ðûíêå áóäåò ðàâíà

p(v) = D−1

(∑
a∈A

va

)
. (19.2)

Ïðèáûëü ïðîèçâîäèòåëÿ a çàâèñèò îò âåêòîðà âûïóñêîâ v è îïðåäåëÿåòñÿ
êàê

ua(v) = va(p(v)− ca). (19.3)

Ïðè âûáîðå îáúåìà âûïóñêà êàæäîå ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ ìàêñèìèçè-
ðîâàòü ñâîþ ïðèáûëü. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû, åñëè ðàçíîñòü
öåíû è óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòè ïîëîæèòåëüíà, ò.å. p(v)− ca > 0, òî ïðè-
áûëü âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà çà ñ÷åò ïåðâîãî ñîìíîæèòåëÿ va.
Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, öåíà óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûïóñêà â ñè-
ëó (19.2). Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) ïðåäïîëàãàåòñÿ óáûâàþ-
ùåé è îáðàòíàÿ ê íåé ôóíêöèÿ D−1(V ) òàêæå óáûâàåò. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïðèáûëü ìîæåò óáûâàòü ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà âûïóñêà çà ñ÷åò âòîðîãî
ñîìíîæèòåëÿ â (19.3).

Îòìåòèì, ÷òî â òî÷êå v = 0 ôóíêöèè ua(v) èìåþò îñîáåííîñòü. Åñòå-
ñòâåííî îïðåäåëèòü ua(0) = 0.

Ìû îïèñàëè âçàèìîäåéñòâèå ïðîèçâîäèòåëåé â âèäå èãðû â íîðìàëü-
íîé ôîðìå:

Γ =
〈
A, [0, V a], ua(v), v ∈

⊗
a∈A

[0, V a], a ∈ A
〉
,

ãäå A − ìíîæåñòâî èãðîêîâ (ïðîèçâîäèòåëåé òîâàðà), [0, V a] − ìíîæå-
ñòâî äîïóñòèìûõ ñòðàòåãèé èãðîêà a (ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ îáúåìîâ
âûïóñêà), ua(v) − âûèãðûø (ïðèáûëü) èãðîêà a.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè lim
V→0+

D−1(V )V > 0, òî ôóíêöèÿ

ua(0||va) = va(D−1(va)− ca) ðàçðûâíà â òî÷êå va = 0. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâ-
íîâåñèå ïî Íýøó â èãðå Γ ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü (ñì. íèæå óïðàæíåíèå
19.1).

Ïîèñê ðàâíîâåñèé ïî Íýøó äëÿ ìîäåëè Êóðíî

Íàéäåì ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó äëÿ ýòîé èãðû, ò.å. òàêîé íàáîð ñòðàòåãèé

198



� 19. Ìîäåëè îëèãîïîëèè

v = (va, a ∈ A), ÷òî êàæäîå ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò îáúåì òîâàðà

va ∈ Arg max
va∈[0,V a]

va

(
D−1

( ∑
b∈A\{a}

vb + va

)
− ca

)
. (19.4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u′va(v) ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ua(v) ïî ïå-
ðåìåííîé va â òî÷êå v.

Ëåììà 19.1. Åñëè v − ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, òî v 6= 0 è âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ:

1) va = 0 ⇒ u′va(v) ≤ 0;
2) va ∈ (0, V a) ⇒ u′va(v) = 0;
3) va = V a ⇒ u′va(v) ≥ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîêàæåì, ÷òî ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ v íå ìîæåò áûòü

íóëåâîé. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî v = 0 − ñèòóàöèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ. Â ñèëó ñâîéñòâà D4 ôóíêöèè ñïðîñà, D−1(V ) → ∞ ïðè V → 0 + .
Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì va > 0

ua(0||va) = va(D−1(va)− ca) > 0 = ua(0),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.
Óñëîâèÿ 1)-3) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè äëÿ òî÷êè ìàêñè-

ìóìà va äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ua(v||va) îäíîé ïåðåìåííîé va íà
îòðåçêå [0, V a] (ñì. çàäà÷ó (19.4)).

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè ïðèáûëè ïî îáúåìó âûïóñêà va êàê
ïðîèçâîäíóþ ïðîèçâåäåíèÿ:

u′va(v) = D−1

(∑
b∈A

vb

)
− ca + va/Ḋ(p(v)). (19.5)

Óòâåðæäåíèå 19.1. Ïóñòü c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cm, ò.å. ïðåäïðèÿòèÿ óïî-
ðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ óäåëüíûõ ñåáåñòîèìîñòåé, à ôóíêöèÿ ñïðîñà
D(p) − äèôôåðåíöèðóåìàÿ è óáûâàþùàÿ. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ïðåä-
ïðèÿòèå k, ÷òî â ðàâíîâåñèè ïî Íýøó va > 0, a = 1, 2, ..., k, va = 0, a =
k + 1, ...,m, ïðè÷åì ck+1 > ck.

Äîêàçàòåëüñòâî.
1) Ïóñòü v − ðàâíîâåñèå ïî Íýøó. Ïî ëåììå 19.1 v 6= 0. Âîçüìåì

òàêîå k, ÷òî vk > 0. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà
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D−1
( ∑
b∈A

vb
)
− ck > 0. Cîãëàñíî ëåììå 19.1 èç vk > 0 ñëåäóåò

u′
vk(v) ≥ 0. Èç ôîðìóëû (19.5) ïîëó÷àåì

D−1
(∑
b∈A

vb
)
− ck ≥ −vk/Ḋ(p(v)) > 0,

ïîñêîëüêó Ḋ(p(v)) < 0.
2) Ïîêàæåì, ÷òî va > 0 ïðè a = 1, ..., k−1. Äîïóñòèì îò ïðîòèâíîãî,

÷òî va = 0 äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ {1, ..., k − 1}. Òîãäà

u′va(v) = D−1
(∑
b∈A

vb
)
− ca + va/Ḋ(p(v)) = D−1

(∑
b∈A

vb
)
− ca ≥

≥ D−1
(∑
b∈A

vb
)
− ck > 0,

òàê êàê ca ≤ ck ïðè a < k. Ïî ëåììå 19.1 èç u′va(v) > 0 cëåäóåò va > 0.
Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî va = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
va > 0 ïðè a = 1, ..., k − 1.

3) Òàêèì îáðàçîì, íàéäåòñÿ òàêîå ìàêñèìàëüíîå k, ÷òî
va > 0, a = 1, 2, ..., k va = 0, a = k + 1, ...,m. Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî
ck+1 > ck. Åñëè ck+1 = ck, òî

u′vk+1(v) = D−1
(∑
b∈A

vb
)
− ck+1 + vk+1/Ḋ(p(v)) = D−1

(∑
b∈A

vb
)
− ck > 0.

Ïî ëåììå 19.1 èç u′
vk+1(v) > 0 cëåäóåò vk+1 > 0 (ïðîòèâîðå÷èå).

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èìååò ïðîñòîé ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë: åñëè íåêî-
òîðîìó ïðåäïðèÿòèþ âûãîäíî ïðîèçâîäèòü òîâàð ïî äàííîé öåíå, òî
ïðåäïðèÿòèþ ñ ìåíüøåé óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòüþ òåì áîëåå âûãîäíî
ïðîèçâîäèòü ýòîò òîâàð.

Ñëó÷àé ñ ðàâíûìè óäåëüíûìè ñåáåñòîèìîñòÿìè

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óäåëüíûå ñåáåñòîèìîñòè ca âñåõ ïðåäïðè-
ÿòèé îäèíàêîâû è ðàâíû c. Èç óòâåðæäåíèÿ 19.1 ñëåäóåò, ÷òî òîãäà â
ðàâíîâåñèè ïî Íýøó va > 0 ïðè âñåõ a ∈ A, ò.å. êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü
âûïóñêàåò ïîëîæèòåëüíîå êîëè÷åñòâî òîâàðà.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ìîäåëü áåç îãðàíè÷åíèé íà îáúåìû âûïóñêà. Áó-
äåì èñêàòü ðåøåíèå çàäà÷è (19.4), ñ÷èòàÿ V a = ∞ (ïðîèçâîäñòâåííûå

200



� 19. Ìîäåëè îëèãîïîëèè

ìîùíîñòè ïðåäïðèÿòèé íå îãðàíè÷åíû). Òîãäà â òî÷êå ìàêñèìóìà çàäà-
÷è (19.4) âñå ïðîèçâîäíûå u′va(v) = 0 è äëÿ ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ïî Íý-
øó ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
va, a = 1, ...,m:

u′va(v) = D−1
(∑
b∈A

vb
)
− c+ va/Ḋ(p(v)) = 0, a ∈ A. (19.6)

Ñóììèðóåì óðàâíåíèÿ (19.6) ïî âñåì a ∈ A. Ïîëó÷àåì

mD−1
(∑
a∈A

va
)
−mc+

∑
a∈A

va/Ḋ
(
D−1

(∑
a∈A

va
))

= 0. (19.7)

Âûðàæåíèå (19.7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî îäíîé íåèç-
âåñòíîé âåëè÷èíû

∑
a∈A

va. Ðàçðåøèâ äàííîå óðàâíåíèå è ïîäñòàâèâ íàé-

äåííóþ âåëè÷èíó â óðàâíåíèÿ (19.6), íàéäåì çíà÷åíèÿ va, a ∈ A, êîòî-
ðûå, î÷åâèäíî, îäèíàêîâû äëÿ âñåõ a.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì äåéñòâèå ýòîãî àëãîðèòìà íà êîíêðåòíîé ôóíêöèè
ñïðîñà. ÏóñòüD(p) = K/p. Òîãäà p(v) = D−1(

∑
a∈A

va) = K/
∑
a∈A

va. Ñèñòåìà

(19.6) â ýòîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

K/
∑
a∈A

va − c− vaK/
(∑
a∈A

va
)2

= 0, a ∈ A, (19.6 ′)

à óðàâíåíèå (19.7) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

mK/
∑
a∈A

va −mc−K/
∑
a∈A

va = 0. (19.7 ′)

Èç (19.7 ′) ïîëó÷àåì, ÷òî
∑
a∈A

va = (m − 1)K/(mc). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî

âûðàæåíèå â (19.6 ′), íàõîäèì ðàâíîâåñèå ïî Íýøó äëÿ ìîäåëè Êóðíî

va = v∗
def
=
K(m− 1)

cm2
∀ a ∈ A. (19.8)

Äëÿ ìîäåëè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû âûïóñêà îòìåòèì äâà ñëó÷àÿ.
à) v∗ ≤ min

b∈A
V b. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû

âûïóñêà ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì òîé æå çàäà÷è áåç ó÷åòà îãðàíè÷åíèé,
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òàê êàê v∗ − ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïî áîëåå øèðîêîìó ìíîæå-
ñòâó è â òî æå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì îáúåìîì âûïóñêà äëÿ çàäà÷è
ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå va çàäàåòñÿ ôîðìóëîé
(19.8).

á) v∗ > min
b∈A

V b. Óïîðÿäî÷èì ïðîèçâîäèòåëåé ïî óáûâàíèþ ìàêñèìàëü-

íûõ îáúåìîâ âûïóñêà: V 1 ≥ V 2 ≥ ... ≥ V m. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé ïðîèç-
âîäèòåëü k, ÷òî

va =

{
v∗, a ≤ k,

V a, a > k.
(19.9)

Àëãîðèòì ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó âèäà (19.9)
Ôèêñèðóåì íåêîòîðîå k. Òîãäà, ïåðåïèñàâ (19.6) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ,

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ v∗(k):

K/
( m∑
a=k+1

V a + kv∗
)
− c− v∗K/

( m∑
a=k+1

V a + kv∗
)2

= 0, (19.6 ′′)

ãäå âûðàæåíèå
m∑

a=m+1

V a ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Íà÷èíàåì ïîèñê ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó ñ k = m. Íàõîäèì v∗(m) è
ïðîâåðÿåì óñëîâèå v∗(m) ≤ V m. Åñëè îíî âûïîëíÿåòñÿ, òî íàéäåííàÿ
ñèòóàöèÿ v ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó. Èíà÷å áåðåì k = m− 1 è ò.ä.
Â ðåçóëüòàòå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ íàéäåì ðàâíîâåñèå ïî Íýøó äëÿ
ýòîãî ñëó÷àÿ.

Ñðàâíåíèå ðàâíîâåñèé ïî Íýøó è ïî Âàëüðàñó äëÿ ìîäåëè
Êóðíî

Ïóñòü D(p) = K/p, V a ≡ V, ca ≡ c. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå ïî
Íýøó v è öåíà p∗ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì

va =

{
v∗ = K(m− 1)/(cm2), åñëè v∗ ≤ V,

V, åñëè v∗ > V,
∀ a ∈ A,

p∗ =

{
K/(mv∗) = cm/(m− 1), åñëè v∗ ≤ V,

K/(mV ), åñëè v∗ > V.

×òîáû íàéòè ðàâíîâåñèå ïî Âàëüðàñó, íàäî íàéòè ïåðåñå÷åíèå ôóíê-
öèé ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, ïðè÷åì
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S(p) =


0, p < c,

[0,mV ], p = c,

mV, p > c.

Åñëè K/c ≤ mV , òî p̃ = c (ñì. ðèñ. 19.1), èíà÷å p̃ = K/(mV ) (ñì.
ðèñ. 19.2).

-

6á) V

S(p)

D(p)

pc cm
m−1

p̃ = p∗ = K
mV

mV
-

6a) V

D(p)

mV
S(p)

pp̃ = c p∗ = cm
m−1

Ðèñ. 19.1 Ðèñ. 19.2

Â èòîãå ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Óòâåðæäåíèå 19.2. Äëÿ äàííîé ìîäåëè âîçìîæíû ñëåäóþùèå ñîîò-
íîøåíèÿ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó è ïî Âàëüðàñó.

1) Åñëè V ≥ K/(cm), òî
p∗ = cm/(m− 1), v∗ = K(m− 1)/(cm2), p̃ = c, ṽa = K/(cm), ,

ò.å. ðàâíîâåñíàÿ öåíà äëÿ îëèãîïîëèè p∗ ïðåâûøàåò öåíó êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ p̃ â m/(m− 1) ðàç (ðèñ. 19.1).

2) Åñëè K/(cm) > V > K(m− 1)/(cm2), òî
p∗ = cm/(m − 1), v∗ = K(m − 1)/(cm2), p̃ = K/mV, ṽa = V , ò.å. öåíû
îòëè÷àþòñÿ â ìåíüøåé ñòåïåíè.

3) Ïðè V ≤ K(m − 1)/(cm2) öåíû è îáúåìû ñîâïàäàþò: p∗ = p̃ =
K/(mV ), v∗ = ṽa = V. (ñì. ðèñ. 19.2).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè îãðàíè÷åíèå îáúåìà âûïóñêà íåñóùåñòâåííî
(V ≥ K/(cm)), òî äëÿ ìàëûõ m ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ öåí:

m = 2 ⇒ p̃ = p∗/2; m = 3 ⇒ p̃ = 2p∗/3; m = 4 ⇒ p̃ = 3p∗/4.
Òàê êàê p = K/

∑
a∈A

va, , òî ñîîòíîøåíèå îáúåìîâ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-

íî ñîîòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ öåí, ò.å. v∗/ṽ = 1− 1/m, â ÷àñòíîñòè,
m = 2 ⇒ ṽ = 2v∗; m = 3 ⇒ ṽ = 3v∗/2; m = 4 ⇒ ṽ = 4v∗/3.
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Ìîäåëü Êóðíî ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ìåðû ïî àíòèìîíîïîëüíîìó ðå-
ãóëèðîâàíèþ. Èç àíàëèçà ýòîé ìîäåëè âûòåêàåò, ÷òî åñëè íà ðûíêå äåé-
ñòâóåò õîòÿ áû ÷åòûðå êîìïàíèè, òî îòêëîíåíèå ïî îáúåìó îò ñîñòîÿíèÿ
êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Âàëüðàñó ñîñòàâëÿåò íå áîëåå 25%, à îò-
êëîíåíèå ïî öåíå íå áîëåå 33%. Ïðè ýòîì îáúåì âûïóñêà íà êàæäîì
èç ÷åòûðåõ ïðåäïðèÿòèé, ïðèñóòñòâóþùèõ íà ðûíêå, äîëæåí ñîñòàâëÿòü
v∗ = 3K/(16c) (ò.å. 3/16 îò ðàâíîâåñíîãî ïî Âàëüðàñó îáùåãî îáúåìà
ïðîèçâîäñòâà). Ñîãëàñíî àíòèìîíîïîëüíîìó çàêîíîäàòåëüñòâó ÑØÀ, ê
ïðåäïðèÿòèþ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ àíòèìîíîïîëüíûå ìåðû, åñëè îíî êîí-
òðîëèðóåò áîëåå 30% ðûíêà. Èñõîäÿ èç ìîäåëè Êóðíî, òàêèì îáðàçîì
îáåñïå÷èâàåòñÿ îïðåäåëåííàÿ ñòåïåíü áëèçîñòè ê êîíêóðåíòíîìó ðàâíî-
âåñèþ.

Óïðàæíåíèå 19.1. Ïîêàæèòå, ÷òî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó äëÿ ìîäåëè
Êóðíî íå ñóùåñòâóåò, åñëè D(p) = K/pα, 0 < α ≤ 1/m, ca ≡ c.

Óïðàæíåíèå 19.2. Íàéäèòå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó äëÿ ìîäåëè Êóðíî è
ñðàâíèòå èõ ñ êîíêóðåíòíûì ðàâíîâåñèåì â ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:

1. D(p) = K/pα, α > 1/m, ca ≡ c, V a ≡ V.
2. D(p) = K/p, ca ≡ c, V 1 ≥ V 2 ≥ ... ≥ V m.
3. D(p) = K/p, c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cm, V a ≡ V ≥ K/c1.

Äîñòîèíñòâà ìîäåëè Êóðíî:
à) ïðîñòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ;
á) ñîãëàñóåòñÿ ñ ìîäåëüþ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ;
â) óñëîâèÿ ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè è îöåíêè îòêëîíåíèÿ îò íèõ

ëåãêî ôîðìàëèçóþòñÿ.
Íåäîñòàòêè ìîäåëè Êóðíî:
à) íåÿñíî, êàêîå îòíîøåíèå ìîäåëü èìååò ê ðåàëüíûì ðûíêàì, ïî-

ñêîëüêó íà ïðàêòèêå íåò òàêèõ ìåõàíèçìîâ öåíîîáðàçîâàíèÿ: ïðîèçâîäè-
òåëü íàçíà÷àåò è öåíó, è îáúåì âûïóñêà. Èññëåäîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
ìîäåëè ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåííîå äëÿ ìîäåëè Êóðíî ðàâíîâåñèå ïî Íý-
øó íåóñòîé÷èâî ê èçìåíåíèþ öåí (ñì. ñëåäóþùèé ïàðàãðàô);

á) âèäèìî, ìîäåëü íå ñîîòâåòñòâóåò è ýêîíîìè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Íà-
ïðèìåð, ïî Ðîññèè äîëÿ òîðãîâîé íàöåíêè â öåíå íà ìåëêîîïòîâûõ ðûí-
êàõ ïðåâûøàåò 50%, õîòÿ êîëè÷åñòâî ïðîäàâöîâ êàæäîãî òîâàðà âåëèêî.

Ìîäåëü öåíîâîé êîíêóðåíöèè Áåðòðàíà-Ýäæâîðòà

Ðàññìîòðèì äðóãîé âàðèàíò ìîäåëè îëèãîïîëèè. Ðûíîê ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ïðåæíèì: A − ìíîæåñòâî ïðîèçâîäèòåëåé òîâàðà, ca è V a − ïîñòî-
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� 19. Ìîäåëè îëèãîïîëèè

ÿííûå óäåëüíàÿ ñåáåñòîèìîñòü è ìàêñèìàëüíûé îáúåì âûïóñêà ïðîèçâî-
äèòåëÿ a, D(p) − ôóíêöèÿ ñïðîñà. Ïîòðåáèòåëè − ìåëêèå, îíè îáðàçóþò
êîíòèíóóì, êàæäûé èç íèõ ìîæåò êóïèòü îäíó åäèíèöó òîâàðà. Ïîòðå-
áèòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçåðâíîé öåíîé r ≥ 0. Îí ïîêóïàåò, åñëè åìó
äîñòàåòñÿ òîâàð ïî öåíå p ≤ r è íå ïîêóïàåò â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îòâåòû íà ïîñòàâëåííûå âîïðîñû îòíîñèòåëüíî óñëîâèé ðåàëèçàöèè
êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ è îöåíêè îòêëîíåíèÿ îò íåãî çàâèñÿò îò ìå-
õàíèçìà âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðîèçâîäèòåëÿìè è ïîòðåáèòåëÿìè. Â
êà÷åñòâå ïðèìåðà òàêîãî ìåõàíèçìà ðàññìîòðèì îäíîñòîðîííèé àóêöè-
îí ïåðâîé öåíû. Ïðîèçâîäèòåëè-ïðîäàâöû îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî
íàçíà÷àþò öåíû sa ≥ ca íà ñâîé òîâàð. Ïîòðåáèòåëè-ïîêóïàòåëè âûñòðà-
èâàþòñÿ â î÷åðåäü è ïîêóïàþò ïðåäëîæåííûé òîâàð â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ öåíû ñ ó÷åòîì èõ ðåçåðâíûõ öåí. Ïðè ýòîì âàæåí ïîðÿäîê ïðèõîäà
ïîêóïàòåëåé íà ðûíîê.

Ïðèìåð 19.1. Íà ðûíêå âçàèìîäåéñòâóþò äâà ïðîäàâöà è äâå ãðóï-
ïû ïîêóïàòåëåé ñî ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: s1 = 5, V 1 = 100; r1 =
6, D1 = 110; s2 = 7, V 2 = 50; r2 = 8, D2 = 40, ãäå sa − öåíà, íàçíà-
÷åííàÿ ïðîäàâöîì a, V a − ïðåäëîæåííûé ïî ýòîé öåíå îáúåì òîâàðà,
ri − ðåçåðâíàÿ öåíà äëÿ ãðóïïû ïîêóïàòåëåé i, Di − îáúåì èõ ñïðîñà
(êîòîðûé íåýëàñòè÷åí ïðè p < ri).

Åñëè íà ðûíîê ïåðâûìè ïðèõîäÿò "áåäíûå"ïîêóïàòåëè (ò.å. ñ íèçêîé
ðåçåðâíîé öåíîé), òî îíè ïîêóïàþò 100 åäèíèö ïî öåíå 5, à ïîòîì "áîãà-
òûå"êóïÿò 40 åäèíèö ïî öåíå 7. Åñëè æå íà ðûíîê ïåðâûìè ïðèõîäÿò "áî-
ãàòûå", òî îíè ïîêóïàþò 40 åäèíèö ïî öåíå 5, à ïîòîì "áåäíûå"ïîêóïàþò
60 åäèíèö ïî öåíå 5. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèáûëü âòîðîãî ïðîäàâöà ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîòðåáèòåëè ñ ðàçëè÷íûìè ðåçåðâíû-
ìè öåíàìè r ðàñïðåäåëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïëîòíîñòüþ ρ(r) − íåîòðèöà-
òåëüíîé ôóíêöèåé, èíòåãðèðóåìîé íà ïîëóïðÿìîé [0,∞). Ýòî çíà÷èò, ÷òî
ïðè çàäàííîé öåíå p ≤ r è ìàëîì dr ïîòðåáèòåëè ñ ðåçåðâíûìè öåíàìè
èç îòðåçêà [r, r + dr] êóïÿò òîâàð â êîëè÷åñòâå ρ(r)dr. Ïóñòü èìååòñÿ òà-
êîå ÷èñëî M > 0, ÷òî ïëîòíîñòü ρ(r) ïîëîæèòåëüíà íà èíòåðâàëå (0,M),
à ïîòðåáèòåëè ñ ðåçåðâíûìè öåíàìè r ≥M èìåþò äîïîëíèòåëüíóþ âîç-
ìîæíîñòü ïðèîáðåñòè òîâàð íà äðóãîì ðûíêå ïî ôèêñèðîâàííîé öåíåM.
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Òîãäà ôóíêöèÿ ñïðîñà èìååò âèä

D(p) =



∞∫
p

ρ(r)dr, p < M,

[0,
∞∫
M

ρ(r)dr], p = M,

0, p > M.

Îòìåòèì, ÷òî D(p) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îáùåå ÷èñëî ïîòðåáè-
òåëåé, æåëàþùèõ ïðèîáðåñòè òîâàð ïî öåíå p. ßñíî, ÷òî ôóíêöèÿ D(p)
− óáûâàþùàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà èíòåðâàëå (0,M). Äàëåå áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî

∑
a:ca<M

V a > D+(M).

Â ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ðàâíîâåñíàÿ öåíà p̃ îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ D(p̃) ∈ [S−(p̃), S+(p̃)], ïðè÷åì D(p̃) > 0.

Íàáîð öåí s = (sa, a ∈ A), óñòàíîâëåííûõ ïðîèçâîäèòåëÿìè, îïðåäå-
ëÿåò âåêòîð ôàêòè÷åñêîãî ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà:
Ṽ (s) = (Ṽp(s), p ∈ P (s)), ãäå Ṽp(s) =

∑
a:sa=p

V a − êîëè÷åñòâî òîâàðà,

ïðåäëîæåííîå ïî öåíå p, à P (s) − ìíîæåñòâî íàçíà÷åííûõ öåí.
Â îáùåì ñëó÷àå ïðîöåññ ïðîäàæè õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé îñòà-

òî÷íîãî ñïðîñà. Ôóíêöèÿ îñòàòî÷íîãî ñïðîñà D(p, Ṽ ) ïîêàçûâàåò, êàêîâ
îñòàòî÷íûé ñïðîñ ïî öåíå p ïîñëå ïðîäàæè âñåõ îáúåìîâ Ṽp′ ïî öåíàì
p′ < p, p′ ∈ P (s). Ðàññìîòðèì òðè êîíêðåòíûõ âèäà ôóíêöèé îñòàòî÷-
íîãî ñïðîñà, ñâÿçàííûõ ñ ïðàâèëàìè ðàöèîíèðîâàíèÿ, ò.å. ñ ïîðÿäêîì
ïîòðåáèòåëåé â î÷åðåäè:

1. Ïðèîðèòåò ïîòðåáèòåëåé ñ áîëüøåé ðåçåðâíîé öåíîé:

D1(p, Ṽ ) = max

[
0, D(p)−

∑
p′<p

Ṽp′

]
. (19.10)

2. Ïîòðåáèòåëè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â î÷åðåäè è îñòàòî÷íûé
ñïðîñ ôîðìèðóåòñÿ ïî ïðîïîðöèîíàëüíîìó ïðàâèëó:

D2(p, Ṽ ) = D(p) max

[
0, 1−

∑
p′<p

Ṽp′/D(p′)

]
. (19.11)

3. Ïðèîðèòåò ïîòðåáèòåëåé ñ íèçêîé ðåçåðâíîé öåíîé:

D3(p, Ṽ ) = max

[
0,min

p≤p

[
D(p)−

∑
p≤p′<p

Ṽp′

]]
. (19.12)
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Óïðàæíåíèå 19.3. Äîêàæèòå ôîðìóëû (19.10-12).

Ïðè ëþáîì ïîðÿäêå ïîòðåáèòåëåé â î÷åðåäè ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-
íèå D1(p, Ṽ ) ≤ D(p, Ṽ ) ≤ D3(p, Ṽ ), îçíà÷àþùåå, ÷òî îñòàòî÷íûé ñïðîñ
óáûâàåò áûñòðåå âñåãî â ñëó÷àå 1 è ìåäëåííåå âñåãî − â ñëó÷àå 3.

Äàëåå ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ïîðÿäîê ïîòðåáèòåëåé â î÷åðåäè,
ñ÷èòàÿ, ÷òî îñòàòî÷íûé ñïðîñ õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèåé D(p, Ṽ ), óäî-
âëåòâîðÿþùåé ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

D(p)−
∑
p′<p

Ṽp′ ≤ D(p, Ṽ ) ≤ max[0, D(p, Ṽ )−
∑

p≤p′<p

Ṽp′ ] ∀ p < p. (19.13)

Ïîìèìî ýòîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû ôóíêöèÿ D(p, Ṽ (s)) áûëà íåïðåðûâ-
íà ïî ëþáîé ïåðåìåííîé sa â èíòåðâàëå 0 < sa < p ïðè ôèêñèðîâàííûõ
îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïî ôóíêöèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà D(p, Ṽ ) äëÿ ëþáûõ ñòðàòåãèé sa ïðî-
èçâîäèòåëåé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïðîäàæíàÿ öåíà
p(s) = max{p ∈ P (s) | D(p, Ṽ (s)) > 0}, ïðè êîòîðîé îñòàòî÷íûé ñïðîñ
åùå ïîëîæèòåëåí.

Îïðåäåëèì ïðàâèëî ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû D(p, Ṽ (s)) äëÿ ïðîèç-
âîäèòåëåé a, âûáðàâøèõ sa = p(s). Ðàçîáüåì èõ íà äâå ãðóïïû:

A1 = {a ∈ A | ca < sa = p(s)}, A2 = {a ∈ A | ca = sa = p(s)}.

Åñëè D(p(s), Ṽ (s)) <
∑
a∈A1

V a, òî âåñü îñòàòî÷íûé ñïðîñ ðàñïðåäåëÿåò-

ñÿ ìåæäó ïðîèçâîäèòåëÿìè a ∈ A1 ïðîïîðöèîíàëüíî èõ ìàêñèìàëüíûì
îáúåìàì ïðåäëîæåíèÿ V a. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäèòåëü a âûïóñêàåò ñâîé òî-
âàð â êîëè÷åñòâå v̂s = V aD(p(s), Ṽ (s))/

∑
a∈A1

V a. Â ñëó÷àå D(p(s), Ṽ (s)) ≥∑
a∈A1

V a ïðîèçâîäèòåëè a ∈ A1 âûïóñêàþò ñâîé òîâàð â êîëè÷åñòâå V a.

Âåëè÷èíà îñòàòêà ñïðîñà D̃(p(s), Ṽ (s))
def
= max

[
0, D(p(s), Ṽ (s))−

∑
a∈A1

V a
]

ðàñïðåäåëÿåòñÿ ìåæäó ïðîèçâîäèòåëÿìè a ∈ A2 ïî àíàëîãè÷íîìó ïðàâè-
ëó.

Èòàê, ïðè ðàñïðåäåëåíèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ïðèîðèòåòîì ïîëüçóþò-
ñÿ ôèðìû, äëÿ êîòîðûõ ñåáåñòîèìîñòè íèæå ïðîäàæíîé öåíû. Ïîñëåäíåå
óñëîâèå ââîäèòñÿ äëÿ òåõíè÷åñêîãî óäîáñòâà, ïîñêîëüêó îïðåäåëÿåìûå
íèæå ôóíêöèè âûèãðûøà ðàçðûâíû, è äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò ðàñ-
ïðåäåëåíèå ïîêóïàòåëåé ïðè ðàçíîñòè öåí, áëèçêîé ê íóëþ. Â êà÷åñòâå
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âûèãðûøà ïðîèçâîäèòåëÿ a ðàññìîòðèì åãî ïðèáûëü

ua(s) =



(sa − ca)V a, sa < p(s),

(sa − ca)V a min[1, D(p(s), Ṽ (s))/
∑
b∈A1

V b], a ∈ A1,

(sa − ca)V a min[1, D̃(p(s), Ṽ (s))/
∑
b∈A2

V b], a ∈ A2,

0, sa > p(s).

Òàêèì îáðàçîì, îïèñàíà ìîäåëü öåíîâîé êîíêóðåíöèè ïðîèçâîäèòåëåé

êàê èãðà â íîðìàëüíîé ôîðìå Γ =
〈
A, {sa | sa ≥ ca}, ua(s), a ∈ A

〉
, ãäå

èãðîêè a ∈ A − ôèðìû, ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé {sa | sa ≥ ca} − ìíîæåñòâà
öåí, êîòîðûå îíè ìîãóò íàçíà÷èòü, ôóíêöèè âûèãðûøà ua(s) îïðåäåëÿþò
ïðèáûëè ôèðì.

Èçâåñòíûå ìîäåëè ïîâåäåíèÿ â èãðå Γ − ýòî ðàâíîâåñèå ïî Íýøó,
ðåøåíèå ïî äîìèíèðîâàíèþ, ìîäåëè èãðîâîé äèíàìèêè (äèíàìèêà íàè-
ëó÷øèõ îòâåòîâ, àäàïòèâíûå äèíàìèêè).

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó
îïèñàííîé èãðû.

Óòâåðæäåíèå 19.3. Ïóñòü s − ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, p̃ − öåíà êîíêó-
ðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ óñëî-
âèé:

1) p(s) = p̃ è äëÿ êàæäîãî ïðîèçâîäèòåëÿ a, èìåþùåãî ca < p̃, âûïîë-
íåíî sa = p̃.

2) p(s) > p̃ è íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ïðîèçâîäèòåëü a, äëÿ êîòîðîãî
ca < p(s) = sa, ïðè ýòîì ca ≤ p̃ (ñì. ðèñ. 19.3).

-

6V

D(p) S(p)

pp̃ p(s)
-

6V

D(p) S(p)

pp̃ = p(s)

Ðèñ. 19.3 Ðèñ. 19.4

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî
∑

a:ca<p̃

V a ≤ S−(p̃) ≤ D(p̃). Îòñþäà è

èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà (19.13) âûòåêàåò, ÷òî êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü a,
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äëÿ êîòîðîãî ca < p̃, ñìîæåò ïðîäàòü âåñü ñâîé òîâàð ïî öåíå p̃. Ïîýòîìó
äëÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ s min

a∈A
sa ≥ p̃⇒ p(s) ≥ p̃.

Ïóñòü p(s) = p̃. Åñëè ca < p̃ < sa, òî ïðîèçâîäèòåëü a íè÷åãî íå
ïðîäàñò. Åìó âûãîäíî îòêëîíèòüñÿ è âûáðàòü öåíó sa = p̃, ïîëó÷èâ ïî-
ëîæèòåëüíóþ ïðèáûëü (ïðîòèâîðå÷èå). Èòàê, ca < p̃⇒ sa = p̃.

Ïóñòü p(s) > p̃. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ïðîèçâîäèòåëÿ a
âûïîëíåíî ca ≤ sa < p(s). Ïî îïðåäåëåíèþ p(s) îí ïðîäàñò âåñü ñâîé òî-
âàð â îáúåìå V a. Åñëè îí óâåëè÷èò öåíó äî sa = sa+ε, òî ïðè ìàëîì ε > 0
â ñèëó ñâîéñòâà íåïðåðûâíîñòè îñòàòî÷íûé ñïðîñ D(p(s||sa), Ṽ (s||sa))
îñòàíåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäèòåëü a ïðîäàñò òî-
âàð â îáúåìå V a è óâåëè÷èò ïðèáûëü (ïðîòèâîðå÷èå). Èòàê, ca < p(s) ⇒
sa = p(s). Äàëåå,

∑
a:ca<p(s)

V a ≥ D(p̃) > D(p(s)). Ïîýòîìó, åñëè ïðîèçâîäè-

òåëåé a, äëÿ êîòîðûõ ca < p(s), ïî ìåíüøåé ìåðå äâîå, òî îíè íå ñìîãóò
ðåàëèçîâàòü ïîëíîñòüþ ñâîè îáúåìû ïî öåíå p(s). Îäíîìó èç íèõ âûãîä-
íî îòêëîíèòüñÿ è íàçíà÷èòü öåíó p(s)−ε. Â ðåçóëüòàòå îí óâåëè÷èò ñâîþ
ïðèáûëü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.

Ñëåäñòâèå. Åñëè íàéäóòñÿ äâà ïðîèçâîäèòåëÿ a, äëÿ êîòîðûõ ca < p̃,
è ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó s, òî p(s) = p̃ (ñì. ðèñ. 19.4).

Óïðàæíåíèå 19.4. Â óñëîâèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ äîïîëíèòåëü-
íî ïðåäïîëîæèì, ÷òî S+(p̃) > D(p̃) (ñì. ðèñ. 19.5). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ
ïðîèçâîäèòåëÿ a, èìåþùåãî óäåëüíóþ ñåáåñòîèìîñòü ca = p̃, âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî V a ≤ S+(p̃)−D(p̃).

-

6V D(p)

S(p)

pp̃ M
-

6V D(p)

S(p) ≡
∑
a∈A

va

pp̃(v) M

Ðèñ.19.5 Ðèñ.19.6

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ïî Íýøó.
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Óòâåðæäåíèå 19.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî∑
a:ca≤p̃

V a − max
a:ca≤p̃

V a ≥ D(p̃). (19.14)

Òîãäà ëþáàÿ ñèòóàöèÿ s, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: sa = p̃, åñëè
ca ≤ p̃, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ p(s) = p̃. Ïðîèçâîäèòåëè a, äëÿ êîòî-
ðûõ sa ≥ ca > p̃, íè÷åãî íå ïðîäàäóò. Îòêëîíÿòüñÿ èì îò ñâîèõ ñòðàòåãèé
sa íå èìååò ñìûñëà, ïîñêîëüêó èõ ïðèáûëü îñòàíåòñÿ íóëåâîé. Ðàññìîò-
ðèì òåïåðü ïðîèçâîäèòåëåé a, äëÿ êîòîðûõ ca ≤ p̃. Åñëè îäèí èç íèõ
óâåëè÷èò öåíó äî sa = p̃ + ε, òî íè÷åãî íå ïðîäàñò, òàê êàê ïî óñëîâèþ
(19.14) äðóãèå ïðåäñòàâèòåëè ýòîé ãðóïïû ïîëíîñòüþ ïîêðîþò ñïðîñ ïî
öåíå p̃ è îñòàòî÷íûé ñïðîñ ïî öåíå p̃ + ε áóäåò íóëåâûì. Ïîýòîìó óâå-
ëè÷èâàòü öåíó ïðîèçâîäèòåëþ a íåâûãîäíî. Óìåíüøàòü åå (åñëè ca < p̃)
òàêæå íå èìååò ñìûñëà. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó∑

a:ca<p̃

V a ≤ S−(p̃) ≤ D(p̃),

ïðîèçâîäèòåëü a ñìîæåò ïðîäàòü âåñü ñâîé îáúåì ïî öåíå p̃. Èòàê, s −
ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå: c = max
a:ca<p̃

ca.

Óòâåðæäåíèå 19.5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî S+(p̃) = S−(p̃) = D(p̃) è ñóùå-
ñòâóþò õîòÿ áû äâà ïðîèçâîäèòåëÿ a1 è a2, äëÿ êîòîðûõ max[ca1 , ca2 ] < p̃
(ñì. ðèñ. 19.4).

1) Ïóñòü D(p)(p− c) ≤ D(p̃)(p̃− c) ïðè p ∈ [p̃,M ] è

D(p, Ṽ ) ≤ D(p)(1−
∑
p′<p

Ṽp′/D(p′)). (19.15)

Òîãäà ëþáàÿ ñèòóàöèÿ s, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: sa = p̃, åñëè
ca ≤ p̃, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.

2) Ïóñòü â íåêîòîðîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè p̃ âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà D(p)(p− c) ≥ D(p̃)(p̃− c) è

D(p, Ṽ ) ≥ D(p)(1−
∑
p′<p

Ṽp′/D(p′)), (19.16)
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ïðè ýòîì õîòÿ áû îäíî èç íèõ ñòðîãîå. Òîãäà â ìîäåëè öåíîâîé êîíêó-
ðåíöèè íå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ðàâåíñòâà S+(p̃) = S−(p̃) âûòåêàåò, ÷òî íå ñóùå-
ñòâóåò ïðîèçâîäèòåëåé a, äëÿ êîòîðûõ ca = p̃. Äàëåå, ðàâåíñòâà
S(p̃) =

∑
a:ca<p̃

V a = D(p̃) îçíà÷àþò, ÷òî ñïðîñ ïî öåíå p̃ áóäåò óäîâëåòâîðåí

ïîëíîñòüþ. Ïîýòîìó ïðîèçâîäèòåëü a, äëÿ êîòîðîãî sa ≥ ca > p̃, íè÷åãî
íå ïðîäàñò. Ñëåäîâàòåëüíî, p(s) = p̃.

1) Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî D(p)(p− ca) ≤ D(p̃)(p̃− ca) ïðè p ∈ [p̃,M ]
äëÿ âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé a, èìåþùèõ óäåëüíóþ ñåáåñòîèìîñòü ca < p̃.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðè p > p̃ èç íåðàâåíñòâà D(p)(p − c) ≤ D(p̃)(p̃ − c)
ïîëó÷àåì

D(p)p−D(p̃)p̃ ≤ c(D(p)−D(p̃)) ≤ ca(D(p)−D(p̃)).

Îòñþäà D(p)(p− ca) ≤ D(p̃)(p̃− ca).
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäèòåëÿ a, òàêîãî, ÷òî ca < p̃. Åìó íåâûãîäíî ñíè-

æàòü öåíó sa = p̃, ïîñêîëüêó îí ïðîäàñò âåñü ñâîé îáúåì V a è ïî öåíå p̃.
Åìó íåâûãîäíî âûáèðàòü è áîëåå âûñîêóþ öåíó sa > p̃, òàê êàê

ua(s||sa) = (sa − ca)D(sa, Ṽ (s||sa)) ≤ (sa − ca)D(sa)(1− Ṽp̃(s||sa)/D(p̃)) =

= (sa − ca)D(sa)
(
1−

∑
b∈A\{a}

V b/
∑
b∈A

V b
)

=

= (sa − ca)D(sa)V a/
∑
b∈A

V b ≤ (p̃− ca)D(p̃)V a/
∑
b∈A

V b = ua(s).

2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó s. Ðàññìîòðèì
ïðîèçâîäèòåëÿ, èìåþùåãî óäåëüíóþ ñåáåñòîèìîñòü ca = c < p̃. Ïðè íà-
çíà÷åíèè íîâîé öåíû sa = p̃+ ε åãî ïðèáûëü áóäåò ðàâíà

ua(s||sa) = (sa − c)D(sa, Ṽ (s||sa)) ≥ (sa − c)D(sa)(1− Ṽp̃(s||sa)/D(p̃)) =

= (sa − c)D(sa)V a/
∑
b∈A

V b ≥ (p̃− c)D(p̃)V a/
∑
b∈A

V b = ua(s),

ïðè ýòîì îäíî èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ âûïîëíåíî êàê ñòðîãîå.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ñèòóàöèÿ s ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó.
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Öåíó p∗ è íàáîð îáúåìîâ va, a ∈ A, îòâå÷àþùèõ ðàâíîâåñèþ ïî Íýøó
â ìîäåëè Êóðíî, íàçîâåì èñõîäîì ïî Êóðíî. Èç äîêàçàòåëüñòâà óòâåð-
æäåíèÿ 19.5 âûòåêàåò, ÷òî â åãî óñëîâèÿõ èñõîä ïî Êóðíî íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó â ìîäåëè öåíîâîé êîíêóðåíöèè, åñëè ìîæíî îäíî-
âðåìåííî ìåíÿòü öåíó è îáúåì ïðåäëàãàåìîãî òîâàðà. Äåéñòâèòåëüíî, åñ-
ëè D(p) = K/p, ca ≡ c, V a ≡ V ≤ K(m−1)/(cm2), òî ñîãëàñíî óòâåðæäå-
íèþ 19.2, â ìîäåëè Êóðíî ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèå ïî Íýøó v = (V, ..., V )
ñ öåíîé p∗ = p̃. Íî ïî âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ 19.5 â ìîäåëè öåíîâîé
êîíêóðåíöèè s = (p∗, ..., p∗) íå ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ.

Ðàññìîòðèì òàêæå ìîäåëè ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì âûáîðîì öåí è îáú-
åìîâ. Ïóñòü íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòåëè îäíîâðåìåííî íàçíà÷àþò öå-
íû sa ≥ ca, à íà âòîðîì îïðåäåëÿþò îáúåìû âûïóñêà va ∈ [0, V a], çíàÿ öå-
íû sa, a ∈ A. Ïîêàæåì, ÷òî íà âòîðîì ýòàïå îïòèìàëüíûé âûáîð (ðåøå-
íèå ïî äîìèíèðîâàíèþ) ñîîòâåòñòâóåò îáúåìàì ïðîäàæ â ðàññìîòðåííîé
ìîäåëè öåíîâîé êîíêóðåíöèè. Äåéñòâèòåëüíî, çàìåòèì, ÷òî â ýòîé ìîäå-
ëè ôóíêöèÿ âûèãðûøà ïðîèçâîäèòåëÿ a ua íå óáûâàåò ïî ïàðàìåòðó V a

ïðè ôèêñèðîâàííûõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó ñòðàòåãèÿ èãðîêà
a (sa, V a) ñëàáî äîìèíèðóåò ëþáóþ åãî ñòðàòåãèþ (sa, va), ãäå va < V a.
Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ñëó÷àé äâóõýòàïíîé èãðû ýêâèâàëåíòåí ìîäåëè
öåíîâîé êîíêóðåíöèè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî öåíû è îáúåìû âûáèðàþòñÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå: íà ïåðâîì ýòàïå ïðîèçâîäèòåëè óñòàíàâëèâàþò ôèêñèðîâàííûå
îáúåìû va ∈ [0, V a], à íà âòîðîì − öåíû sa ≥ ca, çíàÿ îáúåìû va, a ∈ A.
Ïðèáûëü, ïîëó÷àåìàÿ ïðîèçâîäèòåëåì a ðàâíà v̂asa−cava, ãäå v̂a − îáúåì
ðåàëèçîâàííîé ïðîäóêöèè, îïðåäåëÿåìûé (îñòàòî÷íûì) ñïðîñîì ïî öåíå
sa. Çàìåòèì, ÷òî íà âòîðîì ýòàïå îïòèìèçàöèÿ ýòîé ïðèáûëè íå çàâèñèò
îò èçäåðæåê cava ( îáúåìû va áûëè âûáðàíû íà ïåðâîì ýòàïå è íå ìåíÿ-
þòñÿ). Ïîýòîìó íà âòîðîì ýòàïå èãðîêè ôàêòè÷åñêè äåéñòâóþò â ðàìêàõ
ìîäåëè öåíîâîé êîíêóðåíöèè ñ íóëåâûìè óäåëüíûìè ñåáåñòîèìîñòÿìè.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 19.6. 1) Ïóñòü ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ p âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî D(p) >

∑
a∈A

V a. Åñëè e(D(p)) ≥ 1 ïðè p ∈ [p̃,M ] è äëÿ

ôóíêöèè îñòàòî÷íîãî ñïðîñà âûïîëíåíî óñëîâèå (19.15), òî ñîâåðøåííûå
ïîäûãðîâûå ðàâíîâåñèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé äâóõýòàïíîé èãðå îäíîçíà÷íî
ñîîòâåòñòâóþò ðàâíîâåñèÿì â ìîäåëè Êóðíî.

2) Ïóñòü äëÿ ôóíêöèé ñïðîñà è îñòàòî÷íîãî ñïðîñà ïðè p ∈ [p̃,M ]
âûïîëíåíû íåðàâåíñòâàD(p)p ≥ D(p̃)p̃ è (19.16), ïðè÷åì õîòÿ áû îäíî èç
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íèõ ñòðîãîå. Òîãäà ñîâåðøåííîãî ïîäûãðîâîãî ðàâíîâåñèÿ â äâóõýòàïíîé
èãðå íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âûáðàíû va, a ∈ A. Ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ýòèìè îáúåìàìè. Ïîýòîìó öåíà êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ
p̃(v) çàâèñèò îò âåêòîðà v. Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, íà âòîðîì ýòàïå óäåëü-
íûå ñåáåñòîèìîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü íóëåâûìè. Ïîýòîìó ðàâíîâåñíàÿ öåíà
p̃(v) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ D(p) =

∑
a∈A

va (ñì. ðèñ. 19.6).

1) Óñëîâèå e(D(p)) ≥ 1 ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà
D(p)p ≤ D(p̃)p̃ ïðè p ∈ [p̃,M ]. Ïîýòîìó âñå óñëîâèÿ ïåðâîé ÷àñòè
óòâåðæäåíèÿ 19.5 âûïîëíåíû. Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé
ïîäûãðå ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó, ñîîòâåòñòâóþùåå
ñèòóàöèè s, äëÿ êîòîðîé sa = p̃(va, a ∈ A) ∀ a ∈ A. Òàêèì îáðàçîì,
ïåðâûé ýòàï ýêâèâàëåíòåí ìîäåëè Êóðíî.

2) Ñîãëàñíî âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ 19.5, ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó íà
âòîðîì ýòàïå íå ñóùåñòâóåò íè ïðè êàêîì âûáîðå va ∈ [0, V a].

Òàêèì îáðàçîì, äâóõýòàïíàÿ ìîäåëü ñâîäèòñÿ ê ìîäåëè Êóðíî. Äëÿ
êàêèõ òîâàðîâ âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ? Äëÿ òåõ,
ñïðîñ íà êîòîðûå ýëàñòè÷åí è ïðîèçâîäñòâî êîòîðûõ íåëüçÿ îñóùåñòâëÿòü
ïî ìåðå ïîñòóïëåíèÿ çàêàçîâ, à òàêæå íåëüçÿ áåç çíà÷èòåëüíûõ èçäåð-
æåê äîëãî äåðæàòü èõ íà ñêëàäå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îòìåòèì èìïîðòíûå
ôðóêòû. Äëÿ áîëüøèíñòâà æå òîâàðîâ óêàçàííûå óñëîâèÿ íå âûïîëíåíû.

��20. Íàëîãîâîå ðåãóëèðîâàíèå

Ñîçäàíèå ýôôåêòèâíî ôóíêöèîíèðóþùåé ñèñòåìû íàëîãîîáëîæåíèÿ
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå àêòóàëüíûõ çàäà÷ äëÿ ñòðàí, â êîòîðûõ
ðàçâèâàåòñÿ ðûíî÷íàÿ ýêîíîìèêà. Áþäæåòíûé ñåêòîð ýêîíîìèêè, ñóùå-
ñòâóþùèé â îñíîâíîì çà ñ÷åò íàëîãîâûõ ñáîðîâ, âûïîëíÿåò ðÿä âàæíûõ
ôóíêöèé. Ïðåæäå âñåãî, îí îáåñïå÷èâàåò ïðîèçâîäñòâî òîâàðîâ è óñëóã,
êîòîðûå íå ìîæåò ýôôåêòèâíî ïðîèçâîäèòü ðûíîê. Íåêîòîðûå èç ýòèõ
óñëóã íåîáõîäèìû äëÿ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ðûíî÷íîé ýêîíîìèêè. Â ÷àñò-
íîñòè, ê íèì îòíîñÿòñÿ çàùèòà ïðàâ ñîáñòâåííîñòè è îáåñïå÷åíèå âû-
ïîëíåíèÿ çàêëþ÷åííûõ ñäåëîê. Åñëè ýòè óñëîâèÿ íå îáåñïå÷åíû, òî ýô-
ôåêòèâíîñòü ýêîíîìè÷åñêîãî ðûíêà ðåçêî ñíèæàåòñÿ: áîëüøèå ðåñóðñû
ðàñõîäóþòñÿ íà çàõâàò ÷óæîé ñîáñòâåííîñòè è/èëè çàùèòó îò ãðàáåæà è
îáìàíà.

Áþäæåòíûé ñåêòîð ïðîèçâîäèò òàêæå äðóãèå òîâàðû è óñëóãè, îòíî-
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ñÿùèåñÿ ê òàê íàçûâàåìûì îáùåñòâåííûì áëàãàì. Èõ ñïåöèôèêà ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî íåâîçìîæíî èëè î÷åíü äîðîãî ðàñïðåäåëÿòü èõ ñ ïîìîùüþ
ðûíî÷íîãî ìåõàíèçìà, ò.å. ïðîäàâàÿ èíäèâèäóàëüíûì ïîòðåáèòåëÿì. Èç-
âåñòíûìè ïðèìåðàìè îáùåñòâåííûõ áëàã ÿâëÿþòñÿ ìàÿêè, ðàäèî- è òåëå-
òðàíñëÿòîðû, äîðîæíàÿ èíôðàñòðóêòóðà. Ê äðóãîìó òèïó îáùåñòâåííûõ
áëàã îòíîñÿòñÿ óñëóãè, êîòîðûå öåëåñîîáðàçíî ïðåäîñòàâèòü îïðåäåëåí-
íîé ÷àñòè íàñåëåíèÿ íåçàâèñèìî îò ïîêóïàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè îòäåëü-
íûõ ïîòðåáèòåëåé. Âî ìíîãèõ ñòðàíàõ â ýòó êàòåãîðèþ âõîäÿò îïðåäåëåí-
íûé óðîâåíü îáðàçîâàíèÿ, çäðàâîîõðàíåíèå è èíôîðìàöèîííîãî îáåñïå-
÷åíèÿ íàñåëåíèÿ. Öåëåñîîáðàçíûé óðîâåíü îáåñïå÷åíèÿ òàêèìè óñëóãàìè
îïðåäåëÿåòñÿ ãîñóäàðñòâåííûìè îðãàíàìè, èñõîäÿ êàê èç ýêîíîìè÷åñêèõ,
òàê è âíåýêîíîìè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé. Íàïðèìåð, îïðåäåëåííûé óðîâåíü
êóëüòóðû è çíàíèé íàñåëåíèÿ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ñàìîñòîÿòåëü-
íàÿ öåííîñòü âíå çàâèñèìîñòè îò ïîòðåáíîñòåé ýêîíîìè÷åñêîãî ðûíêà.

Îñíîâíîé èñòî÷íèê äîõîäîâ ãîñóäàðñòâà − íàëîãè. Â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó áþäæåòà ÑØÀ çà 1987ã. Íàöèîíàëüíûé äîõîä
ÑØÀ ñîñòàâèë 4 òðëí. 527 ìëðä. äîëëàðîâ. Äîõîäû ôåäåðàëüíîãî áþä-
æåòà: 854 ìëðä. äîëëàðîâ. Èñòî÷íèêè äîõîäà: 46% − ïîäîõîäíûé íàëîã ñ
ôèçè÷åñêèõ ëèö, 35% − íà÷èñëåíèå ñ çàðïëàòû, 10% − íàëîã íà ïðèáûëü
ñ êîðïîðàöèé, 4% − àêöèçû, 5% − òàìîæåííûå ñáîðû. Ðàñõîäû: 1 òðëí.
4 ìëðä. äîëëàðîâ. Ñòàòüè ðàñõîäîâ: 40% − ñîöèàëüíàÿ ïîìîùü, 28% −
íàöèîíàëüíàÿ îáîðîíà, 14% − ïîãàøåíèå ãîñóäàðñòâåííîãî äîëãà, 7% −
ãîñóäàðñòâåííîå îáðàçîâàíèå è ìåäèöèíñêèå ó÷ðåæäåíèÿ, 7% − ðàçâèòèå
òðàíñïîðòíîé ñåòè, 4% − ñóáñèäèè ôåðìåðàì.

Ðàññìîòðèì îñíîâíûå âèäû íàëîãîâ è èõ âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå ïðî-
èçâîäèòåëåé íà êîíêóðåíòíîì ðûíêå.

Íàëîã ñ ïðîäàæ

Íàëîã ñ ïðîäàæ âçèìàåòñÿ ñ òîâàðîâ, êîòîðûå ïðîäàþòñÿ êîíå÷íîìó
ïîòðåáèòåëþ. Íàëîã ñ ïðîäàæ õàðàêòåðèçóåòñÿ ñòàâêîé ts ∈ [0, 1], ïîêà-
çûâàþùåé, êàêàÿ ÷àñòü ñòîèìîñòè òîâàðà äîëæíà ïîñòóïàòü â ãîñóäàð-
ñòâåííûé áþäæåò. Ïîñìîòðèì êàê íàëîã ñ ïðîäàæ âëèÿåò íà ôóíêöèè
ïðèáûëè è ïðåäëîæåíèÿ.

Áåç íàëîãà ñ ïðîäàæ

Pra(p, V ) = pV − C(V )−ôóíêöèÿ ïðèáûëè,

Sa(p) = Arg max
V≥0

Pra(p, V )−ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ.
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Ñ íàëîãîì ñ ïðîäàæ ôóíêöèè ïðèáûëè è ïðåäëîæåíèÿ ðàâíû

Pra(p, V, ts) = (1− ts)pV − C(V ),

Sa(p, ts) = Arg max
V≥0

Pra(p, V, ts) = Sa(p(1− ts)).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèê ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ ðàñòÿãèâàåòñÿ â
ïî îñè p â 1/(1− ts) ðàç (ñì. ðèñ. 20.1).

-

6V
D(p) S(p)

p

Ðèñ. 20.1

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ Sa(p) ìîíîòîííî íå óáûâàåò ïî p, òî Sa(p, ts) ≤
Sa(p). Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ñîâîêóïíîé ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ
îòðàñëè S(p) =

∑
a∈A

Sa(p) , ò.å. S(p, ts) ≤ S(p). Åñëè ñîáðàííûå íàëîãè íå

âëèÿþò íà ôóíêöèþ ñïðîñà, ò.å. ýòè äåíüãè èäóò íà äðóãèå íóæäû, òî
ðàâíîâåñíàÿ öåíà íå óáûâàåò ïî ts.

Àêöèçíûé íàëîã

Àêöèçíûé íàëîã áåðåòñÿ íå ñ îáúåìà âûðó÷êè, à ñ êàæäîé åäèíèöû
òîâàðà (ñèãàðåòû, ñïèðòíîå è ò.ï.). Ñòàâêà àêöèçíîãî íàëîãà te ïîêàçû-
âàåò, ñêîëüêî íàäî çàïëàòèòü â áþäæåò ñ êàæäîé åäèíèöû ïðîäàííîé
ïðîäóêöèè. Ðàññìîòðèì âëèÿíèå ýòîãî íàëîãà íà ôóíêöèè ïðèáûëè è
ïðåäëîæåíèÿ

Pra(p, V, te) = (p− te)V − C(V ),

Sa(p, te) = Arg max
V≥0

Pra(p, V, te) = Sa(p− te).

Òàêèì îáðàçîì, ãðàôèê ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ ñìåùàåòñÿ âïðàâî íà te
åäèíèö.

Íàëîã íà ïðèáûëü

Ñòàâêà íàëîãà íà ïðèáûëü tpr ∈ [0, 1] ïîêàçûâàåò, êàêàÿ ÷àñòü ïðèáû-
ëè äîëæíà ïîñòóïèòü â áþäæåò. Ôóíêöèÿ ïðèáûëè ìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì
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îáðàçîì:

Pra(p, V, tpr) = (1− tpr)(pV − C(V )) = (1− tpr)Pr
a(p, V ),

à ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ îñòàíåòñÿ íåèçìåííîé:

Sa(p, tpr) = Arg max
V≥0

(1− tpr)Pr
a(p, V ) = Sa(p).

Ýòî îòíîñèòñÿ ê êðàòêîñðî÷íîìó àíàëèçó, â òî æå âðåìÿ â äîëãî-
ñðî÷íîì ïëàíå íàëîã íà ïðèáûëü ìîæåò îêàçàòü ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå
íà ðàâíîâåñèå â îòðàñëè. Ýòîò íàëîã äåëàåò ìåíåå âûãîäíûìè èíâåñòè-
öèè â ñòðîèòåëüñòâî íîâûõ ìîùíîñòåé è ïîääåðæàíèå ñòàðûõ ìîùíîñòåé.
Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ ìîæåò íà÷àòü óìåíüøàòüñÿ,
òàê êàê ñòàðîå îáîðóäîâàíèå áóäåò âûõîäèòü èç ñòðîÿ, à íîâîå ïîêóïàòü
áóäåò íåâûãîäíî. Ââåäåíèå âûñîêîãî íàëîãà íà ïðèáûëü âåäåò ê òîìó,
÷òî èç îòðàñëåé, ãäå ëåãêî âçèìàòü íàëîã íà ïðèáûëü, êàïèòàë ïåðåòå-
êàåò â îòðàñëè, ãäå ëåã÷å ñêðûâàòü ïðèáûëü îò íàëîãîâ. Èòàê, ââåäåíèå
âûñîêîãî íàëîãà íà ïðèáûëü ñïîñîáñòâóåò ðàçâèòèþ òåíåâîé ýêîíîìèêè.

Òàêèì îáðàçîì, â äîëãîñðî÷íîì ïëàíå íàëîã íà ïðèáûëü îêàçûâàåò
âëèÿíèå íà ôóíêöèþ ïðåäëîæåíèÿ, è äàæå â êðàòêîñðî÷íîì ïëàíå îí
âåäåò ê ïåðåòåêàíèþ êàïèòàëà â òåíåâîé ñåêòîð.

Íàëîã íà äîáàâëåííóþ ñòîèìîñòü (ÍÄÑ)

Êîãäà ðàññ÷èòûâàåòñÿ íàëîã íà ïðèáûëü, òî èç âûðó÷êè îò ïðîäà-
æè âû÷èòàþòñÿ âñå èçäåðæêè. ÍÄÑ îòëè÷àåòñÿ òåì, ÷òî ïðè ðàñ÷åòå
áàçû íàëîãîîáëîæåíèÿ âû÷èòàþòñÿ íå âñå èçäåðæêè. Ðàññìîòðèì ïî-
äðîáíåå ñòðóêòóðó èçäåðæåê ïðåäïðèÿòèÿ. Èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
C(V ) = C1(V ) +C2(V ), ãäå C1(V ) − ýòî ðàñõîäû íà ïðèîáðåòåíèÿ ñûðüÿ
è ïðî÷èõ íåîáõîäèìûõ äëÿ ïðîèçâîäñòâà òîâàðîâ, âûïóùåííûõ äðóãèìè
ïðîèçâîäèòåëÿìè, à C2(V ) − ýòî âíóòðåííèå çàòðàòû íà äàííîì ïðåä-
ïðèÿòèè, ïðåæäå âñåãî − çàðàáîòíàÿ ïëàòà (à òàêæå íåêîòîðûå äðóãèå
âèäû èçäåðæåê, â ÷àñòíîñòè, ðàñõîäû íà ðåêëàìó).

Êîãäà ðàññ÷èòûâàåòñÿ áàçà ÍÄÑ, èç âûðó÷êè pV âû÷èòàþòñÿ èçäåðæ-
êè ïåðâîãî òèïà C1(V ). Ýòî ãàðàíòèðóåò, ÷òî êàæäûé ïðîèçâåäåííûé â
ýêîíîìèêå òîâàð îáëàãàåòñÿ ÍÄÑ òîëüêî îäèí ðàç. Âåëè÷èíà ÍÄÑ ðàâíà
tV AT (pV − C1(V )), ãäå tV AT ∈ [0, 1] − ñòàâêà ÍÄÑ. Ïðè ýòîì ïðèáûëü
ïðåäïðèÿòèÿ ñîñòàâëÿåò

Pra(p, V, tV AT ) = pV − C(V )− tV AT (pV − C1(V )) =
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= (1− tV AT )(pV − C1(V ))− C2(V ).

ÍÄÑ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó íàëîãîì ñ ïðîäàæ è
íàëîãîì íà ïðèáûëü. Îí îêàçûâàåò îïðåäåëåííîå âëèÿíèå íà ôóíêöèþ
ïðåäëîæåíèÿ, ñíèæàÿ åå, íî êàêîå èìåííî − çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ
C1(V ) è C2(V ).

Ïîäîõîäíûé íàëîã

Ýòîò íàëîã â îòëè÷èå îò âñåõ ïðåäûäóùèõ îòíîñèòñÿ íå ê ïðîèç-
âîäèòåëÿì, à ê ïîòðåáèòåëÿì. Ïðåäåëüíàÿ ñòàâêà ïîäîõîäíîãî íàëîãà
ti(I) ∈ [0, 1] ïîêàçûâàåò, êàêàÿ ÷àñòü äîõîäà I äîëæíà áûòü óïëà÷åíà
â âèäå íàëîãà. Òèïè÷íûé âèä íàëîãà ñîîòâåòñòâóåò êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé
íåóáûâàþùåé ïðåäåëüíîé ñòàâêå íàëîãà (ñì. ðèñ. 20.2).

-
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II1 I2 I3

Ðèñ. 20.2 Ðèñ. 20.3

Çäåñü I1 − íàëîãîíåîáëàãàåìûé ìèíèìóì. Ñåé÷àñ â Ðîññèè äåéñòâóåò
áîëåå ïðîñòàÿ ñõåìà íàëîãîîáëîæåíèÿ: âåñü äîõîä ñâûøå I1 îáëàãàåòñÿ
ïî ñòàâêå 13% (ñì. ðèñ. 20.3).

Â áþäæåòå Ðîññèè, â îòëè÷èå îò ÑØÀ, ïîäîõîäíûé íàëîã äàåò íåáîëü-
øóþ äîëþ (10%), à íàèáîëåå âàæíûìè ÿâëÿþòñÿ ÍÄÑ, àêöèçû è íàëîã
íà ïðèáûëü.

Ðàñ÷åò ñòàâêè íàëîãà
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèòèå ðûíî÷íûõ îòíîøåíèé â Ðîññèè ïðîèñõî-

äèò â óñëîâèÿõ ðåçêîãî ñîêðàùåíèÿ ðåàëüíîé çàðàáîòíîé ïëàòû â âàæ-
íåéøèõ áþäæåòíûõ îòðàñëÿõ. Â ðåçóëüòàòå çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü íàèáîëåå
ýíåðãè÷íûõ è ñïîñîáíûõ ðàáîòíèêîâ óõîäÿò èç ãîñóäàðñòâåííûõ ñèñòåì
îáðàçîâàíèÿ, çäðàâîîõðàíåíèÿ, íàóêè è êóëüòóðû. Ýòîò ïðîöåññ ïðåä-
ñòàâëÿåò ñåðüåçíóþ óãðîçó äëÿ áóäóùåãî Ðîññèè. Òàêèì îáðàçîì, ïî-
âûøåíèå ðåàëüíîé çàðàáîòíîé ïëàòû ðàáîòíèêîâ áþäæåòíîé ñôåðû ÿâ-
ëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Èñòî÷íèêîì äëÿ ïîêðûòèÿ ðàñõîäîâ
áþäæåòà ìîãóò ñëóæèòü íàëîãîâûå ïîñòóïëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ çàäà÷ó ðàñ÷åòà ñòàâêè íàëîãà ñ ïðîäàæ äëÿ ìîäåëè îäíîïðî-
äóêòîâîé ýêîíîìèêè. Ïóñòü S(p) − ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà, D1(p)
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− ôóíêöèÿ ñïðîñà ÷àñòè íàñåëåíèÿ, îòíîñÿùåéñÿ ê ðûíî÷íîìó ñåêòî-
ðó, Q2(p) − äîõîäû íàñåëåíèÿ, îòíîñÿùåãîñÿ ê áþäæåòíîìó ñåêòîðó, èç
âíåáþäæåòíûõ èñòî÷íèêîâ, D2 − æåëàòåëüíûé îáúåì ïîòðåáëåíèÿ äëÿ
ýòîé ÷àñòè íàñåëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèè S(p) è D1(p) − îä-
íîçíà÷íûå. Òîãäà â îòñóòñòâèå íàëîãà ðàâíîâåñíàÿ öåíà îïðåäåëÿåòñÿ èç
óñëîâèÿ S(p̃) = D1(p̃) +Q2(p̃)/p̃.

Íåîáõîäèìîñòü ââåäåíèÿ íàëîãà âîçíèêàåò â ñëó÷àå, åñëèQ2(p̃) < p̃D2.
Ïóñòü p̃(ts) − ðàâíîâåñíàÿ öåíà ïðè ñòàâêå íàëîãà ñ ïðîäàæ ts. Äëÿ ðàñ-
÷åòà íåîáõîäèìîé ñòàâêè ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé:

S(p̃(ts)(1− ts)) = D1(p̃(ts)) +D2,

p̃(ts)D2 = Q2(p̃(ts)) + tsS(p̃(ts)(1− ts))p̃(ts).

Ýòà ñèñòåìà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íóæíîå çíà÷åíèå ñòàâêè ts è ñî-
îòâåòñòâóþùóþ öåíó p̃(ts) â îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî ïà-
ðàìåòðîâ ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñïðîñ ðûíî÷íîãî ñåêòîðà ÿâëÿåòñÿ
íåýëàñòè÷íûì (D1(p) ≡ D1), à âíåáþäæåòíûé äîõîä áþäæåòíèêîâ ïðî-
ïîðöèîíàëåí öåíå (Q2(p) = Kp), òî

ts = (D2 −K)/(D1 +D2), p̃(ts) = S−1(D1 +D2)/(1− ts).

Óïðàæíåíèå 20.1. Ïîñòðîèòü è èññëåäîâàòü àíàëîãè÷íûå ìîäåëè äëÿ
ðàñ÷åòà ñòàâîê àêöèçíîãî íàëîãà è íàëîãà íà ïðèáûëü.

Îäíàêî íà ïðàêòèêå íàëîãîâûõ ïîñòóïëåíèé ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ íåäî-
ñòàòî÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðåãóëèðîâàíèÿ ðûíî÷íîé
ýêîíîìèêè, ðàçðàáîòàííûå Êåéíñîì è åãî ïîñëåäîâàòåëÿìè (ñì.[2]), ïðå-
äóñìàòðèâàþò åäèíñòâåííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ: óâåëè÷åíèå íîìèíàëüíîé
çàðïëàòû. Ñâÿçàííûé ñ ýòèì ðîñò áþäæåòíûõ ðàñõîäîâ âåäåò ê óñèëåíèþ
èíôëÿöèè, ñïåêóëÿòèâíîìó õàðàêòåðó ýêîíîìè÷åñêîé àêòèâíîñòè.

Àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ ðîñò ïðåäëîæåíèÿ äåøåâûõ ïîòðåáèòåëüñêèõ
òîâàðîâ è ñíèæåíèå ðûíî÷íûõ öåí. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé ðåãóëèðîâà-
íèÿ ïðåäëîæåíèÿ− ýòî òîâàðíûå èíòåðâåíöèè. Ãîñóäàðñòâåííûå è ðåãèî-
íàëüíûå îðãàíû óïðàâëåíèÿ îñóùåñòâëÿþò èõ ïóòåì çàêóïêè òîâàðîâ íà
âíåøíåì ðûíêå (ëèáî ïî ñïåöèàëüíûì äîãîâîðàì ñ ìåñòíûìè ïðåäïðèÿ-
òèÿìè) è ïåðåïðîäàæè ïîòðåáèòåëÿì ïî ñíèæåííûì öåíàì. Äðóãîé ïóòü
− âûäåëåíèå ïðåäïðèÿòèÿì ñóáñèäèé èëè ëüãîòíûõ êðåäèòîâ äëÿ âíå-
äðåíèÿ òåõíîëîãèé ñ íèçêèìè ñåáåñòîèìîñòÿìè. Ñëåäóþùàÿ ìîäåëü ïî-
ñâÿùåíà ïîèñêó îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, ïîçâîëÿþùåé îáåñïå÷èòü íåêî-
òîðûé ôèêñèðîâàííûé óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ äëÿ ëþäåé, îñíîâíîé äîõîä
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êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿþò âûïëàòû èç áþäæåòà (çàðïëàòû, ñòèïåíäèè, ïåí-
ñèè è ò.ï.). Îïòèìàëüíîå îïðåäåëåíèå ýòîãî óðîâíÿ ïðåäñòàâëÿåò ñàìî-
ñòîÿòåëüíóþ ïðîáëåìó, êîòîðàÿ çäåñü íå îáñóæäàåòñÿ. Ìû ðàññìàòðè-
âàåì ñòðàòåãèè, ñî÷åòàþùèå îáà óêàçàííûõ ïîäõîäà: ïîâûøåíèå íîìè-
íàëüíûõ äîõîäîâ è äîòèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâà áîëåå äåøåâûõ òîâàðîâ
− è îïðåäåëÿåì îïòèìàëüíîå èõ ñî÷åòàíèå. Ïðè ýòîì ðåøàåòñÿ çàäà-
÷à ìèíèìèçàöèè îáùèõ ðàñõîäîâ áþäæåòà. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà íàèáîëåå
îïðàâäàíà íà ðåãèîíàëüíîì óðîâíå, íà êîòîðûé ïàäàåò áîëüøàÿ ÷àñòü
ðàñõîäîâ ïî ôèíàíñèðîâàíèþ áþäæåòíûõ îòðàñëåé. Èìåííî äëÿ ýòîãî
óðîâíÿ ôîðìóëèðóåòñÿ è èçó÷àåòñÿ îïèñàííàÿ çàäà÷à.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ðûíîê ñ îäíèì òîâàðîì. Ïóñòü A − êîíå÷íîå
ìíîæåñòâî ôèðì, ïîñòàâëÿþùèõ òîâàð. Êàæäàÿ ôèðìà a ðàñïîëàãàåò
íàáîðîì ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé Ia. Ìîùíîñòü i ∈ Ia õàðàêòåðè-
çóåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îáúåìîì Vi è ïîñòîÿííîé óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòüþ
ci åäèíèöû ïðîäóêöèè. Êàæäàÿ ôèðìà ñòðåìèòñÿ ê ìàêñèìàëüíîé ïðè-
áûëè. Âñå äîñòóïíûå ìîùíîñòè ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ îäíîâðåìåííî.

Ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ Si(p) óêàçûâàåò êîëè÷åñòâî òîâàðà, âûïóñêàå-
ìîãî íà ìîùíîñòè òèïà i â çàâèñèìîñòè îò öåíû p, è èìååò âèä

Si(p) =


0, p < ci,

[0, Vi], p = ci,

Vi, p > ci.
Îáùèé îáúåì ïîñòàâîê òîâàðà íà ðûíîê çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

S(p) =
∑
a∈A

∑
i∈Ia

Si(p).

Íàñåëåíèå ðåãèîíà äåëèòñÿ íà äâå ãðóïïû − íåçàâèñèìóþ è çàâèñè-
ìóþ − ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíäèâèäóóìû ïåðâîé ãðóïïû îòíîñÿòñÿ ê
÷àñòíîé ñôåðå ýêîíîìèêè è ñàìîñòîÿòåëüíî îáåñïå÷èâàþò ñåáÿ òîâàðîì.
Äëÿ çàâèñèìûõ æèòåëåé ðåãèîíà îñíîâíûì èñòî÷íèêîì äîõîäà ÿâëÿåòñÿ
áþäæåò, è çàäà÷à àäìèíèñòðàöèè − îáåñïå÷èòü îïðåäåëåííûé óðîâåíü
ïîòðåáëåíèÿ ýòèõ æèòåëåé. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè çàâèñèìàÿ ãðóïïà
ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîðîäíîé.

Ïóñòü ôóíêöèÿ D1(p) îïðåäåëÿåò ñïðîñ íà òîâàð ñî ñòîðîíû ïåðâîé
(íåçàâèñèìîé) ãðóïïû. Äîõîä çàâèñèìîé ãðóïïû èç ïðî÷èõ èñòî÷íèêîâ,
êðîìå ðåãèîíàëüíîãî áþäæåòà, çàäàåòñÿ ôóíêöèåé pD2(p). Âåñü ýòîò äî-
õîä âìåñòå ñ âûïëàòàìè èç áþäæåòà, èëè ñóáñèäèÿìè, ðàñõîäóåòñÿ íà
ïðèîáðåòåíèå òîâàðà. Òàêèì îáðàçîì, ñïðîñ íà òîâàð ñî ñòîðîíû çàâèñè-
ìîé ãðóïïû ñîñòàâëÿåò D2(K, p) = D2(p)+K/p, ãäå K − îáúåì ñóáñèäèé.
Öåíà p̃(K) íà ðûíêå îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ áàëàíñà ñïðîñà è ïðåäëî-
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æåíèÿ:
D1(p) +D2(K, p) ∈ S(p). (20.1)

Ôóíêöèè ñïðîñà D1(p) è D2(p) ïðåäïîëàãàþòñÿ äèôôåðåíöèðóåìûìè è
íåâîçðàñòàþùèìè.

Ïóñòü D2 − æåëàòåëüíûé óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ çàâèñèìîé ãðóïïû. Â
îòñóòñòâèå ñóáñèäèé, ò. å. ïðè K = 0, ðàâíîâåñíàÿ öåíà p̃(0) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ D2(p̃(0)) < D2 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óêàçàííûé óðîâåíü
ïîòðåáëåíèÿ äîñòèãàåòñÿ áåç âìåøàòåëüñòâà àäìèíèñòðàöèè).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ql(p) = pDl(p) ñïðîñ â äåíåæíîì âûðàæåíèè ïî
öåíå p äëÿ l-îé ãðóïïû íàñåëåíèÿ, l = 1, 2, à ÷åðåç KD(p) îáúåì ñóáñèäèé,
íåîáõîäèìûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâèñèìàÿ ãðóïïà ìîãëà ïðèîáðåñòè òîâàð
â êîëè÷åñòâå D2 ïî öåíå p. Òîãäà

KD(p) = (D2 −D2(p))p = D2p−Q2(p). (20.2)

Ïóñòü ps − öåíà , äëÿ êîòîðîé D1(ps) +D2 ∈ S(ps) (ðèñ. 20.4).

-

6

pD p ps q(p) = cj(p)

V

D1(p) +D2

D1(p) +D2(p)

D1(p)

S(p)

p

Ðèñ. 20.4

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü çà ñ÷åò ñóáñèäèé æåëàòåëüíûé óðîâåíü
ïîòðåáëåíèÿ çàâèñèìîé ãðóïïû, ñëåäóåò âûäåëèòü èõ â îáúåìå

KD(ps) = (D2 −D2(ps))ps.

Äðóãîé ïóòü ïîâûøåíèÿ óðîâíÿ ïîòðåáëåíèÿ çàâèñèìîé ãðóïïû ñâÿçàí
ñ èçìåíåíèåì ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà íà ðûíêå.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ öåíó p < ps. Åñëè àäìèíèñòðàöèÿ îáåñïå-
÷èò äîïîëíèòåëüíîå ïðåäëîæåíèå òîâàðà â îáúåìå D1(p) +D2 − S(p) ïî
ýòîé öåíå è îäíîâðåìåííî âûäåëèò ñóáñèäèè çàâèñèìîé ãðóïïå â ðàç-
ìåðå KD(p), òî p îêàæåòñÿ íîâîé ðàâíîâåñíîé öåíîé. Îáùåå çíà÷åíèå
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ñîñòàâèò D1(p) +D2 è áóäåò äîñòèãíóò æåëàåìûé
óðîâåíü ïîòðåáëåíèÿ çàâèñèìîé ãðóïïû. Äîïîëíèòåëüíîå ïðåäëîæåíèå
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ìîæíî îáåñïå÷èòü, çàêëþ÷àÿ ñ ïðåäïðèÿòèÿìè äîãîâîðû, ïðåäóñìàòðè-
âàþùèå âûïóñê ïðîäóêöèè íà ìîùíîñòÿõ, äëÿ êîòîðûõ ñåáåñòîèìîñòü
ci > p. Ïðè ýòîì îïëàòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñåáåñòîèìîñòè. (Îíà ôàêòè-
÷åñêè è îïðåäåëåíà âûøå êàê ìèíèìàëüíàÿ öåíà, îáåñïå÷èâàþùàÿ ïðè-
áûëüíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé ìîùíîñòè). Ïðàêòè÷åñêè, äîãîâîð ìî-
æåò ïðåäóñìàòðèâàòü, íàïðèìåð, äîïëàòó çà ðàáîòó â âå÷åðíèå è íî÷-
íûå ÷àñû èëè âûõîäíûå. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ðåàëèçàöèè òàêîãî äîãîâîðà
íåîáõîäèì êîíòðîëü, èñêëþ÷àþùèé âîçìîæíîñòü ôàêòè÷åñêîãî âûïóñêà
ïîñòàâëÿåìîãî òîâàðà íà ìîùíîñòÿõ ñ íèçêèìè ñåáåñòîèìîñòÿìè.

Âîçìîæíûé âàðèàíò − çàêóïêà àäìèíèñòðàöèåé òîâàðà íà âíåøíåì
ðûíêå. Â ýòîì ñëó÷àå ñåáåñòîèìîñòü âêëþ÷àåò ðàñõîäû íà äîñòàâêó. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ S(p) îòðàæàåò âñå óêàçàííûå âîç-
ìîæíîñòè.

Îïðåäåëèì, êàêîâà ìèíèìàëüíàÿ âåëè÷èíà Ks(p) ðàñõîäîâ àäìèíè-
ñòðàöèè íà äîïîëíèòåëüíîå ïðåäëîæåíèå òîâàðà ïî öåíå p â êîëè÷åñòâå
D1(p)+D2−S(p). Ïóñòü òåõíîëîãèè ïåðåíóìåðîâàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòà-
íèÿ ñåáåñòîèìîñòè: c1 ≤ c2 ≤ ... ≤ cm, à ìîùíîñòè i(p), j(p) îïðåäåëÿþòñÿ
èç óñëîâèé

i(p) = max{i | ci ≤ p},
∑
i<j(p)

Vi < D1(p) +D2 ≤
∑
i≤j(p)

Vi.

Òîãäà ñëåäóåò çàêëþ÷èòü äîãîâîðû íà ïîëíóþ çàãðóçêó ìîùíîñòåé
i(p)+1, ..., j(p)−1, à íà ìîùíîñòè j(p) − îáåñïå÷èòü âûïóñê â êîëè÷åñòâå

V j(p)(p) = D1(p) +D2 −
∑
i<j(p)

Vi

(ñì. ðèñ. 20.4). Ðàçìåð íåîáõîäèìûõ äîòàöèé ñîñòàâèò

Ks(p) =

j(p)∑
i=i(p)+1

V i(p)(ci − p),

ãäå V i(p) = Vi, i = i(p) + 1, ..., j(p)− 1.
Ââåäÿ îáîçíà÷åíèå q(p) = cj(p), ìîæíî ïåðåïèñàòü ýòî âûðàæåíèå â

èíòåãðàëüíîé ôîðìå

Ks(p) =

q(p)∫
p

(D1(p) +D2 − S(p))dp =
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= (D1(p) +D2)(q(p)− p)−
q(p)∫
p

S(p)dp. (20.3)

Îòìåòèì, ÷òî q(p) − êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, èìå-
þùàÿ ðàçðûâû â òî÷êàõ pk, ïîëó÷àåìûõ èç óðàâíåíèé

D1(p) +D2 =
k∑
i=1

Vi, k = 1, ...,m.

Äàëåå, D1(p) + D2 − S(p) > 0 ïðè p ∈ [p, q(p)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
ôóíêöèÿ Ks(p) íåïðåðûâíàÿ è óáûâàþùàÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç pD öåíó, ïî êîòîðîé çàâèñèìàÿ ãðóïïà â ñîñòîÿ-
íèè áåç ñóáñèäèé ïðèîáðåñòè òîâàð â êîëè÷åñòâå D2, ò.å. D2(pD) = D2.
Àäìèíèñòðàöèè, î÷åâèäíî, íåò ñìûñëà ïîääåðæèâàòü íîâóþ ðàâíîâåñ-
íóþ öåíó íèæå pD. Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ôè-
íàíñèðîâàíèÿ çàâèñèìîé ãðóïïû ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì öåíû
p ∈ [pD, ps], êîòîðóþ àäìèíèñòðàöèÿ ðåãèîíà ïîääåðæèâàåò êàê ðàâíî-
âåñíóþ. Çàäà÷à âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó

p∗ ∈ Arg min
p∈[pD,ps]

K(p), (20.4)

ãäå K(p) = KD(p)+Ks(p), à KD(p) è Ks(p) îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî (20.2)
è (20.3).

Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ K(p) èìååò ïðîèçâîäíóþ

K̇(p) = S(p) + Ḋ1(p)(q(p)− p)−D1(p)− Q̇2(p) (20.5)

âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê p = ci, i = 1, ...,m, è òî÷åê ñêà÷êîâ ôóíê-
öèè q(p). Â ýòèõ òî÷êàõ p ïðîèçâîäíàÿ èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà,
ïðè÷åì K̇+(p) > K̇−(p). Â äàëüíåéøåì áóäåì áîëåå êîðîòêî ãîâîðèòü,
÷òî ôóíêöèÿ K̇(p) îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó.

Óïðàæíåíèå 20.2. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ñóììàðíîãî ñïðîñà
D(p) = D1(p)+D2(p)+K/p ýëàñòè÷íîñòü e(D(p)) = |pḊ(p)/D(p)| < 1, òî
Q̇1(p) + Q̇2(p) > 0 ïðè âñåõ p ∈ [pD, ps].

Óïðàæíåíèå 20.3. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè D̈1(p) ≥ 0, à Q̇2(p) ≤ 0, òî
ôóíêöèÿ K(p) âûïóêëà, è íåîáõîäèìîå óñëîâèå åå ìèíèìóìà K̇−(p∗) ≤
0, K̇+(p∗) ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì.
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Òåîðåìà 20.1. Ëþáîå ðåøåíèå p∗ çàäà÷è (20.4) óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâó p∗ ≤ ps. Â çàâèñèìîñòè îò ôóíêöèé ñïðîñà D1(p), D2(p) îïòè-
ìàëüíàÿ öåíà p∗ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

1) Ïóñòü ñïðîñ D1(p) íà îòðåçêå [pD, ps] ïîñòîÿíåí. Åñëè äåíåæíûé
ñïðîñ Q2(p) íà ýòîì îòðåçêå òàêæå ïîñòîÿíåí, òî îïòèìàëüíàÿ öåíà p∗

ñîâïàäàåò ñ öåíîé ðàâíîâåñèÿ p̃ äëÿ ðûíêà ñ îäíîé (íåçàâèñèìîé) ãðóïïîé
ïîòðåáèòåëåé è îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ D1 ∈ S(p̃). Åñëè ôóíêöèÿ Q2(p)
âîçðàñòàåò íà îòðåçêå [pD, ps], òî p∗ > p̃, à åñëè óáûâàåò, òî p∗ < p̃.

2) Ïóñòü ñïðîñ êàæäîé ãðóïïû ñêëàäûâàåòñÿ èç ïîñòîÿííîé è óáû-
âàþùåé ñîñòàâëÿþùèõ: Dl(p) = Al + Bl/p, l = 1, 2, p ∈ [pD, ps]. Òîãäà
îïòèìàëüíàÿ öåíà îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

A1 + A2 + q(p∗)B1/(p
∗)2 ∈ S(p∗).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó S+(ps) ≥ D1(ps) +D2 > D1(ps) +D2(ps),
q(ps) = ps, òî èç ñîîòíîøåíèÿ (20.5) ñëåäóåò, ÷òî K̇(p) > 0 â ïðàâîé ïî-
ëóîêðåñòíîñòè òî÷êè ps, îòêóäà p∗ ≤ ps. Åñëè D1(p) ≡ D1, òî èç (20.5)
ñëåäóåò ðàâåíñòâî K̇(p) = S(p)−D1−Q̇2(p) ïî÷òè âñþäó, îòêóäà âûòåêàåò
óòâåðæäåíèå 1). Â óñëîâèÿõ 2) ôóíêöèÿ K̇(p) = S(p)−A1−A2−q(p)B1/p

2

îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó è ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ. Ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùåå åé îòîáðàæåíèå K̇(p), p ∈ [pD, ps],
îïðåäåëÿÿ åãî çíà÷åíèå â êàæäîé òî÷êå ðàçðûâà êàê îòðåçîê îò ëåâîãî
äî ïðàâîãî ïðåäåëà. Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè K(p) íàéäåòñÿ åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà p∗, äëÿ êîòîðîé 0 ∈ K̇(p∗). Ýòà òî÷êà è áóäåò ðåøåíèåì
çàäà÷è (20.4).

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ñî÷åòàíèå ñóáñèäèé íàñåëåíèþ è äîòàöèé
ïðîìûøëåííîñòè ìîæåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü îáùèå ðàñõîäû áþäæå-
òà ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà èç áþäæåòà ôèíàíñèðóåòñÿ òîëüêî
ñïðîñ çàâèñèìîé ãðóïïû. Â ïðèìåðå, èçîáðàæåííîì íà ðèñ. 20.5, ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî D1(p) ≡ D1, D2(p) ≡ 0.

-

6

pps

Va)

D1 +D2

D1

p̃
-

6

pps

Vá)

D1 +D2

D1

p̃

Ðèñ. 20.5
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Ïëîùàäè çàøòðèõîâàííûõ îáëàñòåé íà ãðàôèêàõ à) è á) ïîêàçûâà-
þò çàòðàòû áþäæåòà ïðè îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè p∗ = p̃ è ïðè p∗ = ps
ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äðóãóþ âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ïðåäëîæåíèÿ −
ïðåäîñòàâëåíèå äîòàöèé äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ ìîùíîñòåé. Êàæäàÿ ïîòåí-
öèàëüíàÿ ìîùíîñòü i õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: ìàêñè-
ìàëüíûì îáúåìîì ïðîèçâîäñòâà Vi, óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòüþ ïðîèçâîä-
ñòâà ĉi è êàïèòàëîåìêîñòüþ ki. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íåîá-
õîäèìûå êàïèòàëîâëîæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû ââîäèìîìó â äåéñòâèå îáú-
åìó V i ≤ Vi è ñîñòàâëÿþò V iki.

Ïîñêîëüêó öåëüþ àäìèíèñòðàöèè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ òåêóùèõ ðàñ-
õîäîâ áþäæåòà, òî îïòèìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ñìåøàííîå ôèíàíñèðîâàíèå
íîâîé ìîùíîñòè. Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûé ðàçìåð äîòàöèè, îáåñïå÷è-
âàþùèé "ðûíî÷íóþ"íîðìó η ïðèáûëè íà âëîæåíèå ÷àñòíîãî êàïèòàëà.
Ïóñòü k̃i − îáúåì äîòàöèé íà åäèíèöó ââîäèìîé ìîùíîñòè, p − öåíà íà
òîâàð. Òîãäà ìèíèìàëüíûé ðàçìåð äîòàöèè îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøå-
íèÿ (p− ĉi + k̃i)/ki = η, îòêóäà k̃i = ĉi + kiη − p.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëàãàÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíûõ ìîùíîñòåé ci = ĉi + kiη,
ìû ôîðìàëüíî ñâîäèì çàäà÷ó âûáîðà îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè ê ðàññìîò-
ðåííîé âûøå çàäà÷å (20.4). Èñõîäÿ èç ýòîãî, íèæå ìû ðàññìàòðèâàåì â
ìîäåëÿõ òîëüêî ðåàëüíûå ìîùíîñòè. Ñëåäóåò, îäíàêî èìåòü â âèäó, ÷òî
íà ïðàêòèêå ïðè êîíêóðåíöèè ðåàëüíûõ è ïîòåíöèàëüíûõ ìîùíîñòåé ñó-
ùåñòâåííûìè ìîãóò îêàçàòüñÿ è äðóãèå êðèòåðèè, ïîìèìî ìèíèìèçàöèè
áþäæåòíûõ ðàñõîäîâ.

��21. Ìîäåëè îðãàíèçàöèè íàëîãîâîé èíñïåêöèè

Â ýòîì ïàðàãðàôå èçëîæåíî íåñêîëüêî òåîðåòèêî-èãðîâûõ ìîäåëåé,
ïîñòðîåííûõ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîáëåì óêëîíåíèÿ îò óïëàòû íàëîãîâ è êîð-
ðóïöèè â íàëîãîâîé èíñïåêöèè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå íàëî-
ãîïëàòåëüùèêîâ, èìåþùèõ ñëó÷àéíûé äîõîä, è öåíòðà. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî â
êîíöå êàæäîãî îò÷åòíîãî ïåðèîäà íàëîãîïëàòåëüùèê ïîäàåò íàëîãîâóþ
äåêëàðàöèþ. Äåêëàðèðîâàííûé äîõîä îáëàãàåòñÿ íàëîãîì â ñîîòâåòñòâèè
ñ äåéñòâóþùåé ñèñòåìîé íàëîãîîáëîæåíèÿ. Ïðè ýòîì íàëîãîïëàòåëüùèê
ìîæåò ïîïðîáîâàòü óêëîíèòüñÿ îò óïëàòû íàëîãà, äåêëàðèðóÿ ìåíüøóþ
ñóììó, ÷åì åãî ðåàëüíûé äîõîä. Â ñëó÷àå ïðîâåðêè íàëîãîâîé äåêëàðàöèè
ôàêò ïîïûòêè óêëîíåíèÿ âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ èíñïåêòîðîì. Ïîéìàííûé
íàðóøèòåëü îïëà÷èâàåò íåäîñòàþùóþ ÷àñòü íàëîãîâîé ñóììû è íàêàçû-
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âàåòñÿ øòðàôîì.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàëîãîâàÿ ïðîâåðêà òðåáóåò îïðåäåëåííûõ èç-
äåðæåê è ÷òî öåíòð çàèíòåðåñîâàí â ìàêñèìèçàöèè ÷èñòîãî íàëîãîâîãî
ñáîðà (ò.å. ñðåäñòâ, ïîëó÷åííûõ çà ñ÷åò ñáîðà íàëîãîâ è øòðàôîâ çà âû-
÷åòîì èçäåðæåê íà ïðîâåðêè). Äëÿ îäíîðîäíîé ãðóïïû íàëîãîïëàòåëü-
ùèêîâ öåíòð ðàñïîëàãàåò ëèøü èíôîðìàöèåé, ïîëó÷åííîé èç íàëîãîâûõ
äåêëàðàöèé, è â çàâèñèìîñòè îò íåå îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ âåðîÿò-
íîñòü ïðîâåðîê íàëîãîâûõ äåêëàðàöèé. Çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà ïðîâåðêè.

Ìîäåëü íàëîãîîáëîæåíèÿ ñ äâóìÿ óðîâíÿìè äîõîäà

Ðàññìîòðèì ìîäåëü ñ äâóìÿ âîçìîæíûìè óðîâíÿìè äîõîäà IL è IH ,
ãäå IL < IH . Íàëîãîïëàòåëüùèêè ïîëó÷àþò íèçêèé è âûñîêèé äîõîäû IL
è IH ñ âåðîÿòíîñòÿìè q è 1− q ñîîòâåòñòâåííî. Íèçêèé äîõîä íå îáëàãà-
åòñÿ, à ñ âûñîêîãî áåðåòñÿ íàëîã T . Òàêèì îáðàçîì, íàëîãîïëàòåëüùèê
ñ âûñîêèì äîõîäîì èìååò ñòèìóë äåêëàðèðîâàòü íèçêèé äîõîä. ×òîáû
ïðåäîòâðàòèòü òàêèå äåéñòâèÿ íàëîãîïëàòåëüùèêà, íàëîãîâàÿ èíñïåê-
öèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ p ïðîâåðÿåò íàëîãîïëàòåëüùèêîâ, äåêëàðèðóþùèõ
íèçêèé äîõîä. Åñëè íàëîãîïëàòåëüùèê ñ âûñîêèì äîõîäîì äåêëàðèðó-
åò íèçêèé äîõîä IL è åãî äåêëàðàöèÿ ïðîâåðÿåòñÿ, òî ôàêò óêëîíåíèÿ
îò óïëàòû íàëîãà âñåãäà îáíàðóæèâàåòñÿ, è íàëîãîïëàòåëüùèê äîëæåí
âûïëàòèòü øòðàô F , âêëþ÷àþùèé íåóïëà÷åííûé íàëîã. Ñòîèìîñòü ïðî-
âåðêè ðàâíà c. Çàäà÷à ðóêîâîäñòâà íàëîãîâîé èíñïåêöèè ñîñòîèò â òîì,
÷òîáû íàéòè îïòèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü p ïðîâåðêè äåêëàðàöèé, óêàçû-
âàþùèõ íèçêèé äîõîä IL. Ïðè ýòîì ìàêñèìèçèðóåòñÿ ÷èñòûé íàëîãîâûé
ñáîð R, ò.å. âñå ïîñòóïëåíèÿ îò íàëîãîâ è øòðàôîâ çà âû÷åòîì çàòðàò íà
ïðîâåðêè.

Îïèøåì ïîâåäåíèå íàëîãîïëàòåëüùèêà. Îí âûáèðàåò ñâîþ ñòðàòåãèþ
èç ìíîæåñòâà {IL, IH} ïðè ïîëó÷åíèè âûñîêîãî äîõîäà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî íàëîãîïëàòåëüùèêó èçâåñòíà ñòðàòåãèÿ p íàëîãîâîé èíñïåêöèè, è
îí ìàêñèìèçèðóåò ñâîé îæèäàåìûé äîõîä, ñðàâíèâàÿ äîõîä ïðè ÷åñòíîì
ïîâåäåíèè IH − T è óêëîíåíèè îò íàëîãà IH − pF . Òàêèì îáðàçîì, åñ-

ëè âåðîÿòíîñòü ïðîâåðêè óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó p < p̂
def
= T/F , òî

âñå íàëîãîïëàòåëüùèêè ñ âûñîêèì äîõîäîì óêëîíÿþòñÿ, è ÷èñòûé íàëî-
ãîâûé äîõîä ãîñóäàðñòâà â ðàñ÷åòå íà îäíîãî íàëîãîïëàòåëüùèêà ðàâåí
R(p) = p(qF − c). Åñëè p > p̂, óêëîíåíèÿ íå ïðîèñõîäèò, è äîõîä èìååò
âèä R(p) = qT − p(1− q)c (ðèñ. 21.1).
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-

6

��
��* HH

HH

R(p)

0 p̂ = T/F 1 p

Ðèñ. 21.1

Ïðè âåðîÿòíîñòè ïðîâåðêè p = p̂ íàëîãîïëàòåëüùèêó áåçðàçëè÷íî −
óêëîíÿòüñÿ èëè íåò. Â ýòîì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îí íå óêëîíÿåòñÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, p̂ − ïîðîãîâàÿ âåðîÿòíîñòü, ò.å. ìèíèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü
ïðîâåðêè, îáåñïå÷èâàþùàÿ ÷åñòíîå ïîâåäåíèå íàëîãîïëàòåëüùèêîâ. Îò-
ìåòèì, ÷òî äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ïðèìåðîì èåðàðõè÷åñêîé èãðû Γ1,
îïðåäåëåííîé â � 11.

Óòâåðæäåíèå 21.1. Îïòèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðîâåðêè p∗ = p̂, åñëè
qF > (1 − q)c. Ïðè ýòîì ìàêñèìàëüíûé ÷èñòûé íàëîãîâûé äîõîä ãîñó-
äàðñòâà R∗ ïîëîæèòåëåí è ðàâåí qT − p̂(1 − q)c. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
p∗ = 0, R∗ = 0, ò.å. ýòó ãðóïïó íàëîãîïëàòåëüùèêîâ íåò ñìûñëà ïðîâå-
ðÿòü.

Óïðàæíåíèå 21.1. Äîêàæèòå óòâåðæäåíèå 21.1.

Ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ ñëó÷àéíûå îøèáêè

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàëîãîïëàòåëüùèêè ñ âûñîêèì äîõîäîì ìî-
ãóò íåïðåäíàìåðåííî îøèáàòüñÿ è îïðåäåëÿþò ñâîé äîõîä êàê íèçêèé ñ
âåðîÿòíîñòüþ m. Òàêèå îøèáêè íå ìåíÿþò ïîðîãîâóþ âåðîÿòíîñòü ïðî-
âåðêè, êîòîðàÿ ïîîùðÿåò ÷åñòíîå ïîâåäåíèå íàëîãîïëàòåëüùèêîâ, îöå-
íèâøèõ ñâîé äîõîä êàê âûñîêèé: îíè äåêëàðèðóþò âûñîêèé äîõîä ïðè
p ≥ p̂ = T/F .

Îáîçíà÷èì ñðåäíèé äîõîä íàëîãîïëàòåëüùèêà ñ ó÷åòîì îøèáêè ÷åðåç
Icp, à ÷èñòûé íàëîãîâûé äîõîä ãîñóäàðñòâà ÷åðåç R(p). Òîãäà

Icp =

{
(1− q)IL + q(IH − pF ), p < p̂,

(1− q)IL + q(IH − (1−m)T −mpF ), p ≥ p̂,

R(p) =

{
p(qF − c), p < p̂,

q[(1−m)T + pm(F − c)]− (1− q)pc, p ≥ p̂.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïðåäåëÿåò îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ãîñóäàð-
ñòâà.
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Óòâåðæäåíèå 21.2. 1) Ïóñòü qF−c > 0. Òîãäà åñëè øòðàô çà óêëîíå-

íèå F > F
def
= (qm+ 1− q)c/(qm), òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ãîñóäàðñòâà

p∗ = 1. Åñëè F < F , òî îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ãîñóäàðñòâà p∗ = p̂.

2) Ïóñòü qF − c < 0. Òîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ãîñóäàðñòâà

p∗ =

{
0, F q ≤ c(qm+ 1− q),

p̂, F q ≥ c(qm+ 1− q).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå çàìåòèì, ÷òî â òî÷êå p̂ çíà÷åíèå R(p̂) =
qT − p̂c(mq+1−q) áîëüøå ëåâîãî ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ R−(p̂) = qT − p̂c.
Ïðè F > F äîõîä R(p) âîçðàñòàåò ïî p êàê íà ïîëóèíòåðâàëå [0, p̂), òàê
è íà îòðåçêå [p̂, 1]. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ R(p) âîçðàñòàåò íà îòðåçêå
[0, 1] è p∗ = 1. Ïðè F ∈ (c/q, F ) ðàçíèöà ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî R(p)
óáûâàåò íà îòðåçêå [p̂, 1] è ïîýòîìó p∗ = p̂. Íàêîíåö ïðè 0 < F < c/q
äîõîä óáûâàåò íà îáîèõ èíòåðâàëàõ, òàê ÷òî ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ íà
îäíîì èç ëåâûõ êîíöîâ: ïðè F > mF p∗ = p̂, R∗ = R(p̂) > 0, ïðè
F < mF p∗ = 0, R∗ = 0. Íàêîíåö, ïðè F = mF p∗ ∈ {p̂, 1}, R∗ = 0.

Óïðàæíåíèå 21.2. Íàéäèòå îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ãîñóäàðñòâà â
ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ: 1) F = F ; 2) F = c/q.

Ìîäåëè ñ ó÷åòîì êîððóïöèè

Ðàññìîòðèì ìîäåëè, â êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ âî âíèìàíèå âîçìîæ-
íîñòü ïîäêóïà èíñïåêòîðà ïîéìàííûì ïëàòåëüùèêîì. Èññëåäóåì ñëó÷àé
äâóõ âîçìîæíûõ äîõîäîâ IL è IH (IL < IH), ïîëó÷àåìûõ ñ âåðîÿòíîñòÿ-
ìè 1 − q è q ñîîòâåòñòâåííî. Êàê è â ïðåäûäóùåé ìîäåëè, ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî íèçêèé äîõîä íå îáëàãàåòñÿ íàëîãîì, à âûñîêèé äîõîä îáëà-
ãàåòñÿ íàëîãîì T. Òàêèì îáðàçîì, ó íàëîãîïëàòåëüùèêîâ ñ äîõîäîì IH
åñòü ñòèìóë äåêëàðèðîâàòü äîõîä IL. Äåêëàðàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ íèçêèé
äîõîä, ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà íàëîãîâîé èíñïåêöèåé. Ïðîâåðêà âñåãäà
âûÿâëÿåò ðåàëüíûé äîõîä, åå ñòîèìîñòü ðàâíà c. Øòðàô çà óêëîíåíèå F
âêëþ÷àåò íåóïëà÷åííóþ ñóììó íàëîãà. Èíñïåêòîð, îáíàðóæèâøèé óêëî-
íåíèå, ìîæåò áûòü ïîäêóïëåí ïîéìàííûì ïëàòåëüùèêîì, â ýòîì ñëó÷àå
îí ñêðûâàåò ðåçóëüòàò ïðîâåðêè. Öåíòð ïðîâåðÿåò èíîãäà èíñïåêòîðîâ,
ïîäòâåðæäàþùèõ íèçêèå äîõîäû, è íàêàçûâàåò èõ, åñëè âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî
ôàêò óêëîíåíèÿ îò óïëàòû íàëîãà áûë ñêðûò. (Èíñïåêòîðîâ íàêàçûâàþò
çà ïëîõóþ ðàáîòó, à íå çà âçÿòêó, òàê êàê åå ñëîæíî äîêàçàòü.) Âåðîÿòíî-
ñòè p è pc ïðîâåðêè è ïåðåïðîâåðêè, ïðîâîäèìîé öåíòðîì, ÿâëÿþòñÿ åãî
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ñòðàòåãèåé. Íåêà÷åñòâåííàÿ ïðîâåðêà íàêàçûâàåòñÿ äåíåæíûì øòðàôîì
F̃ . Ïîâòîðíàÿ ïðîâåðêà ñòîèò c̃. Öåíòð ìàêñèìèçèðóåò ÷èñòûé äîõîä â
áþäæåò, ñîñòîÿùèé èç íàëîãîâ è øòðàôîâ çà âû÷åòîì èçäåðæåê íà âñå
ïðîâåðêè. Íàéäåì îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòåé p è pc è ïðîâå-
äåì ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç äîõîäà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðîâ øòðàôîâ.
Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì, êàê îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåð âçÿòêè b â ñëó÷àå, êîãäà
íåïëàòåëüùèê ïîéìàí èíñïåêòîðîì. Ïîäêóï âûãîäåí íàëîãîïëàòåëüùè-
êó è èíñïåêòîðó, åñëè b + pcF < F è b > pcF̃ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì
îáðàçîì, ïîäêóï âîçìîæåí, åñëè F (1− pc) > pcF̃ èëè

pc < p̂c
def
= F/(F + F̃ ). (21.1)

Äîïóñòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå b = γF (1− pc) + (1− γ)pcF̃ , γ ∈ (0, 1), ãäå
ïàðàìåòð γ õàðàêòåðèçóåò áëèçîñòü âçÿòêè b ê ìàêñèìóìó. Â ÷àñòíîñòè,
γ ≈ 1 îçíà÷àåò, ÷òî ðàçìåð âçÿòêè äèêòóåò èíñïåêòîð, γ ≈ 0 ïîêàçûâàåò,
÷òî îí äîâîëüñòâóåòñÿ ìàëûì. Íàëîãîïëàòåëüùèê ñ âûñîêèì äîõîäîì
óêëîíÿåòñÿ, åñëè p(b+pcF ) < T. Åñëè ñîîòíîøåíèå (21.1) íå âûïîëíÿåòñÿ,
à p < p̂, òî íàëîãîïëàòåëüùèê óêëîíÿåòñÿ, íî íå äàåò âçÿòêè â ñëó÷àå
ïîèìêè. Ñðåäè âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàð (p, pc) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå
îáëàñòè (ðèñ. 21.2).

-

6
pc

p̂c

0 p̂ T/(γF ) p

a)

b)

c2)

c1)

Ðèñ. 21.2

a) pc < p̂c, p(b+ pcF ) = p(γF + pc(1− γ)(F + F̃ )) < T.
Â ýòîì ñëó÷àå íàëîãîïëàòåëüùèê óêëîíÿåòñÿ, èíñïåêòîðû áåðóò âçÿò-
êè, è ÷èñòûé íàëîãîâûé ñáîð â ðàñ÷åòå íà îäíîãî íàëîãîïëàòåëüùèêà
ñîñòàâëÿåò R(p, pc) = p[pc(q(F + F̃ )− c̃)− c].

b) pc > p̂c, p < p̂.
Â ýòîì ñëó÷àå íàëîãîïëàòåëüùèêè óêëîíÿþòñÿ, íî èíñïåêòîðû íå áåðóò
âçÿòêè è R(p, pc) = p[qF − c− pc(1− q)c̃].

c1) pc > p̂c, p > p̂.
c2) pc < p̂c, p(b+ pcF ) = p(γF + pc(1− γ)(F̃ + F )) > T.
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Â óñëîâèÿõ c1) è c2) íàëîãîïëàòåëüùèê íå óêëîíÿåòñÿ è
R(p, pc) = qT − (1− q)p(c+ pcc̃).

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 21.3. Ïóñòü øòðàôû F è F̃ ïîäîáðàíû òàêèì îáðàçîì,
÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

p̂c(q(F + F̃ )− c̃)− c > 0. (21.2)

Òîãäà â îáëàñòè a) äîõîä â áþäæåò R(p, pc) ñòðåìèòñÿ ê âåðõíåé ãðàíè
Ra ïðè pc → p̂c è p → p̂. Âåðõíèå ãðàíè Rb è Rc1 â îáëàñòÿõ b) è c1)
ðåàëèçóþòñÿ íà òåõ æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ âåðîÿòíîñòåé, áîëåå òîãî,
Ra < Rb < Rc1. Â îáëàñòè c2) òå æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòåé
ðåàëèçóþò âåðõíþþ ãðàíü äîõîäà â áþäæåò
Rc2 = Rc1 = qT − p̂(c+ (1− q)p̂cc̃)

a, åñëè

p̂c < c(1− γ)/(c̃γ), (21.3)

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïðè p→ T/(γF ) è pc = 0 äîõîä ñòðåìèòñÿ ê âåðõíåé
ãðàíè Rc2 = qT − (1− q)cT/(γF ).

Çàìå÷àíèå 1.Ïðè îïòèìàëüíûõ âåðîÿòíîñòÿõ íàëîãîïëàòåëüùèêè âû-
ïëà÷èâàþò îäíó è òó æå ñóììó â âèäå íàëîãà â ñëó÷àÿõ a), b) è c1). Îä-
íàêî èçäåðæêè íà ïðîâåðêè è ïåðåïðîâåðêè ñîêðàùàþòñÿ ïðè ïåðåõîäå
ñèñòåìû èç îáëàñòè ðàâíîâåñèÿ a) â b) è èç b) â c1).

Çàìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (21.3) âûïîëíÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè
γ → 0, ò.å. â ñëó÷àå êîãäà íàëîãîïëàòåëüùèê äèêòóåò ðàçìåð âçÿòêè. Ïðè
γ → 1, ò.å. â ñëó÷àå êîãäà èíñïåêòîð äèêòóåò ðàçìåð âçÿòêè, îïòèìàëü-
íî íå ïðîâåðÿòü èíñïåêòîðîâ è óâåëè÷èòü â 1/γ âåðîÿòíîñòü àóäèòîð-
ñêîé ïðîâåðêè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñòûé íàëîãîâûé ñáîð ïðè îïòèìàëüíîé
ñòðàòåãèè àóäèòà ñîñòàâëÿåò

R∗ = T
[
q − (1− q) min

[ c
F

+
c̃

F + F̃
,
c

γF

]]
.

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ÷èñòîãî íàëîãî-
âîãî ñáîðà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà øòðàôîâ è íàëîãîâ äàåò ÿñíûå
ðåçóëüòàòû: R âîçðàñòàåò ïî T è F , à òàêæå ïî F̃ , åñëè âûïîëíÿåòñÿ
ñîîòíîøåíèå

F̃

F
≥ c̃

c(1/γ − 1)−1 − 1
,
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è íå çàâèñèò îò F̃ , åñëè ýòî ñîîòíîøåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.
Åñëè âåðîÿòíîñòè p è pc ôèêñèðîâàíû, òî ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç óñëîæ-

íÿåòñÿ. Õîòÿ â êàæäîé èç îáëàñòåé a), b), c1) è c2) íàëîãîâûé ñáîð R
ìîíîòîíåí ïî øòðàôàì è íàëîãó (÷òî ñîîòâåòñòâóåò çäðàâîìó ñìûñëó),
ïåðåõîäû èç îäíîé îáëàñòè â äðóãóþ ìîãóò âíåñòè íåîæèäàííûå èçìåíå-
íèÿ. Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.

1) Ïóñòü p < p̂, pc = p̂c. Óâåëè÷èì ñëåãêà øòðàô F : F ′ = F + dF.
Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà ïåðåõîäèò èç îáëàñòè b) â îáëàñòü a) è íàëîãîâûé
ñáîð R ïàäàåò.

2) Ïóñòü pc = p̂c, p = p̂. Â ýòîì ñëó÷àå íåáîëüøîå óâåëè÷åíèå íàëîãà
âëå÷åò ïåðåõîä ñèñòåìû èç îáëàñòè c1) â îáëàñòü b) è, êàê ñëåäñòâèå,
ñîêðàùåíèå íàëîãîâîãî ñáîðà R.

Êîììåíòàðèé è áèáëèîãðàôèÿ ê ãëàâå IY

� 16. Êîíöåïöèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ëåæèò â îñíîâå ñîâðåìåí-
íîé ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè. Ñîãëàñíî èçâåñòíûì "òåîðåìàì î áëàãîñîñòî-
ÿíèè", êîíêóðåíòíîå ðàâíîâåñèå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ñîñòîÿíèåì ýêî-
íîìèêè, è îòêëîíåíèå îò íåãî ñâÿçàíî ñî ñíèæåíèåì åå ýôôåêòèâíîñòè.
Îäíàêî, èçâåñòíîå êà÷åñòâåííîå îïèñàíèå óñëîâèé ñîâåðøåííîé êîíêó-
ðåíöèè (ñì. Ë. Âàëüðàñ [19], Ä. Ãåéë [35]) íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì
â òîì ñìûñëå, ÷òî íå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ êîíêðåòíîãî ðûíêà, âû-
ïîëíåíû ëè ýòè óñëîâèÿ, è åñëè íåò, òî íà ñêîëüêî ìîãóò îòêëîíÿòüñÿ
öåíû îò ðàâíîâåñíûõ ïî Âàëüðàñó. Çíà÷èòåëüíàÿ äîëÿ ðåàëüíûõ ðûíêîâ
îòíîñèòñÿ ê îëèãîïîëèÿì: â òî âðåìÿ, êàê ëþáîé îòäåëüíûé ïîòðåáèòåëü,
ïî-âèäèìîìó, íå îáëàäàåò ðûíî÷íîé âëàñòüþ è åãî äîëÿ â îáùåì îáúåìå
ïðîäàæ ñîñòàâëÿåò äîëè ïðîöåíòà, íàèáîëåå êðóïíûé ïðîèçâîäèòåëü íà
òàêèõ ðûíêàõ îáåñïå÷èâàåò íå ìåíåå 10% îò îáùåãî ïîòðåáëåíèÿ. Ïî-
ýòîìó èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è îöåíêè îæèäàåìîãî îò-
êëîíåíèÿ îò ñîñòîÿíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ
îëèãîïîëèè ïðåäñòàâëÿþò áîëüøîé èíòåðåñ.

� 18. Óòâåðæäåíèå 18.1 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ñîñòîÿíèè êîíêóðåíòíîãî
ðàâíîâåñèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íàöèîíàëüíûé äîõîä (ñóììàðíàÿ ïðè-
áûëü ýêîíîìèêè). Ñîñòîÿíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ òàêæå
îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî è, áîëåå òîãî, ñîîòâåòñòâóåò ÿäðó êîîïåðàòèâ-
íîé èãðû (ñì. [85]). Ïîäðîáíåå î òðóäíîñòÿõ ïëàíîâîé ýêîíîìèêè ÑÑÑÐ
ñì. [80].

� 19. Òèïè÷íûì ïîäõîäîì ê îöåíêå îæèäàåìîãî îòêëîíåíèÿ îò ðàâíî-
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âåñèÿ ïî Âàëüðàñó ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ ñ ðå-
øåíèåì èãðû, îïèñûâàþùåé îëèãîïîëèñòè÷åñêóþ êîíêóðåíöèþ. Îáû÷-
íîé êîíöåïöèåé ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèå ïî Íýøó
â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî ðàâíîâåñèÿ è åãî
ñâîéñòâ â ìîäåëè îëèãîïîëèè ïî Êóðíî ðàññìàòðèâàëèñü âî ðàáîòàõ B.
Íîâ÷åêà [77], Í.Ñ. Êóêóøêèíà [56], Ð. Àìèðà [3] è äð. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè
äîâîëüíî îáùèõ óñëîâèÿõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó.
Äëÿ ñèììåòðè÷íîé îëèãîïîëèè îòêëîíåíèå ðàâíîâåñíîãî ïî Íýøó èñõîäà
îò èñõîäà ïî Âàëüðàñó óáûâàåò è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà ÷èñëî ïðîèçâî-
äèòåëåé âîçðàñòàåò è ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü
õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêè ïî Âàëüðàñó.
Îíà òàêæå ìîæåò ÿâëÿòüñÿ òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì àíòèòðåñòîâ-
ñêèõ çàêîíîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ ìàêñèìàëüíóþ äîëþ ïðîäàæ íà ðûíêå
äëÿ êàæäîãî ïðîèçâîäèòåëÿ (ñì. [64]).

Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ìîäåëè Êóðíî íà ïîâåäåíèå ïðî-
èçâîäèòåëåé íàêëàäûâàþòñÿ êðàéíå ñòðîãèå îãðàíè÷åíèÿ. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî êàæäûé ïðîèçâîäèòåëü òîâàðà âñåãäà ïðåäëàãàåò ôèêñèðîâàííûé
îáúåì òîâàðà íåçàâèñèìî îò ñëîæèâøåéñÿ öåíû. Íà ïðàêòèêå ó êàæäî-
ãî ïðîèçâîäèòåëÿ èìååòñÿ áîëüøå âîçìîæíîñòåé âëèÿòü íà öåíó. Ëèáî
ïðîèçâîäèòåëü ïðÿìî óñòàíàâëèâàåò öåíó ñâîåé ïðîäóêöèè (êàê íà àóê-
öèîíå ïåðâîé öåíû), ëèáî ñòðàòåãèÿìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ,
êîòîðûå îïðåäåëÿþò öåíó îòñå÷åíèÿ (êàê â ñëó÷àå àóêöèîíà çàÿâîê). Òåì
íå ìåíåå, óïîìÿíóòûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ìîäåëè Êóðíî, ÿâëÿþòñÿ
âàæíûìè. Äëÿ íåñêîëüêèõ òèïîâ ðûíêîâ ñ öåíîâîé êîíêóðåíöèåé èëè ñ
êîíêóðåíöèåé ôóíêöèé ïðåäëîæåíèÿ äîêàçàíî, ÷òî èñõîäû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ñîâåðøåííîìó ïîäûãðîâîìó ðàâíîâåñèþ, ñîâïàäàþò ñ èñõîäîì ïî
Êóðíî. Ä. Êðåïñ è Äæ. Øåéíêìàí [54] ïîêàçàëè ýòî äëÿ äâóõýòàïíîé
ìîäåëè, â êîòîðîé ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàþòñÿ îáúåìû âûïóñêà, à çàòåì
ïðîèçâîäèòåëè äåéñòâóþò â ðàìêàõ ìîäåëè öåíîâîé êîíêóðåíöèè. Ä. Ìî-
ðåíî è Ë. Óáåäà [69] ïîëó÷èëè àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ îòðàñëè, ãäå
ôèðìû ñ èäåíòè÷íîé òåõíîëîãèåé ñíà÷àëà âûáèðàþò ïðîèçâîäñòâåííûå
ìîùíîñòè, à çàòåì êîíêóðèðóþò, óñòàíàâëèâàÿ ðåçåðâíûå öåíû, êîòîðûå
îïðåäåëÿþò ïðîñòåéøèå ôóíêöèè ïðåäëîæåíèÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íà áîëüøåé ÷àñòè ðåàëüíûõ ðûíêîâ êàæäûé
ïðîèçâîäèòåëü ìîæåò íàçíà÷èòü êàê öåíó, òàê è îáúåì âûïóñêà òîâàðà.
Ïåðâàÿ ìîäåëü òàêîãî òèïà ïðåäëîæåíà Æ. Áåðòðàíîì [10] è ðàññìàòðè-
âàåò ôèðìû-ïðîèçâîäèòåëè ñ îäèíàêîâûìè è ïîñòîÿííûìè óäåëüíûìè
ñåáåñòîèìîñòÿìè è íåîãðàíè÷åííûìè ïðîèçâîäñòâåííûìè ìîùíîñòÿìè.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîäàâöû îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî íàçíà÷àþò
öåíû íà ïðåäëàãàåìûé òîâàð, à ïîêóïàòåëè ðàñêóïàþò åãî â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ öåí: ñíà÷àëà ïðîäóêöèþ ôèðì, íàçíà÷èâøèõ ìèíèìàëüíóþ
öåíó, çàòåì, åñëè ñïðîñ åùå íå óäîâëåòâîðåí, ïðîäóêöèþ ôèðì, íàçíà-
÷èâøèõ ñëåäóþùóþ ïî âîçðàñòàíèþ öåíó, è ò.ä. Âûïóñê òîâàðà ïðîèç-
âîäèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòóïèâøèìè çàÿâêàìè. Â ìîäåëè Áåðòðàíà
ðàâíîâåñíûå öåíû ïî Âàëüðàñó è ïî Íýøó ñîâïàäàþò ìåæäó ñîáîé è ñ
ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè. Ôèðìû ïîëó÷àþò íóëåâóþ ïðèáûëü. Íà ýòîì
îñíîâàíèè ìîäåëü êðèòèêîâàëàñü êàê íå ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåàëüíîìó ïî-
âåäåíèþ èãðîêîâ (ñì. Á. Àëåí è Ì. Õåëüâèã [2]). Äåéñòâèòåëüíî, îíà íå
ó÷èòûâàåò ìíîãî âàæíûõ àñïåêòîâ, â ÷àñòíîñòè äèíàìè÷åñêîãî õàðàêòå-
ðà òîðãîâ, âîçìîæíîñòè ñãîâîðà àãåíòîâ è ò.ä. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýòè
àðãóìåíòû íèêàê íå ìîãóò ñëóæèòü îñíîâàíèåì â ïîëüçó âûáîðà ìîäåëè
Êóðíî.

Ý. Ýäæâîðò [110],Àëåí è Õåëüâèã [2], à òàêæå Õ. Âèâñ [32] ðàññìàò-
ðèâàëè ìîäåëü, îòëè÷àþùóþñÿ îò ïðåäûäóùåé ëèøü òåì, ÷òî êàæäàÿ
ôèðìà õàðàêòåðèçóåòñÿ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòüþ.
Ýäæâîðò ïîëó÷èë ñëåäóþùåå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ ïî Íýøó: åñëè ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü âñåõ ïðîèçâîäèòåëåé çà èñ-
êëþ÷åíèåì ïðîäàâöà ñ ìàêñèìàëüíîé ïðîèçâîäñòâåííîé ìîùíîñòüþ ïðå-
âûøàåò îáúåì ñïðîñà ïî öåíå, ðàâíîé óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòè, òî ðàâ-
íîâåñíàÿ ïî Íýøó öåíà ñîâïàäàåò ñ öåíîé êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ è
ðàâíà óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâîéñòâà ìîäåëè ñó-
ùåñòâåííî çàâèñÿò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì ïîòðåáèòåëè ïîëó÷àþò äîñòóï
ê ïðåäëàãàåìîìó òîâàðó. Êàæäûé ïîòðåáèòåëü õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçåðâ-
íîé öåíîé: ïîêà äîñòóïíàÿ öåíà íà òîâàð íå ïðåâûøàåò ðåçåðâíóþ, åãî
ñïðîñ ïîñòîÿíåí, à ïî áîëåå âûñîêèì öåíàì îí íå õî÷åò ïðèîáðåòàòü òî-
âàð. Èñõîä îáìåíà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ïîòðåáèòåëè
(ñ áîëåå âûñîêèìè èëè ñ áîëåå íèçêèìè ðåçåðâíûìè öåíàìè) èìåþò ïðè-
îðèòåò ïðè ïîêóïêå òîâàðà. Ïîðÿäîê ïîòðåáèòåëåé îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ
îñòàòî÷íîãî ñïðîñà, óêàçûâàþùóþ ñïðîñ íà òîâàð â çàâèñèìîñòè îò öåíû
è îò ôàêòè÷åñêîãî ïðåäëîæåíèÿ òîâàðà ïî ìåíüøèì öåíàì.

Â ëèòåðàòóðå ïîðÿäîê ïîòðåáèòåëåé ÷àñòî çàäàåòñÿ â âèäå "ïðàâèëà
ðàöèîíèðîâàíèÿ". Àëåí è Õåëüâèã [2] ðàññìàòðèâàþò "ïðîïîðöèîíàëüíîå
ïðàâèëî ðàöèîíèðîâàíèÿ", ñîãëàñíî êîòîðîìó òîâàð ïî î÷åðåäíîé öåíå
ïðåäëàãàåòñÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêå ïîòðåáèòåëåé, è èõ ðàñïðåäåëåíèå ïî
ðåçåðâíûì öåíàì ñîâïàäàåò ñ ðàñïðåäåëåíèåì âî âñåì ìíîæåñòâå ïîòðå-
áèòåëåé. Åñëè â ýòîì ñëó÷àå îáùàÿ ìîùíîñòü ïðîèçâîäèòåëåé, äåéñòâóþ-
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ùèõ íà ðûíêå, íèæå, ÷åì ñïðîñ ïî öåíå, ðàâíîé óäåëüíîé ñåáåñòîèìîñòè,
òî ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ â îáùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ íå
ñóùåñòâóåò. Àëåí è Õåëüâèã [2] òàêæå ðàññìàòðèâàþò ðàâíîâåñèå ïî Íý-
øó â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ. Îíè õàðàêòåðèçóþò ñïåêòð ýòîãî ðàâíîâå-
ñèÿ è ïîêàçûâàþò, ÷òî ìîíîïîëüíàÿ öåíà âõîäèò â íåãî ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòüþ. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîäòâåðæäàåò, ÷òî ïðîäàæíûå öåíû â äàí-
íîì ñëó÷àå ìîãóò ñóùåñòâåííî îòêëîíÿòüñÿ êàê îò ðàâíîâåñèÿ Âàëüðàñà,
òàê è îò ðàâíîâåñèÿ Êóðíî. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ïðèìåíåíèå ñìåøåí-
íûõ ñòðàòåãèé íà òîâàðíûõ ðûíêàõ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàëîïðàâäîïîäîá-
íûì. Ðàçâåðíóòóþ êðèòèêó ïî ýòîìó ïîâîäó ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Äæ.
Ôðèäìàíà [90]. Â ðàáîòå [32] Âèâñ ðàññìàòðèâàë "ïðàâèëî ìàêñèìèçàöèè
ïðèáûëè ïîòðåáèòåëÿ", ñîãëàñíî êîòîðîìó ïîêóïàòåëè îáñëóæèâàþòñÿ â
ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ðåçåðâíîé öåíû. Â ýòîì ñëó÷àå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó,
ñîîòâåòñòâóþùåå êîíêóðåíòíîìó ðàâíîâåñèþ, ñóùåñòâóåò ïðè äîñòàòî÷-
íî ýëàñòè÷íîì ñïðîñå.

Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî â äîâîëüíî îáùèõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ â ìîäåëÿõ öåíîâîé êîíêóðåíöèè íå ñóùåñòâóåò ðàâíîâåñèé ïî Íý-
øó â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ. À.À. Âàñèí [23] è Ò. Áîðäæåñ [14] ðàññìàòðèâàëè
äðóãîé ïîäõîä ê îöåíêå îæèäàåìîãî ñîñòîÿíèÿ ðûíêà è îòêëîíåíèÿ îò
êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Îí ñâÿçàí ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì èñêëþ÷åíèåì
äîìèíèðóåìûõ ñòðàòåãèé è èññëåäîâàíèåì àäàïòèâíîé äèíàìèêè öåí, â
÷àñòíîñòè, äèíàìèêè íàèëó÷øèõ îòâåòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îçíà-
÷àþò, ÷òî òðàäèöèîííûé ïîäõîä ê îöåíêå ñòåïåíè êîíêóðåíòíîñòè ðûíêà
(èìååòñÿ â âèäó àíòèìîíîïîëüíîå çàêîíîäàòåëüñòâî − îíî ãëàñèò, ÷òî
ðûíîê ÿâëÿåòñÿ êîíêóðåíòíûì, åñëè îòäåëüíûé ïðîèçâîäèòåëü êîíòðî-
ëèðóåò íåáîëüøóþ äîëþ ïðîäàæ) äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì
ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîòåíöèàëüíîãî îòêëîíåíèÿ ðûíêà îò ñîñòîÿíèÿ êîíêó-
ðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ íà ñàìîì äåëå âàæíî òî, íà-
ñêîëüêî áûñòðî ðàñòåò ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ öåíû
êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ. Îäèí èç ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî
ðûíîê, â êîòîðîì ðàâíîâåñèå óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîé çàãðóç-
êå ïðîèçâîäñòâåííûõ ìîùíîñòåé, îáëàäàåò òåíäåíöèåé ê ñóùåñòâåííîìó
îòêëîíåíèþ îò ñîñòîÿíèÿ êîíêóðåíòíîãî ðàâíîâåñèÿ, äàæå åñëè êàæäûé
îòäåëüíûé ïðîèçâîäèòåëü êîíòðîëèðóåò íåáîëüøóþ äîëþ ðûíêà. Äëÿ
íåêîòîðûõ òîâàðîâ áîëåå àäåêâàòíûì îïèñàíèåì ðûíî÷íîé êîíêóðåíöèè
ñ÷èòàþòñÿ ìîäåëè ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì âûáîðîì öåí è îáúåìîâ âûïóñêà
[90].

Óòâåðæäåíèå 19.6 äîïîëíÿåò ðåçóëüòàò Ä. Êðåïñà è Äæ. Øåéíêìàíà

233



ÃËÀÂÀ IV. ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓÞ ÝÊÎÍÎÌÈÊÓ

[54] î ñîîòâåòñòâèè ñîâåðøåííîãî ïîäûãðîâîãî ðàâíîâåñèÿ èñõîäó Êóðíî
â ñëó÷àå ïðèîðèòåòà ïîòðåáèòåëåé ñ áîëüøèìè ðåçåðâíûìè öåíàìè.

� 20. Ìîäåëè îïòèìàëüíîãî âûáîðà íàëîãîâûõ ñòàâîê ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ýêîíîìèêîé îáùåñòâåííîãî ñåêòîðà (ñì. À. Àòêèíñîí è Äæ. Ñòèãëèö
[4], Ã. Ìàéëñ [62], Ñ.Ì. Ìîâøîâè÷ è äð. [66]) Â ðàáîòàõ À.À. Âàñèíà è
Å.È. Ïàíîâîé [24], À.À. Âàñèíà è Ï.À. Âàñèíîé [26], À.À. Âàñèíà è äð. [27]
ïîêàçàíî, ÷òî óêëîíåíèå îò íàëîãîâ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà îïòèìàëüíûé
âûáîð íàëîãîâ è íàëîãîâûõ ñòàâîê.

� 21. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò, îòíîñÿùèéñÿ ê îïòèìàëüíîìó àóäèòó ïðÿ-
ìûõ íàëîãîâ, ïðèíàäëåæèò È. Ñàí÷åñ è Äæ. Ñîáåëþ [86]. Îíè ðàññìîò-
ðåëè ãðóïïó íàëîãîïëàòåëüùèêîâ ñî ñëó÷àéíûì ðàñïðåäåëåíèåì äîõî-
äà, çàäàííûì ïîëîæèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ â èíòåðâàëå [l, h]. Äëÿ ëþ-
áîãî äîõîäà I íàëîã îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ T (I), óñòàíàâëèâàåìîé
ïðàâèòåëüñòâîì. Íàëîã ñòðîãî âîçðàñòàåò ïî I. Ðóêîâîäñòâî èíñïåêöèè
óñòàíàâëèâàåò âåðîÿòíîñòü ïðîâåðêè p(I) â çàâèñèìîñòè îò ïðîäåêëàðè-
ðîâàííîãî äîõîäà I. Â ñëó÷àå îáíàðóæåíèÿ íåïðîäåêëàðèðîâàííîãî äî-
õîäà øòðàô ïðîïîðöèîíàëåí íåäîïëà÷åííîìó íàëîãó ñ êîýôôèöèåíòîì
1 + π > 1 (òàê êàê øòðàô âêëþ÷àåò íåäîïëà÷åííûé íàëîã). Äëÿ çàäà-
÷è ìàêñèìèçàöèè ÷èñòîãî íàëîãîâîãî äîõîäà ðàáîòà [86] ïîêàçûâàåò, ÷òî
îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ïðîâåðîê âñåãäà îòíîñèòñÿ ê êëàññó "ïîðîãîâûõ
ïðàâèë":

p∗(I) =

{
1/(1 + π), I < I,

0, I ≥ I.

äëÿ íåêîòîðîãî I ∈ [l, h]. Èòàê, êàæäûé ïðîäåêëàðèðîâàííûé äîõîä I < I
ïðîâåðÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/(1+π) − ìèíèìàëüíîé âåðîÿòíîñòüþ, ïðè
êîòîðîé íåâûãîäíî äåêëàðèðîâàòü I äëÿ ëþáîãî ðåàëüíîãî äîõîäà I ′ > I.

Ô. Êîóýëë è Ã. Ãîðäîí [51] ñðàâíèâàþò ðàçëè÷íûå äîñòóïíûå ñòðàòå-
ãèè ïðîâåðîê ïðè ñáîðå êîñâåííîãî íàëîãà. Àâòîðû ìîäåëèðóþò óêëîíå-
íèå îò óïëàòû íàëîãîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèðìà-íàëîãîïëàòåëüùèê
äåëàåò âûáîð ìåæäó íàëîãîîáëàãàåìîé äåÿòåëüíîñòüþ è äåÿòåëüíîñòüþ
â òåíåâîì ñåêòîðå ýêîíîìèêè. Åñëè ôèðìà ïîäâåðãàåòñÿ ïðîâåðêå è âû-
ÿâëÿåòñÿ åå äåÿòåëüíîñòü â òåíåâîì ñåêòîðå, òî åå îáÿçûâàþò âûïëàòèòü
íåäîñòàþùèé íàëîã è íàêàçûâàþò øòðàôîì. Âåðîÿòíîñòü ïðîâåðêè çà-
âèñèò îò äåêëàðàöèè ïî ïðàâèëó "îòñå÷åíèÿ", ò.å. ôèðìû, äåêëàðèðó-
þùèå äîõîä ìåíüøå, ÷åì îïðåäåëåííàÿ âåëè÷èíà, âñåãäà ïðîâåðÿþòñÿ.
Óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îïòèìàëüíûé ñëó÷àéíûé àóäèò
áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì îïòèìàëüíîå ïðàâèëî îòñå÷åíèÿ, è íàîáîðîò.
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Ñâÿçü ìåæäó óêëîíåíèåì îò óïëàòû íàëîãîâ è êîððóïöèåé èññëåäî-
âàëàñü âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (ñì., íàïðèìåð, Ï. ×àíäëåð è Ë. Óàéëüä [108],
À.À. Âàñèí è Î.Á. Àãàïîâà [25], Ë.Å. Ñîêîëîâñêèé [87]).

×àíäëåð è Óàéëüä [108] îïèñûâàþò âçàèìîäåéñòâèå íàëîãîâûõ èí-
ñïåêòîðîâ (àóäèòîðîâ) è íàëîãîïëàòåëüùèêîâ òàê, êàê ýòî ñäåëàíî â ïî-
ñëåäíåì � 21. Îòëè÷èå îò íàøåãî ïîäõîäà ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü
àóäèòîðñêîé ïðîâåðêè îïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîâåñíûìè ïî Íýøó ñòðàòåãèÿìè
èãðîêîâ, â òî âðåìÿ, êàê âåðîÿòíîñòü ïîâòîðíîé ïðîâåðêè ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ ôèêñèðîâàííîé. Â íàøåì ïîäõîäå (íàçûâàåìîì â çàïàäíîé ëèòåðàòóðå
"principal-agent") âåðîÿòíîñòè ïðîâåðîê (ò.å. ñòðàòåãèÿ öåíòðà) íå ôèê-
ñèðîâàíû è îïðåäåëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ èåðàðõè÷åñêîé èãðû Γ1.

��22. Ðåøåíèå óïðàæíåíèé

2.1. Íå ìîæåò, ïîñêîëüêó ÷èñëî 7 íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ
k · l äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë k, l ≤ 3.

2.2. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ãðàôèê ôóíêöèè F (x, y) ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé ïàðàáîëó âåòâÿìè âíèç. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ìèíèìóìà

W (x) = min
−1≤y≤2

F (x, y) = F (x, y(x)) = min[F (x,−1), F (x, 2)].

Ôóíêöèÿ íàèëó÷øåãî îòâåòà âòîðîãî èãðîêà

y(x) =

{
2, F (x,−1) ≥ F (x, 2)

−1, F (x,−1) < F (x, 2)
=

{
2, −1 ≤ x ≤ 7/4,

−1, 7/4 < x ≤ 3.

Ôóíêöèÿ ìèíèìóìà

W (x) =

{
F (x, 2) = −x2 + 11x− 24, −1 ≤ x ≤ 7/4,

F (x,−1) = −x2 − x− 3, 7/4 < x ≤ 3.

Îòñþäà x0 = 7/4 è v = W (x0) = −125/16.
Äàëåå, ôóíêöèÿ ìàêñèìóìàM(y) = max

−2≤x≤3
F (x, y) = F (x(y), y).Ôóíê-

öèÿ íàèëó÷øåãî îòâåòà ïåðâîãî èãðîêà

x(y) =

{
x = (4y + 3)/2, −1 ≤ y ≤ 3/4,

3, 3/4 < y ≤ 2,
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Ñëåäîâàòåëüíî,

M(y) =

{
F (x, y), −1 ≤ y ≤ 3/4,

F (3, y), 3/4 < y ≤ 2.

Îòñþäà

v = min
−1≤y≤2

M(y) = min[F (x|y=−1,−1), F (3, 2)] = −11/4, y0 = −1.

2.3. Äîêàæåì, ÷òî (x0, y0) − ε-ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y). Äëÿ
ëþáîãî y ∈ Y èìååì

F (x0, y) ≥ v =
= inf

y∈Y
F (x0, y) = v − ε = sup

x∈X
F (x, y0)− ε ≥ F (x0, y0)− ε.

Îòñþäà F (x0, y0) ≤ F (x0, y) + ε ∀y ∈ Y. Âòîðîå íåðàâåíñòâî èç îïðåäå-
ëåíèÿ ε-ñåäëîâîé òî÷êè äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

2.4. Ïóñòü âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (2.4). Ïîëîæèì v = v = v. Äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 âîçüìåì xε, yε − ε-ìàêñèìèííóþ è ε-ìèíèìàêñíóþ ñòðàòåãèè,
ò.å.

v − ε ≤ inf
y∈Y

F (xε, y), sup
x∈X

F (x, yε) ≤ v + ε.

Îòñþäà v − ε ≤ F (xε, yε) ≤ v + ε è ïðè ëþáîì x ∈ X

F (x, yε) ≤ v + ε ≤ F (xε, yε) + 2ε⇒ F (x, yε)− 2ε ≤ F (xε, yε).

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî

F (xε, yε) ≤ F (xε, y) + 2ε ∀y ∈ Y.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (xε, yε) − 2ε-ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y).
Îáðàòíî, ïóñòü ïàðà (xε, yε) − ε-ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè F (x, y).

Òîãäà

F (x, yε)− ε ≤ F (xε, yε) ≤ F (xε, y) + ε ∀x ∈ X, ∀y ∈ Y.

Îòñþäà ñëåäóþò íåðàâåíñòâà

v − ε ≤ v − ε ≤ sup
x∈X

F (x, yε)− ε ≤ inf
y∈Y

F (xε, y) + ε ≤ v + ε ≤ v + ε

è xε, yε − 2ε-ìàêñèìèííàÿ è 2ε-ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèè. Êðîìå òîãî,
v ≤ v ≤ v + 2ε. Ïîñêîëüêó ε > 0 ïðîèçâîëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî v = v.
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2.5. Âîçüìåì ëþáûå äâå òî÷êè z(1) 6= z(2) ∈ Em è ëþáîå ÷èñëî
λ ∈ (0, 1). Òîãäà íåðàâåíñòâî(

λz
(1)
i + (1− λ)z

(2)
i

)2

≤ λ
(
z

(1)
i

)2

+ (1− λ)
(
z

(2)
i

)2

(22.1)

ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

0 ≤ λ(1− λ)
(
z

(1)
i − z

(2)
i

)2

.

Ïîñëåäíåå âûïîëíÿåòñÿ êàê ñòðîãîå, åñëè z(1)
i 6= z

(2)
i . Ñóììèðóÿ ïî i íåðà-

âåíñòâà (22.1), ïîëó÷èì

m∑
i=1

(
λz

(1)
i + (1− λ)z

(2)
i

)2

< λ
m∑
i=1

(
z

(1)
i

)2

+ (1− λ)
m∑
i=1

(
z

(2)
i

)2

,

÷òî è îçíà÷àåò ñòðîãóþ âûïóêëîñòü ôóíêöèè
m∑
i=1

z2
i .

2.6. Ïóñòü ñòðîãî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ h(z) äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷-
êàõ z(1) 6= z(2) âûïóêëîãî êîìïàêòà Z ⊂ Em. Òîãäà
(z(1) + z(2))/2 ∈ Z è èç ñòðîãîé âûïóêëîñòè ôóíêöèè h(z)

h((z(1) + z(2))/2) < (h(z(1)) + h(z(2)))/2 = min
z∈Z

h(z),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ìèíèìóìà.
3.1. Äîêàæåì, ÷òî p0 = q0 = (1/2, 1/2) − îïòèìàëüíûå ñìåøàííûå

ñòðàòåãèè èãðîêîâ, à v = 0 − çíà÷åíèå èãðû. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáûõ
p ∈ P, q ∈ Q

A(p, q0) =
2∑
i=1

(
2∑
j=1

aijq
0
j

)
pi ≡ 0 = A(p0, q0) ≡ A(p0, q)

è òðîéêà (p0, q0, 0) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.
3.2. L = (a11, ...amn; p1q1, ..., pmpn).
3.3. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ëîòåðåè L u(L) ∈ [0, 1],à èç àêñèîì V III

è V âûòåêàåò, ÷òî L ∼ (A1, Ak;u(L), 1− u(L)).
Âîçüìåì äâå ïðîèçâîëüíûå ëîòåðåè L1 è L2. Èìååì

Li ∼ (A1, Ak;u(Li), 1− u(Li)), i = 1, 2. Åñëè u(L1) = u(L2), òî L1 ∼ L2, à
åñëè u(L1) > u(L2), òî ïî ëåììå 3.3 L1 � L2.
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Ïóñòü v(L) − äðóãàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþøàÿ ñâîéñòâàì 1)−3),
ñôîðìóëèðîâàííûì â òåîðåìå 3.4. Ïîäáåðåì êîíñòàíòû c, b, èñõîäÿ èç
ðàâåíñòâ v(A1) = cu(A1) + b, v(Ak) = cu(Ak) + b. Îòñþäà, èñïîëüçóÿ
ðàâåíñòâà u(A1) = 1, u(Ak) = 0, íàõîäèì, ÷òî c = v(A1)− v(Ak) > 0,
b = v(Ak).

Äëÿ ëþáîãî l = 2, ..., k−1 èìååì Al ∼ rlA1+(1−rl)Ak. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëîòåðåè L = (A1, ..., Ak;x1, ..., xk)

v(L) =
k∑
l=1

xlv(Al) =
k∑
l=1

xl(rlv(A1) + (1− rl)v(Ak)) =

=
k∑
l=1

xl(rl(c+ b) + (1− rl)b) =
k∑
l=1

cxlrl + b = cu(L) + b.

4.1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (p0, q0, v) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòå-
ãèÿõ èãðû ñ ìàòðèöåé A. Òîãäà âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

A(p, q0) ≤ A(p0, q0) = v ≤ A(p0, q) ∀p ∈ P, ∀q ∈ Q.

Â ÷àñòíîñòè, îíè ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ

A(i, q0) ≤ v ≤ A(p0, j), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n. (∗)

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ òðîéêè (p0, q0, v) âûïîëíåíî óñëîâèå (∗).
Âîçüìåì ëþáóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ p ïåðâîãî èãðîêà, äîìíîæèì íåðà-
âåíñòâà A(i, q0) ≤ v íà pi è ñëîæèì èõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

A(p, q0) ≤ v
m∑
i=1

pi = v. Àíàëîãè÷íî, äëÿ ëþáîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè q

âòîðîãî èãðîêà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî v ≤ A(p0, q). Èòàê, A(p, q0) ≤ v ≤
A(p0, q) ∀p ∈ P, ∀q ∈ Q.

Ïîëàãàÿ çäåñü p = p0, q = q0, ïîëó÷èì A(p0, q0) = v è (p0, q0, v) −
ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

4.2. Ïóñòü (p0, q0, v) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû ñ ìàò-
ðèöåé A. Òîãäà ïî óñëîâèþ (∗)

A(i, q0) ≤ v ≤ A(p0, j), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n.

Äàëåå, B(i, q0) = A(i, q0) + c, B(p0, j) = A(p0, j) + c. Îòñþäà

B(i, q0) ≤ v + c ≤ B(p0, j), i = 1, ...,m, j = 1, ..., n
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è (p0, q0, v + c) − ðåøåíèå èãðû ñ ìàòðèöåé B.
4.3. Ïî îïðåäåëåíèþ âûðàâíèâàþùåé ñòðàòåãèè ψ0

F (x, ψ0) ≡ v ⇒ F (ϕ, ψ0) ≡ v = F (ϕ0, ψ0) ≤ F (ϕ0, ψ) ∀ψ ∈ {ψ}.

Îòñþäà òðîéêà (ϕ0, ψ0, v) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ.

4.4. Â èãðå ñ ìàòðèöåé

(
3 1 0
0 1 3

)
ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ âòîðîãî èã-

ðîêà q0 = (1/2, 0, 1/2) ÿâëÿåòñÿ âûðàâíèâàþùåé, íî íå îïòèìàëüíîé.
4.5. Íàéäåì âûðàâíèâàþùóþ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ q0 âòîðîãî èãðî-

êà. Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ïîëîæèì q0
1 = q0

4, q
0
2 = q0

3. Òîãäà ïîëó÷èì
ñèñòåìó óðàâíåíèé

q0
1 + aq0

2 = aq0
1 + q0

2 + aq0
2 = v, q0

1 + q0
2 = 1/2.

Îòñþäà q0
1 = 0.5(2 − a)−1, q0

2 = (1 − a)q0
1, v = (1 + a − a2)q0

1. Ïîñêîëüêó
ìàòðèöà A − ñèììåòðè÷íàÿ, ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ p0 = q0 ïåðâîãî èã-
ðîêà òàêæå ÿâëÿåòñÿ âûðàâíèâàþùåé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòðàòåãèè p0 è q0

îïòèìàëüíû, à v − çíà÷åíèå èãðû.
4.6. Ïîñêîëüêó X ⊂ {ϕ} è Y ⊂ {ψ},

v = max
x∈X

min
y∈Y

F (x, y) ≤ max
ϕ∈{ϕ}

min
y∈Y

F (ϕ, y) = v =

= min
ψ∈{ψ}

max
x∈X

F (x, ψ) ≤ min
y∈Y

max
x∈X

F (x, y) = v.

4.7. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0 è îòðåçîê [a′, b′] äëèíû, ìåíüøåé ε, è ñîäåð-
æàùèé âíóòðè ñåáÿ òî÷êó x0. Ïóñòü x0 − òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ϕ(x)
èìååò ñêà÷îê âåëè÷èíû δ > 0. Òîãäà â ñèëó åå ìîíîòîííîñòè ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî ϕ(b′)− ϕ(a′) ≥ δ > 0.

Ïóñòü â òî÷êå x0 ôóíêöèÿ ϕ(x) äèôôåðåíöèðóåìà è ϕ′(x0) > 0. Òîãäà
ϕ(b′) − ϕ(a′) > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ ϕ(x) íå óáûâàåò è ïî îïðå-
äåëåíèþ ïðîèçâîäíîé íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x′ > x0, áëèçêàÿ ê x0, ÷òî
ϕ(x′) > ϕ(x0).

4.8. Ïóñòü òðîéêà (p0, q0, v) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ èãðû
ñ ìàòðèöåé A. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå 1). Ïî óñëîâèþ (∗)

A(i, q0) ≤ v, i = 1, ...,m. (22.2)
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ i1 ïåð-
âîãî èãðîêà, ÷òî p0

i1
> 0 è A(i1, q

0) < v. Äîìíîæèì îáå ÷àñòè i-ãî íåðà-
âåíñòâà (22.2) íà p0

i è ñëîæèì íåðàâåíñòâà. Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî ñ íî-
ìåðîì i1 ïîñëå äîìíîæåíèÿ íà p0

i1
îñòàíåòñÿ ñòðîãèì, ïîëó÷èì

A(p0, q0) < v = A(p0, q0) (ïðîòèâîðå÷èå).
Óòâåðæäåíèå 2) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
5.1. Ïóñòü ñòðîêà i1 ìàòðèöû A ñëàáî äîìèíèðóåò ñòðîêó i2. Åñëè

ñòðàòåãèÿ i2 − ìàêñèìèííàÿ, òî ñòðàòåãèÿ i1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèí-
íîé êàê äëÿ ìàòðèöû A, òàê è äëÿ ðåäóöèðîâàííîé ìàòðèöû ñ âû÷åðê-
íóòîé i2-îé ñòðîêîé. Ïðè ýòîì íèæíåå çíà÷åíèå èãðû ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ
ñòðîêè íå ìåíÿåòñÿ.

Àíàëîãè÷íîå çàìå÷àíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñòîëáåö j1
ñëàáî äîìèíèðóåòñÿ ñòîëáöîì j2, à ñòðàòåãèÿ j2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíîé.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðîê è ñëàáî äîìèíèðóþ-
ùèõ ñòîëáöîâ â ðàñïîðÿæåíèè èãðîêîâ îñòàþòñÿ ìàêñèìèííàÿ è ìèíè-
ìàêñíàÿ ñòðàòåãèè èãðîêîâ èñõîäíîé ( è ðåäóöèðîâàííîé) èãðû, îáðàçó-
þùèå ñåäëîâóþ òî÷êó.

5.2. Âûïèøåì ìàòðèöó èãðû

A =


(2, 0) (1, 1) (0, 2)

(3, 0) 1 2 3
(2, 1) 1 1 2
(1, 2) 2 1 1
(0, 3) 3 2 1


Ñòðîêà 2 ñëàáî äîìèíèðóåòñÿ ñòðîêîé 1, à ñòðîêà 3 − ñòðîêîé 4. Ïîñëå
âû÷åðêèâàíèÿ ñëàáî äîìèíèðóåìûõ ñòðîê, çàìå÷àåì, ÷òî ñòîëáåö 2 ðàâåí
ïîëóñóììå ñòîëáöîâ 1 è 3 è ïîýòîìó åãî ìîæíî âû÷åðêíóòü. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà B =

( (2, 0) (0, 2)

(3, 0) 1 3
(0, 3) 3 1

)
. Îòñþäà íàõîäèì ðåøå-

íèå èñõîäíîé èãðû: p0 = (1/2, 0, 0, 1/2), q0 = (1/2, 0, 1/2), v = 2. Îòìåòèì,
÷òî ÷èñòàÿ ñòðàòåãèÿ 2 âòîðîãî èãðîêà òàêæå îïòèìàëüíà.

5.3. Çäåñü l1(p1) = 3p1, l2(p1) ≡ 1 è l3(p1) = 3(1 − p1). Ôóíêöèÿ
min

1≤j≤3
lj(p1) äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â òî÷êàõ îòðåçêà [1/3,2/3]. Ïîýòîìó ìíî-

æåñòâî âñåõ îïòèìàëüíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé ïåðâîãî èãðîêà èìååò
âèä P 0 = {p0 ∈ P | 1/3 ≤ p0

1 ≤ 2/3}. Âòîðîé èãðîê èìååò åäèíñòâåííóþ
îïòèìàëüíóþ ÷èñòóþ ñòðàòåãèþ 2.
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5.4. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òî÷êà z0 íå ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé ìíîæå-
ñòâà Z è ïðåäñòàâèìà â âèäå z0 = λz′ + (1− λ)z′′, z′ 6= z′′ ∈ Z, 0 < λ < 1.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ |z|2 ñòðîãî âûïóêëà íà ìíîæåñòâå Z (ñì. óïðàæíå-
íèå 2.4),

|z0|2 = |λz′ + (1− λ)z′′|2 < λ|z′|2 + (1− λ)|z′′|2 ≤ max
z∈Z

|z|2,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ òî÷êè z0.
5.5. Ìíîæåñòâî Z∗ = Arg max

z∈Z
h(z) − âûïóêëûé êîìïàêò. Ïóñòü z0

− åãî êðàéíÿÿ òî÷êà. Ïîêàæåì, ÷òî z0 − êðàéíÿÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Z.
Ïóñòü, íàïðîòèâ, íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè z′ 6= z′′ ìíîæåñòâà Z è òàêîå
÷èñëî 0 < λ < 1, ÷òî z0 = λz′ + (1− λ)z′′. Òîãäà ïî êðàéíåé ìåðå îäíà èç
òî÷åê z′ èëè z′′ íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó Z∗. Ïîýòîìó h(z0) =
λh(z′) + (1− λ)h(z′′) < max

z∈Z
h(z) (ïðîòèâîðå÷èå ñ îïðåäåëåíèåì z0).

5.6. Ïóñòü îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ p0 ïåðâîãî èãðîêà óäîâëåòâîðÿåò
ñèñòåìå óðàâíåíèé (5.3), ãäå v − çíà÷åíèå èãðû, à ìàòðèöà B = (ailjt)k×k
− íåâûðîæäåííàÿ. Ïîêàæåì, ÷òî p0 − êðàéíÿÿ îïòèìàëüíàÿ ñìåøàííàÿ
ñòðàòåãèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. p0 ïðåäñòàâèìî â âèäå p0 = λp′+
(1− λ)p′′, ãäå p′ 6= p′′ ∈ P 0, 0 < λ < 1. Èç ðàâåíñòâ

p0
i = 0 = λp′i + (1− λ)p′′i ∀i 6= il, l = 1, ..., k,

ñëåäóåò, ÷òî p′i = p′′i = 0 ∀i 6= il, l = 1, ..., k. Ïîñêîëüêó p′, p′′ − îïòèìàëü-
íûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè,

A(p′, jt) ≥ v, A(p′′, jt) ≥ v, t = 1, ..., k. (22.3)

Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (22.3) ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî êàê ðàâåí-
ñòâà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé íîìåð t1,
÷òî A(p′, jt1) > v, A(p′′, jt1) ≥ v. Óìíîæàÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî íà λ, à
âòîðîå íà 1− λ è ñêëàäûâàÿ èõ, ïîëó÷èì A(p0, jt1) > v (ïðîòèâîðå÷èå).

Èòàê,

A(p′, jt) = A(p′′, jt) ⇒
k∑
l=1

(p′il − p′′il)ailjt = 0, t = 1, ..., k.

Èç íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû B ïîëó÷èì, ÷òî
p′il = p′′il , l = 1, ..., k ⇒ p′ = p′′ (ïðîòèâîðå÷èå).
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5.7. Ïóñòü B =

(
−1 0

0 1

)
. Òîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû (5.3) è åå ðàñøè-

ðåííàÿ ìàòðèöà −1 0 −1 | 0
0 1 −1 | 0
1 1 0 | 1


èìåþò ðàíãè 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà-
Êàïåëëè ñèñòåìà (5.3) íå èìååò ðåøåíèÿ.

5.8. Ïðîäåëàåì 8 øàãîâ ïî àëãîðèòìó Áðàóíà.
Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 5.1.

k ik c1() c2() c3() v1() jk d1() d2() d3() v2()

11 3 10 8 17 17/11 2 13 11 9 9/11
12 3 10 11 14 7/6 3 12 14 6 1/2
13 3 10 14 11 14/13 3 11 17 3 3/13
14 2 10 17 8 17/14 3 13 17 6 3/7
15 2 10 20 5 4/3 3 15 17 9 3/5
16 2 10 23 2 23/16 3 17 17 12 3/4
17 2 10 26 -1 26/17 3 19 17 15 15/17
18 2 10 29 -4 29/18 3 21 17 18 17/18

Îòñþäà v∗1(18) = 1, v∗2(18) = 17/18 ⇒ ε = 1/18. Äàëåå,
t1 = 8, t2 = 18, p(18) = (1/9, 11/18, 5/18), q(8) = (1/8, 5/8, 1/4).

6.1. Ïóñòü Dα = [aα, bα], α ∈ L − ñåìåéñòâî îòðåçêîâ, ëþáûå äâà
èç êîòîðûõ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Äîêàæåì, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà
x0 ∈ Dα ∀ α ∈ L. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ òåîðåìû aα ≤ bβ ∀ α, β ∈ L.
Ñëåäîâàòåëüíî, a

def
= sup

α∈L
aα ≤ b

def
= inf

β∈L
bβ. Ëþáàÿ òî÷êà x0 ∈ [a, b] ÿâëÿåòñÿ

èñêîìîé.
6.2. Ïîëîæèì y1 = (0, 0), y2 = (0, 1), y3 = (1, 0), y4 = (1, 1). Ïî àíà-

ëîãèè ñ ïðèìåðîì 6.1 ïîêàæåì, ÷òî

(x0, ψ0, v) = ((1/2, 1/2),
4∑
j=1

Iyj/4, 1/2) − ðåøåíèå â ñìåøàííûõ ñòðàòåãè-

ÿõ. Ïðîâåðèì óñëîâèå (∗). Ôóíêöèÿ

F (x, ψ0) =
4∑
j=1

1

4
[1− (x1 − yj1)

2 − (x2 − yj2)
2]
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ñòðîãî âîãíóòà ïî x = (x1, x2). Èìååì

F ′
x1

= −
4∑
j=1

(x1 − yj1) = 0, F ′
x2

= −
4∑
j=1

(x2 − yj2) = 0.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî max
x∈X

F (x, ψ0) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x0 = (1/2, 1/2) è

ðàâåí 1/2. Äàëåå,
min
y∈Y

F (x0, y) = F (x0, y1) = 1/2 = max
x∈X

F (x, ψ0)

è óñëîâèå (∗) âûïîëíåíî.
6.3. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x, c) = σ2c21/n+ (c1 − 1)2x2 + 2c2(c1 − 1)x+ c22.

Ñòðàòåãèÿ ñòàòèñòèêà y0(z) = c01z+c02 áóäåò âûðàâíèâàþùåé, åñëè c
0
1 = 1.

Ïðè ýòîì çíà÷åíèå ôóíêöèè ðèñêà áóäåò ìèíèìàëüíûì, åñëè c02 = 0.
Åñëè c1 6= 1, òî sup

x≥0
F (x, c) = +∞. Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåííàÿ ðåøàþùàÿ

ôóíêöèÿ y0(z) = z − ìèíèìàêñíàÿ ñòðàòåãèÿ ñòàòèñòèêà.
7.1. Çàìåòèì, ÷òî sup

0≤x≤d0
F (x, d0) = sup

0≤x≤d0
p1(x) = 1 è ñòðàòåãèÿ y = d0

íå ìîæåò áûòü ìèíèìàêñíîé. Ïóñòü 0 ≤ y < d0. Òîãäà
sup

0≤x≤d0
F (x, y) =

= max[ sup
0≤x≤y

(1− p2(y))p1(x), sup
y<x≤d0

p1(x)] = max[1− p2(y), p1(y)].

Ôóíêöèÿ 1 − p2(y) âîçðàñòàåò, à ôóíêöèÿ p1(y) óáûâàåò ïî y. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ôóíêöèÿ max[1−p2(y), p1(y)] äîñòèãàåò ìèíèìóìà â òî÷êå y = d∗.
Èòàê, v = p1(d

∗).
8.1. Ïîëîæèì

w = max
x1∈U1

min
y1∈V1

max
x2∈U2(x1,y1)

min
y2∈V2(x1,y1)

· · · max
xT∈UT (αT )

min
yT∈VT (βT )

F (xT , yT ).

Îïðåäåëèì ñòðàòåãèþ x̃0 = (x̃0
t , t = 1, ..., T ) ïåðâîãî èãðîêà: ïðè ëþáûõ

t = 1, ..., T è αt = (xt−1, yt−1)

x̃0
t (αt) ∈ Arg max

xt∈Ut(αt)
min

yt∈Vt(βt)
· · · max

xT∈UT (αT )
min

yT∈VT (βT )
F (xT , yT ).
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Òîãäà äëÿ ëþáîé ñòðàòåãèè ỹ âòîðîãî èãðîêà

F (x̃0, ỹ) ≥ min
yT∈VT (βT )

F (x̃0, yT−1, yT )
def x̃0

T=

= max
xT∈UT (αT )

min
ỹT∈VT (βT )

F (x̃0
1, ..., x̃

0
T−1, xT , ỹ1, ..., ỹT−1, yT ) ≥ · · · ≥ w.

Ñëåäîâàòåëüíî,
min
ỹ∈Ỹ

F (x̃0, ỹ) ≥ w.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû äëÿ ñòðàòåãèè ỹ∗ = (ỹ∗t , t = 1, ..., T ) âòîðîãî èãðîêà,
îïðåäåëÿåìîé óñëîâèÿìè: ïðè ëþáûõ t = 1, ..., T è
βt = (xt−1, yt−1) ỹ∗t (βt) ∈

∈ Arg min
yt∈Vt(βt)

max
xt+1∈Ut+1(αt+1)

· · · min
yT∈VT (βT )

F (x̃0
1, ..., x̃

0
t , xt+1, ..xT , yT ),

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî F (x̃0, ỹ∗) = w. Îòñþäà w = v.
Ôîðìóëà äëÿ v âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
8.2. Ïîëîæèì

F 1
1 (α, β) = max

i∈Mα

min
j∈Nβ

aij, F 2
1 (α, β) = min

j∈Nβ

max
i∈Mα

aij, α, β = 1, 2.

Ïðè ýòîì

(F 1
1 (α, β))2×2 =

(
3 0
2 3

)
, (F 2

1 (α, β))2×2 =

(
5 2
2 3

)
è

v = max
α=1,2

min
β=1,2

F 1
1 (α, β)) = 2, v = min

β=1,2
max
α=1,2

F 2
1 (α, β)) = 3.

9.1. Îïðåäåëåíèå ñåäëîâîé òî÷êè (x0, y0) ôóíêöèè F (x, y) íà X × Y
ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x0, y0) = max
x∈X

F (x, y0), −F (x0, y0) = max
y∈Y

(−F (x0, y)),

÷òî ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ.
9.2. Ïóñòü â èãðå âîçíèêëà ñèòóàöèÿ (1,1). Òîãäà âûãîäíî îòêëîíèòüñÿ

ïåðâîìó èãðîêó è âîçíèêíåò ñèòóàöèÿ (2,1). Òåïåðü âûãîäíî îòêëîíèòüñÿ
âòîðîìó èãðîêó, âîçíèêíåò ñèòóàöèÿ (2,1) è ò.ä. ïî ñõåìå (1, 1) → (2, 1) →
(2, 2) → (1, 2) → (1, 1).
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9.3. Åñëè èãðîêè îäíîâðåìåííî ïðèìåíÿþò ïðàâèëî ïðàâîé ðóêè (ëå-
âîé ðóêè), òî ïåðâûé (âòîðîé) èãðîê ïðîåäåò è "ïîëó÷èò"1, à âòîðîé
(ïåðâûé) åãî ïðîïóñòèò è ïîëó÷èò 0. Åñëè ïåðâûé ïðèìåíÿåò ïðàâèëî
ïðàâîé ðóêè, à âòîðîé − ëåâîé, òî ïðîèçîéäåò ñòîëêíîâåíèÿ è îáà ïðî-
èãðàþò ïî 10. Åñëè − íàîáîðîò, òî îáà áóäóò ñòîÿòü è ïðîèãðàþò ïî
1.

9.4. Â èãðå Γ äâà ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó: (1,1) è (2,2).
9.5. Â èãðå Γ åäèíñòâåííîå ðàâíîâåñèå ïî Íýøó: (1,1).
9.6. Ïóñòü (x0, y0) − ïðîèçâîëüíàÿ ñèòóàöèÿ â àíòàãîíèñòè÷åñêîé èã-

ðå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèòóàöèÿ (x0, y0) íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Ïà-
ðåòî. Òîãäà íàéäåòñÿ ñèòóàöèÿ (x′, y′), äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíû íåðàâåí-
ñòâà F (x′, y′) ≥ F (x0, y0), −F (x′, y′) ≥ −F (x0, y0) è ïðè ýòîì õîòÿ áû
îäíî èç íèõ âûïîëíåíî êàê ñòðîãîå. Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó-
÷èì 0 > 0 (ïðîòèâîðå÷èå).

9.7. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [0, 1] → [0, 1] íåïðåðûâíà. Òîãäà äëÿ ôóíêöèè
g(x) = f(x)−x g(0) ≥ 0 è g(1) ≤ 0. Ïî òåîðåìå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
î ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ íàéäåòñÿ òî÷êà x0, äëÿ êîòîðîé g(x0) = 0.

9.8. 1) f(x) = x+ 1, x ∈ [0,+∞);
2) f(x) = x/2, x ∈ (0, 1];

3) f(x) =

{
x+ 1/2, x ∈ [0, 1/2),

x− 1/2, x ∈ [1/2, 1].

10.1. Ïóñòü (p0, q0) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ è ñòðàòåãèÿ q0 ïðè íåêî-
òîðîì v1 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (ñì. (10.1))

2q0
1 + q0

3 = q0
1 + 2q0

2 = q0
2 + 2q0

3 = v1, q
0
1 + q0

2 + q0
3 = 1.

Îòñþäà q0 = (1/3, 1/3, 1/3).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå

2q0
1 + q0

3 < q0
1 + 2q0

2 = q0
2 + 2q0

3 = v1, q
0
1 + q0

2 + q0
3 = 1.

Òîãäà q0
3 = 1/3, à q0

2 > 1/3. Ïî ñâîéñòâó äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè
p0

1 = 0, p0
2 + 2p0

3 = p0
3 = v2. Îòñþäà p0

1 = p0
2 = p0

3 = 0 (ïðîòèâîðå÷èå).
Íàêîíåö, ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà

2q0
1 + q0

3, q
0
1 + 2q0

2 < q0
2 + 2q0

3 = v1, q
0
1 + q0

2 + q0
3 = 1.

Òîãäà q0
3 > 1/3, à ïî ñâîéñòâó äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè p0

1 = p0
2 = 0 ⇒

p0
3 = 1. Èç ñèñòåìû (10.2) ñëåäóåò, ÷òî v2 = B(p0, 3) ≥ B(p0, 2) èëè 1 ≥ 2
(ïðîòèâîðå÷èå).
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Äðóãèå ñëó÷àè ðåàëèçàöèè ñèñòåìû (10.1) ïîëó÷àþòñÿ èç ðàçîáðàí-
íûõ ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò, ïîñêîëüêó ìàòðèöû A è B − öèêëè÷åñêèå.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî p0 = (1/3, 1/3, 1/3).

10.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.4. 1) Ïóñòü ìíîæåñòâà
Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k,

îòâå÷àþò îïðåäåëåíèþ ñòðîãîãî äîìèíèðîâàíèÿ Z � Z.

Âîçüìåì i ∈ X1\X2. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ p ∈ P, ÷òî
p � i íà Y1 = Y. Îòñþäà A(p, j) > aij, j = 1, ..., n. Óìíîæàÿ j-å íåðà-
âåíñòâî íà q0

j è ñêëàäûâàÿ âñå íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì A(p, q0) > A(i, q0).
Åñëè p0

i > 0, òî èç ñèñòåìû (10.1) âûòåêàþò íåðàâåíñòâà A(i, q0) = v1 ≥
A(i1, q

0), i1 = 1, ...,m. Óìíîæàÿ ýòè íåðàâåíñòâà íà âåëè÷èíû pi1 è ñêëà-
äûâàÿ èõ, ïîëó÷èìA(i, q0) ≥ A(p, q0) (ïðîòèâîðå÷èå). Îòñþäà p0

i = 0 ∀ i ∈
X1\X2. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî q0

j = 0 ∀ j ∈ Y1\Y2.

Ïóñòü âåêòîðû p2 è q2 ïîëó÷åíû èç p0 è q0 îòáðàñûâàíèåì íóëå-
âûõ êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè èç ìíîæåñòâ X1\X2 è Y1\Y2 ñîîòâåòñòâåííî.
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî (p2, q2) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â ðåäóöèðîâàííîé
èãðå ñ ìàòðèöàìè A2 è B2, ïîëó÷åííûìè èç ìàòðèö A è B âû÷åðêèâàíè-
åì ñòðîê ñ íîìåðàìè èç X1\X2 è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç Y1\Y2. Ïîýòîìó
ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïîâòîðèòü äëÿ ðåäóöèðîâàííîé èãðû è ïîëó÷èòü,
÷òî p0

i = 0 ∀ i ∈ X2\X3, q0
j = 0 ∀ j ∈ Y2\Y3 è ò.ä.

2) Ïóñòü ìíîæåñòâà
Z = Zk ⊂ Zk−1 ⊂ · · · ⊂ Z1 = Z, Zl = Xl × Yl, l = 1, ..., k,

îòâå÷àþò îïðåäåëåíèþ ñëàáîãî äîìèíèðîâàíèÿ Z � Z.

Ïóñòü Ak−1 è Bk−1 − ïîäìàòðèöû ìàòðèö A è B ñ íîìåðàìè ñòðîê èç
Xk−1 è íîìåðàìè ñòîëáöîâ èç Y k−1. Ðàññìîòðèì âåêòîð pk−1, ïîëó÷åííûé
èç âåêòîðà p äîáàâëåíèåì íóëåâûõ êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè èç Xk−1\X.
Àíàëîãè÷íî, âåêòîð qk−1 ïîëó÷àåòñÿ èç âåêòîðà q äîáàâëåíèåì íóëåâûõ
êîìïîíåíò ñ íîìåðàìè èç Y k−1\Y . Äîêàæåì, ÷òî (pk−1, qk−1) − ñèòóàöèÿ
ðàâíîâåñèÿ â èãðå ñ ìàòðèöàìè Ak−1 è Bk−1. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì óñëîâèå
(∗) äëÿ ñèòóàöèè (pk−1, qk−1). Èìååì

Ak−1(i, qk−1) = A(i, q) ≤ A(p, q) = Ak−1(pk−1, qk−1) ∀ i ∈ X.
Ïóñòü i ∈ Xk−1\X. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðàòåãèÿ p, ÷òî p � i íà Y k−1

è pi1 = 0 ∀ i1 /∈ X. Îïðåäåëèì âåêòîð p′ = (pi1 , i1 ∈ X). Òîãäà
Ak−1(i, qk−1) =

∑
j∈Y k−1

aijq
k−1
j ≤

≤
∑
j∈Y

(
∑
i1∈X

ai1jpi1)qj = A(p′, q) ≤ A(p, q) = Ak−1(pk−1, qk−1).

Â ðåçóëüòàòå äîêàçàëè íåðàâåíñòâà

246



� 22. Ðåøåíèå óïðàæíåíèé

Ak−1(i, qk−1) ≤ Ak−1(pk−1, qk−1) ∀ i ∈ Xk−1.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ âòîðàÿ ãðóïïà íåðàâåíñòâ èç óñëîâèÿ (∗)

Bk−1(pk−1, j) ≤ Bk−1(pk−1, qk−1) ∀ j ∈ Y k−1.
Èòàê, (pk−1, qk−1) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ èãðû ñ ìàòðèöàìè Ak−1 è Bk−1.

Ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîäîëæèòü, àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ââåñòè ñè-
òóàöèþ (pk−2, qk−2) è äîêàçàòü, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó
èãðû ñ ìàòðèöàìè Ak−2 è Bk−2 è ò.ä.

10.3. Ïóñòü C − ñóììà ìàòðèö A è B. Êàê îòìå÷àëîñü, C = (cij)m×n =
(fj + gi)m×n. Ïîñêîëüêó f1 = 0, ðàçíîñòü j-ãî è 1-ãî ñòîëáöîâ ìàòðèöû
C ìîæíî çàïèñàòü â âèäå fje, ãäå e = (1, ..., 1) ∈ Em. Îòñþäà fj = c1j −
c11, j = 1, ..., n è a′ij = aij − fj = aij − a1j − b1j + a11 + b11 ∀ i, j.

10.4. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè q âòîðîãî èãðîêà

A(i, q) = A′(i, q) +
n∑
j=1

fjqj, i = 1, ...,m. (22.4)

Ïîýòîìó íåðàâåíñòâà A(i, q0) ≤ A(p0, q0) ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâàì
A′(i, q0) ≤ A′(p0, q0), i = 1, ...,m. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþ-
áîé ñìåøàííîé ñòðàòåãèè p ïåðâîãî èãðîêà

B(p, j) = −A′(p, j) +
m∑
i=1

gipi, j = 1, ..., n, (22.5)

è ÷òî íåðàâåíñòâà B(p0, j) ≤ B(p0, q0) ðàâíîñèëüíû íåðàâåíñòâàì
A′(p0, j) ≥ A′(p0, q0), j = 1, ..., n. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ñèòóàöèè
(p0, q0) óñëîâèå (∗) â èãðå ñ ìàòðèöåé A′ (òåîðåìà 4.1′) ýêâèâàëåíòíî óñëî-
âèþ (∗) â èãðå Γ (ëåììà 10.1).

10.5. Èç ôîðìóë (22.4) è (22.5) ñëåäóåò, ÷òî

Arg max
1≤i≤m

A(i, q(k)) = Arg max
1≤i≤m

A′(i, q(k)),

Arg max
1≤j≤n

B(p(k), j) = Arg min
1≤j≤n

A′(p(k), j).

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòðàòåãèé èãðîêîâ {ik}, {jk} â ïðîöåññå Áðà-
óíà äëÿ èãðû ñ ìàòðèöåé A′ è â àíàëîãè÷íîì ïðîöåññå äëÿ èãðû Γ ìîæíî
âçÿòü ñîâïàäàþùèìè. Ïî òåîðåìå 5.3 ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà (p0, q0) ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {(p(k), q(k))} ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé â ñìåøàííûõ
ñòðàòåãèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ñìåøàííûì ðàâíîâåñèåì ïî Íýøó èãðû Γ.
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11.1. Çàìåòèì, ÷òî Y ∗
1 (f ε1 ) = {g | g(xε) = yε}. Ñëåäîâàòåëüíî,

W (f ε1 ) = inf
g∈Y ∗

1 (fε
1 )
F (f ε1 (g), g) = F (xε, yε) ≥ K ′ − ε.

11.2. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ ñòðàòåãèþ f1 ∈ {f1} è äîêàæåì, ÷òî
W (f1) ≤ max[K ′, F1]. Ïóñòü {g∗} − ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé íàèëó÷øåãî
îòâåòà âòîðîãî èãðîêà. Èìååì

sup
g∈{g}

G(f1(g), g) ≥ sup
g∈{g}

inf
x∈X

G(x, g) ≥

≥ sup
g∗∈{g∗}

inf
x∈X

G(x, g∗) = min
x∈X

max
y∈Y

G(x, y) = G3.

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
1) sup

g∈{g}
G(f1(g), g) > G3. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ

gε ∈ Y ∗
1 (f1), ÷òî ïàðà (x′, y′) = (f1(g

ε), gε(x′)) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó
D′. Â ýòîì ñëó÷àå

W (f1) = inf
g∈Y ∗

1 (f1)
F (f1(g), g) ≤ F (f1(g

ε), gε) = F (x′, y′) ≤ K ′.

2) sup
g∈{g}

G(f1(g), g) = G3. Ïîêàæåì, ÷òî {g∗} ⊆ Y ∗
1 (f1).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñÿêîé ôóíêöèè íàèëó÷øåãî îòâåòà g∗

G3 = min
x∈X

max
y∈Y

G(x, y) = min
x∈X

G(x, g∗) ≤

≤ G(f1(g
∗), g∗) ≤ sup

g∈{g}
G(f1(g), g) = G3.

Â ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâàõ êðàéíèå ÷ëåíû ñîâïàäàþò. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå
íåðàâåíñòâà âûïîëíåíû êàê ðàâåíñòâà è {g∗} ⊆ Y ∗

1 (f1). Îïðåäåëèì
g0 ∈ {g∗} :

g0(x) ∈ Arg min
y∈Y (x)

F (x, y) ∀x ∈ X

− ôóíêöèþ íàèëó÷øåãî îòâåòà âòîðîãî èãðîêà, íàèìåíåå áëàãîæåëàòåëü-
íîãî ïî îòíîøåíèþ ê ïåðâîìó. Òîãäà

W (f1) = inf
g∈Y ∗

1 (f1)
F (f1(g), g) ≤ F (f1(g

0), g0) ≤

≤ sup
x∈X

F (x, g0(x)) = sup
x∈X

min
y∈Y (x)

F (x, y) = F1.
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11.3. Çàäàäèì ñòðàòåãèþ g∗ âòîðîãî èãðîêà óñëîâèåì

g∗(x) ∈ Arg max
y∈Y (x)

F (x, y) ∀x ∈ X.

Îíà àíàëîãè÷íà ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà f ∗, îïðåäåëåííîé ïåðåä ëåì-
ìîé 11.1. Èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ F (x, g∗(x)) ïîëóíåïðå-
ðûâíà ñâåðõó íà X. Âîçüìåì x∗ ∈ Arg max

x∈X
F (x, g∗(x)). Òîãäà (x∗, g∗) −

ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ èãðû Γ1.
11.4. Åñëè ïåðâûé èãðîê â èãðå Γ3 èñïîëüçóåò ñòðàòåãèè-êîíñòàíòû

f1(g) ≡ x, òî îí ìîæåò îáåñïå÷èòü ñåáå òàêîé æå ðåçóëüòàò, êàê è â èãðå
Γ1. Ñëåäîâàòåëüíî, F1 ≤ F3. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî F1 ≤ F2.
Äàëåå, K ′ ≤ K, ïîñêîëüêó D′ ⊆ D. Ïîýòîìó F3 = max[K ′, F1] ≤ F2 =
max[K,M ].

11.5. Ïðè α = 1 ôóíêöèÿ íàèëó÷øèõ îòâåòîâ âòîðîãî èãðîêà èìååò
âèä

y(x) =

{√
Kx/c2 − x, 0 ≤ x ≤ K/c2,

0, K/c2 ≤ x ≤ K/c1.

Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè W (x) ñòðàòåãèè x ðàâíà

W (x) = F (x, y(x)) =

{√
Kc2x− c1x, 0 ≤ x ≤ K/c2,

K − c1x, K/c2 ≤ x ≤ K/c1,

îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ

x∗ =

{
Kc2/(4Kc

2
1)), c2 ≤ 2c1,

K/c2, c2 > 2c1

è íàèëó÷øèé ãàðàíòèðîâàííûé ðåçóëüòàò äëÿ ïåðâîãî èãðîêà

F1 = max
0≤x≤K/c1

W (x) = W (x∗) =

{
Kc2/(4c1), c2 ≤ 2c1,

(c2 − c1)K/c2, c2 > 2c1.

Âî âòîðîì ñëó÷àå y(x∗) = 0 è ïåðâàÿ ôèðìà âûòåñíÿåò âòîðóþ ñ ðûíêà. Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ F1 ≥ F (x0, y0) = Kc1c2/(c1 + c2)

−2, ãäå (x0, y0) = (Kc2(c1 +
c2)

−2, Kc1(c1 + c2)
−2) − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ â èãðå Γ ïðè k = 1.

11.6. Ðàâíîâåñèå ïî Øòàêåëüáåðãó â ïðèìåðå 11.1 (i0, j0) = (2, 1), à â
ïðèìåðå 11.2 (x0, y0) = (1/2, 1).
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12.1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ôóíêöèÿ h(z) êâàçèâîãíóòà. Äîêàæåì,
÷òî ìíîæåñòâî Ëåáåãà Z+(z0) âûïóêëî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî z0 ∈ Z. Âîçü-
ìåì ëþáûå äâå òî÷êè z′, z′′ ∈ Z+(z0) è ëþáîå ÷èñëî 0 < λ < 1. Òîãäà
h(λz′ + (1− λ)z′′) ≥ min[h(z′), h(z′′)] ≥ h(z0).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìíîæåñòâà Ëåáåãà Z+(z0) âûïóêëû ïðè âñåõ
z0 ∈ Z. Âîçüìåì ëþáûå äâå òî÷êè z′, z′′ ∈ Z è ëþáîå ÷èñëî 0 < λ < 1.
Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî h(z′) ≤ h(z′′). Òîãäà z′, z′′ ∈
Z+(z′) è â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâà Z+(z′) òî÷êà λz′+(1−λ)z′′ òàêæå
ïðèíàäëåæèò Z+(z′), ò.å. h(λz′ + (1 − λ)z′′) ≥ h(z′) = min[h(z′), h(z′′)].
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ h(z) êâàçèâîãíóòà íà Z.

13.1. p(i, µ) = 0, i = 1, 2, 4, 6, p(3, µ) = 1/4, p(5, µ) = 3/4.
13.2. Èãðîê 1 èìååò ñòðàòåãèè µ1 = (k, l) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2)},

ãäå k è l − íîìåðà àëüòåðíàòèâ åãî ëåâîé è ïðàâîé ëè÷íîé ïîçèöèè (ñì.
ðèñ. 13.4). Àíàëîãè÷íûé âèä èìåþò ñòðàòåãèè âòîðîãî èãðîêà. Íîðìàëü-
íàÿ ôîðìà èãðû G çàäàåòñÿ ìàòðèöàìè

A =


1/2 2 1 5/2
1/2 −1 1 −1/2
1/4 7/4 1/4 7/4
1/4 −5/4 1/4 −5/4

 , B =


−2 −1/2 −11/4 −1/4
−2 7/4 −11/4 2
−7/4 −1/4 −7/4 −1/4
−7/4 2 −7/4 2

 ,

à íîðìàëüíàÿ ôîðìà ïîäèãðû Gz − ìàòðèöàìè

Az =

(
1 3
1 −1

)
, Bz =

(
−3 −1
−3 2

)
.

13.3. µ = ((1, 1), (1, 2)).
14.1. Ïóñòü x ∈ Possµa. Åñëè â íåêîòîðîé ïîçèöèè

x′ ∈ [x0, x] ∩Xa, x′ 6= x ñòðàòåãèÿ µa âûáèðàåò àëüòåðíàòèâó, íå ïðèíàä-
ëåæàùóþ ïóòè [x0, x], òî âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â âåðøèíó x ðàâíà íóëþ
(ïðîòèâîðå÷èå).

Îáðàòíî, ïóñòü â êàæäîé âåðøèíå x′ ∈ [x0, x] ∩Xa, x′ 6= x, ñòðàòåãèÿ
µa âûáèðàåò àëüòåðíàòèâó, ïðèíàäëåæàùóþ ïóòè [x0, x]. Ïîêàæåì, ÷òî â
ýòîì ñëó÷àå x ∈ Possµa. Äåéñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì ñòðàòåãèè
µb, b ∈ A\{a}, äðóãèõ èãðîêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòè ñòðàòåãèè âû-
áèðàëè â êàæäîé âåðøèíå x′ ∈ [x0, x] ∩ Xb, x′ 6= x,, àëüòåðíàòèâû ïðè-
íàäëåæàùèå ïóòè [x0, x]. Åñëè x′ ∈ [x0, x] ∩ X0, x′ 6= x, òî âåðîÿòíîñòü
âûáîðà òàêîé àëüòåðíàòèâû ïîëîæèòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî, p(x|µ) > 0.

14.2. Íà ðèñ. 22.1 èçîáðàæåíî äåðåâî èãðû. Èãðîê 1 èìååò ïîëíóþ
ïàìÿòü, ïîñêîëüêó Ïàðòíåð íàáëþäàåò çà äåéñòâèÿìè Èãðàþùåãî. Èãðîê
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2 õîäèò òîëüêî îäèí ðàç è ïîýòîìó òàêæå èìååò ïîëíóþ ïàìÿòü. Çàïèøåì
ñòðàòåãèþ ïîâåäåíèÿ èãðîêà 1 â âèäå β1 = (h, r, t), ãäå 0 ≤ h, r, t ≤ 1 −
âåðîÿòíîñòè âûáîðà ïåðâîé àëüòåðíàòèâû â ìíîæåñòâàõ Z11, Z12 è Z13

ñîîòâåòñòâåííî. Èãðîê 2 èìååò äâå ÷èñòûå ñòðàòåãèè: (1) è (2).
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Ðèñ. 22.1

Îæèäàåìûé âûèãðûø èãðîêà 1 ðàâåí{
hr − 2h(1− r)− 2(1− h)t+ 4(1− h)(1− t), åñëè µ2 = (1),

−hr + 3h(1− r) + 3(1− h)t− 3(1− h)(1− t), åñëè µ2 = (2),
èëè {

h(3r − 2) + (1− h)(2− 6t), åñëè µ2 = (1),

h(3− 4r) + (1− h)(6t− 3), åñëè µ2 = (2).

Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé âûèãðûø èãðîêà 1 ðàâåí

v = max
0≤h,r,t≤1

min[h(3r − 2) + (1− h)(2− 6t), h(3− 4r) + (1− h)(6t− 3)].

Åãî ìîæíî çàïèñàòü êàê max
0≤r,t≤1

v(r, t), ãäå v(r, t) − çíà÷åíèå èãðû Γrt ñ

ìàòðèöåé (
3r − 2 3− 4r
4− 6t 6t− 3

)
.

Èãðîê 2, ïðèìåíÿÿ ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ 1/2(1)+1/2(2) íå ïîçâîëèò èã-
ðîêó 1 âûèãðàòü â èãðå Γrt áîëüøå, ÷åì 1/2 ïðè ëþáûõ r, t. Íî èãðîê 1, èñ-
ïîëüçóÿ ñòðàòåãèþ β = (7/12, 0, 0), îáåñïå÷èâàåò ñåáå âûèãðûø 1/2. Ñëå-
äîâàòåëüíî, óêàçàííûå ñòðàòåãèè îïòèìàëüíû è çíà÷åíèå èãðû v = 1/2.

14.3. Â ïðîöåññå Áðàóíà ht = ((ik, jk), k = 1, ..., t) è p1(j|ht) =
|{k|jk = j, 1 ≤ k ≤ t}|/t → 0 ïðè t → ∞, åñëè ñòðàòåãèÿ j èãðîêà 2 â
òðàåêòîðèè ((it, jt), t = 1, 2, ...) ïðèìåíÿëàñü êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
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15.1. Âîçüìåì äâå íåïåðåñåêàþùèåñÿ êîàëèöèè K è T . Ïóñòü PK −
ìíîæåñòâî ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé pK êîàëèöèè K. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî
PK∪T ⊃ PK × P T . Îòñþäà

v(K ∪ T ) = max
pK∪T∈PK∪T

min
sA\(K∪T )∈SA\(K∪T )

uK∪T (pK∪T , sA\(K∪T )) ≥

≥ max
pK∈PK

max
pT∈PT

min
sA\(K∪T )∈SA\(K∪T )

[uK(pK , pT , sA\(K∪T ))+

+uT (pT , pK , sA\(K∪T ))] ≥ max
pK∈PK

max
pT∈PT

[
min

sA\K∈SA\K
uK(pK , sA\K)+

+ min
sA\T∈SA\T

uT (pT , sA\T )
]

= v(K) + v(T ).

Äîêàæåì ðàâåíñòâî (15.1).

v(K) = max
pK∈PK

min
sA\K∈SA\K

uK(pK , sA\K) =

= max
pK∈PK

min
sA\K∈SA\K

[v(A)− uA\K(pK , sA\K)] =

= v(A)− min
pK∈PK

max
sA\K∈SA\K

uA\K(pK , sA\K) =

= v(A)− max
pA\K∈PA\K

min
sK∈SK

uA\K(pA\K , sK) = v(A)− v(A\K).

15.2. v(2) = 1, v(13) = 9, v(3) = 4, v(12) = 6.
15.3. c = 1/500, b1 = −2/5, b2 = −3/5, b3 = 0, v′(12) = v′(13) =

3/5, v′(23) = 7/10.
15.4. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî C ′ íå ïóñòî, à ôóíêöèÿ

∑
a∈A

ya îãðàíè÷å-

íà íà íåì ñíèçó âåëè÷èíîé
∑
a∈A

v(a). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ëèíåé-

íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â (15.2) èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå z. Ïóñòü∑
a∈A

za ≤ v(A). Âîçüìåì òàêîé âåêòîð h ∈ C ′, ÷òî
∑
a∈A

ha > v(A). Òîãäà

âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ λz + (1− λ)h, ãäå λ ∈ (0, 1] îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâ-
íåíèÿ

λ
∑
a∈A

za + (1− λ)
∑
a∈A

ha = v(A),

ïðèíàäëåæèò ÿäðó C. Îáðàòíî, äîïóñòèì, ÷òî ÿäðî C íå ïóñòî. Òîãäà
(15.2) ñëåäóåò èç âêëþ÷åíèÿ ìíîæåñòâ C ⊂ C ′.
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15.5. Ïóñòü λ − çàäàííîå â óñëîâèè ïðèâåäåííîå ñáàëàíñèðîâàííîå ïî-
êðûòèå. Òîãäà λT∪L = 0, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âåêòîðû χ(T ), χ(L)
è χ(T ∪ L) áûëè áû ëèíåéíî çàâèñèìûìè. Èìååì

λTχ(T ) + λLχ(L) = (λT − λL)χ(T ) + λL(χ(T ) + χ(L)) =

= µTχ(T ) + µT∪Lχ(T ∪ L).

Ïîýòîìó ∑
K 6=A

µKχ(K) =
∑
K 6=A

λKχ(K) = χ(A),

à ñèñòåìà âåêòîðîâ

{χ(K) |µK > 0} = {χ(K) |λK > 0} ∪ {χ(T ∪ L)}\{χ(L)}

ëèíåéíî íåçàâèñèìà. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð µ − ïðèâåäåííîå ñáàëàíñè-
ðîâàííîå ïîêðûòèå. Äàëåå,

λTv(T ) + λLv(L) = (λT − λL)v(T ) + λL(v(T ) + v(L)) ≤

≤ (λT − λL)v(T ) + λLv(T ∪ L) = µTv(T ) + µT∪Lv(T ∪ L).

Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî (15.4).
15.6. Ïðîåêöèÿ ÿäðà C íà ïëîñêîñòü (y1, y2) èìååò âèä

{(y1, y2) | v(12) ≤ y1 + y2 ≤ v(123)− v(3),

v(1) ≤ y1 ≤ v(123)− v(23), v(2) ≤ y2 ≤ v(123)− v(13)} =

= {(y1, y2) | 800 ≤ y1 + y2 ≤ 1000, 200 ≤ y1 ≤ 350, 300 ≤ y2 ≤ 500}.
Âåðøèíû ìíîæåñòâà C:

y(1) = (300, 500, 200), y(2) = (350, 450, 200), y(3) = (350, 500, 150).
15.7. Íåîáõîäèìîñòü. Âîçüìåì äåëåæ y(0) èç ÿäðà C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

y(k), k = 1, ..., |A|− 1, äåëåæè, ïîëó÷åííûå èç y(0) öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì
íà k êîìïîíåíò âïðàâî. Òîãäà äåëåæ

z =

|A|−1∑
k=0

y(k)/|A| = (v|A|/|A|, ..., v|A|/|A|)

ïðèíàäëåæèò ÿäðó è, ñëåäîâàòåëüíî,∑
a∈K

za =
|K|v|A|
|A|

≥ v|K| ∀ K ⊂ A⇒ (15.5).
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (15.5). Òîãäà óêàçàííûé
âåêòîð z ïðèíàäëåæèò ÿäðó C.

15.8. Ïðîâåðèì ðàâåíñòâî
∑

a∈A ϕ
a =

=
∑
a∈A

∑
K:a∈K

(|K| − 1)! (|A| − |K|)!
|A|!

(v(K)− v(K\{a})) = v(A). (22.6)

Âîçüìåì êîàëèöèþ K 6= A è ïîäñ÷èòàåì â ïîñëåäíåé äâîéíîé ñóììå
êîýôôèöèåíò cK = cK+ + cK− ïðè v(K). Îí âêëþ÷àåò ñóììó cK+ ïîëîæè-
òåëüíûõ ñëàãàåìûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè âêëàäàõ â êîàëèöèþ K è ñóììó
cK− îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ, âñòðå÷àþùèõñÿ ïðè âêëàäàõ â êîàëèöèþ
K ∪ {a}, ãäå a /∈ K. Ïîñêîëüêó êàæäûé èç èãðîêîâ êîàëèöèè K èìååò
ñâîé âêëàä â K,

cK+ = |K|(|K| − 1)! (|A| − |K|)!
|A|!

= C
|K|
|A| .

Àíàëîãè÷íî,

cK− = −(|A| − |K|) |K|! (|A| − |K| − 1)!

|A|!
= −C |K|

|A| .

Îòñþäà cK = 0. Åñëè K = A, òî cA+ = C
|A|
|A| = 1 è ðàâåíñòâî (22.6) äîêàçà-

íî.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèå ϕa ≥ v(a), ∀ a ∈ A. Äåéñòâèòåëüíî, èç

ñâîéñòâà ñóïåðàääèòèâíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè è ðàâåíñòâà
(15.6)

ϕa =
∑
K:a∈K

(|K| − 1)! (|A| − |K|)!
|A|!

(v(K)− v(K\{a})) ≥

≥
∑
K:a∈K

(|K| − 1)! (|A| − |K|)!
|A|!

v(a) = v(a).

15.9.

ϕ1 =
1

3
(v(123)− v(23)) +

1

6
(v(12)− v(2)) +

1

6
(v(13)− v(3)) +

1

3
v(1),

ϕ2 =
1

3
(v(123)− v(13)) +

1

6
(v(12)− v(1)) +

1

6
(v(23)− v(3)) +

1

3
v(2),
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ϕ3 =
1

3
(v(123)− v(12)) +

1

6
(v(13)− v(1)) +

1

6
(v(23)− v(2)) +

1

3
v(3).

Â èãðå "äæàç-îðêåñòð"âåêòîð Øåïëè ϕ = (350, 475, 175). Åñëè v(123) =
997, òî ϕ = (349, 474, 174) è ϕ2 + ϕ3 < v(23) = 650.

15.10. Â ñèììåòðè÷íîé èãðå âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà Øåïëè ðàâíû
ìåæäó ñîáîé.

16.1. Íå ó÷òåíû çàòðàòû íà õðàíåíèå ïðîäóêöèè. Ïóñòü, íàïðèìåð,
ïðåäïðèÿòèå äîëæíî ïîñòàâëÿòü åæåäíåâíî 5 èçäåëèé. Çàòðàòû íà õðà-
íåíèå âîçíèêàþò, åñëè ÷åðåç äåíü èñïîëüçóåòñÿ òåõíîëîãèÿ, äàþùàÿ 10
èçäåëèé.

16.2. Sa(p) =


0, 0 ≤ p < 1,

[0, 1], p = 1,

1, 1 < p ≤ 2,

p/2, p > .

17.1. Ôóíêöèÿ ñïðîñàD(p) = 3/p2 è ôóíêöèÿ ïðåäëîæåíèÿ Sa(p) (ðèñ.
16.5) ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå p̃ = 1. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ ïðèáûëè èìååò âèä

W (p) = pD(p)− C(D(p)) =

{
3/p− (3/p2 − 1), 1 ≤ p ≤

√
3/2,

3/p− 3/(2p2), p >
√

3/2.

Åå ìàêñèìóì íà ïîëóèíòåðâàëå [1,∞) äîñòèãàåòñÿ ïðè p∗ = 1.
17.2. Ôóíêöèÿ pD(p) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé íà îòðåçêå [p1, p2], ïî-

ñêîëüêó åå ïðîèçâîäíàÿ D(p) + pḊ(p) = D(p)(1 − e(D(p))) ≥ 0. Ïîýòî-
ìó ôóíêöèÿ ñïðîñà D(p) − ìåäëåííî óáûâàþùàÿ. Ôóíêöèÿ ïðèáûëè
W (p) = pD(p)−C(D(p)) âîçðàñòàåò è îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ ìîíîïîëèè
íà îòðåçêå [p1, p2] ðàâíà p∗ = p2.

19.1. Èìååì
D(p) = K/pα, D−1(V ) = K1/α/V 1/α, Ḋ(D−1(V )) = −αV 1+1/α/K1/α.
Ïóñòü v − ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïî óòâåðæäåíèþ 19.1 va > 0 ∀ a ∈ A.
Îòñþäà ïî ëåììå 19.1 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
u′va(v) ≥ 0 ∀ a ∈ A èëè (ñì. ôîðìóëó 19.5)

K1/α/
(∑
b∈A

vb
)1/α

− c−K1/αva/
(
α
(∑
b∈A

vb
)1+1/α)

≥ 0 ∀ a ∈ A.

Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì

K1/α(mα− 1)/
(
α
(∑
b∈A

vb
)1/α)

− cm ≥ 0,
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÷òî íåâîçìîæíî ïðè 0 < α ≤ 1/m.
19.2. Âûïèøåì âòîðóþ ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè âûèãðûøà

ua(v) ïî ïåðåìåííîé va :

u′′vava(v) = K1/α
(
− 2(

∑
b∈A

vb) + (1 + 1/α)va
)
/
(
α
(∑
b∈A

vb
)2+1/α)

.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè α ≥ 1 ôóíêöèÿ ua(v) âîãíóòà, à ïðè
1/m < α < 1 îíà èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìàêñèìóìà ïî ïåðåìåííîé va

íà ïîëóïðÿìîé [0,+∞) ( ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ vb, b ∈ A\{a}).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ ñèòóàöèè ðàâíîâåñèÿ v,
ñôîðìóëèðîâàííûå â ëåììå 19.1, ÿâëÿþòñÿ òàêæå è äîñòàòî÷íûìè óñëî-
âèÿìè.

1. Åñëè V ≥ K/(cαm), òî

p̃ = c, ṽa = K/(cαm), p∗ = αcm/(mα− 1), va ≡ v∗
def
= K/(m(p∗)α).

Åñëè K/(cαm) > V > v∗, òî

p̃ = K/(mV α), ṽa ≡ V, p∗ = αcm/(mα− 1), va ≡ v∗.

Åñëè V ≤ v∗, òî p̃ = p∗ = K/(mV α), ṽa = va ≡ V.

2. Ïîëîæèì c̃ = c/K, tl =
m∑

a=l+1

V a, l = 0, 1, ...,m− 1, tm = 0.

Ïóñòü íàéäåòñÿ öåëîå k ∈ {1, ...,m}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ
tk < 1/c̃ ≤ tk−1. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ 19.6 ′′ íàõîäèì

v∗(k) =
(
k − 1− 2c̃ktk +

√
(k − 1)2 + 4c̃ktk

)
/(2c̃k2).

Ïîñêîëüêó c̃tk < 1 ≤ c̃tk−1, òî v∗(k) < (k− 1− 2c̃ktk + k+ 1)/(2c̃k2) ≤ V k.

Ïîýòîìó v : va =

{
V a, a > k,

v∗(k), a ≤ k.
− ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñîîòâåòñòâó-

þùàÿ åé öåíà ðàâíà

p∗ = K/(tk + kv∗(k)) = 2c̃kK/(k − 1 +
√

(k − 1)2 + 4c̃ktk) > c = p̃.

Ïóñòü 1/c̃ ≥ t0. Òîãäà va = V a ∀ a ∈ A è p∗ = p̃ = K/t0.

3. Ïîëîæèì η = K(k − 1)/
k∑
b=1

cb. Òîãäà ñèòóàöèÿ ðàâíîâåñèÿ v èìååò

âèä

va =

{
η − η2ca/K, a = 1, ..., k,

0, a = k + 1, ...,m,
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ãäå k = max{l |
l∑

b=1

cb > (l − 1)cl}. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé öåíà ðàâíà

p∗ =
k∑
b=1

cb/(k − 1) > p̃ = c1.

19.3. 1. Îáúåìû Ṽp′ , ãäå p′ < p, ïðèîáðåòàþò ñíà÷àëà ïîòðåáèòåëè
ñ ðåçåðâíîé öåíîé r ≥ p. Äëÿ ïîêóïêè òîâàðà ïî öåíå p ÷èñëî òàêèõ

ïîòðåáèòåëåé ñòàíåò ðàâíûì max
[
0, D(p)−max

p′<p
Vp′
]
.

2. Ïóñòü P (s) = {pi} − óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî öåí p1 < p2 <
... < pk < p ≤ pk+1 < .... Ïîñêîëüêó D(p1) ïîêóïàòåëåé òîâàðà ïî öåíå
p1 ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â î÷åðåäè, ÷èñëî ïîêóïàòåëåé ïî öåíå p1,
èìåþùèõ ðåçåðâíóþ öåíó r ≥ p, ñîñòàâèò âåëè÷èíó Ṽp1D(p)/D(p1), à
àíàëîãè÷íîå èõ ÷èñëî ñ r ∈ [p1, p) ðàâíî Ṽp1(D(p1) − D(p))/D(p1). Ïî-
ýòîìó ïîñëå ïðîäàæè òîâàðà ïî öåíå p1 ÷èñëî ïîêóïàòåëåé ïî öåíå p2,
èìåþùèõ ðåçåðâíóþ öåíó r ≥ p, ñòàíåò ðàâíûì D(p)(1− Ṽp1/D(p1)), ò.å.
îíî óìåíüøèòñÿ ïðîïîðöèîíàëüíî êîýôôèöèåíòó 1 − Ṽp1/D(p1). Àíàëî-
ãè÷íîå óìåíüøåíèå ïðîèçîéäåò è ñ ïîêóïàòåëÿìè, èìåþùèìè ðåçåðâíóþ
öåíó r ≥ p2. Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ, ïðèäåì ê âûâîäó, ÷òî ïîñëå ïîêóï-
êè òîâàðà ïî öåíå p2 ÷èñëî ïîêóïàòåëåé ïî öåíå p3, èìåþùèõ ðåçåðâíóþ
öåíó r ≥ p, ñîñòàâèò âåëè÷èíó

D(p)
(
1− Ṽp1

D(p1)

)(
1− Ṽp2

D(p2)(1−
Ṽp1

D(p1)
)

)
= D(p)

(
1− Ṽp1

D(p1)
− Ṽp2
D(p2)

)
è ò.ä.

3. Ïóñòü P (s) = {pi} − óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî öåí p1 < p2 < ... <
pk < p ≤ pk+1 < .... Òîãäà íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

D(p1, Ṽ ) = D(p1), D(p2, Ṽ ) = max[min[D(p2), D(p1)− Ṽp1 ], 0],

D(p3, Ṽ ) = max[min[D(p3), D(p2)− Ṽp2 , D(p1)− Ṽp1 − Ṽp2 ], 0]

è ò.ä.
19.4. Â ñèëó ñëåäñòâèÿ ê óòâåðæäåíèþ 19.3 äëÿ ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó

s âûïîëíåíî p(s) = p̃. Ïóñòü íàéäåòñÿ ïðîèçâîäèòåëü b, äëÿ êîòîðîãî
V b > S+(p̃) − D(p̃) =

∑
a:ca≤p̃

V a − D(p̃) è cb = p̃. Òîãäà ïðè ìàëîì ε > 0

âûïîëíåíî D(p̃ + ε) −
∑

a:ca≤p̃,a 6=b
V a > 0 è ïî (19.13) îñòàòî÷íûé ñïðîñ

ïî öåíå p̃ + ε áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâîäèòåëþ b
âûãîäíî îòêëîíèòüñÿ è âûáðàòü öåíó sb = p̃+ ε (ïðîòèâîðå÷èå).
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20.1. Äëÿ àêöèçíîãî íàëîãà

te = S−1(D1 +D2)(D2 −K)/(D1 +K), p̃(te) = te + S−1(D1 +D2),

äëÿ íàëîãà íà ïðèáûëü

p̃(tpr) = S−1(D1 +D2), tpr = p̃(tpr)(D2 −K)/Pr,

ãäå âåëè÷èíà ïðèáûëè ðàâíà

Pr =

p̃(tpr)∫
0

(D1 +D2 − S(p))dp.

20.2. Ïî óñëîâèþ

e(D(p)) = −p(Ḋ1(p) + Ḋ2(p)−K/p2)/(D1(p) +D2(p) +K/p) < 1.

Îòñþäà

Q̇1(p) + Q̇2(p) = D1(p) +D2(p) + p(Ḋ1(p) + Ḋ2(p)) > 0.

20.3. Ôóíêöèÿ K(p) íåïðåðûâíà è íà îòðåçêàõ, ãäå îíà äèôôåðåíöè-
ðóåìà, åå âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ K̈(p) = D̈1(p)(q(p) − p) − 2Ḋ1(p) − Q̇2(p)
íåîòðèöàòåëüíà. Ôóíêöèÿ K̇(p) â òî÷êàõ ñâîåãî ðàçðûâà èìååò ïîëîæè-
òåëüíûå ñêà÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ K(p) âûïóêëà íà âñåì îòðåçêå
[pD, ps].

21.1. Çàìåòèì, ÷òî

lim
p→p̂−

R(p) = T (qF − c)/F = qT − Tc/F < R(p̂) = qT − T (1− q)c/F.

Åñëè qF > (1− q)c, òî R(p̂) > 0, R∗ = max
0≤p≤1

R(p) = R(p̂), p∗ = p̂.

Åñëè qF ≤ (1− q)c, òî R(p̂) ≤ 0, R∗ = p∗ = 0.
21.2. 1) Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî Fq > c. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ R(p) âîç-

ðàñòàåò íà ïîëóèíòåðâàëå [0, p̂) è ïîñòîÿííà íà îòðåçêå [p̂, 1]. Èç R(p̂) > 0
ïîëó÷àåì p∗ ∈ [p̂, 1].

2) Èìååì F = c/q < F = (qm + 1 − q)c/(qm). Ïîýòîìó ôóíêöèÿ
R(p) ðàâíà íóëþ íà ïîëóèíòåðâàëå [0, p̂) è óáûâàåò íà îòðåçêå [p̂, 1]. Èç
R(p̂) > 0 ïîëó÷àåì p∗ = p̂.
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Ï1. Òåîðåìà îá îòäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè

Òåîðåìà Ï.1. Ïóñòü A è B − äâà âûïóêëûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ
êîìïàêòà â Em. Òîãäà íàéäåòñÿ ãèïåðïëîñêîñòü

〈
a, x
〉

= b, ñòðîãî îòäå-
ëÿþùàÿ ìíîæåñòâà A è B, ò.å.〈

a, x
〉
< b <

〈
a, y
〉
∀x ∈ A, ∀y ∈ B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íà A×B ôóíêöèþ |x− y|2, ãäå
x ∈ A, y ∈ B, è ïóñòü ïàðà (x0, y0) − òî÷êà åå ìèíèìóìà. Òîãäà
|x0 − y0| > 0. Ïîêàæåì, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü

〈
a, x
〉

= b ïðè
a = y0 − x0, b = 1

2
(|y0|2 − |x0|2) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.

Äîêàæåì, ÷òî
〈
a, x
〉
< b ∀x ∈ A. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà

íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x′ ∈ A, ÷òî
〈
a, x′

〉
≥ b. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

g(t) = |y0 − (1− t)x0 − tx′|2, t ∈ [0, 1]. Èìååì

g′(0) = 2
〈
y0 − x0, x0 − x′

〉
= 2
〈
y0 − x0, x0

〉
− 2
〈
a, x′

〉
≤

≤ 2
〈
y0, x0

〉
− 2|x0|2 − 2b = 2

〈
y0, x0

〉
− |x0|2 − |y0|2 = −|x0 − y0|2 < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ïîëîæèòåëüíûõ è áëèçêèõ ê íóëþ t
g(t) < g(0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ïàðû (x0, y0). Âòîðîå íåðà-
âåíñòâî b <

〈
a, y
〉
∀y ∈ B äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ï2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.1

Òåîðåìà î÷åâèäíà äëÿ E0. Ïóñòü îíà âåðíà äëÿ Em−1. Ðàññìîòðèì ñå-
ìåéñòâî âûïóêëûõ êîìïàêòîâ Dα, α ∈ L èç Em, êàæäûåm+1 èç êîòîðûõ
èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà
Dα, α ∈ L èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà
íàéäåòñÿ ìèíèìàëüíîå öåëîå k > m + 1, äëÿ êîòîðîãî íàéäåòñÿ òàêîå

ïîäñåìåéñòâî Dαi
, i = 1, ..., k, ÷òî

k⋂
i=1

Dαi
= ∅,

k−1⋂
i=1

Dαi
6= ∅. Ïîëîæèì

A = Dαk
, B =

k−1⋂
i=1

Dαi
. Âûïóêëûå êîìïàêòû A è B íå ïåðåñåêàþòñÿ è

íàéäåòñÿ ñòðîãî îòäåëÿþùàÿ èõ ãèïåðïëîñêîñòü H (ñì. Ï1.) Ïóñòü C −
ïåðåñå÷åíèå êàêèõ-ëèáî m ìíîæåñòâ èç Dα1 , ..., Dαk−1

. Òîãäà B ⊆ C è
ïî óñëîâèþ C ∩ A 6= ∅. Âîçüìåì x0 ∈ C ∩ A è y0 ∈ B. Òîãäà îòðåçîê
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[x0, y0] ïðèíàäëåæèò C è ïåðåñåêàåòñÿ ñ H. Ñëåäîâàòåëüíî, C ∩ H 6=
∅. Èòàê, ëþáûå m ìíîæåñòâ èç Dα1 ∩ H, ..., Dαk−1

∩ H èìåþò íåïóñòîå

ïåðåñå÷åíèå. Ïî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ
k−1⋂
i=1

Dαi
∩H = B∩H 6= ∅,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïîñòðîåíèþ ãèïåðïëîñêîñòè H.
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïðåäïîëîæèì , ÷òî⋂

α∈L
Dα = ∅. Ïóñòü X = Dα′ − íåêîòîðûé êîìïàêò èç ñåìåéñòâà

Dα, α ∈ L. Îïðåäåëèì íîâîå ñåìåéñòâî D′
α = Dα ∩X, α ∈ L. Òîãäà⋂

α∈L
D′
α = ∅ è ìíîæåñòâà D′

α = Em\D′
α îáðàçóþò îòêðûòîå ïîêðûòèå êîì-

ïàêòàX, èç êîòîðîãî ìîæíî âûäåëèòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèåD
′
α1
, ..., D

′
αp
.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
p⋂
i=1

D′
αi

=
p⋂
i=1

Dαi
∩Dα′ = ∅. Ïî äîêàçàííîìó ëþáîå

êîíå÷íîå ïîäñåìåéñòâî ñåìåéñòâà Dα, α ∈ L èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå
(ïðîòèâîðå÷èå).

Ï3. Ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî è ãîìåîìîðôèçì âûïóêëûõ êîì-
ïàêòîâ

Ïóñòü A − âûïóêëûé êîìïàêò â Em, ñîäåðæàùèé âíóòðè ñåáÿ íóëü
âìåñòå ñ ε0-îêðåñòíîñòüþ íóëÿ Oε0 . Îïðåäåëèì íà Em ôóíêöèþ Ìèíêîâ-
ñêîãî ìíîæåñòâà A

pA(x) = inf

{
t > 0

∣∣∣∣∣ xt ∈ A
}
.

Ðàññìîòðèì åå ñâîéñòâà. Î÷åâèäíî, ÷òî pA(0) = 0, à ïðè x 6= 0 pA(x) > 0
è íèæíÿÿ ãðàíü äîñòèãàåòñÿ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A îãðàíè÷åíî è çà-
ìêíóòî. Êðîìå òîãî, pA(x) ≤ 1 ⇔ x ∈ A. Ôóíêöèÿ pA(x) ïîëîæèòåëüíî
îäíîðîäíà, ò.å. äëÿ ëþáîãî λ > 0

pA(λx) = λ inf

{
t

λ
> 0

∣∣∣∣∣ λxt ∈ A

}
= λpA(x) ∀x ∈ Em.

Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ pA(x) ñóáàääèòèâíà, ò.å.

pA(x+ y) ≤ pA(x) + pA(y) ∀x, y ∈ Em. (Π.1)

Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì x, y 6= 0. Âåêòîð

x+ y

pA(x) + pA(y)
=

pA(x)

pA(x) + pA(y)
· x

pA(x)
+

pA(y)

pA(x) + pA(y)
· y

pA(y)
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ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó A, ïîñêîëüêó ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé
âåêòîðîâ x

pA(x)
, y
pA(y)

èç A. Îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (Ï.1).
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ìèíêîâñêîãî íåïðåðûâíà. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ

ëþáîãî x ∈ Oε0

x

pA(x)
/∈ Oε0 ⇒

|x|
pA(x)

≥ ε0 ⇒ pA(x) ≤ |x|
ε0

.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî pA(x) íåïðåðûâíà â íóëå. Íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè
pA(x) â ëþáîé òî÷êå x0 âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà ( ñóáàääèòèâíîñòü )
|pA(x)− pA(x0)| ≤ max[pA(x− x0), pA(x0 − x)] è åå íåïðåðûâíîñòè â íóëå.

Òåîðåìà Ï.2. Ïóñòü âûïóêëûå êîìïàêòû A è B â Em ñîäåðæàò
âíóòðåííèå òî÷êè. Òîãäà íàéäåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå è íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå (ãîìåîìîðôèçì) A íà B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íóëü ñî-
äåðæèòñÿ â A∩B âìåñòå ñî ñâîåé îêðåñòíîñòüþ Oε0 . Îïðåäåëèì îòîáðà-
æåíèå

τ : A→ B, τ(0) = 0, τ(x) =
pA(x)

pB(x)
x, x 6= 0,

ãäå pA(x), pB(x) − ôóíêöèè Ìèíêîâñêîãî ìíîæåñòâ A è B. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî

τ−1(y) =
pB(y)

pA(y)
y

− îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå ê τ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèè pA(x), pB(x) íåïðåðûâ-
íû, îòîáðàæåíèå τ(x) íåïðåðûâíî ïðè x 6= 0. Ïðîâåðèì íåïðåðûâíîñòü
τ(x) â íóëå. Ìíîæåñòâî B îãðàíè÷åíî è ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî α,
÷òî äëÿ âñåõ x ∈ B |x| ≤ α. Ïîñêîëüêó x

pB(x)
∈ B, |x|

pB(x)
≤ α. Äëÿ ëþáîãî

âåêòîðà x ∈ Oε0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî pA(x) ≤ |x|
ε0

(ñì. âûøå äîêà-
çàòåëüñòâî íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè pA(x)). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñÿêîãî
x ∈ Oε0

|τ(x)| = pA(x)

pB(x)
|x| ≤ α|x|

ε0

.

Ï4. Ñèìïëåêñû è òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå

Ïóñòü {x1, ..., xn+1} − ìíîæåñòâî âåêòîðîâ èç Em(n ≤ m), âûïóêëàÿ
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îáîëî÷êà êîòîðîãî

K = {x ∈ Em | x =
n+1∑
i=1

λix
i,

n+1∑
i=1

λi = 1, λi ≥ 0, i = 1, ..., n+ 1}

èìååò ðàçìåðíîñòü n. Òîãäà ìíîæåñòâî K íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêñîì, ïîðî-
æäåííûì âåðøèíàìè x1, ..., xn+1. Äëÿ ñèìïëåêñà K áóäåì òàêæå èñïîëü-
çîâàòü îáîçíà÷åíèå K = x1 · · ·xn+1. Ðàçìåðíîñòü n îçíà÷àåò ëèíåéíóþ
íåçàâèñèìîñòü âåêòîðîâ xn+1 − x1, ..., xn+1 − xn. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
äëÿ âñÿêîãî x ∈ K êîýôôèöèåíòû λi(x), i = 1, ..., n+ 1, â ðàçëîæåíèè x
ïî xi îïðåäåëåíû îäíîçíà÷íî è ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè íà
K.

Âñÿêîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå r ≤ n+ 1 âåðøèí, ïîðîæäàåò (r− 1)-
ìåðíûé ñèìïëåêñ, íàçûâàåìûé ãðàíüþ ñèìïëåêñàK. Âåðøèíû x1, ..., xn+1

ÿâëÿþòñÿ íóëüìåðíûìè ãðàíÿìè. n-ìåðíàÿ ãðàíü ñîâïàäàåò ñ K. Îäíî-
ìåðíûå ãðàíè xixj, i 6= j, íàçûâàþòñÿ ðåáðàìè ñèìïëåêñà K. Äèàìåòð
ñèìïëåêñà K îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà åãî ðåáåð. Ïîäìíî-
æåñòâî K0 ñèìïëåêñà K âèäà

K0 = {x ∈ Em | x =
n+1∑
i=1

λix
i,

n+1∑
i=1

λi = 1, λi > 0, i = 1, ..., n+ 1}

íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì ñèìïëåêñîì, ïîðîæäåííûì âåðøèíàìè
x1, ..., xn+1. Äëÿ îòêðûòîãî ñèìïëåêñà áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà-
÷åíèå K0 = x1 · · ·xn+1. Íóëüìåðíûå ñèìïëåêñû ÿâëÿþòñÿ îòêðûòûìè.
Îòêðûòûå ðåáðà áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xixj.

Ïóñòü ñèìïëåêñ K òàêèì îáðàçîì ðàçáèò íà îòêðûòûå ïîïàðíî íåïå-
ðåñåêàþùèåñÿ ñèìïëåêñû K1, ..., Kp , ÷òî ëþáàÿ îòêðûòàÿ ãðàíü êàæäîãî
ñèìïëåêñàKj ïðèíàäëåæèò ðàçáèåíèþ. Òàêîå ðàçáèåíèå íàçûâàåòñÿ ñèì-
ïëèöèàëüíûì. Ñèìïëåêñû Kj, ïðèíàäëåæàùèå K0, îáðàçóþò ðàçáèåíèå
îòêðûòîãî ñèìïëåêñà.

Íà ðèñ. Ï.1 ïðèâåäåí ïðèìåð ñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ äâóìåðíîãî
ñèìïëåêñà K íà äâà äâóìåðíûõ, ïÿòü îäíîìåðíûõ è ÷åòûðå íóëüìåðíûõ
îòêðûòûõ ñèìïëåêñà.
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Ðèñ. Ï.1

Ñîîòâåòñòâóþùèé îòêðûòûé ñèìïëåêñ K0 ðàçáèò íà äâà äâóìåðíûõ è
îäèí îäíîìåðíûé îòêðûòûõ ñèìïëåêñà. Åñëè óäàëèòü èç ðàçáèåíèÿ íóëü-
ìåðíûé ñèìïëåêñ y, à ðåáðà x2y è yx3 çàìåíèòü íà ðåáðî x2x3, òî ïîëó÷èì
ïðèìåð íåñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ. Äëÿ ñèìïëèöèàëüíîãî ðàçáèåíèÿ
π ÷åðåç δ(π) îáîçíà÷èì ìàêñèìàëüíûé äèàìåòð ñèìïëåêñîâ, âõîäÿùèõ â
π.

Òî÷êà 1
n+1

n+1∑
i=1

xi íàçûâàåòñÿ áàðèöåíòðîì ñèìïëåêñà K. Îïðåäåëèì

ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå, íàçûâàåìîå áàðèöåíòðè÷åñêèì, êàæäîå ðå-
áðî êîòîðîãî ñîåäèíÿåò áàðèöåíòðû ãðàíè è íåêîòîðîé åå ïîäãðàíè ñèì-
ïëåêñà K. Äëÿ ñèìïëåêñà x1x2 îíî ñîñòîèò èç âåðøèí x1, x2, åãî áàðèöåí-
òðà b = 1

2
(x1 + x2) è äâóõ îòêðûòûõ ðåáåð x1b è bx2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîãî ñèìïëåêñà ðàçìåð-
íîñòè k ≤ n− 1.

Îïðåäåëèì åãî äëÿ ñèìïëåêñà K ðàçìåðíîñòè n c áàðèöåíòðîì b.
Ïóñòü π′ − ñåìåéñòâî îòêðûòûõ ñèìïëåêñîâ, âõîäÿùèõ â áàðèöåíòðè-
÷åñêèå ðàçáèåíèÿ âñåõ (n − 1)-ìåðíûõ ãðàíåé ñèìïëåêñà K. Âîçüìåì
ïðîèçâîëüíûé ñèìïëåêñ K ′ = y1 · · · yl, l ≤ n èç π′. Ïðåäïîëîæèì ïî
èíäóêöèè, ÷òî êàæäîå åãî ðåáðî yiyj ñîåäèíÿåò áàðèöåíòðû íåêîòîðîé
ãðàíè è åå ïîäãðàíè ñèìïëåêñà K. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî àíàëîãè÷íûì
ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ñèìïëåêñ y1 · · · ylb. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ òàêèõ ñèì-
ïëåêñîâ y1 · · · ylb è áàðèöåíòð b äîáàâèì ê ñåìåéñòâó π′. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì áàðèöåíòðè÷åñêîå ðàçáèåíèå π1 ñèìïëåêñà K.

Ïîêàæåì, ÷òî δ(π1) ≤ n
n+1

d, ãäå d − äèàìåòð ñèìïëåêñà K. Äåéñòâè-
òåëüíî, âîçüìåì ëþáîå ðåáðî b′b′′ ðàçáèåíèÿ π1, ãäå áåç ïîòåðè îáùíîñòè

b′ =
1

s+ 1

s+1∑
i=1

xi, b′′ =
1

r + 1

r+1∑
j=1

xj, r < s ≤ n.
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Òîãäà

|b′ − b′′| =

∣∣∣∣∣ 1

s+ 1

s+1∑
i=1

(xi − b′′)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ 1

s+ 1

1

r + 1

s+1∑
i=1

r+1∑
j=1

(xi − xj)

∣∣∣∣∣ ≤ s(r + 1)d

(s+ 1)(r + 1)
≤ nd

n+ 1
.

Èòàê, δ(π1) ≤ n
n+1

d. Åñëè êàæäûé ñèìïëåêñ, ïðèíàäëåæàùèé ðàçáèå-
íèþ π1, ïîäâåðãíóòü áàðèöåíòðè÷åñêîìó ðàçáèåíèþ, ïîëó÷èì ñèìïëè-
öèàëüíîå ðàçáèåíèå π2, äëÿ êîòîðîãî δ(π2) ≤ ( n

n+1
)2d. Ïîâòîðÿÿ àíà-

ëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó k ðàç, ïîëó÷èì ñèìïëèöèàëüíîå ðàçáèåíèå πk ñ
δ(πk) ≤ ( n

n+1
)kd.

Òåîðåìà Ï.3 (ëåììà Øïåðíåðà). Ïóñòü π − ñèìïëèöèàëüíîå
ðàçáèåíèå n-ìåðíîãî ñèìïëåêñà K = x1 · · ·xn+1, à ôóíêöèÿ ν : K →
{x1, ..., xn+1} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

ν(x) ∈ {xi | λi(x) > 0} ∀x ∈ K.
Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ y1 · · · yn+1 ðàçáèåíèÿ π, ÷òî

ν(yi) = xi, i = 1, ..., n+ 1. ×èñëî òàêèõ ñèìïëåêñîâ íå÷åòíî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ n = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî îíà ñïðàâåäëèâà äëÿ (n − 1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ. Ïóñòü
K1, ..., Kp − n-ìåðíûå îòêðûòûå ñèìïëåêñû, âõîäÿùèå â ðàçáèåíèå π. Áó-
äåì ãîâîðèòü, ÷òî (n−1)-ìåðíàÿ ãðàíü y1 · · · yn ñèìïëåêñàKj = y1 · · · yn+1

îòìå÷åíà, åñëè ν(yi) = xi, i = 1, ..., n.
Åñëè ñèìïëåêñ Kj óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, òî, ââèäó

ðàâåíñòâ ν(yi) = xi, i = 1, ..., n + 1, îí èìååò ðîâíî îäíó îòìå÷åííóþ
ãðàíü. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ äðóãàÿ (n− 1)-ìåðíàÿ ãðàíü ñèìïëåêñà Kj

ñîäåðæèò âåðøèíó yn+1. Íî ν(yn+1) = xn+1 è ýòà ãðàíü íå ÿâëÿåòñÿ îò-
ìå÷åííîé. Ïóñòü ñèìïëåêñ Kj íå óäîâëåòâîðÿåò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû è
èìååò îòìå÷åííóþ ãðàíü y1 · · · yn. Òîãäà îí èìååò ðîâíî äâå îòìå÷åííûå
ãðàíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ ν(yi) = xi, i = 1, ..., n è áåç
ïîòåðè îáùíîñòè ν(yn+1) = x1. Òîãäà (n − 1)-ìåðíûå ãðàíè y1 · · · yn è
y2 · · · ynyn+1 ÿâëÿþòñÿ îòìå÷åííûìè.

Ïóñòü σj − ÷èñëî îòìå÷åííûõ ãðàíåé ñèìïëåêñà Kj. Ïî äîêàçàííîìó
σj ∈ {0, 1, 2} è σj = 1 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñèìïëåêñ Kj óäîâëå-
òâîðÿåò óòâåðæäåíèþ òåîðåìû. Ïîýòîìó îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îáùåå

÷èñëî îòìå÷åííûõ ãðàíåé χ =
p∑
j=1

σj íå÷åòíî. Â ýòîì ñëó÷àå îáÿçàòåëüíî

íàéäåòñÿ ñèìïëåêñ Kj, óäîâëåòâîðÿþùèé óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
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Ïóñòü V = y1 · · · yn − êàêàÿ-ëèáî (n − 1)-ìåðíàÿ îòìå÷åííàÿ îòêðû-
òàÿ ãðàíü ñèìïëåêñà Kj. Åñëè V ⊂ K\K0, òî V ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé
(n − 1)-ìåðíîé ãðàíè ñèìïëåêñà K è ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ åäèíñòâåííîãî n-
ìåðíîãî ñèìïëåêñà ðàçáèåíèÿ π. Ïðè ýòîì èç ðàâåíñòâ ν(yi) = xi, i =

1, ..., n, ñëåäóåò, ÷òî V ⊂ W
def
= x1 · · ·xn. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû ãðàíü V

ïðèíàäëåæàëà äðóãîé ãðàíè ñèìïëåêñàK, ñêàæåì, x2 · · ·xn+1, òî ïî îïðå-
äåëåíèþ ôóíêöèè ν ðàâåíñòâî ν(y1) = x1 áûëî áû íåâîçìîæíî. Ïóñòü V
6⊂ K\K0. Òîãäà V ÿâëÿåòñÿ îáùåé ãðàíüþ ðîâíî äâóõ n-ìåðíûõ ñèì-
ïëåêñîâ, âõîäÿùèõ â ðàçáèåíèå π è â ñóììå χ îíà ó÷èòûâàåòñÿ äâàæäû.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî χ ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 2 ñ ÷èñëîì (n− 1)-ìåðíûõ
ñèìïëåêñîâ V = y1 · · · yn ⊂ W, äëÿ êîòîðûõ ν(yi) = xi, i = 1, ..., n. Ïî èí-
äóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïðèìåíåííîìó ê (n−1)-ìåðíîìó ñèìïëåêñó
W, ýòî ÷èñëî íå÷åòíî. Ïîýòîìó ÷èñëî χ òàêæå íå÷åòíî.

Òåîðåìà Ï.4 (Êíàñòåð, Êóðàòîâñêèé, Ìàçóðêåâè÷). Ïóñòü çà-
ìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà C1, ..., Cn+1 ñèìïëåêñà K = x1 · · ·xn+1 óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèþ

xj1 · · ·xjs ⊆ ∪sr=1Cjr ∀ 1 ≤ j1 < j2 < ... < js ≤ n+ 1.

Òîãäà ìíîæåñòâà C1, ..., Cn+1 èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {πk} ïîñòðîåííûõ

ðàíåå ñèìïëèöèàëüíûõ ðàçáèåíèé ñèìïëåêñàK, äëÿ êîòîðîé lim
k→∞

δ(πk) =

0. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå ν : K → {x1, ..., xn+1} ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ ëþáîãî x ∈ K ïóñòü

{xj | λj(x) > 0} = {xj1 , ..., xjs}, j1 < j2 < ... < js.

Òîãäà ïî óñëîâèþ x ∈ ∪sr=1Cjr . Ïîëîæèì ν(x) = xjt , ãäå t − ìèíè-
ìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî x ∈ ∪tr=1Cjr . Îòìåòèì, ÷òî x /∈ ∪t−1

r=1Cjr
è, ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Cjt . Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ
y1(k) · · · yn+1(k) ðàçáèåíèÿ πk, äëÿ êîòîðîãî ν(yi(k)) = xi, i = 1, ..., n+ 1.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà yi(k) ïî îïðåäåëåíèþ îòîáðàæåíèÿ ν
jt = i è ïîýòîìó yi(k) ∈ Ci, i = 1, ..., n + 1. Ïîñêîëüêó K − êîìïàêò,
áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {yi(k)}
ñõîäÿòñÿ. Íî lim

k→∞
δ(πk) = 0. Ïîýòîìó ïðè k → ∞ äèàìåòð ñèìïëåêñà

y1(k) · · · yn+1(k) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, lim
k→∞

yi(k) = y∗, i =

1, ..., n + 1. Ïîñêîëüêó ïðè âñåõ i yi(k) ∈ Ci, à ìíîæåñòâà Ci çàìêíóòû,

èìååì y∗ ∈
n+1⋂
i=1

Ci.
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Óòî÷íèì ôîðìóëèðîâêó òåîðåìû 9.1. Ïóñòü Z − âûïóêëûé êîìïàêò
â Em è y1 · · · yn+1 − ñîäåðæàùèéñÿ â íåì ñèìïëåêñ ìàêñèìàëüíîé ðàç-
ìåðíîñòè. Òîãäà ÷èñëî n ≤ m íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ ìíîæåñòâà Z.
Âûïóêëûé êîìïàêò Z ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè m èìååò âíóòðåííþþ
òî÷êó (íàïðèìåð, áàðèöåíòð ñèìïëåêñà y1 · · · ym+1). Îáðàòíî, åñëè Z èìå-
åò âíóòðåííþþ òî÷êó, òî åãî ðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî Z èìååò ðàçìåðíîñòü n < m è ñîäåðæèò íóëü. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî yn+1 = 0. Ïðè ýòîì Z ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà En ñ áàçèñîì y1, ..., yn.

Èç ñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî â òåîðåìå 9.1 áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âûïóêëûé êîìïàêò Z èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåð-
íîñòü m.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.1 (Áðàóýðà). Ïóñòü K = x1 · · ·xm+1 −
m-ìåðíûé ñèìïëåêñ â Em. Ïî òåîðåìå Ï.2 (ñì. Ï3) íàéäåòñÿ ãîìåîìîð-
ôèçì τ : Z → K. Îòîáðàæåíèå τ ◦ f ◦ τ−1 ïåðåâîäèò òî÷êó y ∈ K â òî÷êó
τ(f(τ−1(y))) ∈ K è ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Åñëè y0 ∈ K − íåïîäâèæíàÿ
òî÷êà îòîáðàæåíèÿ τ ◦ f ◦ τ−1, òî x0 = τ−1(y0) − íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
îòîáðàæåíèÿ f : Z → Z. Ïîýòîìó áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî Z = K.

Ïîëîæèì

Ci = {x ∈ K | λi(f(x)) ≤ λi(x)}, i = 1, ...,m+ 1.

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå f è ôóíêöèè λi(x) íåïðåðûâíû íà K, ìíîæå-
ñòâà Ci çàìêíóòû. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà Ci óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
ïðåäûäóùåé òåîðåìû. Ïóñòü x ∈ xj1 · · ·xjs . Òîãäà

λj(x) = 0 ∀j /∈ {xj1 , ..., xjs} ⇒
s∑
r=1

λjr(x) = 1 ≥
s∑
r=1

λjr(f(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ íîìåð r, ïðè êîòîðîì λjr(x) ≥ λjr(f(x)) è
x ∈ Cjr . Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå íàéäåòñÿ

x∗ ∈
m+1⋂
i=1

Ci ⇒ λi(x
∗) ≥ λi(f(x∗)), i = 1, ...,m+ 1.

Íî
m+1∑
i=1

λi(x
∗) =

m+1∑
i=1

λi(f(x∗)) = 1.

266



Ïðèëîæåíèå

Ïîýòîìó

λi(x
∗) = λi(f(x∗)), i = 1, ...,m+ 1 ⇒ x∗ = f(x∗).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.1 (Êàêóòàíè). Êàê è ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû Áðàóýðà, áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âû-
ïóêëûé êîìïàêò Z èìååò ìàêñèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü m.

Ïóñòü K = x1 · · ·xm+1 − m-ìåðíûé ñèìïëåêñ â Em. Ïî òåîðåìå Ï.2
(ñì. Ï3) íàéäåòñÿ ãîìåîìîðôèçì ϕ : K → Z. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {πk} ñèìïëèöèàëüíûõ ðàçáèåíèé ñèìïëåêñà K, äëÿ êîòîðîé
lim
k→∞

δ(πk) = 0. Äëÿ ïðîèçêîëüíîãî k îïðåäåëèì ñëåäóþùåå íåïðåðûâíîå

îòîáðàæåíèå Φk : K → Z. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû x èç {πk} âûáåðåì òî÷êó
Φk(x) ∈ Φ(ϕ(x)) è çàòåì ïðîäîëæèì îòîáðàæåíèå ëèíåéíî íà êàæäûé èç
ñèìïëåêñîâ, âõîäÿùèõ â {πk}, ò.å. åñëè

x =
m+1∑
j=1

λjx
j,

m+1∑
j=1

λj = 1, λj ≥ 0, j = 1, ...,m+ 1,

− òî÷êà ñèìïëåêñà x1 · · ·xm+1 ∈ {πk}, òî ïîëàãàåì

Φk(x) =
m+1∑
j=1

Φk(xj).

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíîå îòáðàæå-
íèå Φk : K → Z. Òîãäà fk = ϕ−1Φk : K → K ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì
îòîáðàæåíèåì è èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó xk. Ïóñòü xk ïðèíàäëåæèò
ñèìïëåêñó x1k · · ·xm+1k ∈ {πk}, ò.å.

xk =
m+1∑
j=1

λkjx
jk,

m+1∑
j=1

λkj = 1, λkj ≥ 0, j = 1, ...,m+ 1.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xk}, {xjk},{λkj},{Φk(xjk)}, j = 1, ...,m + 1, ñõîäÿòñÿ ïðè k → ∞. Ïî-
ñêîëüêó äèàìåòðû ñèìïëåêñîâ x1k · · ·xm+1k ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {xk} è {xjk} äîëæíû èìåòü îáùèé ïðåäåë x∗ ∈ K. Ïóñòü

lim
k→∞

λkj = λ∗j , lim
k→∞

Φk(xjk) = ηj, j = 1, ...,m+ 1.
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Èìååì

ϕ(xk) = Φk(xk) =
m+1∑
j=1

λkjΦ
k(xjk) (Π.2)

è lim
k→∞

ϕ(xjk) = ϕ(x∗), lim
k→∞

ϕ(xk) = ϕ(x∗) â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îòáðàæå-

íèÿ ϕ. Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâå (Π.2) ê ïðåäåëó ïðè k →∞, ïîëó÷èì

ϕ(x∗) =
m+1∑
j=1

λ∗jη
j,

m+1∑
j=1

λ∗j = 1, λ∗j ≥ 0, j = 1, ...,m+ 1.

Èç çàìêíóòîñòè îòîáðàæåíèÿ Φ âûòåêàåò, ÷òî
ηj ∈ Φ(ϕ(x∗)), j = 1, ...,m + 1. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Φ(ϕ(x∗)) âûïóêëî,
òî÷êà ϕ(x∗) åìó ïðèíàäëåæèò è ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé.
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Óêàçàòåëü îáîçíà÷åíèé

Em − m-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ x = (x1, ..., xm) ñî

ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì
〈
x, y
〉

=
m∑
i=1

xiyi è íîðìîé |x| =
√〈

x, x
〉
;

Argmax
x∈X

f(x) = {x′ ∈ X | f(x′) = max
x∈X

f(x)} − ìíîæåñòâî òî÷åê ìàê-

ñèìóìà ôóíêöèè f, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå X;
Argmin

x∈X
f(x) = {x′ ∈ X | f(x′) = min

x∈X
f(x)};

{ak} − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ak, k = 1, 2, ...;
EX, V arX − ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû X;
e − âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ðàâíû 1;
el − âåêòîð, l-àÿ êîìïîíåíòà êîòîðîãî ðàâíà 1, à îñòàëüíûå êîìïî-

íåíòû − íóëåâûå;
2S − ìíîæåñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà S;
|S| − ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S;
Cn
m − ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç m ïî n;

def
= − "ðàâíî ïî îïðåäåëåíèþ";
∀ ∃ ⇒ ⇔ − êâàíòîðû "äëÿ âñÿêîãî", "íàéäåòñÿ", ëîãè÷åñêèå

ñâÿçêè "ñëåäóåò"è "òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà";
∅ − ïóñòîå ìíîæåñòâî;
− êîíåö äîêàçàòåëüñòâà.
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