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Данная работа посвящена обзору современной теории вре-

менной структуры процентных ставок. В работе представлены 

основные гипотезы, объясняющие временную структуру (ги-

потезы ожиданий, предпочтения ликвидности, а также гипоте-

зы об изменяющейся во времени премии за срок, сегментации 

рынков и "предпочитаемой" среды). Приведен краткий обзор 

их эмпирических проверок. Модели временной структуры от-

несены к четырем классам: макроэкономические подходы, 

факторные стохастические модели, стохастические модели 

общего равновесия и модели с отсутствием арбитража. Рас-

смотрены основные модели временной структуры в каждом 

классе и описаны результаты их эмпирических сравнений. 
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Вступление 

Во второй половине XX-го века роль рынка государствен-

ных ценных бумаг в экономике значительно возросла. Госу-

дарственные заимствования на открытом рынке стали в подав-

ляющем большинстве стран мира основным источником 

средств для финансирования бюджетных дефицитов и осу-

ществления государственных инвестиционных проектов. Опе-

рации на открытом рынке (покупка/продажа государственных 

облигаций) являются наиболее важным инструментом денеж-

но-кредитной политики для любого центрального банка, неза-

висимо от того, каков его целевой ориентир - уровень процен-

та или объем денежного предложения. Рынки государственных 

ценных бумаг большинства стран, как экономически развитых, 

так и развивающихся, а также стран с переходной экономикой, 

интернациональны, поскольку выступает в качестве объекта 

инвестирования не только для отечественного, но и для ино-

странного капиталов
1
.

Современная теория финансовых рынков предлагает значи-

тельный объем разработок, гипотез и моделей по различным 

аспектам функционирования всех сегментов финансового 

рынка, в том числе рынка государственных ценных бумаг. 

Наиболее характерной особенностью уровня ставки процента 

(доходности) по наиболее распространенному виду государ-

ственных ценных бумаг, государственным облигациям, явля-

1 В том числе, для так называемых "горячих" денег, притоки или оттоки 

которых могут спровоцировать острейший финансовый кризис в экономи-

ке страны, что наглядно продемонстрировали события последних двадцати 

лет в странах Латинской Америки, а также кризис в России и ряде стран 

СНГ в 1998 году. 
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ется отсутствие уникальной составляющей в оценке риска по 

данному виду ценных бумаг
2
. Это свойство дает возможность 

исследовать уровень и динамику доходности государственных 

ценных бумаг в зависимости, в первую очередь, от фундамен-

тальных факторов и показателей ожиданий экономических 

агентов. К данному направлению теории финансовых рынков 

относятся модели процента на основе гипотезы И.Фишера, па-

ритета процентных ставок и с учетом эффекта ликвидности. 

Важным предметом исследования в рамках теории финан-

совых рынков является анализ соотношения между доходно-

стями государственных ценных бумаг (или любых других 

срочных финансовых инструментов) с различными сроками до 

погашения, т. е. анализ временной структуры процентных 

ставок. 

К настоящему времени теория временной структуры про-

центных ставок представлена в русскоязычной экономической 

литературе лишь на самом элементарном уровне в учебниках 

по инвестициям и финансовому анализу
3
. В то же время рас-

сматриваемая тема включает в себя множество моделей и ис-

следований, широко используемых как при теоретическом 

анализе финансовых рынков на макроэкономическом уровне, 

так и при практической работе на рынках срочных и произ-

водных финансовых инструментов. 

Данная работа имеет своей целью обобщить и дать читате-

лю представление об основных гипотезах и моделях времен-

ной структуры процентных ставок, современном состоянии 

эмпирических исследований по различным аспектам данной 

темы. Автор не стремился описать все упомянутые модели 

временной структуры подробно, в частности, большинство 

                                                 
2 В том числе риска дефолта, не связанного с систематическим риском. 
3 В качестве исключения можно назвать статью О.Буклемешева и 

А.Поманского в журнале "Экономика и математические методы" в 1992 

году, посвященную описанию одной из наиболее важных моделей времен-

ной структуры - модели Кокса-Ингерсолла-Росса (см. Буклемешев, Поман-

ский, 1992) и эмпирические оценки гипотезы ожиданий для рынка ГКО-

ОФЗ в работе ИЭППП в 1998 году (см. Энтов и др., 1998). 
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промежуточных математических выкладок при обращении к 

той или иной  модели временной структуры опущено. 

Обзор состоит из семи параграфов, списка литературы и 

приложения. Первый параграф содержит основные понятия и 

определения, используемые в теории временной структуры. Во 

втором параграфе представлены пять гипотез временной 

структуры (ожиданий, предпочтения ликвидности, об изменя-

ющейся во времени премии за срок, сегментации рынков и 

"предпочитаемой" среды), а также дан краткий обзор их эмпи-

рических проверок. Третий параграф посвящен макроэконо-

мическим подходам к анализу временной структуры процент-

ных ставок. Четвертый, пятый и шестой параграфы включают 

описание трех классов стохастических моделей временной 

структуры (факторные модели, модели общего равновесия и 

модели с отсутствием арбитража). Наконец, седьмой параграф 

представляет собой обзор основных работ по эмпирическим 

проверкам различных моделей временной структуры. В при-

ложении даны основные положения теории стохастических 

процессов, используемых в стохастических моделях времен-

ной структуры. 



 

 10 

1. Основные понятия и определения 

Прежде чем приступить к описанию гипотез и моделей 

временной структуры доходности ценных бумаг, определим 

основные термины и понятия, используемые в теории времен-

ной структуры, а также их математическую запись. В этом па-

раграфе автор следует терминологии и формулировкам, ис-

пользуемым в Campbell, 1986; Shiller, 1990; Cuthbertson, 1996; 

Campbell, Lo, MacKinlay, 1997; Mishkin, 1997; Backus, Foresi, 

Telmer, 1998; Шарп, Александр, Бэйли, 1998. 

Под словом "облигация" будет пониматься любое долго-

вое обязательство, оформленное в виде рыночной ценной бу-

маги, платежи (платеж) по которому определены в номиналь-

ных (денежных единицах) или реальных (напр., по отношению 

к индексу потребительских цен) величинах. Облигации делят-

ся на дисконтные и купонные. 

Дисконтная облигация – ценная бумага, доход по которой 

определяется за счет разницы (дисконта) между ценой покуп-

ки (размещения) облигации и ее номиналом, уплачиваемым 

при погашении. 

Купонная облигация – ценная бумага, доход по которой 

складывается как сумма купонных выплат за период обраще-

ния облигации и, возможно, дисконта (положительного или 

отрицательного) между ценой покупки (размещения) облига-

ции и ее номиналом, уплачиваемым при погашении. 

При формулировании гипотез и построении моделей вре-

менной структуры для упрощения записи мы будем рассмат-

ривать исключительно дисконтные облигации, поэтому все 

определения далее относятся к дисконтным облигациям. 
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Дата погашения (maturity) – установленная при выпуске 

(размещении) облигации дата выплаты номинала облигации, T. 

Срок до погашения (term, time to maturity) – временной 

интервал от текущей даты до даты погашения данной облига-

ции, m = T – t. 

Дюрация (duration) – взвешенное среднее временных ин-

тервалов до всех купонных платежей за период до погашения 

облигации, где в качестве весов выступают купонные ставки 

(согласно Macaulay, 1938), D. Для дисконтной облигации D = 

m. 

В каждый момент времени t дисконтная облигация с датой 

погашения T (со сроком до погашения m) имеет рыночную це-

ну p(t, T), или p(t, m), которая определяется в результате до-

стижения равновесия между спросом и предложением. Если 

принять номинал облигации за единицу, то, очевидно, в любой 

момент времени t' < T цена облигации p(t, T) < 1 и постепенно 

увеличивается по мере приближения даты погашения. В этом 

случае доходность к погашению (yield to maturity) равна тем-

пу роста цены облигации до единицы к дате погашения. 

Отсюда следует, что цена облигации в каждый момент 

времени t', t  t'  T, должна определяться из условия 

p t T p t T e t t r t T( ' , ) ( , ) ( ' ) ( , ) 

, 

где r(t, T) – доходность к погашению (ставка процента) в 

момент t дисконтной облигации с датой погашения T. Прирав-

няв цену облигации в момент погашения к единице, т.е. p(t' = 

T, T) = 1, мы получаем: 

r t T
p t T

T t
( , )

[ ( , )]





ln
. 

В данной форме записи доходность к погашению называет-

ся еще спот-ставкой (spot-rate) по облигации, либо доходно-

стью к погашению в непрерывном исчислении (continuously 

compounded yield to maturity), мгновенной ставкой процента 

(instantaneous compound interest). 

В каждый момент времени на рынке наблюдается множе-

ство спот-ставок по облигациям с различными датами погаше-
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ния (сроками до погашения). Временной структурой про-

центных ставок (term structure of interest rates) называется 

функция, связывающая доходность к погашению каждой из 

облигаций с ее сроком до погашения, т.е. r(t, m) = F(t, m), или 

F t m
p t m

m
( , )

ln[ ( , )]



. 

Рисунок 1.1 
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Таким образом, временная структура доходности облига-

ций в каждый момент времени задается множеством цен обли-

гаций с различными сроками до погашения. Если срок до по-

гашения облигации относительно мал, то спот-ставка по такой 

облигации называется краткосрочной ставкой (short-term 

rate), если срок – большой, то – долгосрочной ставкой (long-

term rate). 

Кривая доходности (yield curve) – график, отображающий 

соотношение между доходностью облигаций с различными 

сроками до погашения и сроком до погашения (см. рис. 1.1). 

Процентный спрэд по облигациям (yield spread) – раз-

ность между доходностью облигации со сроком до погашения 

m и доходностью облигации, погашаемой в момент t + 1, т. е. 

s(m, t) = r(t, m) – r(t, 1). 

Форвардная ставка (forward rate) – неявная (implicit) 

ставка, определяемая на основе наблюдаемой временной 

структуры процентных ставок. Форвардная ставка на будущий 

период n = T – t' равна ставке, вычисляемой в момент t на ос-

нове спот-ставок по облигациям со сроками до погашения t' и 

T, и рассчитывается по следующей формуле (для дисконтных 

облигаций): 

f t t T
T t r t T t t r t t

T t
( , ', )

( ) ( , ) ( ' ) ( , ')

'


  


.   (1.1) 

Предел (1.1) при t' стремящемся к T обозначается f(t, T) и 

называется мгновенной форвардной ставкой (instantaneous 

forward rate)
4
: 

f t T r t T T t
r t T

T
( , ) ( , ) ( )

( , )
  




, 

или 

f t m r t m m
r t m

m
( , ) ( , )

( , )
 




.   (1.2) 

                                                 
4 В дальнейшем мы будем пользоваться записью как в непрерывной, так и в 

дискретной форме в зависимости от удобства в каждом конкретном случае. 
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Решив дифференциальное уравнение (1.2), мы находим, что 

форвардная ставка f(t, t', T) равна среднему мгновенных фор-

вардных ставок за период [t', T]: 

f t t T
T t

f t s s
t

T

( , ', )
'

( , )
'


 
1

d . 

С другой стороны форвардная ставка может быть опреде-

лена как 

f t t m T
p t m

p t m
( , , ) [

( , )

( , )
]  


1

1
ln . 

Это эквивалентно 

r t m

f t t m T

m

m

T

( , )

( , , )



 




 1
0

1

. 

Таким образом, спот-ставка равна среднему форвардных 

ставок за период до погашения облигации. 

Ставка за период владения облигацией (holding period 

rate) – доходность от продажи облигации, купленной ранее. 

Для дисконтной облигации эта доходность равна доходности 

от продажи облигации в момент t' по цене p(t', T), если она бы-

ла куплена ранее в момент t по цене p(t, T). 

h t t T
T t r t T T t r t T

t t
( , ', )

( ) ( , ) ( ') ( ', )

'


  


.   (1.3) 

Мгновенная ставка за период владения облигацией 

(instantaneous holding return) равна H t T
p t T

p t T
( , )

( , )

( , )



. 

Для нахождения соотношения между ставкой за период 

владения облигацией и спот-ставкой выразим ставку за период 

владения облигацией через цены облигации в моменты покуп-

ки, t, и продажи, t t' 1: 

h t t T
p t T

p t T

T t r t T

T t r t T
( , ' , )

( ' , )

( , )

exp[( ) ( , )]

exp[( ' ) ( ' , )]
 




.   (1.4) 
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Таким образом, ставка за период владения облигацией тем 

выше, чем выше облигация имела доходность в момент покуп-

ки, и чем ниже – при продаже. 

Прологарифмировав уравнение (1.4) и подставив t t ' 1, 

мы получаем, что ставка за период владения облигацией опре-

деляется спот-ставкой в момент покупки облигации и измене-

нием спот-ставки за период владения: 

h t t T r t T T t r t T r t T( , ' , ) ( , ) ( ' )[ ( ', ) ( , )]    .  (1.5) 

Если в уравнении (1.5) спот-ставки выразить через цены 

облигаций, то, суммируя по всему сроку до погашения, мы по-

лучим: 

p t T h t t T
t

T

( , ) ( , , ) 




 1
0

1

 

или 

r t T

h t t T

T t

t

T

( , )

( , , )











 1
0

1

.    (1.6) 

Уравнение (1.6) показывает, что доходность к погашению 

дисконтной облигации равна средней за время до погашения 

ставке за период владения облигацией. 

Форвардная премия за срок (forward term premium), пре-

мия за ликвидность (liquidity premium) – это разность между 

форвардной ставкой и условным ожиданием соответствующей 

будущей ставки: 

 f tt t T f t t T r t T t t T( , ' , ) ( , ' , ) ( ' , ), '   E ,  (1.7) 

где Et – оператор математического ожидания. 

Премия за срок владения облигацией (holding period term 

premium) для периода t < t' < T определяется как разность 

между условным ожиданием доходности за период владения 

облигацией и соответствующей спот-ставкой: 

h tt t T E h t t T r t t t t T( , ', ) ( , ', ) ( , ' ), '    .  (1.8) 
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Гипотезы, объясняющие причины возникновения и смысл 

премий за срок, будут представлены ниже. 

Из формул 1.1, 1.3, 1.7 и 1.8 получаем соотношение между 

форвардной премией за срок и премией за срок владения обли-

гацией: 

 h ft t T
T t

t t
t t T t t T( , ' , )

'
( , ' , ), '



 
 

1
, 

т. е.  h ft t T t t T( , ' , ) ( , ' , ) . 
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2. Гипотезы кривой доходности  

ценных бумаг 

2.1. Гипотеза ожиданий 

Интерес к изучению временной структуры процентных 

ставок возник давно, еще в конце XIX века. Первой (и наибо-

лее часто проверяемой в эмпирических исследованиях до сих 

пор) является гипотеза ожиданий. 

Гипотеза ожиданий (expectations hypothesis), в общем ви-

де, предполагает, что долгосрочные процентные ставки отра-

жают ожидания краткосрочных ставок. 

Предположения о том, что текущие долгосрочные про-

центные ставки должны содержать информацию о будущих 

коротких ставках появились еще в конце XIX века (Bohm-

Bawerk, 1891; Fisher, 1896). Значительный вклад в развитие 

данной гипотезы был сделан в работе И. Фишера в 1930 году, 

посвященной изучению взаимосвязи между реальной и номи-

нальной ставками процента (Fisher, 1930). Представление но-

минальной процентной ставки как суммы желаемой реальной 

процентной ставки и ожидаемой инфляции позволило выдви-

нуть идею о способности долгосрочных процентных ставок 

предсказывать не только короткие ставки, но и инфляцию (при 

условии постоянного уровня реального процента)
5
. 

                                                 
5 К ряду ранних работ, посвященных обсуждению предсказательных воз-

можностей процентных ставок, относятся публикации Williams, 1938; Lutz, 

1940; Hicks, 1946. 
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Различают два типа гипотезы ожиданий: чистую гипотезу 

ожиданий (pure expectations hypothesis) и, собственно, гипоте-

зу ожиданий (expectations hypothesis). 

Чистая гипотеза ожиданий утверждает, что долгосрочные 

процентные ставки равны среднему от ожидаемых кратко-

срочных процентных ставок. В первоначальном виде гипотеза 

ожиданий предполагала совершенное предвидение (perfect 

foresight) и нейтральность инвесторов по отношению к риску 

(risk neutrality)
6
. Это утверждение равносильно нескольким 

эквивалентным определениям. 

1) Ожидаемая доходность от владения облигациями с лю-

быми сроками до погашения за период времени n  будет оди-

наковой и равна спот-ставке по облигации с сроком до пога-

шения n : 

E t h t t n m r t n

m n m

( , , ) ( , )

,

  

 

0
, 

или 

h t t n m( , , )  0 . 

2) Спот-ставка по облигации, погашаемой через n  перио-

дов, равна ожидаемой ставке за период владения облигацией с 

большим сроком до погашения: 

r t n h t t n m

n m

t( , ) ( , , ) 



E
. 

3) Доходность долгосрочной облигации равна среднему 

ожидаемых доходностей краткосрочных облигаций за весь 

срок до погашения: 

r t T

r t

T t

t

t

T

( , )

( , )








E 1
0

1

. 

                                                 
6 Данных подход был развит в работах Meiselman, 1962; Malkiel, 1966; 

Bierwag, Grove, 1967 и др. 
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4) Форвардная премия за срок равна нулю для любого сро-

ка до погашения (форвардная ставка равна ожидаемой спот-

ставке): 

 f

t

t t m m

f t t T r t T

( , ' , ) ,

( , , ) ( , )

 

  

0

1 1E
.    (2.1) 

Из формулы (2.1) следует, что однопериодная форвардная 

ставка по инвестициям, совершенным через какое-то время n в 

будущем, должна обладать свойством мартингала: 

f t t n t n r t n t n

r t n t n f t t n t n

t

t t t

( , , ) ( , )

[ ( , )] ( , , )

       

         

1 1

1 1 1 21

E

E E E
 (2.2) 

Однако многие исследователи (например, Stiglitz, 1970; 

LeRoy, 1982), указывали на то, что в таком виде гипотеза ожи-

даний противоречила ряду требований к общепринятому к 

началу 70-х годов представлению динамики цен в виде стоха-

стических процессов. В частности, не могло быть выполнено 

условие неравенства Дженсена (Jensen's inequality, Shiller, 

1990). Развитие теории рациональных ожиданий (Muth, 1961; 

Lucas, 1972; Sargent, Wallace, 1975) позволило преодолеть воз-

никшее противоречие. С этого времени гипотеза ожиданий для 

временной структуры предполагала наличие ненулевой пре-

мии в зависимости от срока до погашения. Гипотеза рацио-

нальных ожиданий применительно к временной структуре 

процентных ставок вошла в большинство учебников по теории 

финансов, макроэкономике и денежной теории под названием 

собственно гипотезы ожиданий (напр., Sargent, 1987; Brealey, 

Myers, 1991; Romer, 1996; Cuthbertson, 1996; Mishkin, 1997; 

Шарп, Александер, Бэйли, 1998). 

Согласно данной гипотезе ожиданий ожидаемая избыточ-

ная доходность (премия за срок) равна постоянной величине, 

одинаковой для облигаций со всеми сроками до погашения, 

E th t t m r t m( , , ) ( , ) ,   1 1  , 
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т. е. форвардная премия за срок постоянна и одинакова для 

всех сроков до погашения
7
: 

 f t t m m( , ' , ) ,  . 

Оба вида гипотезы ожиданий обладают рядом свойств, поз-

воляющих объяснить форму наблюдаемых кривых доходно-

сти. Во-первых, они объясняют, почему доходности облигаций 

с различными сроками до погашения движутся однонаправле-

но. Если рост краткосрочных процентных ставок сегодня вос-

принимается как долгосрочное повышение уровня процента, 

то сохраняются ожидания их роста и в будущем. Ожидаемое 

повышение краткосрочных ставок вызывает рост долгосроч-

ных ставок в текущем периоде. Таким образом, краткосрочные 

и долгосрочные ставки движутся однонаправлено. 

Во-вторых, гипотезы ожиданий объясняют, почему кривая 

доходности имеет положительный наклон, когда краткосроч-

ные ставки низки, и отрицательный наклон, когда краткосроч-

ные ставки высоки. Если краткосрочные ставки низки (ниже 

долгосрочного среднего уровня), то экономические агенты 

ожидают их роста, если высоки (выше долгосрочного среднего 

уровня) – снижения. Таким образом долгосрочные ставки, 

равные среднему текущих и будущих краткосрочных ставок, 

оказываются выше или ниже доходности коротких облигаций. 

В-третьих, данные гипотезы объясняют большую вола-

тильность краткосрочных ставок по сравнению с долгосроч-

ными. Поскольку процентные ставки демонстрируют свойство 

возвращаться к среднему (mean-reverting), то среднее кратко-

срочных ставок должно иметь меньшую волатильность, чем 

сами спот-ставки. 

Однако гипотезы ожиданий не могут объяснить тот факт, 

что кривая доходности имеет преимущественно положитель-

ный наклон. В этом случае, согласно гипотезе, краткосрочные 

процентные ставки чаще находятся ниже долгосрочного сред-

него уровня. Кроме того, согласно приведенным выше форму-

                                                 
7 Аналогично выражениям (2.1) и (2.2) форвардную ставку в этом случае 

можно определить как мартингал со сдвигом, равным  . 
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лировкам обоих типов гипотезы ожиданий кривая доходности 

должна стремиться к горизонтальной прямой, что на практике 

наблюдается редко. 

Допущение о возможности наличия постоянной премии за 

срок позволило сблизить гипотезу ожиданий и альтернатив-

ный подход, развиваемый на протяжении десятилетий – тео-

рию предпочтения ликвидности. 

2.2. Гипотеза предпочтения ликвидности 

Первые предположения о том, что форвардные ставки (т. е. 

будущие ставки, рассчитываемые на основе соотношения те-

кущих коротких и долгосрочных ставок) должны содержать 

положительную премию (премию за риск, risk premium, или 

премию за срок, term premium) высказывались уже в 30 – 40 

годы XX века (Keynes, 1930, 1936; Lutz, 1940; Hicks, 1946). Дж. 

Хикс предполагал, что такая премия необходима, поскольку в 

противном случае инвесторы не будут делать различия между 

краткосрочными и долгосрочными вложениями, кроме как из 

предпочтений ликвидности. Поэтому ставки на более длинные 

сроки должны быть выше, чем короткие, чтобы привлечь вло-

жения на долгий срок. Более оригинальная гипотеза была вы-

сказана Лутцем (Lutz, 1940): он считал, что поскольку деньги, 

самый ликвидный актив, не приносят процента, то процент по 

ценным бумагам должен быть тем выше, чем дольше их срок 

до погашения (т. е. чем менее они ликвидны). 

Гипотеза предпочтений ликвидности (liquidity preference 

hypothesis) предполагает, что форвардная премия за срок по-

стоянна во времени, но зависит от срока до погашения облига-

ции,  f t t m m( , ' , ) ( ) . Облигации с большим сроком до по-

гашения рассматриваются как более рисковые, чем 

краткосрочные облигации, даже если мы рассматриваем один 

и тот же период владения облигациями. С ростом срока до по-

гашения премия за ликвидность и, соответственно, ожидаемая 

ставка за период владения облигацией увеличиваются: 

E t h t t m r t m

m m m

( , , ) ( , ) ( )

( ) ( ) ( ) .. .

  

    

1 1

1 2



  
. 
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Гипотеза предпочтения ликвидности объясняет (в той же 

логике. что и гипотеза ожиданий) однонаправленное движение 

краткосрочных и долгосрочных спот-ставок, положительный 

наклон кривой доходности. Однако она не может в полной ме-

ре объяснить отрицательный наклон кривой доходности. Со-

гласно данной гипотезе, долгосрочные ставки могут быть ни-

же краткосрочных только в том случае, если краткосрочные 

ставки настолько сильно превышают средний уровень, что это 

перекрывает положительную премию за срок. 

Дальнейшее развитие гипотезы было направлено на изуче-

ние свойств премии: является ли премия постоянной (constant 

term premium), либо она изменяется под воздействием других 

факторов (time-varying term premium). В частности, Вудвард и 

Дэй (Woodward, 1983; Day, 1986) предполагали, что премия, в 

большей степени определяется предельной склонностью к по-

треблению, чем предельной склонностью к замещению между 

бумагами с различными сроками до погашения. 

2.3. Гипотеза об изменяющейся во времени  

премии за срок 

Гипотеза об изменяющейся во времени премии за срок 

(time varying term premium) учитывает возможность влияния 

экзогенных переменных состояния на уровень и знак форвард-

ной премии за срок. Ожидаемая избыточная доходность от 

владения облигациями с разными сроками до погашения зави-

сит как от срока до погашения, так и от экзогенных факторов, 

изменяющихся во времени. Таким образом, премия за срок за-

висит от срока до погашения облигации и изменяется во вре-

мени: 

E t h t t m r t m z

m z
z z t

( , , ) ( , ) ( , )

; ; ( )

  

 



1 1

0 0



 







, 

где z = z(t) – функция, описывающая изменение перемен-

ной состояния во времени. 

Наибольшее распространение получило направление ис-

следований, связывающих колебания и знак премии за срок с 
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движением макроэкономических переменных и циклов эконо-

мической активности. В работах Барро, Плоссера, Турновски и 

Миллера, Ли (Barro, 1974; Plosser, 1982, 1987; Turnovsky, 

Miller, 1984; Lee, 1991; Balduzzi, Corsetti, Foresi, 1997) изуча-

лись эффекты фискальной политики и государственных расхо-

дов на динамику краткосрочных и долгосрочных ставок. В 

частности, выполняется ли условие "эквивалентности Рикар-

до" (Ricardo Equivalence) для ставок с различными сроками до 

погашения облигации. Ряд экономистов (McCafferty, 1986; 

Breeden, 1986; Harvey, 1988; Sill, 1996) рассматривали модели, 

связывающие цикличность потребления и структуру процент-

ных ставок. Большое число работ посвящено объяснению 

наклона кривой доходности в контексте циклов экономиче-

ской активности и ожиданий экономического роста или рецес-

сии. Среди них можно упомянуть статьи Mankiw, Summers, 

1984; Harvey, 1989; Chen, 1991; Labadie, 1994; Friedman, 

Kuttner, 1994; Wang, 1996; Roma, Torous, 1997. 

К данному направлению исследований относятся построе-

ние теорий временной структуры с учетом риска и предпочте-

ний ликвидности (Backus, Gregory, Zin, 1989; Salyer, 1990; 

Abel, 1998; Domowitz, Glen, Madhaven, 1998), ликвидности 

рынка (Elton, Green, 1998), изменения реального курса нацио-

нальной валюты и степени открытости экономики (Svensson, 

1991; Dillen, 1997), шоков денежно-кредитной политики 

(Campbell, 1995), информационных потоков и календарных 

эффектов (Jones, Lamont, Lumsdaine, 1996), политики регули-

рования ставок (Mankiw, Miron, 1986; Balduzzi, Bertola, Foresi, 

1996), изменения режима налогообложения (Green, Odegaard, 

1997; Elton, Green, 1998), политических процессов (Miller, 

1997a), неопределенности ожиданий инфляции (Miller, 1997b). 

Однако в ряде работ (например, Campbell, 1986) указыва-

лось на то, что фактически наблюдаемая премия может быть 

представлена в виде суммы премий за срок, за риск, за лик-

видность, а также ожиданий изменения уровня процентной 

ставки. В этом случае отдельные компоненты общей премии 

могут оставаться постоянными при изменении других, что не 
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позволяет полностью отвергнуть предположение о постоян-

стве премии за срок. 

2.4. Гипотеза сегментации рынков 

Третьей гипотезой, объясняющей различие в уровнях до-

ходности бумаг с различными сроками погашения, является 

теория сегментации рынков. 

Гипотеза сегментации рынков (market segmentation 

hypothesis) основывается на предположении о том, что различ-

ные инвесторы могут иметь различные предпочтения относи-

тельно желаемых сроков инвестирования, либо принуждены 

законодательно осуществлять вложения в облигации с опреде-

ленными сроками до погашения
8
. В таком случае, вероятно, 

существуют несколько отдельных рынков для бумаг с различ-

ными сроками до погашения, и цены облигаций устанавлива-

ются в зависимости от спроса и предложения на каждом из 

рынков. При этом, вследствие разного рода ограничений, ар-

битраж между этими рынками невозможен, и облигации с раз-

личными сроками до погашения не могут выступать как суб-

ституты при инвестировании на какой-либо период времени. 

Таким образом, рассчитываемый избыточный доход от 

владения облигацией с определенным сроком до погашения 

(форвардная премия за срок) зависит от объема предложения и 

спроса на облигации с каждым из сроков до погашения: 

E t h t t m r t s
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s s t m
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8 Например, на рынке можно выделить группу мелких инвесторов, рыноч-

ных спекулянтов, финансовых менеджеров, управляющих свободными 

средствами фирм и группу институциональных инвесторов (взаимные и 

пенсионные фонды). Участники первой группы предпочитают краткосроч-

ные бумаги, поскольку они имеют более высокие предпочтения ликвидно-

сти, а представители второй группы инвестируют преимущественно в дол-

госрочные бумаги, так как это гарантирует им стабильный и более высокий 

доход на протяжении длительного периода. 
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где s = s(t, m) – функция, определяющая относительную 

привлекательность облигаций со сроком погашения m в общем 

объеме всех выпущенных облигаций. 

Предположение о том, что ставки процента на разные сро-

ки отличаются вследствие того, что спрос на активы с разным 

сроком обращения предъявляется со стороны различных групп 

инвесторов, было впервые выдвинуто в работе Culbertson, 

1957.  

Гипотеза сегментации рынков объясняет преимущественно 

положительный наклон кривой доходности тем, что спрос на 

долгосрочные облигации обычно меньше, чем на краткосроч-

ные. Однако данная гипотеза не может убедительно ответить 

на вопросы, почему ставки по краткосрочным и долгосрочным 

облигациям движутся однонаправлено и почему кривая до-

ходности имеет положительный наклон при низких кратко-

срочных ставках и отрицательный – при высоких. 

2.5. Гипотеза "предпочитаемой среды" 

Пятой гипотезой, объясняющей вид кривой доходности, 

является так называемая "теория предпочитаемой среды". 

Впервые гипотеза была выдвинута в статье Modigliani, Sutch, 

1966. 

Теория предпочитаемой среды (preferred habitat theory) 

отрицает наличие фундаментальных макроэкономических ос-

нов определения форвардной премии за срок. Предполагается, 

что инвестор, в первую очередь – непрофессиональный, имеет 

свой собственный горизонт инвестиций (наиболее приемле-

мый и удобный для него с точки зрения получаемого дохода, 

цели инвестирования и трансакционных издержек срок вложе-

ния) и предпочитает покупать облигации, срок до погашения 

которых не выходит за его пределы. Наблюдаемая на рынке 

временная структура доходности ценных бумаг является ре-

зультатом принятия экономическими агентами множества не-

зависимых решений. В каждой из таких "сред" существуют 

свои спрос и предложение, что может приводить к любому 

знаку и изменению премии за срок. Таким образом, лишь об-

лигации с близкими сроками до погашения могут рассматри-
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ваться как субституты и иметь одинаковую форвардную пре-

мию за срок. По своим объясняющим свойствам теория пред-

почитаемой среды близка гипотезе сегментации рынков. 

Данная гипотеза, фактически, не противоречит ни одному 

из перечисленных ранее предположений, объясняющих вре-

менную структуру процентных ставок, что показано в работах 

Mishkin, 1980, 1997; Mankiw, 1986. 

2.6. Обзор эмпирических проверок  

гипотез временной структуры 

Первые эмпирические исследования временной структуры 

процентных ставок были посвящены проверке чистой гипоте-

зы ожиданий. Их авторы (Macauley, 1938; Hickman, 1942; 

Culbertson, 1957) не смогли доказать, что текущие ставки по 

долгосрочным облигациям предсказывают будущие короткие 

ставки. 

С началом революции "эффективных рынков" в теории фи-

нансов авторы стали включать предположения о рационально-

сти ожиданий в свои модели. Первые тестирования гипотезы 

рациональных ожиданий в отношении временной структуры 

процентных ставок (Meiselman, 1962; Kessel, 1965) подтверди-

ли, что форвардные ставки в большинстве случаев правильно 

предсказывают знак изменения коротких процентных ставок 

на любых сроках. Однако эти результаты были подвергнуты 

критике (Buse, 1967), в первую очередь, из-за неудачной спе-

цификации тестируемых уравнений. Таким образом, выводы 

Майсельмана были справедливы только в предположении, ес-

ли ожидания экономических агентов отвечали свойствам оп-

тимальных линейных прогнозов (optimal linear forecasts 

property, Diller, 1969; Nelson, 1970; Shiller, 1978).  

В дальнейшем большинство исследователей отказались от 

проверки чистой гипотезы ожиданий, поскольку она не под-

тверждалась (Taylor, 1992). В то же время, Modigliani, Shiller, 

1973; Friedman, 1979, 1980; Kane, 1983; Shiller, Campbell, 

Schoenholtz, 1983; Fama, 1984; Campbell, 1986 показали, что 

временная структура доходности американских казначейских 
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обязательств соответствует предположению о постоянной 

премии за срок
9
. 

Разработка нового математического аппарата (модели 

ARCH, GARCH, Engle, 1982; Bollerslev, 1986; Engle, Ng, 

Rothschild, 1990) позволила ввести в модель условную диспер-

сию ошибок прогноза, отвечающую за сильные колебания 

временных рядов форвардных ставок. Такие колебания, по 

мнению критиков (например, Culbertson, 1957), не могли соот-

ветствовать ни одному из видов ожиданий. Однако в конце 70-

х – начале 80-х годов Шиллер и др. исследователи (Shiller, 

1979, 1981, 1986; Singleton, 1980; Flavin, 1983) показали, что 

высокая дисперсия ошибок прогноза вследствие более высо-

кой волатильности долгосрочных ставок либо нестационарно-

сти коротких ставок, не противоречит предположению о по-

стоянстве премии за срок. 

Исследование проблемы нестационарности (наличия еди-

ничного корня) рядов доходности облигаций с различными 

сроками до погашения составляет отдельный класс работ в об-

ласти теории временной структуры. Наличие единичного кор-

ня во временном ряду изменений ставок с одинаковым сроком 

до погашения (т. е. "случайное блуждание", random walk, при-

ростов ставок) должно свидетельствовать о невозможности 

предсказывать процентные ставки в будущие. Первое предпо-

ложение о нестационарности ряда форвардных ставок было 

сделано (и отвергнуто при проверке на недельных данных по 

казначейским обязательствам США) Роллом в 1970 году (Roll, 

1970). Филипс и Пиппенгер, Мишкин, Песандо (Phillips, 

Pippenger, 1976, 1979; Mishkin, 1978; Pesando, 1981, 1983) 

утверждали, что единичный корень свойственен долгосроч-

ным процентным ставкам. 

С другой стороны, несмотря на то, что отдельные ряды до-

ходностей с разными сроками до погашения нестационарны, 

их линейная комбинация может быть стационарна, т.е. ряды 

                                                 
9 Премия положительна и зависит только от срока облигации до погашения 

(и уровня процента), но не от времени. Изменение наклона кривой доход-

ности может означать только изменение ожиданий относительно будущих 

процентных ставок. 
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коинтегрированы. Коинтеграция означает наличие долгосроч-

ной взаимосвязи между ставками различной срочности, в то 

время как их краткосрочные колебания могут рассматриваться 

как "случайное блуждание". 

Дальнейшие исследования не дали однозначного ответа на 

вопрос, присущи ли движению процентных ставок с различной 

срочностью свойства "случайного блуждания", являются ли 

временные ряды коинтегрированными. Наиболее вероятным 

представляется предположение о том, что свойства рядов вре-

менной структуры не постоянны. Они значительно отличаются 

в разных странах и на разных периодах наблюдения, а также в 

зависимости от срочности рассматриваемых ставок. К ряду 

исследований, доказывающих наличие единичного корня в 

рассматриваемых временных рядах и отрицающих коинтегра-

цию между ними, относятся работы Rose, 1988; Bradley, 

Lumpkin, 1992; Mougoue, 1992; Zhang, 1993; Guest, McLean, 

1998. Напротив, гипотеза о наличии долгосрочной взаимосвязи 

между краткосрочными и долгосрочными ставками (коинтер-

гация) при наблюдении свойств "случайного блуждания" у ря-

дов ставок подтверждается в статьях Wallace, Warner, 1993; 

Engstead, Tanggaard, 1994a,b; Johnson, 1994; Clinebell, Kahl, 

Stevens, 1996; Cuthbertson, Hayes, Nitzsche, 1998. 

Проверка гипотезы ожиданий (с учетом предпосылки о ра-

циональных ожиданиях у участников рынка) остается до 

настоящего момента достаточно популярным объектом эмпи-

рических исследований среди экономистов. Во многих случаях 

были найдены доказательства ее правомерности
10

. В то же 

время, в ряде исследований авторы показали, что устойчивая 

взаимосвязь между долгосрочными и будущими короткими 

процентными ставками отсутствует, и анализ изменений ста-

вок не может отвергнуть гипотезу об их "случайном блужда-

                                                 
10 См., напр., Fama, Bliss, 1987; Leiderman, Blejer, 1987; MacDonald, Speight, 

1988; Hamilton, 1988; Froot, 1989; McFadyen, Pickerill, Devaney, 1991; 

Campbell, Shiller, 1991; Choi, Wohar, 1991; Taylor, 1992; Engsted, 1993, 

1996; Mishkin, 1993; Sola, Driffill, 1994; McCullum, 1994; Svensson, 1994; 

Mandeno, Giles, 1995; Karfakis, Moschos, 1995; Gerlach, Smets, 1997; 

Dhillon, Lasser, 1998, и др. 
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нии": Elton, Gruber, Rentzler, 1983; Mills, 1991; Dahlquist, 1995; 

Balduzzi, Bertola, Foresi, 1997; Hassler, Nautz, 1997; Guest, 

McLean, 1998, и др. Грэй, Анг и Бекэрт (Gray, 1996; Ang, 

Bekaert, 1998) использовали методы регрессионного анализа, 

допускающие наличие разных режимов на рассматриваемом 

периоде, и показали, что свойства временных рядов процент-

ных ставок и спрэда между спот-ставкой и долгосрочными 

ставками изменяются во времени. Анализ основных причин 

расхождения результатов проверок гипотезы ожиданий и опи-

сание эконометрических особенностей различных тестов пред-

ставлены в Anderson, Breedon, Deacon, Derry, Murphy, 1996; 

Driffil, Psaradakis, Sola, 1997, Bekaert, Hodrick, Marshall, 1997, 

и Fisher, Gilles, 1998. 

Применительно к анализу временной структуры россий-

ского рынка ценных бумаг особо стоит выделить работы, по-

священные проверке гипотезы ожиданий на развивающихся 

рынках (Аргентина – Leiderman, Blejer, 1987; Мексика - 

Domowitz, Glen, Madhaven, 1998; Россия – Энтов, Радыгин, 

Мау, Синельников, Трофимов, Дробышевский, Луговой и др., 

1998). Исследования показали, что хотя чистая гипотеза ожи-

даний не оправдывается, предсказательная способность вре-

менной структуры процентных ставок на развивающихся рын-

ках соответствует, в целом, результатам, полученным для 

развитых финансовых рынков, и текущие долгосрочные про-

центные ставки содержат информацию о будущих коротких 

ставках процента. 

Отдельным направлением проверки гипотезы эффективно-

сти временной структуры является исследование возможности 

процентных ставок с различными сроками до погашения пред-

сказывать будущие изменения инфляции, т.е. проверка гипоте-

зы И. Фишера в отношении временной структуры. Практиче-

ски все исследования в той или иной степени подтвердили 

справедливость данной гипотезы
11

. Необходимо отметить, что 

                                                 
11 В качестве примера можно привести работы Fama, 1975, 1990; Mishkin, 

1981, 1990, 1993; Murphy, 1986; Barsky, 1987; Jorion, Mishkin, 1991; De 

Bondt, Bange, 1992; Svensson, 1994; Engsted, 1995; Estrella, Mishkin, 1995, 

1997; Crowder, Hoffman, 1996; Kandel, Ofer, Sarig, 1996; Barr, Campbell, 
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в большинстве исследований отмечалось различие в способно-

сти предсказывать инфляцию между краткосрочными и долго-

срочными ставками. В большинстве случаев краткосрочные 

ставки не содержат информации о текущей и будущей инфля-

ции, в то время как долгосрочные ставки предсказывают дви-

жение уровня цен достаточно хорошо. 

Эмпирические исследования по оценке изменяющейся во 

времени премии за срок начались в середине 60-х годов. В 

1965 году Кессель (Kessel, 1965) предположил, что величина 

премии зависит от текущего уровня краткосрочной процент-

ной ставки. Оценки показали статистическую значимость и 

положительный знак такого рода зависимости. Однако Нель-

сон в 1972 году (Nelson 1972), оценивая спрэд между коротки-

ми и долгосрочными ставками, получил противоположный 

знак в регрессионном уравнении для коэффициента при теку-

щей краткосрочной процентной ставке. Впоследствии авторы 

предлагали в своих работах различные макроэкономические и 

финансовые переменные, отвечающие за колебания и знак 

премии. В частности рассматривались циклы деловой активно-

сти (Fama, Bliss, 1987; Harvey, 1988, 1993, 1997; Estrella, 

Hardouvelis, 1991; Hu, 1993; Plosser, Rouwenhorst, 1994; 

Clinton, 1995; Estrella, Mishkin, 1995, 1997, 1998; Alles, 1995; 

Chapman, 1997; Kamara, 1997; Kim, Limpaphayom, 1997; Berk, 

1998), ожидания дефицита государственного бюджета (Plosser, 

1987; Thomas, Abderrezak, 1988; Goff, 1990; Cebula, 1991; Lee, 

1991; Correia-Nunes, Stemitsiotis, 1995), ожидания изменения 

курса национальной валюты (Svensson, 1994; Dahlquist, 1995), 

ситуация на фондовом рынке (Campbell, 1987; Wu, Lu, Lee, 

1994; Fraser, 1995), инструменты политики регулирования 

ставок (Mankiw, Miron, 1986; Balduzzi, Bertola, Foresi, 1996), 

информационные потоки (Jones, Lamont, Lumsdaine, 1996), 

международные взаимосвязи (Bomhoff, Schotman, Grilli, 

Leiderman, 1988; Johnson, 1993; Kazemi, Warotamasikkhadit, 

Nageswaran, 1997), изменение налогового режима (Green, 

                                                                                                              
1996; Alles, Bhar, 1997; Lee, Clark, Ahn, 1998. Отрицательные результаты 

представлены в статьях Evans, 1998; Crockett, 1998; Berk, 1998. 
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Odergaard, 1997; Elton, Green, 1998), колебания денежного 

предложения (Lynch, Ewing, 1998), ликвидность рынка (спрэд 

между заявками на покупку и продажу) (Shen, Starr, 1998; 

Elton, Green, 1998), изменения странового риска и ожидания 

девальвации (Domowitz, Glen, Madhaven 1998), условные дис-

персии процентных ставок (премии) (Lee, 1989; Longstaff, 

1990; Taylor, 1992; De Bondt, Bange, 1992; Engle, Ng, 1993; 

Heynen, Kemna, Vorst, 1994; Margaritis, 1994; Elton, Gruber, 

Mei, 1996; Mayfield, Murphy, 1996; Bhar, 1996; Ederington, Goh, 

1997; Tzavalis, Wickens, 1997; Lyer, 1997). 

Эмпирические проверки гипотезы сегментации рынков ме-

нее распространены. Даффи (Duffee, 1996) и Бальдини и Керу-

бини (Baldini, Cherubini, 1998) рассматривали значительно бо-

лее высокую дисперсию колебаний краткосрочных ставок по, 

соответственно, американским и итальянским казначейским 

обязательствам в сравнении с долгосрочными ставками по об-

лигациям как результат разделения рынков бумаг с коротким и 

длинным сроками до погашения. Парк и Свитцер (Park, 

Switzer, 1997) обнаружили возможность сегментации рынка, 

изучая методы технического прогнозирования доходности об-

лигаций и производных финансовых инструментов. Напротив, 

Колеман, Фишер и Ибботсон (Coleman, Fisher, Ibbotson, 1992), 

сравнивая форвардные ставки по дисконтным и купонным 

ценным бумагам Казначейства США, не обнаружили значи-

мых отличий между видами ценных бумаг и сроками до пога-

шений. 

* * * 

Таким образом, в экономической теории существует пять 

основных гипотез временной структуры процентных ставок: 

гипотеза ожиданий, гипотеза предпочтения ликвидности, ги-

потеза об изменяющейся во времени премии за срок, гипотеза 

сегментация рынков и гипотеза "предпочитаемой среды". Как 

видно из представленного обзора, к настоящему времени прак-

тически преодолены противоречия между различными подхо-

дами к объяснению формы кривой доходности, и выбор кон-

кретной гипотезы зависит от предпосылок, целей и 

результатов конкретного исследования. 
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Подробные обзоры истории развития и современного со-

стояния гипотез временной структуры, а также результатов их 

эмпирических проверок можно найти в Shiller, 1990; Taylor, 

1992; Cuthbertson, 1996; Campbell, Lo, MacKinlay, 1997; 

Mishkin, 1997. 
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3. Макроэкономические подходы 

Макроэкономические подходы к анализу временной струк-

туры процентных ставок направлены на изучение эффектов 

денежно-кредитной и фискальной политики в рамках стан-

дартных макроэкономических теорий – неокейнсианства и 

неоклассики. Основное внимание уделяется различиям в реак-

ции на действия государства в динамике краткосрочных и дол-

госрочных ставок. Такие модели не описывают движение всей 

кривой доходности, в них разделяются только краткосрочные 

и долгосрочные ставки. 

Эмпирические проверки моделей временной структуры на 

основе макроэкономических подходов относятся к изучению 

факторов, влияющих на колебания премии за срок (см. выше). 

Анализ поведения временной структуры процентных ставок с 

точки зрения макроэкономической политики подробно пред-

ставлен в Blanchard, Fisher, 1989; Turnovski, 1995; Evans, 

Marshall, 1998; Goodfriend, 1998 и Walsh, 1998. 

3.1. Неокейнсианская модель Бланшара 

О. Бланшар (Blanchard, 1981) рассматривает неокейнсиан-

скую модель закрытой экономики в рамках подхода IS-LM с 

постоянным объемом капитала. В такой экономике существует 

один вид блага и четыре вида рыночных активов: акции (пред-

ставляют физический капитал), частные краткосрочные и дол-

госрочные облигации и деньги. 

Равновесие на рынке товаров. Предположим, что суще-

ствует три основных фактора, определяющих текущие потре-

бительские расходы. Во-первых, изменение цен акций на фон-

довом рынке. Поскольку акции представляют собой часть 
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богатства, изменение их стоимости влияет на текущее потреб-

ление, а соотношение их цены и восстановительной стоимости 

капитала корпораций – на инвестиционные решения (см. 

Tobin, 1978). Во-вторых, текущий доход, влияние которого в 

условиях ограничения на ликвидность не зависит от богатства. 

В-третьих, фискальная политика – как через государственные 

расходы, так и через налоги. 

Таким образом, планируемые расходы могут быть выраже-

ны в следующем виде: 

e aq y g  





 [ , )01
, 

где e – планируемые расходы, q – капитализация фондового 

рынка, y – текущий доход, g –государственные расходы. Все 

величины даны в реальном выражении. 

Объем выпуска и планируемые расходы со временем при-

ходят в равновесие ( – коэффициент "настройки"): 
 ( ) ( )

,

y e y aq by g

b

    



  

 





1

1 0

.   (3.1) 

Из (3.1) следует, что, во-первых, до тех пор, пока выпуск не 

отреагировал на увеличение спроса, происходит изменение 

товарных запасов; во-вторых, хотя фактические текущие рас-

ходы всегда равны выпуску, планируемые расходы могут от-

личаться от текущего выпуска. 

Равновесие на рынке финансовых активов. Все три неде-

нежных актива рассматриваются как совершенные субститу-

ты. Следовательно, благодаря возможности арбитража и от-

сутствию риска они имеют одну и ту же доходность в 

краткосрочном периоде. Последняя, в свою очередь, должна 

быть такой, чтобы экономические агенты были согласны на 

имеющуюся долю денег в своих портфелях. Портфельный ба-

ланс характеризуется обычным соотношением LM: 

m p cy h i

c h

  

 

~ ~
,

~ ,
~

0 0
, 
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или 

i cy h m p  ( ) ,     (3.2) 

где i – краткосрочный номинальный процент, m и p – лога-

рифмы номинальной денежной массы и уровня цен. 

Краткосрочная реальная процентная ставка определяется 

как 

r i p*  *  ,     (3.3) 

где звездочка обозначает ожидания, а  *p  – ожидаемый 

уровень инфляции. 

Арбитраж между краткосрочными и долгосрочными об-

лигациями. Долгосрочные облигации представлены дисконт-

ными ценными бумагами с доходностью I и ценой 1/I. Ожида-

емая доходность данного вида бумаг в краткосрочном периоде 

равна сумме доходности и ожидаемого номинального капи-

тального прироста: 

I
d

dt I
I I I1

1




















    * / . 

Поскольку арбитраж допускается: 

I I I i  * / .    (3.4) 

Из уравнения (3.4) следует, что * /I I I i  . Таким обра-

зом, если доходность долгосрочной облигации I выше доход-

ности краткосрочной облигации i, инвесторам следует ожидать 

капитальных потерь по долгосрочной облигации, т. е. роста 

долгосрочной процентной ставки. Обозначим долгосрочную 

реальную ставку процента R и определим ее аналогично урав-

нению (3.4): 

r R R R*  */  .    (3.5) 

Арбитраж между краткосрочными облигациями и акция-

ми. Если q обозначает капитализацию фондового рынка в ре-

альном выражении, ожидаемая реальная доходность от акций 

равна  * / /q q q  , где  – реальная прибыль корпораций. По-
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следняя, в свою очередь, предполагается как возрастающая 

линейная функция от выпуска: 

  



 



0 1

1 0

y
. 

Возможность арбитража между краткосрочными облигаци-

ями и акциями означает, что 

 *
*

q

q

y

q
r




 0 1
.    (3.6) 

Уравнения (3.1) – (3.6) описывают выпуск, фондовый ры-

нок и процентные ставки как функции от переменных, харак-

теризующих экономическую политику, m и g, ожидания,  *q  и 

 *p , и уровень цен p. Данная система рекурсивна: долгосроч-

ные ставки определяются уравнениями (3.4) и (3.5), но отсут-

ствуют в других уравнениях. Связующим звеном между рын-

ками финансовых активов и товаров является капитализация 

фондового рынка (согласно гипотезе Тобина; см. Tobin, 1978). 

Мы предполагаем, что ожидания экономических агентов раци-

ональны, таким образом, для их описания нам достаточно од-

ного уравнения, характеризующего динамику уровня цен p. 

Решение системы для случая жестких цен. В предположе-

нии о жестких ценах отсутствует наблюдаемая и ожидаемая 

инфляция, номинальные и реальные процентные ставки равны, 

система сокращается до четырех уравнений (3.1), (3.2), (3.5), 

(3.6). При этом в уравнении (3.2) номинальная краткосрочная 

ставка заменяется реальной ставкой, временная структура 

процентных ставок описывается уравнением (3.5). 

В устойчивом равновесном статическом состоянии y  0 . 

Следовательно, выпуск, равный планируемым расходам, зави-

сит от ситуации на фондовом рынке и уровня государственных 

расходов: y
a

b
q

b
g 
1

. Фондовый рынок (при  *q q  0) опре-

деляется как q
r

y

cy h m p
 



 

  0 1

( )
. Капитализация фондового 

рынка равна отношению прибыли в устойчивом равновесном 
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состоянии к равновесной процентной ставке. Обе функции 

(прибыли и процента) являются возрастающими функциями от 

выпуска: прибыль прямо пропорциональна объему выпуска, а 

процент повышается благодаря росту трансакционного спроса 

на деньги при увеличении выпуска. Таким образом, влияние 

выпуска на фондовый рынок неоднозначно. Если обозначить 

значение капитализации фондового рынка в равновесном 

устойчивом состоянии как q , то при ( )cq 1 >0 влияние про-

центной ставки будет доминировать и рост выпуска приведет к 

спаду на фондовом рынке. В противоположном случае ожида-

ния прибыли преобладают, и рынок начнет расти с увеличени-

ем выпуска. 

Мы не будем представлять фазовые диаграммы динамиче-

ского решения и остановимся только на поведении временной 

структуры при изменениях переменных, характеризующих де-

нежную и фискальную политику государства. 

При увеличении денежной массы новое устойчивое равно-

весие будет характеризоваться более низким уровнем реаль-

ных процентных ставок, высоким уровнем выпуска и капита-

лизацией фондового рынка. Это соответствует сравнительной 

статике обычной модели IS-LM. Однако динамика прихода в 

новое равновесное состояние будет зависеть от того, в какой 

мере экономические агенты предвидели данное увеличение 

денежной массы. 

При непредвиденном расширении денежного предложения 

в момент t0 краткосрочные процентные ставки резко упадут 

для поддержания новой доли денег в портфелях экономиче-

ских агентов (см. рисунок 3.1). Долгосрочные ставки также 

упадут, однако они снизятся в меньшей степени, так как в бу-

дущем ожидается рост выпуска и, соответственно, рост спроса 

на деньги. Кривая доходности будет иметь положительный 

наклон. Через некоторое время объем выпуска и планируемые 

расходы придут в равновесие, краткосрочные и долгосрочные 

процентные ставки также сравняются на новом уровне, более 

низком, чем при предыдущем равновесии, но более высоком, 

чем первоначальный скачок ставок вниз в момент денежной 

экспансии. 
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Рисунок 3.1 

 

При ожидаемом расширении денежной массы изменение 

кривой доходности будет отличным (см. рисунок 3.2). Допу-

стим, что в момент t0 было объявлено, что денежная масса 

увеличится в последующий момент t1. Объявление об увели-

чении денежного предложения приведет к подъему фондового 

рынка в ожидании низких процентных ставок и роста прибы-

ли. Увеличение стоимости акций вызовет рост расходов (бла-

годаря эффекту богатства). Следовательно, выпуск начнет рас-

ти еще до фактического расширения денежного предложения. 

Однако, поскольку денежная масса еще не изменилась, крат-

косрочные процентные ставки увеличатся, в то время как дол-

госрочные ставки начнут понижаться в ожидании будущего 

снижения процента. В это время кривая доходности приобре-

тает отрицательный наклон. После момента расширения де-

нежной массы поведение всей временной структуры анало-

гично случаю непредвиденной денежной экспансии. 
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Рисунок 3.2. 

 

Последствия увеличения государственных расходов в рам-

ках данной модели также очевидны. Новое равновесное состо-

яние будет характеризоваться увеличением выпуска, прибыли 

и уровня процентных ставок. Влияние на фондовый рынок не 

определено и зависит от соотношения роста выпуска (ведет к 

подъему рынка) и уровня процента (снижает цены акций). 

Рассмотрим динамику изменения временной структуры для 

случая ожидаемого увеличения государственных расходов, 

поскольку это наиболее реалистичный сценарий проведения 

фискальной политики. 

Здесь различаются два возможных варианта в зависимости 

от соотношения ( )cq 1 в модели: 1) при доминирующем ро-

сте прибыли и подъеме фондового рынка (см. рисунок 3.3); 2) 

при доминирующем увеличении уровня процента и снижении 

цен акций (см. рисунок 3.4). 
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Рисунок 3.3 

 

Рисунок 3.4 

 

В первом случае ожидаемый рост прибыли перекрывает 

ожидания увеличения уровня процента, и капитализация фон-

дового рынка растет. В свою очередь, ожидания увеличения 

выпуска и уровня процента приводят к скачку вверх долго-

срочных процентных ставок, в то время как краткосрочные 

ставки медленно растут по мере увеличения спроса на деньги. 

Во втором случае в момент объявления об увеличении гос-

ударственных расходов фондовый рынок падает, поскольку 
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эффект от ожидания роста процентных ставок превышает 

ожидания увеличения прибыли. В период времени между объ-

явлением о намерениях и изменением фискальной политики 

выпуск снижается, так как частные расходы снизились в ре-

зультате эффекта богатства (реакция на снижение стоимости 

акций), а государственные – остались пока без изменений. 

Спрос на деньги и краткосрочные процентные ставки падают 

до момента t1. Долгосрочные ставки, однако, повышаются в 

ожидании будущего повышения уровня процента. После уве-

личения государственных расходов выпуск начинает расти, а 

вместе с ним – и краткосрочные ставки. Кривая доходности 

имеет положительный наклон на протяжении всего периода. 

Решение для случая гибких цен. Если цены совершенно гиб-

кие, то изменения номинального объема денежной массы бу-

дут нейтральны по отношению к выпуску и фондовому рынку. 

Уравнение цен в модели может быть записано в следующем 

виде: 
 * ( )p p p p  





 0
,     (3.7) 

где p  – уровень цен при полной занятости и некотором 

номинальном объеме денежной массы m . Такого рода процесс 

достижения равновесия означает, что в долгосрочном периоде, 

по мере того как цены достигают нового равновесного уровня, 

деньги нейтральны и, хотя рост цен равен ожидаемому, допу-

щения об инерционности ожиданий или предопределенных 

контрактами ценах имеют место. Добавление в уравнение 3.7 

отклонения безработицы от естественного уровня сделает его 

еще более близким к уравнению кривой Филлипса, однако в 

данной модели это не является важным, а только затруднит 

вычисления. 

В устойчивом равновесном состоянии выпуск, реальные 

процентные ставки и фондовый рынок инвариантны по отно-

шению к номинальной денежной массе. Изменение номиналь-

ной денежной массы приводит только к пропорциональному 

изменению уровня цен. Для анализа динамики изменения пе-
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ременных рассмотрим случай непредвиденного увеличения 

денежного предложения. 

При такой денежной экспансии реальные кассовые остатки 

возрастают в краткосрочном периоде, так как среагировать 

мгновенно цены не успевают, номинальные процентные став-

ки снижаются. Реальные процентные ставки падают из-за ро-

ста ожиданий инфляции (эффект Манделла). В период до 

установления нового уровня цен выпуск расширяется, превы-

шая равновесный уровень. Реальные ставки процента после 

первоначального падения поднимаются выше равновесного 

уровня благодаря снижению реальных кассовых остатков, ро-

сту трансакционного спроса на деньги, снижению инфляцион-

ных ожиданий. В результате долгосрочные реальные процент-

ные ставки снижаются в меньшей степени, чем краткосрочные, 

кривая доходности имеет положительный наклон (см. рисунок 

3.5). Со временем временная структура становится более поло-

гой и достигает отрицательного наклона. 

Рисунок 3.5 

 

3.2. Неокейнсианские модели Турновски-Миллера  

и Маккафферти 

С.Турновски и М.Миллер (Turnovsky, Miller, 1984) рассмат-

ривают неокейнсианскую модель закрытой экономики, анало-
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гичную модели Бланшара. Отличие заключается в том, что ав-

торы включают в модель рынок государственных, а не част-

ных облигаций, исключив из рассмотрения фондовый рынок. 

Такая постановка задачи позволяет изучить влияние на вре-

менную структуру процентных ставок со стороны увеличения 

государственных расходов, осуществляемого за счет денежной 

экспансии, или расширения заимствований на финансовом 

рынке (выпуска государственных облигаций). 

В случае финансирования дефицита государственного 

бюджета за счет увеличения предложения денег результаты 

полностью повторяют выводы Бланшара о поведении времен-

ной структуры процентных ставок при денежной экспансии (с 

жесткими ценами). 

Если увеличение государственных расходов финансируется 

за счет выпуска облигаций, то, в соответствии с данной моде-

лью, вид кривой доходности не изменится, краткосрочные и 

долгосрочные ставки будут одновременно подниматься до но-

вого равновесного уровня. 

Маккафферти (McCafferty, 1986), также в рамках неокейн-

сианского подхода, рассматривает влияние совокупного спро-

са на колебания доходности облигаций с разным сроком до 

погашения. В данной модели предполагается, что рынок това-

ров и денежный рынок приводятся в равновесие различными 

ставками процента (в рамках подхода IS-LM). Совокупный 

спрос на товары зависит от долгосрочной ставки процента, в 

то время как спрос на деньги определяется краткосрочными 

ставками. Кроме этого, модель Маккафферти допускала стоха-

стический характер изменения цен облигаций, в то время как 

модели Бланшара и Турновски-Миллера были полностью де-

терминистские
12

. 

Автор показывает, что, несмотря на то, что на разных рын-

ках действуют различные ставки процента, колебания кратко-

срочных ставок под воздействием шоков денежного предло-

жения оказывают влияние на дисперсию долгосрочных 

                                                 
12 Маскаро и Мельтцер (Mascaro, Meltzer, 1983) ввели в свою модель, ана-

логичную модели Бланшара, риск как экзогенный параметр, тем не менее 

их анализ остался полностью детерминистским. 
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процентных ставок и, таким образом, влияют на инвестицион-

ные решения и уровень потребления. В тоже время спекуля-

тивный спрос на активы, включая краткосрочные облигации, 

определяется колебаниями долгосрочных процентных ставок. 

Модель Маккафферти стала прообразом нового класса 

макроэкономических подходов к изучению временной струк-

туры процентных ставок, рассмотренному ниже. 

3.3. Неоклассическая модель Турновски 

Модель С. Турновски (Turnovsky, 1989) является неоклас-

сической стохастической макроэкономической моделью вре-

менной структуры. Она состоит из пяти уравнений: 

y R gt t t  





 0
    (3.8) 

m p y it t t t  

 

 

 

1 2

1 20 0,
    (3.9) 

y p pt t t t 







( *), 1

0
    (3.10) 

r i p pt t t t t  ( * ),1     (3.11) 

r R R Rt t t t t  

1
1

( * ), ,   (3.12) 

где yt –отклонение реального объема выпуска от естествен-

ного уровня (в логарифмах); Rt – долгосрочная реальная про-

центная ставка; it – краткосрочная номинальная процентная 

ставка; rt – краткосрочная реальная процентная ставка; gt – ре-

альные государственные расходы (в логарифмах); pt – уровень 

цен производителей (в логарифмах); pt i t , * –ожидания в мо-

мент t цен в периоде t+i, i = 1, 2, 3,...; mt – номинальная денеж-

ная масса (в логарифмах). 

Уравнение (3.8) представляет, фактически, кривую IS, где в 

качестве процента взята долгосрочная процентная ставка. Это 

означает, что инвестиции, являющиеся частью общих расхо-
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дов, определяются долгосрочной ставкой процента. Равнове-

сие на денежном рынке описывается уравнением (3.9), где 

спрос на деньги зависит от краткосрочной процентной ставки. 

Уравнение (3.10) описывает общий выпуск в виде функции 

предложения Лукаса, т. е. отклонение выпуска от естественно-

го уровня зависит от непредвиденного изменения уровня цен. 

Уравнения (3.11) представляет обычное соотношение между 

реальными и номинальными краткосрочными процентными 

ставками в предположении о нейтральности инвесторов по от-

ношению к риску. Временная структура процентных ставок 

описывается уравнением (3.12). Здесь долгосрочная процент-

ная ставка определяется как доходность долгосрочной облига-

ции, обеспечивающей реальный купонный платеж, равный 

единице, в течение всего срока до погашения. Таким образом, 

цена данной облигации равна 
1

R
. Уравнение (3.12) является 

линейной аппроксимацией модели САРМ для рынка ценных 

бумаг с различными сроками до погашения. В предположении 

о нейтральности инвесторов по отношению к риску параметр 

 равен средней долгосрочной реальной ставке R
13

. 

Система уравнений (3.8) – (3.12) определяет совместно 

пять переменных: выпуск, долгосрочную и краткосрочную ре-

альные процентные ставки, краткосрочную номинальную про-

центную ставку и уровень цен. Устойчивое состояние эконо-

мики (когда все ожидания реализованы и не изменяются) 

характеризуется следующими соотношениями (I обозначает 

долгосрочную номинальную процентную ставку): 

                                                 
13 Если инвесторы не являются нейтральными по отношению к риску, то 

параметр   R k R

2
, где k – отражает степень неприятия риска, а R

2
 

– дисперсия долгосрочной реальной ставки. Однако если экономика нахо-

дится в стабильном состоянии, то дисперсия долгосрочной реальной ставки 

не изменяется, и мы можем рассматривать параметр  постоянным и в этом 

случае. 
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Таким образом, в долгосрочном периоде все процентные 

ставки равны и определяются только уровнем государствен-

ных расходов. Уровень цен пропорционален объему денежной 

массы и также зависит от объема государственных расходов. 

Решение модели. Для экономии места здесь представлены 

только итоговые выражения для процентных ставок, получен-

ные в результате решения системы уравнений (3.8) – (3.12)
 14

: 

1) Долгосрочная реальная процентная ставка. 
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2) Краткосрочная реальная процентная ставка. 

                                                 
14 Для решения системы в первую очередь определяются ожидания пере-

менных на один период вперед, после чего ожидания вычитаются из пер-

воначальных уравнений. Итоговое решение находится для матричного 

уравнения, состоящего из полученных разностей. 
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3) Краткосрочная номинальная процентная ставка. 
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4) Долгосрочная номинальная процентная ставка. 
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Далее приводится исследование полученного решения для 

различных типов возмущений со стороны переменных, харак-

теризующих экономическую политику (денежное предложе-

ние и государственные расходы). 

Непредвиденное расширение денежного предложения 

(временное или постоянное) приведет к снижению как кратко-

срочных, так и долгосрочных реальных процентных ставок, 

однако влияние на последние будет сильнее в (1
1




) раз. Но-

минальные ставки также понизятся, причем долгосрочные но-

минальные ставки понизятся в (1
1


R

) раз больше. Непредви-

денное временное увеличение денежной массы вызывает 

большее снижение краткосрочных номинальных, чем кратко-

срочных реальных, процентных ставок. Это же справедливо и 

для долгосрочных процентных ставок в случае, если инвесто-

ры нейтральны по отношению к риску (если инвесторы не 

нейтральны, данное условие может не выполняться). Непред-

виденное постоянное увеличение денежного предложения вы-

зывает большее снижение реальных ставок по сравнению с 

номинальными для всех сроков. Непредвиденная временная 

денежная экспансия понижает в большей степени номиналь-

ные процентные ставки, чем постоянная, но реальные про-
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центные ставки снижаются меньше, чем это имело бы место 

при непредвиденном постоянном увеличении денежной массы. 

Поскольку ожидаемые значения реальных процентных ста-

вок зависят только от государственных расходов и не зависят 

от номинальной денежной массы, реакция реальных процент-

ных ставок на ожидаемое расширение денежного предложе-

ния будет такой же, как и для случая непредвиденной денеж-

ной экспансии. Кроме того, ожидаемое постоянное увеличение 

денежной массы ведет к пропорциональному увеличению 

ожидаемого уровня цен, и реальная денежная масса не изменя-

ется; ожидания номинальной краткосрочной ставки также не 

меняются. Ожидаемая долгосрочная номинальная процентная 

ставка есть дисконтированная сумма ожидаемых краткосроч-

ных номинальных ставок и, следовательно, остается постоян-

ной. С другой стороны, временное ожидаемое расширение де-

нежного предложения понижает ожидаемую номинальную 

краткосрочную ставку, и номинальная краткосрочная ставка 

падает даже больше, чем при неожиданной денежной экспан-

сии. Аналогичная ситуация наблюдается и для номинальной 

долгосрочной ставки. 

Непредвиденное временное увеличение государственных 

расходов ведет к росту краткосрочных и долгосрочных реаль-

ных процентных ставок. Последние повышаются в (1
1




) раза 

сильнее. Номинальные краткосрочные и долгосрочные ставки 

также возрастают, при этом долгосрочные ставки – в (1
1


R

) 

раз больше. 

При предположении, что эластичность спроса на деньги по 

проценту  2 1 , непредвиденное постоянное увеличение 

государственных расходов вызывает рост долгосрочных ре-

альных ставок на величину, большую чем повышение кратко-

срочных реальных ставок. Реакция краткосрочных реальных 

ставок, в общем случае, не является однозначной, и при опре-

деленных условиях они могут упасть. Непредвиденное посто-

янное увеличение государственных расходов повышает как 
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долгосрочные, так и краткосрочные (в большей степени) но-

минальные процентные ставки. 

Непредвиденное временное увеличение государственных 

расходов оказывает более сильное влияние на реальные, чем 

на номинальные ставки, в то время как постоянное – на номи-

нальные. При условии, что  2 1 , непредвиденное временное 

увеличение государственных расходов сильнее влияет на 

краткосрочные ставки, чем постоянное. Для долгосрочных 

ставок ситуация обратная: они в большей степени подвержены 

влиянию непредвиденного постоянного роста государствен-

ных расходов, чем в ситуации, когда такой рост временный. 

Ожидаемое постоянное увеличение государственных рас-

ходов повышает все ожидаемые ставки на одну и туже величи-

ну: 
1


. Поскольку ожидаемая долгосрочная реальная ставка 

зависит только от текущих государственных расходов, ее ре-

акция не зависит от того, является ли увеличение временным 

или постоянным. Ожидаемая краткосрочная реальная ставка 

возрастает в ответ на временное увеличение расходов в 

1


(1

1



) раз. Ожидаемый рост краткосрочной номинальной 

ставки зависит от ожиданий уровня цен. Отклик последнего в 

случае временного увеличения государственных расходов бу-

дет выше по сравнению с постоянным ростом расходов только 

при условии  2 1 . 

Относительная дисперсия процентных ставок. Если пред-

ставить стохастический процесс динамики процентных ставок 

как линейную комбинацию трех видов возмущений: времен-

ный денежный шок, постоянный денежный шок, временный 

фискальный шок, то относительная дисперсия долгосрочных и 

краткосрочных реальных ставок будет равна 






R

r

2

2 2

1

1 1


( )
, 
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а соответствующая относительная дисперсия номинальных 

ставок 





I

i
R

2

2 2

1

1 1


( )
. 

При условии нейтральности инвесторов по отношению к 

риску   R  эти два выражения совпадают. В диапазоне фак-

тических значений долгосрочных равновесных ставок для раз-

витых экономик (0 – 15%) дисперсия долгосрочных ставок со-

ставляет малую долю дисперсии краткосрочных ставок. Если 

же инвесторы не приемлют риск, то, при стремлении парамет-

ра, отвечающего за неприятие риска, к бесконечности, отно-

шение дисперсий стремится к единице. 

Если же мы допускаем, что имеют место только фискаль-

ные шоки, выражения для относительной дисперсии номи-

нальных и реальных ставок усложняются, и возможна ситуа-

ция, при которой дисперсия долгосрочных ставок превосходит 

дисперсию краткосрочных ставок. 

* * * 

Следующие три класса моделей временной структуры про-

центных ставок рассматривают движения цен облигаций с раз-

личными сроками до погашения как динамику цен финансо-

вых активов, представленную в виде стохастического 

процесса, и не предназначены для целей анализа макроэконо-

мических последствий различных вариантов денежно-

кредитной и фискальной политики. Краткий обзор основных 

видов и свойств стохастических процессов и теории стохасти-

ческих дифференциальных уравнений приведен в Приложе-

нии. 
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4. Факторные стохастические модели 

Стохастические методы изучения цен финансовых активов 

получили широкое распространение после опубликования в 

1973 году работ Блэка, Шоулза и Мертона по ценообразова-

нию на опционы (Black, Scholes, 1973; Merton, 1973). В после-

дующие несколько лет представление о случайном характере 

формирования цен финансовых активов стало преобладающим 

среди экономистов, изучающих финансовые рынки. 

Применительно к теории временной структуры процентных 

ставок можно выделить три группы стохастических моделей: 

факторные модели, модели общего равновесия и модели с от-

сутствием арбитража. Основное отличие между этими группа-

ми заключается в предпосылке о том, выступают ли доходно-

сти облигаций с различными сроками до погашения в качестве 

эндогенной переменной, либо они считаются экзогенно задан-

ными. Дальнейшее построение теоретической модели и эмпи-

рические проверки ее адекватности наблюдаемым данным ос-

новываются на принимаемой предпосылке. 

Основной целью построения факторных стохастических 

моделей является объяснение динамики процентных ставок 

ценных бумаг с различными сроками до погашения. В каче-

стве исходного пункта для построения таких моделей задаются 

один или несколько случайных факторов, объясняющих пове-

дение краткосрочных процентных ставок. Общепринятым 

термином для обозначения краткосрочных процентных ставок 

во всех факторных стохастических моделях (также как в моде-

лях общего равновесия и моделях с отсутствием арбитража) 

является "спот-ставка". Далее принятый стохастический про-

цесс специфицируется таким образом, чтобы соответствовать 
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фактической временной структуре. Следующий шаг состоит в 

получении условия равновесия, которое предполагает возмож-

ность безрискового арбитража, и определении премии за срок 

в зависимости от случайного фактора. На основе факторной 

модели строится дифференциальное уравнение цены облига-

ции в частных производных, имеющее аналитическое реше-

ние. 

Факторные стохастические модели временной структуры 

процентных ставок начали свое развитие в 1976 году. В июле 

этого года была опубликована статья Кокса и Росса (Cox, Ross, 

1976), посвященная альтернативным (по отношению к модели 

Блэка–Шоулза) методам стохастического моделирования цен 

опционов. Авторы впервые упомянули о возможности приме-

нения стохастических моделей формирования цены финансо-

вого актива для изучения динамики цен облигаций, хотя и не 

предложили формальной модели. Основополагающей работой 

в данном направлении считается статья О. Васичека 1977 года 

(Vasicek, 1977). 

4.1. Однофакторная модель Васичека  

Васичек (Vasicek, 1977) рассматривает рынок дисконтных 

облигаций, которые могут быть свободно куплены и проданы 

по рыночной цене. Риск дефолта по облигациям отсутствует. 

Цена облигации с датой погашения T в любой момент времени 

t обозначается p(t, T). В момент погашения цена облигации 

равна единице, т. е. p(T, T) = 1. Доходность к погашению равна 

R t m
p t m

m
( , )

( , )
 

ln
, где m = T – t > 0 – срок обращения обли-

гации. R t m( , )  как функция от m представляет временную 

структуру процентных ставок на момент t. Спот-ставка опре-

деляется как мгновенная процентная ставка для заимодателя и 

заемщика: 

r t R t R t m
m

( ) ( , ) lim ( , ) 


0
0

. 

Принимаются следующие три предпосылки: 
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1. Движение спот-ставки соответствует непрерывному 

Марковскому (диффузионному) процессу. Рассматривается 

случай, когда спот-ставка определяется процессом с возвра-

щением к среднему (процессом Орнстейна-Уленбека): 

dr r dt dz  



  



( )

0
,    (4.1) 

где  – долгосрочное среднее значение спот-ставки, z(t) – 

Винеровский процесс. Такой процесс имеет стационарное рас-

пределение. Параметр дисперсии постоянен и равен . Пара-

метр дрейфа   характеризует скорость возвращения процесса 

к долгосрочному среднему значению, пропорциональную от-

клонению текущего значения спот-ставки от среднего ( )  r . 

Условные математическое ожидание спот-ставки и диспер-

сия в момент времени t равны: 

E t
T t

t

T t

r r t e

D r e

  

 

 

 

 









[ ( ) ]

( )

( )

( )

2

2

2
1

. 

2. Цена дисконтной облигации p(t, T) на протяжение всего 

срока до погашения определяется оценкой в момент времени t 

участка стохастического процесса спот-ставки { ( ), }r t T   . 

Необходимо отметить, что все гипотезы временной структуры 

(ожиданий, предпочтения ликвидности, сегментации рынка и 

"предпочитаемой среды") соответствуют предположению (2), 

поскольку они принимают временную структуру в виде 

R t m
T

r d t m r tt

t

t m

( , ) ( ) [ , , ( )]








 



E
1

    с различными видами 

функции [ , , ( )]t m r t . 

3. Рынок эффективен. Это означает, что информация до-

ступна всем инвесторам в равной степени и все инвесторы 

действуют рационально (предпочитают более высокий уро-

вень богатства меньшему, используют всю доступную инфор-

мацию). Трансакционные издержки отсутствуют. Таким обра-
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зом, инвесторы имеют одинаковые ожидания, и невозможен 

безрисковый арбитраж, дающий прибыль. 

Согласно предположению (1), приращения спот-ставки на 

временном интервале (t, T) зависят только от текущего уровня 

спот-ставки, r(t). Следовательно, из предположения (2) следу-

ет, что цена облигации является функцией от спот-ставки: 

p t T p t T r t( , ) [ , , ( )] . 

Значение спот-ставки является единственной переменной 

состояния (фактором), определяющим временную структуру. 

Ожидания формируются на основе знания о всей предыдущей 

динамике всех доходностей к погашению, включая текущую 

кривую доходности. В силу предположения об эффективности 

это эквивалентно тому, что условные ожидания формируются 

на основе текущего значения спот-ставки. Поскольку мы рас-

сматриваем только одну переменную состояния, мгновенные 

доходности облигаций с разными сроками до погашения кор-

релированы. Таким образом, нам достаточно двух облигаций 

(краткосрочной и любой другой) для описания всей временной 

структуры процентных ставок. Тем не менее, на любом конеч-

ном отрезке времени доходности от держания облигаций не 

корррелированы, и те инвесторы, которые не хотят непрерыв-

но пересматривать свой портфель облигаций, должны иметь 

для достижения своих целей набор облигаций с разными сро-

ками до погашения. 

Поскольку цена облигации является функцией от спот-

ставки, заданной стохастическим процессом (4.1), для нахож-

дения темпа ее прироста 
p
p  необходимо применить правила 

дифференцирования согласно лемме Ито. Таким образом, ди-

намика цены облигации, p t T r( , , ) , соответствует стохастиче-

скому дифференциальному уравнению в частных производ-

ных: 




  










p

t
r

p

r

p

r
rp

t T

     



[ ( ) ] 1
2

2

2

2
0

, (4.2) 
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где   ( , )r t – рыночная цена риска, определяемая из 

условия отсутствия арбитража при формировании портфеля 

облигаций с разными сроками до погашения. Для заданной 

рыночной цены риска решение уравнения (4.2) находится при 

ограничении p T T r( , , ) 1. 

Решение уравнения (4.2) записывается в следующем виде: 

p t T r e R r T t R e

R

t T

T t T t( , , ) exp [ ][ ( ) ] ( ) ( ) [ ]

( )

( ) ( )        










   



   1
1

4
1

2

3

2

1

2

2

2
















 

.(4.3) 

Математическое ожидание и стандартное отклонение 

мгновенной доходности от держания облигации с датой пога-

шения T равны 

Eh t T r t e

Dh t T e

t T

T t

T t

( , ) ( ) [ ]

( , ) [ ]

( )

( )

  

 



 

 













1

1 . 

Таким образом, чем длиннее срок до погашения облигации, 

тем больше дисперсия мгновенной доходности от держания, а 

превышение ее математического ожидания над спот-ставкой 

пропорционально стандартному отклонению. 

Уравнение временной структуры процентных ставок при-

нимает следующий вид: 

R t m R r t R
m

e
m

e

m

m m( , ) ( ) [ ( ) ( )] ( ) ( )       



 
1
1

4
1

0

2

3

2






 

.

 (4.4) 

Согласно уравнению (4.4) кривая доходности начинается в 

точке m = 0 с уровня, равного r(t), и приближается к асимптоте 
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R( )  при m . При значениях r(t), меньших или равных 

R( )  1

4

2

2




 (rL, рис. 4.1), кривая доходности монотонно воз-

растает. При значениях r(t), больших R( )  1

4

2

2




 (rH, рис. 

4.1), но меньших R( )  1

2

2

2




, она имеет "горб". Если r(t) рав-

но или больше R( )  1

2

2

2




, кривая доходности монотонно 

убывает. 

Рисунок 4.1 

r(t) 

 

rH 

 

R() 

 

rL 

 
 

        m 

 

Уравнения (4.1) и (4.4) полностью описывают поведение 

процентных ставок при принятых предпосылках. Они позво-

ляют вычислить доходности облигаций с разными сроками до 

погашения в любой момент времени, а также динамику изме-

нения цены облигации на всем сроке до погашения. Кроме то-

го, уравнение (4.4) описывает динамику доходности облигации 

с заданным сроком до погашения на рассматриваемом интер-

вале времени. Так как спот-ставка распределена нормально 

(свойство процесса Орнстейна-Уленбека), а временная струк-
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тура является линейной функцией от спот-ставки, процентные 

ставки ценных бумаг с разными сроками до погашения также 

распределены нормально. 

Разность между форвардной ставкой и ожидаемой спот-

ставкой (премия за срок) не зависит от t, и является функцией 

только от срока до погашения: 

 f t

m mt m F t t m r t m R e e m

m

( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( )       








  



 E 




 1
2

2

2
1

0

. 

Нетрудно заметить, что при m = 0, ( )0 0 , при 

T R     , ( ) ( )  . Поскольку R( )  зависит от рыночной 

цены риска (4.3), то функция премии за срок может возрастать 

или убывать при различных величинах  . Если рыночная цена 

риска 



 , то ( )m  – монотонно возрастающая функция от 

m. В пределах 0  



 функция премии за срок является во-

гнутой с максимумом 
 2

2
, достигаемого для срока до погаше-

ния m 












1



 

  
ln . При рыночной цене риска   0 пре-

мия за срок монотонно убывает. 

4.2. Однофакторные модели Дотана  

и Кокса-Ингерсолла-Росса 

В модели Дотана (Dothan, 1978) в качестве фактора также 

принимается краткосрочная безрисковая спот-ставка, однако 

ее динамика представлена в виде геометрического Винеров-

ского процесса без сдвига (аналогично модели ценообразова-

ния опционов Мертона, Merton, 1973): 

dr rdz , 

где  – константа, dz – Винеровский процесс. В отличие от 

модели Васичека такая запись предполагает логнормальное 
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распределение спот-ставки, т. е. спот-ставка всегда положи-

тельная (модель Васичека допускала отрицательные значения 

спот-ставки). Однако у Дотана отсутствует член, отвечающий 

за "возвращение к среднему", в то время как в реальности 

наблюдается цикличность изменения процентных ставок. 

Дифференциальное уравнение цены облигации для условия 

отсутствия арбитража: 

1

2

2 2

2

2

2 0



 














r
p

p
r
p

r
rp

p

t
   



. 

Рыночная цена риска () принимается в модели потоянной, 

т. е. не зависит от времени, уровня спот-ставки. Решение урав-

нения для цены p(r, t) находится при начальном и краевых 

ограничениях 

p r

p t

p t t

( , )

( , )

( , ) ,

0 1

0 1

0 0





  

, 

и записывается в следующем виде: 

p r t x x ha u s

h u i a d da
u
x K x

x r

s t

u

u

u

u

( , ) sin( sin ) exp[ ( ) / ]

cos sin( )
( )

( )

   

  








 





 

 

 
1

2 4 4

2 2

2

2
2

2

2

2

0

2 2

0

2

2

2

2

1

2

1

2





 

 










. 

Как показано Дотаном, цена облигации является убываю-

щей выпуклой функцией от спот-ставки и времени, возраста-
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ющей вогнутой функцией от  2 . Временная структура про-

центных ставок является монотонно убывающей функцией в 

любой момент времени t. Кроме того, доходность к погаше-

нию является возрастающей вогнутой функцией от спот-

ставки и убывающей выпуклой функцией от  2 . 

В 1980 г. Кокс, Ингерсолл и Росс опубликовали совмест-

ную работу по анализу займов с колеблющейся процентной 

ставкой (Cox, Ingersoll, Ross, 1980). Авторы рассмотрели мо-

дифицированную модель Мертона (Merton, 1973) для сравне-

ния динамики цен безрисковых займов с переменной ставкой 

процента и займов с риском дефолта и показали, что един-

ственное решение стохастического уравнения может быть 

найдено в обоих случаях. 

В их модели поведение переменной состояния (безриско-

вой спот-ставки) описывается следующим стохастическим 

процессом: 

dr r dz 3 2 , 

а рыночная цена риска определяется как  ( , )r t r 2 , где   

– константа. 

Дифференциальное уравнение цены актива представлено в 

следующем виде: 

1

2

2 3

2

2

2 0












r

p

r
r
p

r

p

t
c r t rp    ( , ) , 

где c r t( , )  – функция дополнительных денежных потоков, 

связанных с данным активом (напр., купонные платежи или 

дивиденды). Далее рассматривается несколько случаев функ-

ции c r t( , ) : для облигаций с постоянным купонным доходом, 

для облигаций с обеспечением, с переменной купонной став-

кой, конвертируемых облигаций, облигаций с гарантирован-

ным минимумом и максимумом купонной ставки, с риском 

дефолта. 
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4.3. Двухфакторные модели Бреннана-Шварца 

 и Шефера-Шварца 

В 1978 году Ричард (Richard, 1978) рассмотрел возмож-

ность применения формулы Блэка-Шоулза (Black, Scholes, 

1973) для моделирования временной доходности облигаций в 

случае двух факторов. Ричард ввел второе уравнение состоя-

ния, описывающее динамику инфляции, разделив тем самым 

номинальные и реальные процентные ставки. Его модель стала 

первой в классе многофакторных моделей временной структу-

ры процентных ставок. Развитие многофакторных (двухфак-

торных) моделей связано также с работой Бреннана и Шварца 

(Brennan, Schwartz, 1982).  

Бреннан и Шварц рассматривают цену облигации, не под-

верженной риску дефолта, как функцию от двух переменных 

состояния: спот-ставки и долгосрочной процентной ставки 

(ставки по облигации с бесконечно длинным сроком до пога-

шения, l). Стохастические процессы, описывающие динамику 

переменных состояния, определяется следующим образом: 

dr l r dt r dz

dl l r l dt l dz

   

   

[ ( )]

( )

  

   

1 1 1 1

2 2 2 2 2

. 

Такая формулировка предполагает, что приращение каждой 

из процентных ставок пропорционально текущему значению 

ставки. Функция дрейфа в выражении для краткосрочной спот-

ставки соответствует гипотезе ожиданий временной структу-

ры: если долгосрочные ставки заключают в себе информацию 

об ожидаемых будущих краткосрочных ставках, то кратко-

срочные ставки должны "возвращаться" к текущему значению 

долгосрочной ставки, т.е. 1 0 . Коэффициент пропорцио-

нальности в функции дрейфа для процесса динамики долго-

срочных ставках принимается как линейная функция от r и l. 

Аналитическое решение дифференциального уравнения 

цены облигации не было получено. Авторы рассматривают 

только дискретную запись стохастических процессов для эм-

пирической проверки выдвинутой гипотезы. 

Шефер и Шварц (Schaefer, Schwartz, 1984) представили 

альтернативную двухфакторную модель. В качестве перемен-
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ных состояния взяты ставка по облигации с бесконечным сро-

ком обращения, l, и спрэд между безрисковой спот-ставкой и 

ставкой по облигации с бесконечным сроком обращения, s. 

Кроме того, функция дисперсии в уравнении для долгосроч-

ной процентной пропорциональна уровню (в модели Бренна-

на-Шварца - квадрату уровня) данной ставки. Динамика пере-

менных состояния описывается стохастическими процессами: 

ds s dt dz

dl s l t dt ldz

  

 

  

 

1 1 1

2 2 2

( )

( , , )
. 

Рыночная цена риска  принимается как константа, а коэф-

фициент корреляции между Винеровскими процессами dz1 и 

dz2 – равным нулю. 

Дифференциальное уравнение цены облигации принимает 

вид: 
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. 

Решение уравнения при ограничении p(s, l, T) = 1 может 

быть представлено как p s l m x s m y l m( , , ) ( , ) ( , ) , m – срок до 

погашения, где 

x s m e s s ms e
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m m
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Первый член произведения в формуле цены аналогичен 

цене облигации в модели Васичека, в то время как второй – 

решению в моделях общего равновесия (см. ниже). 

Временная структура процентных ставок описывается 

уравнением 

R s l m
p s l m

m
s F m s s G m

m
B m l A m

F m
e

m

G m
m

e

m

m

( , , )
( , , )

( )( ) ( ) [ ( ) { ( )}]

( )

( ) ( )

       




 

 





ln
ln
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1

4
1

1

1

1

1

2
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2


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



. 

Таким образом, временная структура процентных ставок не 

зависит явным образом от времени, но является функцией от 

срока до погашения m. 

* * * 

К классу факторных моделей временной структуры также 

относятся однофакторные модели Marsh, Rosenfeld, 1983; 

Oldfield, Rogalski, 1987; Nelson, Siegel, 1987; Fong, Vasicek, 

1991, двухфакторные модели Gong, Remolona, 1997; Vetzal, 

1997; Balduzzi, Das, Foresi, 1998, трехфакторные модели Kraus, 

Smith, 1993; Bliss, 1997; Dillen, 1997. Сравнительный анализ 

факторных стохастических моделей и моделей общего равно-

весия на основе подхода Кокса, Ингерсолла, Росса (см. ниже) 

можно найти в Chan, Karolyi, Longstaff, Sanders, 1992; Fornari, 

Mele, 1995; Boero, Torricelli, 1996. 
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5. Стохастические модели общего 

равновесия 

Модели общего равновесия очень близки однофакторным 

моделям временной структуры. Во многих случаях исследова-

тели не делают различия между ними, так как оба класса мо-

делей работают с одинаковым математическим аппаратом. Це-

на облигации определяется как стохастический процесс, 

определяемый одной или несколькими переменными состоя-

ния (факторами). Однако если факторные модели рассматри-

вают динамику цены финансового актива в отрыве от эконо-

мики в целом, стохастический процесс задается произвольно, 

то в данном классе моделей рассматривается условие общего 

равновесия в экономике. Стохастический характер изменения 

цен финансовых активов вызван существующей неопределен-

ностью относительно будущего состояния основных экономи-

ческих показателей. Таким образом, цены финансовых активов 

и их стохастические свойства определяются эндогенно. Диф-

ференциальное уравнение цены облигации в частных произ-

водных является частью такой модели общего равновесия, а 

его решение определяет равновесную цену облигации в тер-

минах реальных переменных, описывающих экономику (см., 

например, Cox, Ingersoll, Ross, 1985a). 

5.1. Однофакторная модель общего равновесия  

Кокса-Ингерсолла-Росса 

В 1985 году Кокс, Ингерсолл и Росс нашли решение для 

цен финансовых активов в рамках модели общего равновесия в 

экономике (Cox, Ingersoll, Ross, 1985a), а также представили 
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его частный случай для определения временной структуры 

процентных ставок (Cox, Ingersoll, Ross, 1985b). 

Рассматривается межвременная модель конкурентной эко-

номики в непрерывном времени. В такой экономике существу-

ет одно благо, и цены всех активов измеряются в единицах 

этого блага. Производственные возможности представлены 

множеством из n видов экономической деятельности с линей-

ной производственной функцией. Вектор ожидаемых доходно-

стей данных видов экономической деятельности обозначим , 

а их матрицу ковариации – GG', где G - матрица с размерно-

стью n n k ( ) . Компоненты  и GG' являются функциями k-

мерного вектора Y, характеризующего уровень технологии и 

изменяющегося стохастически во времени. Динамика Y, таким 

образом, определяет производственные возможности, которые 

доступны для экономики в будущем. Вектор ожидаемых изме-

нений Y – , а матрица их ковариации – SS'. 

Экономика состоит из одинаковых индивидуумов, каждый 

из которых максимизирует свою целевую функцию, представ-

ленную в виде 

E U C s Y s s ds
t

t

[ ( ), ( ), ]

'

 , 

где C (s) – потребление в момент s, U – функция полезно-

сти Ноймана-фон Моргенштерна, t' – окончание временного 

горизонта ожиданий. Максимизируя свою целевую функцию, 

каждый индивидуум выбирает оптимальный уровень потреб-

ления C*, оптимальное распределение  богатства W между 

инвестициями в различные виды производства, оптимальное 

распределение b* богатства между инвестициями в различные 

виды финансовых активов. Финансовые активы оцениваются 

эндогенно, так что платежи по ним являются функциями от 

богатства и технологии. Остаток имеющегося богатства, кото-

рый определяется из бюджетного ограничения, занимается или 

одалживается по ставке r. Неявная функция полезности J = 

J(W, Y, t) выводится при решении задачи максимизации. 
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В равновесии процентная ставка и ожидаемые доходности 

финансовых активов должны быть такими, что все богатство 

инвестировано в производство. Инвестиции совершаются 

непосредственно индивидуумами или опосредовано – фирма-

ми. Следовательно, значение J в равновесии определяется из 

решения проблемы оптимального планирования с учетом всех 

возможных видов физического производства. После того, как J 

явно записана, условие оптимального распределения богатства 

между финансовыми активами и займами может быть объеди-

нено с условием достижения равновесия на финансовом рын-

ке, и определены равновесные процентная ставка и ожидаемые 

доходности активов. 

Для исследования временной структуры процентных ста-

вок рассматривается случай функции полезности с постоян-

ным абсолютным неприятием риска. В частности, функция по-

лезности U[C(s), Y(s), s] не зависит от переменной состояния Y 

и имеет вид 

U C s s e
C s

s
[ ( ), ]

( )


















1
, 

где  – постоянный дисконтирующий фактор. Косвенная 

функция полезности выражается как 

J W Y t f Y t U W t g Y t( , , ) ( , ) ( , ) ( , )  . 

Такой вид косвенной функции полезности позволяет сде-

лать два важных упрощения: 1) коэффициент относительного 

неприятия риска для этой функции полезности постоянен и не 

зависит от богатства и переменной состояния: 

  W
J

W

J

W










2

2
1 ; 

2) эластичность предельной полезности богатства по отно-

шению к переменной состояния не зависит от богатства: 

  


 









2J

W Y

J

W

f

Y
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Оптимальное распределение инвестиционного портфеля a* 

зависит от Y и не зависит от W. Следовательно, вектор факто-

ров премии за риск и равновесная процентная ставка также за-

висят только от Y. 

Таким образом, в равновесном состоянии вектор ожидае-

мой доходности финансовых активов равен: 

R r
Y

 



, 

где r  - вектор, все компоненты которого равны безриско-

вой ставке r; 





 

 Y

U C C

U C C
C W











2 2( *)

( *)
cov( , )  - вектор премии за риск для 

каждого из финансовых активов. 

Для логарифмической функции полезности, соответствую-

щей случаю  = 0, получается что f Y t
e t t

( , )

( ' )




 
1




. Таким 

образом, косвенная функция полезности зависит от перемен-

ной состояния только через g Y t( , ) . Вектор премии за риск ра-

вен 


Y
a GS *' , а оптимальное распределение инвестицион-

ного портфеля 

a GG
I I GG

I GG I
GG I* ( ' )

' ( ' )

' ( ' )
( ' ) 

















1

1

1

1


, 

где I - единичная матрица. 

Модель временной структуры процентных ставок основы-

вается на следующих трех дополнительных предпосылках: 

1) изменения производственных возможностей описывают-

ся единственной переменной состояния, Y; 

2) среднее и дисперсия норм доходности производственных 

процессов пропорциональны Y. Таким образом, ни среднее, ни 

дисперсия не доминируют при выборе портфеля при высоких 

значениях Y; 
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3) Динамика переменной состояния Y задается стохастиче-

ским дифференциальным уравнением 

dY t Y dt Y dw t( ) ( ) ( )     , 

где   и   – константы,   0 , а   – (n + k)-мерный векто-

ра, с постоянными компонентами 0 . 

Экономические агенты выбирают такие значения C*, a*, 

b*, которые максимизируют их функцию полезности при за-

данных Y, , r. Условие равновесия в экономике определяет 

равновесную процентную ставку, равновесные ожидаемые до-

ходности финансовых активов, общий план выпуска, общий 

план потребления. 

Согласно принятому выше предположению, 

    , ' , 'Y GG Y GS Y  , где , ,    – константы. Тогда 

равновесная процентная ставка может быть записана как 

r Y
I I

I I
Y( )

' 

'




















1

1


. 

Таким образом, процентная ставка также следует диффузи-

онному процессу. Параметры данного процесса таковы: 

дрейф: 
I I

I I
Y r

' 

'
( ) ( )

















   

1

1


    ; 

дисперсия 
I I

I I
Y r

' 

'
'

















 

1

1

2

2
  , 

где   , , 2  – константы,   0 02, . Винеровский про-

цесс для процентной ставки определяется как 

 rdz t Y dw t( ) ( ) . Динамика процентной ставки описыва-

ется стохастическим дифференциальным уравнением: 

dr r dt rdz t    ( ) ( ) . 

Для   0 0,  это соответствует непрерывному авторе-

грессионному процессу первого порядка (процессу с возвра-

щением к среднему), где случайное движение процентной 



 

 69 

ставки возвращается к долгосрочному значению, . Коэффи-

циент  определяет скорость возвращения. Процентная ставка 

достигает нуля при  2 2 . При 2 2   восходящий 

дрейф слишком силен, чтобы достигнуть начального значения. 

В любом случае, одинаковый знак у параметров функции 

дрейфа ( и ) означает, что при положительном начальном 

значении, процентная ставка никогда не может впоследствии 

стать отрицательной. 

Поведение процентной ставки обладает следующими реа-

листичными свойствами: 1) отрицательные ставки исключены; 

2) если процентная ставка достигает нуля, впоследствии она 

становится положительной; 3) абсолютная дисперсия про-

центной ставки возрастает с увеличением уровня процента; 4) 

существует устойчивое стационарное распределение процент-

ных ставок. 

Математическое ожидание и дисперсия процентной ставки 

в момент времени s при заданном текущем значении r(t) равны 

E[ ( ) ( )] ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

r s r t r t e e

D r s r t r t e e e

s t s t

s t s t s t

  

   

   

     

 

  











1

2
1

2

2

2

2
. 

Для дисконтных облигаций без риска дефолта, их цены 

полностью описывают временную структуру. Премия за риск 

будет определяться как 









Y

I I

I I
I Y Y 



















 





'
' 

'
' 




 1

1

1

1 . 

Дифференциальное уравнение цены дисконтной облигации 

в частных производных записывается в виде 

1

2

2

2

2
0

1





 












r

p

r
r
p

r

p

t
r
p

r
rp

p r T T

     



( )

( , , )

.  (5.1) 

Согласно лемме Ито, первые три члена определяют ожида-

емое изменение цены облигации. Таким образом, ожидаемая 
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доходность от владения облигацией равна r
r

p

p

r

 


. Мгновен-

ная премия за владение облигацией пропорциональна эластич-

ности цены облигации по проценту. Произведение r  обозна-

чает ковариацию между изменением процентной ставки и 

процентным изменением распределения богатства (структуры 

рыночного портфеля). Так как 




p

r
 0 , положительная премия 

будет наблюдаться только в случае,   0. 

Из уравнения (5.1) видно, что цена облигации зависит 

только от одной случайной переменной, спот-ставки, которая 

играет роль инструментальной переменной для описания не-

определенности технологических изменений. 

Решение уравнения (5.1) записывается в следующем виде: 

p r t T A t T e B t T r( , , ) ( , ) ( , )   

где 

A t T
e

e

B t T
e

e

T t

T t

T t

T t

( , )
( )( )

( , )
( )

( )( )

( )

[( )( )]/

( )

/

( )

( )


   














   

  

  







2

1 2

2 1

1 2

2

2 2

2 2

2



   

   

   

  



 




. 

Цена облигации является убывающей выпуклой функцией 

от процентной ставки и убывающей функцией от срока до по-

гашения. Влияние параметров стохастического процесса спот-

ставки различно: цена облигации является убывающей выпук-

лой функцией от среднего долгосрочного уровня спот-ставки  

и возрастающей вогнутой (убывающей выпуклой) функцией 

от параметра скорости возвращения к среднему , если про-

центная ставка выше (ниже) . Кроме того, цены облигаций – 

возрастающие вогнутые функции от рыночной цены риска . 

Это может быть объяснено тем, что высокие значения цены 

риска означает большую ковариацию процентных ставок с бо-
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гатством. Таким образом, при высоких значениях параметра 

риска цены облигаций, вероятно, будут выше. Это соответ-

ствует низкому уровню богатства и, следовательно, его более 

высокой предельной полезности. Цена облигации является 

возрастающей вогнутой функцией от  2 . Наиболее важным 

объяснением последнего может служить то, что при высоких 

значениях дисперсии, характеризующих рост неопределенно-

сти относительно будущих производственных возможностей, 

не склонные к риску инвесторы оценивают актив с гарантиро-

ванной прибылью выше. 

Доходность к погашению облигации будет в таком случае 

равна 

R r t T
rB t T A t T

T t
( , , )

( , ) ( , )






ln
. 

При приближении даты погашения доходность к погаше-

нию стремится к значению текущей спот-ставки, при любых 

значениях параметров. Доходность к погашению облигации 

при увеличении срока обращения до бесконечности стремится 

к пределу R r t( , , ) 
 

2

  
. Если спот-ставка ниже данно-

го значения, кривая доходности монотонно возрастает. При 

спот-ставке выше 


 
 временная структура имеет отрица-

тельный наклон. Если значения краткосрочной процентной 

ставки находятся в промежутке между данными величинами, 

кривая доходности имеет "горб". 

Сравнительная статика кривой доходности позволяет сде-

лать несколько выводов, согласующихся с экономической ин-

туицией. 1) Рост текущей процентной ставки вызывает повы-

шение доходности к погашению по всем срокам, однако, 

влияние на короткий конец кривой доходности сильнее. 2) По-

вышение долгосрочного среднего значения спот-ставки ведет 

к росту всех доходностей, но данный эффект сильнее проявит-

ся на длинном конце кривой. 3) Доходность к погашению сни-
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жается при росте параметров риска (неопределенности)  2  и 

. 

5.2. Нелинейная модель общего  

равновесия Лонгстаффа 

В 1989 году Лонгстафф (Longstaff, 1989) опубликовал ста-

тью с альтернативным представлением стохастического про-

цесса в рамках той же самой модели экономики, что и у Кокса-

Ингерсолла-Росса (Cox, Ingersoll, Ross, 1985b)
15

. Однако пред-

полагается, что динамика переменной состояния Y следует 

стохастическому процессу dY mdt sdz  , где m < 0, s > 0 - 

константы, а динамика спот-ставки пропорциональна квадрату 

переменной состояния r ~ Y
2
. В этом случае скорость возвра-

щения к долгосрочному среднему значению пропорциональна 

  r , а не   r . Таким образом, динамика мгновенной без-

рисковой ставки описывается нелинейным стохастическим 

уравнением: 

dr r dt rdz  





  





( )

0

0

, 

причем 



 

2

4
0 . 

Такой процесс сохраняет все свойства, присущие поведе-

нию спот-ставки в модели Кокса-Ингерсолла-Росса. Кроме то-

го, ему присущи еще два важных свойства. 1) Для описания 

динамики процентной ставки (в силу 





2

4
) требуется зна-

ние только двух параметров:  и  2 . Долгосрочное среднее 

значение ставки не может быть определено отдельно от других 

                                                 
15 В статьях Beaglehole, Tenney, 1992, и Constantinides, 1992, указывается на 

то, что решение в модели не является общим решением для рассматривае-

мого стохастического процесса и существует только при определенных 

предпосылках, принятых автором. 
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параметров процесса. Например, если  2  увеличивается, то 

растет и среднее значение, и наоборот. 2) Скорость, с которой 

процентная ставка возвращается к среднему значению  2 , 

несимметрична; высокие процентные ставки менее гибки. Это 

вызвано тем, что параметр дрейфа пропорционален   r . 

При r r  ( )2  наблюдается восходящий дрейф спот-

ставки. При r r  ( )2  дрейф – нисходящий. Однако 

дрейф слабее (по абсолютному значению) когда спот-ставка 

равна  2  , чем при  2  . Такая асимметрия ведет к тому, 

что ставка возвращается к среднему с более высоких значений 

медленнее, чем с более низких. Условные математическое 

ожидание и дисперсия в момент времени s > t линейны по от-

ношению к r: 

E[ ( ) ( )]

[ ( ) ( )]

r s r t r
s

D r s r t rs
s

 

 















2

2

2 2

4

8

. 

Уравнение цены облигации принимает вид 

r p

r
r r

p

r
rp

p

t

p r T T

 




 









2 2

2

2

2 4
2 0

1

  








   

( , , )

.

 (5.2) 

Ожидаемая мгновенная доходность от владения дисконт-

ной облигацией равна r
r

p

p

r

2 


. Так же, как и в модели 

Кокса-Ингерсолла-Росса, она пропорциональна эластичности 

цены облигации по проценту, и премия за срок положительна 

при отрицательной цене риска. 

При решении уравнения (5.2) мы получаем равновесную 

цену облигации в следующем виде: 

p r m A m eB m r C m r( , ) ( ) ( ) ( )  , 



 

 74 

где 

A m
c

c e
c c m

c c e

c e

B m
c e

C m
e

c e

m

m

m

m

m

m

( ) exp

( )
( )

( )
( )( )

( )














  






















 



 
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1 1

2 2

1

2 2 1

1

4 2

0

0

1 2

3 4

2

0

2 2

0

2 2

2

0

2 2













 







  


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c

c

c

c

c

0
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2

3 2

2

2

2

3

2

3 2

2 2

4

2

3 2

2

2

4 2

2

4

4
2

8
2









 






 






 

 



 
   

  





 
 



 
 

( )( )

( )

( )

. 

Цена облигации является функцией от двух переменных: 

спот-ставки и срока до погашения и параметрически зависит 

от констант , 2
, . Отличительной чертой данного решения 

является то, что доходность к погашению нелинейно зависит 

от спот-ставки. В большинстве других моделей (факторных, 

общего равновесия, с отсутствием арбитража) зависимость ли-

нейна. 

Нелинейность данной зависимости придает решению ряд 

интересных свойств. 1). Рост спот-ставки не всегда ведет к 

снижению цены облигации, величина 




p

r
 больше не является 
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строго отрицательной. 




p

r
 меньше нуля при r

e

e

m

m














2 2 4

2 2

1

1

( )

( )
, 

и наоборот. Цена облигации является вогнутой функцией при 

малых значениях спот-ставки и выпуклой – при высоких. 2) 

Производная цены облигации по сроку до погашения меньше 

нуля для любых значений спот-ставки и срока до погашения. 

Это соответствует реалистическому предположению о том, что 

форвардные ставки строго положительны. 3) Знаки производ-

ных цены облигации по  и 2
 могут принимать любой знак, 

поскольку их изменения влияют также на величину долго-

срочного среднего значения ставки. 4) Знак производной цены 

облигации по рыночной цене риска также не определен, так 

как нелинейная модель не требует монотонности премии за 

срок по сроку до погашения. 

Доходность к погашению дисконтной облигации равна 

R r m
m

A m B m C m r( , ) (ln ( ) ( ) ( ) )   
1

. 

Благодаря нелинейности данная модель охватывает более 

сложные (и реалистичные) формы кривой доходности, чем мо-

дели с линейной зависимостью от спот-ставки. В частности, 

модель соответствует случаям с переменной выпуклостью и 

вогнутостью кривой доходности, которые не могут быть опи-

саны с помощью модели Кокса-Ингерсолла-Росса. 

Так же, как и в предыдущей модели, доходность к погаше-

нию облигации с бесконечным сроком до погашения равняется 

постоянной величине 




 2

2

2

4
0


 , которая не зависит от 

текущей спот-ставки. Это соответствует наблюдаемому гори-

зонтальному участку кривой доходности на ее длинном конце. 

Обе модели (Кокса-Ингерсолла-Росса и Лонгстаффа) показы-

вают, что волатильность долгосрочных ставок ниже, чем крат-

косрочных. 

Премия за срок владения (ожидаемая доходность минус 

спот-ставка) для дисконтных облигаций равна 
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 h r m B m r C m
r

m
( , ) ( ) ( ) 









2 . 

Премия за срок владения зависит как от спот-ставки, так и 

от срока до погашения. В отличие от модели Кокса-

Ингерсолла-Росса, в которой премия за срок монотонно воз-

растает по сроку до погашения, в модели Лонгстаффа премия 

за срок может достигать максимума. Кроме того, при беско-

нечном сроке к погашению премия за срок может принимать 

отрицательные значения: 

lim ( , )
( )

( ) ,
m

h r m r r r





  
2 2

02

  






  . 

5.3. Двухфакторная модель общего 

равновесия Лонгстаффа-Шварца 

Авторы (Longstaff, Schwartz, 1992a) рассматривают модель 

экономики, аналогичную модели Кокса-Ингерсолла-Росса, в 

которой существуют две переменные состояния: X – компо-

нент ожидаемой доходности, не связанный с неопределенно-

стью в объеме выпуска, Y – компонент, который учитывает по-

следнее. Динамика переменных состояния описывается 

аналогичными стохастическими процессами: 

dX a b X dt s X dz

dY a bY dt s Y dz

  

  

( )

( )

1 1 1 1

2 2 2 2

, 

где a b s a b s1 1 1 2 2 2, , , , ,  – положительные константы, z z1 2,  – 

Винеровские процессы. 

В качестве факторов, определяющих временную структуру 

процентных ставок, выбраны безрисковая спот-ставка и ее во-

латильность (мгновенная дисперсия изменений), V. Факторы 

представлены в виде линейных функций от переменных состо-

яния: 

r X Y

V X Y

 

 

 

 2 2
, 
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  0 0,  для всех возможных значений переменных со-

стояния. В этом случае динамика спот-ставки и волатильности 

описывается дифференциальными стохастическими уравнени-

ями: 

dr r V dt
r V

dz
V r

dz

dV r V dt
r V

dz
V r

dz

  

















 










  

















 










 
 

 

 

 




  




  

   
  

 

 

 




  




  

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2

2 2 2

1

2

2

, 

где      , , , , ,  – положительные константы. Данные сто-

хастические процессы взаимозависимы, т. е. спот-ставка зави-

сит от волатильности, и наоборот. 

Цена дисконтной облигации как функция от двух факторов 

и срока до погашения записывается в виде: 

p r V m A m B m e

A m
e

B m
e

C m
e B m e A m

F m
e A m e B m

m C m r F m V

m

m

m m

m m

( , , ) ( ) ( )

( )
( )( )

( )
( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )


  


  


  




  





  2 2

2

1 2

2

1 2

1 1

1 1

 





 

 



  



  

 

  

 

  

  

 

 

   



  

  

      

2

2

2

2

( ) ( )

. 

Анализ данного решения показывает, что, как и в нелиней-

ной модели Лонгстаффа, частная производная цены облигации 

по спот-ставке может иметь любой знак. Аналогично, четко не 

определяется знак частной производной цены облигации по 
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волатильности. Форвардные ставки строго положительные. 

Однако доходность к погашению является линейной функцией 

от факторов: 

R r V m
m A m B m C m r F m V

m
( , , )

ln ( ) ln ( ) ( ) ( )
 

     2 2
. 

Предел доходности к погашению при бесконечном сроке до 

погашения не зависит от значения факторов и равен 

     ( ) ( )   . Зависимость кривой доходности от двух 

факторов позволяет описать формы временной структуры, не 

доступные для однофакторных моделей, например, "пляску" 

кривой доходности с несколькими "горбами" и "впадинами". 

Волатильность оказывает наиболее сильное влияние на сред-

нюю часть кривой доходности, в то время как концы кривой 

доходности зависят, в большей степени, от уровня спот-

ставки. 

Форвардная премия за срок также является линейной 

функцией от факторов: 

 f

m

r V m
e B m

r V( , , )
( ) ( )

( )
( )






  


 1
. 

Премия за срок всегда положительна при отрицательной 

цене риска. Для коротких сроков до погашения премия за срок 

является возрастающей функцией по спот-ставке. На длинном 

конце кривой доходности возможно обратное. Соотношение 

между премией за срок и волатильностью также не может 

быть строго определено. Дисперсия доходности к погашению 

в данной модели возрастает по мере увеличения срока до по-

гашения. 

* * * 

Более поздние построения в области однофакторных и 

многофакторных моделей общего равновесия также базируют-

ся на моделе Кокса-Ингерсолла-Росса. К их числу относятся 

однофакторные модели Lee, 1989; Longstaff, 1990, 1992; Gray, 

1996; Wang, 1996; Eckwert, 1996; двухфакторные модели 

Longstaff, Schwartz, 1992b; Chen, Scott, 1992; Steely, 1997; Tice, 

Webber, 1997; трехфакторная модель Chen, Scott, 1993. В Рос-
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сии первая статья, посвященная представлению модели обще-

го равновесия Кокса-Ингерсолла-Росса, была опубликована в 

1992 году в журнале "Экономика и математические методы" 

(Буклемишев, Поманский, 1992). 
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6. Модели с отсутствием арбитража16 

В факторных моделях и моделях общего равновесия вре-

менная структура процентных ставок эндогенна и определяет-

ся как функция не только от срока до погашения, но и от одно-

го (или нескольких) факторов (переменных состояния), в 

большинстве случаев – безрисковой спот-ставки. Модели с от-

сутствием арбитража (или модели с эндогенной спот-ставкой) 

рассматривают всю временную структуру в качестве экзоген-

ной, изменяющейся по некоторому закону. На эти изменения 

накладываются определенные ограничения. В первую очередь, 

должна отсутствовать возможность для совершения арбитраж-

ных операций, приносящих прибыль. Это ограничение обу-

словило название данного класса моделей (по определению Хо 

и Ли: Ho, Lee, 1986) – модели с отсутствием арбитража. Срав-

нение с факторными моделями и моделями общего равновесия 

показывает, что стохастический процесс спот-ставки зависит 

от исходной временной структуры, т. е. определяется эндоген-

но, в то время как первые два класса моделей задают его экзо-

генно. 

Данное отличие вызвано, во многом, разными задачами при 

построении моделей. Первые два класса моделей имеют целью 

вывести временную структуру процентных ставок из предпо-

сылок о равновесии и найти такой стохастический процесс ди-

намики спот-ставки, который может породить реалистичную 

                                                 
16 Правильнее было бы назвать данный раздел "Модели с эндогенной спот-

ставкой", что в большей степени соответствует основной сути отличий 

данного класса моделей от рассмотренных выше подходов. Однако мы 

оставляем наиболее часто встречающееся в литературе название "Модели с 

отсутствием арбитража". 
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равновесную временную структуру. В рассматриваемом ниже 

подходе берется исходная временная структура, задается ха-

рактер изменений временной структуры и выводится движе-

ние краткосрочной ставки для формирования цен облигаций в 

будущем. Заметим, что модели с отсутствием арбитража до-

пускают существование отрицательных форвардных ставок. 

Однако они позволяют анализировать фактические наблюдае-

мые кривые доходности для определения цен других связан-

ных финансовых инструментов, в частности, цен облигаций и 

производных финансовых инструментов. 

6.1. Биноминальная модель Хо и Ли 

Хо и Ли (Ho, Lee, 1986) исходя из того, что в экономике, в 

которой отсутствует неопределенность, форвардные ставки, 

определяемые текущей временной структурой, должны соот-

ветствовать будущим фактическим процентным ставкам. В 

качестве наиболее простого способа введения неопределенно-

сти они предлагают биноминальный процесс, в котором вре-

менная структура процентных ставок в момент времени t+1 

равна временной структуре форвардных ставок в момент вре-

мени t, скорректированной на значение функции возмущений. 

Последняя может принимать два значения: "верхнее" и "ниж-

нее"
17

. 

Модель основывается на следующих предпосылках: 

1) Рынок совершенен, т. е. отсутствуют трансакционные 

издержки, налоги, все облигации находятся на руках у множе-

ства мелких инвесторов. 

2) Равновесие на рынке устанавливается в дискрет-

ные моменты времени, отделенные друг от друга одинаковы-

ми интервалами, равными единице. 

                                                 
17

 В последствие Блисс и Ронн (Bliss, Ronn, 1989) рассмот-

рели модель Хо и Ли с тремя возможными значениями в каж-

дый момент времени: "верхним", "нижним" и "неизменным". 
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3) Рынок облигаций полон, т. е. существуют доступ-

ные для любого инвестора дисконтные облигации с любым 

сроком до погашения m, m  012, , ,... . 

4) В каждый момент времени существует конечное 

число возможных состояний. 

Равновесная цена дисконтной облигации со сроком до 

погашения m для состояния i записывается как p t mi ( , ) . По-

скольку цена облигации записывается как функция от срока до 

погашения, то она полностью описывает временную структуру 

процентных ставок в момент t для состояния i. Функция цены 

облигации от срока до погашения называется дисконтной 

функцией. 

На цену облигации накладываются следующие огра-

ничения: 

p t i m

p t m i m

i

m

( , ) , ,

lim ( , ) , ,

0 1

0

 

 


. 

Динамика временной структуры описывается следующим 

образом. В начальный момент времени мы имеем нулевое со-

стояние, и значение дисконтной функции записывается как 

p m0 0( , ) . В момент времени 1 дисконтная функция может при-

нять два возможных значения, соответствующих состояниям 0 

и 1, т. е. существует всего два возможных состояния, 

p m p m0 11 1( , ); ( , ) . Значение функции в состоянии 1 называется 

"верхним", а в состоянии 0 – "нижним". 

В момент времени 2 возможны три состояния: 0, 1 и 2 

(предполагается, что "верхнее" значение для функции, нахо-

дившейся в состоянии 0, идентично "нижнему" значению 

функции, находившейся в состоянии 1, см. рисунок 6.1). 
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Рисунок 6.1 

 

Дальнейшая динамика дисконтной функции (временной 

структуры) описывается аналогичным стохастическим процес-

сом. Для любого (t + 1) периода времени между моментами t и 

t + 1 значение дисконтной функции p t mi ( , )  определяется в 

момент времени t после прохождения i состояний с "верхним" 

значением и (t - i) состояний с "нижним" значением. В соот-

ветствии с принятой предпосылкой дисконтная функция зави-

сит только от числа "верхних" значений и не зависит от их по-

следовательности. Таким образом, биноминальный процесс в 

момент времени t записывается как 
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Дисконтная функция определяется для каждого момента t и 
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образует биноминальную структуру. Узлы такой структуры 

определяются моментом времени и состоянием ( , )t i . Для лю-

бого момента времени t существует t + 1 состояний (i = 

0,1,2,..., t). Временная структура может переходить от одного 

узла в другой по различной траектории, но это не влияет на 

значение дисконтной функции в конечном узле на траектории, 

т. е. дисконтные функции не зависят от траектории движения 

временной структуры. 

Введем в модель ограничение на траекторию временной 

структуры, обеспечивающее отсутствие арбитража. В услови-

ях определенности дисконтная функция определена в каждый 

момент времени t и для каждого состояния i: p t mi ( , )  и должна 

обеспечивать временную структуру форвардных ставок, не 

допускающую арбитража: 

f t m p t m p t m
p t m

p t

m

i i i

i

i

( , ) ( , ) ( , )
( , )

( , )

, , . . .

    




1 1
1

1

01

1
, 

поскольку "верхнее" и "нижнее" состояния неразличимы. 

Для учета неопределенности в модель вводятся две функ-

ции возмущений, h m( )  и h m*( ) , такие что "верхнее" значение 

дисконтной функции соответствует 

p t m
p t m

p t
h mi

i

i

  


1 1
1

1
( , )

( , )

( , )
( ) , 

а "нижнее" значение –  

p t m
p t m

p t
h mi

i

i

( , )
( , )

( , )
*( ) 


1

1

1
, 

при этом h m h m( ), * ( )  0  и h h( ) * ( )0 0 1  . 

Функции возмущений отвечают за отклонения дисконтной 

функции от временной структуры форвардных ставок, т. е. 

определяют разницу между "верхними" и "нижними" ценами 

облигаций в следующий момент времени. Если h m( )  больше 

единицы для всех значений m, то все цены облигаций будут 

расти до "верхнего" состояния. Аналогично, если h m*( )  
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меньше единицы для всех значений m, цены всех облигаций 

упадут до "нижнего" состояния. 

Условие отсутствия арбитража накладывает ограничения 

на значения функций возмущения в каждом узле (t, i). В ре-

зультате общий вид функций возмущений должен отвечать 

условию: 

h m h m

m

( ) * ( )( )   



1 1
, 

где  – параметр биноминального распределения вероятно-

сти, не зависящий от времени и срока до погашения. Авторы 

объясняют  как отношение доходности в "нижнем" состоянии 

ко всему спрэду между доходностями в "верхнем" и "нижнем" 

состояниях. Следовательно, при высоких значениях параметра 

 наиболее вероятно снижение цены облигации. При значении 

параметра близком к нулю цена, очевидно, будет расти. На 

функции возмущения наложено граничное условие 

h h( ) *( )0 0 1  . В качестве примера функций возмущения 

рассматриваются: 

h m

h m

m

m

m

m

( )
( )

* ( )
( )


 


 



1

1

1

0

  



  
, 

где  – положительная константа,   1  (так как 

h m h m* ( ) ( ) ), равная спрэду между значениями функций 

возмущения. Чем больше спрэд, тем выше волатильность про-

центных ставок.  

Таким образом, временная структура процентных ставок 

однозначно определяется двумя константами  и . h m( )  – мо-

нотонно возрастающая вогнутая функция с асимптотой 1/  , 

h m*( )  – выпуклая функция, монотонно убывающая до нуля. 

"Верхнее" значение цены облигации определяется h m( ) , сле-

довательно, чем больше срок до погашения, тем больше будет 

изменение цены. Изменение цены краткосрочных облигаций 
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противоположно . Для долгосрочных облигаций изменение 

цены постоянно для всех сроков до погашения и равно 1/  , 

причем случай  1 соответствует полной определенности. 

Спот-ставка в модели может быть получена из формулы 

для цены однопериодной облигации 

p t
p t

p t
i

t i

t( , )
( , )

( , )[ ( ) ]
1

1

0 1


 



  
. В этом случае однопериодная 

ставка равна r t
p t

p t
ii

t( , ) ln
( , )

( , )
ln[ ( )] ln1

0

1
1









       . Ма-

тематическое ожидание и дисперсия спот-ставки в момент 

времени t с вероятностью q достижения состояния i определя-

ются как 

E t
q t qt

t

r t
p t

p t

D r t tq q

( ) ln
( , )

( , )
ln[ ( ) ]

( ) ( )(ln )

( )








   

 

 0

1
1

1

1

2

  



. 

Первое слагаемое в формуле математического ожидания 

представляет собой однопериодную форвардную ставку, сле-

довательно, ожидаемое значение спот-ставки равно форвард-

ной ставке плюс некоторое отклонение, вызванное неопреде-

ленностью. При  1 отклонение равно нулю. Дисперсия 

спот-ставки зависит только от спрэда, причем, как и ожида-

лось, зависимость обратная. 

Доходность к погашению дисконтной облигации записыва-

ется в следующем виде: 

r t m
m

p t m

p t m
h m i

m

p t m

p t m
h m i

i ( , )

ln
( , )

( , )
ln ( ),

ln
( , )

( , )
ln * ( ),






 




 













1 1

1

1
1

1 1

1

1
0

. 

В таком виде на движения кривой доходности накладыва-

ются некоторые дополнительные ограничения. В частности, 

когда краткосрочные ставки достигают более высокого (низко-

го) уровня, долгосрочные ставки также поднимаются (опуска-

ются). Однако поскольку движение происходит относительно 
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исходной кривой форвардных ставок, не ограниченной ни ка-

кими условиями, кривая доходности может принимать любую 

форму. 

Премия за срок в модели Хо и Ли выражается как 

( , )
( , )

( )

( )
t m

p t

q qm

m


 

 









 









1

1

1

1
1



  
. 

Премия за срок равна нулю при   q . Если q  премия 

за срок положительная. Долгосрочные облигации имеют более 

высокую ожидаемую доходность от владения. Таким образом, 

 может рассматриваться как вероятность достижения опреде-

ленного состояния для нейтрального по отношению к риску 

инвестора. Следовательно, если фактическая вероятность q до-

стижения "верхнего" состояния выше, чем , ожидаемая до-

ходность от владения облигацией должна быть выше, т. е. 

премия за срок больше нуля. 

К недостаткам модели Хо и Ли можно отнести, во-первых, 

то что она не учитывала существующую у процентных ставок 

тенденцию возвращения к среднему. Во-вторых, процентные 

ставки предполагались нормально распределенными, т. е. мог-

ли принимать отрицательные значения с положительной веро-

ятностью. 

 

6.2. Однофакторная модель Хита-Джарроу-Мортона 

В 1990 году модель Хо и Ли была усовершенствована 

(Heath, Jarrow, Morton, 1990). Авторы допустили возможность 

изменения характеристик биноминального распределения во 

времени, оставаясь, тем не менее, в рамках дискретного пред-

ставления функции цены облигаций. Впоследствии была до-

пущена возможность изменения характеристик функции веро-

ятности изменения цены облигаций в каждый момент времени 

в виде стохастического (марковского) процесса. Это позволило 

перейти к непрерывным во времени моделям с отсутствием 

арбитража (Heath, Jarrow, Morton, 1992). 
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Хит, Джарроу и Мортон рассматривают множество торгуе-

мых дисконтных облигаций с различными сроками до погаше-

ния, по которым отсутствует риск дефолта. p(t, m) обозначает 

цену в момент t облигации со сроком до погашения m. Цены 

облигаций удовлетворяют следующим условиям: 

p t m m m

p t m t m

t m
p t m

m

( , ) ,

( , ) , ,

,
ln ( , )

  

 

  

1

0





. 

Первое условие нормирует выплаты по облигациям к еди-

нице в момент погашения. Второе условие устраняет триви-

альное условие арбитража. Третье условие необходимо для 

существования форвардных ставок, как они определяются ни-

же. 

Мгновенная форвардная ставка в момент времени t для об-

лигации со сроком до погашения m определяется как 

f t m
p t m

m
t m( , )

ln ( , )
, ,  




.   (6.1) 

Это соответствует ставке, по которой может быть приобре-

тена безрисковая облигация, выпускаемая в момент t + m и по-

гашаемая в следующее мгновение. Решение дифференциаль-

ного уравнения (6.1) дает нам выражение для цены облигации: 

p t m f t s ds

t m

t

t m

( , ) exp ( , )

,

 














 .    (6.2) 

Спот-ставка в момент t, r(t), эквивалентна мгновенной фор-

вардной ставки в момент t для момента t, т. е. r t f t t t( ) ( , ),  . 

Движение форвардных ставок удовлетворяет уравнению 

следующего вида: 

f t m f m s m X ds s m X dz

t t m

t t

( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )  

  

 0

0

0 0

 
,  (6.3) 
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где X – внешняя переменная состояния, z(t) – Винеровский 

процесс, определенные интегралы удовлетворяют условиям 





( , , )

( , , )

t m X dt

t m X dt

t m

t m

 

 









0

2

0

. 

В такой записи стохастический процесс (в форме броунов-

ского движения) описывает случайные движения всей кривой 

форвардных ставок, начиная от экзогенно заданной начальной 

кривой f(0, m). Уравнение (6.3) является интегральным выра-

жением для стохастического дифференциального уравнения 

(интегральная форма более точна) 

df t m t m X dt t m X dz( , ) ( , , ) ( , , )   . 

Определенный нами стохастический процесс динамики 

форвардных ставок имеет самый общий вид. () и () не 

имеют изначально заданной функциональной формы и зависят 

не только от срока до погашения m, но и от внешней перемен-

ной состояния X. 

Динамка спот-ставки описывается стохастическим процес-

сом в общем виде
18

, аналогичным процессу для форвардных 

ставок, но текущий момент времени и дата погашения меня-

ются для нее одновременно: 

r t X f t s t X dt t m X dz

t t

( , ) ( , ) ( , , ) ( , , )   0
0 0

  .  (6.4) 

Подставив (6.3) в (6.2) с учетом (6.4), после понижения по-

рядка интегрирования и упрощения мы получаем выражение 

для цены облигации 

                                                 
18 При соответствующих предпосылках относительно функциональной 

формы модель Хита-Джарроу-Мортона может быть сведена к любой из 

рассмотренных ранее стохастических моделей. 
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ln ( , ) ln ( , ) [ ( , ) ( , , )] ( , , ) ( , , )
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.(6.5) 

Применение леммы Ито для (6.5) позволяет найти цену об-

лигации p(t, m) как аналитическое решение следующего стоха-

стического уравнения: 
dp t m r t b t m X p t m dt a t m X p t m dz

a t m X t s X ds

b t m X t s X ds a t m X

t

t m

t

t m
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 1
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. 

В общем случае движение цены облигации не является 

марковским процессом, поскольку функции дрейфа 

[ ( ) ( , , )]r t b t m X и волатильности a t m X( , , )  могут зависеть от 

прошлой истории броуновского процесса. 

Для того чтобы устранить спот-ставку из функции дрейфа, 

мы будем рассматривать относительные цены облигаций 

P t m
p t m

B t
( , )

( , )

( )
 , где B t r d

t

( ) exp ( )








  

0

 – так называемый 

аккумуляционный фактор, равный приведенной стоимости ин-

вестиций на денежном рынке под безрисковую ставку процен-

та. Относительная цена облигаций равна: 

ln ( , ) ln ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )P t m P m b s m X ds a s m X ds a s m X dz

t tt

    0
0

1
2

00
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Необходимым и достаточным условием того, что опреде-

ленный выше стохастический процесс динамики форвардных 

ставок обеспечивает отсутствие возможности для арбитража, 

приносящего прибыль, является существование единственной 

эквивалентной мартингальной меры (equivalent martingale 

probability measure). Такая мера существует, если функция 

дрейфа задана в виде 

b t m X t X a t m X( , , ) ( , ) ( , , )  ,   (6.6) 

где ( , )t X  – рыночная цена риска. Подставив в (6.6) выра-

жения для a() и b() и продифференцировав по m, мы найдем 

ограничение на функцию дрейфа стохастического процесса 

форвардных ставок: 

   ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , )t m X t m X t s X ds t X
t

t m

 












 . 

Данные ограничения означают, что параметры процесса 

спот-ставки и рыночная цена риска не могут быть выбраны a 

priori независимо друг от друга и от динамики цен облигаций, 

что допускалось в ранее рассмотренных стохастических моде-

лях временной структуры. Независимая спецификация этих 

процессов может привести к ложным моделям ценообразова-

ния. В этом заключается основная критика факторных моделей 

и моделей общего равновесия со стороны Хита, Джарроу и 

Мортона. Кроме того, в рассматриваемой модели не является 

необходимой "инверсия временной структуры" для исключе-

ния рыночной цены риска при определении равновесных цен 

облигаций. Необходимо отметить, что если каждая из преды-

дущих моделей временной структуры имела ряд собственных 

ограничений, то модель Хита-Джарроу-Мортона может быть 

названа слишком общей. В принципе она может включать лю-

бое количество факторов, определяющих временную структу-

ру. Однако вычислительные сложности затрудняют использо-

вание модели с числом факторов больше одного. 
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6.3. Модели с отсутствием арбитража Халла-Уайта 

В 1990 году Халл и Уайт опубликовали статью, посвящен-

ную формированию цен опционов на облигации и процентных 

свопов (Hull, White, 1990). В этой статье авторы представили 

так называемые "расширенные" модели временной структуры 

Васичека и Кокса-Ингерсолла-Росса. Данные модели были 

"расширены" за счет определения среднего значения спот-

ставки, скорости возвращения к среднему и дисперсии как 

функций от времени, т. е. 

dr t a t r dt t dz  [ ( ) ( ) ] ( )   – расширенная модель Васичека; 

dr t a t r dt t rdz  [ ( ) ( ) ] ( )   – расширенная модель Кокса-

Ингерсолла-Росса. 

В такой записи рассмотренные факторные модели приняли 

вид, аналогичный модели Хо и Ли (Ho, Lee, 1986), однако в 

расширенных моделях спот-ставка обладала свойством "воз-

вращения к среднему". Допущение о зависимости параметров 

стохастического процесса спот-ставки от времени позволяет 

рассматривать временную структуру процентных ставок как 

экзогенный фактор, в соответствии с изменением которого ме-

няются параметры стохастического процесса спот-ставки. 

Халл и Уайт нашли аналитическое решение для процесса спот-

ставки в расширенной модели Васичека, в то время как для 

расширенной модели Кокса-Ингерсолла-Росса возможно толь-

ко численное решение для конкретного случая. 

В 1993 и 1994 годах Халл и Уайт (Hull, White, 1993, 1994a) 

представили непрерывную во времени модель ценообразова-

ния опционов на облигации и процентных свопов на основе 

временной структурой процентных ставок. Динамика спот-

ставки описывается триноминальным стохастическим процес-

сом с "возвращением к среднему", параметры которого явля-

ются функциями от времени. В качестве экзогенных факторов 

в модели выступают временная структура и волатильность 

процентных ставок. Решение для модели Халла-Уайта суще-

ствует только на основе численных методов. 

* * * 
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К числу прочих работ, в которых представлены непрерыв-

ные во времени модели с отсутствием арбитража, относятся 

статьи (Hull, White, 1990, 1994b; Black, Derman, Toy, 1990; 

Black, Karasinski, 1991; Constantinides, 1992; Duffie, 1992; 

Jeffrey, 1995; Schoenbucher, 1997; Stanton, 1997; Ghysels, Ng, 

1998; Guo, 1998; Jiang, 1998). 

Обзор истории развития и современных представлений о 

всех классах стохастических моделей можно найти в Marsh, 

1995; Boero, Torricelli, 1996; Campbell, Lo, MacKinlay, 1997; 

Backus, Foresi, Telmer, 1998. 
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7. Различные случаи применения 

моделей временной структуры 

Первые тесты на адекватность факторных стохастических 

моделей наблюдаемым данным приводились самими авторами 

моделей в качестве иллюстрации к теоретическим разработ-

кам. Дотан, Бреннан и Шварц, Марш и Розенфельд, Шефер и 

Шварц, Олдфилд и Рогальски (Dothan, 1978; Brennan, 

Schwartz, 1982; Marsh, Rosenfeld, 1983; Schaefer, Schwartz, 

1984; Oldfield, Rogalski, 1987) показали, что предложенные 

ими виды общего решения уравнения (системы уравнений – 

для двухфакторных моделей) достаточно хорошо описывает 

имеющиеся в их распоряжении данные о динамике процент-

ных ставок с различными сроками до погашения. 

Широкое применение стохастических уравнений для ана-

лиза движения временной структуры процентных ставок нача-

лось после опубликования модели общего равновесия Кокса, 

Ингерсолла, Росса (Cox, Ingersoll, Ross, 1985b). В 1986 году 

Браун и Дибвиг (Brown, Dybwig, 1986) предложили дискрет-

ную аппроксимацию модели Кокса-Ингерсолла-Росса для эм-

пирических исследований. Стамбаух (Stambaugh, 1988) ис-

пользовал модель Кокса-Ингерсолла-Росса для проверки 

гипотезы ожиданий временной структуры. В 1989 году Лонг-

стафф (Longstaff, 1989) показал, что его модель с нелинейной 

зависимостью премии от уровня безрисковой ставки лучше 

описывает фактические данные, чем исходная модель общего 

равновесия с линейной зависимостью премии от безрисковой 

спот-ставки. 

В 1992 году было опубликовано первое сравнительное ис-

следование различных видов стохастического уравнения ди-
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намики краткосрочной спот-ставки для факторных моделей и 

моделей общего равновесия (Chan, Karolyi, Longstaff, Sanders, 

1992). Результаты сравнения показали, что наиболее распро-

страненные модели (Vasicek, 1977; Cox, Ingersoll, Ross, 1985b) 

хуже работают с фактическими данными, чем менее известные 

модели (Dothan, 1978; Cox, Ingersoll, Ross, 1980). 

Впоследствии авторы новых эмпирических исследований 

работали с несколько видоизмененными, в зависимости от це-

ли исследования, моделями временной структуры, опирающи-

мися на разработанные ранее модели, в первую очередь, на 

модель Кокса-Ингерсолла-Росса. Полученные ими результаты 

противоречивы. Авторам не удалось доказать, что какая-либо 

модель лучше описывает фактические наблюдаемые данные, 

чем другие. Так, Браун и Шефер (Brown, Schaefer, 1994, 1996) 

показали, что модель общего равновесия Кокса-Ингерсолла-

Росса адекватна временной структуре ставок на рынке индек-

сируемых облигаций Великобритании, Йохансон (Johansson, 

1994) получил аналогичные результаты для шведского меж-

банковского рынка. Де Мунник и Схотман (De Munnik, 

Schotman, 1994) сравнили соответствие моделей Кокса-

Ингерсолла-Росса и Васичека голландскому рынку облигаций 

и выявили, что первая модель имеет лучшие описательные и 

прогнозные свойства. В то же время, Пирсон и Сун (Pearson, 

Sun, 1994) отвергли адекватность однофакторной и двухфак-

торной моделей Кокса-Ингерсолла-Росса рынку американских 

казначейских облигаций. 

Дальнейшее развитие математические методы оценки вре-

менной структуры в рамках модели общего равновесия Кокса-

Ингерсолла Росса получили в статьях Gray, 1996; Overbeck, 

Ryden, 1997; Jiang, Knight, 1997 и др. Параллельно продолжа-

лось тестирование и альтернативных типов стохастических 

моделей. Так, Дальквист и Свенссон (Dahlquist, Svensson, 

1996) сравнили результаты оценки двухфакторной модели об-

щего равновесия Лонгстаффа-Шварца (Longstaff, Schwartz, 

1992) и однофакторной модели Нельсона-Зигеля (Nelson, 

Siegel, 1987) с целью использования их при проведении де-

нежно-кредитной политики в Швеции. Бальдуцци, Дас и Форе-
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зи (Balduzzi, Das, Foresi, 1998) оценили двухфакторную мо-

дель Васичека (в качестве второго фактора была взята цен-

тральная тенденция, central tendency, изменяющаяся стохасти-

чески во времени) и получили лучшие результаты по 

сравнению с исходной однофакторной моделью. В то же вре-

мя, Ченг (Cheng, 1996) показал, что модель Васичека вполне 

адекватна данным по коротким ставкам в Гонконге. Вей и Гуо 

(Wei, Guo, 1997) сравнили модели Лонгстаффа-Шварца 

(Longstaff, Schwarz, 1992) и Мертона (Merton, 1973) на примере 

рынка евродолларов и пришли к выводу, что ни одна из моде-

лей не описывает достаточно точно преобладающую форму 

кривой доходности, хотя модель Мертона имеет некоторое 

преимущество. 

Эмпирические проверки моделей с отсутствием арбитража 

не так многочислены. Чаще всего их оценки являются частью 

анализа цен производных финансовых инструментов (опцио-

нов, фьючерсов, процентных свопов), использующих в каче-

стве базового актива облигации (см., например, Pelsser, 1996). 

Сравнительные исследования различных классов стохасти-

ческих моделей (Boero, Torricelli, 1996; Raj, Sim, Thurston, 

1997) позволили сделать следующие выводы: 

1) Факторные модели и модели общего равновесия имеют 

явные преимущества в теоретическом обосновании динамики 

временной структуры, поскольку спот-ставка и премия за срок 

являются в них эндогенными. 

2) Следовательно, эти классы моделей позволяют лучше 

представить взаимосвязь между финансовым и реальным сек-

тором экономики, например, при исследовании факторов, вли-

яющих на знак и колебания премии за срок. 

3) Модели с отсутствием арбитража, поскольку временная 

структура задается в них экзогенно, лучше описывают (в тер-

минах эконометрики) и предсказывают движение процентных 

ставок, а также волатильность рынка. 

Таким образом, факторные модели и модели общего равно-

весия предпочтительнее для объяснения причин колебаний 

уровня спот-ставки, знака и величины премии за срок, в то 

время как модели с отсутствием арбитража позволяют лучше 
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прогнозировать динамику доходности бумаг с разными срока-

ми до погашения. Модели с отсутствием арбитража получили 

широкое распространение среди финансовых аналитиков и ис-

следователей производных финансовых инструментов, в то 

время как первые два класса стохастических моделей исполь-

зуются, преимущественно, для теоретических фундаменталь-

ных исследований в области временной структуры процент-

ных ставок. 

В настоящее время развитие стохастических моделей (фак-

торных, общего равновесия и с отсутствием арбитража) про-

ходит в направлении включения дополнительных факторов, 

позволяющих приблизить теоретические построения к реаль-

ным наблюдаемым данным. 

Обзор форм записи различных классов стохастических мо-

делей для эмпирических исследований можно найти в Chan, 

Karolyi, Longstaff, Sanders, 1992; Boero, Torricelli, 1996; 

Cuthbertson, 1996; Campbell, Lo, MacKinlay, 1997; Ferguson, 

Raymar, 1998. 
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Приложение 
Основы теории стохастических 

процессов19 

Основные определения 

Стохастическим (случайным) процессом называется дви-

жение переменной во времени по траектории, которая может 

рассматриваться как случайная. Стохастический процесс зада-

ется законом распределения вероятности изменения значения 

xt переменной х в любой момент времени t. Таким образом, для 

каждого момента времени t1 < t2 < t3 < ... задана, или может 

быть вычислена вероятность того, что соответствующие зна-

чения x1, x2, x3, ... лежат в определенном интервале: P(a1 < x1  

b1, a2 < x2  b2, ...).По мере реализации момента времени t1 мы 

наблюдаем фактическое значение x1 и можем построить, ис-

пользуя эту информацию, новое условное распределение веро-

ятности на будущее. 

Различают стационарные и нестационарные стохастические 

процессы. Статистические свойства (математическое ожида-

ние, дисперсия) стационарного стохастического процесса не 

изменяются во времени, математическое ожидание и диспер-

сия нестационарного стохастического процесса могут воз-

растать со временем. 

Большинство наблюдаемых в экономике процессов явля-

ются дискретными стохастическими процессами, в том 

смысле, что рассматриваемые изменения значения переменной 

происходят с определенной периодичностью (например, еже-

                                                 
19 В соответствии с Arnold, 1992; Dixit, Pindyck, 1994; Neftci, 1996. 
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дневно, ежемесячно, ежегодно). Тем не менее, в теоретических 

моделях для упрощения записи чаще используется представ-

ление движения рассматриваемой переменной в виде непре-

рывных стохастических процессов. 

Наиболее простыми примерами дискретных случайных 

процессов являются: 

1. "Случайное блуждание" x xt t t 1  , где t  – случайная 

величина с заданным распределением вероятности. 

2. "Случайное блуждание с дрейфом" x a xt t t  1  . 

3. Авторегрессионный процесс первого порядка 

x xt t t    1 , где   1 1  и t  – нормально распреде-

ленная случайная величина с нулевым математическим ожи-

данием. 

Первые два процесса являются нестационарными стохасти-

ческими процессами, в то время как авторегрессионный про-

цесс относится к классу стационарных процессов с возвраще-

нием к среднему (mean-reverting process). 

"Случайное блуждание" (с дрейфом или без) и авторегрес-

сионный процесс относятся к классу марковских процессов 

(как в дискретном, так и в непрерывном выражении). Стоха-

стический процесс является марковским процессом, если рас-

пределение вероятности для xt+1 зависит только от xt и не зави-

сит от прошлой истории движения переменной до момента 

времени t. Непрерывный марковский процесс называется 

диффузионным процессом. 

Винеровский процесс 

Винеровским процессом (или броуновским движением) 

называется непрерывный стохастический процесс, обладаю-

щий тремя свойствами: 

1) Он является Марковским процессом, т. е. распределения 

вероятности для всех будущих значений зависят только от те-

кущего состояния и не зависят от прошлых значений или дру-

гих факторов. 

2) Приращения независимы друг от друга в разные момен-

ты времени, т. е. распределение вероятности приращений за 
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определенной период времени не зависит от распределения 

вероятности на другом (не перекрывающем) периоде времени. 

3) Приращения на любом конечном временном интервале 

распределены нормально, а их дисперсия линейно возрастает 

со временем. 

Если какой-либо стохастический процесс z(t) является Ви-

неровским процессом, тогда любое приращение, z, соответ-

ствующее периоду времени t , удовлетворяет следующим 

условиям: 

1. Соотношение между z и t задается как 

 z tt  , 

где  t  – нормально распределенная случайная величина с 

нулевым математическим ожиданием и стандартным отклоне-

нием, равным единице. 

2. Случайная величина  t  серийно не коррелирована, т. е. 

E[ ] , t s t s 0 . Таким образом, значения z для двух различ-

ных временных интервалов независимы друг от друга. 

Рассмотрим подробнее эти два условия для z(t) на некото-

ром конечном интервале времени T. Разобьем данный период 

времени на n отрезков продолжительностью t каждый, т. е. 

n T t  . Тогда общее изменение z за весь период времени бу-

дет определяться как 

z s T z s ti

i

n

( ) ( )  


 
1

. 

Поскольку  i  независимы друг от друга, мы можем приме-

нить центральную предельную теорему к сумме, стоящей в 

правой части. Согласно данной теореме, изменение 

z s T z s( ) ( )   нормально распределено с нулевым математи-

ческим ожиданием и дисперсией n t T  . Последнее выраже-

ние, которое следует из того, что z зависит от t, а не от t, 

особенно важно: дисперсия приращений Винеровского про-

цесса увеличивается линейно со временем. Таким образом, 

Винеровский процесс не стационарен. В долгосрочном перио-

де его дисперсия растет до бесконечности. 
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Принимая t бесконечно малым, мы можем представить 

приращение непрерывного Винеровского процесса, dz , как 

dz dtt  . 

Поскольку t  имеет нулевое математическое ожидание и 

единичное стандартное отклонение, математическое ожидание 

приращения E(dz) = 0, а дисперсия D(dz) = E[(dz)
2
] = dt. Заме-

тим, что Винеровский процесс не имеет производной по вре-

мени в обычном понимании: 


 

z

t t
t 
1

 стремится к беско-

нечности при t стремящемся к нулю. 

Рассмотрим ковариацию двух или более Винеровских про-

цессов. Пусть z t1( )  и z t2 ( )  – Винеровские процессы. Тогда 

E( )dz dz dt1 2 12  , где 12  – коэффициент корреляции между 

этими двумя процессами. Так как Винеровский процесс имеет 

мгновенные дисперсию и стандартное отклонение, равные 

единице (E dz dt[( ) ]2 1 ), 12  является также ковариацией 

между этими двумя процессами в единицу времени. 

Броуновское движение с дрейфом. Одним из наиболее про-

стых стохастических процессов, включающих Винеровский 

процесс, является броуновское движение с дрейфом: 

dx dt dz   , 

где dz – приращение Винеровского процесса,  – параметр 

дрейфа,  – параметр вариации. На любом интервале времени, 

t, изменение x, обозначаемое x, нормально распределено и 

имеет математическое ожидание E( ) x t и дисперсию 

D x t( )  2 . 

Обобщенное броуновское движение – процессы Ито 

Винеровские процессы используются для построения 

большего числа стохастических моделей. Наиболее часто ис-

пользуемыми являются различные варианты броуновского 

движения с дрейфом. Общая форма записи непрерывного бро-

уновского движения с дрейфом называется процессом Ито (Ito 

process): 
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dx a x t dt b x t dz ( , ) ( , ) ,    (1) 

где x(t) – процесс Ито, dz – приращение Винеровского про-

цесса, a(x, t) и b(x, t) – известные (неслучайные) функции. В 

наиболее общей форме дрейф и дисперсия являются функция-

ми от текущего состояния и времени. Математическое ожида-

ние E( ) ( , )dx a x t dt , поскольку E( )dz  0. Дисперсия прира-

щений процесса Ито равна E E( ) ( )dx dx2 2  и содержит члены, 

включающие dt, (dt)2 и (dz)(dt), т. е. со степенью ( )dt
3
2 . При 

бесконечно малых dt членами с (dt)2 и ( )dt
3
2  можно прене-

бречь, и дисперсия приращений равна D dx b x t dt( ) ( , ) 2 . 

Геометрическое броуновское движение. Одним из наибо-

лее важных типов процессов Ито является геометрическое 

броуновское движение с дрейфом. Его параметры равны 

a x t b x t x( , ) , ( , )   , где  и  – константы. Общий 

вид записи уравнения: 

dx dt xdz   . 

Математическое ожидание значения процесса 

E[ ( )]x t x e t 0

 , дисперсия – D x t x e et t[ ( )] ( ) 0

2 2 2

1  , где x0 = 

x(0). 

Процесс с возвращением к среднему. Другой важный слу-

чай процесса Ито – процесс с возвращением к среднему (или 

процесс Орнстейна – Уленбека): 

dx x x dt dz   ( ) , 

где  – скорость возвращения к среднему, x  – "нормаль-

ный" уровень x, к которому возвращается значение процесса. 

Ожидаемое приращение процесса зависит от отклонения зна-

чения процесса от "нормального" уровня. Если x больше 

(меньше) x , то наиболее вероятно, что значения процесса бу-

дут понижаться (расти) на протяжение следующего периода 

времени. Таким образом, хотя процесс с возвращением к сред-

нему и является Марковским процессом, его приращения не 

независимы. 
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Математическое ожидание процесса в любой момент вре-

мени t равно E( ) ( )x x x x et

t   

0

 , а дисперсия отклонения 

от "нормального" уровня – D x x et

t( ) ( )   



2 2

2
1 . Заметим, 

что ожидаемое значение xt стремится к x  при t , а дис-

персия стремится к 




2

2
. Кроме того, при   дисперсия 

отклонений стремится к нулю, что означает, что значения про-

цесса не могут отклоняться от "нормального" уровня даже на 

короткие отрезки времени. При  0  процесс становится 

идентичен простому броуновскому движению, а дисперсия 

процесса D x tt( ) 2 . 

Более общие формы процесса с возвращением к среднему 

могут включать функции дисперсии и дрейфа, пропорцио-

нальные значению процесса: 
dx x x dt xdz

dx x x x dt xdz

  

  

 

 

( )

( )
. 

Лемма Ито 

Как уже было сказано, процесс Ито непрерывен, но не име-

ет обычной производной по времени. Однако при работе со 

стохастическими процессами в экономических моделях часто 

требуется нахождение производной по времени от рассматри-

ваемой функции. Правила дифференцирования и интегрирова-

ния функций стохастических процессов типа процесса Ито 

определяются леммой Ито (Ito's Lemma). 

Наиболее простым представлением леммы Ито является 

разложение функции процесса в ряд Тейлора. Допустим, что 

x(t) – процесс Ито, и рассмотрим функцию F(x, t), которая, по 

крайней мере, дважды дифференцируема по x и один раз по t. 

Полный дифференциал функции F(x, t) с учетом членов только 

первого порядка равен: 

dF
F

x
dx

F

t
dt 








. 
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Запишем полный дифференциал функции F(x, t) с учетом 

производных по x более высокого порядка: 

dF
F

x
dx

F

t
dt

F

x
dx

F

x
dx    
















1

2

2

2

2 1

3

3

3

3

! !( ) ( ) ... . (2) 

Обычно члены выше первого порядка стремятся к нулю. 

Для проверки этого свойства для уравнения (2) найдем члены 

второго и третьего порядка. Во-первых, найдем ( )dx 2  из урав-

нения (1): 

( ) ( , )( ) ( , ) ( , )( ) ( , )dx a x t dt a x t b x t dt b x t dt2 2 2
3
2 22   . (3) 

Члены с (dt)2 и ( )dt
3
2  стремятся к нулю быстрее, чем с dt, 

поэтому мы можем их отбросить: ( ) ( , )dx b x t dt2 2 . 

Все члены с производной третьего порядка по x содержат dt 

в степени выше первой. Тоже самое относится ко всем произ-

водным функции F(x, t) по x более высокого порядка. 

Лемма Ито. Для стохастического процесса x, заданного 

стохастическим дифференциальным уравнением 

dx a x t dt b x t dz ( , ) ( , ) , и некоторой функции F(x, t) от этого 

процесса, достаточно раз дифференцируемой по x и t, полный 

дифференциал функции F равен: 

dF
F

t
dt

F

x
dx

F

x
dx  












1

2

2

2

2( ) ,   (4) 

или 

dF
F

t
a x t

F

x
b x t

F

x
dt b x t

F

x
dz  









 
















( , ) ( , ) ( , )1

2

2

2

2
. 

 (5) 

По сравнению с обычной записью полного дифференциала 

уравнение (5) содержит один дополнительный член. Чтобы 

понять его смысл, рассмотрим, для простоты, случай с функ-

цией дрейфа a(x, t) = 0 и 




F

t
 0 . При этом E( )dx  0 , но 
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E( )dF  0 . Это одно из следствий выполнения неравенства 

Дженсена. Математическое ожидание полного дифференциала 

F(x, t) положительное, если F – выпуклая функция по x (т. е. 





2

2
0

F

x
 ), и отрицательное, если F – вогнутая функция по x (т. 

е. 




2

2
0

F

x
 ). Для процесса Ито dx ведет себя как dt , а (dx)2 – 

как dt. Таким образом, вогнутость или выпуклость функции 

зависит от члена второго порядка, включающего приращение 

времени dt, и который не может быть отброшен при записи 

полного дифференциала F. Дополнительное слагаемое в урав-

нении (4) учитывает это свойство рассматриваемой функции. 

Для функции нескольких процессов Ито разложение в ряд 

Тейлора будет аналогичным. Предположим, что 

F F x x tm ( , . . . , , )1  – функция времени и m процессов Ито 

x x m1,..., , где 

dx a x x t dt b x x t dz

i m

i i m i m i 



( , . . . , , ) ( , . . . , , )

, . . . ,

1 1

1
,  (6) 

и E( )dz dz dti j  12 . Тогда полный дифференциал функции 

F согласно лемме Ито определяется как: 

dF
F

t
dt

F

x
dx

F

x x
dx dx

i

i

i j

i j
jii

   










 
1

2

2

.  (7) 

Подставив (6) в (7) получаем полную запись уравнения (7): 

dF
F

t
a x t

F

x
b x t

F

x

b x t b x t
F

x x
dt b x t

F

x
dz

i

ii

i

i

i

i j

j

i j

i

i i

i

   

 

 

 


[ ( ,..., ) ( ,..., )

( ,..., ) ( ,..., ) ] ( ,..., )
















 





1

1
2

2

1

2

2

12 1 1

2

1

. 
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