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Предисловие 

Настоящее пособие можно рассматривать как введение в ме­
тоды оптимизации экономических систем. Цель его - дать 
сведения об основных математических моделях, применя­
емых в экономических задачах, об алгоритмах их оптими­
зации, а также практические навыки решения таких задач. 
Программы системы Mathcad, встроенные в виде вставок 
в текст, позволят студентам выполнять расчеты с помощью 
«живых формул». Рассматриваемый материал соответству­
ет курсу «Математическая экономика» студентам всех форм 
обучения по направлению «Прикладная информатика (по 
областям)», а также может быть полезен студентам экономи­
ческих специальностей и специалистам, интересующимся 
такими задачами. 

Основное отличие от имеющейся литературы данно­
го направления - использование вычислительной среды 
системы Mathcad. В настоящее время эта система ста­
ла общепризнанной средой для быстрых вычислений во 
многих областях деятельности. Простота программирова­
ния, возможность численных и аналитических вычислений, 
«живые» формулы, простой графический интерфейс, воз­
можность анимации решений, совместимость с системой 
Microsoft Office делают указанную систему незаменимой 
даже для пользователей, далеких от тонкостей программи­
рования. 

Другое отличие пособия состоит в практической реали­
зации принципа максимума Понтрягина для решения задач 
оптимального управления динамическими экономическими 
системами. 

Пособие состоит из шести глав. Две первые главы обя­
зательны для понимания последующего материала. Осталь­
ные главы можно изучать раздельно. В конце каждой 
главы даны контрольные вопросы для самопроверки усвое-
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ния материала, сопровождаемые набором ответов, один из 
которых верный. Проверить свои знания можно, сверив 
выбранные ответы с правильными, помещенными в конце 
учебного пособия. Приведены задания на лабораторные ра­
боты, которые рекомендуется выполнять для приобретения 
практических навыков решения оптимизационных задач. В 
приложении изложены основы работы в системе Mathcad. 

Пособие разработано при поддержке гранта Министер­
ства образования России, шифр гранта ТОО-14.2-127. 

Автор пособия (заведующий кафедрой прикладной ма­
тематики Сибирского П)сударственного аэрокосмического 
университета им. академика М.Ф. Решетнева) выражает 
благодарность доктору экономических наук, профессору 
Б.А. Лагоше за конструктивные замечания, способствовав­
шие улучшению пособия, и будет благодарен за любые 
замечания и предложения, которые просит направлять по 
адресу: 660014, Красноярск-14, а/я 486, адрес электронной 
почты okhorzin@mail.ru. 



Введение 

Лицо, принимающее решение (ЛПР), в сложных технических, эко­
номических, социальных системах должно учитывать множество 
разнообразных факторов и уметь оценивать последствия их изме­
нения. Важно, чтобы эти изменения не только приводили к лучшему 
результату, но и давали максимально полезный эффект. Достиже­
нию такого эффекта в экономических системах и посвящено данное 
учебное пособие. 

Целью оптимизации является выбор среди некоторого множе­
ства допустимых решений таких, которые можно было бы в .том 
или ином смысле квалифицировать как оптимальные. При этом 
д о п у с т и м о с т ь каждого решения понимается как возможность 
его фактического осуществления, а о п т и м а л ь н о с т ь - как его 
целесообразность. Следует подчеркнуть, что оптимальное решение 
показывает предельные возможности системы и служит советом для 
ЛПР, а решение он может принять и другое, с учетом иного рода 
факторов, например политических, влияющих на экономическую 
ситуацию. 

Указанная проблема решается с помощью синтеза многих на­
учных направлений, таких, как системный анализ и исследование 
операций, моделирование экономических систем, методы опти­
мизации функций и теории оптимального управления, теории игр 
и др. Попытка использования этих направлений сделана в настоя­
щей работе. 

Данное учебное пособие посвящено традиционным экономи­
ко-математическим задачам в условиях полной и частичной опре­
деленности, решаемым в рамках линейного и динамического про­
граммирования, а также метода ветвей и границ. Следует отметить, 
что динамическое программирование является одним из подходов 
для решения задач оптимального управления, рассматриваемых в 
гл. 6, однако мы ограничиваемся его дискретным вариантом. 
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Подробно рассматривается выбор оптимальных решений в ус­
ловиях неопределенности в рамках матричных статистических и 
стратегических игр. 

Особое внимание уделено оптимизации статических экономи­
ческих систем на основе функций полезности и производственных 
функций, оптимальному управлению динамическими системами в 
одно- и многосекторных экономиках на основе принципа максиму­
ма Понтрягина. 

Сущность задач поясним, вводя основные определения и рас­
сматривая простой пример принятия решения. 

Основные определения и постановка задачи: 
• система-совокупность взаимосвязанных элементов, обособ­

ленная от среды и взаимодействующая с ней как целое для дости­
жения доставленной цели; 

• операция - способ достижения поставленной цели; 
• оперирующая сторона - участник операции, стремящийся к 

достижению поставленной цели; 
• Xi, / = 1,2,...,«, хеХ, - управляемые переменные, выби­

раемые из разрешенных способов действия оперирующей сто­
роны Z; 

• yj,j— 1,2,..., W, >̂  е 7, - неуправляемые переменные, отно­
сительно которых известно только множество Y (обычно это спо­
собы действия противоборствующей стороны); 

• Zjt, А: = 1,2, ...,j9, Z € Z, - случайные переменные, относи­
тельно которых известны только вероятностные характеристики со 
значениями, принимаемыми из области Z (например, плотность ве-
роятностиД^)); 

• критерий эффективности - функция F{x^y,z\ характеризую­
щая степень достижения поставленной цели; 

• стратегия (9A7epat/ww л: - разрешенные способы действия опе­
рирующей стороны; 

• прямая задача исследования операций - вычисление функции 
F(x,y,z) при конкретной стратегии JC = Зс; 

• обратная задача ~ определение наилучшей стратегий х ,̂ 
доставляющей минимум или максимум критерию эффективности 
операции х̂  = minmaxF(;c,> ,̂z). 
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При решении этих задач переменные}^ и z оказываются неопре­
деленными. Наиболее часто для преодоления этой трудности ис­
пользуют следующие принципы: 

• максимального правдоподобия - принимают такое значение 
переменных Z, которое соответствует наиболее вероятному, опреде­
ляемому по плотности/(z). 

• Байеса - вычисляют математическое ожидание критерия эф­
фективности 

MF(x)= I F{x,z)dz\ 
z 

• гарантированных оценок - определяют наихудшую для опе­
рирующей стороны оценку критерия эффективности: нижнюю для 
задачи максимизации критерия и верхнюю для задачи миними­
зации: 

£ « F(x) = m^Fix,y). 

Пример. Объединение ведет строительство завода. Необходи­
мо выполнить следующие работы: 

А ~ строительство корпусов; 
В - разработка модели изделия; 
С - наем и обучение рабочей силы; 
D - монтаж оборудования; 
Е - отладка модели изделия. 
Время выполнения работ Ci = 2, г̂  = 1, а tc, to^ tE принимают 

значения 2, 3,4 с равной вероятностью. В зависимости от времени 
ввода завода в строй определяется прибыль (табл. В. 1). 

Таблица В.1 
Прибыль по годам ввода 

Время, Т 
Прибыль, F 

3 
120 

4 
ПО 

5 
100 

6 
50 

7 
0 

В распоряжении оперирующей стороны имеется денежный 
резерв R = 20, который позволяет ускорить строительство завода 
на 1 год. Стоит ли использовать резерв? 
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Решение. Пусть х = 0 означает отказ от использования резерва, 
а х = 1 - его использование. 

Тогда JC Е {О, 1} - управляемая переменная. Время строитель­
ства Т - случайная переменная с неизвестными пока вероятност­
ными характеристиками. Для их определения рассмотрим сетевой 
график проекта (рис. В. 1). 

Рис. В.1. Сетевой график проекта 

Минимальный срок ввода завода в строй определится как 
длительность критического (самого длинного) пути 

T = min{/^ + /^, Гс,//? + /£> = min{2 + /^, Гс, 1+^£}. 

Величины tc, to, ^Е являются случайными с равномерным рас­
пределением. Вероятностные характеристики Т можно получить, 
построив полную группу собьггий (табл. В.2). 

Теперь вероятность ввода завода в строй за 4 года определится 
как отношение числа таких событий (6) к общему числу событий 
(27): Р(Г = 4) = А. Аналогично Р(Г = 5) = 1^, Р(Г = 6) = ^ . 
Тогда2€{4, 5, 6}. 

Таблично заданный критерий эффективности F(x, Т) примет 
вид, представленный на табл. В.З. 

В табл. В.З прибыль в строке для использования резерва умень­
шена на величину этого резерва. 

Теперь в соответствии с принципом максимального правдо­
подобия наиболее вероятен срок ввода завода в действие 5 лет, 
10 



Т а б л и ц а В.2 

Полная группа событий 

i ^̂  
1 2 
1 2 
i 2 
1 2 
1 ^ 2 
1 2 

2 
2 

to 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 

Г£ 

2 
3 
4 
2 
3 
4 
2 
3 
4 

Г 
4 
4 
5 
5 
5 
5 
6 
6 
6 J 

1 ^̂  
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 

L ^ 

to 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 

/£ 

2 
3 
4 
2 
3 
4 
2 
3 
4 

Г 1 
4 
4 
5 
5 
5 
5 
6 
6 
6 

1 tc 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 
4 

1 4 

to 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
4 
4 
4 

/£ 

2 
3 
4 
2 
3 
4 
2 
3 
4 

Г 1 
4 
4 
5 
5 
5 
5 
6 
6 
6 1 

Т а б л и ц а В.З 

Время строительства Т 

Управляемая переменная 
i х = 0 
1 х^\ 

4 
ПО 
100 

5 
100 
90 

6 
50 
80 

F(0,5) = 100, что больше, чем F(l, 5) = 90, использовать резерв не 
целесообразно. 

Средняя прибыль в соответствии с принципом Байеса для х = О 

составитMF(x,Г) = ^ ' 110"^|^• 100+^-50 = ~ ~ . Средняяпри-
2400 1 составитMF(x,Г) = 4 • lOO+lJ - 9 0 + - -80= ^, V J / 27 27 27 27 быль ДЛЯ Х: 

следовательно, в этом случае использовать резерв целесообразно. 
Гарантированная оценка- ввод завода в строй за максимальный 

срок - 6 лет. В этом случае использовать резерв также целесооб­
разно. 

Автор отдает себе отчет о раскрытии лишь небольшого ко­
личества из громадного объема материала по данной тематике. 
Отчасти это вызвано небольшим объемом изучаемого курса. Одна­
ко есть надежда, что освоение материала учебного пособия побудит 
специалистов, не имеющих большого опыта в моделировании и 
программировании, проявить заинтересованность в применении 
экономико-математического подхода к решению своих задач. 



Глава 1 

ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
Задачей линейного программирования (ЛП) называется задача оп­
тимизации линейной функции при наличии линейных ограничений: 

minc^jc (1.1) 
хех 

при условии 
Ах = Ь, JC/>0, / = 1 , 2 , . . . , п , (1.2) 

где л: ~ вектор неизвестных управляемых переменных; 
с - постоянный вектор, часто трактуемый как цены; 
* - постоянный вектор, обычно трактуемый как ресурсы; 
А = (ау) - прямоугольная матрица размера тхп. 

В этой задаче число неизвестных п должно быть больше числа 
условий т, иначе будет нарушено условие единственности реше­
ния, выполняющееся в оптимизационной задаче. 

гл. 
Основные свойства задачи ЛП 
Справедливы следующие две теоремы. 

Теорема 1. Оптимальное решение в задаче ЛП находится в 
крайней точке множества допустимых решений. 

Вообще говоря, оптимальное решение может быть на ребре 
или грани множества допустимых решений. Однако в этом случае 
значения функции одинаковы соответственно во всех точках ребра 
или грани, поэтому имеет место неединственность оптимального 
решения со значением функции в крайней точке. 

Теорема 2. Крайняя точка множества допустимых решений 
определяется таким решением системы (1.2), в котором только 
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т переменных (образующих так называемый базис) могут быть 
отличны от нуля. 

Вырожденный случай, в котором некоторые компоненты базиса 
нулевые, будет рассмотрен в разд. 1.5. 

Важное значение имеет двойственная задача ЛП, которая будет 
рассмотрена в разд. 1.4. 

Одна из процедур, определяющих такой базис, при котором зна­
чение критерия эффективности минимально, называется симплекс-
методом. Рассмотрим эту процедуру на основе примера о составе 
смеси. 

1.2. 
Задача об оптимальном составе смеси 
Цель решения - подобрать оптимальный состав коктейля из трех 
компонентов: коньяка, шампанского и сока. Обозначим стоимости 
ингредиентов смеси соответственно с\ = 50, ci = 100, сз = 20, 
содержание в них алкоголя щ = 0,4, а2 = 0,5, а^ = 0,0, а вкусовые 
качества в баллах fci = 4,62 = 8,6з = Ю- Обозначим также через дс,, 
/ = 1,2,3, долю каждого компонента в коктейле (все расчеты ведем 
на единицу объема). 

Теперь стоимость коктейля определится функцией 

Щх\,Х2,хз) = c\xi +С2Х2 +сзд:з. 

Аналогично крепость и вкус коктейля в предположении линей­
ности дадут функции F2 и F3. 

Естественно желание получить коктейль минимальной стои­
мости, максимальной крепости и максимального вкуса. Однако 
легко видеть, что это противоречивые критерии. Действительно, 
коктейль максимальной крепости должен состоять только из конья­
ка, но тогда он будет самый дорогой. Это обычная ситуация при 
проектировании сложных систем - необходимость учитывать про­
тиворечивые критерии, связанные, например, с противоборством 
между стоимостью и качеством. При решении подобных задач ча­
сто используют метод удовлетворительных требований. Для этого 
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выбирают главный критерий, который и оптимизируют, а осталь­
ные критерии ограничивают на требуемом уровне. Пусть такой 
критерий - стоимость, крепость ограничим долей алкоголя в 0,2, а 
вкус - 8 баллами. 

Теперь будем иметь следующую задачу ЛП: 

min(50xi + 100x2 + 20x3) (1.3) 
X 

при условиях 
0,4x1+0,5x2 + 0x3 > 0,2; 
4x1+8x2 +10x3 > 8; 
Х1+Х2+ХЗ = 1; 
х , > 0 , / = 1,2,3. 

(1.4) 

Предпоследнее условие отражает наличие в составе смеси толь­
ко трех компонентов. Выразив из него переменную xi и исключая 
эту переменную из функции и остальных условий, получим плос­
кую задачу: \ 

minF(x2^) = min(50 + 50x2 - ЗОхз); 
-0,1x2 + 0,4x3 < 0,2; 
4x2 + 6x3 > 4; (1-5) 
•̂ 2+^3 < 1; 
Х2 > 0^3 > 0. 

Теперь задачу ЛП можно изобразить на плоскости. Каждое из 
ограничений в этой задаче делит плоскость на две полуплоскости: 
допустимую и недопустимую (рис. 1.1). 

Минимум функции будет в такой точке границы области до­
пустимых стратегий, где уровень функции минимален, так как 
градиент линейной функции постоянен. Эта точка определяется 
пересечением двух прямых: 4x2 +бхз = 4 и —0,1x2+0,4хз = 0>2, от­
сюда получаем оптимальный состав смесиХ2 = 2 / 1 1 , хз = 6 /11 , 
XI = 3 /11 . Стоимость смеси минимальна и равна 470 /11 , крепость 
составляет 0,2 и вкус - 8 баллов. 
14 



-0,\x2+0Ax2=0,2 

Рис. 1.1. Область допустимых решений: 
—> - градиент функции 

Рассмотрим теперь формализованное решение задачи.симплекс-
методом. Ограничения в этой задаче с учетом введения дополни­
тельных переменных имеют следующий вид 

0,4^:i+0,5;c2~X4 = 0,2; 
4xi+8x2 + 10x3~X5 = 8; 
Х\ +Х2+Х2 = 1. 

(1.6) 

В этой системе линейных уравнений только три базисные пере­
менные должны быть отличны от нуля. Выбор конкретного базиса 
приводит к квадратной матрице А в (1.2). Если ее определитель 
не равен нулю, то система имеет единственное решение, которое 
может удовлетворять системе ограничений, а может и не удовлетво­
рять (например, некоторые компоненты вектора Ах могут оказаться 
отрицательными). Если решение допустимо, его дальнейшее улуч­
шение осуществляется симплекс-методом. 

Примем следующий базис: хь л:з, дсз? т.е. положим л:2 = д:4 = 0. 
Система уравнений примет вид 

Г 0,4x1 =0,2; 
< 4xi + l'0x3-X5==8; (1.7) 
[ XI +X3 = 1 
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с решением х\ = 0,5, х^ = 0,5, ̂ 5 = — 1, являющимся недопустимым. 
При д:з = Х5 = О получим систему 

Г 0,4x1+0,5x2 ~Х4 = 0,2; 
1 4x1+8x2 = 8; (1.8) 
[ Х 1 + Х 2 = 1 . 

Решение этой системы xi = О, Х2 = 1, Х4 = 0,3 является допусти­
мым с критерием эффективности F = 50 • О +100 • 1 + 20 • О = 100. 

Для выяснения вопроса о том, можно ли улучшить значение 
критерия, выразим критерий через небазисные переменные. Тогда, 
исключая из критерия переменные хь Х2, получим: 

1 1 . 3 1 
XI = ~хз - jxs; Х2 = \--х^ + jxsi 

• ^ ^ ^ (1.9) 
3 11 1 Х4 = тх — т;:̂ з •*• т::^5; F = ЮО — 105хз + 12,5x5. 10 20 "̂  40 ^ 

Переменная хз в критерий входит с отрицательным коэффици­
ентом, следовательно, введение этой переменной в базис приведет 
к уменьшению критерия. Какую переменную вывести из базиса, 
определяем из условия наиболее быстрого выхода переменной в 
отрицательную область. Переменная xi не станет отрицательной 
ни при каком увеличении хз, Х2 = О при хз = - , Х4 = О при хз = —. 

2 6 3 И 
Так как г > тт, то выводим из базисаХ4. Теперь система имеет вид: 

0,4x1+0,5x2 = 0,2; 
4x1+8x2 + 10x3 = 8; (1.10) 
XI +Х2+ХЗ = 1, 

'У А '^ 

ее решение будет Х2 = —, хз = -гг,Х1 = 7--, что согласуется с ра­
нее полученным решением. Выразив критерий через небазисные 
переменные аналогичным образом, получим положительные коэф­
фициенты при переменных, что свидетельствует об оптимальности 
полученного решения. 

На рис. 1.2 представлен доьд̂ мент Mathcad, в котором решена 
эта задача. 

Рассмотрим несколько других примеров постановки и решения 
задач ЛП. 
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Задача об оптимальном составе смеси 

Исходные данные: N - количество компонентов смеси; 
а, Ь, с - векторы размерности m свойств каждой компоненты смеси; 
f- вектор-функция размерности m свойств смеси; 
F - ведущий критерий - одна из компонент функции f с номером iv; 
d ~ допустимые уровни остальных компонент функции f; 
sign - вектор размерности т , его компоненты равны I, если f 
минимизируется, и - I , если максимизируется; 
cons - вектор предельных значений критериев. 

N : = 2 m:=2 

ГОА^ 

\ 0.2 

[o.osj 
b:= 

rioo> 
120 

150 J 
c:= 

ГбЛ 
10 

Uj 
sign := 

Г-П 
1 

l-lj 
f(x):= 

Га.х> 
bx 

U-xj 
x:= 

ГО.5^ 

0.3 

10.2J 

^0.2M 

cons(x) := 

f 0.353) 
0.176 

U.471J 
ЯУ)-

( 0.2 \ 
SO 1 

{iMb) 

F(x) := «(x). sign. 

s(x ) :=^Xj 
i=0 

Given g(x,0 ^g(x,cons) s (x)= I x2tO 

у :« Minimize (F,x) у : 

i v s 2 

Оптимальный состав смеси 
10(>-

50 

О 1 
JDL % 1-й компоненты 
JL % 2-й компоненты 
JL % 3-й компоненты 

g(x,f):= for i€ 1..N if iv = 0 
y ^ j 4- f(x).-sign. 

return у if i v = 0 
for i € O . . N - l if i v = N 
y. 4- fi:x).sign. 

return у if iv= N 
for i € 0.. iv - 1 
y. <r- f(x).sign. 

for i€ iv+ I.. N 
y,-.! ̂  fl^^sign. 

У 

Свойства смеси в % от оптимального 
^ ^ J 

50 

JL JL-
0 0.5 1 

JL крепость 
JL стоимость 
JL вкус 

1.5 

Рис. 1.2. Расчет оптимального состава смеси 
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1.3. 
Задача об оптимальной 
производственной программе 
Предприятию необходимо выпустить номенклатуру из п видов про­
дукции в объемах (неизвестных) л:/, / = l7w, используя т видов 
ресурсов bjy У = 1, т. Для выпуска одной единицы изделия вида / 
требуется Oij ресурсов вида у. Тогда при выпуске изделий расход 
каждого ресурса не должен превышагь его запасов bj, В соответ­
ствии с этим имеем следующую систему неравенств: 

( auxi +а2\Х2-^..Лагг1Хп < Ьц 

ai2X\ + ̂ 22̂ :2 +...+ап2Хп <Ь2\ (1.11) 

I С1\тХ\ + Cl2mXl + • • • + Clnm^n < Ьщ* 

Введением т дополнительных переменныхХп\.\, Хп+2> • • • ? /̂?+т, 
каждая из которых представляет неотрицагельную величину -
величину неиспользованного ресурса 6/, систему неравенств (1.11) 
можно свести к системе равенств 

апХ1+а2\Х2'^..Лап1Х„'\'Хп+1 =Ь\; 

anXi +022X2^-'-'^Оп2Хп'^Хп+2 = ^2; (1Л2) 

Ct\mX\ +<32w^2 + • • --^^nrnXft +A:^+W = Ьщ-

Аналогично поступают с обратными неравенствами - в этом 
случае вычитают дополнительную переменную, преобразуя нера? 
венство в равенство. 

Теперь любой вектор х, удовлетворяющий уравнению (1.12), 
представляет собой допустимую стратегию, а поскольку такая стра­
тегия не единственная (число неизвестных больше числа уравне­
ний), то актуальной задачей является отыскание наилучшей страте­
гии, обеспечивающей максимальную прибыль от реализации всего 
объема выпускаемой продукции. Для этого нужно максимизиро-
18 



вать критерий эффективности 

п 
F(XbX2,... ,X«) = CiXi+C2X2+...+C„X„ = J^C/JC/, (1.13) 

/=1 

где Ci ~ прибыль от реализации единицы продукции вида /. 

На рис. 1.3 представлен до10^мент Mathcad, содержащий реше­
ние этой задачи. 

Задача об оптимальной производственной программе 

Исходные данные: N ~ количество производимых изделий; 
b - вектор имеющихся ресурсов размерносги т ; 
А - матрица размерности mxN, каждый элемент ксггорой 
является расходом ресурса вида i на производство единицы 
изделия вида j ; 
с - вектор прибыли от производства единицы изделия 
каждого вида. 

N:«5 m:«4 

f\ 2 3 2 i^ 

5 4 3 2 1 

3 4 2 5 3 

V4 2 5 3 l y 

j 

b:= 

/^тоо"! 
250 

600 

s.400> 

c:= 

f25> 

35 
25 

40 

^30, 

x:= 

f\\ 
1 
1 
1 

<0 

X - начальное 
приближение 

F()0:=cx Given A x ^ b x^O 

Максимизация 
прибыли 

y:sMaximize(F,x) 

Оптимальный 
план 

^ О ^ 

О 

18.182 

22.727 

(, 150 , 

Значение 
прибыли 

Офаничения 

F(y) = 5.864Х 10̂  A y ^ 

>" 700 ^ 

250 

600 

i^309.09i; 

Рис. 1.3. Задача об оптимальной производственной программе 
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1.4. 
Двойственная задача ЛП 
Обратимся к вопросу использования ресурсов в предыдущей задаче. 
Как можно видеть из примера ее решения, часть ресурсов исполь-
30BiaHa полностью, т.е. часть ограничений (1.11) выполняется как 
равенства, дополнительные переменные для этих ограничений рав­
ны нулю, они являются небазисными. Часть ресурсов (в примере 
это последнее ограничение в (1.11)) использована не полностью. 
Тогда ценность этого ресурса для предприятия оказывается более 
низкой по сравнению с ресурсами, ограничивающими выпуск про­
дукции, и предприятие готово заплатить более высокую цену за 
приобретение ресурсов, позволяющих увеличить прибыль. 

Если считать, что каждый вид ресурса bjj = 1, m, обладает неко­
торой «теневой» ценой Uj, определяющей ценность данного ресурса 
для предприятия в отношении прибыли от реализации выпускаемой 
продукции, можно прийти к формулировке двойственной задачи 
ЛП, тесно связанной с прямой задачей ЛП (1.11)-(1.13). Величины 
Uj должны бьггь такими, чтобы затраты на производство по теневым 
ценам бьши не меньше получаемого дохода, т.е. 

ax\ux-^ax2U2+...^axniUm>cx\ 
^21«l+<322«2+...+^2m«m>Q; .j щ 

йпхих-^апгиг^.^ЛanmUm >Сп-

Введение дополнительных переменных, представляющих пре­
вышение «теневой» цены единицы продукции над доходами от ее 
реализации, позволяет представить ограничения двойственной за­
дачи в виде системы равенств: 

aiiWi+ai2W2 + .. .+<^lm«m-«/«+l = Cxi 

агх их + ^22^2 + . . . + CllmUm - «m+2 = С2\ 

^ апХЩ +а„2«2 + . . . ^ClnmUm " ^т+п =^/ | . 
20 
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Оптимальные теневые цены должны минимизировать стои­
мость ресурсов, т.е. 

т 

^6/W/—>min. (1.16) 
7=1 

Сравнивая с соответствующими соотношениями в предьщущем 
подразделе, можно видеть, что прямая и двойственная задачи тесно 
связаны. Эта связь заключается в следующем: 

• если прямая задача является задачей максимизации, то двой­
ственная - задачей минимизации, и наоборот; 

• коэффициенты функции в прямой задаче являются ограниче­
ниями в двойственной задаче; 

• ограничения в прямой задаче становятся коэффициентами 
функции; 

• знаки неравенств в ограничениях меняются на противопо­
ложные; 

• матрица системы равенств (1.12) транспонируется. 
Таким образом, двойственную задачу ЛП по отношению к 

задаче (1.1), (1.2) - найти ттс^х при условииЛл; = й, jc, > О, / = 1,«, 
хех 

можно сформулировать в следующем виде: 
найти 

тахЬ^и (1.17) иеи 
при условии 

А^и = с, uj>0, j=\,m. (1.18) 

Решение двойственной задачи по отношению к ранее рассмот­
ренной прямой задаче оптимизации производственной программы 
приведено на рис. 1.4. 

Как видно из решения задачи, наименьшую ценность для про­
изводителя имеет четвертый ресурс, у него есть неиспользованный 
запас, его теневая стоимость нулевая. Третий ресурс имеет наи­
более высокую теневую цену и его целесообразно приобрести в 
первую очередь с целью увеличения прибьши. Следует обратить 
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F(u):=bu 

Given A u ^ с 

1.818 
У = 

6.364 
I 0 ^ 

u := 
1 
1 

u - начальное приближение 

у :=Minimize(F,u) 

F(y) = 5.864x 10 A •y = 

O0.455^ 
37.273 

25 
40 

I 30 J 

с = 

Г25>| 
35 
25 
40 

130 J 
Рис. 1.4. Решение двойственной задачи 

внимание на то обстоятельство, что значения критериев в прямой 
й двойственной задачах совпадают. Это основное свойство двой­
ственных задач. 

1.5. 
Транспортная задача 
Есть п пунктов отправления, в которых имеются запасы произведен­
ной продукции в количествах а,, / = 1,«, есть т пунктов назначения 
с заявками на произведенную продукцию в количествах bj,j = 1, /w. 
Если Y^at = ^fey, то имеем задачу с правильным балансом. При 

невыполнении этого условия вводим дополнительный фиктивный 
пункт отправления или назначения, емкость которого равна поло­
жительной разности между этими суммами. Стоимость доставки 
единицы грузов из /-го пункта отправления ву-й пункт назначения 
составляет величину су, причем затраты, связанные с фиктивными 
пунктами, должны быть нулевыми. 

Тогда минимальные затраты на выполнение плана перевозок 
определятся минимизацией суммарных затрат на перевозки 

п т 
(1.19) 

/=1 у=1 
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при условиях: 

< 

A:I2+X22 + . . . + X „ 2 = * 2 ; 

I ^Im '^X2m "̂  • * • "^Xrtm — Ьщ. 

В (1.20) n первых условий предусматривают, что все грузы из 
всех пунктов отправления должны быть вывезены, а последние т 
условий - что все заявки во всех пунктах назначения должны быть 
выполнены. 

Матрица ограничений в транспортной задаче состоит только из 
нулей и единиц. Это обстоятельство позволяет модифицировать 
симплекс-метод к более экономному алгоритму решения, получив­
шему название метод потенциалов. Суть этого метода рассмотрим 
на простых примерах. 

Пусть есть три пункта отправления щ = (10, 20, 30) и три 
пункта назначения 6у = (12, 17, 31), причем ̂ ^ а, = ^fe/, с матрицей 

' j 
затрат 

Представим исходные данные в виде табл. 1.1. 
В первом столбце этой таблицы отражены запасы в пунктах 

отправления, в пербой строке - потребности пунктов назначения, 
остальные клетки таблицы содержат путь из пункта / в пункт/, 
стоимость транспортировки задана в правом верхнем углу каждой 
клетки. 

Первый этап решения состоит в генерации допустимого ре­
шения. Число неизвестных w« = 3 • 3 = 9, число условий в огра­
ничениях m + A7—1=34-3 — 1 = 5 . В соответствии с теоремой 2 
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Т а б л и ц а 1.1 
Исходные данные к транспортной 

задаче 

10 

20 

30 

12 

\ 2 

\ 5 

\ 8 

17 

\ 

\ 6 

\ 

31 

\ 4 

1 
\ ^ 

ЧИСЛО небазисных переменных, т.е. переменных, заведомо равных 
нулю, составляет 4. Допустимое решение наиболее часто генери­
руют, максимально загружая в первую очередь наиболее дешевые 
пути. Стоимость с\1 = 2 минимальна. Перевезем по этому пу­
ти самое большое количество груза min(ai, b\) = min(10, 12) = 10 
единиц. Заявку первого пункта мы удовлетворили не полностью, 
осталось еще 2 единицы. Следующее минимальное значение в мат­
рице С13 = 3, но из первого пункта мы уже все вывезли, поэтому 
перевезем из пункта а^ в пункт bi 17 единиц со стоимостью сз2 = 3, 
тем самым удовлетворяя заявку второго пункта. 

Последовательно определяя все базисные переменные, получим 
допустимое решение, претендующее на оптимальность (табл. 1.2). 
В этом решении все грузы вывезены и все заявки выполнены, однако 
решение получено попыткой минимизировать каждое слагаемое 
в критерии, что не может гарантировать минимальную величину 
всей суммы. Для проверки оптимальности используется метод 
потенциалов, позволяющий определит возможность улучшения 
решения. Для этого определяются числа (потенциалы) а/ и Ру из 
условия а, + Р/ = Су для Ху > 0. Таких чисел w + « = 6, а базисных 
переменных на единицу меньше, поэтому значение одного из 
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потенциалов выбирают произвольно. Пусть ai = О, тогда ai +Pi = 
= Си, отсюда Pi = 2. Последовательно используя условие, в 
котором один из потенциалов уже определен, получим табл. 1.3. 

Таблица 1.2 

Допустимое решение 

7 \ . 

0 

0 

1 ^ 

0 

\ 2 
10 

\ 5 
2 

\ 8 

0 

\ 3 

\ 6 

\ 3 
17 

0 

\ 4 

18 

\ 5 
13 

Таблица 1.3 

Потенциалы и псевдостоимости 

0 

0 

0 

Р/ 

0 

10 

\ 5 
2 

\ 8 

2 

0 

NJ 

Ч 

\ 3 
17 

2 

0 

\ 

18 

\ 5 
13 

4 

«/ 

0 

3 

1 
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Далее вычисляются псевдостоимост Zy = а, + Ру для ху = 0. 
Псевдостоимости отражены в левом углу каждой пустой клетки. 
Если выполняется условие ду < су, решение оптимально. Так как 
это условие выполнено, план перевозок, отраженный в табл. 1.4, 
оптимален. 

Таблица 1.4 
Проверка оптимальности 

для задачи с правильным балансом 

0 

0 

0 

Ру 

0 

10 

2 

3 / \ ^ 

2 

0 

ЗУ \ 

SJ\ 

17 

2 

0 

4/ \ 4 

18 

13 

4 

«/ 

0 

3 

1 

в этом алгоритме предполагается, что все базисные переменные 
отличны от нуля. Однако в процессе расчетов может оказаться, что 
некоторые переменные в базисе нулевые. В этом случае имеем дело 
с вырожденным решением. 

Если Yl^i Ф Y^bp то задача с неправильным балансом. Свести 
' J 

ее к задаче с правильным балансом можно введением фиктивного 
пункта отправления Оф = Yl^j^Yl^i^ ^ ^^^ фиктивного пункта 
назначения b^ = Yj^i'^Y^ ̂ J > 0. Эти величины характеризуют ко­
личество невывезенного груза или неудовлетворенной заявки. В 
матрице затрат добавляется нулевая строка или столбец в соответ­
ствии с добавленным пунктом. 
26 



Рассмотрим следующий пример, заданный в таблице с исход­
ными данными Qi = (12, 20, 31), bj = (12, 17, 31), J2ai ^Yl^j и 

i J 
матрицей затрат 

Допустимое решение при введении фиктивного пункта Ь^ = \и 
нулевых затратах в 4-м столбце дано в табл. 1.5. 

Таблица 1.5 
Проверка вырожденного решения на оптимальность 

\ / 
/ N. 

40-
-9-
0 

^ 
•W 
0 

9+ 
0 

Ру .. 

42 

0 

^ 
9 

\ 5 

3 

!J \ 

2 

4^ 
0 

и \ 
\ 

17 

^ \ 

3 

34-
0 

^ \ 
Е 

У \ 
\ 

31 

4 

4-
0 

\ 
1 

и \ 
и \ 

0 

« 1 

0 

3 

1 

Число базисных переменных в этом случае т-\-п = 6, а число 
ненулевых клеток равно 5 вследствие того, что при генерации допу­
стимого решения одновременно удовлетворился спрос и предложе­
ние, тогда как в предыдущем случае на каждом шаге удовлетворялся 
либо спрос, либо предложение. Решение вырождено на этом этапе, 
необходимо в базис ввести одну из пустых клеток. Теперь мож­
но определить потенциалы и проверить решение на оптимальность 
(табл. 1.5). Обозначим через Е бесконечно малую положительную 
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величину и положим xw= Е, Проверка оптимальности методом 
потенциалов показывает, что решение неоптимально, так как в 
четырех пустых клетках псевдостоимости превышают стоимости. 
Для того чтобы ввести какую-либо из этих переменных в базис, 
необходимо выполнить циклическую перестановку перевозок. Она 
осуществляется таким образом, чтобы сохранялись балансные со­
отношения (1.20) и какая-либо базисная (ненулевая) переменная 
вышла из базиса. Пример введения в базис переменной хзг дан в 
табл. 1.6. 

Таблица 1.6 
Циклическая перестановка 

N . 7 

0 

0 

0 

р/ 

0 
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-А 

А 

0 1\ 
\ — 

12 V ^ 
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1)^ 

- • 1 

'А 

А 

7 
8 

IN 
1 — 

9 

3 

0 

г 
1 

•< 1 
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-А 

\ 4 

' 9 
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1 
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\ 0 
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V \ 
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0 

а/ 

0 

3 

1 

Для ввода этой переменной в базис необходимо добавить в пу­
стую клетку, помеченную точкой, некоторый пока не определенный 
объем перевозок xyi^ А> 0. Для сохранения баланса в третьей 
строке величину дгзз нужно уменьшить на указанную величину. Это 
приводит к необходимости откорректировать баланс по третьему 
столбцу. Продолжая до замыкания цикла, выделенного в таблице 
стрелками, определяем максимально возможную величину ^ = 9, 
позволяющую вывести из базиса переменную х\\. Опуская проме­
жуточные шаги, приведем решение на последнем шаге (табл. 1.7). 
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Таблица 1.7 

Оптимальное решение 

0 

0 

0 

1 ̂  

0 

и X 
\ 5 
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tJ X 
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0 
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Проверка решения методом потенциалов показывает, что все 
псевдостоимости не превышают стоимости, решение не может быть 
улучшено. Значение критерия эффективности в первоначальном 
допустимом решении F(jc) = 290, в оптимальном F{^) = 277. 

На рис. 1.5 размещен документ MathCad, содержащий реше­
ние этой задачи, С помощью этого документа можно выполнить 
необходимые вычисления. 

Резюме 

Многие экономические задачи формулируются в терминах линей­
ного программирования, посколы^^ функции прибыли, стоимости, 
затрат суть линейные функции переменных, связанных с объемами 
выпуска, продаж и других подобных факторов. Градиент функ­
ции (вектор цен) не может быть нулевым, что вынуждает искать 
решение на границе области допустимых решений. Используе­
мый с этой целью симплекс-метод позволяет перебирать крайние 
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Задача об оптимальной транспортной программе 

Исходные данные: п - количество пунктов отправления 
т ~ количество пунктов назначения 
а ~ вектор размерности п количества произведенной 
продукции в пунктах назначения 
b ~ вектор размерности m количества произведенной 
продукции в пунктах отправления 
с - матрица размерности nxm, каждый элемент которой 
является затратами на доставку товара из пункта i в пункт] 

m := 5 п := 4 

Ь:= 

Ло^ 
20 
60 

UoJ 
а:= 

Г?5> 

35 
20 
40 

,10 J 

/ 

с := 

\ 

f\ 2 3 2 0^ 
5 4 3 2 0 
3 7 2 5 0 
1 2 5 3 о ; 

X :=0 
n,m 

n-I m~l 

i = 0 j = 0 

f(x):= for i 6 0.. n - 1 
m-l 

1=0 

g(x):= for > € 0.. m - 1 
iv-l 

g<~ V* X . *̂ J Z-rf I.J 
i=0 

8 

Given f(x) = b g(x) = a x ̂  0 у ;= Minimize(F,)0 

Оптимальная профамма Затраты Офаничения 

/"о О О 10 О 0^ 
О О О 20 О О 

у = 20 О 20 10 10 О F(y)=:285 f(y) = 
5 35 О О 0 0 

1,0 О 0 0 О o j 

<10^ 
20 
60 

UoJ 
g(y) = 

f'^1 
35 

20 
40 

,!oJ 
Рис. 1.5. Задача об оптимальной транспортной программе 

точки множества допустимых решений с монотонно улучшае­
мым значением критерия оптимальности. Программная реализация 
симплекс-метода имеется в большинстве пакетов прикладных про­
грамм. 
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Контрольные вопросы 
1. Что такое задача линейного программирования? 
Варианты ответов: 
1.1. Составление программ без разветвлений. 
1.2. Решение систем линейных алгебраических уравнений. 
1.3. Безусловная минимизация линейных функций. 
1.4. Минимизация линейных функций при наличии линейных 

ограничений. 

2. Как определяется множество допустимых решений в задаче 
ЛП? 

Варианты ответов: 
2.1. Решением системы/Ix: = b. 
2.2. Законами Российской Федерации. 
2.3. Соответствием между спросом и предложением. 
2.4. Функцией f(x) = Х с̂/дс,. 

/• 

3. Где достигается минимум в задаче ЛП? 
Варианты ответов: 
3.1. Внутри допустимого множества решений. 
3.2. В точке равенства нулю градиента функции. 
3.3. В крайней точке множества допустимых решений. 
3.4. В изолированной точке множества допустимых решений. 

4. Какая из сформулированных задач не является задачей ЛП? 
Варианты ответов: 
4.1. Найти minc^x, x>0,Ax = b. 

X 

4.2. Найти minc^x, x>0,Ax<b, 
X 

4.3. Найти minjc^jc, x>0,Ax = b, 
X 

4.4. Найти max У] С/, х, >0,Ах> Ь. 
^ i 

5. Как перейти от ограничения в виде неравенства к ограниче­
нию в виде равенства? 

Варианты ответов: 
5.1. Изменить знак неравенства на знак равенства. 
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5.2. Ввести дополнительную переменную со знаком, зависящим 
от типа неравенства. 

5.3. Изменить знак офаничения на обратный. 
5.4. Ввести дополнительный множитель, зависящий от типа 

неравенства. 

6. Какая задача может быть классифицирована как задача ЛП? 
Варианты ответов: 
6.1. Найти т ш Л , д:, > О, ;с/ < Ь,, / = 1, л: 

X 

6.2. Найти minjĉ jc, jc > О, Лдс = 6. 
X 

6.3. Найти minx/, х/ > О, Ах = Ь, 
i 

6.4. Найти тахдг/, х, > О, х, < Ь,, / = 1, w. 

7. Как определить число базисных переменных в задаче ЛП? 
Варианты ответов: 
7.1. Спросить у заведующего базой. 
7.2. Как разницу между числом неизвестных и числом условий 

Ах=^Ь. 
13, Как размерность матрицы Л в условиях/1л: = Ь, 
ТА, Как размерность вектора л: в функцииДх). 

8. Что такое небазисные переменные? 
Варианты ответов: 
8.1. Эти переменные характеризуют не завезенные на базу 

изделия. 
8.2. Сумма базисных и небазисных переменных равна нулю. 
8.3. Сумма небазисных переменных равна нулю. 
8.4. Все небазисные переменные равны нулю. 

9. Какой метод наиболее часто используется для решения за­
дачи ЛП? 

Варианты ответов: 
9.1. Симплекс-метод. 
9.2. Триплекс-метод. 
9.3. Метод деформируемого многогранника. 
9.4. Метод Гаусса. 

32 



10. На основе какого правила небазисная переменная 1вводится 
в базис в симплекс-методе? 

Варианты ответов: 
10.1. Правил торговли в РФ. 
10.2. В соответствии со знаком вклада небазисной переменной 

в минимизируемую функцию. 
10.3. Если значение небазисной переменной больше базисной. 
10.4. Если значение небазисной переменной меньше базисной. 

И. В каких объемах с целью максимизации прибыли нужно 
выпускать два изделия, если вектор цен на них составляет с\ — 5, 
С2 = 4, имеющиеся ресурсы, необходимые для их изготовления, 
составляют fei = 80, 62 = 60, матрица заграт этих ресурсов для 

изготовления одного изделия каждого вида А (П> 



Глава 2 
ЗАДАЧИ ДИНАМИЧЕСКОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
Задача динамического программирования (ДП) формулируется сле­
дующим образом: найти минимум (максимум) функции 

F{xo,xu,,.,Xn) = ^^y'ixi^uxi) (2.1) 
/= i 

при ограничениях 
JC/SX, i = 0,n, (2.2) 

Эта задача имеет следующую геометрическую интерпретащ1ю. 
Введем семейство прямых, каждая из которых соответствует пере­
менной Xj (рис. 2.1). 

Теперь задача минимизации аддитивной функции свелась к по­
иску ломаной кратчайшей длины, соединяющей прямые д:о и хь 
Каждая дуга этой ломаной, соединяющей некоторые точки Зсу, xj, 
представляет собой одно из слагаемых/(;с„39) в сумме (2.1). Идея 

*/-! •*п-1 

/l{-^0'-^l) 

Jn^-^n-i^^n) 

о 1 /-1 «-1 

Рис, 2.1. Геометрическая интерпретация задачи 
динамического программирования 
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метода динамического программирования и более общего метода 
последовательного анализа вариантов состоит в возможности ми­
нимизировать не всю сумму (2.2) по всем переменным, а только 
пару слагаемых из нее по одной переменной. Цена за эту возмож­
ность - необходимость ее решения л+1 раз. 

Другая интерпретация метода динамического программирова­
ния состоит в возможности находить оптимальные решения в за-

т 
дачах минимизации функционалов вида Jf(u(t))dt, встречающихся 

о 
в теории оптимального управления. Некоторые такие задачи будут 
рассмотрены в гл. 6. Для них Р. Беллманом и был разработан метод 
динамического программирования. В дискретном варианте интер­
вал интегрирования разбивается на N шагов с достаточно малым 
интервалом h = ~ , дискретным временем tj = /Л, / = О, N—1, и ве­
личина интеграла может быть представлена формулой трапеций в 
виде 

/ 

^ N-\ N-l 
fiuit))dt^^'£ifiuitM))+num) = Yl^iui,ui^i), 

Q i = 0 1=0 
2 

что представляет собой аддитивную функцию от переменных и,, 
i = 0,N-l. 

2.1. 
Последовательный анашиз вариантов 
На первом шаге найдем кратчайшее расстояние от прямой хо до 
произвольной точки х\ на прямой ;с|: 

/?(xi)=min/i(xo,JCi). (2.3) 

На втором шаге отыщем кратчайшее расстояние от прямой jco 
до произвольной точки Х2 на прямой хг: 

1^X2)= min (/i(xo,^^i)+/2(^b^2)) = 

= min Шх1,Х2)+ minfiixo,xi)) = min (^(дсьдс2)+/?(х1)). (2.4) 
X]Mi XO^XQ x\€Xi 
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Разделение операции минимизации на две операции по одной 
переменной возможно ввиду независимости^ OTXQ. В этом случае 
/г можно вынести за знак операции минимизации по переменной д:о. 

Для произвольного шага А: +1 получим аналогичным образом 

lt^i(xk^\) = min (/i(xbX^+i) + /2(xA)). (2.5) 

Эта рекуррентная формула вместе с начальным условием (2.3) 
позволяет определить на последнем шаге расчетов в прямом на­
правлении кратчайшее расстояние 1^{хп) от начальной прямой до 
произвольной точки на конечной прямой. 

Далее расчет ведется в обратном направлении. Сначала опреде­
лим конкретную точку на прямой Хп из условия 

Р=тт1п,1(ХпУ (2.6) 

Оптимальное значение х^ представляет собой конечную точку 
оптимальной траектории. Далее используем предпоследнюю функ­
цию l^(xQ)==^min(fn(xn^\,x^)-^l^_iixn^i)) и определяем значение 

Хп—1 

х^_^ ИЗ этого условия. Продолжая подобным образом, восстано­
вим всю оптимальную траекторию, заканчивая определением точки 
XQ, В некоторых случаях фиксированы начальная и (или) конечная 
точки, что соответствует вырождению множеств допустимых стра­
тегий для этих переменных в точку. 

2.2. 
Задача об оптимальном 
распределении ресурса 

в качестве примера рассмотрим задачу об оптимальном распреде­
лении ресурса. Пусть имеется я инвестиционных проектов и сумма 
средств для инвестиций ^ . Прибыль от каждого проекта задана 
функцией yj(jc,), / = 1, и, Xi - вложения в каждый проект. Должна 
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быть максимизирована суммарная прибыль от всех проектов 
п 

Р(хиХ2,,,,,х„) = ^У^(хд (2.7) 

при условии 
п 

Е^' = -̂ (2.8) 
/ = 1 

Разобьем решение задачи на п шагов. На первом шаге выделим 
деньги первому предприятию, на втором - второму и так далее. 
Обозначим через ^ остаток ресурса после А:-го распределения, так 
что 

^ = 1^^1'-хь ^ = 0. (2.9) 
Теперь геометрическая интерпретация задачи состоит в отыска­

нии ломаной наибольшей длины, соединяющей точку ^ на началь­
ной прямой и точку ^ на конечной прямой. 

Введем функцию 
п 

Fk(xbXk+\,... ,Х;,) = ^Дд: , ) , (2.10) 
i=k 

которая представляет собой прибыль отп — к последних проектов. 
Оптимальное значение этой функции 7^, соответствующее макси­
мальной прибыли, называется функцией Беллмана, так что х^ -
оптимальные вложения. Для последнего шага имеем: 

i^(4;,_,)= т ^ / „ Ы . (2.11) 

Величина ^_i - остаток ресурса после предпоследнего рас­
пределения, нам неизвестна, поэтому прибыль зависит от этой 
величины. Для двух последних проектов на шаге к—1 имеем 

i^_i(^-.2)= max (fn^iixn^O-^fnixn)) = 
ХщХп— 1 

= л^"*^. (/n-i(^«-i)+„ max Мх„)) = 

= max (^_,(x„_,)+^^(^_,)). (2.12) 
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Для произвольного шага к аналогичным образом получим сле­
дующее уравнение Беллмана: 

/ ^ ( ^ ^ 0 = max (fk(xk)'^Fi^i(^k)), (2.13) 

которое вместе с начальным условием (2.11) позволяет рекуррентно 
определить все функции Беллмана. Для функции i^(^o) величина ^ 
известна, что позволяет определить максимальную прибыль и наи­
лучшие вложения в первый проект х^ Далее, двигаясь в обратном 
направлении, определим оптимальные вложения во все проекты. 

Преимущество применения метода динамического програм­
мирования для аддитивных функций (2.1) определяется тем, что 
вместо задачи минимизации функции многих переменных, что тре­
бует числа вычислений пропорционально кубу размерности Задачи, 
решается п задач минимизации более простой функции одной пере­
менной. Число вычислений в такой задаче растет линейно с ростом 
п. Недостаток состоит в том, что для решения задачи необходимо 
запоминать все п функций Беллмана. 

Рассмотрим простой численный 
Таблица 2.1 

Прибыль от вложений 
в каждый проект 

Xi 

20 
40 
60 
80 
100 

fiM 
5 
8 
12 
17 
20 

fliXi) 
4 
10 
15 
18 
21 

Мхд 1 
6 
9 
14 
18 
1 7 i 

пример задачи распределения. 
Имеется сумма средств ^ = 100 
для инвестиций в три проекта 
порциями по 20 ед. Потенци­
альная прибыль от вложений в 
каждый проект дана в табл. 2.1. 
Расчеты сведем в основную таб­
лицу (табл. 2.2) и вспомогатель­
ную (табл. 2.3). Последние два 

столбца основной таблицы получены из (2.1) максимизацией функ­
ции Уз(̂ з)> а вспомогательная таблица содержит расчеты функции 
Беллмана для следующих шагов. 

В табл. 2.3 максимальные значения прибыли от двух или трех 
проектов выделены жирным курсивом. В графе х^, к= \,2, найдем 
максимизирующие прибыль значения аргументов, и эти данные 
занесем в основную таблицу (табл. 2.2) для соответствующего шага. 
Теперь можно определить оптимальные вложения. 
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Таблица 2.2 

Основная таблица для расчетов по методу ДП 

4*̂ 1 

20 
40 
60 
80 
100 

к=\ 
г® 

0 
20 
0 

0,20 
20 

^ 
6 
11 
16 
21 
26 

к = 2 
г® 

0 
20,40 
40 
60 

40,60,80 

ft 
6 
10 
16 
21 
24 

к = 3 

^3 
20 
40 
60 
80 
80 

^ ^ 
6 
9 
14 
18 
18 

Таблица 2.3 

Вспомогательная таблица для расчетов по методу ДП 

4*-1 

20 

40 

60 

80 

100 

Хк 

0 
20 
0 
20 
40 
0 
20 
40 
60 
0 
20 
40 
60 
80 
0 
20 
40 
60 
80 
100 

^ 

20 
0 
40 
20 
0 
60 
40 
20 
0 
80 
60 
40 
20 
0 
100 
80 
60 
40 
20 
0 

/2fe) 
0 
4 
0 
4 
10 
0 
4 
10 
15 
0 
4 
10 
15 
18 
0 
4 
10 
15 
18 
21 

к = 2 
/^(Ь) 
6 
0 
9 
6 
0 
14 
9 
6 
0 
18 
14 
9 
6 
0 
18 
18 
14 
9 
6 
0 

Fii^i) 
6 
4 
9 
10 
10 
14 
13 
16 
15 
18 
18 
19 
21 
18 
18 
22 
24 
24 
24 
21 

/i(^i) 
0 
5 
0 
5 
8 
0 
5 
8 
12 
0 
5 
8 
12 
17 
0 
5 
8 
12 
17 
20 

к=\ 
fti^O 

6 
0 
10 
6 
0 
16 
10 
6 
0 
21 
16 
10 
6 
0 
24 
21 
16 
10 
6 
0 

Fii^i) 
6 
5 
10 
// 
12 
16 
15 
14 
12 
21 
21 
18 I 
18 
17 
24 
26 1 
24 
22 
23 
20 
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Наибольшая прибыль от вложения 100 единиц от трех проектов 
составляет 26 единиц (в табл. 2.2 выделены шрифтом) при вложе­
ниях л: j = 20. Остаток средств после первого шага^1 = о̂ — î = 80, 
наилучшая прибыль от двух последних проектов составляет, как это 
следует из табл. 2.2, 21 единицу при вложениях х^ = 60. Остаток 
средств для последнего проекта ^ = 60, д:̂  = 60. 

Из данного примера видно, что метод динамического про­
граммирования позволяет находить глобальный минимум и решает 
задачу оптимизации для всех рассматриваемых начальных значений 
состояния объекта в рассматриваемом интервале, т.е. в терминах 
задач управления решается задача синтеза. На рис. 2.2 приведен 
документ Mathcad, в котором реализован пример решения задачи 
распределения ресурса. 

Резюме 
Динамическое программирование является эффективным способом 
решения задач оптимального управления. В непрерывном случае 
оно используется сравнительно редко ввиду сложности решения 
уравнения Беллмана в частных производных, осложненных опе­
рацией максимизации. Применительно к дискретным многошаго­
вым процессам уравнение Беллмана позволяет вместо оптимизации 
функции по всем переменным оптимизировать по шагам функцию 
одной переменной. Это требует меньшего количества операций по 
сравнению с прямой оптимизацией функции, но расходует больше 
памяти ЭВМ для хранения промежуточных результатов ~ функций 
Беллмана. 

Контрольные вопросы 
1. Что такое задача динамического программирования? 
Варианты ответов: 
1.1. Составление программ для многопроцессорных ЭВМ. 
1.2. Решение систем дифференциальных уравнений. 
1.3. Минимизация аддитивных функций. 
1.4. Минимизация нелинейных функций общего вида. 
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Исходные данные: п - число инвестиционных проектов; 
N - количество вариантов вложений в проект; 
f- вектор-функция прибыли при соответствующем вложении. 

Цель - максимизировать суммарную прибыль. 

(^ 
1 
3 
9 
10 

1и 

0 
2 
7 
8 
9 
12 

М 
3 
8 
9 
12 

loj 
K(i,j,f,TAB):= 

n:=3 

N:=last(f^) 

T'^^N,2-n-r=« 

for кб0..1 
s,̂  <- ^ + TAB 

g ir- maj(s) 
um<- fi(s,g) 
к^<- um 

f<a,b):= 

i~k,j-2-l 

1̂ g 

i:=0. .2(n-l) j:=O..N 

'^^^j,2.(n-l)+r=^0'n-l.^^"''^^AB), 

TAB. 2.(„_,) :=кО,п - 1,Г^>\тАв)о 

TAB. 2.(„,2)+l :=кО,п,Г^ЧтАв)1 

"̂ ^̂ j 2.(n-2) >кС,п,/"-2> Тдз)^ 

ТА\2.(п-ЗНГ=^(^'"-ЬГ^-^,ТАв), 

TAB. 2.(̂ _3) :=K(j.n - 1./"-^\TAB)O 

opt(N,n) := 4o<-N 

for к e 0.. n - 1 

\^'^^V2.k 
^k+l<-^k- \ 

n <- last(a) 
for |'б0..п 

с 4- i if a. = b 

подпрофамма 
поиска номера 
элемента из а 
при условии а = b 

подпрофамма решения 
уравнения Беллмана 

opt(5.3) = 
f3\ 

О 
2J 

первый шаг - начальное условие, 
заполнение двух последних 
столбцов таблицы 

второй шаг - заполнение двух 
предпоследних столбцов 
таблицы и тд. 

/̂ 0 О О О О 0^ 
0 3 0 3 1 3 
0 8 0 8 2 8 
О 10 2 10 3 9 
О 15 2 15 4 12 
О 17 3 16 4 12; 

ТАВ = 

подпрофамма обратного 
хода в методе Беллмана -
определение оптимальных 
вложений в ка>кдый проект 

Fmax:=: TAB N,1 
Fmaxs 17 максимальная прибыль 

Рис. 2.2. Задача об оптимальном распределении ресурса 

41 



2. Как задается множество допустимых решений в задаче ДП? 
Варианты ответов: 
2.1. Решением системы Ах = Ь, 
2.2. Отдельно для каждой компоненты вектора JC. 
2.3. Решением неравенств ̂ (л:) < 0. 
2.4. Нормативными экономическими актами. 

3. Какая из сформулированных задач является задачей ДП? 
Варианты ответов: 
3.1. Найти min У\ CiXt, Ах = Ь, 

3.2. Найти minc^jc, Ах < Ь. 
X 

3.3. Найти min^yj(jc„x,4-i), Jc, G Xt. 
^ i 

3.4. Найти mmY^fi(xi,Xi+i), Xj-^Xj eXy. 
X , 

4. Какова геометрическая интерпретация задачи ДП? 
Варианты ответов: 
4.1. Найти кратчайший путь между начальной XQ И конечной Хп 

прямыми. 
4.2. Найти кратчайший замкнутый путь. 
4.3. Найти минимальное покрытие графа. 
4.4. Найти величину минимального потока. 

5. В чем состоит основное преимущество метода ДП перед 
обычными методами минимизации функции п переменных? 

Варианты ответов: 
5.1. Исследуется только граница области допустимых решений. 
5.2. Вместо задачи условной минимизации решается задача 

безусловной минимизации. Лучшая сходимость при минимизации 
овражных функций. 

5.3. Сокращение числа вычислений за счет последовательного 
решения задач одномерной минимизации. 

6. В чем основной недостаток метода ДП перед обычными 
методами минимизации функции п переменных? 

Варианты ответов: 
6.1. Плохая сходимость при минимизации овражных функций. 
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6.2. Необходимость применения ЭВМ с более высоким быстро­
действием. 

6.3. Повышенные требования к памяти ЭВМ. 
6.4. Невозможность минимизировать недифференцируемые 

функции. 
7. К какому типу уравнений относится уравнение Беллмана для 

решения задачи ДП? 
Варианты ответов: 
7.1. К дифференциальному. 
7.2. К интегральному. 
7.3. К линейному. 
7.4. К рекуррентному. 

8. К какому типу задач целесообразно применить метод ДП? 
Варианты ответов: 
8.1. Оптимальная производственная программа. 
8.2. Оптимальное вложение средств в несколько проектов. 
8.3. Оптимальный состав смеси. 
8.4. Задача коммивояжера. 

9. Какая из постановок задач относится к оптимизации инве­
стиций? 

Варианты ответов: 
9.1. Найти max V с/х,, Ах •=• Ь, 

9.2. Найти т а х Л , Y^xt < ^, х > 0. 
^ i 

9.3. Найти max'Yfiixi.Xi+i), Xt е Xf. 
^ i 

9.4. Найти тах^У/(л:/), Yl^i ^^^^У 0. 
^ i i 

10. Какие уравнения состояния имеются в задаче оптимизации 
инвестиций? 

Варианты ответов: 
10.1. ^4-1 =^-Xk. 

10.2. ^+1 = ^ + x ; t . 

1 0 . 4 . ^ + i = ^ + A/(x;t). 
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11. Какие ограничения имеются в задаче оптимизации инвес­
тиций? 

Варианты ответов: 
11.1. 0<ХА<хр. 
112, Xk<Xk-^-\. 
11.3. 0<хк<хмп' 
ПЛ,0<Хк<^^х. 
12. Из какого уравнения определяется начальное условие для 

уравнения Беллмана в задаче оптимизации инвестиций? 
Варианты ответов: 
12.1. i^(^_0= max Мх„). 

0<Jt»<4n-l 

12.2./^(^_,)= max/„Ы. 

12.3.fJ(4„_,) = „̂ min Мх„). 

12.4. /^(^_i) = max Мх„ - ^_ , ) . 
0<*/i<5w~l 

13. Какова последовательность расчетов для уравнения Белл­
мана в задаче оптимизации инвестиций? 

Варианты ответов: 
13.1. В один проход. 
13.2. Прямой ход - определение функций Беллмана, обратный 

ход - определение инвестиций. 
13.3. Прямой ход -определение остатка капитала, обратный 

ход - определение функций Беллмана. 
13.4. Многократно до выполнения условий точности расчетов. 
14. Какова наибольшая прибыль (П) от вложения 100 ед. в три 

проекта, обеспечивающие следующие прибыли в зависимости от 
вложений? 

Вложения 
Проект 1 
Проект 2 
Проект 3 

20 
3 
2 
3 

40 
7 
8 
8 

60 
9 
9 
9 

80 
11 
10 
12 

100 
12 
13 
11 



Глава 3 
КОМБИНАТОРНЫЕ ЗАДАЧИ 
Сложность вычислений минимума функции от п переменных 
f{xuX2,...yXn) оценивают как сг?. Такая оценка связана с тем, 
что для решения эквивалентной задачи - решения уравнения 
f{x\ ,JC2,... ̂ Хп) = о требуется именно это количество операций. Од­
нако если вектор х может принимать только целочисленные значе­
ния, то для функции отсутствует понятие градиента и основанные 
на нем методы оптимизации не работают. Можно попытаться 
погрузить дискретную задачу в непрерывную с некоторым прибли­
жением и полученное решение округлить до ближайшего целого. 
Однако функция при этом подходе может не принимать оптималь­
ного значения, а вектор д: - не удовлетворять ограничениям. В 
общем случае приходится прибегать к перебору вариантов, слож­
ность решения подобных задач растет экспоненциально с ростом 
размерности вектора дс, и такие задачи называют неполиномиально 
сложными задачами. Примером является задача коммивояжера. 

ъл. 
Постановка задачи коммивояжера 
Имеется п городов а\^ . . . , а̂ ,. Задана матрица затрат с = {с,у}, 
/,у = 1,«. Коммивояжеру нужно выехать из города аь объехать все 
пункты и вернуться в начальный город так, чтобы 

Y^Y^CijXij-^mm, (3.1) 
' J 

(3.2) 

TjiQXij - неизвестные величины, формирующие маршрут: 

_ Г 1, если есть переход из / в J (/ ~>у); 
'̂  ~ \ О, если перехода нет. 

В город можно въехать и выехать только один раз, поэтому 

5Z^:,y=l, j = T7n; Y^Xij=l, / = Т7«. (3.3) 
' J 
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Геометрическая интерпретация задачи коммивояжера дана на 
рис. 3.1. 

1̂3 / 

1 / * 1 * 1 * / ' / * / * 
1// 

1 / / / 
/ 

/ 
\ 

Usi 

\ ! 

\ 

4 

3 

2 

1 2 3 4 5 6 

Рис. 3.1. Графическое представление задачи коммивояжера 

Здесь по оси у - номера городов, по оси х - номера шагов 
коммивояжера. Так же как в задаче ДП об инвестициях, в зада­
че коммивояжера необходимо найти ломаную оптимальной длины, 
соединяющую точку на начальной прямой с заданной точкой на 
конечной прямой. Однако применить метод последовательного ана­
лиза вариантов здесь невозможно. Пусть коммивояжер находится в 
4-м городе. Его дальнейшее поведение зависит от способа, которым 
он попал в данный город. Если из города I в город 5 он двигался 
по сплошной линии, ему запрещено в дальнейшем заходить в 3-й 
город, если по пунктирной линии, то во 2-й город. Таким образом, 
путь коммивояжера зависит не только от текущего состояния, как в 
задаче динамического программирования, но и от предыстории то­
го, каким образом он попал в это состояние. Подсчитаем количество 
вариантов при прямом переборе. Если рассматривать конкретную 
задачу, проще будет подсчитать, сколько требуется операций: на 
1-м шаге существует п — 1 вариантов перехода в остальные города, 
на первых двух шагах количество вариантов равно (« - 1Х« — 2), а 
на п шагах получаем (« — 1)! вариантов. 

Для таких задач используется метод ветвей и границ (попытка 
упорядочить перебор). 
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3-2, 
Метод ветвей и границ 
Пусть Л/о - множество всех вариантов решения задачи перебо­
ра. Разобьем это множество на подмножества М/ так, чтобы эти 
подмножества охватывали все варианты, и чтобы каждый вари­
ант входил только в одно подмножество, т.е. чтобы выполнялись 
условия (JM/ = М, f]Mi = 0. Если продолжить такое разбиение 
для каждого из подмножеств, то в итоге построим дерево, корень 
которого содержит все варианты, а конечные ветви содержат един­
ственный вариант. Если можно оценить снизу или сверху решения, 
содержащиеся в каждом подмножестве (определить функцию оцен­
ки т(М) или т{М) соответственно), то для сокращения перебора 
можно применить метод ветвей и границ. 

Метод содержит три этапа: ветвление, оценку и отбрасывание 
вариантов. 

Если удалось ввести функцию 
оценки, то после ветвления мно­
жества MQ оцениваем решения во 
множествах Л//, и дальнейшее ветв­
ление производится для наиболее 
перспективного множества с макси­
мальной или минимальной оценкой 
в надежде, что именно там содер­
жится оптимальное решение. Так '̂*̂ * З-̂ - Дф^во вариантов 
продолжаем до тех пор, пока в мно- комбинаторной задачи 
жестве не окажется единственное решение (рис. 3.2). 

Процедура отбрасывания вариантов в задаче минимизации ос­
нована на следующих принципах. 

1. По уже достигнутому значению функции/^, пол)^енному 
на некотором этапе расчетов. Пусть имеем вариант решения со 
значением функции/=/^. Тогда все множества, для которых 
оценка т(М) >/^, не могут содержать лучших значений функции 
и должны быть отброшены. 

2. По предельному значению функции. В этом случае если 
достигнута граница значений функции, например, нулевая ошибка, 
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то лучшего решения не может быть. Часто отбрасывают остальные 
решения, если полученное решение удовлетворяет ЛПР. 

3. По сравнению оценок. Пусть для двух множеств М\ и Мг 
получены оценки rn{M\)ii ЩМгУ Если выполняется неравенство 
ЩМ^) < гп{М\\ то во множестве М\ нет лучших решений, чем во 
множестве Mi* Рассмотрим применение метода ветвей и границ для 
задачи коммивояжера на конкретном примере. 

3.3. 
Решение задачи коммивояжера 
Коммивояжеру нужно посетить 5 городов, затраты на переход из 
города / в городу заданы матрицей, изображенной на рис. 3.3 (знак 
# означает запрещение перехода). 
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Рис. 3.3. Матрица зафат в задаче коммивояжера 

Алгоритм метода ветвей и границ применительно к задаче 
коммивояэюера 

1. Оценка вариантов. Пусть Ĝ^̂  - множество всех вариантов 
задачи. Вычислим оценку этого множества. Рассмотрим конкрет­
ный цикл с номерами городов /ь / 2 , . . . , /^ Затраты в таком цикле 
будут следующими: 

/ W = <̂ /,,12 +̂ 12,̂ 3 + • • • "^4-1,6;-
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Определим числа А, = ттсу. Эти числа представляют собой 
минимальные затраты на переход из города / во все другие города 
(рис. 3.4). 
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Рис. 3.4. Минимальные затраты на выход 
из каждого города 

Так как из каждого города нужно выйти, суммарные затраты 
составят не меньше чем h = Х^Л,. Вычтем эти числа из каждого 
элемента матрицы затрат ду = су — Л,. Очевидно, что теперь сум­
марные затраты составят 

Дх) = h + С/,,/2 + /̂2,/з + • • • +^.-1Л-

Матрица затрат с показана на рис. 3.5. 
Рассмотрим минимальные величины по столбцам gy, g, = min?». 

Эти числа представляют собой минимальные затраты на вход в 
городу. Так как в каждый город нужно войти, g = Y^gj = 3 есть 
минимальные затраты на всем пути (рис. 3.6). 

Матрица "су — ду — gj называется приведенной матрицей, и 
значение функции через элементы этой матрицы будет следующее: 

f(x) = A+g+c/,,,-2 +^2,0 ^•••"^а-ь/.-
Очевидно, что оценка rn(f{x)) — h+g <f(x). Матрица с пред­

ставлена на рис. 3.7. Здесьт(С^) = Л+г= 19 + 3 = 21. 
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Рис. 3.5. Матрица затрат с/, Рис. 3.6. Минимальные затраты 
на вход в каждый город 
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Рис. 3.7. Приведенная матрица затрат 

2. Ветвление. Зададим множество Сг^\ v = 1 ,2 , . . . , Л = 1,2, 
где V - номер шага, к - варианты множеств решений в задаче 
коммивояжера: 

1) Л = 1, / -*У - множество всех маршрутов, содержащих путь 
из города / в городу; 

2) к = 2, i 7^7 - множество всех маршрутов, не содержащих путь 
из города / в городу. 
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в группу 1 включаем такой переход, который характеризуется 
минимальными (нулевыми) затратами. Поскольку таких перехо­
дов несколько (в данном случае 8), то среди нулевых элементов 
приведенной матрицы заграт выбираем такой путь, чтобы в груп­
пу 2 попали варианты с наибольшими затратами. Тогда для этих 
двух множеств будут получены оценки, максимально отличающие­
ся друг от друга. 

Выбираем пару городов (г, w), для которых 'сгт = 0. Если 
таких пар несколько, определяем числа Qrm = mincw + mine/,;, = 

= ttr + P/w. Первое слагаемое в сумме характеризует минимальные 
затраты на выход из города г (переход из г в /w запрещен), второе 
слагаемое - минимальные затраты на вход в город т при этом 
же условии. Сумма этих чисел дает минимальные затраты для 
множества маршрутов, не содержащих переход изг в т. Приведем 
результаты вычислений этих затрат (рис. 3.8). 

Максимизация затрат по парам городов с нулевыми затратами 
дает в результате переход из 5-го города в 1-й город (максимальные 
заграты равны 4), как показано на рис. 3.9. 

Приведем дерево вариантов после первого шага алгоритма с 
оценками снизу множества решений (рис. 3.10). 
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Рис. 3.8. Минимальные затраты 
для маршрутов, не содержащих 

переход тгвт 

Рис. 3.9. Максимальные затраты 
на переход из г в m 
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22+4 

Рис. 3.10. Дерево вариантов после первого шага 

На втором шаге рассматриваем варианты множества G^^\ име­
ющие наименьшую оценку. 

На следующем шаге вычеркиваем из матрицы затрат 5-ю строку 
и 1-й столбец, делая невозможным обратный переход (1,5), т.е. 
с\5 = 00 (рис. 3.11). 

Повторяем определение оценки для новой матрицы (рис. 3.12-
3.14). 

Вычеркиваем 1-ю строку и 2-й столбец, запрещаем переход 
2 -> 5, в результате получаем матрицу затрат после второго шага 
(рис. 3.15). 

На рис. 3.16 показано полученное дерево вариантов. 

Рис, 3.11. Матрица затрат 
после первого шага 
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Рис. 3.12. Минимальные 
затраты на выход из каждого 

города/1 = 2А/ = 0 

52 



F< 
1 

2 

3 

4 

2 

0 

# 

1 

3 

3 

0 

2 

# 

0 

4 

4 

0 

0 

# 

5 

# 

2 

3 

2 

Si 0 0 0 

Рис. 3.13. Минимальные затраты на вход 
в каждый город g = Е & = 2 
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Рис. 3.15. Матрица затрат после второго шага 
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22+2+1 

Рис. 3.16. Дерево вариантов после второго шага 

Снова определяем оцен!^' для матрицы затрат (рис. 3.17 и 3.18). 
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Рис. 3.17. Минимальные затраты на выход А = ^Л/ = 19 
и на вход g = Х^й = О для каждого города 

Вычеркиваем 2-ю строку, 4-й столбец, запрещаем переход 4 - ^ 5 
и получаем матрицу затрат на последнем шаге (рис. 3.19). 

Остается единственный вариант 4 —> 3 —> 5 -^ 1 (стоимость 
равна 1). Полный замкнутый путь: 5—>1—>2—>4—>3~^5 с 
затратами 3 + 3 + 4 + 5 + 10 = 25. Сравнивая полученное решение с 
оценками множеств Ĝ ^ , приходим к выводу, что лучшего решения 
в этих множествах нет, и они могут быть отброшены (рис. 3.20). 
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Рис. 3.18. Минимальные затраты 
для маршрутов, не содержащих 

переход изгвт 

Рис. 3.19. Матрица затрат 
на последнем шаге 
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Рис. 3.20. Дерево вариантов после третьего шага 
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Исходные данные: п - число городов 
m - число пунктов назначения 
С - магрица размерности пхп, в которой CJ: есть 
заграгы на переход из пункта i в пункг j 

Используемые функции: Ftab - построение таблицы 
minm ~ вычисление вектора минимальных значений по 
столбцам 
redm ~ вычитание из столбцов матрицы заданного вектора 
aiphm - определение констант а и р; 
fn_l - уменьшение размерности таблицы; 
fim - номер максимального элемента вектора 

minm(A, п) := for j € 0.. п - 1 

h.<- minVA^ / 

h 

redm(A,n,h) := for j € О.лП - 1 

B<^.-(A)<i>-h 

В 

Ftab(C,n,h,g,p,q,ni,nj) := A *~ augment(ni,C,h,p) 

A «- stack Augment ("i\j" ,n/,"h" , V ) , A ) 

A 4-stack (A,augment ("g" ,g^,0,o)) 

A <- stack (A,augmentV'b" ,q^,0,o)) 

alphm(A,n) := for i € 0.. n - 1 

(A<^). 

fij(A,n,p,q):= 

h. 4- sort I 
1 

fn_I(A,n,im,jm) := Al 4- submatrix(A,0,im-l,0,n+2) 
A2 <~ submatrix(A,im4-l,n+2,0,n+2) 
A12 4-stack(Al,A2) 
Bl 4- submatrix(A12,0,n+l,0,jm~l) 
B2 4- submatrix(A12,0,n+l,jm+l,n+2) 
augment(Bl,B2) 

к 4 - 0 
for i € 0.. n - 1 

for j € 0.. n - 1 
if A. .rrO 

^ k ^ P i ^ ^ j l 

b^<-J 
k 4 - k + 1 

с 4- (a b s ) 

fm<a,b):= n 4~ last(a) 
for i € 0.. n 

с 
с 

chinf(A) := 

i if a. =r b 
I 

n 4- co!s(A) 
m 4- rows(A) 
for i € 0.. m - 1 

for j € 0.. n - 1 

if IsScalar^A. Л 

JA. . 4 - i f | A . . | = « 
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С:= 

00 3 4 7 5 ^ 

6 00 7 4 8 

9 6 00 5 10 

4 7 5 00 8 

^ 3 9 8 7 00^ 

Исходная матрица 

lastvC /+I i:=I..n ni._ •=! nj:=ni 

CI := redm(C,n,h) g := minm(Cl,n) C2:= redm(ci^,n,gj = minm\ 
: alphm' (C2^,n) q := alphm(C2, n) Atab := Ftab(C2, n, h, g, p, q, ni, nj) 

chinf(Atab) = 

I 
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"a" 
0 
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4 
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0 

n-1 n-1 

i=0 i=0 

Ветвление, определение нулевого элемента матрицы с максимальной оценкой 

''{8,1 Л 
d:=flj(C2,n,p,qr d: ni := d̂  nj:=d sum := d̂  {8,1} 

U 8 , l } ; 
max:= max(sum) nmax:=fim(sum,max) imax:=ni + 1 

max=: 4 Максимальная оценка 
imax= 5 Номер строки 
jmax= 1 Номер столбца 

im:= 5 jm:= 1 Выбор исключаемых строки и столбца 

jmax:=nj + 1 

An_l := fn__l (Atab, n, im,jm) An_l r л'-^^ 

Cn_l :=submatrix(An__l,0,n-l,0,n- 1) 

Исходная матрица цен 
/̂ "#" 3 4 7 

•#" 7 4 

6 "#" 5 
7 5 "#" 
9 8 7 

Новая таблица, обратный 
переход исключен 

Матрица цен после первого шага 
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Рис. 3.21. Метод ветвей и границ в задаче коммивояжера 
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3. Отбрасывание вариантов. Если стоимость найденного вари­
анта (25-й) оказалась бы выше стоимости какого-нибудь из «отверг­
нутых» вариантов (из множеств Ĝ 'O» то пришлось бы раскрывать 
другой вариант. В данном случае задача решена. 

На рис. 3.21 приведен фрагмент документа Mathcad с решением 
задачи коммивояжера. Здесь С - матрица затрат в задаче с 5 
городами, Atab - таблица расчетов с приведенной матрицей, р, q -
числа а, Р соответственно, Сп>1 - матрица цен для задачи на втором 
шаге с меньшей размерностью. 

Резюме 
Задача коммивояжера относится к классу неполиномиально слож­
ных, или комбинаторных задач. Точное решение задачи может 
быть найдено только перебором вариантов. Метод ветвей и границ 
позволяет оценить решения, содержащиеся в некоторых подмноже­
ствах вариантов и выбрагь для развития такое подмножество, для 
которого оценка вариантов наилучшая. Отбрасывание вариантов 
осуществляется по сравнению оценок или по достижению предель­
ного или приемлемого решения. 

Контрольные вопросы 
1. Как растет сложность комбинаторных задач с ростом размер­

ности задачи? 
Варианты ответов: 
1.1. Линейно. 
1.2. Полиномиально. 
1.3. Экспоненциально. 

2. Какую функцию нужно минимизировать в задаче комми­
вояжера? 

Варианты ответов: 
2.1. Найти min У) c,x„ Ax = b. 

^ i 

2.2. Найти min Л , Ax<b, 
X 
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2.3. Найти YlYlcijXij ~»min. 
/ j ^ 

2.4. Найти min^fi(xi,Xi+iX jc, +xj € Xy. 
^ i 

3. Какие значения могут принимать неизвестные в задаче 
коммивояжера? 

Варианты ответов: 
3.1. Любые. 
3.2. Только О или 1. 
3.3. Только положительные. 
3.4. Только дискретные. 

4. Какова геометрическая интерпретация задачи коммивояжера? 
Варианты ответов: 
4.1. Найти кратчайший путь между начальной XQ и конечной Хп 

прямыми. 
4.2. Найти кратчайший замкнутый путь, проходящий через все 

вершины графа. 
4.3. Найти минимальное покрытие графа. 
4.4. Найти величину максимального потока. 

5. В чем смысл следующего ограничения: J^xy = 1,у = 1,«? 
/• 

Варианты ответов: 
5.1. Коммивояжер должен выйти из 1-го города. 
5.2. Все маршруты ведут в 1-й город. 
5.3. Приведенная сумма всех затрат равна 1. 
5.4. Коммивояжер должен выйти из каждого города только один 

раз. 

6. В чем смысл следующего ограничения: Х!)-̂ (/ = Ь '̂ = Ь w? 
J 

Варианты ответов: 
6.1. Коммивояжер должен войти в каждый город только один 

раз. 
6.2. Коммивояжер должен выйти из 1-го города. 
6.3. Все маршруты ведут в 1-й город. 
6.4. Приведенная сумма всех затрат равна 1. 
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7. Какой из перечисленных методов применим для решения 
задачи коммивояжера? 

Варианты ответов: 
7Л. Симплекс-метод. 
7.2. Градиентный метод. 
7.3. Метод ветвей и границ. 
7.4. Метод последовательного анализа вариантов. 

8. Какие из перечисленных этапов не входят в метод ветвей и 
границ? 

Варианты ответов: 
8.1. Ветвление. 
8.2. Оценка вариантов. 
8.3. Отбрасывание вариантов. 
8.4. Ограничение вариантов. 

9. К какому типу задач целесообразно применить метод ветвей 
и границ? 

Варианты ответов: 
9.1. Оптимальная производственная программа. 
9.2. Оптимальное вложение средств в несколько проектов. 
9.3. Оптимальный состав смеси. 
9.4. Задача коммивояжера. 

10. Каким условиям должно удовлетворять разбиение множе­
ства вариантов решения задачи на подмножества? 

Варианты ответов: 
10.1. и м = м , П м = 0. 
10.2. и Е М = М,Пл^ = 0. 

' j 

10.3. иПМ = М,ПМ = 0. 
10.4. UM = M-,n^/, = 0,/Vy. 
11. Каковы минимальные затраты (3) в задаче коммивояжера с 

матрицей затрат 
'ос 4 5 

С = I 8 00 7 I? 
5 7 ос. 



Глава 4 

МАТРИЧНЫЕ ИГРЫ И АНАЛИЗ 
конФликтнькх: СИТУАЦИЙ 
Анализ конфликтных ситуаций можно описать с помощью теории 
игр. В этом случае критерий эффективности для принятия реше­
ний будет зависеть не только от действий оперирующей стороны 
(переменных х е X), но и от неуправляемых переменных у е Y, 
Оптимизировать этот критерий 

F(x,y) —> min(max) (4.1) 
хех 

нужно с учетом неопределенных переменных j^ = (уи Уг^ • • • j Ут) ^ 

Эти переменные могут принимать случайные значения, и если 
известна информация о вероятностях их пoявлeния̂ >/, / = 1, т , то го­
ворят о статистических играх или об игре с природой. Если вектор 
у находится в распоряжении противника или конкурента, то гово­
рят о стратегической игре. Если стратегиих = (х\, Х29 ..., х )̂ G X -
стратегия первого игрока, иу=^(уи у2, ..., ĵ )̂ € Г - стратегия вто­
рого игрока, конечны, то такая конечная игра называется магричной 
игрой двух лиц. Критерий эффективности может зависеть и от слу­
чайностей F(xi,yj, Zk\ где z — {z\, .,,, Zi)eZ- случайные параметры 
с известными вероятностными характеристиками/?. 

Критерий эффективности в теории игр представляет собой 
функцию выигрыша. Пусть Fi(x,y,z) - функция выигрыша первого 
игрока, F2{x,y,z) ~ функция выигрыша второго игрока. Если 
F\(x,y,z)-^F2(x,y,z) = О, то говорят об игре с нулевой суммой. В 
этом случае выигрыш первого игрока равен проигрышу второго 
игрока. Тогда достаточно рассмотреть только функцию выигрыша 
первого игрока, и задача сводится к максимизации выигрыша 
первого игрока в предположении, что второй игрок стремится 
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минимизировать свой проигрыш: 

F(x,y)-^ ттхтх. (4.2) 
хех yeY 

Реализация конкретных стратегий двух игроков дс, и yj (личные 
ходы) называется партией. Если в игре есть случайные ходы 
Zk, функция выигрыша F(xi^ypZk) принимает случайные значения. 
Усреднением игры называется математическое ожидание функции 
выигрыша Ь(Хуу) = YlF{x,y^Zk)pb эту величину выигрыша можно 

к 
рассматривать как средний выигрыш при реализации достаточно 
большого числа партий. 

АЛ. 
Пример игры 

Игра состоит из четырех ходов: 
1) X = {1, 2} - личный ход первого игрока - выбирает одно из 

двух чисел; 
2) z\ = {решка, герб} - случайный ход с равными вероятностя­

ми (Р(р) = 0,5; Р(г) = 0,5) - бросается монета, и если выпадает герб, 
ход первого игрока известен второму игроку; 

Ъ)у— {3, 4} ~ jriH4Hbm ход второго игрока - выбор одного из 
двух чисел; 

4) Z2 = {1, 2, 3} (Р(1) = 0,4, Р(2) = 0,2, Р(3) = 0,4) - случайный 
ход. 

Функция выигрыша: 

\ -{x-^y-^i 
. .t-^y^zi при четном jc+yfz2; 

L(jc,jv,z) = < 
' ' -22) при нечетном л: + J/+^2-

Составим «дерево» игры - возможные варианты развития игры 
(рис. 4.1). 

После первого случайного хода второй игрок может находиться 
в одном из трех состояний информированности: 1) знает, что 
первый игрок выбрал 1; 2) знает, что первый игрок выбрал 2; 
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- 5 6 - 7 6 - 7 6 - 5 6 - 7 6 - 7 8 6 - 7 8 - 7 8 - 9 
Рис. 4,1. Дерево игры 

3) находится в состоянии неопределенности относительно хода 
первого игрока. Конечные вершины этого дерева представляют 
собой результат игры (функцию выигрыша первого игрока) при 
различных реализациях игры в каждой партии. Результат игры 
в каждой партии носит случайный характер в зависимости от 
сочетания случайных ходов. Возможные сочетания случайных 
ходов zi, Z2 и их вероятности (эти ходы независимы) представлены 
в следующем виде: 

2/ 

Р(гд 
гЛ 
0,2 

г, 2 
0,1 

г, 3 
0,2 

РЛ 
0,2 

рЛ 
0,1 

рЛ 
0,2 

Для первого игрока возможны только две стратегии: х\ = 1 
и дсг = 2. Выбор второго игрока богаче: он может выбирать 
между числами 3 и 4, не зная выбора первого игрока или обладая 
информацией о его выборе. Возможные стратегии обозначим 
тройкой чисел. Так, стратегия (3, 4, 3) означает, что второй игрок 
выбирает 3, если знает, что первый игрок выбрал 1; 4 - если 
нет информации о выборе первого игрока; 3 - если первый игрок 
выбрал 2. 

Средний выигрыш первого игрока в зависимости от принятых 
стратегий представлен в табл. 4.1. 
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Таблица 4.1 
Выигрыш игрока в зависимости от стратегии 

Xi\yj 

Х\ 

L?i. 
1 
2 

У\ 
3,3,3 
-3,6 
4,2 

У2 
3,3,4 
-3,6 
-0,3 

Д'з 
3,4,3 
0,3 
-0,3 

У4 
3,4,4 
0,3 
-4,8 

ys 
4,3,3 
0,3 
4,2 

Уб 
4,3,4 
0,3 
-0,3 

У1 
4,4,3 
4,2 
-0,3 

Ув 
4,4,4 
4,2 
-4,8 

Так, если первый игрок все время выбирает 1, а второй иг­
рок всегда выбирает 3, то средний выигрыш (элемент матрицы 
выигрышей /ц) составит/ц = ( -5 • 0,2 + 6 • 0,1 - 7 • 0,2)+(~5 • 0,? + 
+ в- 0,1 - 7 • 0,2) = —3,6. Здесь первая группа слагаемых соответ­
ствует случайному ходу - выпадению герба, вторая - выпадению 
решки. Аналогично вычисляются и остальные элементы матрицы 
выигрышей. 

4.2. 
Пример принятия решения 
в условиях неопределенности 
Рассмотрим основные подходы принятия решений в условиях не­
определенности на простом примере. 

Оборудование (станок, компьютер и т.п.) после некоторого пе­
риода эксплуатации может находиться в одном из трех состояний: 
у\ - исправен, J/2 - работает неустойчиво, y-i, - сломан. Решение 
может бьггь принято ко всей партии оборудования: х\ - профилак­

тика, JC2 - текущий ремонт, д:з -
капитальный ремонт. Затраты на 
проведение операции даны в мат­
рице (табл. 4.2), р(у) - вероятно­
сти нахождения оборудования в 
состоянии;;. 
Здесь возможны три различных 
подхода. 

1. Принцип максимального правдоподобия. В соответствии с 
этим принципом выбирается такое состояние «природы», которое 
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Таблица 4.2 
Затраты на проведение 

операции 

1 у^ 
У2 

\ у^ 

Р(У) 
0,6 
0,3 
0,1 

^1 
2 
6 
7 

Х2 

3 
3 
8 

хз 
4 
7 
9 1 



наиболее вероятно, т.е. из вектора р выбирается максимальная 
компонента и считается, что «природа» будет находиться в этом 
состоянии. Для данного примера наиболее вероятное состояние -
оборудование исправно с вероятностью р\ = 0,6. Функция затрат 
должна быть минимизирована: minF(x,y\) = min{2, 3, 4} = 2 и 

X i 

оптимальная стратегия - выполнить профилактический ремонт. На 
практике выбирают этот принцип, если максимальная вероятность 
значительно больше вероятности других состояний. 

2. Принцип Байеса состоит в том, что оперирующая сторона 
рассчитывает на минимум средних затрат. В этом случае при 
применении стратегии xi средние затраты составят 

F{xi) = J2nxuyj)p(yj) = 2.0,6 + 6.0,3 +7 .0,1 - 3,7. 
J 

Соответственно для других стратегий оперирующей стороны 
имеем F(x2) = 3,5 и (̂л:з) = 5,4. Минимизация средних затрат 
дает minF(x) = min {3,7, 3,5, 5,4} = 3,5 и оптимальную стратегию-

X i 

текущий ремонт. 
3. Если неприемлемы по тем или иным причинам предыдущие 

подходы, например «природа» может находиться в равновероятных 
состояниях, то можно применить гарантированную оценку. В этом 
случае считается, что «природа» будет реализовывать такой век­
тор /7, чтобы принести возможно больший вред, максимизировав 
функцию потерь, т.е. «природа» рассматривается как противник, 
реализующий наиболее выгодную для себя стратегию. Рассмот­
рим поведение оперирующей стороны с точки зрения противника. 
Если будет реализована стратегия jci, то противник должен при­
менить стратегию, максимизирующую затраты (усреднение снизу): 
F(xi) = meoiF(xi,y) = max{2, 6, 7} = 7. Соответственно Fjixi) = 8, 

У J 
F(x2) = 9. Оперирующая сторона выбирает свою стратегию как 
минимальную из оценок minFOc) = min{7, 8, 9} = 7, что соответ-
ствует стратегии х\. 

Подводя итог, видим, что при различных принципах принятия 
решений оптимальные из них могут быть различны, и результат 
зависит от психологии лица, принимающего решение. Первый 
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подход отражает оптимистическую точку зрения на развитие собы­
тий, ей соответствуют минимальные затраты, которые могут быть 
существенно превышены при неблагоприятном стечении обстоя­
тельств. Третий подход характерен для осторожного человека, он 
гарантирует, что затраты не превысят расчетного значения в са­
мом неблагоприятном случае, однако в реальности могут оказаться 
существенно меньше. Наконец, второй подход занимает среднее 
положение и рассчитан на средний результат при проведении боль­
шого количества подобных операций. 

43. 
Чистые и смешанные стратегии 
Пусть известна матрица конечной игры размером пхт 

Таблица 4.3 
Матрица конечной игры 

'V 
XI 
Х2 
хз 
X4 

\В(у) 

У\ 
7 
2 
5 
3 
7 

У2 
2 
2 
3 
2 
3 

Уз 
5 
3 
4 
1 
5 

У* 
1 
4 
4 
6 
6 

А(х)\ 
1 
2 
3 
1 

например, приведенная в табл. 4.3. 
Определим наилучшие стратегии 
второго игрока, стремящегося ми­
нимизировать выигрыш первого 
игрока, если первый игрок приме­
няет стратегию jc. Так, если пер­
вый игрок будет все время делать 
ход XI, то второй игрок, мини­
мизируя свой проигрыш, должен 
выбрать стратегию у4 с результа­

том нгрыА(х\) = min{7, 2, 5, 1} = 1. В общем случае 

А(х) ~ ттЦхуу) (4.3) 
у 

- наилучшая стратегия второго игрока. Аналогично 

В(у) = maxl(x,;;) (4.4) 
JC 

- наилучшая стратегия первого игрока при применении вторым 
игроком стратегии у, 
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Вычислим нижнюю цену игры 

а = m20immL(x,y) = тах^(д:) = 3 (4.5) 
X у X 

и верхнюю цену игры 

В = minmaxl(x,v) = min̂ ^O;) = 3. (4.6) 
у х у 

Нижняя цена игры гарантирует выигрыш первого игрока при 
оптимальной стратегии не менее чем а, верхняя цена игры гаран­
тирует проигрыш второго игрока не более чем р. Если а = Р = с, то 
игра с седловой точкой, с - цена игры. Если с = О, то игра справед­
ливая. В силу определения функций А(х) и В(у) 

А(Х)<Ь{Х,У)<В(У1 а<р. (4.7) 

Если а = 6; maxminl(x,jv) = minmaxl(jc,>^), то говорят, что игра 
X у у х 

имеет седловую точку, и функция выигрыша имеет конфигурацию 
седла для первого и второго игрока (рис. 4.2). 

Рис. 4.2. График функции с седловой точкой 

Для этой функции безразличен порядок выполнения операций 
минимизации и максимизации, общий минимакс или максимин все 
равно будет в седловой точке, т.е. если сначала определить опти­
мальную стратегию первого игрока, потом оптимальную стратегию 
второго, то они совпадут - игра с результатом с = а = р. Опти­
мальные стратегии обоих игроков и результат игры в разобранном 
примере выделены IQ^PCHBOM. Такие стратегии, выбранные игро­
ком, называются чистыми стратегиями. 
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Таблица 4.4 
Игра без седловой точки 

Х\ 
Х2 

6(у) 

У\ 
3 
5 
5 

У1 
6 
4 
6 

А{х) 
3 
4 

Если верхняя цена игры не совпа­
дает с нижней, определение опти­
мальных стратегий становится бо­
лее сложным. Рассмотрим следу­
ющий пример игры без седловой 
точки (табл. 4.4). 
Если первый игрок применяет стра­
тегию Х2, то его выигрыш а = 4 
единиц при наилучшей стратегии 

iyi) второго игрока. Гарантированный проигрыш второго игрока 
равен р = 5 - при правильном выборе стратегии (у О больше 5 он 
не проиграет. Таким образом, верхняя цена игры а = таху4(л:) = 4 
не равна нижней цене игры Р = min5(y) = 5 и образуется ничейная 
зона (рис. 4.3). 

Гарантия 
первого 
игрока 

Гарантия 
второго 
игрока 

Рис. 4.3. Верхняя и нижняя цены игры без седловой точки 

Борьба за ничейную зону состоит в продвижении вправо для 
первого игрока и влево для второго игрока соответственно. И в 
результате этой борьбы устанавливается некое равновесие. 

Если кто-либо из игроков будет обладать информацией о ходе 
соперника, он получит преимущество и может закончить игру с 
лучшим для себя результатом, чем гарантированная оценка. Так, 
в примере если второй игрок знает, что будет сделан ход X2, он 
может выбрать ход уг и проиграть всего 4 единицы. Однако, если 
первый игрок догадается, что будет сделан ход уъ он может при­
менить стратегию л:] и выиграть уже 6 единиц. Отсюда следует, 
что каждому игроку нужно сохранять свой ход в тайне от соперни­
ка. Однако единственный способ надежно сохранить секрет - не 
знать его. Для этого при выборе хода нужно включить механизм 
случайного выбора. 
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Рассмотрим вероятности р = (pi, pi, .,., РпХ YJPI =" Ь И ^ = 
= (9ь 92» •••1 9wX Z)9y == Ь с которыми случайным образом будут 
выбираться стратегии xviy. Чистая стратегия - когда какая-либо 
из вероятностей хода равна единице, тогда остальные вероятности 
равны нулю и игрок точно знает свой ход. 

Смешанная стратегия - в выборе хода присутствует элемент 
случайности. Вероятность ни одного хода не равна единице. Игрок 
сам не знает, какой ход будет сделан. Поскольку в поведении любого 
игрока при выборе определенной стратегии присутствует какая-
либо закономерность, которая может быть замечена соперником, 
лучшая стратегия - не знать заранее своего хода, тогда игрок просто 
не сможет выдать себя. 

Теперь в распоряжении игроков вместо выбора чистой страте­
гии X иу имеется выбор вероятностей/? и 9. Функция выигрыша 
будет иметь случайные значения с математическим ожиданием 
(̂Р? )̂ = YjYlhPi^J^ ^ задачу первого игрока входит максимизация 

этой функции по р, в задачу второго - минимизация этой функции 
по q\ 

^(Р^Я) ~^ maxmin (4.8) 
р я 

при выполнении условий 

5 ] А = Ь 5]?/== '̂ А,?,>0. (4.9) 

АЛ. 
5-игра и доминирующие стратегии 
Представим стратегии второго игрока как т точек Сь Сг, . . . , С,и 
в «-мерном пространстве выигрышей первого игрока. Тогда игра 
состоит в выборе вторым игроком точки Cj и в выборе первым 
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игроком проекции этой точки на ось £,, = L{xi,yj): 

С\ Сг ... Cm 

1г 
(hx\ 11м\ 

hi km 

Игру 2 X w можно изобразить на плоскости (рис. 4.4). 

I^ix^.y) 

Рис. 4.4. 5-игра на плоскости 

У первого игрока два возможных варианта хода, две стратегии. 
Второй игрок имеет в своем распоряжении т стратегий. 

Чистая стратегия соответствует тому, что один игрок определяет 
номер точки, а другой игрок выбирает ось, на которую будет 
осуществляться проекция: абсцисс или ординат. Тем самым он 
определяет ход, результат партии становится определенным. 

Будем рассматривать положительные элементы матрицы, но это 
несущественно, так как всегда можно прибавить ко всем элементам 
матрицы положительную константу и перейти в положительную 
четверть плоскости. Следует иметь в виду, что цена игры также 
увеличится на эту константу. 

Натянем на множество точек С выпуклую оболочку. Пусть точ­
ка л* - какая-то точка, принадлежащая этому выпуклому множеству. 
Эту точку можно представить в виде линейной комбинации векто­
ров - координат точек S'-nrpbr. 

j J 
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с другой стороны, если второй игрок выбрал в (4.10) конкрет­
ный вектор вероятностей q = {д\, дг^ •••̂  Ят)^ !С?/ = U ?/ > О? то 

математическое ожидание функции выигрыша будет 

'^{x) = ^Lix,yj)qj. (4.11) 

Сравнивая два последних выражения, видим, что любая сме­
шанная стратегия представляет собой TO4IQ̂  выпуклой оболочки 
дУ-игры. В частности, если одна из вероятностей qy = 1, то и вес 
tty = 1, и это соответствует чистой стратегии yj, а значит, выбору 
точки Cj, Можно утверждать, что выбор смешанной стратегии вто­
рого игрока - выбор точки из этого множества. 

Рассмотрим внутреннюю точку множества 5, например точку 
S\ на рис. 4.5. 

Д^1»Уу) 

hi 

23 

2̂2 

. « . . . J 
^ 

; -̂ 2 

1̂2 1̂ 

»5, 

1 

S 

. - --^ \ 
^ 

h 3 

^{Х2*Уу) 

Рис. 4.5. К определению доминирующих стратегий 

В случае использования первым игроком стратегии ;ci будет 
получен результат игры /ii, стратегии xi - результат /21. 

Рассмотрим точку 52, соответствующую некоторой другой сме­
шанной стратегии второго игрока. Результат игры при любой 
стратегии первого игрока будет лучше, так как обе координаты 
имеют большее значение в точке S\, Тогда говорят, что страте­
гия 52 доминирует над стратегией 5i, и стратегия S\ может быть 
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[X 

отброшена как заведомо невыгодная. В общем случае стратегия 2̂ 
доминирует над стратегией î с точки зрения второго игрока, если 
выполняются такие неравенства для всех компонент векторов. С 
другой стороны, стратегии S{ и S^ не доминируют одна над другой. 
Очевидно, что для любой внутренней точки множества S всегда 
найдется точка, лежащая левее и ниже этой точки. Таким образом, 
в качестве оптимальных стратегий второго игрока могут рассмат­
риваться только точки множества S, лежащие на «юго-западной» 
границе множества, т.е. отрезки, соединяющие точки С\, С2, Су, С4. 
Это позволяет во многих случаях резко сократить размерность мат­
рицы игры, в данном случае с w до 4, так как остальные стратегии 
могут быть отброшены. 

Рассмотрим «юго-западную» границу некоторого множества 5 -
множество недоминирующих страте-

^ гий, состоящее из отрезков, соединя­
ющих точки Сь С2, Сз (рис. 4.6). 
Будем выдвигать квадратный клин со 
стороной а, одна из вершин которо­
го расположена в начале координат. 

\ 3̂ Если сторона клина а = а достаточно 
а а а мала (к чему стремится второй игрок, 

4 6 м уменьшая свой проигрыш), нет ни од-
недом^рующГреГ^ "^« стратегии с проигрышем а. Если 

сторона клина слишком велика: а = а 
(к чему стремится первый игрок, увеличивая свой выигрыш), вели­
чина выигрыша а недостижима для первого игрока, так как вершина 
клина попадает во внутреннюю область множества S и второй 
игрок может уменьшить этот выигрыш, выбрав доминирующую 
стратегию. Равновесие наступает, если клин касается границы мно­
жества. Тогда в точке а касания клином отрезка [С2, Сз] достигается 
оптимальная стратегия второго игрока, выигрыш первого игрока 
гарантированно составляет величину а вне зависимости от выбора 
проекции этой точки. Вероятности^! И92 пропорциональны вели­
чинам разбиения отрезка [С2, Сз] на две части. Из этого примера 
видно, что ненулевых вероятностей q в задаче 2 х /и не может быть 
больше двух. Стратегии, вероятности применения которых больше 
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нуля, называются полезными стратегиями. В общем случае, как 
это будет следовать из свойств задачи линейного программирова­
ния, число полезных стратегий не превышает min{«, m}. 

Если клин касается границы множества 5 в точке С, как изобра­
жено на рис. 4.7, то задача имеет седловую точку, полезная стратегия 
одна, вероятность ее применения равна единице, оптимальной яв­
ляется чистая стратегия. 

^(Х2,ур 

Mx^^yj) 

Рис. 4.7. Оптимальная чистая стратегия 

4.5. 
Решение игр 
Предположим, что первый игрок выбрал оптимальные стратегии с 
вероятностями /? i , . . . , /?„, тогда pi 1\ \ +р2 /21 +.. • -^Рп 1п\ - средний 
выигрыш первого игрока, когда второй игрок применяет стратегию 
у\, но если х\ не оптимальная, тор\ 1\ \ +р2 /21 +... +Рл 1п\ ^ ^̂  где с -
цена игры. Для всех стратегий первого игрока получаем систему из 
т уравнений: 

P1/11+P2/21+...+P/1//2I >с; 
Р\ hi -^Pihi +.. . -^Pnlni > с; 

P\hn-^Pihn +... -^Pnlm > с. 

(4.12) 

Предположим, что цена игры больше О, с > 0; для этого 
необходимо, чтобы все элементы матрицы L были больше нуля. 
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Введем новую переменную /̂ =pi / с. В новых переменных система 
(4.12) примет вид 

(4.13) < 

ЕЫ1 > 1; 

денные уравнения, получае 

/ п п -

\L\>\; 
1^>о , / = l , 2 , . . . , / j . 

(4.14) 

Вспоминая определение двойственной задачи из разд. 1.3, ви­
дим, что задача (4.14) является двойственной по отношению к 
задаче максимизации прибыли первого игрока. Прямая задача бу­
дет соответствовать минимизации прибыли первого игрока, откуда 
определятся наилучшие стратегии qj второго игрока. В соответ­
ствии с основным свойством двойственных задач значения крите­
риев будут совпадать, верхняя цена игры равна нижней, или просто 
цене игры. 

Пример. Пусть дана матрица L, имеющая вид: 

Прибавим к матрице число, такое, чтобы все элементы матрицы 
были неотрицагельные: 
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Составим систему уравнений 

7 . ^ 1 + 2 . ^ + 9 - ^ > 1 ; 
2 -^1+9 .^ + 0 . ^ > 1 ; 
9-§г+0.42 + 1 Ь ^ з > 1 . 

В задаче ЛП, чтобы перейти от системы неравенств к системе 
равенств, надо ввести новые переменные z,: 

7 -^1+2 .^ + 9.^3-^1 = 1; 
2 . ^ 1 + 9 . ^ + 0.^3-^2 = 1; 
9 . ^ 1 + 0 . ^ + 11.^3-^3 = 1. 

Из 6 переменных ^i, ^ , з̂̂  ^ь ̂ 2? з̂ только 3 должны составлять 
базис, остальные равны нулю. Примем z\ = Z2 = z^ = О, тогда 
система уравнений преобразуется к виду 

7.^1+2.^+9.^3 = 1; 
2-^1+9.42 = 1; 
9.^1 + 11.43 = 1. 

Решив данную систему, получим 4i = 0,05, 2̂ = ОД» 4з = 0>05. 
Цена игры с = -—-—— = 5, а вероятности оптимальных стратегий 

pi = 4ic = 0,25,р2 = ^\с = 0,5,рз = 4з^ = 0,25. 
Аналогично вычисляются вероятности q\, qi, q^ оптимальных 

стратегий второго игрока. Система уравнений для второго игрока 
имеет вид: 

?1+92+9з = 1; 
291+992 = 5; 
991 + 1192 = 5. 

Решая систему, находим 9 1 = 9 3 = ОД5,92 = 0,5. 
В измененной матрице с = 5, в исходной с = О, т.е. при разыгры­

вании большого числа партий, если ни один из игроков не ошибся, 
выигрьш! каждого игрока будет равен нулю. 

Вернемся к примеру игры из разд. 4.1. Фрагмент до10̂ мента 
Mathcad на рис. 4.8 иллюстрирует удаление заведомо худших стра­
тегий. 
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sgn(x):=if([x^ 0,-1,1) 

flx(a,b,n):= 

f3x(A,li,m):= 

k<-0 
у 

с ^ sgn(a ~ b) 

к Ч- 1 if V'c = n 

m-1 
for i € 0.. m - 1 

a * <- f2x(A,n,m,0 
for i € 0.. m ~ 1 

ii) 

f2x(A,n,m,i):= m-1 
for j € 0.. m - 1 

a.^-flxVA , AJ, n) if i* j 

k . < - l 
! 

»IW >0 

al := 1 - f3x(A,n,m) a2:=Ox(A^,m,n) 

nl:=Va2 n2:=Val 

Al := augment(a2. A) A2 := csort(Al ,0) 

A3 := submatrix(A2,0, n - n 1 -1,1, m) 

если в векторе f3 есть 1, 
то соответствующий 
столбец (строку) 
матрицы можно удалить 

А1 := stack (а^,Аз) 

А2 := rsort(Al,0) A3 := submatrix(A2, l,n~nl,0,m-n2-l) 

пв2 mag п~ число стратегий первого игрока, 
m - число стратегий второго ифока 

-3.6 -3.6 0.3 0.3 0.3 0.3 4.2 4.2 
4.2 -0.3 -0.3 -4.8 4.2 -0.3 -0.3 -4.8 

Матрица выигрышей 

A3 
/"-4.8 -0.3"! 

Л 0.3 -3.6; 
Матрица недоминирующих стратегий 

Рис. 4.8. Удаление доминирующих стратегий 

Приведенный на рис. 4.9 документ Mathcad показывает решение 
для данной игры. 

Оптимальные стратегии: первый игрок должен применять стра­
тегию xi с вероятностью 0,607, стратегию л:2 - с вероятностью 0,393 
(при удалении стратегий строки и столбцы могут быть переставле­
ны); второй игрок должен применять стратегию уг с вероятностью 
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' L: 

n: 

L: 

~V0.3 

= 0̂ "̂  

= L - a 

Given L^ 

с: 

- M 

q: 

1 
"ffe)) 

-0.3 ̂  

-h 

L 

•^^1 

P -

a:= min(L) 

s := min(k) 

^SO 

: ^ C 

3 
§0 

Ч 
:= if (n ̂  m,submatrix(L,0,m-

. ( M ^ ) " 
1 
•b A 0.464^ 

^0.536j 

0̂ 

5n-

•= rows(L) 

i := l 

:= Minimize (f,^) 

0.464^ 

0.536J 

l ,0,m-

с 

i:=0 

k :̂ 

f(0:= 

. s ~ 1 

-1), submatrix(L, 0, 

:=c+ a c = 

= coIs(L) 

Ê  

b.:= 
1 

n- l ,0 ,n-

-2.068 

с 

-D) 

Рис. 4.9. Решение игры 

0,536, стратегию У4 - с вероятностью 0,464. Цена игры coctaBHT 
—2,068, игра несправедлива. Чтобы сделать игру справедливой, 
нужно значения функции выигрыша сместить на эту величину. 

4.6. 
Поведение двух конкурентов на рынке 
Рассмотрим модель поведения на рынке двух конкурирующих 
фирм, выпускающих аналогичный товар в объемах х и у, поль­
зующийся неограниченным спросом. Цена на предлагаемый товар 
характеризуется убывающей функцией f(q) от объема продавае­
мого товара q = х+у (рис. 4.10). Пусть издержки производства 
одинаковы для обеих фирм и представляют собой возрастающую 
функщ1Ю 9i(x) = Ф2О) = 9(x), показанную на том же рисунке. 

В этих условиях прибыль каждой фирмы определится следую­
щими функциями: 

Li(x.y)=xf(x+y)'-((>(xl 12(х,у)=у/(х+у)-фУ (4.15) 
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а:=10 b:=:0.5 f(q):=ae' bq^ 

m 

[.= 0,0.1.. 2 c:=l ф(х):=>/5с 

Ф(Ч) 1 

Рис. 4.10. Исходные данные к игре двух конкурентов 

Рассмотрим различные варианты поведения конкурентов с точ­
ки зрения теории игр. 

А. Пусть будет игра с нулевой суммой с выигрышем первого 
игрока: 

1{х,у) = хПх-^у)^фУ (4.16) 

Цель второго игрока - минимизировать прибыль первой фирмы 
для ее разорения, т.е. необходимо найти 

m20immL(x,y) = тактт(х/{х+у) - ф(л:)). (4Л7) 
X у X у ^ ' 

Сведем игру к матричной, представив стратегии обоих игроков в 
дискретном виде: jc, = /Ль jy =7^2, Uj = 1, Л̂ . Ее решение приведено 
в до1д^менте Mathcad (рис. 4.11). В соответствии с этим решением 
второй игрок должен поддерживать максимальный объем продаж 
с целью снизить цены и минимизировать прибыль первого игрока. 
Первый игрок находит оптимальный объем производства в этих 
условиях, однако получает меньшую прибыль, чем второй игрок. 

Б. Если первого игрока не устраивает подобная ситуация, он мо­
жет также поставить своей целью разорение второго игрока. Если 
они меняются местами, то в силу симметрии функций оптималь-
78 



xmax , ^ ymax 
xmax:= 1 ymax:= 1 N := 20 hi := h2 := 

N N 

Ll(x,y):=10xe' •0.5-(x-fy) -vTx L2(x,y) := Шуе' 0.5.(x+y) -r. 
i:=O..N j:=O..N L . :=Ll(ihl Jh2) 

Функция выигрыша 
первого игрока 

fi(a,b) := n <- last(a) 
for i € 0.. n 

Программа 
определения 
номера 

с <- i if а. = b элемента 
массива со 
значением Ь 

Верхняя и нижняя цена игры Оптимальные стратегии 

[ ( L V J a:=max(A) а =0.916 ia:=fi(A,a) ia=10 xa:=iahl xa = 0.5 A. :=min 

В.:=тах(ь^) p:=min(B) p = 0.916 ip:=fi(B,p) ip = 20 yp:=iph2 yp = 1 

Прибыль первого ифока 

Ll(xa,yp) = 0.916 

Прибыль второго ифока 

L2(xa,yp)= 2.247 

Рис. 4.11. Решение игры для первого игрока 

пая стратегия первого игрока становится оптимальной для второго 
игрока, и наоборот. Если же каждый стремится разорить конку­
рента, он должен максимизировать выпуск своего товара, и тогда 
они получат прибыль каждый в размере L1 = 0,353, что меньше для 
каждого игрока, чем в случае А. 

В. Если конкуренты смогут договориться о разделе рынка, 
то они могут достичь наиболее выгодного для каждого из них 
результата с прибылью 2,236 единиц, как показано в документе 
Mathcad на рис. 4.12. 
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Ll(xmax,ymax) = 0.353 

fl(x):=Ll(x,x) x:=l 

xopt := Maximize (fl,x) 

3 

2 
Ll(i.hl,ihl) 

1 

% 

прибыль в условиях взаимного разорения 

Given X ̂  0 X < xmax 

xopt = 0.471 Ll(xopt,xopt) = 2.336 

1 

1 
0.5 1 
ihl 

Рис. 4.12. Зависимость прибыли от объемов производства 

Резюме 
Принятие решений в условиях неопределенности может быть ос­
новано на принципах максимального правдоподобия, Байеса или 
гарантированных оценок. В первом случае за состояние «при­
роды» принимается наиболее вероятное состояние. Во втором 
случае (статистическая игра, или игра с «природой») усредняется 
значение критерия эффективности в соответствии с известными ве­
роятностями их появления. В третьем случае (стратегическая игра) 
оперирующая сторона рассчитывает на самый неблагоприятный для 
себя случай, что сводится к вычислению операций минимакса и мак-
симина. Если минимакс равен максимину - игра с седловой точкой, 
и решение может быть принято оперируюш1ей стороной. В про­
тивном случае решение находится в классе смешанных стратегий 
и представляет собой случайный выбор с вероятностями, подлежа­
щими определению. Решение матричных игр двух лиц сводится к 
решению задачи линейного программирования. 
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Контрольные вопросы 

1. Что такое матричная игра? 
Варианты ответов: 
1.1. Игра п игроков с произвольными стратегиями. 
1.2. Игра двух игроков с конечным числом стратегий. 
1.3. Игра на плоской доске размером пхт^ 
1.4. Игра с нулевой суммой. 

2. Какую функцию нужно максимизировать в матричной игре? 
Варианты ответов: 
2.1. ^CiXi. 

i 

l.l.ZciXi + Zbtyr 
i J 

2.3. EEh^iyj' 

2.4. EEiiA^i-^yj)' 
i J 

3. Что такое игра с нулевой суммой? 
Варианты ответов: 
3.1. Выигрыш первого игрока равен проигрышу второго игрока. 
3.2. Игра не на деньги. 
3.3. Выигрыш делится поровну между игроками. 
3.4. Выигрыш игрока по всем партиям равен нулю. 

4. Что такое верхняя цена игры? 
Варианты ответов: 
4.1. а = maxminl(x,>;). 

X у 

4.2. р = minmaxl(;c,>'). 
у X 

4.3. а = тахтахДх,д;). 
X у 

4.4. Р = maxminL(x,>'). 
у X 

5. Что такое нижняя цена игры? 
Варианты ответов: 
5.1. а = m2pim\nL{x,y). 

X у 
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5.2. Р = minmaxZ(x, v). 
у X 

5.3. a = maxmaxL(x,y), 
X у 

5.4. P = maxminL(x,v). 
у X 

6. Что такое игра с седловой точкой? 
Варианты ответов: 
6.1. Результат ифы не зависит от стратегии одного из игроков. 
6.2. Выигрыш первого игрока равен проигрышу второго игрока. 
6.3. Минимакс функции выигрыша равен максимину этой 

функции. 
6.4. В игре присутствуют случайные ходы. 

7. Что такое чистая стратегия игрока? 
Варианты ответов: 
7.1. Стратегия, примененная случайным образом. 
7.2. Стратегия, примененная без подсказки. 
7.3. Стратегия, согласованная с партнером по игре. 
7.4. Стратегия, примененная самим игроком. 

8. Что такое смешанная стратегия игрока? 
Варианты ответов: 
8.1. Стратегия, примененная случайным образом. 
8.2. Стратегия, согласованная с партнером по игре. 
8.3. Стратегия, примененная без подсказки. 
8.4. Стратегия, примененная самим игроком. 

9. Какова геометрическая интерпретация ^-игры? 
Варианты ответов: 
9.1. Один игрок определяет д -̂область, другой игрок стремится 

в нее попасть. 
9.2. Один игрок определяет кратчайший путь в графе «̂ -игры, 

другой - максимально длинный путь. 
9.3. Один игрок выбирает минимальное, второй игрок- макси­

мальное покрьггие графа S'-nrpbi. 
9.4. Один игрок выбирает точку в пространстве стратегий дру­

гого игрока, второй игрок - проекцию точки на одну из осей. 
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10. Что такое доминирующие стратегии? 
Варианты ответов: 
10.1. Если выполняется условие xi > yt для всех /. 
10.2. Если выполняется условие Xi > yi хотя бы для одного /. 
10.3. Если выполняется условие xi =>>, хотя бы для одного /. 
10.4. Если выполняется условие Xi ф у\ для всех /. 

11. Какой метод применяется для решения матричных игр? 
Варианты ответов: 
11.1. Линейное программирование. 
11.2. Принцип максимума. 
11.3. Динамическое программирование. 
11.4. Метод ветвей и границ. 

12. Какова цена (Ц) следующей матричной игры: 



Глава 5 
ОПТИМИЗАЦИЯ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ 
СТАТИКИ 
В данной главе будут рассмотрены простые статические модели, 
связанные с принятием решения в задаче потребительского выбора 
и оптимизации производственных функций. 

Первая группа задач связана с понятием функции полезности, 
которая отражает предпочтения потребителя. Естественно, у раз­
ных потребителей и предпочтения могут быть разными. Функция 
полезности является попыткой формализовать эту неформальную 
задачу. Вид этой функции и ее параметры (коэффициенты важно­
сти) характеризуют предпочтения конкретного потребителя. 

Построить адекватную модель производства на основе законов 
физики, химии, балансовых и подобных законов пока еще, как 
правило, невыполнимая задача. В этих условиях часто прибега­
ют к эмпирическому построению модели производства. Для этого 
собирают статисти!^ о функционировании производства за опреде­
ленный период и пытаются подобрать производственную функцию, 
задавая ее подходящий вид и определяя значения ее параметров из 
условия наилучшего соответствия экспериментальным данным. 

С точки зрения методов оптимизации рассматриваемые задачи 
относятся к задачам нелинейного программирования с ограничени­
ями, как правило, в виде неравенств. 

5.1. 
Оптимизация функции полезности 
в данном разделе рассматриваются некоторые модели потребитель­
ского выбора и задача максимизации полезности. 

Пусть потребитель располагает некоторой суммой средств /, 
которые он может потратить на приобретение благ. Решается ста­
тическая задача, т.е. отсутствует возможность делать накопления и 
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уровень цен остается фиксированным. Как наилучшим способом 
подойти к распределению доходов, зная функцию полезности/(х), 
где вектор x = (xi, Х2, ..., JC„) - расход на приобретение соответ­
ствующих благ? 

Функции полезности/(л: i,X2) соответствует оценка потребите­
лем набора (jcb ^2)- Причем если набор а предпочтительнее набора 
Ь, то f{a)>/ФУ 

Постулируют следующие свойства функции полезности. 
Если Xi > X/, то f(xi,... ,3с/,... ,хп) >/(xi , . . . ,хь... ,X;,) - возрас­

тание потребления любого продукта при сохранении потребления 
всех других продуктов ведет к возрастанию полезности, т.е. ^ > О, 

OXi 

/ G (1,«). Эти частные производные называются предельной полез­
ностью каждого продукта. 

Предельные полезности убывают с ростом потребления, т.е. 
g<0,/6(l,«). 

Предельная полезность каждого продукта увеличивается, если 
растет объем потребления любого другого продукта, т.е. ^ ^ > О, 

иХ\ ОХ2 

/е(1,«). 
Линии равного уровня функции полезностиДх) = const имену­

ют линиями безразличия. 
Задачей потребительского выбора (оптимального поведения на 

рынке) называют задачу максимизации полезности при условии 
бюджетных ограничений: 

п 

f(x) —• max, y^Xj < /, X/ > 0. (5.1) 
i=\ 

Набор x ,̂ являющийся решением данной задачи, называют ло­
кальным рыночным равновесием. Это задача нелинейного програм­
мирования, но ее решение, учитывая свойства функции полезности, 
имеет простой геометрический смысл. 

Вначале рассмотрим потребительский набор из двух благ, на­
пример xi -сумма, потраченная на питание, Х2 -сумма, потраченная 
на приобретение одежды. Пусть функция полезности имеет следу­
ющий вид: 

/(Х1,Х2) = ах log(xi ~xi)+a2log(x2 -Х2), (5.2) 
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где х\, Х2 ~ минимально необходимый уровень затрат на питание и 
одежду; 

х\, Х2 ~ ценность ДЛЯ потребителя каждого блага. 

На рис. 5.1 приведен документ Mathcad, иллюстрирующий 
трехмерный график функции полезности и линии безразличия. 
По оси X отложены объемы потребления х\, по оси у -. объемы 
потребления xi^ по оси z - значения полезности/(;сьл:2). 

al:=l а2:=2 х1:=2 у1:=5 N:=40 i:=O..N j:=O..N h:=3 

fl(x,y) := aMog(x-xl) + a21og(y - yl) 

+ 1 i l . c e i l j ^ . l J l :=ce i l (^ 

x2:=(i+il).h y2.:=(j + jl.h) M. . :=f(x2.,y2.) 

требование неотрицательности 
аргументов 

Функция полезности Линии безразличия 

М 

10 20 30 
£21 

40 

М 

Рис. 5.1. Графики функции полезности 

Оптимальному потребительскому набору будет соответствовать 
точка касания бюджетного ограничения одной из линий безразли­
чия, соответствующей максимально достижимой полезности, так, 
как изображено на рис. 5.2. 
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Вычисление оптимального выбора 

g:=,00 c - ^ ^ J 
Given c ^ x + c . y < g 

x>0 y^O 
(хОЛ 

:= Maximize (f,x, у) 

f(xO,yO) = 5.713 

x:=10 y:=10 

(\0\ j" 33.833' 
VyoJ~U32.333, 

начальное значение переменных 

бюджетное ограничение 

неотрицательность переменных 

оптимальный выбор 

максимальная полезность 

Геометрическая интерпретация оптимального выбора 

п1:=12 i:=0..nl y.:=100+i-5 точки по оси х 
fl(x,c):=f(x,y)-c 

iter(h,e,T,xI,n,c):= 

f2(x,c):=:fl(x,c) 

for i € 0.. n 
Z. 4 - Xl 

while (k<200) л (|h(z,c)| ^e) 
k ^ k + 1 
z<- z+ Th(z,c) 

метод 
простой 
итерации 
решения 
уравнений 

f3(x): 

= iter(f2,0.01,-10,30,nl,5.5) 
= iter(f2,0.01,-l0,30,nl,6) 
= itei<f2,0.01,~10,30,nl,5.713) 

g-c^.y 

построение линий безразличия 
с тремя значениями полезности 

бюджетное ограничение 

120 140 
У,У,У,У,уО 

160 

Рис. 5.2. Иллюстрация графического решения 
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Для оптимизации полезности функции многих переменных 
можно использовать следующую программу (рис. 5.3), исходными 
данными в которой служат функции полезности. 

(' 1 
2 

1.5 
1 - 5 . 

xmin:= 
3 
4 

. 5 ; 

х:= 

Г з > 
5 

7 

, 1 0 , 

с:= 

^10>| 

5 
4 

. 7 ; 

f(x) :=alog(x-xmm) 

ад = 1.667 

Given c x < g 

/^20.281^ 

76.165 

72.495 

18.055; 

f(xq) = 8.302 

c x O = l x 10̂  

xO 

a ~ коэффициент 
важности; 

xmin - минимальные 
g := 1000 потребности; 

с - цены; 
g - бюджет; 
X - начальный потре­

бительский набор 
Функция полезности 

Нач. значение функции полезности 

X ^ xmin + 1 х0:= Maximize (f,x) блок максимизации 

Оптимальный набор 

Макс, значение полезности 

Бюджет 

Рис. 5.3. Оптимизация функции полезности 

5.2. 
Оптимизация производственных функций 
Производственная функция (ПФ)/(л:), Xi>0,ie(l, п)-это неотри­
цательная функция, определяющая значения объемов выпускаемой 
продукции (дохода) в зависимости от объема затрачиваемых ресур­
сов JC. На микроэкономическом уровне ПФ определяет зависимость 
между объемом выпускаемой продукции и затратами фирмы (пред­
приятия), на макроэкономическом уровне - подобную зависимость 
в масштабах региона или страны. Часто используют производствен­
ную функцию Кобба ~ Дугласа 

y(K,L) = aoK^^L^', (5.3) 

Здесь К ~ затраты на капитал, I - затраты на труд. Параметры 
Gi и график функции приведены в документе Mathcad (рис. 5.4), где 
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аО := 1.002 al := 0.5382 а2 := 0.4618 Y(K,L) := аОК L' 

i:=0..20 j:=0. .20 h:=0.1 

Производственная функция 

Y .:=Y(ih,jh) 

Линии равного уровня 

0.751 
,5оГГ1£?Я 

20 

Рис. 5.4. Графики производственной функции 

по оси X отложены объемы использования ресурса дгь по оси у -
объемы использования ресурса X2, по оси z - объемы производства 
f(XuX2). 

Формальные свойства ПФ: 

1. f(x\,..., О,... ,x„) = О - без затрат хотя бы одного ресурса нет 
выпуска. 

2. ^ > О - при увеличении затрат любого ресурса выпуск 
растет. 

dV 3. V/ ~у < О - убывающая эффективность затрат. 

^- ^̂ У Q i ^ о - эффективность каждой переменной / не 
UXiOXj 

уменьшается с ростом любой переменной у. 
Очевидно, что значения ПФ расположены в положительной 

части пространства х, функция выпукла вверх и монотонно уве­
личивается с ростом аргументов. 
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Для учета научно-технического прогресса в функцию часто 
вводят дополнительный экспоненциальный множитель: 

y{K,Lj)^aQK'''Lf4^', ).>0. (5.4) 

Для экономики бывшего СССР X — 0,0294. 
Максимизация функции полезности без ограничений не имеет 

решения: функция неограниченно возрастает. Если ввести цену 
единицы капитализации ск и цену единицы труда с/,, бюджетное 
ограничение скК + ciL < G, то тогда задача приобретает содержа­
тельный смысл: 

тгку{К,1\ CKK^CLL<G, (5.5) 

В документе Mathcad (рис. 5.5) представлены результаты реше­
ния этой задачи для приведенной ПФ. 

аО := 1.002 al := 0.5382 а2 := 0.4618 Y(K,L) := aOK^^L*^ 

rv' \ r i - *; г - i n n цены капитализации, труда 
^к — 1 v.b.- .D U. - 1UU ^ допустимые затраты 

К:=1 L:=l 

Given К^О L^O CKK+CLL:SG 

й-
блок максимизации 

Maximize (Y, К, L) 

К = 53.82 L = 92.36 оптимальные капитализация и трудовые затраты 

Рис. 5.5. Оптимизация производственной функции 

Аналогичная задача может быть представлена дпя предприятия 
несколько по-другому. Пусть произведенная продукция, определя­
емая производственной функцией/(хьдгг), имеет цену со, а затра­
чиваемые ресурсы - цены с\ и сг соответственно. Тогда нужно 
максимизировать прибыль - разницу между доходом и затратами: 

maxF(xi,^2) = тахГсоДдгьхг) - Х]^'^') (̂ •̂ ) 
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при условии 
^CiXi<g. (5.7) 

Решение этой задачи при той же производственной функции 
дано в документе Mathcad на рис. 5.6. 

аО := 1.002 al := 0.5382 а2 := 0.4618 
i:=0..20 j:=0..20 h:=0.l 

/^500^ 

fl(K,L):=aOK^^-L^ 

p:= 30 

V 2 o ; 

n := last(p) 

n-1 
F ( X ) : = P ^ X Q , X J ) - ^ p.^j.x. 

вектор цен на произведенную 
продукцию, ресурсы первого 
и второго видов 

Yl..:=Fi;^'' 

20- |лгт-этогтог-зщ>—500—;uu ^^ 
i hftft I \ ^ 

h n 7^QQ-ff;;pS^p^ 

линии равной прибыли 
по оси абсцисс ~ расход 
ресурсов первого вида, 
по оси ординат - второго 
вида 

10 15 20 

Y1 

» ( ; ) 
g := 400 начальное значение и бюджетное ограничение 

Given х^ О р ос + р х ^ g хО:= Maximize(F,x) 

оптимальный расход 
f 7.176^ ' . 3 оесуосов. объем 

4 9236 f K ' ' ' O l ) = « " ' ^ F(xO)=3.64xl0' Кр !̂,звод;угва И 
^ ' ^ MavruMSinuuaa nni 

хО 
максимальная прибыль 

Рис. 5.6. Оптимизация прибыли с использованием 
производственных функций 
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Более содержательной представляется задача распределения 
указанных ресурсов между несколькими предприятиями в задаче 
микроэкономики или несколькими отраслями в задаче макроэконо­
мики со своими производственными функциями: 

f Jj \Р^\9^2^ ' ' ' ' * ^ ) ' J ^9 ^9 yj 

причем по каждому виду ресурса л:, имеется ограничение 

т 

7=1 

(5.8) 

(5.9) 

Требуется максимизировать суммарный доход maxY^yj при ука-
^ J 

занных ограничениях. Решение этой задачи приведено в документе 
Mathcad (рис. 5.7) для трех секторов экономики со своими произ­
водственными функциями и оптимальными вложениями капитала 
в эти секторы. 

Коэффициенты производственных функций и начальное значение переменных 

/"1.002' 

.98 al:= 

0.4518^ (ЗЛ 

К:= L:= 1 
Г20^ 

40 

Y(K):=5]v^0i|(K^i)'^4^-i) J Y(K) = 108.809 
i « 0 

суммарный доход 
и его значение 

Ksum := 7 предельные суммарные затраты 

Given 2 lK = Ksum K:=Maximize(Y,K) блок максимизации 

Капитал по секторам 

/'0.868^ 

К = 5.961 

V0.172y 

Труд по секторам 

ZK = ' L = 

Общий доход 

Y(K) = 137.918 

Рис. 5.7. Оптимизация в трехсекторной экономике 
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Резюме 
Представленные статические экономические модели позволяют на 
основе предпочтений ЛПР, оптимизировать задачу потребительско­
го выбора или на основе статистики построить производственную 
функцию экономической единицы (предприятия, отрасли) и выяс­
нить действие факторов, влияющих на экономический рост. 

Контрольные вопросы 
1. Какое из следующих свойств функции полезности является 

неверным? 
Варианты ответов: 
1.1. Еслих/>л:ьТо/(л:1,...,Хь...,л:л)</(х1,... 

1 . 2 . | >0,/€(1.«). 

1.3. g < О,/6(1, и). 

2. Что означает следующее свойство функции полезности: 
f >0,/€(1,«)? 

Варианты ответов: 
2.1. Полезность каждого продукта увеличивается, если растет 

объем потребления любого другого продукта. 
2.2. Возрастание потребления любого продукта при сохране­

нии потребления всех других продуктов ведет к возрастанию по­
лезности. 

2.3. Полезности убывают с ростом потребления. 
2.4. Полезности возрастают с ростом потребления. 

3. Что означает следующее свойство функции полезности: 
g<o,/e(i,«)? 

Варианты ответов: 
3.1. Полезность каждого продукта увеличивается, если растет 

объем потребления любого другого продукта. 
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3.2. Полезности убывают с ростом потребления. 
3.3. Полезности возрастают с ростом потребления. 
3.4. Возрастание потребления любого продукта при сохране­

нии потребления всех других продуктов ведет к возрастанию по­
лезности. 

4. Что означает следующее свойство функции полезности: 

Варианты ответов: 
4.1. Полезность каждого продукта увеличивается, если растет 

объем потребления любого другого продукта. 
4.2. Полезности убывают с ростом потребления. 
4.3. Полезности возрастают с ростом потребления. 
4.4. Возрастание потребления любого продукта при сохране­

нии потребления всех других продуктов ведет к возрастанию по­
лезности. 

5. Определите максимальную полезность (П) функции/(лс) = 
= ^ а , \п(х — Xmin) с бюджетным ограничением J^c/X/ = 100, где 

6. Какое из свойств производственной функции является 
лишним? 

Варианты ответов: 
6.1./(xb...,0,...,x„) = 0. 
6.2. V/1^ > 0. 

OXi 

6.3. Vx/(x) > 0. 
6 . 4 . V , g < 0 . 

7. Что означает следующее свойство производственной функ­
ции:/(A;I 0,...,лг„) = 0? 
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Варианты ответов: 
7.1. Без затрат хотя бы одного ресурса нет выпуска. 
7.2. При увеличении затрат любого ресурса выпуск растет. 
7.3. Убывающая эффективность затрат. 
7.4. Эффективность каждой переменной / не уменьшается с 

ростом любой переменной^. 

8. Что означает следующее свойство производственной функ­
ции: V/ | ^ > 0 ? 

axi 
Варианты ответов: 
8.1. Без затрат хотя бы одного ресурса нет выпуска. 
8.2. При увеличении затрат любого ресурса выпуск растет. 
8.3. Убывающая эффективность затрат. 
8.4. Эффективность каждой переменной / не уменьшается с 

ростом любой переменнойу. 
9. Что означает следующее свойство производственной функ­

ции: V/ 2 < О? 
Варианты ответов: 
9.1. Без затрат хотя бы одного ресурса нет выпуска. 
9.2. При увеличении затрат любого ресурса выпуск растет. 
9.3. Убывающая эффективность затрат. 
9.4. Эффективность каждой переменной / не уменьшается с 

ростом любой переменнойу. 

10. Что означает следующее свойство производственной функ­
ции: v/,y ^ > О? 

Варианты ответов: 
10.1. Без затрат хотя бы одного ресурса нет выпуска. 
10.2. При увеличении затрат любого ресурса выпуск растет. 
10.3. Убывающая эффективность затрат. 
10.4. Эффективность каждой переменной / не уменьшается с 

ростом любой переменной^*. 

11. Какая из функций является производственной функцией 
Кобба - Дугласа? 
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Варианты ответов: 
иЛ.у{К,1) = аоК''Ч''^. 
U.2.yiK,L) = aoiK''^+L''^). 
U.3.yiK,L) = iK'''L''^y°. 
ПА.у(К,1) = К''^ /L"^). 
12. Найти оптимальные вложения в капитал (К) и труд (L) в 

следующей задаче для функции Кобба - Дугласа: 

таку{К,1); CKK+CIL < G; 
KyLt 

оо = 1. о\ = 1, 02 = 2, 
СА: = 2, CL = \, G = 1 0 . 



Глава 6 
ОПТИМИЗАЦИЯ ЭКОНОМИЧЕСКОЙ 
ДИНАМИКИ 

Экономические задачи могут рассматриваться в статике, без учета 
изменений их параметров во времени. В динамических задачах ана­
лизируется изменение основных экономических параметров в их 
взаимосвязи и в зависимости от времени. Время в динамических 
задачах может рассматриваться как дискретное, так и непрерыв­
ное. В первом случае исследуется изменение параметров скачком 
за фиксированное время, например за год, и аппаратом для их ана­
лиза служат разностные уравнения. Во втором случае параметры 
изменяются непрерывно, и их изменение описывается дифферен­
циальными уравнениями. Так как одним из методов решения 
дифференциальных уравнений выступает метод конечных разно­
стей, уровень сложности моделей примерно одинаков, результаты 
моделирования сопоставимы. 

Основными показателями экономической динамики являются 
темпы роста и прироста некоторой функции/(О, связанные со 

скоростью изменения функции f{t) = -^^. Непрерывный темп 
fit) прироста есть функция X(t) = j ^ . Рост функции с постоянным 

темпом на интервале [О,/] определяется какДО =/(0)е^. Для 
общего случая 

о о 

Темпы прироста для дискретного случая определяются как 

аппроксимация производной конечной разностью Xk = d/ w ч-
JW(tkn -tk) 
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6Л. 
Стационарные точки 
и устойчивость динамических моделей 
Напомним некоторые сведения о дифференциальных уравнениях. 
Задачей Коши называется решение системы уравнений первого 
порядка, обычно записанных в нормальной форме У —f{x,t\ x{t) G 
6 /?", или покомпонентно 

f ^i=/i(^bA:2,...,^«,0; 

^2 ~^(-'''b^2j---j^/ij0? (6.1) 

С известными начальными условиями X(0|^^Q = х^. 
Аналитическое решение этой задачи возможно лишь в частных 

случаях. Численное решение можно выполнять различными мето­
дами. Мы используем простейший метод Эйлера 

Xk+\ =Xk + hf(xb tk\ XQ = x^, (6.2) 

где JCjt - значение вектор-функции x{t) в моменты времени / =/)t, к = 
= 0,1,2,...; 

h - шаг интегрирования. 

Если шаг интегрирования совпадает с периодом дискретной 
модели, это соотношение и есть дискретная модель. Однако следует 
иметь в виду, что между дискретной и непрерывной моделью есть 
соответствие с точностью порядка ch при условии устойчивости 
разностной схемы. 

Стационарной точкой называется решение алгебраического 
уравнения 

в этих точках Зс производная У = 0. Точка может быть устой­
чивой, тогда при малых отклонениях от положения равновесия 
решение возвращается к этому равновесному состоянию, или в про­
тивном случае неустойчивой. 
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Вопрос об устойчивости стационарного состояния решается на 
основе линейного приближения - линейного дифференциального 
уравнения в отклонениях от стационарной точки: 

ix^x)'^A{x^x\ A = {aij), ау=^\ _. (6.4) 
OXj \х=:Х 

Вопрос об устойчивости равновесного состояния решается в 
связи с собственными числами матрицы частных производных А. 
Если все действительные части» собственных чисел Х,̂ , Л: Е [1,«], 
матрицы А отрицательны, точка х устойчива. 

Для линейного уравнения 

х'^Ах-^-Вщ jc(0) = A иеВ!^, BeB^xir, (6.5) 

справедлива формула Коши 

x(t) = е^^х^ + [ e^^'-'^Bu{x)dx. (6.6) 
о 

В этой формуле первое слагаемое описывает поведение системы 
при нулевых начальных условиях, второе - влияние на решение 
возмущающих или управляющих переменных и. Отрицательность 
собственных чисел обусловливает стремление первого слагаемого 
к нулю и тем самым возврат решения к стационарной точке при 
отсутствии возмущений. 

6Л. 
простейшие модели экономической динамики 
Паутинообразная модель дцнамнки. Эта модель позволяет ис­
следовать устойчивость цен и объемов производства на рынке, 
описываемом кривыми спроса и предложения некоторого товара. 
Кривая спроса Si(p) характеризует зависимость объема спроса S на 
товар от цены товара в данный период /. Кривая предложения Di(p) 
характеризует объем предложения товара в зависимости от его це­
ны. Равновесная ценар, рынка определяется равенством спроса и 
предложения Si(p) = Diip), 
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Пусть производитель товара определяет объем предлагаемого 
товара на основе спроса и цен, установившихся в предшествующем 
периоде: 

Qi(pd = Si^i(Pi^iy (6.7) 

Схема решения этого уравнения проста: через объем go в 
начальный период определяем/?о = ^о^Чбо)- Объем производства 
товара в следующий период определится спросом Qi = S\(po), и 
так далее. Если кривые спроса и предложения не меняются, то 
колебания цен будут определяться только начальным отклонением 
цены от равновесной. Динамику цен и объемов производства в этом 
случае иллюстрирует документ Mathcad на рис. 6.1. 

Модель Калдора. Рассмотрим вопрос об устойчивости ре­
шения обыкновенного дифференциального уравнения (ОДУ) на 
примере модели Калдора, пытающейся объяснить циклические ко­
лебания экономической активности факторами формирования сбе­
режений S(y) и инвестиций 1(у), у ~ доход. В этой модели объемы 
сбережений и инвестиций являются не линейными, а логистически­
ми (^-образными) функциями. Пример таких функций приведен в 
документе Mathcad на рис. 6.2. 

Равновесие достигается при такой величине дохода у, когда 
S(y) = 1(у), Таких точек три, однако устойчивых только две: у\ 
и J35 так как именно в них производная функции f(y) ~ 1(у) — 
— S(y) отрицательна. Изменение дохода в такой системе можно 
представить в виде дифференциального уравнения 

f = / 0 ' ) (6.8) 

С начальным условием у(0) ~у^. Если величина дохода соответ­
ствует одному из равновесных состояний, он может сохраняться 
неограниченно долго. Однако любые изменения в экономической 
ситуации приведут при неустойчивом равновесии (в точке уг) к 
переходу в одну из устойчивых точек у\ или у-^ в зависимости от 
ухода влево или вправо от положения равновесия. Для устойчивых 
точек при малых отклонениях от положения равновесия произой­
дет возврат к этому же состоянию. Однако это справедливо при 
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а := 1 b := .2 
2 

П(х):=е '̂̂  f2(x):= 
х:=1 Given Щ^-Щх) 
х0= 1.152 fl(xQ = 0.265 

I 

fl(x) 

^(х) 0.5 

fl(xO) 
еео 

0 

xO:=Find(x) 

x:= 0,0.02.. xO+ 1 

I—V 1 1 1 1 

0 0.5 

Объем производства 
из функции спроса, 

QQ - начальный объем 
х:=1 д^:=.6 

Qi 
Q2 

п 
п 
п 
Об 

Г 

= C(PQ) Q J = 0.102 

= f2(pj) Q2 = 0.456 

= f2(p2) Q3 = 0.157 

= 0(Рз) Q^ = 0.37 

= G(pJ Q3 = 0.199 

= С(рз) Q^ = 0.323 

= f2(p^) Q3 = 0.199 

i:=0..7 
2 

• P i '-' 

Qi 1 

хО 
0.5 

и 
( 

'A л 

Vv 
} 

1 1.5 2 
x,x,xO 

X - цена товара; 
f1 - функция спроса; 
f2 - функция предложения; 
хО - равновесная цена; 
f(xO) - равновесное производство 

2.5 

Определение цены из Цена в период 
функции предложения 

Given А(х) = 0^ pQ:=FindW р̂  = 0.715 

Given fl(x) - Qj 

Given n(x) = Q2 

Given fl(x) =r Q3 

Given fl(?0 = Q4 

Given fl(x) = Q̂  

Given П(?0 •= Q^ 

Given fl(x) = Q^ 

^ 

5 
1 

: 

1 

Pj:=Find(x) Pj = 1.51 

Р2 := Find(jO Р2 = 0-886 

p3:=Find(jO P3 = 1.361 

P4:=Find(>0 P4 = 0.997 

p-:=Find(x) p-= 1.271 

p^:=Find(x) p^= 1.063 

p^:=Find{x) P7=1.22 

колебания цен Pj и обьемов 
производства Qj в паутино-
образной модели в зависимости 
от периода производства i, 
хО - равновесная цена 

Рис. 6.1. П^тинообразная модель 
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s:=2.2 a:=-.9 i:=0..18 h:=0.1 y. :=ih 

S(y):=s(y + a ) ^ - a 4 2 I(y) := 3.y + 2.5 - S(y) % ) := 1(у) - S(y) 

1 S(yO 4 

0 

1 1 1 

I 1 1 
0 0.5 1 1.5 

Логистические функции 
потребления и инвестиций 

2 

У| 

Определение точек равновесия 

у :=0 у1 :=root(f(y),y) у1 = 0.034 S(yl) = 1.301 

у:=1 y2:=root(f(y),y) у2 = 0.987 S(y2) = 2.73 

у:=2 y3:=root(f(y),y) уЗ = 1.679 S(y3) = 3.768 

Определение устойчивости точек { 

df(y):=i-(f(y)) df(yl)=-6.896 устойчивая 
dy 

df(y2) = 2.9 неустойчивая 
df(y3) = -5.006 устойчивая 

Рис. 6.2. Модель Калдора 

постоянных функциях инвестиций и сбережений. Периодические 
изменения деловой активности приведут к деформации этих функ­
ций, что и объясняет циклический характер развития экономики. 
Документ Mathcad на рис. 6.3 иллюстрирует эти случаи. 

Модель Самуэльсона - Хикса. В этой модели представлены 
два субъекта хозяйствования: домашние хозяйства и фирмы. Объем 
потребления в текущем периоде определяется величиной дохода 
предыдущего периода: 

St-=^So + Cyyt-.u 0<Cj;< 1. (6.9) 
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Т:=4 

Уо:=1.2 

u,:=0.5 

Ук 

"к 

у1 

уз 

У2 

N:=50 h: 

Ук+Г=Ук + 

V r = " t 
2 

1.5 

1 

0.5 

и 

1 

\ 
\ 

- . • • ^ ^ . - . 4 -

0 1 

= - k:=O..N 
N 

h.f(yj Zo:=y2 z^^,:=z^+hf(z^) 

. . интегрирование дохода 
с "̂  ("к/ с различными начальными условиями 

1 1 

— . — . ^ 4 ' — « — ' — 1 — " - - ^ 

2 3 

изменение дохода 
при различных 
начальных условиях 

4 
kh 1 

Рис. 6.3. Устойчивые точки равновесия 

Объем инвестиций зависит от прироста дохода предшествую­
щего периода: 

It = Ci(yt-i-^yt-2l 0<Ci<L (6.10) 

Если обозначить через Bt внешние инвестиции, получим раз­
ностное уравнение этой модели: 

yt = Cyyt-i-^Ci(yt^i -yt-2)+Bt, (6.11) 

Непрерывный аналог этой модели представлен следующим 
дифференциальным уравнением второго порядка: 

d^y dy 
dfi а~- + Рз;+5(0, а = - - 1 + С ,̂ Р = ~2 + С^н-С/, (6.12) 

с начальными условиями д̂ (0) = 50= j^o, У(0) = у\ — 7о-
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в матричном виде эту систему можно записать так: 

О' 
UJ v« pJUJ ̂ •в 

В документе Mathcad на рис. 6.4 дано сравнение решений 
дискретной и непрерывной модели с постоянным значением В, 

Стационарная точка модели определяется из (6.12) при равен­
стве производных нулю: 

В 

устойчивость этой точки - собственными числами X матрицы А, 
Если действительные части собственных чисел отрицательны, си­
стема устойчива. Отметим, что в случае комплексно-сопряженных 
корней характеристического уравнения в системе присутствует 
колебательное движение. Так, в данном примере система колеба­
тельная и устойчивая. На графике приведено разбиение области 
изменения параметров задачи на области монотонного (выше и сле­
ва от разделяющей область кривой) и колебательного движений. 

6.3. 
Динамика несвязанвоьк 
секторов экономики 

Для примера рассмотрим динамику несвязанной трехсекторной эко­
номики - производство средств производства с производственной 
функцией Yi = F\{Ki,Li% производство предметов потребления с 
ПФ 72 = FiiKi^Li) и «производство» культурных ценностей с ПФ 
Уз = ^з(^з»А)- Здесь yj, АГ„ Ц - объемы производства, затраты 
капитала и труда соответственно в каждом секторе. Если через а, 
обозначить долю произведенного продукта, идущего на накопление 
капитала, через Р, - долю выбытия капитала в каждом из секторов, 
то для изменения капитала во времени имеем следующую систему 
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Су := 0.4 

Уо:=10 

В:=10 

Ci:=.2 

У , - 6 

j:=0..20 

Дискретная модель 

yj+2^=Cyyj+,^ci (y .^ , -y j )+B 

Непрерывная модель 

\̂ -1 + Су -2+Ci+Cy; 

VQ -доход в предыдущий период; 
у̂  - доход в настоящем; 
У|+2"Л°^^А в будущем; 
Су - коэффициент потребления; 
Ci - коэффициент инвестиций; 
А - внешние инвестиции. 

<о> Уо 

?->,,р.(«1 <i> 

Сравнение дискретной и непрерывной модели 

eigenvals(A(-l + Су,-2 + Ci+ Су)) = 
-0.7+0.3321 

-0.7-0.332i 

А(а,р):=, 
<а Р, 

eigenvals (А(а, р)) -

О 1 

1р + 1(рЧ4.а) 

fp-f(p^4.af 

Су-1 
V - / V - / V . / 

Численное определение 
собственных чисел 

Аналитическое определение 
собственных чисел и уравнение 
линии, отделяющей действи­
тельные корни от сопряженных 

2 - 1 2 
Р + 4а solve,а - > — р 

разбиение области изменения 
параметров на области 
апериодического и колебательного 
движений, X - расчетная точка 

Рис. 6.4. Области монотонного и колебательного движений 
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дифференциальных уравнений: 

^ DKi 
dt 

РКг 
dt 

РКг 
dt 

= а2Г2(^2,12)-р2^2; (6.14) 

Пусть первоначальный капитал, вложенный в эти сектора, со­
ставляет Ki(0) = Kf, вложения в труд постоянны: L,(0 = L/. Реше­
ние дифференциального уравнения покажет изменение капитала, 
следовательно, и производства во времени. Эти изменения иллю­
стрирует документ Mathcad на рис. 6.5. 

Из приведенных графиков видно, что с течением времени капи­
тал и остальные показатели стабилизируются. Стационарная точка 
определится как решение системы алгебраических уравнений, при­
чем эта точка не зависит от начальных условий ~ первоначального 
вложения капитала: 

0 = а2Г2(^2,^:2)-~р2^^2; 

[ о = азГз№,А)-РзА:з. 
(6.15) 

Посколы^ эти уравнения не связаны, их можно решать каждое 
в отдельности. Решение для одного из уравнений (первого) при­
ведено в документе Mathcad на рис. 6.6. Устойчивость этой точки 
можно определить по знаку производной. Так как производная от­
рицательна, стационарная точка устойчива. 

6.4. 
Динамика связанных секторов экономики 
Рассмотрим модель трехсекторной экономики, охватывающей про­
изводство средств производства, производство предметов потреб­
ления и производство культурных ценностей с производственными 
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n:=100 i:=0..n h:-1 

("1.002^ 
|aO:= 

1 

a := 

1 1 J 
'2^ 
.3 

. 4 , 

Y(K,L):= 

al:= 

Р:= 
ГлЛ 

.2. 

<.з] 

:й^) 
L<i+l>^^^(i> 

5 

I 

Г 0.5382' 
.6 

1 -5 J 

("0.4518^ 
а2:= 

K«J 
\ 

1^ 
1 

1> 

4 

. 5 J 

L:= 
(\ 

1 

.1 

Л 

) 

А := diag(a) В := diag(|3) А j ^ := 

^-Ь-(А.У(КЧО-В.К^^^) 

/ 1 / 
Г / 

1 1 

/ 

у . 1 
0 50 1 

ih 

1 

4.46 
2.61 

J .77 

I VR , ь/ = 

9 

V 
'2.24Г 

1.746 
,1.333, 

Z Y ( K J , 0 = 5 . 3 2 
ЭО 

Динамика изменения капитала по секторам 

1:=с11а8(а)у(кЧ0 1 = 

S : = Y ( K 4 L ) - I S = 

^0.448^ 
0.524 

,0.533, 

/"1.793 
1.223 

1 0.8 

= .0 

величина капитала 
в конце периода 
по секторам 

величина дохода 
в конце периода 
по секторам 

1 суммарный доход 

у расходы на капитализацию 
Z-1-1.505 по секторам и в целом 

ч 
Y потребление по секторам 
2-fS = 3.815 нецелом 

Рис. 6.5. Динамика несвязанных секторов экономики 

функциями Y\{K\^L\)^ YiiKi.Li), Y'^{K^,L^) соответственно. Пусть 
aij - матрица коэффициентов инвестиций дохода сектора / в капитал 
секторау, Р, - доля выбытия капитала из соответствующего сектора. 
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аО:= 1.002 al:= 0.5382 

Y(K,L):=aO.K^ .̂L^ 

f(K,L):=a.Y(K,L)-pK: 

ldK(K,L):=a.aOK^ .̂—аЯ-
1 ^ 
Y(K,L):=aO.K^^L^ Knp : 

Given a • Y(Knp, 1) ~ P Knp 

а2:= 0.4618 а := .2 [3:=.1 

я 10785528 4̂ 18 символьное 
—f(K,L) -> L̂ ^̂ ^ - .1 вычисление 
dK ' .4618 производной 

р присвоение функции результата 

= 10 
вычисление 

•= 0 Кпр := Find(Knp) Knp = 4.505 предельного! 
значения 

dK(Knp, 1) = -0.046 величина производной в стационарной точке 

Рис. 6.6. Определение стационарной точки и устойчивости 

Тогда динамику экономики можно описать векторным дифферен­
циальным уравнением 

j^K(t)^aY{K,L)^PK, (6.16) 

где K,Y,L- векторные функции соответствующей размерности, в дан­
ном случае 3. 

Это уравнение должно быть дополнено начальными условия­
ми - распределением капитала в начальный момент времени К{0) = 
= К^, Если трудозатраты считаются постоянными, то ]^L = L .̂ 

Рассмотрим конкретный пример развития экономики для мат­
рицы инвестиций 

/0,1 О 0̂  
а = 0,1 0,2 О 

\ О 0,1 0̂  
Такая матрица означает, что капитальные вложения в первый 

сектор составляют 10% его дохода, во второй - равны 10% до­
хода первого сектора и 20% дохода второго, в третий сектор -
10% дохода второго сектора экономики. Задавая конкретный вид 
производственных функций, доли выбытия капитала и начальные 
условия, получим развитие экономики, представленное в документе 
Mathcad на рис. 6.7. 
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n := 200 i := 0.. n h : 

aO:= 

1 
A:= 

' 

Y(K, 

^1.002^ 
.98 

I 1 J 
al:= 

^.1 0 0' 
Л .2 0 

^0 .1 0, 

^0.5382^ 

.6 

Л 0 5 ^ 

. р:= 

Ь):=йЛЯ 

.2 
^0.05; 

к^*+^^=к^'^ + h.(A•Y(^c<^L) 

5 

{K% 4 

. . . . ^ 

1 

= 1 

/̂ 0.4518^ 
а2:= 4 

. 5 J 
ГО 

К<'^:= 1 

И> 

ГО 
L:= 

' 
1 

. 1 . / 

B:=diag(p) 

-ВК^*^) j :=n 

Динамика изменения капитала по секторам 

. - ' 

L 1 
0 100 

ih 

Р - ^ • " к<̂  = 
Г4.459^ 

3.021 
I 'X 7Q7 ) 

Y(K4L)= 

величина капитала 
в конце периода 

( 2.24 ^ 
1.903 

V 1.949, 

величина дохода 
в конце периода 
по секторам 

Z Y ( K J , L ) = 6.092 суммарный доход 
200 

Рис. 6.7. Динамика связанных секторов экономики 

6.5. 
Формулировка принципа 
максимума Поитрягииа 
Рассматривается управляемая система с ОДУ 

dx 
dt 

=/(х,и), х€В", u€R"nU, 

с начальными и конечными условиями 

х((о = 0) = хо, х(1=Т) = Хк 

(6.17) 

(6.18) 
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и критерием эффективности 
т 

1= lfo(x,u)dt-^min. (6.19) 
о 

Введем дополнительную переменную л:о, подчиняющуюся диф­
ференциальному уравнению 

^=/о(х,и), хо(0) = 0. (6.20) 

Эта переменная представляет собой значение критерия в теку­
щий момент времени 

/ 
4{t)^ JMx,u)dL (6.21) 

О 

Теперь будем рассматривать расширенную систему ОДУ 

ах\ г i \ 
1Г=^'^^'"^' (6.22) 

^ = / « ( ^ , « ) 

с начальными условиями дс,(0) = д:^,«= 0,1 > • • •, «• 

Введем гамильтониан Я и вектор сопряженных переменных р: 

H(x,u,p) = (pJ^ = J2p,fk, f = - ^ > (6-23) 

или, в скалярной форме: 

Поскольку все функции правых частей/t(x, w) не зависят от 
переменной дсо, то уравнение для ро тривиально, и принимают 
обычно ро(1) = const = — 1. 
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Принцип Понтрягина. Пусть u{t), О < t <Т, - такое допу­
стимое управление, т.е. удовлетворяющее ограничению и е f/, что 
соответствующая ему траектория х(0, выходящая из точки х(0), про­
ходит в момент времени Т через точку х(Т). Для оптимальности 
управления u(t), траектории x{t) необходимо существование такой 
непрерывной ненулевой вектор-функции (Ро(0, ..., PmiOX что: 

а) для любого t € [О, Г] гамильтониан достигает максимума, т.е. 

тахН(р,х,и) = Я*(р*,х*,«*); 
иеи 

б) в конечный момент времени t=T выполняется соотношение 

Н\Т) = 0. 

Таким образом, принцип максимума требует решения краевой 
двухточечной задачи 

§ = / ( ^ , « ) , (6.24) 

для решения которой необходимо задать 2т начальных условий. 
В задаче с фиксированным временем и закрепленными концами 
х(0) = дс̂ , х(Т) = JC* содержится необходимое число констант для 
определения решения. Исключая из дифференциальных уравнений 
управление и^ = argmaxЯ(Jc,̂ ?,w), получим замкнутую систему для 

и 
неизвестных вектор-функций хир. 

Принцип максимума дает необходимые условия минимума ин­
теграла (6.21) и основан на игольчатой вариации функционала. 
Достаточность принципа требует анализа второй вариации. От­
метим только, что для линейных дифференциальных уравнений 
условия принципа максимума необходимы и достаточны. 

Наибольшую трудность в случае применения принципа макси­
мума вызывает решение двухточечной краевой задачи. Кроме того, 
решение ищется в виде программного управления, т.е. функция u(t) 
является функцией времени. 

Динамическое программирование дает решение задачи в виде 
синтеза, управление и(х) является функцией координат динами­
ческой системы, однако в непрерывной постановке приводит к 
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решению задачи Коши, но для нелинейных уравнений в частных 
производных. Эта задача более сложная, чем решение обыкновен­
ных дифференциальных уравнений, ее, как правило, решают на 
некоторой сетке, заменяя непрерывное время дискретными значе­
ниями. 

Задача с фиксированными концами 
(увеличение капитала до заданного значения) 
применим принцип максимума для решения задачи оптимального 
накопления капитала от начального значения ^ (̂0) = А^ до конеч­
ного значения К(Т) = К^ за фиксированное время Т. Уравнения 
движения имеют следующий вид: 

jK(t) = aY{K,L)^^K, (6.25) 

критерий оптимальности 
т 

1= I L^{t)dt, (6.26) 
о 

гамильтониан 

H(K,L,p) = -L^ +paY(K,L) - ^К, (6.27) 

сопряженная переменная 

f = -p(a^n/:,i)-p), (6.28) 
на управление L наложены ограничения 0<L< Lm, 

Решение этой задачи иллюстрирует документ Mathcad на 
рис. 6.8. 

В данном случае ограничение на предельные затраты на труд 
Z/W = 5 оказалось неактивным. Если эти затраты не могут превы­
шать 2,3 единицы, ограничение станет активным, решение задачи 
для этого случая показано на рис. 6.9. 
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аО := 1.002 al := 0.5382 а2 :=t 0.4618 
Y(k,L) := aOK^^L^ a := .3 p := .2 
f(K,t) := aY(K,L) - РК Lm:= 5 

Ham(K,L,p) := pCaaOK^^L^ - р к ) - L̂  

8H8L(K,L,p) := p.aa0.a2K^^L^"'^ - 2L 

Lmax(K,p) := min 

1 
a2~2 

, Lm 

производственная функция, 
коэффициенты капитализации и 
выбытия, дифференциальное 
уравнение 

гамильтониан 

производная гамильтониана 

максимум гамильтониана 

раа0а2К 

1(К,р) :=aY(K,Lmax(K,p)) - рК 

fs(K,p) := --p(aaOal.K*^"^.Lmax(K,p)^-p) fmax(t,x): 

Y.= l ^:^3 n(tl,v):= 

[fs(xo,x,)J 

краевая 
задача 

'" 0̂ * '̂ O определение на­
чальных условий 

f2(a,x) := XQ- хк̂  a := sbval(x,tl,t2,fina\fl,f2) 

N:=100 i:=O..N Xj:=aQ y ^ := 

Рост капитала 
3 

Ч̂  

(г'П 2\-

z := rkfixed(y,0,10, N, fmax) 

Сопряженная переменная 
40, 

Lmax[(z<»),(z<^)J 2 ^ Оптимальные трудозатраты 

Рис. 6.8. Оптимальное увеличение капитала до заданного значения 
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2.5 

LmaxKz j.,Vz / J 2 r 

1.5 
0 5 10 

Сопряженная переменная 

(Л 

40 

35 

30 

25 

^ 

1 
0 5 

(Л 

—п 
Уч 

i 

1 

Оптимальные трудозатраты 

Рис. 6.9. Решение задачи с ограничениями на труд 

6.7. 
Условия трансверсальности 
в общем случае конечное состояние системы (для простоты рас­
смотрим этот случай, все рассуждения справедливы и для началь­
ного состояния) задается на некотором множестве М\ (плоскости, 
линии и т.п.), а не в виде фиксированной точки пространства со­
стояний. Пусть 5'ь «$2,..., iSjt,^ < т , ~ гладкие гиперповерхности, 
заданные уравнениями 

9i(xi,X2,...,x^)^0, 
ф2(л:ь^2».-.,^т)^0, (6.29) 

Множество всех точек, удовлетворяющих уравнениям (6.29), 
называется (т ~ А:)-гладким многообразием, если в каждой точке х 
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векторы 
grad ф/(л:), / = 1Д, (6.30) 

линейно независимы. Через I/, / = 1Д, обозначим касательную 
гиперплоскость к гиперповерхности 9i(xb£2>->^/w) = О в точке 
JC. Пересечение гиперплоскостей I,, / = 1Д, представляет собой 
(т — t̂)-мepнyю касательную гиперплоскость многообразия Mi в 
точке X. 

Пусть теперь имеем задачу оптимального управления, в которой 
требуется перейти из известного начального состояния в некоторую 
T04iQ̂  лс* € Л/л с минимальным значением критерия оптимальности. 

Если многообразие вырождается в точку, имеем задачу с фик­
сированным концом, в противном случае - задачу с подвижным 
правым концом. Заметим, что если положение точки х/^ еМ\ из­
вестно, то имеем задачу с фиксированными концами, и для нее 
должен выполняться принцип максимума. Этот принцип остается 
в силе и для задачи с подвижными концами. Однако нужно еще 
г — т — к соотношений дополнительно к к уравнениям (25). Эти­
ми соотношениями и являются условия трансверсальности. Пусть 
:яс̂  € A/i - некоторая точка, а Ti - касательная плоскость многообра­
зия М\ в этой точке. Размерность плоскости Т\ есть г. Пусть также 
x{t\ u(t)y t\<t>t2y- решение задачи с закрепленными концами, а 
pit) - соответствующий векгор сопряженных переменных. 

Условия трансверсальности на правом конце траектории состоят 
в том, что векторр(0|^_7' ортогонален плоскости Т\. Аналогичны 
условия трансверсальности на левом конце. Для этого достаточно 
рассмотреть множество MQ размерности q и касательную плоскость 
Го размерности m — q, 

6.8. 
Задача со свободаым правым концом 
(максимизация потребления) 
в задаче со свободным правым концом и фиксированным време­
нем имеются только начальные условия палевом конце траектории. 
Рассмотфим такую задачу с максимизацией потребления за счет 
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оптимального коэффициента капитализации a(t) на заданном ин­
тервале времени [О, Т] с критерием оптимальности 

т 
1(a) = [{Х ~ а) Y{K,L)dt, (6.31) 

о 
с уравнением изменения капитала 

jK{t) = (xY{K,L)-^K, К(0) = К^ (6.32) 

и постоянными затратами труда L = const. 
Гамильтониан Н примет следующий вид: 

Н{К,а,р) = (1 - а) Y{K,L)'^p(aY{K,L) - (ЗЛО- (6.33) 

Гамильтониан линеен по управлению a(t), поэтому его мак­
симум достигается в одной из двух крайних точек Omin и ащах в 
зависимости от знака сомножителя при а. 

Поскольку на правый конец траектории (на величину капитала 
в конечный момент времени) не накладываются никакие условия, 
вектор сопряженных переменных в конечный момент времени дол­
жен быть ортогонален всему пространству. Единственный вектор, 
удовлетворяющий этому условию, - вектор р(Т) = 0. Это условие 
совместно с начальным значением капитала позволяет вьщелить 
единственное решение краевой задачи принципа максимума, пред­
ставленное в документе Mathcad на рис. 6.10. 

Полезно сравнить полученное оптимальное решение, в котором 
вначале происходит накопление капитала с максимальным значе­
нием а, а затем - только потребление дохода, с решением такой 
же задачи, но с наилучшим постоянным значением коэффициен­
та капитализации. Решение и сравнение приведены в документе 
Mathcad на рис. 6.11. 

Как видно из приведенных величин, с динамическим коэффи­
циентом а суммарное потребление в полтора раза больше, чем со 
статическим. 
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аО := 1.002 al := 0.5382 а2 := 0.4618 L := 1.3 производственная функция, 
коэффициенты капитализации 

Y(K,L) := aOK^^L^ а := 0.3 р := 0.2 и выбытия, затраты труда 

Ham(K,L,p):=0-ct)Y(K,L)+p.(aY(K,L)-pK) гамильтониан 

атах(К,р) := ifKaOalK^*"^L?7(p~ 1) ̂  0,l,oJ максимум гамильтониана 

1(К,р) := amax(K,p)Y(K,L) - р к краевая задача 

fs(K,p) :=-[(1~атах(К,р)).(аОа1К^^'"*-Л] - p(amax(K,p)aOal.K^^"'^L^- р) 

fmax(t,x) := t^CvOj 
)(ц:=2 х1^:=3 n(tl,v): 

f^^ 
K'oj 

определение на-
tl := о а := 10 VQ :- 1 чальных условий 

f2(t2,x) := X, - О a:=sbval(x,tI,G,finax,n,f2) N:=100 i:=O..N 

x,:=ao у 
<0> 

Рост капитала 
10 

z:= rkfixed(y,0,10,N,fmax) решение задачи Коши 

Сопряженная переменная 
2( 

(гЧ 

x[(z<->),(z<^)J Оптимальное а 

Рис. 6.10. Решение задачи со свободным правым концом 
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fa(a):= 
for ieO.. N 

определение 
оптимального a в статике 

a := Maximize (fa, a) 

a = 0.557 ali:=amax 

sl.:=(l~a>Kl. I : = y s l - ~ 1 = 20.506 
» » i * N 

Ч •= ^^0 * î+1 =̂ ^ î ̂  («JiY(K2i,L) - PK2.).^ 

s2j := (1 - ali)K2j ^•=X^^i'~ "̂''̂ •̂ ).261 

суммарное потребление 
в статике 

суммарное потребление 
в динамике 

K2i 

Sli 

s2i 

Kl, К2 - рост капитала в статике 
и в динамике, 

si, s2 - изменение потребления 
в статике и в динамике 

Рис. 6.11. Сравнение решений в статике и динамике 

6.9. 
Задача с подвижным правым концом 
Рассмотрим задачу оптимального управления в двухсекторнои эко­
номике с моделью изменения капитала в виде системы двух диффе­
ренциальных уравнений 

\K'J \а2, a22)\Y2iK2,L2)J \hK2j 
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с начальным значением капитала 

'^ i (0 ) \ 
( 1 I ^ и. I (6.35) 
V^2(0)/ 

И соответствующими производственными функциями. Эти уравне­
ния могут описывать производство средств производства и произ­
водство предметов потребления, с перекачкой дохода из сектора в 
сектор с коэффициентами ау, i 7̂ 7, капитализации дохода в каждом 
секторе с коэффициентами а/, и выбытия капитала с коэффициен­
тами Р/. В качестве управления рассмотрим вектор трудозатрат L и 
критерий оптимальности - суммарные трудозатраты на интервале 
развития экономики [О, Г] 

т 
J = j{L\{t)-^Ll{t))dL (6.36) 

о 

Гамильтониан H(K,L,p) примет вид 

H(K,L,p) = ^L]^Ll + 

+P2{a2iYi(KuLi)+a22Y2(K2M)-hK2)^ (6.37) 

Условия максимума гамильтониана сводятся к равенству нулю 
частных производных: 

' яГ = -2Zi +(р\аи +P2a2i)—W-^-^ = О, 
(6 ^R\ 

^ — = ^2L2 + ( P i a , 2 + / . 2 a 2 2 ) - ^ = 0. 

Решение этих уравнений дает следующее выражение для макси­
мизирующего вектора управления при производственных функциях 
Кобба - Дугласа: 

{ 
L\ = (0,5a0ia2,<'(p,an ^рхО-гх))"^' ^ 
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Уравнения для сопряженных переменных определятся из усло-
ф дН 

, ' (6.40) 
— = -(Piai2+P2a22) ^̂ ^ +Р2^2-

Решение краевой задачи (6.38), (6.40) с ибпользованием (6.39) 
для исключения переменных/, определит оптимальную траекторию 
для прямых и сопряженных переменных, а через них - и оптималь­
ное управление через уравнение (6.39). В этой задаче необходимо 
задать четыре константы для выделения единственного решения. 
Начальные условия (6.29) дают только две константы. В задаче с 
фиксированными концами задаются еще два условия на значения 
капитала в конце периода. 

Программа для решения этой задачи приведена в документе 
Mathcad на рис. 6.12. 

Для сравнения на рис. 6.13 приводятся результаты решения этой 
же задачи для несвязанных секторов экономики; в этом случае 
коэффициент а21 = 0. 

Если в задаче требуется не фиксированное значение капитала 
в конце периода [О, Г], а, например, определенное соотношение 
между капиталом в секторах, задаваемое функцией 

Ki=q>(K2% (6.41) 

то два начальных условия (6.35) и условие связи (6.40) не позво­
ляют решить краевую задачу. Недостающую связь обеспечивают 
условия трансверсальности, требующие ортогональности вектора 
сопряженных переменных в конечный момент времени/?(Г) к каса­
тельной плоскости условия (6.41). 

Уравнение касательной (размерность плоскости минус 1) в 
точке К2 

Кх = ф(^2) + фЧ^2)(/^2 - КгУ (6.42) 
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. 1.002̂  f 0.5382 , 
aO:=| ^^1 a.:=( _̂  | a2 

.05 

i°T) параметры модели 
ДВуХСекТОрНОЙ ЭК0Н0М14КИ 

Р:=| I Y(K,L):=\aOK^^L ) производственная функция 

.а2о-2 

Lmax(K,p) := 
[о.5аО(,.а2о.(к/"'(роао,о + Р,а,,о)] 

Г -,а2|-2 
[o.5aO,a2,-(K,f'(р^.ао,! + p,a,, ,)J 

f(K,p) :=aY(K,Lmax(K,p)) - diag(p)-K 

fs_l(K,p,0 := (po-ao.i + p,ai,i)aOjab(Kj)*''"'(Lmax(K,p)jp 

f-fsJ(K,p,0) + P(j.|}o') 

оптимальные 
затраты труда 

прямая система 
.a2i 

fs(K,p):= 

lvai<x) := f 

fsJ(K,p,l) + P,Pi 

fsvar(x) := fs 
Г1. Ы lb J 

сопряженная 
система 

правая часть 
краевой задачи 

fhiax(t,x):= (fvar(x)Q fVar(x)- fsvar(x)Q fsvar(x)-) 

tl:=0 t2:=3 ^:=2 x, := 1 xl^:=3 xk,:=2 v^:»^ v,:=Xp 

4-V 
fl(tl,v):=(xQ X, VQ V,)'' f2(t2,^:= 

V 
a := sbval{x,tl,t2,fmax,fl,C) 

i:=0..20 

x,-xk,j 

z := rkfixed(x, 11, t2,20, fmax) Lm\(z, i) := Lmax 
(z. ЛСъЛ 

1,1 

LV »»2y 

i.3 

Накопление капитала 
4 

Оптимальные трудозатраты 
30 f 

Рис. 6.12. Решение задачи с подвижным правым концом 
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Накопление капитала 

31 

Zi.2 
и* 

Оптимальные трудозатраты 

30 Г" 

Lmv(2,i)o 20 р 

Lmv(z,i)i 
10 

О 

"Г 

_L J_ 
1 2 

Zi,0 

1 2 

Рис. 6.13. Решение задачи для несвязанных секторов экономики 

В конечный момент времени касательная наклонена под углом 
tga = ф' {К2(Т)), скалярное произведение двух векторовр(Г) и каса­
тельного вектора с компонентами (1, (f>XK2(T))) должно равняться 
нулю, отсюда имеем недостающее условие 

p,{T) + i?\K2(T))p2(T) = 0, (6.43) 

Решение задачи с подвижным правым концом для зависимости 
K\(t) = K^iO приведено в документе Mathcad на рис. 6.14. 

Резюме 
Применение аппарата дифференциальных уравнений и теории оп­
тимального управления позволяет решать вопросы устойчивости 
экономического роста, оптимизировать развитие экономики в зави­
симости от разных изменяющихся во времени факторов. Следует 
иметь в виду, что здесь может идти речь только о качествен­
ном характере исследуемых процессов, поскольку использованы 
простейшие модели динамики. Вообще говоря, современные ма­
тематические средства не позволяют пока построить достаточно 
адекватную модель экономики, поскольку присутствует трудно 
формализуемый фактор - человек, создать модель поведения ко­
торого пока не удается. 
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t l :=0 >^:=3 xl^:=3 У^:=>^ 

t2:=3 x^:=l xkj:=2 Vj :=XQ 

vT f2(t2,x):= fl(tl,v):=(xQ x̂  v^ Vj) 

a := sbval(x,tl, t2,finax,fl,f2) 

Х2:=а^ x.:=a- i:=0..20 z:=rkfixed(x,tl,t2,20,fmax) 

X2-2.x,.Xj 

начальные условия 

конечные условия 

Lm\(z, О := Lmax 
/ 7 

1,1 ^ ^ 3 ^ ' 

Накопление капитала 
3 -"Г" 

Оптимальные трудозатраты 

бг" 

(^i.zf 

Lmv(z,i)o 4 Г" 

Lmv(z,i)| 

Т Т 

Г " - Г ^ - 1 
1 2 

Многообразие и движение 
капитала в фазовой плоскости 
на заданное многообразие 

Рис. 6.14. Решение задачи с условиями трансверсальности 

Контрольные вопросы 
1. Что такое стационарная точка динамической системы? 
Варианты ответов: 
1.1. В этой точке правая часть уравнения равна 0. 
1.2. В этой точке независимая переменная равна 0. 
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1.3. в этой точке заданы начальные условия. 
1.4. В этой точке зависимая переменная равна 0. 

2. Что описывает первое слагаемое в формуле Коши x(t) 

о 
Варианты ответов: 
2.1. Вынужденное движение системы. 
2.2. Свободное движение системы. 
2.3. Постоянное слагаемое. 
2.4. Начальное условие. 

3. Что описывает второе слагаемое в формуле Коши x(t) 

о 
Варианты ответов: 
3.1. Вынужденное движение системы. 
3.2. Свободное движение системы. 
3.3. Постоянное слагаемое. 
3.4. Начальное условие. 

4. Что характеризует паутинообразная модель динамики? 
Варианты ответов: 
4.1. Динамику спроса и предложения. 
4.2. Динамику роста капитала. 
4.3. Колебания экономической активности. 
4.4. Динамику цен и объемов производства. 

5. Что характеризует модель Калдора? 
Варианты ответов: 
5.1. Динамику спроса и предложения. 
5.2., Динамику роста капитала. 
5.3. Колебания экономической активности. 
5.4. Динамику цен и объемов производства. 

6. Что характеризует модель Самуэльсона - Хикса? 
Варианты ответов: 
6.1. Динамику спроса и предложения. 
6.2. Динамику роста капитала. 
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6.3. Колебания экономической активности. 
6.4. Динамику дохода и инвестиций. 

7. Что характеризует первый член в уравнении динамики 
экономики ^ = aY{K,L) - ^К1 

Варианты ответов: 
7.1. Инвестиции в экономику. 
7.2. Доход. 
7.3. Капитал. 
7.4. Затраты труда. 

8. Что характеризует второй член в уравнении динамики эконо­
мики ^ = аУ(/!:,1) - р/Г? 

Варианты ответов: 
8.1. Инвестиции в экономику. 
8.2. Доход. 
8.3. Капитал. 
8.4. Выбытие капитала. 

9. Что такое К в уравнении динамики экономики — = 

Варианты ответов: 
9.1. Инвестиции в экономику. 
9.2. Доход. 
9.3. Капитал. 
9.4. Выбытие капитала. 

10. Что такое L в уравнении динамики экономики 

Варианты ответов: 
10.1. Инвестиции в экономику. 
10.2. Доход. 
10.3. Капитал. 
10.4. Затраты труда. 

11. Что такое а в уравнении динамики экономики 

dK 
dt 

dK 
dt 
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Варианты ответов: 
11.1. Коэффициент инвестиций. 
11.2. Доход. 
11.3. Капитал. 
11.4. Коэффициент амортизации. 

12. Что такое Р в уравнении динамики экономики — = 

Варианты ответов: 
12.1. Коэффициент инвестиций. 
12.2. Доход. 
12.3. Капитал. 
12.4. Коэффициент амортизации. 

13. Что такое Y(KyL) в уравнении динамики экономики — = 
= aY{K,L)-^K7 

Варианты ответов: 
13.1. Инвестиции. 
13.2. Доход. 
13.3. Капитал. 
13.4. Затраты на труд. 

14. Какое выражение является гамильтонианом? 
Варианты ответов: 

ил. H{x,u,p) = (pJ)=f:Pkfb 

14.2. ^ = aY{K,L)-^K, 

14.3./(;с) = 52^/1ф-^тш). 
14.4. Y{K,L). 



Заключение 

Развитие экономико-математических методов началось с постанов­
ки и решения задач линейного программирования в 1930-х годах. 
Эти модели и алгоритмы получили значительное развитие и со­
ставляют основу решения задач планирования и распределения. 
Основные проблемы в практическом применении - отсутствие и 
(или) недостоверность исходных данных и борьба с «проклятием 
размерности» задач со многими тысячами переменных. 

Примерно в это же время были заложены основы теории игр. 
Матричная игра двух лиц - простейший случай теории игр, од­
нако он позволяет в принципе понять поведение в конфликтных 
ситуациях. В реальной экономической ситуации число участников 
конфликта значительно больше, они могут заключать соглашения о 
совместных действиях, и это предмет изучения коалиционных игр, 
оставшихся без рассмотрения. 

Эти два направления заложили теоретическую базу системного 
анализа - исследования операций, получившего развитие в приня­
тии решений в военных областях во время второй мировой войны, 
а впоследствии - в экономике, бизнесе и других областях деятель­
ности. 

В 1950-х годах получили развитие методы оптимизации дина­
мических процессов -динамическое программирование и принцип 
максимума. Основываясь на классическом вариационном исчис­
лении, эти методы позволили решать реальные задачи принятия 
решений с учетом их допустимости, т.е. практической реализуе­
мости. 

Динамические задачи характеризуются, как правило, значитель­
ной размерностью в дискретном случае многошаговых задач, или 
вообще бесконечной размерностью в задачах с непрерывным време­
нем. В динамическом программировании «проклятие размерности» 
преодолевается многошаговой оптимизацией функции меньшей 
размерности, что достигается ценой наращивания значительного 
объема памяти ЭВМ, в принципе максимума - оптимизацией га-
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мильтониана в целом по стратегиям, а не по значениям стратегий 
в каждый момент времени. Плата за это - необходимость решения 
двухточечной краевой задачи, связанной со значительными вычис­
лительными трудностями. Следует отметить, что динамическое 
программирование дает решение задачи в форме синтеза, т.е. в за­
висимости от текущей ситуации, а в принципе максимума решение 
получается в виде программы (зависимости стратегии от времени), 
что приводит к необходимости заново решать задачу при изменении 
ситуации относительно рассчитанной по этой программе. 

Следует иметь в виду, что здесь может идти речь только о каче­
ственном характере исследуемых процессов, поскольку использо­
ваны простейшие модели динамики. Вообще говоря, современные 
математические средства не позволяют пока построить достаточ­
но адекватную модель экономики, поскольку присутствует трудно 
формализуемый фактор - человек. 

Напомним, что автор отдает себе отчет об изложении лишь 
небольшого количества из громадного объема магериала по данной 
тематике. Отчасти это вызвано небольшим объемом изучаемого 
курса. Однако есть надежда, что освоение магериала учебного 
пособия побудит специалистов, не имеющих большого опыта в мо­
делировании и программировании, проявить заинтересованность в 
применении экономико-математического подхода к решению своих 
задач. 



Ответы 
на контрольные вопросы 

Глава 1: 1.4; 2.1; 3.3; 4.1; 5.2; 6.1; 7.2; 8.4; 9.1; 10.2; ll:xi = 4 
и Х2 = 24. 

Глава 2: 1.3; 2.2; 3.3; 4.1; 5.4; 6.3; 7.4; 8.2; 9.4; 10.1; 11.4; 12.1; 
13.2; 14: П= 19. 

Глава 3: 1.3; 2.3; 3.2; 4.2; 5.4; 6.1; 7.3; 8.4; 9.4; 10.4; 11: 3= 16. 
Глава 4: 1.2; 2.3; 3.1; 4.2; 5.1; 6.3; 7.4; 8.1; 9.4;. 10.1; 11.1 

12:Ц=0,5. 
Глава 5: 1.1; 2.2; 3.2; 4.1; 5.3; 6.3; 7.1; 8.2; 9.3; 10.4; 11.1 

12: К =1,7 и L = 6,7. 
Глава 6: 1.1; 2.2; 3.1; 4.4; 5.3; 6.4; 7.1; 8.4; 9.3; 10.4; 11.1; 12.4 

13.2; 14.1. 



Задания на выполнение 
лабораторньк работ 

Для приобретения практических навыков решения экономико-мате­
матических задач необходимо выполнить один из вариантов задания 
на выполнение лабораторных работ. Параметры задания определя­
ются из табл. 3.1, где / ~ порядковый номер студента в алфавитном 
списке группы. 

Таблица 3.1 

/ 
а< 

Г 
\ci 

1 
0 
1 
1 

2 
1 
0 
1 

3 
1 
1 
0 

4 
0 
2 
1 

5 
0 
2 
2 

6 
2 
0 
1 

7 
2 
0 
2 

8 
2 
1 
0 

9 
2 
2 
0 

10 
0 
3 
1 

11 
0 
3 
2 

12 
0 
3 
3 

13 
1 
0 
2 

14 
1 
0 
3 

15 
2 
3 
0 

16 
3 
1 
0 

17 
3 
2 
0 

18 
3 
3 
0 

19 
2 
0 
1 

20 
1 
1 
0 

При выполнении задания можно воспользоваться документами 
Mathcad из соответствующих разделов учебного пособия. 

Лабораторная работа ML Задача ЛП 
Определить оптимальную производственную программу для 

« = 5 + с видов изделий из /и = 3 + 6 видов ресурсов с матрицей 
затрат 

A, = iJ. 
^ / - У + 0,1 

-, / = 1,п, j ^ \,т. 

вектором ресурсов 

и вектором прибыли 
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ЛаборапюрнаяработаМ2. Задача ДП 
Определить оптимальные вложения ресурса в 100 ед. частями 

дс/ по 10 ед. в п = с + 3 проектов с функциями прибыли 

\МЫ., i<2; 
> ± ^ , />2. 

Лаборапюрная работа М 3. 3 й д Si ч В, коммивояжера 
Определить оптимальный маршрут в задаче с 6 городами и 

матрицей затрат 

Cij = 7-^(a'^b'^c)\smicosj\y ij—1,6. 

Лабораторная работа М 4. Матриц н SLR игра 
Найти оптимальные стратегии в игре двух конкурентов. Первый 

игрок может выбирать цены на продукцию из значений функ-
ции/Кх) = (a+c + 5)jce-(^^>^, эторой -/2(у) = (Ь+а + 7)уе^^^^^, 
где X и у - обьемы выпускаемой на рынок продукции, сум­
марное потребление этой продукции ограничено обьемом jc+>̂  = 
= 2(a+b+c), Затраты на выпуск и реализацию продукции пред­
ставлены функциями ф1(дс) = 0,1 + (а + Ь)х, ф2(у) = 0,1 + (с + Ь)у. 
Представить игру в виде матрицы размером 10x10, определить 
оптимальные размеры продаж, максимизирующие прибыль перво­
го игрока. 

Лаборапюрная работам 5. Задача потребительского 
выбора 

Определить оптимальный потребительский набор из 5 групп 
5 

товаров, функция полезности которых/(х) = ^ а, log(jc/ — р,), век-
тор минимального потребления каждого предмета потребления 
Р; = 0,05 + ^ ^ \ ценность предметов потребления а/ = ^ ^ \ рас­
полагаемая сумма для покупки - 500 ед. 
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Лабораторная работа № 6. Оптимизация производ­
ственных функций 

Имеется трехсекторная экономика с производственными функ­
циями, представленными на рис. 4.7, с матрицей связи инвестиций 
между ними 

( а Ъ с' 
с b О 
а О О 

и вектором выбытия капитала 

определить предельное значение роста капитала (стационарную 
точку), ее устойчивость и динамику изменения капитала. 

Лабораторная работа Л̂  7. Принцип максимума 
Определить оптимальные трудозатраты для двухсекторной эко­

номики, представленной на рис. 6.1, при условии выполнения в 
конечный момент времени Т =^ а + Ь + с соотношения капиталов в 
секторах ЭКОНОМИКИ ATi(Г) = (ЛГ2(Г)) з . 



Приложение 

ОСНОВЫ РАБОТЫ В СИСТЕМЕ 
MATHCAD 
Язык программирования в системе Mathcad приближен к матема­
тическому языку. Работа с системой интуитивно понятна, и для 
простых задач напоминает работу с калькулятором, имеющим очень 
много операций. Операторы Mathcad выполняются немедленно 
после окончания их написания, сверху вниз по документу и сле­
ва направо, если они написаны в одной строке. Основное окно 
Mathcad имеет вид, показанный на рис. П.1. 

Падающие меню File, Edit, View, Insert, Format, Window, Help 
стандартны для оконного интерфейса, в меню Math можно ме­
нять режимы вычислений, меню Symbolics содержит операторы для 

г п Сок Vtow vtteit' FttiMt Td)3B̂  SyMMki Window 

:ЖП1»/д;:Г§| IBish^*,! 

-h 

iin см Ьп In lOQ 
Ы I; M Г r 
«" i () ><* x^ 
n 7 8 3 / 
•T'4 S 6 >C 
+ . r 2 3 -Ь 
» '. 0 - « 

SSI 

«Й K»» n^ •^ 
1.1 M 9f 

ж ж m - * . - . ! 
tX Xt ttf «fy 

« 0 IT •* 0~t : ^ 

* < > i ,Jfc I 
?# -^ A V ф | 

AddUne ' • -

If овмпмНн 

FeUlW ' 0 Л eiTOr 

gp, 
Й1Т|ГИ1ГШИШг>Й liiffi liriHi l i i lH rrr 1гиТ|Г['1й1-1#У|'| t i fiffiif # fh^ri^iffff^tiiiilfilflrfrnMLif f f f i 

Рис. П.1. Вид основного окна Mathcad 
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символьных вычислений. Справа на экране расположены палитры 
операторов математических вычислений. В первом ряду сверху 
вниз расположены арифметические операторы, интегралы и сум­
мы, операторы построения графиков; во втором ряду - матричные 
операторы, логические операторы и операторы программирования; 
В последнем ряду - операторы символьных вычислений и грече­
ский алфавит. Подведя курсор к соответствующей кнопке и нажав 
на нее, можно ввести данный оператор в бланк программы на место, 
помеченное крестиком. 

пл. 
Арифметические вычисления 
Простейшие операторы присваивания («переменная» :=«арифмети-
ческое выражение») и вывода («переменная»=«содержимое пере­
менной») вместе со знаками арифметических операций и элемен­
тарными функциями находятся в палитре арифметических вычис­
лений. Пример их использования (здесь и далее документ Mathcad 
выделен рамкой) следующий: 

a:=2.b^sm(l) а =1.983 

Mathcad имеет очень богатый набор стандартных функций, 
доступ к которым обеспечивается нажатием кнопки ; , однако часто 
требуется написать свою функцию, например, такую 

ff(x,y):=e"''-sin(y) 

Слева от оператора (:=) должно стоять уникальное имя функции со 
списком формальных параметров, разделенных запятой, справа -
арифметический оператор, связывающий эти параметры. Никакие 
вычисления по такой программе не будут производиться, пока 
не произойдет обращение к ней с фактическими параметрами, 
например ff(l,2) = 

Для построения графика функции нужно нажать кнопку декар­
товых функций в палитре графики. В шаблоне графика слева нужно 
вставить имя функции, внизу - аргумент функции (рис. П.2). 
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ff(i,y) 0 

*N 
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\f\i\ 
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ff(i,y) 0 

10 - с 

1 
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2 

У 

1 

1 
4 

-] 

6 

Рис. П.2. Пример построения графика 

Пределы аргументов и значений функции можно изменить 
прямо на графике (правый график на рис. П.2). 

Переменная (как и функция) может содержать не только од­
но значение. Чтобы переменной присвоить последовательность 
значений, используется оператор «нижнее значение»,«следующее 
значение»..«верхнее значение», как это показано на рис. П.З. 

у := 0,0.2..! У = 
0 

0.2 
0.4 
0.6 
0.8 

1 

i := 0.. 5 i = 

0 
1 
2 
3 
4 
5 

j:=0..5 j = 
0 

~Г| 
"̂1 

3 

"s 1 
Рис. П.З. Примеры переменных с диапазоном значений 

Если шаг изменения переменной равен единице, следующее 
значение можно не указывать. Обратите внимание, что это не две 
точки, а отдельный оператор в палитре арифметических вычисле­
ний. С помощью целочисленных переменных (в данном случае ij) 
можно формировать вектора и матрицы (рис. П.4). 

Операции с векторами и матрицами можно производить как с 
обычными переменными, учитывая их размерности (рис. П.5). 
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А. .:=ff(i0.5J1.2) А = 

fO 0.932 0.675 -0.443 -0.996 -0.279 ̂  
О 0.565 0.41 -0.268 -0.604 -0.169 
О 0.343 0.248 -0.163 -0.366 -0.103 
О 0.208 0.151 -0.099 -0.222 -0.062 
О 0.126 0.091 -0.06 -0.135 -0.038 

\̂ 0 0.077 0.055 -0.036 -0.082 -0.023 ^ 

Ь. := 1 

1 
4 
9 
16 

Рис. П.4. Пример формирования матрицы и вектора 

А^ = 

^ 0 0 0 0 0 0 ' 
0.932 0.565 0.343 0.208 0.126 0.077 
0.675 0.41 0.248 0.151 0.091 0.055 
-0.443 -0.268 -0.163 -0.099 -0.06 -0.036 
-0.996 -0.604 -0.366 -0.222 -0.135 -0.082 

^-0.279 -0.169 -0.103 -0.062 -0.038 -0.023, 

АЬ = 

'-23.273' 
-14.116 
-8.562 
-5.193 
-3.15 

|А| = 0 

|Ь|= 31.289 

Рис. П.5. Пример операций с матрицами и векторами 

Первый оператор - транспонирование матрицы, второй - умно­
жение матрицы на вектор, третий - вычисление определителя 
матрицы, последний - вычисление длины вектора. 

Элементы матрицы представляют собой значения некоторой 
функции двух переменных (ff в данном случае). Построить график 
такой функции можно, нажав кнопку трехмерных графиков и введя 
в шаблон в нижнем левом углу имя матрицы (рис. П.6). 

Рис. П.6. Примеры построения трехмерных графиков 
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Поместив курсор в поле левого графика, и удерживая левую 
кнопку мыши, можно перемещением iQ^pcopa изменить точку зре­
ния на эту поверхность. Правый график представляет собой изо­
линии, т.е. линии равного уровня функции. Получить его можно, 
щелкнув дважды по исходному графику, что обеспечивает вызов 
редактора графики рисунков. В данном случае выбрана опция 
«Contour plot». 

Палитра интегрирования и сумм позволяет вычислять опреде­
ленные интегралы, суммы, произведения, пределы. Пример таких 
вычислений не требует особых пояснений (рис. П.7). 

tanV\/cos(x)sin(x))dx= 0.834 tanVvcos(x)sin(> 
О 
10 

1=1 

х:=2 -Щх,1) =-0.114 
dx 

10 
1 1 / 1 = 388.844 
i^5 

Рис. П.7. Примеры вычисления интегралов, 
сумм, произведений 

П.2. 
Символьные вычисления 
Система Mathcad позволяет проводить и символьные вычисления. 
Оператор присвоения имеет тот же вид, а оператор вывода- стрелка 
вправо (—>). Примеры символьных вычислений приведены далее. 
Неопределенный интеграл вычисляется с помощью кнопки J в 
палитре интегрирования и суммирования: 

*< 
i d i sin(x)dx-> -cos(x) 

В первый шаблон следует ввести подинтегральную функцию, 
во второй шаблон - переменную интегрирования, затем нажать -^. 
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Константа интегрирования в результате не присутствует. Вычисле­
ние определенного интеграла аналогично: 

^0 
е •sin(x)dx-> —cos(a) sin(a) -expC-a) + -

Кнопка обратной интегрированию операции - дифференциро­
вания - находится в той же палитре: 

daLU cos (а) sin{a) • ехр(~а) + -

-••sin(a) cos (а) |exp(-a) -
2 2 

—cos(a) sin(a)|exp(-a) 
2 2 

Результат отличается от записи подинтегральной функции, но 
его можно упростить с помощью операции simplify. Для этого на 
палитре символьных вычислений нужно выбрать эту операцию, а 
затем в шаблон оператора ввести выражение для упрощения: 

- • sin (а) cos (а) ехрС-а) - — cos (а) sin (а) • ехр (-а) simplify -> ехр(-а) • sin (а) 
2 2 J \2 2 ) 

Для разложения в ряд Тейлора используют операцию series 
из палитры символьных вычислений, в первый шаблон которой 
вставляют функцию, во второй - точку разложения: 

- 1 / ч ^ W ч 1 . ч I л 1 2 1 3 1 4 
—-cosCa) sm(a) •ехр(-а) + - s e n e s , a = О - ^ - а а + — а 
2 2 J 2 2 3 12 

Если уравнение имеет точное решение, можно попытаться 
найти его с помощью операции solve из палитры символьных 
вычислений. В первый шаблон этой операции нужно вставить 
левую часть уравнения, во второй - переменную, относительно 
которой решается уравнение: 

1 
2 

'" Г-1 — cosCa)-
V2 

1 
1 . Л ч 1 

--••5ш(а) •exp(~a) + -
2 i 2 

-1 1 
solve,а -> —тс' 

4 1 
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Решение уравнений и систем 
Большинство уравнений может быть решено лишь численно. Для 
численного решения алгебраических уравнений и в задачах опти­
мизации используется блок решения, начинающийся словом Given 
(дано). До этого ключевого слова должно быть определено началь­
ное значение корня или оптимума функции, которое будет уточнено 
с требуемой точностью в блоке решения. Для формирования огра­
ничений на аргументы функции можно использовать логические 
операторы, а для вычисления корней - функции Find(x, у, . . . ) 
и Minerr(x, у, . . . ) , где х, д̂ , . . . - переменные, относительно ко­
торых решается система уравнений. Первая функция пытается 
найти значения аргументов с нулевой невязкой левых й правых 
частей уравнений, вторая с минимальной квадратичной невязкой 
(рис. П.8). 

функция начальное слово уравне- решение аргумент значение 
значение ние функции 

f(x):=x^sin(x)e~^ у := 1 Given f(y)=0.1 y:=Find(y) у=0.572 f(y) = 0.1 

Given f(y)=l y:=Minerr(y) у = 1.727 f(y) = 0.524 

Рис. П.8. Примеры численного решения уравнений 

В первом случае уравнение решено точно, /(0,572) = 0,1, во 
втором случае найдено значение аргумента, при котором значение 
функции минимально отклонено от 1, т.е. фактически максималь­
ное значение. Однако для задач оптимизации имеются функции 
MinimizeCT, х, у ,.,) и Maximize(/', х, у ,.,), решающие задачи 
минимума и максимума соответственно, где / - оптимизируе­
мая функция, остальные параметры - аргументы этой функции 
(рис. П.9). 

Для решения систем уравнений целесообразно представлять 
функции и их аргументы в виде векторов. Так, для решения систем 
линейных алгебраических уравнений вида Ах = b исходные данные 
можно представить в виде векторов и матриц. Пример решения 
такой системы дан на рис. П. 10. 
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у:=1 

|у:=4 

ограничение 
на аргумент 

Given f(y) у > 0 

Given f(y) у > 0 

ymax:= Maximize(f,y) 

ymin := Minimize(f,y) 

ymax= 1.727 

ymin =4.227 

Рис. П.9, Примеры оптимизации функций 

(I 2 3^ 
А:= 3 2 1 

, 4 3 5> 

(\] 
Ь:= 2 

^3. 

х:=А~^Ь 
/̂  0.583 Y 

х = 0.083 
,,0.083 J 

Рис. П.10. Пример решения системы линейных уравнений 

Для создания вектора или матрицы нужно нажать кнопку мат­
рицы на палитре матричных операций, затем в появившемся окне 
ввода матрицы указать число строк и столбцов и нажать ОК. 

Такую же структуру исходных данных можно использовать и 
при решении систем нелинейных уравнений. Пусть нужно найти 
корни системы 

е-^2 +JC1 = 0. {: 
Процесс решения такой задачи показан на рис. П. 11. 

__ «, '"" 

F(x):= 

Given Р(зО = 0 X := Find(x) 

•к:] 
1,-0.917; 

F(x) = 
f -7V 7.292x10 

^1.238xl0~'j 

Рис. П.11. Пример вычисления корней системы 
нелинейных уравнений 
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Программирование 

Рассмотренные выше пользовательские функции позволяют реали­
зовать лишь простейшие функции, которые можно задать одним 
оператором. В более сложных случаях вычисление функции требу­
ет выполнения нескольких операторов. В этом случае необходимо 
использовать операторы из палитры программирования. Составле­
ние программы начинается с нажатия кнопки Add line (Добавить 
строку), после чего в появившиеся шаблоны можно вставлять 
операторы программирования. Реализуем поэтапно программу вы­
числения функции Хевисайда, которая задает единичный скачок в 
точке а (рис. П. 12). 

|fl(x,a):=:|i 

!• 

fl(x,a):=: Jl if х^а 
11 otherwise 

fl(x,a):=|i if • 
| i 

fl(x,a):= jl if x^a 
|o otherwise 

fl(x,a):= 

fl(0,l) = 0 

l l i fx^a 
| i 

fl(2,l)=l 

Рис. П.12. Создание программы вычисления функции Хевисайда 

В этом примере вначале набрано имя функции с двумя фор­
мальными параметрами хна, затем оператор присвоения и нажата 
кнопка Add line. На втором этапе в первый шаблон вставлен опера­
тор if (если). На следующем этапе в шаблоны оператора if вставлено 
значение функции прих > а. Затем нажата кнопка otherwise (иначе), 
и в шаблон этого оператора вставлено нулевое значение функции, 
которое она принимает при х<а. Обращение к функции с факти­
ческими параметрами дает требуемые значения функции. 

В более сложных программах необходима операция присвое­
ния. Оператор присвоения в палитре программирования изображен 
в виде стрелки, направленной влево: <—. Рассмотрим пример ис­
пользования оператора цикла for (для), показанный на рис. П. 13. 

На первом этапе обнуляем переменную суммирования s и вво­
дим во вторую строку программы оператор for, получая в результате 
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f2(m,n):= S 4 - 0 

for 1 € 1 

1 

f2(3,10) = 380 

f2(m,n):= s < - 0 
for i € m.. n 

> 

f2(m,n) := S 4 ~ 0 

for ie m..n 
2 s <- s + 1 

;S 

Рис. п. 13. Программа с оператором цикла for 

и третью строку - шаблон для тела цикла. Далее вставляем в 
шаблоны для оператора цикла имя циклической переменной и пре­
делы ее изменения. На следующем этапе вводим оператор тела 
цикла, осуществляющий суммирование квадратов целых чисел и, 
добавляя еще одну строку нажатием Add line, в последнюю стро-
уу программы вводим имя переменной s как результат выполнения 
программы ~ суммы квадратов всех целых чисел сугтдоп. 

Оператор while (пока) используется для построения цикла, 
который заверщается при выполнении заданных условий. Следу­
ющая программа (рис. П. 14 иллюстрирует метод простой итера­
ции для решения уравнения f(x) = О по итерационной формуле 
Хк+1 = x/c-^xf(xk)y где хо—х^- начальное значение итерационной 
последовательности; х - итерационный параметр. Вычисления про­
должаются до тех пор, пока не выполнится условие нахождения 
корня с заданной точностью по функции \f(x)\ < ". 

|f3(x,f,8,T):= а<-х 
while |f(a)| > 8 

ач- а+ Tf(a) 
а 

g(x):= e"*̂ sin(?0 -0.2 

O(l,g.0.0001,0.1) =1.60825 

g(1.60825)= 9.73x10""^ 

Рис. 11.14. Программа с оператором while 
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