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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Учебное пособие подготовлено в соответствии с програм­
мой дисциплины «Экономико-математические методы и 
прикладные модели», утвержденной Научно-методическим 
советом Всероссийского заочного финансово-экономического 
института для специальностей «Финансы и кредит», «Бух­
галтерский учет и аудит», «Менеджмент», «Маркетинг», 
«Государственное и муниципальное управление», «Экономи­
ка и социология труда» на основе Государственных образо­
вательных стандартов. 

Круг вопросов, рассматриваемых в учебном пособии, вклю­
чает в себя основные темы таких изучаемых ранее дисцип­
лин, как «Исследование операций в экономике», «Экономи­
ко-математические методы и модели», «Финансовая матема­
тика». Основное содержание этих тем заключается в рас­
крытии понятий и методов математического моделирования 
социально-экономических систем и процессов; при этом в 
пособии рассматриваются прежде всего общесистемные при­
кладные экономико-математические модели, общие для всех 
перечисленных специальностей: оптимальные модели, в 
первую очередь модели линейного программирования; трен-
довые модели экономической динамики на основе одномер­
ных временных рядов; балансовые модели в статической и 
динамической постановке; эконометрические многофактор­
ные модели, главным образом линейные модели парной и 
множественной регрессии. Кроме того, в учебное пособие в 
соответствии с требованиями образовательных стандартов 
включены такие прикладные модели, как модели спроса и 
потребления, управления запасами, систем массового обслу­
живания, теории игр. 

Выделенный круг вопросов определяет структуру посо­
бия и содержание его отдельных глав. В главе 1 «Основные 
понятия математического моделирования социально-эконо­
мических систем» раскрываются общие понятия системного 
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анализа и моделирования систем и процессов в экономике, 
рассматривается сущность основных этапов экономико-мате­
матического моделирования, приводится краткая классифи­
кация экономико-математических методов и моделей. 

В главе 2 «Основы линейного программирования» дают­
ся примеры экономических задач, которые в процессе эконо­
мико-математического моделирования сводятся к задачам 
линейного программирования. Приводятся основные сведения 
о математическом аппарате линейного программирования. 
Излагается геометрический метод решения простейших за­
дач линейного программирования. Основное внимание уде­
лено изложению алгоритмов симплексного метода решения 
задач линейного программирования, включая симплексный 
метод с искусственным базисом. Рассматриваемые методы и 
алгоритмы иллюстрируются на конкретных экономических 
задачах. 

Глава 3 «Оптимальные экономико-математические модели» 
посвящена вопросам применения методов математического 
программирования для решения ряда оптимизационных 
экономических задач. В § 3.1 рассматриваются вопросы 
применения теории двойственности линейного программиро­
вания для анализа оптимальных решений. В § 3.2 изучаются 
специальные задачи линейного программирования на при­
мере открытых и закрытых транспортных задач. Отдельные 
параграфы посвящены методам дискретного (целочисленного) 
программирования, задачам многокритериальной (векторной) 
оптимизации, основным понятиям нелинейного и динамиче­
ского программирования, сетевым моделям управления. При­
водится также ряд сведений о методах имитационного моде­
лирования. 

В главе 4 «Методы и модели анализа динамики экономи­
ческих процессов» изучаются основные понятия временных 
рядов экономических показателей на примере одномерных 
временных рядов. Рассматриваются методы выявления и 
устранения аномальных наблюдений, методы определения 
наличия тренда во временных экономических рядах. Иссле­
дуются методы механического сглаживания рядов, включая 
метод экспоненциального сглаживания. Приводятся форму­
лы и примеры расчета основных показателей динамики раз-
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вития экономических систем. Особое внимание уделено 
анализу сезонности в экономических процессах, а также ис­
следованию явления автокорреляции во временных эконо­
мических рядах. 

В главе 5 «Прогнозирование экономических процессов» 
рассматриваются методологические вопросы экономического 
прогнозирования, в том числе такие принципы разработки 
прогнозов, как системность, адекватность и альтернативность. 
Исследуются проблемы экономического прогнозирования на 
основе принципов экстраполяции с использованием кривых 
роста; при этом анализируются основные типы кривых роста, 
методы выбора наилучших из них, описывается порядок оп­
ределения параметров кривых роста на основе одномерных 
временных рядов экономических показателей. Особое вни­
мание уделено оценке адекватности и точности трендовых 
моделей на основе кривых роста. Отдельный параграф по­
священ вопросам составления точечных и интервальных 
прогнозов экономической динамики на базе рассматривае­
мых трендовых моделей. Приводятся также основные сведения 
об адаптивных методах и моделях прогнозирования. 

Глава 6 «Балансовые модели» посвящена проблеме при­
менения балансовых методов в экономико-математическом 
моделировании. Рассмотрены основные понятия балансового 
метода в экономических исследованиях, описана принципиаль­
ная схема межотраслевого баланса. Изучается экономико-
математическая модель межотраслевого баланса в статиче­
ской постановке, описывается порядок расчета на ее основе 
коэффициентов прямых, косвенных и полных материальных 
затрат. Приводятся примеры использования балансовых моде­
лей для анализа экономических показателей, а также кратко 
обсуждаются вопросы разработки и применения динамических 
межотраслевых балансовых моделей. 

В главе 7 «Эконометрические модели» рассмотрены общие 
понятия об эконометрических моделях, параметры которых 
оцениваются с помощью методов математической статистики. 
Изучаются такие наиболее распространенные эконометриче­
ские модели, как регрессионные факторные модели. Описан 
порядок решения основных задач регрессионного анализа 
(установление формы связи результативного признака с влияю-
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щими факторами, определение тесноты этой связи, анализ 
влияния отдельных факторов) на примере линейных моделей. 
Рассмотрены конкретные примеры решения этих задач с ис­
пользованием линейных моделей парной и множественной 
регрессии. 

Глава 8 «Некоторые прикладные модели экономических 
процессов» посвящена рассмотрению ряда прикладных задач 
маркетинга, менеджмента и других областей управления в 
экономике: моделирование спроса и потребления, научное 
управление запасами, аналитическое моделирование систем 
массового обслуживания, принятие решений на основе тео­
рии игр. 

Глава 9 «Применение оптимальных экономико-математи­
ческих моделей для решения производственных задач» иг­
рает роль приложения. На примере разработки экономико-
математических моделей оптимизации планирования орга­
низационно-технических мероприятий по экономии расхода 
материалов в машиностроении раскрывается конкретное 
содержание этапов и методов экономико-математического мо­
делирования, рассмотренных в предыдущих главах данного 
пособия. 

Учебное пособие подготовлено авторским коллективом в 
составе преподавателей кафедры экономико-математических 
методов и моделей Всероссийского заочного финансово-
экономического института: 

В. В. Федосеев, доц. — гл. 1, 3 (кроме § 3.1, 3.5), 4 (кроме 
§ 4.4), 5 (кроме § 5.4), б, 7, 8; 
A. Н. Гармаш, доц. — гл. 2, § 3.5; 
Д. М. Дайитбегов, проф. — гл. 9; 
И. В. Орлова, проф. — § 3.1, 5.4; 
B. А. Половников, проф. — § 4.4. 



Глава I 
ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ 
МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 
СОЦИАЛЬНО-ЭКОНОМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 

• Социально-экономические системы, методы их исследования 
и моделирования 

• Этапы экономико-математического моделирования 
• Классификация экономико-математических методов и моделей 

1.1. Социально-экономические системы, методы 
их исследования и моделирования 

Использование в данном учебном пособии термина «со­
циально-экономическая система» требует, строго говоря, не­
которого предварительного обсуждения. Если понятие «эко­
номическая система» более или менее сложилось и в широ­
ком смысле трактуется как система общественного произ­
водства и потребления материальных благ, то социальные 
аспекты жизни общества весьма многогранны и не всегда 
доступны для детального анализа, моделирования и прогно­
зирования. 

Вместе с тем некоторые социальные проблемы являются 
объектом исследования для практических работников тех 
специальностей финансово-экономического профиля, на ко­
торые ориентировано это учебное пособие. В качестве при­
мера можно привести проблему анализа и прогнозирования 
покупательского спроса в маркетинге, задачу анализа рас­
пределения работников по уровню заработной платы в эко­
номике и социологии труда и др. Многие из такого рода 
проблем могут быть решены с использованием экономико-
математических методов и моделей, и именно такие проблемы 
имеют в виду авторы пособия, используя термин «социально-
экономическая система». 
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Рассмотрим ряд основных понятий, связанных с систем­
ным анализом и моделированием социально-экономических 
систем, чтобы с их помощью более полно раскрыть суть такого 
ключевого понятия, как экономико-математические методы. 
Термин экономико-математические методы понимается в 
свою очередь как обобщающее название комплекса экономи­
ческих и математических научных дисциплин, объединенных 
для изучения социально-экономических систем и процессов. 

Под социально-экономической системой будем понимать 
сложную вероятностную динамическую систему, охватываю­
щую процессы производства, обмена, распределения и по­
требления материальных и других благ. Она относится к 
классу кибернетических систем, т. е. систем управляемых. 
Рассмотрим прежде всего понятия, связанные с такими сис­
темами и методами их исследования. 

Центральным понятием кибернетики является понятие 
«система». Единого определения этого понятия нет; возмож­
на такая формулировка: системой называется комплекс 
взаимосвязанных элементов вместе с отношениями между 
элементами и между их атрибутами. Исследуемое множест­
во элементов можно рассматривать как систему, если выяв­
лены следующие четыре признака: 
• целостность системы, т. е. принципиальная несводимость 

свойств системы к сумме свойств составляющих ее эле­
ментов; 

• наличие цели и критерия исследования данного множе­
ства элементов, 

• наличие более крупной, внешней по отношению к дан­
ной , системы, называемой « средой »; 

• возможность выделения в данной системе взаимосвязан­
ных частей (подсистем). 
Основным методом исследования систем является ме­

тод моделирования, т. е. способ теоретического анализа и 
практического действия, направленный на разработку и ис­
пользование моделей. При этом под моделью будем пони­
мать образ реального объекта (процесса) в материальной 
или идеальной форме (т. е. описанный знаковыми средства­
ми на каком-либо языке), отражающий существенные свой­
ства моделируемого объекта (процесса) и замещающий его в 
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ходе исследования и управления. Метод моделирования 
основывается на принципе аналогии, т. е. возможности изуче­
ния реального объекта не непосредственно, а через рассмот­
рение подобного ему и более доступного объекта, его модели. 
В дальнейшем мы будем говорить только об экономико-матема­
тическом моделировании, т. е. об описании знаковыми мате­
матическими средствами социально-экономических систем. 

Практическими задачами экономико-математического 
моделирования являются: 
• анализ экономических объектов и процессов; 
• экономическое прогнозирование, предвидение развития 

экономических процессов; 
• выработка управленческих решений на всех уровнях 

хозяйственной иерархии. 
Следует, однако, иметь в виду, что далеко не во всех слу­

чаях данные, полученные в результате экономико-математи­
ческого моделирования, могут использоваться непосредст­
венно как готовые управленческие решения. Они скорее мо­
гут быть рассмотрены как «консультирующие» средства. 
Принятие управленческих решений остается за человеком. 
Таким образом, экономико-математическое моделирование 
является лишь одним из компонентов (пусть очень важным) 
в человеко-машинных системах планирования и управления 
экономическими системами. 

Важнейшим понятием при экономико-математическом 
моделировании, как и при всяком моделировании, является 
понятие адекватности модели, т. е. соответствия модели мо­
делируемому объекту или процессу. Адекватность модели — в 
какой-то мере условное понятие, так как полного соответствия 
модели реальному объекту быть не может, что характерно и для 
экономико-математического моделирования. При моделиро­
вании имеется в виду не просто адекватность, но соответствие 
по тем свойствам, которые считаются существенными для ис­
следования. Проверка адекватности экономико-математиче­
ских моделей является весьма серьезной проблемой, тем более, 
что ее осложняет трудность измерения экономических величин. 
Однако без такой проверки применение результатов модели­
рования в управленческих решениях может не только ока­
заться мало полезным, но и принести существенный вред. 
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Социально-экономические системы относятся, как правило, 
к так называемым сложным системам. Сложные системы в 
экономике обладают рядом свойств, которые необходимо 
учитывать при их моделировании, иначе невозможно гово­
рить об адекватности построенной экономической модели. 
Важнейшие из этих свойств: 
• эмерджентность как проявление в наиболее яркой форме 

свойства целостности системы, т.е. наличие у экономиче­
ской системы таких свойств, которые не присущи ни од­
ному из составляющих систему элементов, взятому в от­
дельности, вне системы. Эмерджентность есть результат 
возникновения между элементами системы так называе­
мых синергических связей, которые обеспечивают увели­
чение общего эффекта до величины, большей, чем сумма 
эффектов элементов системы, действующих независимо. 
Поэтому социально-экономические системы необходимо 
исследовать и моделировать в целом; 

• массовый характер экономических явлений и процессов. 
Закономерности экономических процессов не обнаружи­
ваются на основании небольшого числа наблюдений. По­
этому моделирование в экономике должно опираться на 
массовые наблюдения; 

• динамичность экономических процессов, заключающаяся 
в изменении параметров и структуры экономических 
систем под влиянием среды (внешних факторов); 

• случайность и неопределенность в развитии экономиче­
ских явлений. Поэтому экономические явления и про­
цессы носят в основном вероятностный характер, и для 
их изучения необходимо применение экономико-матема­
тических моделей на базе теории вероятностей и мате­
матической статистики; 

• невозможность изолировать протекающие в экономиче­
ских системах явления и процессы от окружающей сре­
ды, чтобы наблюдать и исследовать их в чистом виде; 

• активная реакция на появляющиеся новые факторы, спо­
собность социально-экономических систем к активным, 
не всегда предсказуемым действиям в зависимости от 
отношения системы к этим факторам, способам и мето­
дам их воздействия. 
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Выделенные свойства социально-экономических систем, 
естественно, осложняют процесс их моделирования, однако 
эти свойства следует постоянно иметь в виду при рассмотрении 
различных аспектов экономико-математического моделиро­
вания, начиная с выбора типа модели и кончая вопросами 
практического использования результатов моделирования. 

1.2. Этапы экономико-математического моделирования 

Процесс моделирования, в том числе и экономико-мате­
матического, включает в себя три структурных элемента: 
объект исследования; субъект (исследователь); модель, опо­
средующую отношения между познающим субъектом и по­
знаваемым объектом. Рассмотрим общую схему процесса 
моделирования, состоящую из четырех этапов. 

Пусть имеется некоторый объект, который мы хотим 
исследовать методом моделирования. На п е р в о м э т а -
п е мы конструируем (или находим в реальном мире) дру­
гой объект — модель исходного объекта-оригинала. Этап 
построения модели предполагает наличие определенных све­
дений об объекте-оригинале. Познавательные возможности 
модели определяются тем, что модель отображает лишь не­
которые существенные черты исходного объекта, поэтому 
любая модель замещает оригинал в строго ограниченном 
смысле. Из этого следует, что для одного объекта может 
быть построено несколько моделей, отражающих определен­
ные стороны исследуемого объекта или характеризующих 
его с разной степенью детализации. 

На в т о р о м э т а п е процесса моделирования модель 
выступает как самостоятельный объект исследования. На­
пример, одну из форм такого исследования составляет про­
ведение модельных экспериментов, при которых целена­
правленно изменяются условия функционирования модели 
и систематизируются данные о ее «поведении». Конечным 
результатом этого этапа является совокупность знаний о 
модели в отношении существенных сторон объекта-оригинала, 
которые отражены в данной модели. 

Т р е т и й э т а п заключается в переносе знаний с мо­
дели на оригинал, в результате чего мы формируем множе-
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ство знаний об исходном объекте и при этом переходим с 
языка модели на язык оригинала. С достаточным основани­
ем переносить какой-либо результат с модели на оригинал 
можно лишь в том случае, если этот результат соответствует 
признакам сходства оригинала и модели (другими словами, 
признакам адекватности). 

На ч е т в е р т о м э т а п е осуществляются практиче­
ская проверка полученных с помощью модели знаний и их 
использование как для построения обобщающей теории 
реального объекта, так и для его целенаправленного преоб­
разования или управления им. В итоге мы снова возвраща­
емся к проблематике объекта-оригинала. 

Моделирование представляет собой циклический про­
цесс, т. е. за первым четырехэтапным циклом может после­
довать второй, третий и т. д. При этом знания об исследуемом 
объекте расширяются и уточняются, а первоначально постро­
енная модель постепенно совершенствуется. Таким образом, 
в методологии моделирования заложены большие возможно­
сти самосовершенствования. 

Перейдем теперь непосредственно к процессу экономико-
математического моделирования, т. е. описания экономиче­
ских и социальных систем и процессов в виде экономико-
математических моделей. Эта разновидность моделирования 
обладает рядом существенных особенностей, связанных как 
с объектом моделирования, так и с применяемыми аппара­
том и средствами моделирования. Поэтому целесообразно бо­
лее детально проанализировать последовательность и содер­
жание этапов экономико-математического моделирования, 
выделив следующие шесть этапов: постановка экономиче­
ской проблемы, ее качественный анализ; построение мате­
матической модели; математический анализ модели; подго­
товка исходной информации; численное решение; анализ 
численных результатов и их применение. Рассмотрим каж­
дый из этапов более подробно. 

1. Постановка экономической проблемы и ее качествен­
ный анализ. На этом этапе требуется сформулировать 
сущность проблемы, принимаемые предпосылки и допу­
щения. Необходимо выделить важнейшие черты и свой­
ства моделируемого объекта, изучить его структуру и 



Основные понятия математического моделирования 13 

взаимосвязь его элементов, хотя бы предварительно 
сформулировать гипотезы, объясняющие поведение и 
развитие объекта. 

2. Построение математической модели. Это этап формали­
зации экономической проблемы, т. е. выражения ее в 
виде конкретных математических зависимостей (функ­
ций, уравнений, неравенств и др.). Построение модели 
подразделяется в свою очередь на несколько стадий. 
Сначала определяется тип экономико-математической 
модели, изучаются возможности ее применения в данной 
задаче, уточняются конкретный перечень переменных и 
параметров и форма связей. Для некоторых сложных 
объектов целесообразно строить несколько разноаспект-
ных моделей; при этом каждая модель выделяет лишь 
некоторые стороны объекта, а другие стороны учитыва­
ются агрегированно и приближенно. Оправдано стремле­
ние построить модель, относящуюся к хорошо изученному 
классу математических задач, что может потребовать не­
которого упрощения исходных предпосылок модели, не 
искажающего основных черт моделируемого объекта. 
Однако возможна и такая ситуация, когда формализа­
ция проблемы приводит к неизвестной ранее математи­
ческой структуре. 

3. Математический анализ модели. На этом этапе чисто 
математическими приемами исследования выявляются 
общие свойства модели и ее решений. В частности, важ­
ным моментом является доказательство существования 
решения сформулированной задачи. При аналитическом 
исследовании выясняется, единственно ли решение, ка­
кие переменные могут входить в решение, в каких пре­
делах они изменяются, каковы тенденции их изменения 
и т. д. Однако модели сложных экономических объек­
тов с большим трудом поддаются аналитическому ис­
следованию; в таких случаях переходят к численным 
методам исследования. 

4. Подготовка исходной информации. В экономических 
задачах это, как правило, наиболее трудоемкий этап мо­
делирования, так как дело не сводится к пассивному 
сбору данных. Математическое моделирование предъяв-
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ляет жесткие требования к системе информации; при 
этом надо принимать во внимание не только принципиаль­
ную возможность подготовки информации требуемого 
качества, но и затраты на подготовку информационных 
массивов. В процессе подготовки информации использу­
ются методы теории вероятностей, теоретической и ма­
тематической статистики для организации выборочных 
обследований, оценки достоверности данных и т.д. При 
системном экономико-математическом моделировании 
результаты функционирования одних моделей служат 
исходной информацией для других. 

5. Численное решение. Этот этап включает разработку ал­
горитмов численного решения задачи, подготовку про­
грамм на ЭВМ и непосредственное проведение расчетов; 
при этом значительные трудности вызываются большой 
размерностью экономических задач. Обычно расчеты на 
основе экономико-математической модели носят много­
вариантный характер. Многочисленные модельные экс­
перименты, изучение поведения модели при различных 
условиях возможно проводить благодаря высокому бы­
стродействию современных ЭВМ. Численное решение 
существенно дополняет результаты аналитического ис­
следования, а для многих моделей является единствен­
но возможным. 

6. Анализ численных результатов и их применение. На 
этом этапе прежде всего решается важнейший вопрос о 
правильности и полноте результатов моделирования и 
применимости их как в практической деятельности, 
так и в целях усовершенствования модели. Поэтому в 
первую очередь должна быть проведена проверка адек­
ватности модели по тем свойствам, которые выбраны в 
качестве существенных (другими словами, должны быть 
произведены верификация и валидация модели)1. При­
менение численных результатов моделирования в эко­
номике направлено на решение практических задач 
(анализ экономических объектов, экономическое про-

1 Верификация модели — проверка правильности структуры (логики) 
модели; валидация модели — проверка соответствия данных, получен­
ных на основе модели, реальному процессу. 
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гнозирование развития хозяйственных и социальных 
процессов, выработка управленческих решений на всех 
уровнях хозяйственной иерархии). 

Перечисленные этапы экономико-математического моде­
лирования находятся в тесной взаимосвязи, в частности, мо­
гут иметь место возвратные связи этапов. Так, на этапе по­
строения модели может выясниться, что постановка задачи 
или противоречива, или приводит к слишком сложной ма­
тематической модели; в этом случае исходная постановка 
задачи должна быть скорректирована. Наиболее часто необ­
ходимость возврата к предшествующим этапам моделирова­
ния возникает на этапе подготовки исходной информации. 
Если необходимая информация отсутствует или затраты на 
ее подготовку слишком велики, приходится возвращаться к 
этапам постановки задачи и ее формализации, чтобы при­
способиться к доступной исследователю информации. 

Выше уже сказано о циклическом характере процесса 
моделирования. Недостатки, которые не удается исправить 
на тех или иных этапах моделирования, устраняются в по­
следующих циклах. Однако результаты каждого цикла име­
ют и вполне самостоятельное значение. Начав исследование 
с построения простой модели, можно получить полезные ре­
зультаты, а затем перейти к созданию более сложной и более 
совершенной модели, включающей в себя новые условия и 
более точные математические зависимости. 

1.3. Классификация экономико-математических методов 
и моделей 

Суть экономико-математического моделирования заклю­
чается в описании социально-экономических систем и про­
цессов в виде экономико-математических моделей. В § 1.1 
кратко рассмотрен смысл понятий «метод моделирования» 
и «модель». Исходя из этого экономико-математические ме­
тоды следует понимать как инструмент, а экономико-мате­
матические модели — как продукт процесса экономико-ма­
тематического моделирования. 

Рассмотрим вопросы классификации экономико-матема­
тических методов. Эти методы, как отмечено выше, пред-
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ставляют собой комплекс экономико-математических дис­
циплин, являющихся сплавом экономики, математики и ки­
бернетики. Поэтому классификация экономико-математиче­
ских методов сводится к классификации научных дисцип­
лин, входящих в их состав. Хотя общепринятая классифи­
кация этих дисциплин пока не выработана, с известной сте­
пенью приближения в составе экономико-математических 
методов можно выделить следующие разделы: 
• экономическая кибернетика: системный анализ эконо­

мики, теория экономической информации и теория 
управляющих систем; 

• математическая статистика: экономические прило­
жения данной дисциплины — выборочный метод, дис­
персионный анализ, корреляционный анализ, регресси­
онный анализ, многомерный статистический анализ, 
факторный анализ, теория индексов и др.; 

• математическая экономия и изучающая те же вопросы 
с количественной стороны эконометрия: теория эконо­
мического роста, теория производственных функций, 
межотраслевые балансы, национальные счета, анализ 
спроса и потребления, региональный и пространствен­
ный анализ, глобальное моделирование и др.; 

• методы принятия оптимальных решений, в том числе 
исследование операций в экономике. Это наиболее объ­
емный раздел, включающий в себя следующие дисцип­
лины и методы: оптимальное (математическое) програм­
мирование, в том числе методы ветвей и границ, сетевые 
методы планирования и управления, программно-целе­
вые методы планирования и управления, теорию и мето­
ды управления запасами, теорию массового обслужива­
ния, теорию игр, теорию и методы принятия решений, 
теорию расписаний. В оптимальное (математическое) 
программирование входят в свою очередь линейное про­
граммирование, нелинейное программирование, динами­
ческое программирование, дискретное (целочисленное) 
программирование, дробно-линейное программирование, 
параметрическое программирование, сепарабельное про­
граммирование, стохастическое программирование, гео­
метрическое программирование; 
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• методы и дисциплины, специфичные отдельно как для 
централизованно планируемой экономики, так и для ры­
ночной (конкурентной) экономики. К первым можно 
отнести теорию оптимального функционирования эконо­
мики, оптимальное планирование, теорию оптимального 
ценообразования, модели материально-технического снаб­
жения и др. Ко вторым — методы, позволяющие разра­
ботать модели свободной конкуренции, модели капита­
листического цикла, модели монополии, модели индика­
тивного планирования, модели теории фирмы и т. д. 
Многие из методов, разработанных для централизованно 
планируемой экономики, могут оказаться полезными и 
при экономико-математическом моделировании в усло­
виях рыночной экономики; 

• методы экспериментального изучения экономических 
явлений. К ним относят, как правило, математические 
методы анализа и планирования экономических экспери­
ментов, методы машинной имитации (имитационное мо­
делирование), деловые игры. Сюда можно отнести также 
и методы экспертных оценок, разработанные для оценки 
явлений, не поддающихся непосредственному измерению. 
Перейдем теперь к вопросам классификации экономико-

математических моделей, другими словами, математических 
моделей социально-экономических систем и процессов. 
Единой системы классификации таких моделей в настоя­
щее время также не существует, однако обычно выделяют 
более десяти основных признаков их классификации, или 
классификационных рубрик. Рассмотрим некоторые из 
этих рубрик. 

По о б щ е м у ц е л е в о м у н а з н а ч е н и ю эконо­
мико-математические модели делятся на теоретико-анали­
тические, используемые при изучении общих свойств и за­
кономерностей экономических процессов, и прикладные, 
применяемые в решении конкретных экономических задач 
анализа, прогнозирования и управления. Различные типы 
прикладных экономико-математических моделей как раз и 
рассматриваются в данном учебном пособии. 

По с т е п е н и а г р е г и р о в &м и я о б ъ е к т о в мо­
делирования модели разделяются на макроэкономические и 
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микроэкономические. Хотя между ними и нет четкого раз­
граничения, к первым из них относят модели, отражающие 
функционирование экономики как единого целого, в то время 
как микроэкономические модели связаны, как правило, с та­
кими звеньями экономики, как предприятия и фирмы. 

По к о н к р е т н о м у п р е д н а з н а ч е н и ю , т. е. по 
цели создания и применения, выделяют балансовые модели, 
выражающие требование соответствия наличия ресурсов и 
их использования; трендовые модели, в которых развитие 
моделируемой экономической системы отражается через 
тренд (длительную тенденцию) ее основных показателей; оп­
тимизационные модели, предназначенные для выбора наи­
лучшего варианта из определенного числа вариантов произ­
водства, распределения или потребления; имитационные 
модели, предназначенные для использования в процессе ма­
шинной имитации изучаемых систем или процессов и др. 

По т и п у и н ф о р м а ц и и , используемой в модели, 
экономике-математические модели делятся на аналитичес­
кие, построенные на априорной информации, и идентифи­
цируемые, построенные на апостериорной информации. 

По у ч е т у ф а к т о р а в р е м е н и модели подразде­
ляются на статические, в которых все зависимости отнесе­
ны к одному моменту времени, и динамические, описываю­
щие экономические системы в развитии. 

По у ч е т у ф а к т о р а н е о п р е д е л е н н о с т и мо­
дели распадаются на детерминированные, если в них ре­
зультаты на выходе однозначно определяются управляющи­
ми воздействиями, и стохастические (вероятностные), если 
при задании на входе модели определенной совокупности 
значений на ее выходе могут получаться различные резуль­
таты в зависимости от действия случайного фактора. 

Экономико-математические модели могут классифициро­
ваться также по х а р а к т е р и с т и к е м а т е м а т и ч е ­
с к и х о б ъ е к т о в , включенных в модель, другими сло­
вами, по т и п у м а т е м а т и ч е с к о г о а п п а р а т а , 
используемого в модели. По этому признаку могут быть 
выделены матричные модели, модели линейного и нелиней­
ного программирования, корреляционно-регрессионные модели, 



Основные понятия математического моделирования 19 

модели теории массового обслуживания, модели сетевого 
планирования и управления, модели теории игр и т.д. 

Наконец, по т и п у п о д х о д а к и з у ч а е м ы м 
с о ц и а л ь н о - э к о н о м и ч е с к и м с и с т е м а м вы­
деляют дескриптивные и нормативные модели. При деск­
риптивном (описательном) подходе получаются модели, 
предназначенные для описания и объяснения фактически 
наблюдаемых явлений или для прогноза этих явлений; в 
качестве примера дескриптивных моделей можно привести 
названные ранее балансовые и трендовые модели. При норма­
тивном подходе интересуются не тем, каким образом устроена 
и развивается экономическая система, а как она должна 
быть устроена и как должна действовать в смысле определен­
ных критериев. В частности, все оптимизационные модели 
относятся к типу нормативных; другим примером могут 
служить нормативные модели уровня жизни. 

Рассмотрим в качестве примера экономико-математиче­
скую модель межотраслевого баланса (ЭММ МОБ). С учетом 
приведенных выше классификационных рубрик это приклад­
ная, макроэкономическая, аналитическая, дескриптивная, де­
терминированная, балансовая, матричная модель; при этом су­
ществуют как статические, так и динамические ЭММ МОБ. 

Вопросы и задания 

1. В чем заключается смысл системного подхода к анализу социально-
экономических систем и процессов? 

2. Сформулируйте понятия «модель» и «метод моделирования». 
3. Каковы важнейшие особенности социально-экономических 

систем как объектов моделирования? 
4. Дайте характеристику этапов экономико-математического моде­

лирования. 
5. Укажите основные научные дисциплины и методы, входящие в 

состав экономико-математических методов. 
6. Назовите основные классификационные признаки экономико-

математических моделей и приведите примеры моделей, входя­
щих в ту или иную классификационную рубрику. 



Глава 2 
ОСНОВЫ ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
• Принцип оптимальности в планировании и управлении, общая 

задача оптимального программирования 
• Формы записи задачи линейного программирования и ее эконо­

мическая интерпретация 
• Математический аппарат 
• Геометрическая интерпретация задачи 
• Симплексный метод решения задачи 

2 .1 . Принцип оптимальности в планировании и управлении, 
общая задача оптимального программирования 

Линейное программирование — это частный раздел опти­
мального программирования. В свою очередь оптимальное 
(математическое) программирование — раздел прикладной 
математики, изучающий задачи условной оптимизации. В 
экономике такие задачи возникают при практической реали-

-зации принципа оптимальности в планировании и управлении. 
Необходимым условием использования оптимального 

подхода к планированию и управлению (принципа опти­
мальности) является гибкость, альтернативность производст­
венно-хозяйственных ситуаций, в условиях которых прихо­
дится принимать планово-управленческие решения. Именно 
такие ситуации, как правило, и составляют повседневную 
практику хозяйствующего субъекта (выбор производствен­
ной программы, прикрепление к поставщикам, маршрутиза­
ция, раскрой материалов, приготовление смесей и т.д.). 

Суть принципа оптимальности состоит в стремлении выбрать 
такое планово-управленческое решение X = (xi, Х2 хп), где 
Ху, (у = 1. я ) — его компоненты, которое наилучшим образом 
учитывало бы внутренние возможности и внешние условия 
производственной деятельности хозяйствующего субъекта. 
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Слова «наилучшим образом» здесь означают выбор неко­
торого критерия оптимальности, т.е. некоторого экономиче­
ского показателя, позволяющего сравнивать эффективность 
тех или иных планово-управленческих решений. Традици­
онные критерии оптимальности: «максимум прибыли», «ми­
нимум затрат», «максимум рентабельности» и др. 

Слова «учитывало бы внутренние возможности и внеш­
ние условия производственной деятельности» означают, что 
на выбор планово-управленческого решения (поведения) на­
кладывается ряд условий, т.е. выбор X осуществляется из 
некоторой области возможных (допустимых) решений D; 
эту область называют также областью определения задачи. 

Таким образом, реализовать на практике принцип опти­
мальности в планировании и управлении — это значит ре­
шить экстремальную задачу вида: 

max(min)/ (x) , (2.1) 

XeD, (2.2) 

где м^Ч — математическая запись критерия оптималь­
ности — целевая функция. Задачу условной оптимизации 
(2.1), (2.2) обычно записывают в виде: 

Найти максимум или минимум функции 
,-л ( 2 - 3 ) 

f{Xj= f(xltx2, ..-,*„) 
при ограничениях (pi(*i, х2, ..., хп){<, =,>}ЬЪ 

Фг(*1 ,х2,...,хп) {<, =, >} Ъ2, (2.4) 

<?m(xi> х2, -., хп){<,=,>}Ьт, 

Xj>0J=l,n. (2.5) 

Условие (2.5) необязательно, но его всегда при необходи­
мости можно добиться. Обозначение [<,=,>} говорит о том, 
что в конкретном ограничении возможен один из знаков: 
<,= или >. Более компактная запись: 
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max(min)/Y*i, х2,..., хп), (2.6) 

<Pi(*i>*2> ...,хп){<,=,>}bh i = l , m, (2.7) 

х; > 0,/=lTra. (2.8) 
Задача (2.6)-(2.8) — общая задача оптимального (мате­

матического) программирования, иначе — математическая 
модель задачи оптимального программирования, в основе 
построения (разработки) которой лежат принципы опти­
мальности и системности. 

Вектор X (набор управляющих переменных Xj, j = 1, п ) 
называется допустимым решением, или планом задачи оп­
тимального программирования, если он удовлетворяет систе­
ме ограничений. А тот план X (допустимое решение), кото­
рый доставляет максимум или минимум целевой функции 
f(xi, *2, ..., хп), называется оптимальным планом (оптималь­
ным поведением, или просто решением) задачи оптимально­
го программирования. 

Таким образом, выбор оптимального управленческого по­
ведения в конкретной производственной ситуации связан с 
проведением с позиций системности и оптимальности эко­
номико-математического моделирования и решением задачи 
оптимального программирования. 

Задачи оптимального программирования в наиболее об­
щем виде классифицируют по следующим признакам. 

1. П о х а р а к т е р у в з а и м о с в я з и м е ж д у 
п е р е м е н н ы м и — 

а) линейные, 
б) нелинейные. 
В случае а) все функциональные связи в системе ограни­

чений и функция цели — линейные функции; наличие не­
линейности хотя бы в одном из упомянутых элементов при­
водит к случаю б). 

2. П о х а р а к т е р у и з м е н е н и я п е р е м е н ­
н ы х — 

а) непрерывные, 
б) дискретные. 
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В случае а) значения каждой из управляющих перемен­
ных могут заполнять сплошь некоторую область действи­
тельных чисел; в случае б) все или хотя бы одна переменная 
могут принимать только целочисленные значения. 

3. П о у ч е т у ф а к т о р а в р е м е н и — 
а) статические, 
б) динамические. 
В задачах а) моделирование и принятие решений осуще­

ствляются в предположении о независимости от времени 
элементов модели в течение периода времени, на который 
принимается планово-управленческое решение. В случае б) 
такое предположение достаточно аргументированно принято 
не может быть и необходимо учитывать фактор времени. 

4. П о н а л и ч и ю и н ф о р м а ц и и о п е р е м е н ­
н ы х — 

а) задачи в условиях полной определенности (детерми­
нированные), 

б) задачи в условиях неполной информации, 
в) задачи в условиях неопределенности. 
В задачах б) отдельные элементы являются вероятност­

ными величинами, однако известны или дополнительными 
статистическими исследованиями могут быть установлены 
их законы распределения. В случае в) можно сделать пред­
положение о возможных исходах случайных элементов, но 
нет возможности сделать вывод о вероятностях исходов. 

5. П о ч и с л у к р и т е р и е в о ц е н к и а л ь т е р ­
н а т и в — 

а) простые, однокритериальные задачи, 
б) сложные, многокритериальные задачи. 
В задачах а) экономически приемлемо использование од­

ного критерия оптимальности или удается специальными 
процедурами (например, «взвешиванием приоритетов») све­
сти многокритериальный поиск к однокритериальному; при­
меры многокритериальных задач рассмотрены в гл. 3. 

Сочетание признаков 1—5 позволяет группировать (клас­
сифицировать) в самом общем виде задачи и методы опти­
мального программирования, например: 1а)2а)3а)4а)5а) — 
задачи и методы линейного программирования, 1б)2а)3а) 
4а)5а) — задачи и методы нелинейного программирования, 
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1а)2б)3а)4а)5а) — задачи и методы целочисленного (дис­
кретного) линейного программирования и т.д. 

Рассмотрим пример задачи оптимального программиро­
вания. 
^ - Постановка задачи. Предлагается п инвестиционных проек­
тов Pi, P2, ..., Pj, ..., Рп, тщательная экономическая проработ­
ка которых позволяет получить для каждого из проектов Pj 
достаточно убедительные экономические оценки ожидаемого 
эффекта от его реализации Cj и необходимой величины 
капиталовложений gj. Общий объем возможных инвести­
ций ограничен величиной G. Необходимо так распорядить­
ся имеющимися финансовыми ресурсами, чтобы максимизи­
ровать суммарный эффект от инвестиций. 

Математическая запись задачи (модель). Введем в рас­
смотрение управляющие переменные, пусть: 

_ J1, если проект Pj следует инвестировать, 
' [0, если не следует. 

С учетом этих обозначений задача по критерию «макси­
мум экономического эффекта» математически запишется 
следующим образом: 

п 
max f(Xi,x2, ...,xn) =Y^Cixi ' 

п 

7=1 

Xj e |0;l}; j = 1, п. ^J 
Приведенная задача является задачей дискретного линей­

ного программирования с булевыми переменными (перемен­
ные, которые могут принимать только два значения: 1 и О, 
т.е. «да» или «нет»), т.е. относится к классу задач 
1а)2б)3а)4а)5а). Эта задача может быть решена, например, 
известным методом Балаша. 

Выбору метода решения конкретной задачи оптимально­
го программирования предшествует ее классификация, т.е. 
отнесение к одному из классов оптимизационных задач, на­
чиная с приведенных самых общих признаков (например, 
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задача дискретного линейного программирования с булевыми 
переменными). 

Развитие и совершенствование методов решения задач 
оптимального программирования идет от случаев типа а) к 
случаям типа б), в). 

Наиболее изучены задачи линейного программирования, 
для которых разработан универсальный метод решения — 
метод последовательного улучшения плана (симплекс-ме­
тод), т.е. любая задача линейного программирования решается 
(реализуется) этим методом. Именно эти задачи в дальнейшем 
рассматриваются в данной главе. 

2.2. Формы записи задачи линейного программирования 
и ее экономическая интерпретация 

Как отмечено выше, среди широкого класса задач опти­
мального программирования имеются важные подклассы за­
дач, для которых разработаны эффективные методы реше­
ния. Наиболее изученным подклассом задач являются зада­
чи линейного программирования. 

В задаче линейного программирования (ЗЛП) требуется 
найти экстремум (максимум или минимум) линейной целе­
вой функции fix): 

max(min) fix) = C\Xi + c2x2 + ••• + C„JC„ (2.9) 

при ограничениях (условиях): 
a l l * l + °12*2 + •••+ ^ „ x ^ {<,=,>} &i, 

a21*l + <*22*2 + -..+ а2пХп{<,=,>}Ъ2, (2.10) 

«mi*i + am2x2 + ...+ amnxn{<,=,>}bm, 

Xj>0;j=T^i, (2.11) 

где aq,bi,Cj(i=l,m;j—l,n) — заданные постоянные величины. 
Так записывается общая задача линейного программиро­

вания в развернутой форме; знак {<,=,>} означает, что в кон-
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кретной ЗЛП возможно ограничение типа равенства или 
неравенства (в ту или иную сторону). 

Систему ограничений (2.10) называют функциональны­
ми ограничениями ЗЛП, а ограничения (2.11) — прямыми. 

Вектор X = (*i, X2, ..., хп), удовлетворяющий системе ог­
раничений (2.10), (2.11), называется допустимым решением, 
или планом ЗЛП, т.е. ограничения (2.10), (2.11) определяют 
область допустимых решений, или планов задачи линей­
ного программирования (область определения ЗЛП). 

План (допустимое решение), который доставляет максимум 
или минимум целевой функции (2.9), называется опти­
мальным планом (оптимальным решением) ЗЛП. 

Канонической формой записи задачи линейного програм­
мирования (КЗЛП) называют задачу вида (запись с исполь­
зованием знаков суммирования): 

п 
Найти max f(x\ = У^ CjXj 

n 
при ограничениях V a^Xj = bifi = 1, т, 

Xj > 0, bt > 0, i =1, т,; j =1, п . (2.14) 

Векторная форма записи КЗЛП имеет вид: 

Найти max f{x) = СХ 

при ограничениях А\Х\ + А2х2 + ... + Апхп = В, х > 0, 
где С = ( с ь с2, ..., сп), X = (хъ х2, ..., хп), 

СХ — скалярное произведение векторов С,Х\ 
А; и. В — вектор-столбцы: 

4i] 
а 2 1 ,А2 = 

Ч2^ 
fl22 

\am2J 

, ... , Ап — 

'О 
a2n 

\amnJ 

,B = 

h 
b2 

\bm) 

Матричная форма записи КЗЛП: 

(2.12) 

(2.13) 
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тах/(х)=СХ 

при условиях АХ = В, X > 0. 
Здесь С = (ci, сз,..., сп) — вектор-строка; А = (ai;) — матри­

ца размерности тохп, столбцами которой являются вектор-
столбцы А]-; 

Х = 

хх 

\xmJ 

— вектор-столбец, В 

^ 

— вектор-столбец. 

mJ 

Иногда используется стандартная форма записи ЗЛП: 

max(min) f(x) = СХ, 

АХ < (>)5, X > 0. 
При этом запись X > 0 понимают как вектор (или век­

тор-столбец в зависимости от контекста), у которого все ком­
поненты (элементы) неотрицательны. 

Приведение ЗЛП к каноническому виду осуществляется 
введением в левую часть соответствующего ограничения вида 
(2.10) k-й дополнительной переменной хп+^ > 0 со знаком -
в случае ограничения типа > и знаком + в случае ограниче­
ния типа <. 

Если на некоторую переменную хг не накладывается ус­
ловие неотрицательности, то делают замену переменных 
хг = х'г - х", х'Г > 0 , я" > 0 . В преобразованной задаче все 
переменные неотрицательные. Переход к задаче на макси­
мум достигается изменением в случае необходимости знака 
у целевой функции. 

К математическим задачам линейного программирова­
ния приводят исследования конкретных производственно-
хозяйственных ситуаций, которые в том или ином виде ин­
терпретируются как задачи об оптимальном использова­
нии ограниченных ресурсов (задача о раскрое, смесях, дие­
те и т.д.). 
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•ь. Пример 1 (задача о смесях). Стандартом предусмотрено, 
что октановое число автомобильного бензина А-76 должно 
быть не ниже 76, а содержание серы в нем — не более 
0 ,3%. Для изготовления такого бензина на заводе использу­
ется смесь из четырех компонентов. Данные о ресурсах сме­
шиваемых компонентов, их себестоимости и их октановом 
числе, а также о содержании серы приведены в таблице 

Характеристика Компонент автомобильного бензина 

№ 1 № 2 №3 №4 

Октановое число 68 

Содержание серы, % 0,35 

Ресурсы, т 700 

Себестоимость, ден.ед./т 40_ 

72 
0,35 
600 
45 

80 
0,3 
500 
60 

90 
0,2 
300 
90 

Требуется определить, сколько тонн каждого компонента 
следует использовать для получения 1000 т автомобильного 
бензина А-76, чтобы его себестоимость была минимальной. 

Р е ш е н и е . Для решения этой задачи сформулируем 
ее экономико-математическую модель, т.е. сформулируем 
задачу математически. Введем необходимые обозначения: 
пусть Xj (j = 1,2,3,4) — количество в смеси компонента с 
номером ;. С учетом этих обозначений имеем задачу (кри­
терий оптимальности — «минимум себестоимости»): 

min /(ЗГ) = 40*! + 45х2 + 60*3 + 90*4, 
Хг + Х2 + * 3 + *4 = Ю00» (1) 

68*! + 72*2 + 80*3 + 90х4 ^ 76 • 1000, 

0,35xi + 0,35*2 + 0,3*3 + 0,2*4 ^ 0,3-1000, 
*х < 700, 
* 2 < 600, 
* 3 < 500, 
* 4 < 300, 
Xj> 0, / = 1,2,3,4. 

(2) 

(3) 
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Функциональное ограничение (1) отражает необходи­
мость получения заданного количества смеси (1 000 т), (2) и 
(3) — ограничения по октановому числу и содержанию серы 
в смеси, остальные — ограничения на имеющиеся объемы 
соответствующих ресурсов (компонентов). Прямые ограни­
чения очевидны, но принципиально важны для выбора ме­
тода решения. 

Полученная математическая задача — задача линейного 
программирования. Она может быть решена симплекс-мето­
дом, который рассмотрен в данной главе ниже. В результа­
те решения получается оптимальное решение 

X = (*!, х2, х3, х4 ) : хх = 571 т, 

х\= 0, х3 = 143 т, х\ = 286 т. 

Подставляя найденное решение в целевую функцию, 
имеем 

f(x*) = 40- 571 + 45-0 + 60-143 + 90-286 =57 160,0 (ден. ед.). 

Таким образом, оптимальному решению X будет отве- * 
чать минимальная себестоимость в 57160,0 ден. ед. - ^ 

и*» Пример 2 (использование ограниченных ресурсов). 
На участок строящейся дороги необходимо вывезти 

20 000 м3 каменных материалов. В районе строительства 
имеются три карьера с запасами 8 000 м3, 9 000 м3 и 10 000 м3. 
Для погрузки материалов используются экскаваторы, имеющие 
производительность 250 м3 в смену в карьерах 1 и 2 и 500 м3 

в смену в карьере 3. 
Эти карьеры обеспечивают каменными материалами так­

же ряд других строящихся объектов. На погрузку материа­
лов для рассматриваемого участка выделен для экскавато­
ров общий лимит 60 машино-смен с правом использования 
его по усмотрению строителей. 

Транспортные затраты на перевозку материалов характе­
ризуются показателями: для перевозки 10 000 м3 материа­
лов из карьера 1 требуется 1 000 автомобиле-смен, из карь-
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ера 2 — 1 350, из карьера 3 — 1 700 автомобиле-смен. Тре­
буется найти оптимальный план перевозок, обеспечиваю­
щий минимальные транспортные затраты. 

Р е ш е н и е . Сформулируем экономико-математическую 
модель задачи. Примем за единицу измерения количества 
материалов 10 000 м3. 

Обозначим через Xi объем добычи материалов в карьере 
1, #2 — в карьере 2, *з — в карьере 3. Необходимо миними­
зировать транспортные затраты: 

min f(x) = 1 OOOxj + 1 350*2 + 1 700х3, 
при ограничениях х\ + х% + х$ — 2,0, (1) 

40*! + 40х2 + 20лг3 < 60, (2) 
0 < хг < 0,8, (3) 
0 < х2 < 0,9, (4) 
0 < х 3 < 1 , 0 . (5) 

Условие (1) отражает потребность в материалах, (2) — ог­
раничение по наличию ресурса «фонд рабочего времени экс­
каваторов» (мы не можем использовать больше того, что у 
нас в наличии). Условия (3)-(5) отражают тот факт, что до­
быча материалов идет в условиях ограниченности запасов 
материалов в соответствующих карьерах. Полученная зада­
ча — задача ЛП; решив ее симплекс-методом (см. ниже), 
найдем оптимальный план (решение) 

Х^= (xl,x*2,xl) :**= 0,8 (8 000м3); 
х2 = 0,2 (2 000м3); *J= 1,0 (10 000 м3). 

Таким образом, из карьера 1 следует вывезти 8 000 м3 

материалов, из карьера 2 — 2 000 м3, из карьера 3 — 10 000 м3. 
Это управленческое решение будет связано с минимальными 
транспортными затратами 
f(X*) = 1 000 • 0,8 + 1 350 • 0,2 + 1 700 • 1,0 = 2 770 j 
(автомобиле-смен). 

2.3. Математический аппарат 

Изучение и понимание современных экономико-матема­
тических методов предполагает достаточно серьезную мате-
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матическую подготовку экономистов. Для освоения задач и 
методов в пределах данной главы необходимы знания ос­
новных понятий и элементов высшей математики, матрич­
ной и векторной алгебры. Некоторые необходимые сведе­
ния из этих разделов математики приведены ниже. 

Матрицы и определители 
Рассмотрим тхп действительных чисел, записанных в 

виде прямоугольной таблицы из т строк и п столбцов: 

А = 

'13 

*21 *22 

Va„ 
Данная таблица чисел называется числовой матрицей 

(в дальнейшем — просто матрицей). Числа ац, которые 
входят в матрицу, называются ее элементами. Индексы i и 
j элемента ац указывают соответственно номера строки и 
столбца, в которых расположен элемент ац. Матрицу, содер­
жащую одну строку (или один столбец), называют также 
вектор-строкой (или вектор-столбцом). 

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется 
нулевой. Две матрицы называются равными, если числа 
строк и столбцов одной из них равны соответственно чис­
лам строк и столбцов другой и элементы этих матриц, рас­
положенные на соответствующих местах, равны. 

Матрицей, транспонированной к матрице А, называется 
матрица вида: 

А' = 

ап 

«12 

^аы 

°21 

«22 

а 2„ а ) 
т. е. — строками матрицы А' являются столбцы, а столбца­
ми — строки матрицы А. 
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Если число строк равно числу столбцов (тп = п), матрицу 
называют квадратной матрицей порядка п. 

Элементы о ц , a<ii, «зз»---» апп образуют так называемую 
главную диагональ квадратной матрицы; элементы а\п, а2П-ъ 
..., ani — побочную диагональ квадратной матрицы. 

Рассмотрим некоторые действия над матрицами. 
1. Произведением матрицы А на число X, (или, что то же 

самое, числа X на матрицу А) называется матрица 

Ы = 

(Хап 

Хд21 

Vtatml 

Ха12 

Ад22 

'кат2 • 

•• Щп 

•• k*2n 

Ял„„ 

получающаяся из А путем умножения каждого ее элемента 
на число X. 

2. Под суммой двух матриц 

А = 

ап 

«21 

Umi 

«12 • 

«22 

«m2 • 

•• «lrc 

•• « 2 л 

amn 

и В = >21 

КЬ 

h2 
&22 

ml um2 

b2n 

bm.nJ 

понимается матрица 

A + B 

«11 + Ь11 «12 + &12 

«21 + ^21 «22 + ^22 

V«ml + 6 m l «m2 + bm2 

«In + hn 
a2n + b2n 

+ K 

элементы которой равны суммам соответствующих элемен­
тов матриц А и В. При этом подразумевается, что число 
строк (столбцов) матрицы А равно числу строк (столбцов) 
матрицы В. Подобным же образом определяется и разность 
А- В матриц А и В. 
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Линейные операции над матрицами подчиняются обыч­
ным законам арифметики, например: 

А + В = В +А, А + 0 =А 
(все элементы матрицы 0 — нули), 
Х(А + В) = ХА + ХВ, 0-А = 0 (Х = 0). 

3. Произведением матрицы А из т строк и п столбцов на 
матрицу В и з л строк и k столбцов называется матрица С = 
АВ, имеющая т строк и k столбцов, элемент Сц которой, рас­
положенный в i-й строке и / м столбце, равен сумме произве­
дений элементов i-й строки матрицы А на соответствующие 
элементы ;-го столбца матрицы В, т.е. находится по формуле 
скалярного произведения i-й вектор-строки| матрицы А на у'-й 
вектор-столбец матрицы В: 

Сц = апЬу + ai2b2j +•••+ ainbnj. 
В случае квадратных матриц можно составить как произ­

ведение АВ, так и произведение ВА. В общем случае АВ Ф ВА, 
т.е. переместительный закон для матриц не выполняется. 

Для произведения матриц остаются в силе следующие 
законы арифметики: 

1. Распределительный закон (А + В) С = АС + ВС, С (А + В) = 
= СА + СВ. 

2. Сочетательный закон (АВ) С == А (ВС). 
Среди квадратных матриц особую роль играет матрица 

(\ 0 ••• 0"| 

\о о - I) 
все элементы которой, расположенные на главной диагонали, 
равны единице, а остальные — нулю. Можно проверить, что 
для любой матрицы А: АЕ = ЕА = А. Матрица Е называется 
единичной. 

Матрица В называется обратной для матрицы А, если 
АВ = ВА = Е. Матрица В, обратная матрице А, обозначается 
через А - 1 . 

С каждой квадратной матрицей определенным образом 
связано некоторое число, называемое ее определителем. 
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Для вычисления определителя любого порядка необходимо 
знание его свойств и теоремы о разложении определителя. 

Приведем основные свойства определителей. 
1. При транспонировании матрицы ее определитель не 

меняется. Это свойство свидетельствует о полном равнопра­
вии строк и столбцов определителя. Следовательно, если не­
которое утверждение справедливо относительно столбцов оп­
ределителя, то аналогичное утверждение справедливо и для 
его строк. 

2. Если все элементы какого-либо столбца (строки) опреде­
лителя равны нулю, то и сам определитель равен нулю. 

3. При перестановке двух любых, столбцов (строк) опре­
делителя его знак меняется на противоположный, а абсо­
лютная величина остается неизменной. 

4. Определитель с двумя одинаковыми столбцами (строка­
ми) равен нулю. 

5. Если 7-й столбец (строка) Aj определителя D является 
линейной комбинацией 

Aj = ХВ + \хС 
двух произвольных столбцов (строк) В и С, то и сам опреде­
литель оказывается линейной комбинацией 

D = DjiTJB + цС) = Щ(В) + \iDj(C) 
определителей Dj(B) и Dj(C). 

Здесь Dj{B) и Dj(C) — определитель D, в котором столбец 
(строка) j заменен соответственно на столбец (строку) В и 
С. Остальные столбцы (строки) сохранены без изменения. 

6. При умножении любого столбца (строки) определителя 
на произвольное число X сам определитель умножается на 
это же число. 

7. Если какой-либо столбец (строка) определителя явля­
ется линейной комбинацией других его столбцов (строк), то 
определитель равен нулю. 

8. Определитель не изменится, если к элементам любого 
его столбца (строки) прибавить соответствующие элементы 
другого столбца (строки), предварительно умноженные на 
одно и то же число. 
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Рассмотрим определитель га-го порядка: 

аП 
а 2 1 

D 

а 12 
а 2 2 

аГ} 

«2; 

ап 
1п1 

Щ2 
ап2 

а„ 
а. nj *пп 

Выделим в нем некоторый элемент, например ац. Вы­
черкнем в определителе i-ю строку и у'-й столбец, в которых 
расположен выделенный элемент ац. В результате останется 
определитель (га - 1)-го порядка. Этот оставшийся определи­
тель называется минором элемента ац в определителе D и 
обозначается Мц. 

Величину Ац = (~1)1+>Мц называют алгебраическим до­
полнением элемента ац в определителе D (или в соответст­
вующей квадратной матрице). 

Теорема о разложении определителя. Определитель мат­
рицы А равен сумме произведений всех элементов некоторого 
столбца (строки) на их алгебраические дополнения: 

п п 
D = \A\ = 'ZatjAfj = YuanAn • 

Рассмотрим примеры вычисления определителей (пред­
полагается знание правил вычисления определителей второго 
порядка). 

1. Вычислить определитель 
2 3 1 

D = 4 2 -1 . 
3 5 2 

Разложим определитель D по элементам второго столбца: 
D = ЗА\2 + 2А22 + 5Л32- Переходя к минорам, имеем: 

D = 3(-1) 1+2 4 - 1 | 
3 21 

+ 2(-1) 2+2 2 1 
13 2| + 5(-1) 3+2 

= -3-11 + 2 - 1 - 5 - ( - 6 ) = - 1 . 
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2. Вычислить определитель четвертого порядка: 

D 

1 2 3 4 
2 3 4 1 
3 4 1 2 
4 1 2 3 

Используя свойства определителей, получим единичную 
первую строку и разложим по ней определитель D; анало­
гично поступим с первым столбцом преобразованного опре­
делителя: 

D 

1 2 3 4 
2 3 4 1 
3 4 1 2 
4 1 2 3 

О О 
-1 -2 
-2 -8 

О 
-7 

-10 
4 -7 -10 -13 

= (-D 

(-If 

l+ i 
-1 
-2 
-7 

-2 
-8 

-10 

-7 
-10 
-13 

= -
1 2 7 
2 8 10 
7 10 13 

4 -4 
-4 -36 

= - 4 - 4 -1 1 
1 9 

2 7 
4 -4 

0 -4 -36 

= -16(-9 -1) = 16 • 10 = 160, 

Решение систем линейных уравнений 
Рассмотрим систему из п линейных уравнений с п неиз­

вестными (такие системы линейных уравнений называются 
определенными): 

апхх + а12х2 + ...+аХпхп =Ьг, 
a2l*i +а22х2 + ...+ а2пхп = Ъ2, 

ап\Х\ + о-п2х2 + ...+ аппхп = Ьп. 

(2.15) 

Определитель А, составленный из коэффициентов при 
неизвестных, называют определителем системы (2.15); 
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а11 а12 а1п 
А = 

ап\ ап2 '" ап 

Решить систему уравнений (2.15) можно различными 
методами, в частности, методом Крамера. В основе решения 
системы уравнений (2.15) методом Крамера лежит следую­
щая теорема. 

Теорема Крамера. Если определитель Л системы (2.15) 
отличен от нуля, то система совместна и имеет единственное 
решение, которое можно найти по формуле: 

\,п . 

В этой формуле Aj является определителем, полученным 
из определителя системы А путем замены столбца j столб­
цом свободных членов. 

Систему п линейных уравнений с п неизвестными (2.15) 
можно записать в матричном виде: АХ = В, где А — квад­
ратная матрица порядка п, составленная из коэффициентов 
при неизвестных; X — вектор-столбец из неизвестных; В — 
вектор-столбец свободных членов: 

4 i 
а 21 

Um 

а12 * 
а 22 ' 

ап\ • 

•• <*\п 

• а2п 

•• anJ 

, в = 
№ 
ь2 

ybj 

,х = 

(у \ 

х2 

UJ 
Если А — невырожденная матрица, т.е. ее определитель 

\А\ * 0 , то можно определить Л - 1 . С учетом этого имеют ме­
сто матричные соотношения: 

А"1 • АХ= А-1 -В, Е-Х= А"1 • В, Х= А"1 • В. (2.16) 

Обратная матрица может быть определена на базе сле­
дующей теоремы. 
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Теорема. Если определитель матрицы А не равен нулю, 
то матрица А имеет обратную матрицу А - 1 , которая находится 
по формуле 

А"1 = — А , где А — матрица, присоединенная к матрице А. 
А 

Матрица А составляется из алгебраических дополнений 
к элементам транспонированной матрицы: 

^11 ^21 
А12 А22 

U 1л Нп 

Л л1 

Таким образом, соотношение (2.16) лежит в основе реше­
ния системы уравнений (2.15) методом обратной матрицы. 

Рассмотрим систему т линейных уравнений с п неиз­
вестными (при т < п такие системы называются неопреде­
ленными): 

а2\х\ + а22-*-2 + • • • + а2пхп = ^2» (2.17) 

aml x l + ат2х2 + • • • + ^тпхп ~ Ьт-

или в векторной записи: 

Axxi+ A2x2+...+ Апхп=В, 

где Ах 
°21 

\amV 

, А.2 = 

Ч 2
Л 

°22 

\0-m2J 

, ..., Ап 

м а2п 

^•amJ 

,в = 
\ьЛ 

ь2 

Уьт) 
соответствующие вектор-столбцы. 

Запишем расширенную матрицу этой системы в виде: 
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А, 
Чх 

а2Х 

^ m l 

Л " 
аХ2 • 

° 2 2 • 

« т 2 • 

• К 
- < * , . 

- а2п 

•• а 
тп 

В 

&х 
ь2 

ът 

А = 

Элементарными преобразованиями системы (2.17) (или 
матрицы А) называются следующие преобразования: 
• перестановка любых двух уравнений; 
• умножение обеих частей одного из уравнений на любое 

отличное от нуля число; 
• прибавление к обеим частям одного уравнения соответ­

ствующих частей другого, умноженных на любое число, 
отличное от нуля; 

• вычеркивание нулевой строки (уравнения с нулевыми 
коэффициентами и свободным членом, равным 0). 
Можно показать, что элементарные преобразования пере­

водят данную систему уравнений в эквивалентную систему. 
Две системы линейных уравнений называются эквивалент­
ными, или равносильными, если каждое решение первой 
системы (если они существуют) является решением второй, 
и наоборот. Соответствующие расширенные матрицы также 
называются эквивалентными. 

При практическом решении системы линейных уравне­
ний методом Жордана-Гаусса последовательно над строка­
ми матрицы А выполняют элементарные преобразования, 
так что некоторое неизвестное исключается из всех уравне­
ний, кроме одного, т.е. в составе расширенной матрицы 
формируется единичная матрица. 

В процессе решения могут встретиться следующие случаи. 
1. Будет получена матрица А', эквивалентная матрице А, в 

левой части некоторой строки ее стоят нули, а в правой — 
число, отличное от нуля, что соответствует уравнению: 

0*! + 0х2 + ... + 0хп = Ц , (Ь! * 0 ) . 

Это признак несовместности системы (2.17), т.е. система 
не имеет решений. 
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2. В результате преобразований получилась матрица А' вида: 

'1 0 ••• О ЬС 
О 1 ••• О Ъ'2 

\.0 0 - 1 К) 

В этом случае система (2.17) совместна, определенная и 
имеет единственное решение: х± = Ь{, х2 = b2, ...,хп = Ъ'п. 

3. На некотором этапе получилась расширенная матрица вида 

1 
0 

0 

0 • 

1 • 

0 • 

• 0 
• 0 

• 1 

K+i • 
а 2 г + 1 

< + 1 • 

- <п 

- *гп 

- «С 

Ч) 
к 
к) 

Система совместна и имеет бесчисленное множество ре­
шений. Общее решение системы можно записать в виде: 

Xi =Ь{- а{г+1хг+1 - . . . - а{пхп 

*2 = ь2 ~ a2r+ixr+i -•••- а'2пхп 

хг - Ъ'г - a'rr+1xr+l - . . . - а'гпхп. 

Придавая каждой из стоящих в правых частях равенств 
переменных хг+\, хг+2, ..-, хп произвольные значения, будем 
получать частные решения системы. 

Неизвестные х\, Х2,.-,хг называются базисными, или ос­
новными, они соответствуют линейно-независимым векто­
рам А\, ...,АГ. 

Таким образом, любые г переменных называются базис­
ными (основными), если определитель матрицы коэффици­
ентов при них отличен от нуля, а остальные (п - г) перемен­
ных называются свободными, или неосновными. Базисным 
решением системы уравнений называется частное решение, 
в котором неосновные переменные имеют нулевые значе­
ния. Каждому разбиению на основные и неосновные пере-

А' = 
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менные соответствует одно базисное решение, а количество 
способов разбиения не превышает величины 

п\ 
т\(п - т)\ 

Если все компоненты базисного решения неотрицательны, 
то такое решение называется опорным. 

к. Пример 3 . Исследовать систему уравнений методом 
Жордана-Гаусса 

*1 

*1 

Запишем расширенную матрицу системы уравнений и 
последовательно преобразуем ее элементарными преобразо­
ваниями 

(1 -2 
0 1 
1 3 

U 1 

— ^Х2 ~^~ ^XQ 

х2 - х3 

+ Зх 2 

+ х2 + х3 

- 4х4 

+ хА 

- Зх4 

- 3*4 

+ 2х5 = 
+ 4*5 = 

= 
+ Зх5 = 

4 
- 3 

1 
1 

3 
1 
0 
1 

-4 2 
1 4 

-3 0 
-3 3 

4̂  
-3 

1 
l J 

-> 

1 
0 
0 

-2 
1 
5 

3 
-1 
-3 

-4 
1 
1 

\0 3 -2 

2 
4 
2 
1 

41 
-3 
-3 

-eJ 
f l 0 1 - 2 10 
0 1 - 1 1 4 
0 0 2 - 4 -22 

V0 0 1 - 2 -11 

~2] 
-3 
12 
6j 

/ 

-» 

V 

1 0 1 
0 1 - 1 
0 0 0 
0 0 1 

2 
1 
0 
2 

10 
4 
0 

-11 

~21 
-3 

0 

е) 

( \ 0 0 
0 1 0 

v0 0 1 

0 
-1 
-2 

21 
-7 

-11 

_81 
3 

eJ 

* i 

» х2 " 

*з -

+ 21х5 = 
- Ч - Чхь = 

- 2x4 ~ 4 * 5 = 

-8 
3 
6. 

Таким образом, система совместна, имеет бесчисленное 
множество решений. Общее решение записывается в виде 
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Х\ = - 8 - 21*5> 

Х2 = 3 + #4 + 7X5» 

х3 = 6 + 2х4 + 11х5. 
Любое частное решение получается из общего путем 

придания конкретных значений свободным переменным х± 
и х5- Например, (-8;4;8;1;0) — частное решение. Одно из ба­
зисных решений получаем при х± = хь = 0, т.е. (-8;3;6;0;0). 
Число базисных решений не превосходит С5 = 10. Перейдем 
к другому базисному решению, взяв в расширенной матрице 
в качестве базисных векторы А\, Аг, А±; при этом перемен­
ные X\, X2, #4 будут базисными, а хз, Х5 — свободными. Пе­
реход от одного базиса к другому осуществим методом Жорда-
на—Гаусса, т.е. используя элементарные преобразования: 

1 0 
0 1 
0 0 

0 
0 
1 

0 
1 
2 

1 
-7 

-11 

-8) 
3 
6J 

-> 
[1 0 
0 1 

lo о 

0 
0 

-0,5 

0 
- 1 

1 

21 
-7 
5,5 

-8\ 
3 

-з; 
1 0 0 0 21 
0 1 -0,5 0 -1,5 

v0 0 -0,5 1 5,5 

-8\ 
0 

-з, 

Таким образом, получено еще одно базисное решение: 
(-8;0;0;-3;0) и т.д. Заметим, что оба полученных базисных 
решения не являются опорными решениями. Л 

Линейные векторные пространства 
Определение 1. Упорядоченная система из га действи­

тельных чисел а.\, а2,.-.,ап называется га-мерным вектором 
и обозначается а - А = (alfa2,...,an). Числа а} (/=1,2,...,га) 
называются компонентами вектора а = А . 

Определение 2. Совокупность всевозможных га-мерных 
векторов с введенными на ней операциями сложения и ум­
ножения на число называется га-мерным векторным про­
странством. 
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В матрице из т строк и п столбцов строки являются га-
мерными векторами, столбцы — m-мерными векторами и т.д. 

Вектор а - (а1,а2,...,ап) и вектор Ъ = (bj,b2,• • •»bn) рав­
ны, если совпадают их компоненты, стоящие на одинаковых 
местах, т.е. если а$ = Ь-} при /' =1,2,...,га. 

Суммой векторов а и Ъ называется вектор а + Ъ = 
= (al +bl,a2 +Ь2,...,ап + Ьп). Роль нуля играет нулевой вектор 
6 = (0,0,...,0). 

Противоположным вектору а называется вектор -а = 
= (-а1 , -а2 , . . . , -ап) ; очевидно, что а + (-а) = О . 

Разность векторов а -Ъ =а + (-&). 
Произведением вектора а на число X. называется вектор 

Ха=(Ха1Да2 Ха„). Из этого определения вытекают сле­
дующие важные свойства: 

Ца ±Ь) = Ш± kb, 
(й ± Х)а -Ш± Ха, 
k(Xa) = (kX)a. 

Следствиями этих свойств являются следующие свойства: 
О • а ~ О, (-1)а = - а , X • 0 = 0. Скалярным произведением двух 
векторов а и Ь (А и В) называется действительное число, 
равное сумме произведений соответствующих компонент 
этих векторов: 

АВ = аф1 + а2Ь2 + ... + апЬп. 
Например, левая часть линейного уравнения а\Х\ + а2х2 + 

+ ... + апхп = Ъ может быть представлена в виде скалярного 
произведения векторов А • X, где А = (ai ,a2, . . . ,a„), X = 
= (хих2,...,хп). 

Вектор В называется линейной комбинацией векторов 
Ai,A2,...,An, если существуют такие числа A,i, Я.2,..., Хп, при 
которых выполняется соотношение В = X\Ai + Х2А2 + ... + 
+ Х„Ап. Система векторов А\, Аг,..., Аг (г > 2) называется 
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линейно-зависимой, если хотя бы один из векторов системы 
является линейной комбинацией остальных, и линейно-не­
зависимой — в противном случае. Можно сформулировать 
следующие равносильные сказанному определения. 

Система векторов А\, А.2,..., Аг — линейно-зависимая, если 
существуют такие числа Xi, Х2,..., кг, не все равные нулю, 
при которых имеет место равенство Х\А\ + Х2Л2 + ••• + ^-r^r = О-

Если последнее соотношение возможно лишь в случае, 
когда все Я.у = 0 (j = 1,г), то система векторов называется ли­
нейно-независимой. Например, система векторов А\ ~ (2,4,3), 
А2 = (2,3,1), А3 = (5,3,2), А4 = (1,7,3) линейно-зависима: А\ + 
+ 2А2 - А3 - А4 = 0. 

Рангом системы векторов А1 = (au,ai2,--->ain)> 
•^2 = (а21»а22>'">02п)» 

Ат = (ат1>ат2>--->атп)-
называется максимальное число линейно-независимых век­
торов этой системы. Ранг системы векторов равен рангу 
матрицы А, составленной из компонент векторов этой сис­
темы, т.е. наивысшему порядку минора матрицы А, отлич­
ного от нуля. 
L Пример 4. Определить, является ли система векторов 

Аг = (5,4,3,2), А2 = (3,3,2,2), А3 = (8,1,3,-4) линейно-за­
висимой; если она линейно-зависима, то найти ее макси­
мальную линейно-независимую подсистему. 

Р е ш е н и е . Составим матрицу из компонент векторов 
и найдем ее ранг. 

Имеем 
f5 4 3 .2> 
3 3 2 2 

Минор второго порядка 

1,8 1 3 -4. 

5 4 
3 

3 * 0 . 

Рассмотрим два минора третьего порядка, которые его 
окаймляют: 
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5 
3 
8 

4 3 
3 2 
1 3 

= 118--118 = 0, 
5 
3 
8 

4 
3 
1 

2 
2 

-4 
= 2(59 - 59) = 0. 

Ранг матрицы А равен 2, поэтому система векторов является 
зависимой. В матрицах, составленных из компонент любых 
двух векторов данной системы, содержатся миноры второго 
порядка, отличные от нуля, например, 

5 4 
3 3 

3 * 0 , 3 3 
8 1 

= -21 * 0, 
5 4 
8 1 

= -27 * 0. 

Поэтому максимальная линейно-независимая подсистема 
состоит из двух любых векторов, а третий вектор является 
их линейной комбинацией. i 

Базисом га-мерного векторного пространства называется 
любая совокупность га линейно-независимых векторов этого 
же пространства. 

Теорема. Любой вектор га-мерного векторного простран­
ства можно представить как линейную комбинацию векто­
ров базиса, притом единственным образом. 

Один из базисов га-мерного векторного пространства обра­
зует система единичных векторов 

Ег-0.,0,...,0) 
Е 2 = (0,1,...,0) 

Я„=(0,0 , . . . ,1) . 

Компоненты любого га-мерного вектора можно считать 
координатами этого вектора в единичном базисе. 

Пусть задано га-мерное линейное пространство Еп. 
Определение. Множество X называется выпуклым, если 

вместе с любыми точками х\ и Х2 множеству принадлежат 
точки (отрезок) "кх% + (l~^)*i при всех 0 < к< 1. 

Множество на рис. 2.1а выпуклое, на рис. 2.16 — 
невыпуклое. 
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< 

_Xt x? 

a) 
Рис. 2.1 

Определение. Функция / ( X ) , заданная на выпуклом 
множестве X а Еп, называется выпуклой, если для любых 
двух точек #i и х2 из X и любого числа 0 < X < 1 выполня­
ется соотношение 

f[kx2 + ( 1 - В Д < Xf(x2) + ( 1 - Щ х ! ) . 

Определение. Функция / ( X ) , заданная на выпуклом 
множестве X, называется вогнутой, если для любых двух то­
чек Xi и x<i из X и любого числа 0 < X < 1 выполняется соот­
ношение 

f[Xx2 + (1-Х.)*!] > Xf(x2) + (1~Щ*1). 
Если приведенные неравенства считать строгими и они 

выполняются при 0 < X < 1, то функция /XX) — строго вы­
пуклая (вогнутая). 

Можно показать, что если /(X) — выпуклая функция, то 
функция - / ( X ) — вогнутая, и наоборот. 

На рис. 2.2а функция f(X) — выпуклая, на рис. 2.26 — 
вогнутая. 

f(X) f(Xj 

Рис. 2.2 
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Справедливы следующие утверждения относительно вы­
пуклых множеств и функций. 

1. Пересечение выпуклых множеств есть выпуклое мно> 
жество. 

2. Сумма вогнутых (выпуклых) функций есть вогнутая 
(выпуклая) функция. 

3. Если f(X) — выпуклая функция при Х > 0 , то множе­
ство всех точек, удовлетворяющих условиям f(X)< b, X > О, 
выпукло (если оно не пустое; Ъ — постоянная). 

4. Пусть f(X) — выпуклая (вогнутая) функция, заданная 
на замкнутом выпуклом множестве X с Еп , тогда любой 
локальный минимум (максимум) f(X) на X является и гло­
бальным. 

Приведем необходимое и достаточное условие выпукло­
сти функции многих переменных. Пусть функция 
f(X) = f(xx,x2,...,xn) имеет все частные производные второго 
порядка, образующие матрицу 

Q{X) = 

d2f 
dxf 
d2f 

dxidx2 

82f 

d2f 
dx-fixz 

d2f 
dxl 

82f 
dx^x-L дхпдх2 

d2f 
дх±дхп 

d2f 
дх2дхп 

d2f 
dxi J 

Эта функция является выпуклой в области X тогда и 
только тогда, когда матрица Q для любой точки из этой об­
ласти является неотрицательно (положительно) определен­
ной. Напомним, что квадратная матрица Q=(qij)nxn называ­
ется неотрицательно (положительно) определенной, если 
все определители 
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Aj =qn,A2 = 
9 п 9i2 

921 922 
• . A » = 

9 n 9i2 

921 922 

9in 
92re 

рядка для / ( X ) : Q(X) Найдем определители 

9 n l 9 П 2 •"• Чпп 
т.е. все главные миноры матрицы Q неотрицательны 
(положительны). 
L» Пример 5. Показать, что функция f(X) = 2JC* t x 2 - 6 
является выпуклой при хг > 0. 

Составим матрицу из частных производных второго по-
f12*i °"| 
, 0 oj 

Ai = 12x l t А2 = 0. Так как Ai > 0, А2 = 0 при х^ > 0, то 
функция является выпуклой. Л 

Дадим определение глобального и локального максимумов. 
Функция f(x) достигает на замкнутом (т.е. включающем 
свою границу) множестве X глобальный максимум в точке 
х , если для любой точки, принадлежащей Х(х е X), выпол-

•it 

няется условие f(x) < f(x ). 
Функция fix) достигает на замкнутом множестве X ло­

кального максимума в точке х°, если существует некоторая 
окрестность этой точки, для каждой точки которой выпол-
няется условие/(лс) < f(x ) . 

Определения локального 
формулируются аналогично. 

и глобального минимума 

На рис. 2.3 *з — точка 
* 

локального минимума; Х1 — 
глобального минимума; 
а, х% — точки локального 
максимума; р — точка гло­
бального максимума. 

Рис. 2.3 
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Необходимые условия экстремума (максимума, минимума). 
Если в точке х е X функция f(x) = f(xl,x2,...,xll) имеет 
экстремум, то частные производные первого порядка равны 
нулю в этой точке: 

df(x°) — 
— = О, ; = 1, п. 

dXj 

Достаточные условия существования экстремума здесь не 
формулируются. О самом существовании точек глобального 
минимума и максимума говорит следующая теорема. 

Теорема Вейерштрасса. Если функция f(x) определена 
и непрерывна в ограниченной замкнутой области X, то она 
достигает в ней своих точных верхней и нижней границ 
(глобальный максимум и глобальный минимум). 

Приведенные утверждения относительно выпуклых мно­
жеств и функций, условий существования экстремума поз­
воляют делать выводы о свойствах тех или иных задач опти­
мального программирования, что является основой разработки 
и применения математических методов их решения. Напри­
мер, симплекс-метод решения задачи линейного программи­
рования использует, в частности, «свойство выпуклости» 
этой задачи: не существует локального экстремума, отлич­
ного от глобального. 

2.4. Геометрическая интерпретация задачи 

Рассмотрим задачу ЛП в стандартной форме 

т а х ( т т ) / ( Х ) = с\Х\ + с2х2 + ... + спхп 

при ограничениях ацХ\ + ах2х2 +••• + ainxn ^ &i 

021*1 + «22*2 + ... + a2nXn < b2 

записи: 

(2.18) 

(2.19) 

amlxi + am2x2 + ... + amnxn < bm 

Xj > 0,;' = 1,2,...,n. 
(2.20) 
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Рассмотрим эту задачу на плоскости, т.е. при га = 2. 
Пусть система неравенств (2.19), (2.20) совместна (имеет хотя 
бы одно решение): 

ацхх + ai2x2 ^ h, 
й2\Х\ + а22Х2 ^ Ь2, 

а-т\Х\ + ат2х2 < 
xi >0;х2> 0. 

Каждое неравенство этой системы геометрически опреде­
ляет полуплоскость с граничной прямой ацхх + а^2х2

 = &i> 
i = l,m. Условия неотрицательности определяют полуплос­
кости соответственно с граничными прямыми х\ = 0, х2 = 0. 
Система совместна, поэтому полуплоскости, как выпуклые 
множества, пересекаясь, образуют общую часть, которая яв­
ляется выпуклым множеством и представляет собой сово­
купность точек, координаты каждой из которых составляют 
решение данной системы. Совокупность этих точек называют 
многоугольником решений. Это может быть точка, отрезок, 
луч, замкнутый многоугольник, неограниченная много­
угольная область. 

Если в системе ограничений (2.19) - (2.20) га = 3, то каж­
дое неравенство геометрически представляет полупространство 
трехмерного пространства, граничная плоскость которого 
anxi + ai2x2 + ai3*3 = °u а условия неотрицательности — по­
лупространства с граничными плоскостями соответственно 
Xj = 0 (j=l,2,S). Если система ограничений совместна, то 
эти полупространства, как выпуклые множества, пересека­
ясь, образуют в трехмерном пространстве общую часть, ко­
торая называется многогранником решений. 

Пусть в системе (2.19) - (2.20) га > 3, тогда каждое нера­
венство определяет полупространство га-мерного пространства 
с граничной гиперплоскостью ацХ\ + at2x2 + ...+ ainxn = fy, 
i - 1, т , а условия неотрицательности — полупространства с 
граничными гиперплоскостями Xj = 0, j = 1, га. 

Если система ограничений совместна, то по аналогии с 
трехмерным пространством она образует общую часть га-
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мерного пространства, называемую многогранником реше­
ний, так как координаты каждой его точки являются реше­
нием. 

Таким образом, геометрически ЗЛП (2.19)-(2.20) пред­
ставляет собой поиск такой точки многогранника решений, 
координаты которой доставляют линейной функции наи­
большее (наименьшее) значение, причем допустимыми ре­
шениями являются все точки многогранника решений. 

Если в ЗЛП ограничения заданы в виде неравенств с дву­
мя переменными, она может быть решена графически. Гра­
фический метод решения ЗЛП состоит из следующих этапов. 

Этап 1. Сначала на координатной плоскости Х\0х2 стро­
ится допустимая многоугольная область (область допусти­
мых решений, область определения), соответствующая огра­
ничениям. Далее строится вектор-градиент линейной функ­
ции f(X) в какой-нибудь точке xQ , принадлежащей допус­
тимой области: 

v-(M--c JL-c) 
V - Т - cl> T c 2 • 

V дхг дх2 ) 
Этап 2. Прямая СхХ\+С2Х2= f(x0), перпендикулярная век­

тору-градиенту, передвигается в направлении этого вектора 
в случае максимизации f(X) до тех пор, пока не покинет 
пределов многоугольной области. Предельная точка (или 
точки) области при этом движении и является точкой мак­
симума f(X). 

Этап 3. Для нахождения координат точки максимума 
достаточно решить два уравнения прямых, получаемых из 
соответствующих ограничений и дающих в пересечении 
точку максимума. Значение f(X), найденное в получаемой 
точке, является максимальным. 

В случае минимизации f(X) прямую с ^ + с^х^ = f(x0) 
надо двигать в направлении, противоположном вектору-гра­
диенту. Ясно, что если прямая при своем движении не по­
кидает допустимой области, то соответствующий максимум 
или минимум f(X) не существует. 
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к. Пример 6. Решить графическим методом следующую ЗЛП: 
max / (X)= 30JC! + 60х2 

X! + Ъх2 < 21 
3* ! + 2х2 < 21 
Зхг + х2 > 18 

*1.2 * 0. 
Прямые ограничения означают, что область решений будет 

лежать в первой четверти декартовой системы координат; 
отметим штриховкой эту область на рис. 2.4. 

Этап 1. Определим множество решений первого нера­
венства. Оно состоит из решения уравнения и строгого не­
равенства. Решением уравнения служат точки прямой 
х\ + 3^2 ~~ 21=0. Построим прямую по двум точкам (0; 7) и 
(21; 0), которые легко получить в результате последователь­
ного обнуления одной из переменных. На рисунке обозначим 
ее цифрой I. 

Множество решений строгого неравенства — одна из по­
луплоскостей, на которую делит плоскость построенная пря­
мая. Какая из них является искомой, можно выяснить при 
помощи одной контрольной точки. Если в произвольно взя­
той точке, не принадлежащей прямой, неравенство выпол­
няется, то оно выполняется и во всех точках той полуплос­
кости, которой принадлежит контрольная точка, и не вы­
полняется во всех точках другой полуплоскости. В качестве 
такой точки удобно брать начало координат. Подставим ко­
ординаты (0; 0) в неравенство, получим -21 < 0, т.е. оно вы­
полняется. Следовательно, областью решения неравенства 
служит нижняя полуплоскость. 

Аналогичным образом построим области решения двух 
других неравенств 

3 * ! + 2х2 - 21 = 0; *! = 0, х2 = 10,5; 

х2 = 0, хх = 7. 
(на рисунке прямая II); 

Зх\ + 2х2 - 21 < 0 при xi = х2 = 0, - 21 < 0 выпол­
няется, берется нижняя полуплоскость. 
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3*! + х2 - 18 = 0; х1 = 0, х2 = 18; 
х2 = О, хг = 6. 

(на рисунке прямая III); 
Ъх\ + #2 ~~ 18 < 0 при #i = х2 = О, - 18 < 0 выполняется, 

берется нижняя полуплоскость. 
Заштрихуем общую область для всех неравенств, обозна­

чим вершины многоугольника латинскими буквами и опре­
делим их координаты, решая систему уравнений двух пере­
секающихся соответствующих прямых. Например, опреде­
лим координаты точки С, являющейся точкой пересечения 
второй и третьей прямой: 

3xj + 2х2 = 21, х2 = 3, х1 = 5, 
3*! + х2 = 18. 

Вычислим значение целевой функции в этой точке: 

/(X)=30x! + 60х2 = 150 + 180 = 330. 

Аналогично поступим для других точек, являющихся вер­
шинами замкнутого выпуклого многоугольника OABCD, 
представляющего собой область допустимых решений рассмат­
риваемой ЗЛП. Координаты этих вершин имеют следующие 
значения: т. О(0;0), т. А(0;7), т. Б(3;6), т. С(5;3), т. D(6;0). 

Этап 2. Приравняем целевую функцию постоянной ве­
личине а: 30*1 + 60^2 = а-

Это уравнение является множеством точек, в котором 
целевая функция принимает значение, равное а. Меняя зна­
чение а, получим семейство параллельных прямых, каждая 
из которых называется линией уровня. Пусть а=0, вычис­
лим координаты двух точек, удовлетворяющих соответст­
вующему уравнению 30*i + 60*2 = 0. В качестве одной из 
этих точек удобно взять точку О(0;0), а так как при Xi=2 
JC2=-1, то в качестве второй точки возьмем точку G(2;- l) . 

Через эти две точки проведем линию уровня f(X) = 30*1 + 
+ 60^2 = 0 (пунктирная прямая на рис. 2.4). 
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i-V4ll);20) 

Рис. 2.4 
Этап 3. Для определения направления движения к оп­

тимуму построим вектор-градиент V, координаты которого 
являются частными производными функции f(X), т.е. 
V = (с\,С2) = (30;60). Чтобы построить этот вектор, нужно 
соединить точку (30;60) с началом координат. При макси­
мизации целевой функции необходимо двигаться в направ­
лении вектора-градиента, а при минимизации — в противо­
положном направлении. Для удобства можно строить век­
тор, пропорциональный вектору V. Так, на рис. 2.4 изобра­
жен вектор 1/3 V = (10;20). 

В нашем случае движение линии уровня будем осущест­
влять до ее пересечения с точкой В; далее она выходит из 
области допустимых решений. Следовательно, именно в этой 
точке достигается максимум целевой функции. Отсюда лег­
ко записать решение исходной ЗЛП: max/(X) =450 и дости­
гается при * i=3 ; ДС2=6. 
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Если поставить задачу минимизации функции f(X) = 
= 30^1 + 60лг2 при тех же ограничениях, линию уровня не­
обходимо смещать параллельно самой себе в направлении, 
противоположном вектору-градиенту V. Как это видно на 
рис. 2.4, минимум целевой функции достигается в точке 
О(0;0), следовательно, можно записать min/ (X)= 0 и дости­
гается при, xi= 0; Х2~ 0. Л 

При решении некоторых ЗЛП графическим методом мо­
жет встретиться случай, когда линия уровня параллельна 
одной из сторон выпуклого многоугольника допустимых 
решений, причем эта сторона расположена в направлении 
смещения линии уровня при стремлении целевой функции 
к своему оптимуму. В этом случае оптимальное значение 
целевой функции достигается не в одной, а в двух угловых 
точках (вершинах) многоугольника решений и, следовательно, 
во всех точках отрезка, соединяющего эти вершины, т. е. 
задача будет иметь бесчисленное множество решений. 

Если область допустимых решений является незамкнутым 
выпуклым многоугольником в направлении оптимизации 
целевой функции, то целевая функция будет неограниченной 
и ЗЛП не будет иметь решений; в этом случае условно можно 
записать, что, например, max f(X) = +oo . 

Очевидно также, что ЗЛП не будет иметь решений в случае, 
когда область допустимых решений есть пустое множество, 
т. е. система ограничений ЗЛП содержит противоречивые 
неравенства, и на координатной плоскости нет ни одной 
точки, удовлетворяющей этим ограничениям. 

2.5. Симплексный метод решения задачи 

Среди универсальных методов решения задач линейного 
программирования наиболее распространен симплексный 
метод (или симплекс-метод), разработанный американским 
ученым Дж. Данцигом. Суть этого метода заключается в 
том, что вначале получают допустимый вариант, удовлетво­
ряющий всем ограничениям, но необязательно оптимальный 
(так называемое начальное опорное решение); оптимальность 
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достигается последовательным улучшением исходного 
варианта за определенное число этапов (итераций). Нахож­
дение начального опорного решения и переход к следующему 
опорному решению проводятся на основе применения рас­
смотренного выше метода Жордана-Гаусса для системы 
линейных уравнений в канонической форме, в которой 
должна быть предварительно записана исходная ЗЛП; на­
правление перехода от одного опорного решения к другому 
выбирается при этом на основе критерия оптимальности 
(целевой функции) исходной задачи. Симплекс-метод осно­
ван на следующих свойствах ЗЛП: 

1. Не существует локального экстремума, отличного от 
глобального. Другими словами, если экстремум есть, то 
он единственный. 

2. Множество всех планов задачи линейного программиро­
вания выпукло. 

3. Целевая функция ЗЛП достигает своего максимального 
(минимального) значения в угловой точке многогранни­
ка решений (в его вершине). Если целевая функция 
принимает свое оптимальное значение более чем в од­
ной угловой точке, то она достигает того же значения в 
любой точке, являющейся выпуклой линейной комби­
нацией этих точек. 

4. Каждой угловой точке многогранника решений отвечает 
опорный план ЗЛП. 

Рассмотрим две разновидности симплексного метода: 
симплекс-метод с естественным базисом и симплекс-метод с 
искусственным базисом (или М-метод). 

Симплекс-метод с естественным базисом. Для примене­
ния этого метода ЗЛП должна быть сформулирована в кано­
нической форме (2.12) - (2.14), причем матрица системы 
уравнений должна содержать единичную подматрицу раз­
мерностью т х т. В этом случае очевиден начальный опор­
ный план (неотрицательное базисное решение). 

Для определенности предположим, что первые т век­
торов матрицы системы составляют единичную матрицу. 
Тогда очевиден первоначальный опорный план: (Ъ\,Ъ2,..., 
bm ,0 , . . . ,0) . 
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Проверка на оптимальность опорного плана проходит с 
помощью критерия оптимальности, переход к другому опор­
ному плану — с помощью преобразований Жордана-Гаусса 
и с использованием критерия оптимальности. 

Полученный опорный план снова проверяется на опти­
мальность и т. д. Процесс заканчивается за конечное число 
шагов, причем на последнем шаге либо выявляется нераз­
решимость задачи (конечного оптимума нет), либо получа­
ются оптимальный опорный план и соответствующее ему 
оптимальное значение целевой функции. 

Признак оптимальности заключается в следующих двух 
теоремах. 

Теорема 1. Если для некоторого вектора, не входящего в 
базис, выполняется условие 

т 
А; = Zj - с, < О, где Zj = ^ctaij, j = \,п, 

i=l 

то можно получить новый опорный план, для которого зна­
чение целевой функции будет больше исходного; при этом 
могут быть два случая: 

а) если все координаты вектора, подлежащего вводу в 
базис, неположительны, то ЗЛП не имеет решения; 

б) если имеется хотя бы одна положительная координата 
у вектора, подлежащего вводу в базис, то можно получить 
новый опорный план. 

Теорема 2. Если для всех векторов выполняется условие 
Aj = Zj - Cj > 0, то полученный план является оптимальным. 

На основании признака оптимальности в базис вводится 
вектор Ak, давший минимальную отрицательную величину 
симплекс-разности: 

гк- ck = тЩг} - с-). 
Чтобы выполнялось условие неотрицательности значений 

опорного плана, выводится из базиса вектор Аг, который дает 
минимальное положительное отношение 

Q - min—— = ——; од > 0, i = 1, т. 
1 aik ark 



58 Глава 2 

Строка Аг называется направляющей, столбец А^ и эле­
мент агь — направляющими (последний называют также 
разрешающим элементом). 

Элементы вводимой строки, соответствующей направ­
ляющей строке, в новой симплекс-таблице вычисляются по 
формулам 

a'rj =—L, i = 1>л, 
«rfe 

а элементы любой другой г-й строки пересчитываются по 
формулам: 

аЧ " агк ~ arj 'а1к . . 
а!, = — , / = 1,т; j = 1,я. 

Значения базисных переменных нового опорного плана 
(показатели графы «план») рассчитываются по формулам: 

Ь'г = А _ для i = г; ь\ = Ь ' 'Л г к " Ъг'а'*, t = T^i для i * г. 
ark агк 

Если наименьшее значение Q достигается для несколь­
ких базисных векторов, "то чтобы исключить возможность 
зацикливания (повторения базиса), можно применить сле­
дующий способ. 

Вычисляются частные, полученные от деления всех эле­
ментов строк, давших одинаковое минимальное значение Q, 
на свои направляющие элементы. Полученные частные со­
поставляются по столбцам слева направо, при этом учиты­
ваются и нулевые, и отрицательные значения. В процессе 
просмотра отбрасываются строки, в которых имеются боль­
шие отношения, и из базиса выводится вектор, соответст­
вующий строке, в которой раньше обнаружится меньшее 
частное. 

Для использования приведенной выше процедуры сим­
плекс-метода к минимизации линейной формы /(X) следует 
искать максимум функции Д(Х) = -f(X), затем получен­
ный максимум взять с противоположным знаком. Это и бу­
дет искомый минимум исходной ЗЛП. 
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Рассмотрим алгоритмы симплекс-метода на конкретной 
задаче. 
L. Пример 7. Для производства продукции типа П\ и 11% 
предприятие использует два вида сырья: С\ и С2- Данные об 
условиях приведены в табл. 2 .1. 

Таблица 2.1 

Сырье 

с2 
Прибыль, тыс. 
руб./ед. прод. 

Расход сырья на единицу 
продукции, кг/ед. 

щ 
1 
1 

2 

п2 
3 
1 

3 

Количество 
сырья, кг 

300 
150 

_ 

Составить план производства по критерию «максимум 
прибыли». 

Р е ш е н и е . Обозначим объем производства продук­
ции iTi через х\, продукции Л^-через х2. С учетом этих 
обозначений математическая модель задачи имеет вид: 

гаах/(Х) = 1хх + 3*2 
xi + Зх2 ^ 300, 

при ограничениях 
Х\ + х2 < 150, 
X! > 0; х2 > 0. 

Приведем эту задачу к каноническому виду, введя допол­
нительные переменные хз и х4: 

f 
ь 

m&xf(X) = 2xx + Zx2 

хх + 
Л, 

х2 + У х3 + 

+ 

'if 
Л, 

Охз + 0х4 

В 
_ Гзоо 

*4 ~ VI50, 

или xi + 3x2 + #3 = 300, 
Xj + Х2 + Х4 = 150, 

Xj > 0, j = 1 ,4. 
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Задача обладает исходным опорным планом (0,0,300,150), 
и ее можно решить симплекс-методом; решение ведется в 
симплекс-таблицах (табл. 2.2). 

Таблица 2.2 
Номер 

симплекс-
таблицы 

0 

I 

II 

Базис 

<-А 3 

А4 

Д Г ; 

->А 2 

<- А4 

д> 
А2 

д ; 

0 
О 

J r c ; 
3 
0 
-

3 
2 

-

План 
В 

300 
150 

0 

100 
50 

300 
75 
75 

375 

2 

^1 
1 
1 

- 2 

1/3 

12/81 
- 1 
0 
1 

0 

3 

Аг 
СО 

1 

- 3 

1 
0 

0 

1 
0 

0 

0 

м 
1 
0 

0 
1/3 

- 1 / 3 
1 

0,5 
- 0 , 5 

0,5 

0 

А4 

0 
1 

0 

0 
1 
0 

- 0 , 5 

1,5 

1,5 

Q 

100 
150 

300 
75 

В исходной симплекс-таблице строка оценок Aj = Zj - Cj 
определяется по приведенной выше формуле 

Ai = z\ ~ с1 = 0 ' 1 + 0 • 1 - 2 = - 2 , 

Л2 = г2 - с2 = 0 • 3 + 0 • 1 - 3= - 3 . 

Исходный опорный план (0,0,300,150) не является опти­
мальным, так как среди оценок Ау имеются отрицательные. 
Переход к новому опорному плану осуществим, введя в базис 
вектор А2, имеющий минимальную отрицательную оценку.. 
Определяем вектор, выходящий из базиса: 

п . f300 150^ 1пп 
Q = mini — , — I = 100, 

т.е. вектор Аз следует вывести из базиса. Главным направ­
ляющим элементом является а ^ = 3 (выделен рамочкой). 
Переход к следующей симплекс-таблице осуществляем с по­
мощью преобразований Жордана-Гаусса. 
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Второй опорный план (0,100, 0,50) не оптимальный; пе­
реход к следующему опорному плану осуществим, вводя в 
базис вектор А\ и выводя вектор А\. В результате получаем 
оптимальный план (75,75,0,0), т.е. предприятие получит» 
максимум прибыли в размере 375,0 тыс. руб., если выпус­
тит 75 единиц продукции первого вида и 75 единиц продук­
ции второго вида. А 

Симплекс-метод с искусственным базисом (М-метод). 
Применяется в тех случаях, когда затруднительно найти 
первоначальный опорный план исходной задачи ЛП, запи­
санной в канонической форме. 

М-метод заключается в применении правил симплекс-
метода к так называемой М-задаче. Она получается из ис­
ходной добавлением к левой части системы уравнений в 
канонической форме исходной ЗЛП таких искусственных 
единичных векторов с соответствующими неотрицательными 
искусственными переменными, чтобы вновь полученная 
матрица содержала систему единичных линейно-независи­
мых векторов. В линейную форму исходной задачи добав­
ляется в случае ее максимизации слагаемое, представляю­
щее собой произведение числа (-М) на сумму искусственных 
переменных, где М — достаточно большое положительное 
число. 

В полученной задаче первоначальный опорный план 
очевиден. При применении к этой задаче симплекс-метода 
оценки Ду теперь будут зависеть от «буквы М». Для сравне­
ния оценок нужно помнить, что М— достаточно большое по­
ложительное число, поэтому из базиса будут выводиться в 
первую очередь искусственные переменные. 

В процессе решения М-задачи следует вычеркивать в 
симплекс-таблице искусственные векторы по мере их вы­
хода из базиса. Если все искусственные векторы вышли из 
базиса, то получаем исходную задачу. Если оптимальное 
решение М-задачи содержит искусственные векторы или 
М-задача неразрешима, то исходная задача также неразре­
шима. 

Путем преобразований число вводимых переменных, со­
ставляющих искусственный базис, может быть уменьшено 
до одной. 
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L. Пример 8. Найти максимум целевой функции: т а х / ( Х ) = 
= Зл:, + 2х2 + х3 при условиях 

2*i + х2 = 8, 
xi + х2 + х3 = 6, 

xi >0,х2> 0, xs > 0. 

Р е ш е н и е . Матрица условий содержит только один 
единичный вектор, добавим еще один искусственный вектор 
(искусственную неотрицательную переменную у\ в первое 
ограничение): 

Получим следующую М-задачу: найти максимум целе­
вой функции maxf(X) = Зл^ + 2дг2 + х3 - Муг при условиях 

2xi + *2 + У\ = 8, 
хх + х2 + х3 = 6, 

хх >0,х2> 0, х3 >0,У1> 0. 

М-задачу решаем симплекс-методом. Начальный опор­
ный план (0,0,6,8), решение проводим в симплекс-таблицах 
(табл. 2.3). 

Таблица 2.3 
Номер сим­

плекс-таблицы 

0 

I 

-м 
1 
-
3 
1 
-

Ба­
зис 

<-Pi 
Аз 
д ; 

As 

*i 

В 

8 
6 

-&М+6 
4 
2 
14 

3 
А, 

1 2 | 
1 

-2М-2 
1 
0 
0 

2 
Аг 

1 
1 

-м-\ 
0,5 
0,5 
0 

1 
М 
0 
1 
0 
0 

0 

-м 
р^ 

1 
0 
0 

X 

Q 

4 
6 
-
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В начальной таблице наименьшее Ау соответствует векто­
ру Ai — он вводится в базис, а искусственный вектор Pi из 
базиса выводится, так как ему отвечает наименьшее Q. 
Столбец, соответствующий Pi, из дальнейших симплексных 
таблиц вычеркивается. 

Полученный новый опорный план является опорным 
планом исходной задачи. Для него все Aj > 0, поэтому он 
является и оптимальным. Таким образом получен оптималь­
ный план исходной задачи (4,0,2), и максимальное значение 
целевой функции f(X ) = 14. Л 
L Пример 9. Решить ЗЛП: mmf(X) = 10xi - 5х2 при усло­
виях: 

2*1 _ %2 ^ 3, 
*! + х2 > 2, 

Xi + 2X2 ^ ~1> 

х1>2 >. 0. 
Приведем ЗЛП к каноническому виду, перейдя к задаче 

«на максимум»: max/jfX) = —Юлгх 4- Ьх2 при условиях: 

2хх - х2 - х3 = 3, 
xi + х2 - х± = 2, 

-xi - 2х2 + хь = 1, 

х, > 0, ; - 1̂ 5 . 

Для нахождения опорного плана переходим к М-задаче: 
maxg(X,Y) — - 1 0 * ! + 5х2 - М(ух + y2) при условиях: 

2хх - х2 - х3 + у\ = 3, 
xi + х2 - х4 + у2 = 2, 

-xi - 2х2 + хь = 1, 
*1,2,3,4,5 ^ 0, £/1>2 > 0. 

Дальнейшее решение проводим в симплекс-таблицах 
(табл. 2.4). 
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Таблица 2.4 

« 3 ч 

Но
м 

CU
M

I 
т

аб
 

0 

-

I 

-

II 

-

\ 
-М 
-М 

0 
-

- 1 0 
-м 

0 
-

- 1 0 
5 
0 

-

Базис 

Рг 
Аь 

А) 

±-Рг 
Аь 

N 

-*А2 

А5 

А; 

в 

3 
2 
1 

~5М 

3/2 
1/2 
5/2 

-М/2-15 

5/3 
1/3 

10/3 

- 1 5 

- 1 0 

Ai 

1 2 | 
1 

- 1 
-амчо 

1 
0 
0 
0 

1 
0 
0 

0 

5 

А2 

- 1 
1 

- 2 
- 5 / 6 ' 

- 1 / 2 
1 3/2 1 
- 5 / 2 

-ЗЛГ/2 

0 
.1 
0 

0 

0 

As 

- 1 
0 
0 

м 
- 1 / 2 
1/2 

- 1 / 2 
-ЛГ/2+5 

- 1 / 3 
1/3 

0 

5 

0 

А4 

0 
- 1 
0 

м 
0 

- 1 
0 
м 

- 1 / 3 
- 2 / 3 
- 5 / 3 

0 

0 

Аь 
0 , 
0 
1 
0 

0 
0 
1 
0 

0 
0 
1 

0 

-м 
Pi 

1 
0 
0 
0 

X 
X 

-м 
р2 

0 
1 
0 
0 

0 
1 
0 
0 

X 

Q 

3/2 
2 

-
1/3 

В симплекс-таблице II получен опорный план исходной 
ЗЛП; поскольку все оценки Aj > 0, / = 1,5, то этот план явля­
ется и оптимальным, т.е. х\ = 5/3, х\ = 1/3 (исходные перемен­
ные), х\ = 10/3, х\ = 0, х\ = 0 (дополнительные переменные), 
при этом min f(X) = - max Д(Х) = -(-15) = 15 . Л 

Вопросы и задания 

1. В чем суть принципа оптимальности в планировании и управлении? 
2. Сформулируйте общую постановку задачи линейного программиро­

вания. Каковы особенности канонической формы записи этой задачи? 
3. Дайте общую характеристику метода Жордана-Гаусса исследова­

ния систем линейных уравнений. 
4. В чем заключается геометрическая интерпретация задачи линейно­

го программирования? 
5. Каковы основные этапы графического метода решения задач линей­

ного программирования? 
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6. В чем суть симплекс-метода? На каких свойствах задач линейного 
программирования он основан? 

7. Сформулируйте последовательность этапов практической реализа­
ции алгоритмов симплекс-метода при решении задач линейного 
программирования. 

8. Когда возникает необходимость использования симплекс-метода с 
искусственным базисом (М-метода)? В чем суть этой модификации 
симплекс-метода? 

Упражнения 

1. Исследовать методом Жордана-Гаусса систему линейных 
уравнений; в случае совместности системы найти общее ре­
шение, некоторое частное небазисное решение, все базисные 
решения, указав при этом опорные решения: 
а) 4*! - х2 + 2#з - Зх4 = 2 б) xi + х2 - х3

 + 2^4 = 2 
2*1 + 3^2 ~ *з + *4 = 5 -*1 + х2 - Зх3 - х4 = 1 

*1 ~ 4^2 + Зх3 ~ 4х4 = - 3 ; 3*! - х2 + 5х3 + 4х4 = 3; 
в) х\ + 2х2 + *з + *4 ~ Зл;5 = 4 

3*1 + 4х2 ~ 2х3 ~ *4 + хь = 6 
-Х\ + 4х3 + Зх4 - 7х5 = 2 
2*1 + 6*2 - х3 + х5 = 6. 

2. Решить графическим методом следующие задачи ли­
нейного программирования: 

a) max f(X) = x-^+3x2 б) min f(X) = ~6xi + 9x2 
-xi + x2 < 3 Xl + Sx2 > 9 

xi + x2 <7 _2xi + X2 < 5 
3* ! + x2 < 15 2*! - 3x2 < 0 
* b *2 * 0; _ Xi> Ж2 > 0 ; 

в) minf(X)= 2x\-x2 

2xx + 3x2 > 12 
*! - X2 < 1 
0 < xi 5 5 

* 2 > 0 . 
3. Решить симплексным методом следующие задачи ли­

нейного программирования: 
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б) minf(X)= -2JCI - Зх2 

3*! + Зх2 ^ 15 
xi + Зх2 < 9 
*1 < 4 
* ь х2 > 0; 

a) max f(X) = —JCJ + лг2 

2хг + лг2 < 15 
xi + x2 < 3 
* 2 ^ 6 
x b x 2 > 0; 

в) min/(X)=2x1 - 3* 2 
2л; i - х2 - хз ^ 3 
*! - ж2 + х3 > 2 
хъх2,х3> 0. 

4. Для выпуска четырех видов продукции требуются за­
траты сырья, рабочего времени и оборудования. Исходные 
данные приведены в таблице: 

Тип 
ресурса 

Сырье 
Рабочее время 
Оборудование 
Прибыль на еди­
ницу продукции 

Нормы затрат ресурсов 
на единицу продукции 

1 
3 
22 
10 

30 

2 
5 
14 
14 

25 

3 
2 
18 
8 

8 

4 
4 
30 
16 

16 

Наличие 
ресурсов 

60 
400 
128 

Сформулировать экономико-математическую модель задачи 
на максимум прибыли и найти оптимальный план выпуска 
продукции. 



Глава 3 
ОПТИМАЛЬНЫЕ ЭКОНОМИКО-
МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

• Теория двойственности в анализе оптимальных решений экономи­
ческих задач 

• Транспортная задача 
• Целочисленное программирование 
• Задачи многокритериальной оптимизации 
• Нелинейное и динамическое программирование; понятие об ими­

тационном моделировании 
• Модели сетевого планирования и управления 

3 .1 . Теория двойственности в анализе оптимальных 
решений экономических задач 

Рассмотрим основные понятия и выводы специального 
раздела линейного программирования — теорию двойствен­
ности. В гл. 2 показано, что любую задачу линейного про­
граммирования можно записать следующим образом: 

п 
f(X) = Y,Cj • *j -> max, (3.1) 

n 
^atJ -Xj <bj-,i = \,m, (3.2) 

Xj >0;j = l,n. (3.3) 

В этой главе для большей наглядности используются 
записи типа f(X) -» max(min), эквивалентные записям 
max(min)/!(X). 

С каждой задачей линейного программирования тесно 
связана другая линейная задача, называемая двойственной; 
первоначальная задача называется исходной или прямой. 
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Связь исходной и двойственной задач заключается, в част­
ности, в том, что решение одной из них может быть получено 
непосредственно из решения другой. 

Хорошо разработанный математический аппарат линей­
ного программирования позволяет не только получать с по­
мощью эффективных вычислительных процедур оптимальный 
план, но и делать ряд экономически содержательных выводов, 
основанных на свойствах задачи, двойственной к исходной 
ЗЛП. Переменные двойственной задачи у; называют объек­
тивно обусловленными оценками., или двойственными оцен­
ками. Модель двойственной задачи имеет вид: 

g(Y) = ]Г bt • yt -> min, 
г=1 

т 
2 ° U -У1 ZCj;j = l,n, 
i=\ 

yt > 0; i ^ 1, т. 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

Каждая из задач двойственной пары фактически является 
самостоятельной задачей линейного программирования и 
может быть решена независимо от другой. Однако при опре­
делении симплексным методом оптимального плана одной 
из задач находится решение и другой задачи. 

Двойственная задача по отношению к исходной состав­
ляется согласно следующим правилам: 

1) целевая функция исходной задачи (3.1)-(3.3) формули­
руется на максимум, а целевая функция двойственной 
задачи (3.4)-(3. 6) — на минимум, при этом в задаче на 
максимум все неравенства в функциональных ограниче­
ниях имеют вид <, а в задаче на минимум — вид >; 

2) матрица А -
«и 
«21 

v a ml 

°12 • 
fl22 -

атг • 

•• а \ п 

•• а2п 

атп 
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составленная из коэффициентов при неизвестных в сис­
теме ограничений (3.2) исходной задачи, и аналогич* 
ная матрица 

°21 "• ат\ 
а 2 2 "•• ат2 

7 

а2п -"' атпУ 

в двойственной задаче получаются друг из друга транс­
понированием ; 

3) число переменных в двойственной задаче равно числу 
функциональных ограничений (3.2) исходной задачи, а 
число ограничений в системе (3.5) двойственной задачи — 
числу переменных в исходной задаче; 

4) коэффициентами при неизвестных в целевой функции 
(3.4) двойственной задачи являются свободные члены в 
системе (3.2) ограничений исходной задачи, а правыми 
частями в ограничениях (3.5) двойственной задачи — 
коэффициенты при неизвестных в целевой функции (3.1) 
исходной задачи; 

5) каждому ограничению одной задачи соответствует пере­
менная другой задачи: номер переменной совпадает с 
номером ограничения; при этом ограничению, записан­
ному в виде неравенства <, соответствует переменная, 
связанная условием неотрицательности. Если функцио­
нальное ограничение исходной задачи является равенст­
вом, то соответствующая переменная двойственной зада­
чи может принимать как положительные, так и отрица­
тельные значения. 
Математические модели пары двойственных задач могут 

быть симметричными и несимметричными. В несимметрич­
ных двойственных задачах система ограничений исходной 
задачи задается в виде равенств, а двойственной — в виде 
неравенств, причем в последней переменные могут быть и 
отрицательными. В симметричных задачах система ограни­
чений как исходной, так и двойственной задачи задается 
неравенствами, причем на двойственные переменные нала­
гается условие неотрицательности. В дальнейшем мы будем 

А г = 

ап 

°12 
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рассматривать только симметричные взаимодвойственные 
задачи линейного программирования. 

Итак, согласно теории линейного программирования ка­
ждой ЗЛП вида (3.1)-(3.3) соответствует двойственная ей 
ЗЛП: (3.4)-(3.6). Основные утверждения о взаимодвойствен­
ных задачах содержатся в двух следующих теоремах. 

Первая теорема двойственности. Для взаимодвойствен­
ных ЗЛП имеет место один из взаимоисключающих случаев; 

1. В прямой и двойственной задачах имеются оптимальные 
решения, при этом значения целевых функций на оп­
тимальных решениях совпадают: max ДХ) = ming(Y). 

2. В прямой задаче допустимое множество не пусто, а це­
левая функция на этом множестве не ограничена сверху. 
При этом у двойственной задачи будет пустое допусти­
мое множество. 

3. В двойственной задаче допустимое множество не пусто, а 
целевая функция на этом множестве не ограничена 
снизу. При этом у прямой задачи допустимое множест­
во оказывается пустым. 

4. Обе из рассматриваемых задач имеют пустые допусти­
мые множества. 

Вторая теорема двойственности (теорема о дополняющей 
нежесткости). Пусть X = (х1,х2,...,хп) — допустимое реше­
ние прямой задачи (3.1)-(3.3), a Y = (j/i,y2'---'J/m) — Допус­
тимое решение двойственной задачи (3.4)-(3.6). Для того 
чтобы они были оптимальными решениями соответствую­
щих взаимодвойственных задач (3.1)-(3.3) и (3.4)-(3.6), не­
обходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие соот­
ношения: 

У*(1Х;*;-М = 0;* = 1Г̂  (3.7) 

т 
х1&аиУ1 ~Cj) = 0;j=l,n. (3.8) 

i= l 
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Условия (3.7) и (3.8) позволяют, зная оптимальное решение 
одной из взаимодвойственных задач, найти оптимальное ре­
шение другой задачи. 

Рассмотрим еще одну теорему, выводы которой будут 
использованы в дальнейшем. 

Теорема об оценках. Значения переменных у* в опти­
мальном решении двойственной задачи представляют собой 
оценки влияния свободных членов bt системы ограничений — 
неравенств прямой задачи на величину АДХ): 

M(X) = tJbtVt. (3.9) 
Решая ЗЛП симплексным методом, мы одновременно ре­

шаем двойственную ЗЛП. Значения переменных двойствен­
ной задачи у,- в оптимальном плане называют, как выше 
уже отмечено, объективно обусловленными, или двойствен­
ными оценками. 

Рассмотрим экономическую интерпретацию двойствен­
ной задачи на следующем примере. 

•ь. Пример 1. (Задача оптимального использования ресур­
сов). Пусть для выпуска четырех видов продукции Pi, Pi, 
Рз, Р4 на предприятии используют три вида сырья Si , S2 и 
S3. Объемы выделенного сырья, нормы расхода сырья и 
прибыль на единицу продукции при изготовлении каждого 
вида продукции приведены в табл. 3.1. Требуется опреде­
лить план выпуска продукции, обеспечивающий наиболь­
шую прибыль. 

Составим экономико-математическую модель задачи оп­
тимального использования ресурсов на максимум прибыли. 
В качестве неизвестных примем объем выпуска продукции 
/-го вида Xj (J = 1,2,3,4). 

Таблица 3.1 
Вид 

сырья 
Si 
s2 

Запасы 
сырья 
35 
30 
40 

Прибыль 

Вид продукции 

Pi 

4 
1 
3 
14 

Рг 
2 
1 
1 
10 

^3 
2 
2 
2 
14 

^4 
3 
3 
1 
11 
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14х\ + 10:t2 + 14*3 + 11*4 -* т а х 

4*x + 2*2 + 2*з + 3*4 < 35 
хх + х2 + 2*з + 3*4 < 30 

Зхх + х2+ 2*з + * 4 S40 
Xj> 0 , / = 1,2, 3 ,4 . 

Теперь сформулируем двойственную задачу. Пусть некая 
организация решила закупить все ресурсы рассматриваемо­
го предприятия. При этом необходимо установить опти­
мальную цену на приобретаемые ресурсы Уг,у2,уг исходя из 
следующих объективных условий: 

1) покупающая организация старается минимизировать об­
щую стоимость ресурсов; 

2) за каждый вид ресурсов надо уплатить не менее той 
суммы, которую хозяйство может выручить при перера­
ботке сырья в готовую продукцию. 
Согласно первому условию общая стоимость сырья выра­

зится величиной g{Y) = 35уа + 30у2 + 40у3 -» min. Согласно 
второму требованию вводятся ограничения: на единицу пер­
вого вида продукции расходуются четыре единицы первого 
ресурса ценой у\, одна единица второго ресурса ценой у2 и 
три единицы третьего ресурса ценой уз- Стоимость всех ре­
сурсов, расходуемых на производство единицы первого вида 
продукции, равна 4yi + у2 + Зуз и должна составлять не ме­
нее 14, т. е. 4ух + у2 + Зу3 > 14. 

В результате аналогичных рассуждений относительно про­
изводства второго, третьего и четвертого видов продукции 
получаем систему неравенств: 

4yi + у2 + Зу3 > 14, 
2У1 + У2 + У З ^ Ю , 
2yi + 2у2 + 2у3 > 14, 
Зу! + Зу2 + уз > 11. 

По экономическому смыслу цены неотрицательные: 

Модель задачи: /(Х) = 

У! > 0 , у 2 > 0 , у 3 > 0 . 
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Получили симметричную пару взаимодвойственных задач. 
В результате решения данной задачи симплексным методом 
получен оптимальный план X = (0;5;12,5;0); Y = (3;4;0). Л 

Экономический смысл первой теоремы двойственности 
следующий. План производства X и набор оценок ресурсов 
Y оказываются оптимальными тогда и только тогда, когда 
прибыль от реализации продукции, определенная при из­
вестных заранее ценах продукции С\, с^, -..сп, равна затра­
там на ресурсы по «внутренним» (определяемым только из 
решения задачи) ценам ресурсов у\, j/2> — >Ут- Д л я всех же 
других планов X и Y обеих задач прибыль от продукции 
всегда меньше (или равна) стоимости затраченных ресурсов: 
f(X) < g(Y) , т. е. ценность всей выпущенной продукции не 
превосходит суммарной оценки имеющихся ресурсов. Зна­
чит величина g(Y) - f(X) характеризует производственные 
потери в зависимости от рассматриваемой производственной 
программы и выбранных оценок ресурсов. 

Из первой теоремы двойственности следует, что при оп­
тимальных производственной программе и векторе оценок 
ресурсов производственные потери равны нулю. 

Экономический смысл первой теоремы двойственности 
можно интерпретировать и так: предприятию безразлично, 
производить ли продукцию по оптимальному плану X и по­
лучить максимальную прибыль либо продать ресурсы по оп­
тимальным ценам Y и возместить от продажи равные ей 
минимальные затраты на ресурсы. 

Из второй теоремы двойственности в данном случае сле­
дуют такие требования на оптимальную производственную 
программу X —(xi,X2, — ,xn) и оптимальный вектор оценок 
У = {УъУЬ-'УтУ-

п 

если yt > О, то Y,aUxi =bni = ^m> , 3 10) 

п 

если 2l,ahixi < ^и т о У* = ®»* ~ l ' m ' 
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т 
если Xj > О, то2^а г ;уг = Cj, j - l ,n; 

( = 1 
(3.11) 

т 
если /jfliji/i > Cj, то Xj =0, j - 1, п. 

i = l 

Условия (3.10) можно интерпретировать так: если оценка 
j/i единицы ресурса г-го вида положительна, то при опти­
мальной производственной программе этот ресурс использу­
ется полностью; если же ресурс используется не полностью, 
то его оценка равна нулю. 

Из условия (3.11) следует, что если j-й вид продукции 
вошел в оптимальный план, то он в оптимальных оценках 
не убыточен; если же j-й вид продукции убыточен, то он не 
войдет в план, не будет выпускаться. 

Кроме нахождения оптимального решения должно быть 
обеспечено получение дополнительной информации о воз­
можных изменениях решения при изменении параметров 
системы. Эту часть исследования обычно называют анализом 
модели на чувствительность. Он необходим, например, в тех 
случаях, когда некоторые характеристики исследуемой сис­
темы не поддаются точной оценке. 

Экономико-математический анализ решений осуществ­
ляется в двух основных направлениях: в виде вариантных 
расчетов по моделям с сопоставлением различных вариантов 
плана и в виде анализа каждого из полученных решений с 
помощью двойственных оценок. Вариантные расчеты могут 
осуществляться при неизменной структуре самой модели 
(постоянном составе неизвестных, способов производства, ог­
раничений задачи и одинаковом критерии оптимизации), 
но с изменением численной величины конкретных показа­
телей модели. Вариантные расчеты могут проводиться также 
при варьировании элементов самой модели: изменении кри­
терия оптимизации, добавлении новых ограничений на ре­
сурсы или на способы производства их использования, рас­
ширения множества вариантов и т.д. 

Одно из эффективных средств экономико-математического 
анализа — использование объективно обусловленных оценок 
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оптимального плана. Такого рода анализ базируется на свой­
ствах двойственных оценок. Выше мы установили общие 
математические свойства двойственных оценок для задач на 
оптимум любой экономической природы. Однако экономи­
ческая интерпретация этих оценок может быть совершенно 
различной для разных задач. 

Перейдем к рассмотрению конкретных экономических 
свойств оценок yt оптимального плана. Сначала перечислим 
эти свойства, а затем проиллюстрируем их конкретными 
примерами. 

Свойство 1. Оценки как мера дефицитности ресурсов и 
продукции. 

Свойство 2. Оценки как мера влияния ограничений на 
функционал. 

Свойство 3. Оценки как инструмент определения эффек­
тивности отдельных вариантов. 

Свойство 4. Оценки как инструмент балансирования сум­
марных затрат и результатов. 

L. Пример 2. (Задача о планировании выпуска тканей). 
Пусть некоторая фабрика выпускает три вида тканей, при­
чем суточное плановое задание составляет не менее 90 м 
тканей первого вида, 70 м — второго и 60 м — третьего. 
Суточные ресурсы следующие: 780 единиц производственного 
оборудования, 850 единиц сырья и 790 единиц электроэнергии, 
расход которых на один метр ткани представлен в табл. 3.2. 

Таблица 3.2 

Ресурсы 

Оборудование 
Сырье 
Электроэнергия 

I 

2 
1 
3 

Ткани 

II 

3 
4 
4 

III 

4 
5 
2 

Цена за один метр ткани вида I равна 80 денежным 
единицам, II — 70 денежным единицам, III — 60 денеж­
ным единицам. 
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Необходимо определить, сколько метров ткани каждого 
вида следует выпустить, чтобы общая стоимость выпускае­
мой продукции была максимальной. 

Составим модель задачи. Введем следующие обозначе­
ния. Неизвестными в задаче являются объемы выпуска тка­
ни каждого вида: 

*1 — количество метров ткани вида I; 
*2 — количество метров ткани вида II; 
*з — количество метров ткани вида III. 

п. 

f(X) = y\cjxj -> max, 

Xj >Tj, j = 1, n, 

С учетом имеющихся данных модель примет вид: 

f(X)=SOXl+ 70*2 + 60*з-> max 

2xl + 3* 2 + 4*3 < 780 
xx + 4*2 + 5*з ^ 850 
3* г + 4*2 + 2*3 < 790 

*! > 90 
*9 > 70 
* 3 > 60 

Ограничения по ресурсам 

Плановое задание 

В результате решения задачи симплексным методом 
получен следующий оптимальный план: максимум общей 
стоимости продукции f(X)= 19075 при 

*1 = 112,5 м — оптимальный план выпуска ткани вида I; 
*2 = 70 м — оптимальный план выпуска ткани вида II; 
*з = 86,25 м — оптимальный план выпуска ткани вида III. 
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Решение двойственной задачи получим с использованием 
теорем двойственности. Введем обозначения: 

у\ — двойственная оценка ресурса «оборудование»; 
у2 — двойственная оценка ресурса «сырье»; 
Уз — двойственная оценка ресурса «электроэнергия»; 
1/4 — двойственная оценка ткани вида I; 
J/5 — двойственная оценка ткани вида II; 
j/6 — двойственная оценка ткани вида III. 
Модель двойственной задачи имеет вид: 
g(Y) = 7801/! + 850у2 + 790J/3 + 90г/4 + 70г/5 + 60j/6-> min 

2yi + г/2 + Зу3 + J/4 ^ 80, 
3j/i + 4г/2 + 4г/з + у5> 70, 
4yi + 5у2 + 2у3 + у6> 60, 

J/1,2,3 ^ 0 , £/4,5,6 ^ 0-
Из соотношений второй теоремы двойственности выте­

кают следующие условия: 
д л я к а ж д о г о р е с у р с а : 

п 
если у [djjXj < bj, то yt = 0; 

п 
если yi > 0, то YjaUixJ = bt> 

д л я з а д а н и я п о в ы п у с к у п р о д у к ц и и : 
если Xj> Т} , то ym+j = 0; 
если ym+j < 0, то Xj^Tj . (3.12) 
Для нашего примера в этих соотношениях т=3 (количе­

ство типов ресурсов). 
Подставим значения Xi = 112,5, *2 = 70 и Хз = 86,25 в 

ограничения прямой задачи: 

2 • 112,5 + 3-70 + 4 • 86,25 = 780, 
112,5 + 4-70 + 5 • 86,25 = 823,75 < 850, 
3-112,5 + 4-70 + 2-86,25 = 790, 

112,5 > 90, 
70 = 70, 

86,25 > 60. 
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Суточные ресурсы по оборудованию и электроэнергии ис­
пользованы полностью. Сырье используется не полностью, 
имеется остаток в размере 850 — 823,75 = 26,25 (кг). План 
выпуска по тканям вида I и III перевыполнен. 

Из второй теоремы двойственности вытекает, что г/2 > 1/4 и 

1/6 равны нулю. Остается найти значения у\, z/з и г/5- Так как 
Х\, Х2 и хз — больше нуля, то все три ограничения двойст­
венной задачи выполняются как равенства: 

2yi + У2+ Зуз + 2/4 = 80, 
3{/i + 4у2 + 4у3 + J/5 = 70, 
4j/i + 5у2 + 2г/з + у6 = 60. 

Учитывая, что {/2 = 2/4 = Уб = 0, имеем: 
2{/! + Зу3 = 80, 
3yi + 4{/3 + Уъ = 70, 
4j/i + 2j/3 = 60, 

откуда {/! = 2,5; у3 = 25; у5= -37 ,5 . 
Подставив значения неизвестных в целевую функцию 

двойственной задачи, проверим, выполняется ли условие 
/(X) = g(Y) для оптимального плана: g(Y) =780 -2,5 + 850-0+ 

+ 790-25 + 90-0 - 70-37,5 + 60-0 = 19075. 
Условие первой теоремы двойственности выполняется, сле­

довательно, рассмотренный план выпуска тканей и соответст­
вующая ему система оценок ресурсов и продукции оптимальны. 

Экономическое истолкование оценок есть интерпретация 
их общих экономико-математических свойств применитель­
но к конкретному содержанию задачи. По условию (3.10) не 
использованный полностью в оптимальном плане ресурс по­
лучает нулевую оценку. Нулевая оценка ресурса свидетель­
ствует о его недефицитности. Ресурс недефицитен не из-за 
его неограниченных запасов (они ограничены величиной fy), 
а из-за невозможности его полного использования в опти­
мальном плане. Так как суммарный расход недефицитного 
ресурса меньше его общего количества, то план производст­
ва им не лимитируется. Данный ресурс не препятствует и 
дальше максимизировать целевую функцию f{X). 
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Ограничивают целевую функцию дефицитные ресурсы, в 
данном примере — оборудование и электроэнергия. Они пол­
ностью использованы в оптимальном плане. По условию 
(3.10) оценка таких ресурсов положительна (j/i = 2,5; уз = 25). 

Рассмотрим теперь понятие дефицитности продукции. 
По условию (3.12) нулевую оценку (г/4 = 0. J/e = 0) получает 
продукция, задания по выпуску которой в оптимальном 
плане перевыполняются. Очевидно, перевыполнение плана 
целесообразно по выгодной продукции (ткани I и III видов), 
т. е. такой, производство которой способствует достижению 
максимума критерия оптимальности. Размеры производства 
такой выгодной продукции определяются не величиной за­
дания на выпуск (Tj) (в оптимальном плане они перекрыты), 
а ограниченностью дефицитных ресурсов. Эту продукцию 
выпускают как можно больше, пока хватит ресурсов. 

Выпуск выгодной продукции лимитируется не только 
фактом ограниченности дефицитных ресурсов, но и тем, что 
часть дефицитных ресурсов требуется выделить на обеспече­
ние выпуска невыгодной продукции в соответствии с плано­
выми заданиями. По условию (3.12) отрицательную оценку 
(г/5 = ~37,5) получает продукция, задания по выпуску которой 
не перевыполняются. Так как по условию задачи (Xj > Tj) 
плановые задания должны быть обязательно выполнены, то 
продукция делится на выгодную (виды I и III ткани) и не­
выгодную (вид II ткани). 

Если в ограничение двойственной задачи, относящееся к 
виду II ткани: 

3j/i + 4у2 + 4j/3+ J/5 > 70 

подставить полученные значения двойственных оценок, то 
получаем 

3-2,5 + 4-0 + 4-25 - 37,5 = 70, 

107,5 - 37,5 = 70, 
т. е. стоимость ресурсов, затраченных на один метр ткани 
вида II, составляет 107,5 денежных единиц и это на 37,5 де­
нежных единиц больше цены одного метра ткани этого 
вида. Таким образом, вид II ткани убыточен для фабрики: 
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на каждом выпущенном метре ткани этого вида фабрика 
теряет 37,5 денежных единиц. 

В соответствии с критерием оптимальности плана, в за­
висимости от того, перевыполняется план выпуска или нет, 
выпуск ткани вида II поглощает часть дефицитных ресур­
сов, чем сдерживает рост выпуска выгодной продукции, а 
тем самым и роет целевой функции. 

Оценка ресурса показывает, на сколько изменится крите­
рий оптимальности при изменении количества данного ре­
сурса на единицу. Для недефицитного ресурса оценка равна 
нулю, поэтому изменение его величины не повлияет на кри­
терий оптимальности. Дефицитность ресурса измеряется 
вкладом единицы ресурса в изменение целевой функции. 

Влияние ограничений по выпуску продукции на критерий 
оптимальности противоположно влиянию ограничений по ре­
сурсам. Если продукция невыгодна (вид II ткани, у$ = -37,5), 
то увеличение плановых заданий по ее выпуску ведет к 
уменьшению выпуска выгодной продукции и ухудшает 
план. Наоборот, уменьшение плановых заданий по невыгод­
ной продукции позволяет снизить ее выпуск, перебросить 
сэкономленные ресурсы на дополнительный сверхплановый 
выпуск выгодных видов продукции, что увеличивает значение 
целевой функции. Изменение плановых заданий по выгодной 
продукции не изменяет значения целевой функции. Л 

Перейдем к анализу модели на чувствительность. 

L. Пример 3. На основании информации, приведенной в 
табл. 3.3, составить план производства, максимизирующий 
объем прибыли. 

Таблица 3.3 

Ресурсы 

Труд 
Сырье 
Оборудование 
Прибыль на единицу 
продукции 

Затраты ресурсов 
на единицу продукции 

А 

2 

4 
2 

40 

Б 

4 
1 
1 

60 

Наличие 
ресурсов 

2000 
1400 
800 
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Экономико-математическая модель задачи будет иметь вид: 

f(X) = 40*! + 60х2 -> max; 
2xi + 4х2 £ 2000, 
4xi + x2< 1400, 
2*i + x2 < 800, 

x 1 ) 2 > 0 . 
В результате решения задачи симплексным методом 

был получен следующий оптимальный план: 

X = (200; 400; 0; 200; 0), 

f(X) = 40*! + 60х2 = 40 • 200 + 60 • 400 = 32000, 

Y = (40/3; 0; 20/3), 

g(Y) = 20001/1 + 1400у2 + 800j/3 = 2000 • 40/3 + 800 • 20/3 = 
32000. 

После того как оптимальное решение получено, выявля­
ется его чувствительность к определенным изменениям ис­
ходной модели. В нашей задаче, например, может пред­
ставить интерес то, как повлияет на оптимальное решение 
изменение запасов сырья и изменение прибыли от единицы 
продукции. В связи с этим логично выяснить: 

1. Увеличение объемов какого вида ресурсов наиболее вы­
годно? 

2. На сколько можно увеличить запас сырья для улучшения 
полученного оптимального значения целевой функции? 

3. Каков диапазон изменения того или иного коэффициен­
та целевой функции, при котором не происходит изме­
нения оптимального решения? 

4. Целесообразность включения в план новых изделий. 
Постараемся последовательно ответить на все поставленные 
вопросы. 

1. Ценность ресурсов. В примере 3 объективно обуслов­
ленные оценки ресурса «труд» равны 40/3 (j/i = 40/3): 
«сырье» — 0 (у2 = 0): «оборудование» — 20/3 (j/з = 20/3). 
Дефицитный ресурс, полностью используемый в оптималь­
ном плане C£jai jXj =bt), имеет положительную оценку 



82 Глава 3 

(j/i > 0); недефицитный, не полностью используемый ресурс 
(для которого ]Г atjXj < bt), имеет нулевую оценку (j/j = 0). В 
примере «сырье» не является дефицитным ресурсом: 

4xi + х2< 1400, 

4-200 + 400 = 1200 < 1400 - Ь2, 
г/2 = 0; 

а «труд» и «оборудование» — дефицитные ресурсы: 
2хх + 4х2 < 2000, 

2-200 + 4 - 4 0 0 = 2000 = Ъх, У 1 = 40/3 ; 
2хх + х2< 800, 

2-200 + 400 = 800 = &3> Уз = 20/3 . 
Чем выше величина оценки j/j, тем острее дефицитность 

i-ro ресурса. 
В примере «труд» более дефицитен, чем «оборудование»: 

40/3>20/3 . Наиболее выгодно увеличение объемов ресурса 
труда. 

Заметим, что ценность различных видов сырья нельзя 
отождествлять с действительными ценами, по которым осу­
ществляется его закупка. В данном случае речь идет о не­
которой мере, имеющей экономическую природу, которая 
характеризует ценность сырья только относительно полу­
ченного оптимального решения. 

2. Чувствительность решения к изменению запасов сырья. 
Предположим, что запас сырья ресурса «труд» изменился на 
12 единиц, т. е. теперь он составляет 2000 + 12 = 2012 единиц. 
Из теоремы об оценках ДДХ) = yt • Abt известно, что колеба­
ние величины bi приводит к увеличению или уменьшению 
f(X). Оно определяется величиной J/J в случае, когда при 
изменении величин bt значения переменных у; в оптималь­
ном плане соответствующей двойственной задачи остаются 
неизменными. Поэтому необходимо найти такие интервалы 
изменения каждого из свободных членов системы ограниче­
ний исходной ЗЛП, в которых оптимальный план двойст­
венной задачи не менялся бы. 
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Для двойственных оценок оптимального плана весьма 
существенное значение имеет их предельный характер. 
Точной мерой влияния ограничений на функционал оцен­
ки являются лишь при малом приращении ограничения. 
Известно, что оценки не меняют своей величины, если не 
меняется набор векторов, входящих в базис оптимального 
плана, тогда как интенсивность этих векторов (значения неиз­
вестных) в плане могут меняться. 

Рассмотрим модель исходной задачи (3.1)-(3.3) в мат­
ричной форме: 

f(X) = С • X -» max , 

А-Х<В, 

Х>0, 
где X = (xi,X2,...,xn) — вектор неизвестных; 

С = (ci,C2,...,c„) — вектор коэффициентов при неизвест­
ных в целевой функции; 

В = (&i,&2> — ,bn) — вектор свободных членов ограничений 
исходной задачи; 

( 

— матрица коэффициентов в 

системе ограничении. 

Приведем задачу к канонической форме, введем т до­
полнительных переменных. Задача примет вид: 

f(X) = С • X -> max, 

А-Х = В, 

Х > 0 , 
где вектор неизвестных переменных X будет теперь иметь 
размерность п+т. Размерность матрицы А также изменится 
и будет равна т."(п+т). 

ап 
а2\ 

^aml 

а\2 • 

а 2 2 ' 

ат2 -

" а\п 

•• « 2 / i 

атп 
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Пусть известен оптимальный план. Разобьем вектор X 
на два подвектора: X* > 0 и Х° = 0. В первый включены 
неизвестные, вошедшие в базис оптимального решения (т. е. 
ненулевые в оптимальном плане). Соответственно матрицу 
А разобьем на две подматрицы: А* (размерность тхт) и А0 

(размерность тхп). Первую из них сформируют те столбцы 
матрицы А, которые соответствуют ненулевым неизвестным 
в оптимальном плане. Тогда А*Х + А°Х° = В. Так как 
А°Х°=0, то А X = В. Умножив обе части последнего равен­
ства на матрицу, обратную матрице А , получим А*~1А*Х* = 
= А*~ХВ . Так как А*'1 А* = Е , где Е — единичная матрица, 
то X = А ~ В. Обозначим А через D, тогдаX = DB. 

Матрица D характеризует влияние ресурсов на величину 
выпуска продукции X. Изменим размер выделяемых ресур­
сов, т. е. дадим приращение АВ вектору В. Тогда 

X + АХ = D(B + АВ) = DB + DAB. 
С учетом X = DB можно записать 

АХ = DAB. 
Это соотношение определяет величину структурных 

сдвигов в выпуске продукции при изменении ограничений 
исходной задачи. Из соотношений второй теоремы двойст­
венности видно, что двойственные оценки (переменные 
двойственные задачи) тесным образом связаны с оптималь­
ным планом простой задачи. Всякое изменение исходных 
данных прямой задачи может оказать влияние как на ее 
оптимальный план (АХ = DAB), так и на систему оптималь­
ных двойственных оценок. Поэтому чтобы проводить эконо­
мический анализ с использованием двойственных оценок, 
нужно знать их интервал устойчивости. 

Второе свойство двойственных оценок означает, что изме­
нение значений величины fy приводит к увеличению или 
уменьшению/(X). Это изменение, как выше уже отмечено, 
определяется величиной yi и может быть определено лишь 
тогда, когда при изменении величин bt значения перемен-
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ных iji в оптимальном плане соответствующей двойствен­
ной задачи остаются неизменными. Поэтому необходимо оп­
ределить такие интервалы изменения каждого из свободных 
членов системы линейных уравнений АХ—В, в которых оп­
тимальный план двойственной задачи не меняется. Это 
имеет место тогда, когда среди компонент вектора X=DB 
нет отрицательных. 

Исходя из этого получаем следующие оценки нижних и 
верхних пределов устойчивости двойственных оценок при 
изменении каждого ограничения в отдельности. Пределы 
уменьшения (нижняя граница) определяются по тем х^ (k = 
1,..., т), для которых соответствующие d^ >0: 

Aft/ ' = mm{xk/dki} для d# >0. (3.14) 

Пределы увеличения (верхняя граница) определяются по 
тем Xk, для которых d*, <0: 

Abf+) = |max{xA/dw}| для dki <0. (3.15) 

Ослабление какого-либо г-го ограничения приводит к тому, 
что с определенного момента оказывается возможным изме­
нить структуру (набор векторов) в базисе плана, что ведет к 
скачкообразному уменьшению величины оценки. Так про­
должается до тех пор, пока £-й ресурс вообще перестанет 
быть дефицитным и его оценка обратится в нуль. 

Определим интервалы устойчивости двойственных оценок 
в примере 3. Матрица А имеет вид: 

А = 
(2 
4 

U 
41 
1 
V 

После приведения задачи к канонической форме матрица 
А примет следующий вид: 

(2 4 1 
4 1 0 

к.2 1 0 

0 
1 
0 

0 
0 
1 
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С ненулевыми значениями в оптимальный план вошли 
х± = 200, х2 = 400 и х4 = 200, следовательно, матрица А 
будет составлена из первого, второго и четвертого столбцов 
матрицы А: 

А = 

Для вычисления интервалов устойчивости необходимо 
найти матрицу D = А*"1 (правила вычисления обратной 
матрицы приведены в гл. 2): 

(2 
4 

U 
4 
1 
1 

°) 
1 

oj 

D = 
-1/6 0 2/3^ 
1/3 0 -1/3 
1/3 1 -7/3 

0,166 0 0,333Л 

0,333 0 -0,333 
V о.ззз 1 -2,ззз; 

При вычислении интервалов устойчивости по формулам 
(3.14) и (3.15) примем хг = 200 = х^-\, х2 = 400 = х^2

 и 

зс4 = 200 = х^з- Интервалы устойчивости первого ресурса — 
«труд»: 

Ab{_) = mm{x2/d2l;xs/d31} = 

= min{400/0, 3333 ; 200/0, 3333} = min{1200 ; 600} = 600; 

Ab{+) = |a:i /dn | = |200/-0,16667| = 1200; 

bx = [bx - Д Ь ^ ; ^ + Ab[+)\ = {2000 - 600;2000 + 1200} = |l400;3200}. 

При изменении запасов ресурса «труд» в пределах от 1400 до 
3200 единиц двойственная оценка его не изменится. 

Интервалы устойчивости второго ресурса - «сырье»: этот 
ресурс в оптимальном плане используется не полностью и 
поэтому не имеет верхней границы интервалов устойчиво­
сти; нижняя граница определяется следующим образом: 

Д6$-) = xzjdzl = 200/1 = 200; 
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Ъ2 = !ь2 - Л*4-); Ь2\ = {1400 - 200; 1400} = {1200; 1400}. 

Интервалы устойчивости третьего ресурса — «оборудо­
вание»: 

АЬз~} = {xi/<ha} = 200/0,6667 = 300; 

АЪ{
3

+) = \max{x2/d23;x3/dss}\ = |max{400/-0,3333;200/-2,3333}| = 

= |тах{-1200;- 85,7144}| = |-8б,7144| = 85,7144; 

Ь3 = \b3 - &Ь(
3-};Ь3 + Д6<+)) = {800 - 300;800 + 85,7144} = 

= {500;885,7144}. 

В нашем примере определим величину изменения объема 
прибыли от реализации продукции при увеличении ресурса 
«труд» на 12 единиц. Эти изменения находятся в интервалах 
устойчивости двойственных оценок, поэтому можно восполь­
зоваться теоремой об оценках: 

Д/(Х) = 12 • 40/3 = 160. 

Объем прибыли увеличится на 160 единиц. 
Такой же ответ мы получили бы, если бы решили сим­

плексным методом задачу с новыми ограничениями по ре­
сурсу «труд». Новый оптимальный план: 

х{ = 198, 

х*2 = 404, 
f(X) = 32160, 
Af(X) = 32160 - 32000 = 160. 

Структурных сдвигов в программе не произошло, но зна­
чения переменных в плане изменились: продукции вида 
А может быть выпущено на 2 единицы меньше, а продукции 
вида Б — на 4 больше. Значение целевой функции при но­
вых ограничениях увеличится на 160 единиц. 

3. Чувствительность решения к изменению коэффициентов 
целевой функции. Так как любые изменения коэффициентов 
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целевой функции оказывают влияние на оптимальность 
полученного ранее решения, то наша цель — найти такие 
диапазоны изменения коэффициентов в целевой функции 
(рассматривая каждый из коэффициентов отдельно), при ко­
торых оптимальные значения переменных остаются неиз­
менными. Допустимые диапазоны изменения коэффициен­
тов в целевой функции определятся из соотношений: 

Дс{_) = min{yk/dik} для dik > 0; 

Ас}+) = |max{i/fe/dife}| для dik < 0. 

Используя эти соотношения в рассматриваемой задаче, 
получим 

для первого коэффициента целевой функции: 

Лс}_) =у3Д*1з =20/3:2/3 = 10, 

Дс<+) = \yi/dn\ = |40/3: (-1/б)| = 80, 

с1 = {с1 ~ Aci - ); *i + с[+)\ = {40 - 1 0 ; 40 + 80} = {30; 120}; 

для второго коэффициента: 

Л с ^ =y1/d21 =40/3:1/3 = 40, 

Лс<+) = \y3/d23\ = |20/3: (-1/3)| = 20, 

с2 = \с2 - А4 _ ) ;С 2 + 4+)} = {60 - 40; 60 + 20} = {20; 80). 

Таким образом, найденный оптимальный план выпуска 
продукции не будет меняться при изменении прибыли на 
единицу продукции А в диапазоне от 30 до 120 и прибыли 
на единицу второй продукции Б в диапазоне от 20 до 80. 

4. Целесообразность включения в план новых изделий. 
Пусть в рассматриваемой нами задаче предприятию были 
предложены на выбор три новых изделия, за счет которых 
можно было бы расширить номенклатуру выпускаемой про­
дукции при тех же запасах ресурсов. Нормы затрат ресурсов 
и прибыль от реализации единицы продукции для этих 
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изделий представлены в табл. 3.4. Определим из предложен­
ных видов изделий выгодные для предприятия с экономиче­
ской точки зрения. 

Эту задачу можно решить на основании свойства 3 двой­
ственных оценок: в оптимальный план задачи на получение 
максимума прибыли может быть включен лишь тот вариант, 
для которого прибыль, недополученная из-за отвлечения дефи-

т 
цитных ресурсов, т. е. величина ]Г ai;j/, , покрывается полу-

ченной прибылью сг Таким образом, характеристикой того 
или иного варианта служит разность 

т 

1=1 

при этом если Aj < 0, то вариант выгоден; если Aj > 0, то не­
выгоден. 

Таблица 3.4 

Ресурсы 

Труд 
Сырье 
Оборудование 
Прибыль на одно 
изделие 

Объективно 
обусловленные 

оценки ресурсов 
40/3 

0 
20/3 

Затраты ресурсов 
на одно изделие 

В 

6 
2 
3 

80 

Г 
4 
1 
1 

70 

д 
2 
3 
2 

45 

Для решения задачи воспользуемся соотношением 

и рассчитаем характеристики новых изделий. 
Для изделия В: 

Ав = 6 • 40/3 + 0 • 2 + 20/3 • 3 - 80 = 20. 

Поскольку AQ = 100 - 80 = 20 > 0, то делаем вывод, что из­
делие В невыгодно для включения в план, так как затраты 
на его изготовление не покрываются получаемой прибылью. 
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Аналогично для изделия Г: 

А г = 4-40 /3 + 20/3 - 70 = 160/3 - 20/3-70 = 

= 180/3-70 = 60-70 = -10 < 0 — выгодно; 

для изделия Д: 

Ад = 2 • 40/3 + 20/3 • 2 - 45 = 80/3 + 40/3 - 45 = 
= 40 - 45 = -5 < 0 — выгодно. Л 

В рассмотренных выше задачах детально изучены три 
первых свойства двойственных оценок и использование этих 
свойств при анализе оптимальных решений экономических 
задач: оценки как меры дефицитности ресурсов, оценки как 
меры влияния ограничений на функционал, оценки как 
инструмент определения эффективности отдельных вариан­
тов. Свойство 4 — оценки как инструмент балансирования 
суммарных затрат и результатов — вытекает из первой 
теоремы двойственности, в которой устанавливается связь 
между функционалами прямой и двойственной задач: 
т а х Д Х ) = ming(Y). В конкретных задачах такого рода со­
отношения «затраты — результаты», т. е. равновесие затрат 
и результатов в точке оптимума, могут иметь различное эко­
номическое содержание. 

В рассматриваемых нами задачах экономический смысл 
равенства функционалов прямой и двойственной задач со­
стоит в том, что максимум прибыли может быть обеспечен 
лишь при минимуме недополученной прибыли от использо­
вания дефицитных ресурсов. 

3.2. Транспортная задача 

Как показано выше, многие прикладные модели в эконо­
мике сводятся к задачам линейного программирования. 
Практически все задачи линейного программирования можно 
решить, используя ту или иную модификацию симплексного 
метода. Однако существуют более эффективные вычислитель­
ные процедуры решения некоторых типов задач линейного 
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программирования, основанные на специфике ограничений 
этих задач. Рассмотрим так называемую транспортную 
задачу по критерию стоимости, которую можно сформули­
ровать следующим образом. 

В т пунктах отправления А\,А^, ...,Ат, которые в даль­
нейшем будем называть поставщиками, сосредоточено опре­
деленное количество единиц некоторого однородного про­
дукта, которое обозначим а̂  (i = 1, 2, ..., т). Данный про­
дукт потребляется в п пунктах В%, Вч, •••, Вп, которые будем 
называть потребителями; объем потребления обозначим bj 
(j = 1, 2, ..., п). Известны расходы на перевозку единицы 
продукта из пункта At в пункт Bj, которые равны Сц и при­
ведены в матрице транспортных расходов С = (ctj). 

Требуется составить такой план прикрепления потреби­
телей к поставщикам, т.е. план перевозок, при котором 
весь продукт вывозится из пунктов At в пункты Bj в соответ­
ствии с потребностью и общая величина транспортных из­
держек будет минимальной. 

Обозначим количество продукта, перевозимого из пункта 
At в пункт Bj, через xtj. Совокупность всех переменных xtj 
для краткости обозначим X , тогда целевая функция задачи 
будет иметь вид 

т п 

f(X) = X Z с ч х ч -* m i n ' ( 3 1 6 ) 

а ограничения выглядят следующим образом: 
m 
£ * у =bj;j = l,n, (3.17) 
i= l 

п 

2 * у =ai;i = l,m, (3.18) 
y=i 

Н * о. 
Условия (3.17) означают полное удовлетворение спроса 

во всех пунктах потребления; условия (3.18) определяют 
полный вывоз продукции от всех поставщиков. 
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Необходимым и достаточным условием разрешимости 
задачи (3.16) — (3.18) является условие баланса: 

т п 

(=1 ;=i 

Транспортная задача, в которой имеет место равенство 
(3.19), называется закрытой и может быть решена, как за­
дача линейного программирования с помощью симплексного 
метода. Однако благодаря особенностям переменных задачи 
и системы ограничений разработаны специальные, менее 
громоздкие методы ее решения. Наиболее применяемым ме­
тодом является метод потенциалов, при котором каждой i-
й строке (i-му поставщику) устанавливается потенциал щ, 
который можно интерпретировать как цену продукта в 
пункте поставщика, а каждому столбцу j (у-му потребителю) 
устанавливается потенциал Vj, который можно принять ус­
ловно за цену продукта в пункте потребителя. В простей­
шем случае цена продукта в пункте потребителя равна его 
цене в пункте поставщика плюс транспортные расходы на 
его доставку, т.е. 

Vj =щ+ ctj. (3.20) 

Алгоритм метода потенциалов для закрытой транспортной 
задачи детально описан в ряде учебных пособий (см., например, 
[6]). П е р в ы м э т а п о м этого алгоритма является состав­
ление начального распределения (начального плана перевозок); 
для реализации этого начального этапа имеется в свою очередь 
ряд методов: северо-западного угла, наименьших стоимостей, 
аппроксимаций Фогеля и др. В т о р ы м э т а п о м служат 
построение системы потенциалов на основе равенства (3.20) 
и проверка начального плана на оптимальность; в случае 
его неоптимальности переходят к третьему этапу , содер­
жание которого заключается в реализации так называемых 
циклов перераспределения (корректировка плана прикреп­
ления потребителей к поставщикам), после чего переходят 
опять ко второму этапу. Совокупность процедур третьего и 
второго этапов образует одну итерацию; эти итерации повто-
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ряются, пока план перевозок не окажется оптимальным по 
критерию (3.16). 

Если баланс (3.19) не выполняется, то ограничения (3.17) 
или (3.18) имеют вид неравенств типа «меньше или равно»; 
транспортная задача в таком случае называется открытой. 
Для решения открытой транспортной задачи методом по­
тенциалов ее сводят к закрытой задаче путем ввода или 
фиктивного потребителя, если в неравенства превращаются 
условия (3.18), или фиктивного поставщика — в случае пре­
вращения в неравенства ограничений (3.17). 

Рассмотрим этапы реализации метода потенциалов для 
закрытой транспортной задачи более подробно. Прежде всего 
следует отметить, что при условии баланса (3.19) ранг сис­
темы линейных уравнений (3.17), (3.18) равен т + п - 1; 
таким образом из общего числа т х п неизвестных базисных 
неизвестных будет т + п - 1. Вследствие этого при любом 
допустимом базисном распределении в матрице перевозок 
(таблице поставок), представленной в общем виде в табл. 
3.5, будет занято ровно т + п - 1 клеток, которые будем назы­
вать базисными в отличие от остальных свободных клеток; 
занятые клетки будем отмечать диагональной чертой. 

Таблица 3.5 
Мощности 

поставщиков 
ах 

а2 

"т 

Мощности потребителей 
by 

с 2 1 ^ ^ ^ 

* - ^ х2\ 

^ - ^ хт\ 

ь2 
с 1 2 ^ - ^ 

^-"^ х12 
с 2 2 ^ ^ ^ 

^^^ х22 

ст2 ^ ^ 

^ ^ хт2 

... ъп 

^^^ ХЫ 

^"^ х2п 

стп ^**^ 

^^ хтп 

Этап 1. Первоначальное закрепление потребителей за 
поставщиками. Рассмотрим два метода получения началь­
ного распределения (начального опорного плана): метод 
северо-западного угла и метод наименьших стоимостей. 
При каждом из этих методов при заполнении некоторой 
клетки, кроме последней, вычеркивается или только строка 
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матрицы перевозок, или только столбец; лишь при заполнении 
последней клетки вычеркиваются и строка, и столбец. Такой 
подход будет гарантировать, что базисных клеток будет ровно 
т + п ~ 1. Если при заполнении некоторой (не последней) 
клетки одновременно удовлетворяются мощности и постав­
щика, и потребителя, то вычеркивается, например, только 
строка, а в соответствующем столбце заполняется незанятая 
клетка так называемой «нулевой поставкой», после чего 
вычеркивается и столбец. Для идентификации клетки обыч­
но в скобках указываются номера ее строки и столбца. 
В методе северо-западного угла всегда в первую очередь за­
полняется клетка (из числа невычеркнутых), стоящая в 
верхнем левом (северо-западном) углу матрицы перевозок. 
Пример составления начального распределения данным мето­
дом показан в табл. 3.6: заполняется клетка (1;1) и вычерки­
вается первый столбец, заполняется клетка (1;2) и вычер­
кивается первая строка; заполняется клетка (2;2) и вычерки­
вается второй столбец; заполняется клетка (2;3) и вычерки­
вается вторая строка; заполняется клетка (3;3) и вычеркива­
ется третий столбец; наконец, заполняется клетка (3:4) и вычер­
киваются последние строка и столбец. Число занятых клеток 
равно m + n - l = 3 + 4 - l = 6. Суммарные затраты на реали­
зацию данного плана перевозок составят 

f(X) = 4 - 3 0 + 5-30 + 3 - 7 0 + 6 - 3 0 + 7-10 + 4 - 1 1 0 = 1170. 

Таблица 3.6 
Мощности 

поставщиков 
60 

100 

120 

Мощности потребителей 
30 

4 ^ ^ 
^ ^ 30 
1 

6 

100 
5 ^ ^ ^ 

^ ^ ^ 30 
3 ^ ^ " 
^ ^ 70 
2 

40 
2 

6 ^ ^ 
^ ^ 30 
7 ^ ~ ^ 

ПО 
3 

2 

4 ^ - ^ 
^ ^ ПО 

Недостатком данного метода является то, что он не учиты­
вает значения элементов сп матрицы транспортных расходов, 
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в результате чего полученное этим методом начальное рас­
пределение (начальный опорный план перевозок) может 
быть достаточно далеко от оптимального. 

В различных модификациях метода наименьших стоимо­
стей заполнение клеток матрицы перевозок проводится с 
учетом значений величин Сц. Так, в модификации «двойно­
го предпочтения» отмечают клетки с наименьшими стоимо­
стями перевозок сначала по каждой строке, а затем по каж­
дому столбцу. Клетки, имеющие две отметки, заполняют в 
первую очередь, затем заполняют клетки с одной отметкой, 
а данные о нераспределенном грузе записывают в неотме­
ченные клетки с наименьшими стоимостями. При этом из 
двух клеток с одинаковой стоимостью перевозок предпочте­
ние отдается клетке, через которую осуществляется боль­
ший объем перевозок. Вычеркивание строк и столбцов при 
заполнении клеток проводится по описанным выше прави­
лам. Пример начального распределения методом наимень­
ших стоимостей для тех же исходных данных, что и ранее, 
представлен в табл. 3.7. 

Таблица 3.7 
Мощности 

поставщиков 
60 

100 

120 

Мощности потребителей 
30 

4 

1 ^ ^ 
^ ^ 30 
6 

100 
5 

3 

2 ^ ^ 
^ ^ 100 

40 
2 ^ ^ 

^ ^ 40 
6 

7 

110 
3 ^ ^ " 

^ ^ 20 
2 ^ ^ 

^ ^ 70 
4 ^ ^ 

^ ^ 20 

Порядок заполнения клеток: (2;1), (3;2), (1;3), (2;4), (1;4), 
(3;4). Суммарные затраты на перевозки, представленные в 
табл. 3.7, составляют 

f(X) = 1-30 + 2 - 1 0 0 + 2 - 4 0 + 2 - 7 0 + 3 - 2 0 + 4 - 2 0 = 590. 

Следовательно, данный план перевозок значительно 
ближе к оптимальному, чем план, составленный по методу 
северо-западного угла. 
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Этап 2. Проверка оптимальности полученного плана 
перевозок. Введем специальные показатели щ для каждой 
строки матрицы перевозок (каждого поставщика), где 
i = 1, т , и показатели Vj для каждого столбца (каждого по­
требителя), где j = 1,п. Эти показатели называются потен­
циалами поставщиков и потребителей, их удобно интерпре­
тировать как цены продукта в соответствующих пунктах по­
ставщиков и потребителей. Потенциалы подбираются таким 
образом, чтобы для заполненной клетки (i;j) выполнялось 
равенство (3.20). Совокупность уравнений вида (3.20), со­
ставленных для всех заполненных клеток (всех базисных 
неизвестных), образует систему т + п — 1 линейных урав­
нений с т+п неизвестными щ и Vj. Эта система всегда со­
вместна, причем значение одного из неизвестных можно 
задавать произвольно (например, и\ = 0), тогда значения 
остальных неизвестных находятся из системы однозначно. 

Рассмотрим процесс нахождения потенциалов для базис­
ного начального распределения по методу северо-западного 
угла, представленного в табл. 3.6. Задав их = 0 и используя 
формулу (3.20) для заполненных клеток (1;1) и (1;2), нахо­
дим i>i= 4 и V2 = 5. Зная i>2> п о заполненной клетке (2;2) 
находим «2 = 2, а зная U2, по заполненной клетке (2;3) на­
ходим из= 8. Зная из» п о заполненной клетке (3;3) находим 
из = 1, а затем по заполненной клетке (3;4) находим v± = 5. 
Результаты представлены в табл. 3.8, где потенциалы по­
ставщиков приведены в последнем столбце, а потенциалы 
потребителей — в последней строке. 

Табли ца 3.8 
Мощности 

поставщиков 
60 

100 

120 

vl 

Мощности потребителей 
30 

4 /" 
^ ^ 3 0 
1 

6 

4 

100 
5 Z^~ 

/ \ 3 0 

3 \ / 
/ + 70 
2 

5 

40 
1 + 

| 
6 > ^ 
/ / 3 0 
7 / ^ 
/^ 10 

8 

110 
3 

2 

4 / ^ 
^ / 1 1 0 

5 

Щ 

0 

2 

1 
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Смысл прямоугольного контура, проведенного пунктиром 
в табл. 3.8, и знаков при его вершинах пояснен далее при 
описании этапа 3 метода потенциалов. 

Аналогичные результаты для начального распределения по 
методу наименьших стоимостей, приведенного в табл. 3.7, 
представлены в табл. 3.9. 

Таблица 3.9 
Мощности 

поставщиков 
60 

100 

120 

vl 

Мощности потребителей 
30 

4 

1 У' 
/ 30 
6 

2 

100 
5 

3 

2 / ^ 
/ " " 1 0 0 
1 

40 
2 / ^ 

, ^ ^ 4 0 
6 

7 

2 

110 
3 ^ У 
^У 20 
2 У' 
/ У 70 
4 У^ 
/ У 20 
3 

Щ 

0 

1 

- 1 

Чтобы оценить оптимальность распределения, для всех 
клеток (i;j) матрицы перевозок определяются их оценки, ко­
торые обозначим через йц, по формуле: 

dij=(ui+cij)-vj. (3.21) 

Используя ранее принятую интерпретацию, выражение 
(щ + Сц) можно трактовать как сумму цены продукта у по­
ставщика и стоимости перевозки; эта сумма путем вычита­
ния сравнивается с ценой продукта у соответствующего 
потребителя Vj. Очевидно, оценки заполненных клеток рав­
ны нулю (цена потребителя покрывает цену поставщика и 
стоимость перевозок). Таким образом, об оптимальности 
распределения можно судить по величинам оценок свобод­
ных клеток. Если оценка некоторой свободной клетки от­
рицательна, это можно интерпретировать так: цена, предла­
гаемая соответствующим потребителем, больше суммы цены 
поставщика и стоимости перевозки, т.е. если бы эта клетка 
была занята, то можно было бы получить дополнительный 
экономический эффект. Следовательно, условием оптималь­
ности распределения служит условие неотрицательности 
оценок свободных клеток матрицы перевозок. 
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(dtj) = 

Оценки клеток по формуле (3.21) удобно представить в 
виде матрицы оценок. Для ранее рассматриваемого рас­
пределения, полученного методом северо-западного угла 
(см. табл. 3.8), матрица оценок клеток имеет вид 

ГО 0 - 6 -2N 

(dtj) = -1 0 0 -1 . (3.22) 
I 3 -2 0 0, 

Наличие большего числа отрицательных оценок свобод­
ных клеток свидетельствует о том, что данный план перевозок 
далек от оптимального (напомним, что суммарные затраты 
на перевозку по этому плану равны 1170). 

Для распределения, полученного методом наименьших 
стоимостей (табл. 3.9), матрица оценок клеток имеет вид: 

f2 4 0 & 
0 3 5 0 . 

,3 0 4 0, 
Так как все оценки неотрицательны, то не имеется 

возможности улучшить данный план перевозок, т.е. он оп­
тимален (суммарные затоаты на перевозку по этому плану 
равны 590). Кроме того, следует отметить, что в данном слу­
чае оценки всех свободных клеток строго больше нуля, т.е. 
любой другой план, предусматривающий занятие хотя бы 
одной из этих клеток, будет менее оптимален. Это говорит о 
том, что найденный оптимальный план является единст­
венным. Наличие нулевых оценок свободных клеток в опти­
мальном плане перевозок, наоборот, свидетельствует о 
неединственности оптимального плана. 

Этап 3. Улучшение неоптимального плана перевозок 
(циклы перераспределения). Чтобы улучшить неоптимальный 
план перевозок, выбирается клетка матрицы перевозок с от­
рицательной оценкой; если таких клеток несколько, то обычно 
(но необязательно) выбирается клетка с наибольшей по абсо­
лютной величине отрицательной оценкой. Например, для рас­
пределения, представленного в табл. 3.8, такой клеткой может 
служить клетка (1;3) (см. матрицу оценок (3.22)). 

Для выбранной клетки строится замкнутая линия (контур), 
начальная вершина которой лежит в выбранной клетке, а 
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все остальные вершины находятся в занятых клетках; при 
этом направления отдельных отрезков контура могут быть толь­
ко горизонтальными и вертикальными. Вершиной контура, 
кроме первой, является занятая клетка, где отрезки контура 
образуют один прямой угол (нельзя рассматривать как вер­
шины клетки, где горизонтальные и вертикальные отрезки 
контура пересекаются). Очевидно, число отрезков контура, 
как и его вершин, будет четным. В вершинах контура рас­
ставляются поочередно знаки «+» и «-», начиная со знака 
«+» в выбранной свободной клетке. Пример простого контура 
показан пунктиром в табл. 3.8, хотя вид контура может быть 
самым разнообразным (см., например, контур в табл. 3.11). 

Величина перераспределяемой поставки определяется как 
наименьшая из величин поставок в вершинах контура со зна­
ком «-», и на эту величину увеличиваются поставки в верши­
нах со знаком «+» и уменьшаются поставки в вершинах со зна­
ком «-». Это правило гарантирует, что в вершинах контура не 
появится отрицательных поставок, начальная выбранная клетка 
окажется занятой, в то время как одна из занятых клеток при 
этом обязательно освободится. Если величина перераспределяе­
мой поставки равна поставкам не в одной, а в нескольких вер­
шинах контура со знаком «-» (это как раз имеет место в контуре 
перераспределения в табл. 3.8), то освобождается только одна 
клетка, обычно с наибольшей стоимостью перевозки, а все 
другие такие клетки остаются занятыми с нулевой поставкой. 

Результат указанных операций для представленного в 
табл. 3.8 распределения поставок показан в табл. 3.10. Сум­
марные затраты на перевозки по этому плану составляют 
/ (Х)= 4-30 + 5 - 0 + 2 - 3 0 + 3 - 1 0 0 + 7 - 1 0 + 4 - 1 1 0 = 990, 
что значительно меньше предыдущей суммы затрат 1170, 
хотя план перевозок в табл. 3.10 еще не является оптимальным. 
Об этом свидетельствует наличие отрицательных значений 
в матрице оценок клеток этого плана (соответствующие по­
тенциалы щ и Vj найдены способом, изложенным при описа­
нии этапа 2): 

(dij) 

f 0 0 0 4Л 

- 1 0 6 5 
- 3 -8 0 0. 
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Таблица 3.10 
Мощности 

поставщиков 
0 

100 

120 

»/ 

Мощности потребителей 
30 

4 s^ 
/ ^ 30 
1 

6 

4 

100 
5 Z ' 

/ ^ 0 
3 ^ ^ 

2 

5 

40 
2 / ^ 
^ ^ 30 
6 

7 ^ - ^ 
/ ^ 10 
2 

110 
3 

2 

4 ^ ^ 
/ ^ 1 1 0 
-1 

"I 

0 

2 

-5 

Транспортные задачи, в базисном плане перевозок кото­
рых имеют место занятые клетки с нулевой поставкой (или 
в первоначальном распределении, или в процессе итера­
ций), называются вырожденными; пример такой задачи 
представлен в табл. 3.10. В случае вырожденной транспорт­
ной задачи существует опасность зацикливания, т.е. беско­
нечного повторения итераций (бесконечного перебора одних 
и тех же базисных комбинаций занятых клеток). Как пра­
вило, в практических задачах транспортного типа зацикли­
вание не встречается; тем не менее следует знать, что суще­
ствуют специальные правила, позволяющие выйти из цик­
ла, если зацикливание все же произойдет. При отсутствии 
вырождения метод потенциалов конечен и приводит к опти­
мальному плану перевозок за конечное число шагов. 

L. Пример 4. Решим методом потенциалов закрытую транс­
портную задачу, заданную в табл. 3.11, в которую уже внесе­
но некоторое допустимое базисное распределение. Суммарные 
транспортные расходы составляют при этом плане перево­
зок f(X) = 3 - 5 + 2- 25 + 1-20 + 2 - 2 5 + 1-15 + 4-20 = 230. 
Потенциалы по формуле (3.20) находим следующим образом: 
задавая и\ = 0, находим по клетке (1;1) v^ = 3, по клетке 
(1;2) i>2 = 2. а по клетке (1;4) v± = 1; затем по клетке (2;1) 
находим и2 = 1 и по клетке (2;3) из = 2; наконец, по клетке 
(3;3) находим щ = ~2. 
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Мощности 
поставщиков 

50 

40 

20 

»У 

Мощности потребителей 
30 25 

3 i - ^ - 2 —?^ 
^Л 5 ^ | 25 2 и ^ 
^ ^ - 25 
3 

3 

| 
2 ±-
2 

35 
4 

1 > ^ 

4 " > 
J ^ ^ 20 
2 

1 

5 

4 

1 

Таблица 3.11 

20 

- " г о 

и, 

0 

1 

- 2 

' 0 
0 

1-2 

0 

2 

- 2 

2 

0 

0 

0 

5 

X 

Матрица оценок клеток для этого плана рассчитывается 
по формуле (3.21): 

(dtj) 

Наличие отрицательных оценок свидетельствует о том, 
что план неоптимален. Построим контур перераспределения, 
например, для клетки (3;2); в табл. 3.11 он показан пункти­
ром и его вершинам присвоены соответствующие знаки. 

Наименьшая поставка в вершине контура со знаком «-» 
равна 20, поэтому проведем перераспределение поставок, 
уменьшив поставки в клетках со знаком «-» на 20 и увеличив 
поставки в клетках со знаком «+» также на 20; при этом 
клетка (3;2) заполняется, а клетка (3;3) освобождается. Новый 
план представлен в табл. 3.12; соответствующие значения 
потенциалов показаны в последних столбце и строке. 

Таблица 3.12 
Мощности 

поставщиков 
50 

40 

20 

"1 

Мощности потребителей 
30 

3 ^ ^ 
/ ^ 25_ 
2 / ^ 

У ^ 5 
3 

3 

25 
2 ^ - ^ 

3 

2 ^ ^ 
s ^ 20 
2 

35 
4 

1 S^ 
/^ 35 
4 

2 

20 
1 / - ^ 

/ ^ 20 
5 

4 

1 

Щ 

0 

1 

0 
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Матрица оценок клеток этого распределения не содержит 
отрицательных значений: 

'0 0 2 0' 
(dy)= 0 2 0 5 

[О 0 2 3, 

следовательно, данный план перевозок является оптималь­
ным. Стоимость перевозок по этому плану равна 

f(X) = 3 - 2 5 + 2-5 + 1-20 + 2 - 5 + 1-35 + 2-20 = 180. 
Наличие нулевой оценки незанятой клетки (3;1) гово­

рит о том, что оптимальный план не является единствен­
ным. Можно отметить также, что применяя для начального 
распределения в этой транспортной задаче модификацию 
двойного предпочтения метода наименьших стоимостей, мы 
сразу же получили бы оптимальное распределение, пред­
ставленное в табл. 3.12. ж 

3.3. Целочисленное программирование 

Целочисленным (иногда его называют также дискретным) 
программированием называется раздел математического 
программирования, изучающий экстремальные задачи, в 
которых на искомые переменные накладывается условие 
целочисленности, а область допустимых решений конечна. 
Изучение этого раздела в курсе «Экономико-математические 
методы и прикладные модели» вызывается тем, что огромное 
количество экономических задач носит дискретный, чаще 
всего целочисленный характер, что связано, как правило, с 
физической неделимостью многих элементов расчета: на­
пример, нельзя построить два с половиной завода, купить 
полтора автомобиля и т.д. В ряде случаев такие задачи реша­
ются обычными методами, например, симплексным методом, 
с последующим округлением до целых чисел. Однако такой 
подход оправдан, когда отдельная единица составляет очень 
малую часть всего объема (например, товарных запасов); в 
противном случае он может внести значительные искажения 
в действительно оптимальное решение. Поэтому разработаны 
специальные методы решения целочисленных задач, среди 
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которых можно выделить два направления: методы отсече­
ния (отсекающих плоскостей) и комбинаторные методы. 

Метод отсекающих плоскостей состоит в построении 
дополнительных ограничений и применении двойственного 
симплексного метода. Представление о комбинаторных 
методах дает широко используемый на практике метод 
ветвей и границ. 

Рассмотрим более подробно один из методов отсекающих 
плоскостей, известный как метод Гомори. Метод Гомори для 
линейных задач целочисленного программирования основан 
на понятии конгруэнтности действительных чисел. Любое 
действительное число можно представить в виде суммы его 
целой и дробной частей: х = [х] + {*}, где квадратные скоб­
ки означают целую часть, а фигурные — дробную. Например, 
7,5 = [7,5] + {7,5} = 7 + 0,5. Неотрицательные числа (для про­
стоты мы будем рассматривать только их) называются конгру­
энтными, если равны их дробные части. Если обозначать кон­
груэнтность чисел символом =, то, например, 7,5 = 0,5; 6,3 = 2,3; 
в частности, все целые числа конгруэнтны нулю, поэтому условие 
целочисленности переменной Xi можно записать: xi = 0. 

По методу Гомори первый этап решения целочисленных 
задач не отличается от обычного расчета по симплексному 
алгоритму. Если среди значений переменных в оптимальном 
плане есть дробные, то составляется дополнительное ограни­
чение, отсекающее дробную часть решения, но оставляющее 
в силе все прочие условия, которым должен удовлетворять 
оптимальный план. Это дополнительное ограничение при­
соединяется к исходным ограничениям задачи, и вновь при­
меняется процедура симплексного метода. Алгоритм Гомори 
позволяет прийти к оптимальному целочисленному решению 
за конечное число шагов. 

L. Пример 5. Пусть для приобретения оборудования, разме­
щаемого на производственной площади 38 м2 , фирма выде­
ляет 20 млн. руб. Имеются единицы оборудования двух ти­
пов: типа А стоимостью 5 млн. руб., требующее производст­
венную площадь 8 м2 и имеющее производительность 7 тыс. 
единиц продукции за смену, и типа Б — стоимостью 2 млн. 
руб., занимающее площадь 4 м2 и дающее за смену 3 тыс. 
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единиц продукции. Требуется рассчитать оптимальный ва­
риант приобретения оборудования, обеспечивающий макси­
мум производительности участка. 

Сформулируем экономико-математическую модель зада­
чи. Пусть х1? х2 — количество приобретаемых машин типа 
А и типа Б соответственно. Тогда целевая функция задачи 
будет иметь вид: 

max f(X) = 7*! + Зх2 

при ограничениях: 

Ъхх + 2х2 < 20; 

8*! + 4*2 ^ 38; 

xh2 > 0; х1>2 s 0. 
Сформулирована задача линейного целочисленного про­

граммирования . 
Введем дополнительные переменные х3, х4> с помощью 

которых исходные неравенства преобразуются в равенства: 

5*! + 2х2 + х3 = 20; 
8xi + 4х2 + х4 = 38, 

из которых следует, что переменные Хз, х± могут принимать 
только неотрицательные целочисленные значения. Фраг­
мент симплексной таблицы на последней итерации (без 
учета целочисленности) имеет вид: 

Таблица 3.13 
Базисные переменные 

* i 

* 2 

А-г,-с, 

План 
1 
7,5 

29,5 

*1 

1 
0 
0 

х2 

0 
1 
0 

*з 
1 

-2 
1 

* 4 

-0,5 
1,25 
0,25 

Отсюда видно, что в оптимальном плане xi = 1; х2 = 7,5 и 
максимум целевой функции равен f\X) = 7*1 + 3-7,5 = 29,5. 

Для нецелочисленной переменной х2 составляем из 
приведенной симплексной табл. 3.13 уравнение: 
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7,5 = x<i - 2хз + 1,25x4» 
откуда 

* 2 = 7,5 + 2*з - 1,25*4. 
Так как *2 — целое число, то целой должна быть и правая 

часть последнего уравнения (= есть символ конгруэнтности): 

7,5 + 2*3 - 1,25*4= 0; 
отсюда можно получить, что 

0,25лг4= 0,5, 
т.е. выражение 0,25*4 может быть равно 0,5, или 1,5, или 
2,5 и т.д. Следовательно, появляется дополнительное огра­
ничение: 0,25*4 ^ 0 , 5 , которое путем ввода дополнительной 
неотрицательной целочисленной переменной *5 преобразу­
ется в равенство, так что система ограничений исходной за­
дачи в каноническом виде содержит три уравнения: 

5*! + 2*2 + *з = 20; 
8*i + 4*2 + *4 = 38; 

0,25*4 - * 5 = 0,5. 
Повторив процесс решения симплексным методом для 

данной расширенной системы ограничений, получим но­
вый оптимальный план, в котором переменные, входящие 
в базис, принимают целые значения: х\ = 2; *2 = 5; *4 = 2. 
Таким образом, приобретение двух машин типа А и пяти 
машин типа Б обеспечивает максимум производительности 
участка, равный 29 тыс. единиц продукции в смену. Заме­
тим, что если бы в качестве плана был выбран вариант, по­
лучаемый в результате округления первоначального реше­
ния задачи симплексным методом (*i = 1; *2 = 7), то сум­
марная производительность была бы равна лишь 28 тыс. 
единиц продукции. Л 

Рассмотрим далее ряд специальных оптимизационных за­
дач, сводящихся к задачам линейного целочисленного про­
граммирования. Одной из таких задач является задача о 
назначениях, с помощью которой можно получить ответ на 
вопросы типа: как распределить рабочих по станкам, чтобы 
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общая выработка была наибольшей или затраты на заработ­
ную плату наименьшими; как наилучшим образом распре­
делить экипажи самолетов; как назначить людей на различ­
ные должности (отсюда и название задачи) и т.д. 

Математически такие задачи относятся к тому же типу 
распределительных задач, что и рассмотренная в § 3.2 транс­
портная задача, с той особенностью, что в них объемы на­
личных и требующихся ресурсов для выполнения каждой 
работы равны единице (at = bj = 1), а все переменные хц либо 
равны единице, если i-й работник назначен на у-ю работу, 
либо равны нулю в других случаях. Исходные данные задачи 
о назначениях группируются в таблице, которая называется 
матрицей оценок, а результаты — в матрице назначений. 

Задача о назначениях в общем виде может быть сформу­
лирована следующим образом. Имеется п работников, кото­
рые могут выполнять п работ, причем использование i-ro 
работника на ;-й работе, например, приносит доход Су. Тре­
буется поручить каждому из работников выполнение одной 
вполне определенной работы, чтобы максимизировать в дан­
ном случае суммарный доход. 

Введем переменные: 

_\ 1, если 1-й работник выполняет/-ю работу 
^ 1 0 в противном случае. 

Задача состоит в том, чтобы найти распределение 
X = (xtj) работников по работам (т. е. найти матрицу на­
значений), которое максимизирует целевую функцию 

п п 
f(X) = 2 2 суху -> max (3.23) 

при ограничениях 
п 

п 
2 * у = 1» У = 1»л; 

(3.24) 

(3.25) 
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причем xtj равно либо 0, либо 1 (так называемые булевы пе­
ременные) для всех i, у = 1, п. 

Ограничения (3.24) отражают условие того, что за каж­
дым работником может быть закреплена только одна рабо­
та, а ограничения (3.25) означают, что для выполнения каж­
дой работы может быть выделен только один работник. 

Если в задаче о назначениях элементы матрицы оценок 
представляют собой, например, время выполнения каждым 
работником любой из работ, то целевая функция этой зада­
чи будет минимизироваться. Следует заметить также, что 
при решении задачи о назначениях часто используются ал­
горитмы и методы решения транспортных задач, в частно­
сти, метод потенциалов. 

Другой задачей подобного рода является задача о ком­
мивояжере, которая может быть сформулирована следую­
щим образом. Имеется п городов, пронумерованных числами 
от 1 до п. Коммивояжер, выезжая из города 1, должен побывать 
в каждом городе ровно один раз и вернуться в исходный 
пункт. Пусть известны расстояния Сц между городами 
(i, у = 1, п; i * у). Требуется найти самый короткий маршрут. 

Введем переменные: 

{ 1, если в маршрут входит переезд 
из города i в город у 

0 в противном случае (£, у = 1, п; i Ф у). 

Требование однократного въезда и выезда в города запи­
шется в виде следующих ограничений: 

п 
Z Xu - 1; у = 1, п, 

п 
£ xtj = 1; i = 1, п. 

Однако ограничения (3.26) полностью не определяют 
допустимые маршруты, так как не исключают возможности 
разрыва пути, т. е. появления нескольких не связанных 
между собой подмаршрутов для части городов. Поэтому 
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следует ввести дополнительно л переменных щ (i = 1, га), 
принимающих только целые неотрицательные значения, и 
записать для них специальные ограничения: 

щ - Uj + п • Xij < га - 1; i,j - 2,га; i Ф j . (3.27)v^ 

Общее число таких ограничений равно (л - 1) • (л - 2) и 
они, не исключая допустимый маршрут, исключают воз­
можность существования подмаршрутов. 

Таким образом, задача о коммивояжере состоит в мини­
мизации целевой функции: 

п п 

f(X,U) = YjH,CiJXi) - » m i n 

при условиях (3.26), (3.27), где переменные ху, щ принима­
ют только неотрицательные целые значения. 

К задачам целочисленного программирования приводят 
также многие оптимальные задачи теории расписаний, в 
которой рассматриваются методы оптимизации оперативно-
календарного планирования. В качестве примера таких задач 
можно привести задачу определения оптимальной очередности 
обработки изделий на различных станках или других рабочих 
местах, задачу составления программы «диспетчер» для управ­
ления работой ЭВМ в мультипрограммном режиме и др. 

3.4. Задачи многокритериальной оптимизации 

В практической деятельности часто встречаются задачи, 
заключающиеся в поиске лучшего (оптимального) решения 
при наличии различных несводимых друг к другу критериев 
оптимальности. Например, принятие решения о строительстве 
дороги в объезд города должно учитывать такие факторы, 
как выигрыш города в целом по соображениях экологии, 
проигрыш отдельных предприятий и фирм, например, из-за 
уменьшения проезжающих через город потенциальных по­
купателей и многие другие. Если такого рода задачи реша­
ются методами математического программирования, то говорят 
о задачах многокритериальной оптимизации. Эти задачи 
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могут носить как линейный, так и нелинейный характер. 
Поскольку методы решения таких задач излагаются ниже 
на примере линейных многокритериальных оптимизационных 
задач, это объясняет рассмотрение этой темы в данной главе 
учебного пособия. 

Задачи многокритериальной оптимизации возникают в 
тех случаях, когда имеется несколько целей,которые не могут 
быть отражены одним критерием (например, стоимость и 
надежность). Требуется найти точку области допустимых 
решений, которая минимизирует или максимизирует все 
такие критерии. Если в подобного рода задачах речь идет не 
о разнородных критериях некоторой системы, а о сопостав­
лении однородных критериев разных ее подсистем (например, 
отрасли, группы населения и т.п.), то эти задачи называются 
задачами векторной оптимизации. 

Обозначим i-й частный критерий через ^ ( Х ) , г д е X — 
допустимое решение, а область допустимых решений — 
через Q. Если учесть, что изменением знака функции всегда 
можно свести задачу минимизации к задаче максимизации, 
то кратко задачу многокритериальной оптимизации можно 
сформулировать следующим образом: 

Z(X) = {z1(X),Z2(X),...,Zm(X),) -+max, (3.29) 

X eQ. (3.30) 

Некоторые частные критерии могут противоречить друг 
другу, другие действуют в одном направлении, третьи — ин­
дифферентны, безразличны друг к другу. Поэтому процесс 
решения многокритериальных задач неизбежно связан с 
экспертными оценками как самих критериев, так и взаимо­
отношений между ними. Известен ряд методов решения за­
дач многокритериальной оптимизации: 
• оптимизация одного признанного наиболее важным кри­

терия, остальные критерии при этом играют роль допол­
нительных ограничений; 

• упорядочение заданного множества критериев и последо­
вательная оптимизация по каждому из них (этот подход 
рассмотрен ниже на примере метода последовательных 
уступок); 
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• сведение многих критериев к одному введением эксперт­
ных весовых коэффициентов для каждого из критериев 
таким образом, что более важный критерий получает бо­
лее высокий вес. 
Возвращаясь к задаче многокритериальной оптимизации 

в общей постановке (3.29), (3.30), отметим, что в идеальном 
случае можно вести поиск такого решения, которое принад­
лежит пересечению множеств оптимальных решений всех 
однокритериальных задач. Однако такое пересечение обычно 
оказывается пустым множеством, поэтому приходится рассмат­
ривать так называемое «переговорное» множество эффек­
тивных решений (оптимальных по Парето). Критерий оп­
тимальности итальянского экономиста В. Парето применяется 
при решении таких задач, когда оптимизация означает улуч­
шение одних показателей при условии, чтобы другие не ухуд­
шались. 

it 

Определение. Вектор X е Q называется эффективным 
(оптимальным по Парето) решением задачи (3.29), (3.30), 
если не существует такого вектора X eQ, что 

Zt(X) > Zi(X*), i = 1~т, (3.31) 

причем хотя бы для одного значения i имеет место строгое 
неравенство. 

Множество допустимых решений, для которых невоз­
можно одновременно улучшить все частные показатели эф­
фективности (т.е. улучшить хотя бы один из них, не ухуд­
шая остальных), принято называть областью Парето, или 
областью компромиссов, а принадлежащие ей решения — 
эффективными, или оптимальными по Парето. 

В общем случае эффективные решения не эквивалентны 
друг другу, так что про два оптимальных по Парето решения 
нельзя сказать, какое из них лучше. Поэтому при решении 
многокритериальных задач необходимо дополнительное изу­
чение эффективных решений. Для этого можно было бы 
сформулировать некоторый критерий и оптимизировать его 
на множестве эффективных решений. Однако при этом возни­
кают значительные трудности в связи с тем, что, как правило, 
область компромиссов не является выпуклой, и полученная 
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задача в общем случае будет задачей невыпуклого програм­
мирования. Обычный подход заключается в стремлении 
«свернуть» частные критерии в один обобщенный скаляр­
ный критерий, оптимизация которого приводит к оптималь­
ному решению задачи в целом. Формулировка подходящего 
обобщенного критерия в зависимости от конкретных усло­
вий как раз и является основным вопросом, который изу­
чается в многокритериальной оптимизации. 

В некоторых случаях вместо одного обобщенного критерия и 
решения одной соответствующей задачи скалярной оптимиза­
ции предлагается рассматривать последовательность обобщен­
ных критериев и последовательность задач скалярной оптими­
зации. К сожалению, многие из описанных в литературе подоб­
ных процедур не всегда приводят к эффективным решениям. 

Рассмотрим один из таких методов решения многокрите­
риальных задач: метод последовательных уступок. 

Метод последовательных уступок решения задач много­
критериальной оптимизации применяется в случае, когда 
частные критерии могут быть упорядочены в порядке убы­
вания их важности. Предположим, что все частные критерии 
максимизируются и пронумерованы в порядке убывания их 

•к 
важности. Находим максимальное значение Zj первого по 
важности критерия в области допустимых решений путем 
решения однокритериальной задачи 

Zi(X) -» max, 
X eQ. 

Затем, исходя из практических соображений и принятой 
точности, назначается величина допустимого отклонения 
5i > 0 (экономически оправданной уступки) критерия Z\ и 
находится максимальное значение второго критерия Z 2 npn 
условии, что значение первого критерия не должно откло­
няться от своего максимального значения более чем на ве­
личину допустимой уступки, т. е. решается задача: 

Z2{X) -> max, 

X eQ. 
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Снова назначается величина уступки 82 > 0 по второму 
критерию, которая вместе с первой уступкой используется для 
нахождения условного максимума третьего частного критерия: 

Z3(X) -> max, 

ZX(X) > z\ - 6 l f 
* 

Z2(X) > Z2 - 5 2 , 
X EQ. 

Аналогичные процедуры повторяются до тех пор, пока не 
будет выявлено максимальное значение последнего по важ­
ности критерия Zm при условии, что значение каждого из пер­
вых т - 1 частных критериев отличается от соответствующего 
условного максимума не более чем на величину допустимой 
уступки по данному критерию. Полученное на последнем 
этапе решение считается оптимальным. Следует заметить, 
что этот метод не всегда приводит к эффективному решению. 
L. Пример 6. Решение задачи многокритериальной оптими­
зации методом последовательных уступок. 

Пусть задача трехкритериальной оптимизации имеет вид: 

Z\ = - * i + 2х2 -> max (3.32) 

Z2 = 2*i + х2 -» max (3.33) 

Z3 = хх - Зх2 -> max (3.34) 

хг + х2 < 6 
1 < хх < 3 [. (3.35) 
1 < х2 < 4 

Заметим, что так как коэффициенты при одних и тех же 
переменных в данных частных критериях имеют разные 
знаки, то в заданной области допустимых решений невоз­
можно одновременно улучшить все частные критерии, т. е. 
в рассматриваемом случае область компромиссов (область 
Парето) совпадает с областью допустимых решений (3.35). 
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Для определенности будем считать, что допустимые ус­
тупки по первым двум критериям заданы: 5i= 3; 62= 5/3. 

Максимизируем функцию Z\ в области допустимых ре­
шений, т. е. решаем однокритериальную задачу (3.32), (3.35). 
Это несложно сделать рассмотренным в гл. 2 графическим 
методом решения задач линейного программирования 
(см. рис. 3.1). 

4Н 

3-

77777 

Q 

V/////////// 

Рис. 3.1 

Максимум функции Z\ при условиях (3.35) достигается 
в точке А области Q с координатами (1;4), так что в данном 
случае 

д^ = 1 ; х2 = 4; maxZl = Zx = Z^A) = 7. 

Переходим к максимизации функции Z2 при условиях 
(3.35) и дополнительном ограничении, позволяющем учесть, 
что по критерию Z\ нельзя уступать более чем на 6i. Так 
как в нашем примере Z± - b1 = 4 , то дополнительное огра­
ничение будет иметь вид: 

-Хг + 2х2 > 4. (3.36) 

Задачу (3.33), (3.35), (3.36) также решаем графически 
(рис. 3.2). 
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Получаем, что максимум функции Z2 при условиях 
(3.35), (3.36) достигается в точке В части Qi области Q, так что 

х[* = 8/3; х*2* = ю/З ; max Z2 = z | = 22(В) = 26/3. 

Теперь уступаем по критерию Z2 на величину уступки 
82 = 5/3 и получаем второе дополнительное ограничение: 

2хх + х2 > 7. (3.37) 

Максимизируем функцию Z^ при условиях (3.35), (3.36) 
и (3.37). Решение этой задачи графическим методом пред­
ставлено на рис. 3.3. 
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Рис. 3.3 

Таким образом получаем оптимальное решение рассмат­
риваемой трехкритериальнсй задачи (точка С на рис. 3.3): 
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xi - 2; х2
 _ 3. 

Соответствующие значения частных критериев при этом 
составляют: 

Z1 = 4; Z2 = 7; Z3 = - 7 . J 

3.5. Нелинейное и динамическое программирование; 
понятие об имитационном моделировании 

Задача нелинейного программирования формулируется 
так же, как и общая задача оптимального программирова­
ния, т.е. в виде (3.38) — (3.40), со следующими требованиями 
к целевой функции и допустимой области: целевая функ­
ция f(X) - f(x1,x2,...,xn)unn (и) хотя бы одна из функций 

gt (xi, х2,.. •, хп ), i = l,m являются нелинейными: 

max(jam)f(x1,x2,...,xn), (3.38) 

gt(xi,x2,...,xn) {<,=,>}бг, i = l,m, (3.39) 

Xj > 0 , j = l,n. (3.40) 

Напомним, что для задач линейного программирования 
характерно следующее: 
• Множество допустимых решений выпукло. Это выпуклое 

множество имеет конечное число вершин, называемых 
обычно крайними (угловыми) точками. 

• Множество всех точек Х1,...,зсл га-мерного пространства, в 

которых целевая функция принимает заданное значение, 
есть гиперплоскость (линия) уровня. Кроме того, гипер­
плоскости, соответствующие разным значениям целевой 
функции, параллельны. 

• Локальный max или min является также глобальным 
max или min целевой функции на множестве допустимых 
решений, т. е. не существует локального оптимума целевой 
функции, отличного от глобального оптимума. 
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• Если оптимальное значение целевой функции ограничено, 
то по крайней мере одна крайняя точка множества до­
пустимых решений является оптимальным решением. 
Кроме того, начав с произвольной вершины множества 
допустимых решений, можно достичь оптимума за конеч­
ное число шагов, причем на каждом шаге совершается пе­
реход только в соседнюю вершину. Окончательно данная 
вершина является оптимальной тогда и только тогда, когда 
значение целевой функции в ней по крайней мере не 
меньше, чем значения целевой функции во всех примы­
кающих вершинах. 
У произвольной задачи нелинейного программирования 

некоторые или все приведенные выше свойства ЗЛП отсут­
ствуют. Вследствие этого задачи нелинейного программиро­
вания несравненно сложнее задач ЛП и для них не сущест­
вует общего универсального метода решения (аналогичного 
симплексному методу). 

L. Пример 7. Найти max и rain функции Z = f(x^, х2) = xf + х2 

при ограничениях 

х1-х2<А 
хг + х2 > 5 

• хх < 7 
х2<6 
хг > О, х2 > 0. 

Линии уровня целевой функции {Z ~ const) представляют 
собой окружности с центром в начале координат; область 
допустимых решений не является выпуклой и состоит из 
двух отдельных частей (на рис. 3.4 эти части заштрихова­
ны, линии уровня показаны пунктиром). Минимальное зна­
чение функции Z = 17 достигается в точках А(1;4) и Д4;1) . 
Функция Z имеет два локальных максимума: в точке 

328 
D(2/3;6), где функция Z(D) = , и в точке М(7;4/7), в ко­
торой функция Z(M) = 2417/49. 
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Точка М — точка глобального максимума (рис. 3.4). 

4~* 

\ «*,.**> "2417/49 

Рис. 3.4 

Особое место занимают задачи типа 

max(min)Z = f(x1,x2,...,xn), 

gi(x1,x2,..-,xn) = 0, i = 1,т, 

(3.41) 

(3.42) 

для решения которых можно воспользоваться классическим 
методом оптимизации Лагранжа, или методом разрешаю­
щих множителей. При этом предполагают, что функции / 
и gt (i = 1, т) непрерывны вместе со своими первыми част­
ными производными. 

Для решения задачи составляют функцию Лагранжа 

F(xi>•••>хп,Х^,...,Хт) - f(xi,X2,-..,xn) + 
т 

+ / , ^ i £ j ( - * l . * 2 > •••>хп)> 
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определяют частные производные этой функции по пере­
менным Xj (j = 1,п) и множителям Лагранжа A.j (i = 1 , т \ 
приравнивают их нулю и получают систему уравнений: 

dF _ df + ^ , dgt 

дх. д х . Т . Ъ - £ = °'!-1'п' 
ox, ox, .=1 ox, ( 3 4 g ) 
dF , ч п - л 
— - = gi(x1,x2,...,xn) = 0,1 = \,т. 

В основе метода Лагранжа решения классической задачи 
оптимизации (3.41), (3.42) лежит утверждение, что если 
Z = f{*i,х2,...,хп) в точке X = (д^ ,х 2 , . . . ,х п )имеет экс­

тремум, то существует такой вектор (A,j, Х^,... ,Хт), что точ­

ка (x1,x2,...,xn,Xi,X2,...,Xm) является решением системы 
(3.43). Следовательно, решая систему (3.43), получаем мно­
жество стационарных точек, в которых функция Z может 
иметь экстремальные значения. При этом, как правило, не­
известен способ определения точек глобального максимума 
или минимума. Однако если решения системы найдены, то 
для определения глобального максимума или минимума дос­
таточно найти значения функции в соответствующих точках 
области определения. 

L. Пример 8. Найти экстремум функции Z = ххх2 + x2xs 

х-у + х2
 = Л, 

при ограничениях 
х2 + х3 = 2. 

Р е ш е н и е . Составляем функцию Лагранжа 

F(x^, х2, х3, Xi, Х2) = х^х2 + х2х3 + 
4-A,I(JCJ + х2 ~~ 2) + Х2(х2 + Хо — 2), 

дифференцируем ее по переменным х1,х2,х3,Х1,Х2 и полу­
ченные выражения приравниваем нулю: 
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Aj + х2
 = »̂ 

х^ + xs + Х± + \2 = О» 
• х2 + \2 = О, 

х1 + *2 - 2 = О, 
дг2 + *з ~ 2 = О. 

Из первого и третьего уравнений следует, что Хх = Хг = -х2, 
поэтому 

X] — 4Хо "Ь #3 = ^» 

Хл 4- Хо — ^» 

Хп ~Ь Хо = 4 , 

откуда х{* = х2 = х3 = 1 и Z = 2 . Поскольку, например, 
точка (0;2;0) принадлежит допустимой области и в ней Z = О, 
то делаем вывод, что точка (1;1;1) — точка глобального 
максимума. Л 

К классу задач нелинейного программирования, изучен­
ному наиболее основательно, относятся задачи с линейными 
ограничениями и нелинейной целевой функцией. В общем 
виде такая задача записывается следующим образом: 

найти max(min)Z = f(x1,x2,...,xn), 
п 

^ацХ] {<,=,>}bt,i = l,m; 

Xj > О, j = 1, п. 

Отметим, что даже для задач с линейными ограничения­
ми вычислительные методы разработаны лишь в тех случа­
ях, когда целевая функция имеет определенные свойства, 
например, функция Z сепарабельная, т.е. 

Z = f(xl,x2,...,xn) = hiXi) + f2(x2)+...+fn(xn). 

Чтобы гарантировать возможность отыскания оптимального 
решения, на функции fAxA должны быть наложены доба-
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вочные ограничения. Другим примером могут служить за­
дачи, в которых целевая функция может быть записана как 
сумма линейной и квадратичной форм, так что 

п п п 

Z = f(xl,x2,...,xn) = YJ
cixi +Yu'Yjd4xixi = 

j=i i=ij=i 

= сххх + с2Х2+...+спхп + dnxf + dl2xlx2+...+dlnxlxn+...+dnnxl. 

Такие нелинейные задачи называются задачами квадра­
тичного программирования. Чтобы быть уверенным, что оп­
тимальное решение и в этом случае может быть найдено, на 
величины dtj следует наложить некоторые ограничения. 

Имеются достаточно эффективные методы решения задачи 
выпуклого программирования, т.е. задачи минимизации не­
линейной, но гладкой выпуклой функции при ограничениях, 
заданных нелинейными неравенствами, определяющими вы­
пуклое множество переменных: 

minf(x1,...,xn), (3.44) 

gt(xlt х2,...,хп) <bt,i = l,m, (3.45) 

xi,> 0, j = Т~п. (3.46) 

В случае максимизации в таких задачах целевая функ­
ция должна быть вогнутой. Симплексный алгоритм для ре­
шения общей задачи ЛП представляет собой итеративную 
процедуру, с помощью которой точное оптимальное решение 
может быть получено за конечное число шагов. Для задач 
нелинейного программирования вычислительный метод, даю­
щий точное оптимальное решение за конечное число шагов, 
удается построить не всегда. Здесь часто приходится согла­
шаться на использование методов, дающих только прибли­
женное решение или требующих для сходимости бесконечного 
числа шагов. 

Один из наиболее мощных методов решения задач нели­
нейного программирования состоит в преобразовании задачи 
каким-либо образом к виду, допускающему применение сим-
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плексного алгоритма. Природа «преобразования», с помощью 
которого нелинейная задача может быть приведена к форме, 
допускающей применение симплексного метода, очень сильно 
зависит от типа задачи. В некоторых случаях не требуется 
никакой предварительной аппроксимации, в других аппрок­
симация нужна. Однако эта аппроксимация может быть сделана 
сколь угодно точной (ценой увеличения объема вычислений). 

Широко применяется градиентный метод. Он представ­
ляет собой итеративную процедуру, в которой переходят шаг 
за шагом от одного допустимого решения к другому так, что 
значение целевой функции улучшается. Однако в отличие 
от симплексного метода ЛП в нем не используется переход 
от одной вершины к другой. Вообще говоря, для сходимости 
к решению здесь требуется бесконечное число итераций. 

В последнее время широкое применение нашли методы 
штрафных функций и барьеров. Метод штрафных функций 
аппроксимирует задачу с ограничениями задачей без огра­
ничений с функцией, которая налагает штраф за выход из 
допустимой области. 

Идея метода барьеров аналогична методу штрафных функ­
ций, однако аппроксимация здесь осуществляется «изнутри» 
допустимой области. 

Весьма полезным вычислительным методом для решения 
некоторых типов задач нелинейного программирования яв­
ляется метод динамического программирования (ДП). При 
решении задачи этим методом процесс решения расчленяется 
на этапы, решаемые последовательно во времени и приводя­
щие в конечном счете к искомому решению. Типичные особен­
ности многоэтапных (многошаговых) задач, решаемых методом 
динамического программирования, состоят в следующем: 
• Процесс перехода производственно-экономической системы 

из одного состояния в другое должен быть марковским 
(процессом с отсутствием последействия). Это значит, что 
если система находится в некотором состоянии Sn &Sn, 
то дальнейшее развитие процесса зависит только от данного 
состояния и не зависит от того, каким путем система при­
ведена в это состояние. 

• Процесс длится определенное число шагов N. На каждом 
шаге осуществляется выбор одного управления ип, под 
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воздействием которого система переходит из одного со­

стояния Sn в другое Sn+1: S" Н» Sn+1. Поскольку процесс 

марковский, то ип = un(Sn) зависит только от текущего 
состояния. 

* Каждый шаг (выбор очередного решения) связан с опре­
деленным эффектом, который зависит от текущего со­
стояния и принятого решения: q>n(Sn,un). 

• Общий эффект (доход) за N шагов слагается из доходов 
на отдельных шагах, т.е. критерий оптимальности дол­
жен быть аддитивным (или приводящимся к нему). 
Требуется найти такое решение ип для каждого шага 

(га = 1, 2, 3, ..., N), т.е. последовательность (и1, ..., uN), чтобы 
получить максимальный эффект (доход) за N шагов. 

Любая возможная допустимая последовательность решений 
(и1, ..., uN) называется стратегией управления. Стратегия 
управления, доставляющая максимум критерию оптималь­
ности, называется оптимальной. 

В основе общей концепции метода ДП лежит принцип 
оптимальности Беллмана: 

Оптимальная стратегия обладает таким свойством, что 
независимо от того, каким образом система оказалась в рас­
сматриваемом конкретном состоянии, последующие решения 
должны составлять оптимальную стратегию, привязываю­
щуюся к этому состоянию. Математически этот принцип 
записывается в виде рекуррентного соотношения ДП (РДП): 

fn(Sn) = max{cpn(S\un) + / „ ^ ( в " - 1 , " " ) } , 

un eun(Sn),Sn e S „ , 

где un(Sn) — все допустимые управления при условии, что 
система находится в состоянии Sn ; 
<pn(Sn,un)— эффект от принятия решения ип; 

fn(Sn)— эффект за оставшиеся п шагов. 



Оптимальные экономико-математические модели 123 

Благодаря принципу оптимальности удается при после­
дующих переходах испытывать не все возможные варианты, 
а лишь оптимальные выходы. РДП позволяют заменить тру­
доемкое вычисление оптимума по N переменным в исходной 
задаче решением N задач, в каждой из которых оптимум 
находится лишь по одной переменной. 

Имеется очень много практически важных задач, кото­
рые ставятся и решаются как задачи ДП (задачи о замене 
оборудования, о ранце, распределения ресурсов и т.д.) 

В качестве примера построения РДП рассмотрим исполь­
зование принципа оптимальности для реализации математи­
ческой модели задачи оптимального распределения некото­
рого ресурса в объеме х: 

max{(pl(xl) + <p2(x2)+...+yN(xN)}, 

Хл 4- Хо~Ъ~* • *+Х\г = X) 

Xj > 0; у = hN, 

где Xj — количество ресурса, используемое у'-м способом; 
q>j(Xj) — доход от применения способа у, у = 1, N . 
Рекуррентные соотношения, с помощью которых нахо­

дится решение этой задачи, имеют вид: 

Д(дс) = тах{ф1(зс1)}, 

О < xi< х, 

fn(x) = max{<p„(*n) + /„^(х - *„)}, n = 2,N, 

О < хп< х. 

L. Пример 3.9. Найти максимум функции 

f(X) = 3xf - 4х2 + 3JC| 

при ограничениях 

4хх + 3*2 + 2х3 < 8, 
Xj > 0, Xj — целые; у = 1,2,3. 
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то 0 < Х\ < (знак Г 1 обозначает целую часть числа, т.е. 

Р е ш е н и е . Целевая функция задачи f(X) является 
аддитивной, так как ее можно представить в виде суммы 
функций fj(Xj), каждая из которых зависит только от од­
ной переменной xf. 

/(Х) = А(*1) + /2(*2) + /3(*з)> 

где Д (*!) = Зх?; /2 (*2) = "4зс2'» h (*з) = 3*з • 
Находим f\{X) = max3xf . Поскольку на переменные Xj 

накладываются условия целочисленности и неотрицательности, 
V 
^4 

наибольшее целое число, не превосходящее данное); таким 
образом, Xi e |0,1,2J . Для каждого фиксированного значе­
ния X вычисляем значение функции fi(X)m выбираем среди 
них максимальное, при этом в соответствии с ограничения­
ми задачи X может принимать все целые значения от 0 до 8. 

Далее вычисляем: 
f2(X) = max{-4x2 + h&- 3*2)}, 

для всех 0 < xi < — 
о 

/з(8) = maxJ3x| + /2(8 - 2х3)} 
о 

для всех 0 < х3 < — 
Л 

Все вычисления приведены в табл. 3.14. 
* 

Таким образом, maxf{X) = m&xf3(X) = f^(8) = 192. Опти­
мальную стратегию находим следующим образом. Сначала 
устанавливаем, что х3 - 4 (соответствует максимальному зна-

чению 192). Значение х3 = 0 находим из соответствующих 

граф табл. 3.14 для X = 8 - 2х*г = 8 - 2 • 4 = 0 (f2(X) = /2(0) = О 

при х2 = О). 
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Далее находим значение хх = 0 для X - 8 - 2х\ - Ъх\ -

= 8 - 2 - 4 - 3 - 0 = 0 (Д(Х,) = Д(0) = 0 при х\ = 0 ) . Таким обра­
зом, оптимальная стратегия имеет вид (0; 0; 4). 

Таблица 3.14 

X 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 

/iw 
*!=0 «1-1 *1 -2 

0 
0 
0 
0 
0 3 
0 3 
0 3 
0 3 
0 3 12 

ш 
х2=0 х2=1 *2=2 

0 
0 
0 
0 -4 
0 -4 
0 -4 
0 -4 -8 
0 -1 -8 
0 - 1 - 8 

№ 
*з=0 *з=1 13=2 *з=3 *з=4 

12 6 27 81 192* 

J 
Рассмотрим далее ряд основных понятий, связанных с ими­

тационным моделированием. Во всех рассматриваемых выше 
оптимальных моделях так или иначе предполагалась возмож­
ность использования аналитических методов решения, однако 
для многих задач анализа и управления в экономике такой 
возможности не существует. Если изучаемые процессы имеют 
явно нелинейный характер и при этом осложнены разного ро­
да вероятностными характеристиками, то о практически полез­
ном аналитическом решении не может быть и речи. В этих 
случаях могут быть применены методы машинной имитации, 
т.е. методы экспериментального изучения социально-эконо­
мических систем с помощью ЭВМ. Машинная имитация при­
меняется тогда, когда реальный экономический эксперимент 
по каким-либо причинам невозможен, и тогда имитация вы­
ступает в качестве замены реального эксперимента либо в 
качестве предварительного этапа, позволяющего принять более 
обоснованное решение о проведении такого эксперимента. 
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При машинной имитации формируется так называемая 
имитационная система, в которую входят имитационная 
модель, имитирующая исследуемый процесс, и набор алго­
ритмов и программ, предназначенных как для обеспечения 
диалога человека и ЭВМ {внутреннее математическое обес­
печение), так и для решения задач типа ввода и вывода ин­
формации, формирования базы данных и т.д. {внешнее ма­
тематическое обеспечение). Имитационная модель при этом 
сама является своего рода программой для ЭВМ. Практиче­
ское применение этой модели заключается в наблюдении за 
результатами весьма многовариантных расчетов по такой 
программе при различных задаваемых значениях вводимых 
экзогенных переменных. В процессе анализа этих результа­
тов могут быть сделаны выводы о поведении системы без ее 
построения, если эта система только проектируется, без вме­
шательства в ее функционирование, если это действующая 
система, и без ее разрушения, если целью эксперимента яв­
ляется определение пределов воздействия на систему. Таким 
образом могут быть достигнуты цели экономико-математи­
ческого моделирования в тех случаях, когда аналитическое 
решение невозможно. 

Процесс последовательной разработки имитационной мо­
дели начинается с создания простой модели, которая затем по­
степенно усложняется в соответствии с предъявляемыми ре­
шаемой проблемой требованиями. В каждом цикле имита­
ционного моделирования можно выделить следующие этапы: 

1. Формулирование проблемы: описание исследуемой про­
блемы и определение целей исследования. 

2. Разработка модели: логико-математическое описание 
моделируемой системы в соответствии с формулировкой 
проблемы. 

3. Подготовка данных: идентификация, спецификация и 
сбор данных. 

4. Трансляция модели: перевод модели со специальных 
имитационных языков, используемых на этапе 2 (СИ-
МУЛА, СЛАМ и др.), на язык, приемлемый для исполь­
зуемой ЭВМ. 

5. Верификация: установление правильности машинных 
программ. 
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6. Валидация: оценка требуемой точности и адекватности 
имитационной модели. 

7. Планирование: определение условий проведения машин­
ного эксперимента с имитационной моделью. 

8. Экспериментирование: многократный прогон имитационной 
модели на ЭВМ для получения требуемой информации. 

9. Анализ результатов: изучение результатов имитацион­
ного эксперимента для подготовки выводов и рекомен­
даций по решению проблемы. 

10. Реализация и документирование: реализация рекомен­
даций, полученных на основе имитации, и составление 
документации по модели и ее использованию. 

3.6. Модели сетевого планирования и управления 
Сетевой моделью (другие названия: сетевой график, сеть) 

называется экономико-математическая модель, отражающая 
комплекс работ (операций) и событий, связанных с реализа­
цией некоторого проекта (научно-исследовательского, про­
изводственного и др.), в их логической и технологической 
последовательности и связи. Анализ сетевой модели, пред­
ставленной в графической или табличной (матричной) форме, 
позволяет, во-первых, более четко выявить взаимосвязи этапов 
реализации проекта и, во-вторых, определить наиболее опти­
мальный порядок выполнения этих этапов в целях, например, 
сокращения сроков выполнения всего комплекса работ. Таким 
образом, методы сетевого моделирования относятся к методам 
принятия оптимальных решений, что оправдывает рассмот­
рение этого типа моделей в данной главе. 

Математический аппарат сетевых моделей базируется 
на теории графов. Графом называется совокупность двух ко­
нечных множеств: множества точек, которые называются 
вершинами, и множества пар вершин, которые называются 
ребрами. Если рассматриваемые пары вершин являются 
упорядоченными, т. е. на каждом ребре задается направле­
ние, то граф называется ориентированным; в противном 
случае — неориентированным. Последовательность неповто­
ряющихся ребер, ведущая от некоторой вершины к другой, 
образует путь. Граф называется связным, если для любых 
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двух его вершин существует путь, их соединяющий; в про­
тивном случае граф называется несвязным. В экономике 
чаще всего используются два вида графов: дерево и сеть. 
Дерево представляет собой связный граф без циклов, имею­
щий исходную вершину (корень) и крайние вершины; пути 
от исходной вершины к крайним вершинам называются 
ветвями. Сеть — это ориентированный конечный связный 
граф, имеющий начальную вершину (источник) и конечную 
вершину (сток). Таким образом, сетевая модель представляет 
собой граф вида «сеть». 

В экономических исследованиях сетевые модели возни­
кают при моделировании экономических процессов методами 
сетевого планирования и управления (СПУ). 

Объектом управления в системах сетевого планирования 
и управления являются коллективы исполнителей, распола­
гающих определенными ресурсами и выполняющих опреде­
ленный комплекс операций, который призван обеспечить 
достижение намеченной цели, например, разработку нового 
изделия, строительства объекта и т.п. 

Основой СПУ является сетевая модель (СМ), в которой 
моделируется совокупность взаимосвязанных работ и событий, 
отображающих процесс достижения определенной цели. 
Она может быть представлена в виде графика или таблицы. 

Основные понятия СМ: событие, работа и путь. На рис. 3.5 
графически представлена СМ, состоящая из 11 событий и 
16 работ, продолжительность выполнения которых указана 
над работами. 

Работа характеризует материальное действие, требующее 
использования ресурсов, или логическое, требующее лишь 
взаимосвязи событий. При графическом представлении ра­
бота изображается стрелкой, которая соединяет два события. 
Она обозначается парой заключенных в скобки чисел (i,f), где i — 
номер события, из которого работа выходит, а j — номер со­
бытия, в которое она входит. Работа не может начаться рань­
ше, чем свершится событие, из которого она выходит. Каж­
дая работа имеет определенную продолжительность t (i,j). 
Например, запись t (2,5) = 4 означает, что работа (2,5) имеет 
продолжительность 5 единиц. К работам относятся также 
такие процессы, которые не требуют ни ресурсов, ни времени 
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выполнения. Они заключаются в установлении логической 
взаимосвязи работ и показывают, что одна из них непосред­
ственно зависит от другой; такие работы называются фиктив­
ными и на графике изображаются пунктирными стрелками 
(см. работу (6,9)). 

Рис. 3.5. Сетевая модель 

Событиями называются результаты выполнения одной 
или нескольких работ. Они не имеют протяженности во 
времени. Событие свершается в тот момент, когда оканчи­
вается последняя из работ, входящая в него. События обо­
значаются одним числом и при графическом представле­
нии СМ изображаются кружком (или иной геометрической 
фигурой), внутри которого проставляется его порядковый 
номер (£ = 1, 2, ..., N). В СМ имеется начальное событие 
(с номером 1), из которого работы только выходят, и конечное 
событие (с номером N), в которое работы только входят. 

Путь — это цепочка следующих друг за другом работ, 
соединяющих начальную и конечную вершины, например, в 



130 Глава 3 

приведенной выше модели путями являются L\ = (1, 2, 3, 7, 
10, 11), Li — (1 , 2, 4, 6, 11) и др. Продолжительность пути 
определяется суммой продолжительностей составляющих 
его работ. Путь, имеющий максимальную длину, называют 
критическим и обозначают LKp, а его продолжительность — 
£кр. Работы, принадлежащие критическому пути, называются 
критическими. Их несвоевременное выполнение ведет к срыву 
сроков всего комплекса работ. 

СМ имеют ряд характеристик, которые позволяют опре­
делить степень напряженности выполнения отдельных работ, 
а также всего их комплекса и принять решение о перерас­
пределении ресурсов. Однако перед расчетом СМ следует 
убедиться, что она удовлетворяет следующим основным 
требованиям: 

1. События правильно пронумерованы, т. е. для каждой 
работы (£, ]) i <j (см. на рис. 3.6 работы (4,3) и (3,2)). При 
невыполнении этого требования необходимо использовать 
алгоритм перенумерации событий, который заключается в 
следующем: 

нумерация событий начинается с исходного события, ко­
торому присваивается № 1; 

из исходного события вычеркивают все исходящие из не­
го работы (стрелки), и на оставшейся сети находят событие, 
в которое не входит ни одна работа, ему и присваивают № 2; 

затем вычеркивают работы, выходящие из события № 2, 
и вновь находят событие, в которое не входит ни одна рабо­
та, и ему присваивают № 3, и так продолжается до завер­
шающего события, номер которого должен быть равен коли­
честву событий в сетевом графике; 

если при очередном вычеркивании работ одновременно 
несколько событий не имеют входящих в них работ, то их 
нумеруют очередными номерами в произвольном порядке. 

2. Отсутствуют тупиковые события (кроме завершающего), 
т. е. такие, за которыми не следует хотя бы одна работа 
(событие 5); 

3. Отсутствуют события (за исключением исходного), 
которым не предшествует хотя бы одна работа (событие 7); 

4. Отсутствуют циклы, т. е. замкнутые пути, соединяющие 
событие с ним же самим (см. путь (2,4,3)). 



Оптимальные экономико-математические модели 131 

Рис. 3.6. Примеры ошибок 
при построении сетевой модели 

При невыполнении указанных требований бессмысленно 
приступать к вычислениям характеристик событий, работ и 
критического пути. Для событий рассчитывают три харак­
теристики: ранний и поздний срок совершения события, а 
также его резерв. 

Ранний срок свершения события определяется величи­
ной наиболее длительного отрезка пути от исходного до рас­
сматриваемого события, причем tp (1) = 0, a tp (N) = tKp (L): 

*р (у) = max {tp (i)+t (i,j)}; y=2JV. (3.47) 

Поздний срок свершения события характеризует самый 
поздний допустимый срок, к которому должно совершиться 
событие, не вызывая при этом срыва срока свершения ко­
нечного события: 

ta (i) - min {*п 0) — * (»,;")}; i=2,N-l. (3.48) 

Этот показатель определяется «обратным ходом», начиная 
с завершающего события, с учетом соотношения tn (N) = £р (N). 

Все события, за исключением событий, принадлежащих 
критическому пути, имеют резерв R(i): 
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R(i) = *п(0 - h(i). (3.49) 
Резерв показывает, на какой предельно допустимый срок 

можно задержать наступление этого события, не вызывая при 
этом увеличения срока выполнения всего комплекса работ. 
Для всех работ (г,/) на основе ранних и поздних сроков свер­
шения всех событий можно определить показатели: 
Ранний срок начала — <pH(U) =*p(0> (3.50) 
Ранний срок окончания — *po(U) =*Р(0 +*0.Л. (3.51) 
Поздний срок окончания — 'no(U)='n(/)> (3.52) 
Поздний срок начала — *пн(г>/)='п0) ~ *(*./)> (3.53) 
Полный резерв времени — Ra(^J) ='п(/) _ <р(0 ~" t(i,j), (3.54) 
Независимый резерв — R^i,]) = max{0; tp(j)-tn(i)-t(i,j)} = (3.55) 

= max {0; Rn(i,j)-R(i)-R(j)}. (3.56) 

Полный резерв времени показывает, на сколько можно 
увеличить время выполнения конкретной работы при условии, 
что срок выполнения всего комплекса работ не изменится. 

Независимый резерв времени соответствует случаю, когда 
все предшествующие работы заканчиваются в поздние сроки, 
а все последующие — начинаются в ранние сроки. Использо­
вание этого резерва не влияет на величину резервов времени 
других работ. 

Путь характеризуется двумя показателями — продолжи­
тельностью и резервом. Продолжительность пути определя­
ется суммой продолжительностей составляющих его работ. 
Резерв определяется как разность между длинами критиче­
ского и рассматриваемого путей. Из этого определения сле­
дует, что работы, лежащие на критическом пути, и сам крити­
ческий путь имеют нулевой резерв времени. Резерв времени 
пути показывает, на сколько может увеличиться продолжи­
тельность работ, составляющих данный путь, без изменения 
продолжительности общего срока выполнения всех работ. 

Перечисленные выше характеристики СМ могут быть по­
лучены на основе приведенных аналитических формул, а 
процесс вычислений отображен непосредственно на графике, 
либо в матрице (размерности NxN), либо в таблице. Рассмот­
рим последний указанный способ для расчета СМ, которая 
представлена на рис. 3.5; результаты расчета приведены в 
табл. 3.15. 
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Перечень работ и их продолжительность перенесем во 
вторую и третью графы табл. 3.15. При этом работы следует 
последовательно записывать в гр. 2: сперва начинающиеся с 
номера 1, затем с номера 2 и т.д. 

Таблица 3.15. Расчет основных показателей сетевой модели 

Япр 

1 
0 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
1 
1 
1 
1 
2 
4 

(ч) 

2 
(1,2) 
(2,3) 
(2,4) 
(2,5) 
(3,7) 
(4,5) 
(4,6) 
(4,9) 
(5,8) 
(5,10) 
(6,9) 
(6,11) 
(7,10) 
(8,10) 
(9,10) 
(10,11) 

HU) 

3 
6 
5 
3 
4 
1 
6 
4 
7 
3 
9 
0 
5 
6 
4 
3 
9 

tp»(i,j)= 
= МО 

4 
0 
6 
6 
6 
11 
9 
9 
9 
15 
15 
13 
13 
12 
18 
16 
24 

<ро(М) 

5=4+3 
6 
11 
9 
10 
12 
15 
13 
16 
18 
24 
13 
18 
18 
22 
19 
33 

'..H(U) 

6=7-3 
0 
12 
6 
11 
17 
9 
17 
14 
17 
15 
21 
28 
18 
20 
21 
24 

*no(U)= 

= т 7 
6 
17 
9 
15 
18 
15 
21 
21 
20 
24 
21 
33 
24 
24 
24 
33 

К 

8 
0 
6 
0 
5 
6 
0 
8 
5 
2 
0 
8 
15 
6 
2 
5 
0 

я„ 
9 
0 
0 
0 
5 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
7 
0 
0 
0 
0 

я„ 

10 
1 
0,67 
1 
0,44 
0,67 
1 
0,47 
0,67 
0,78 
1 
0,38 
0,38 
0,67 
0,78 
0,67 
1 

В первой графе поставим число Кпр, характеризующее 
количество работ, непосредственно предшествующих собы­
тию, с которого начинается рассматриваемая работа. Для работ, 
начинающихся с номера «1», предшествующих работ нет. 
Для работы, начинающейся на номер «At», просматриваются 
все верхние строчки второй графы таблицы и отыскиваются 
строки, оканчивающиеся на этот номер. Количество найденных 
работ записывается во все строчки, начинающиеся с номера «/г». 
Например, для работы (5,8) в гр. 1 поставим цифру 2, так 
как в гр. 2 на номер 5 оканчиваются две работы: (2,5) и (4,5). 
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Заполнение таблицы начинается с расчета раннего срока 
начала работ. Для работ, имеющих цифру «ноль» в первой 
графе, в гр. 4 также заносятся нули, а их значение в гр. 5 
получается в результате суммирования гр. 3 и 4 (см. формулу 
(3.50)). В нашем случае таких работ только одна — (1, 2), 
поэтому в гр. 4 в соответствующей ей строке проставим 0, 
а в гр. 5 — 0 + 6 = 6. 

Для заполнения следующих строк гр.4, т. е. строк, начи­
нающихся с номера 2, просматриваются заполненные строки 
гр. 5, содержащие работы, которые оканчиваются на этот 
номер, и максимальное значение переносится в гр. 4 обраба­
тываемых строк. В данном случае такая работа лишь одна 
(1, 2), о чем можно судить по гр. 1. Цифру 6 из гр. 5 пере­
носим в гр.4 для всех работ, начинающихся с номера 2, т. е. 
в три последующие строки с номерами (2, 3), (2, 4), (2, 5). 
Далее для каждой из этих работ путем суммирования их 
значений гр. 3 и 4 сформируем значение гр.5.: 

tpo (2,3) = 5+6=11, 

*ро (2,4) = 3+6 = 9, 

*ро (2,5) = 4+6 = 10. 
Этот процесс повторяется до тех пор, пока не будет за­

полнена последняя строка таблицы. 
Графы 7 и 6 заполняются «обратным ходом», т. е. снизу 

вверх. Для этого просматриваются строки, оканчивающиеся 
на номер последнего события, и из гр. 5 выбирается макси­
мальная величина, которая записывается в гр. 7 по всем 
строчкам, оканчивающимся на номер последнего события 
(см. формулу tn(N) = tp(N)). В нашем случае t(N) = 33. За­
тем для этих строчек находится содержимое гр. 6 как раз­
ность между гр. 7 и 3 (см. формулу (3.53)). Имеем: 
tp o(10, l l ) = 33 - 9 = 24. 

Далее просматриваются строки, оканчивающиеся на но­
мер события, которое непосредственно предшествует завер­
шающему событию (10). Для определения гр. 7 этих строк 
(работы (5,10), (7,10), (8,10), (9,10)) просматриваются все 
строчки гр. 6, лежащие ниже и начинающиеся с номера 10. 
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В гр. 6 среди них выбирается минимальная величина, которая 
переносится в гр. 7 по обрабатываемым строчкам. В нашем 
случае она одна — (10,11), поэтому заносим во все строки 
указанных работ цифру «24». Процесс повторяется до тех пор, 
пока не будут заполнены все строки по гр. 6 и 7. 

Содержимое гр. 8 равно разности гр. 6 и 4 или гр. 7 и 5 
(см. формулу (3.49)). Гр. 9 проще получить, воспользовавшись 
формулой (3.56). 

Учитывая, что нулевой резерв времени имеют только со­
бытия и работы, которые принадлежат критическому пути, 
получаем, что критическим является путь LKp = (1,2,4,5,10,11), 
a tKp = 33 дня. 

Для оптимизации сетевой модели, выражающейся в пе­
рераспределении ресурсов с ненапряженных работ на крити­
ческие для ускорения их выполнения, необходимо как можно 
более точно оценить степень трудности своевременного выпол­
нения всех работ, а также «цепочек» пути. Более точным 
инструментом решения этой задачи по сравнению с полным 
резервом является коэффициент напряженности, который 
может быть вычислен одним из двух способов по приводимой 
ниже формуле: 

iMU)= t ( L m a X _ ) ~/ K P = 1 - Дд(*,У? , (3-57) 
'кр — *кр 'кр Пкр 

где *(Ьтах) — продолжительность максимального пути, про­
ходящего через работу (i,j); 

*кр — продолжительность отрезка рассматриваемого пути, 
совпадающего с критическим путем. 

Коэффициент напряженности изменяется от нуля до еди­
ницы, причем чем он ближе к единице, тем сложнее вы­
полнить данную работу в установленный срок. Самыми на­
пряженными являются работы критического пути, для которых 
он равен 1. На основе этого коэффициента все работы СМ 
могут быть разделены на три группы: 
• напряженные (KH(i,j) > 0,8); 
• подкритические (0,6 < KH(i,j) < 0,8); 
• резервные (Ku(i,j) < 0,6). 
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В результате перераспределения ресурсов стараются мак­
симально уменьшить общую продолжительность работ, что 
возможно при переводе всех работ в первую группу. 

При расчете этих показателей целесообразно пользовать­
ся графиком СМ. Итак, для работ критического пути (1,2), 
(2,4), (4,5),(5,10),(10,11) Я н =1 . Для других работ: 

#н(2,3) = 1 - (6: (33 - (6 + 9)) = 1 - 0,33 = 0,67, 
Ян(4,9) = 1 - (5: (33 - (6 + 3 + 9)) = 1 - 0,33 = 0,67, 
Ян(5,8) = 1 - (2: (33 - (6 + 3 + 6 + 9)) = 1 - 0,22 = 0,78 

и т.д. 
В соответствии с результатами вычислений Ки для ос­

тальных работ, которые представлены в последней графе 
табл. 3.15, можно утверждать, что оптимизация СМ возможна 
в основном за счет двух резервных работ: (6,11) и (2,5). 

Сетевое планирование в условиях неопределенности. 
Продолжительность выполнения работ часто трудно задать 
точно и потому в практической работе вместо одного числа 
(детерминированная оценка) задаются две оценки — мини­
мальная и максимальная. Минимальная (оптимистическая) 
оценка tmin(ij) характеризует продолжительность выполне­
ния работы при наиболее благоприятных обстоятельствах, а 
максимальная (пессимистическая) tmjn(ij) — при наиболее 
неблагоприятных. Продолжительность работы в этом случае 
рассматривается как случайная величина, которая в резуль­
тате реализации может принять любое значение в заданном 
интервале. Такие оценки называются вероятностными (слу­
чайными), и их ожидаемое значение £<,ж оценивается по фор­
муле (при бета-распределении плотности вероятности): 

*ож(*.У) =(3*min(*,;) + 2*maxOJ)): 5. ( 3 . 5 8 ) 

Для характеристики степени разброса возможных зна­
чений вокруг ожидаемого уровня используется показатель 
дисперсии S2: 

S2(i,j) = (*max(*J) " tmin(i,j))2 : 52 = 

= 0,04(tmax(i,7) - *min(ij))2. (3.59) 
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На основе этих оценок можно рассчитать все характери­
стики СМ, однако они будут иметь иную природу, будут вы­
ступать как средние характеристики. При достаточно боль­
шом количестве работ можно утверждать (а при малом — 
лишь предполагать), что общая продолжительность любого, 
в том числе и критического, пути имеет нормальный закон 
распределения со средним значением, равным сумме сред­
них значений продолжительности составляющих его работ, 
и дисперсией, равной сумме дисперсий этих же работ. 

Кроме обычных характеристик СМ, при вероятностном 
задании продолжительности работ можно решить две допол­
нительные задачи: 

1) определить вероятность того, что продолжительность 
критического пути tKp не превысит заданного директивного 
уровня Т; 

2) определить максимальный срок выполнения всего 
комплекса работ Т при заданном уровне вероятности р. 

Первая задача решается на основе интеграла вероятно­
стей Лапласа Ф(г) использованием формулы: 

Р (*кР <Т) = 0,5 + 0,5 Ф(г), (3.60) 
где 2 — нормированное отклонение случайной величины: 

z = (Т — tKp)/SKp; 
SKp — среднее квадратическое отклонение, вычисляемое 

как корень квадратный из дисперсии продолжительности 
критического пути. 

Соответствие между z и симметричным интегралом ве­
роятностей приведено в табл. 3.16. Более точно соответствие 
между этими величинами (когда z вычисляется более чем с 
одним знаком в дробной части) можно найти в специальной 
статистической литературе. 

При достаточно большой полученной величине вероятности 
(более 0,8) можно с высокой степенью уверенности предполагать 
своевременность выполнения всего комплекса работ. 

Для решения второй задачи используется формула: 

Т = *ож(£кР) + 2 х SKp. (3.61) 
Все показатели в ней уже определены выше. 
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z 
0 

од 
0,2 
0,3 
0,4 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

Ф(г) 
0,0000 
0,0797 
0,1585 
0,2358 
0,3108 
0,3829 
0,4515 
0,5161 
0,5763 
0,6319 

Таблица 3.16. Фрагмент таблицы 

II г 
1,0 
1,2 
1,2 
1,3 
1,4 
1,5 
1.6 
1,7 
1,8 
1,9 

стандартного 
нормального распределения 

Ф(г) 
0,6827 
0,7287 
0,7699 
0,8064 
0,8385 
0,8664 
0,8904 
0,9104 
0,9281 
0,9545 

I г 
2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 

Ф(г) 
0,9643 
0,9722 
0,9786 
0,9836 
0,9876 
0,9907 
0,9931 
0,9949 
0,9963 
0,9973 

Кроме описанного выше упрощенного способа расчета 
сетей с детерминированной структурой и вероятностными 
оценками продолжительности выполнения работ, использу­
ется метод статистических испытаний (метод Монте-Карло). 
В соответствии с ним на ЭВМ многократно моделируются 
продолжительности выполнения всех работ и рассчитываются 
основные характеристики СМ. Большой объем испытаний 
позволяет более точно выявить закономерности моделируе­
мой сети. 

к . Пример 10. Структура сетевой модели и оценки продол­
жительности работ (в сутках) заданы в табл. 3.17. Требуется: 

а) получить все характеристики СМ; 
б) оценить вероятность выполнения всего комплекса ра­

бот за 35 дней, за 30 дней; 
в) оценить максимально возможный срок выполнения 

всего комплекса работ с надежностью 95% (т. е. р = 0,95). 
Три первые графы табл. 3.17 содержат исходные дан­

ные, а две последние графы — результаты расчетов по фор­
мулам (3.58) и (3.59). Так, например, 

*ож(1,2) = (3-5 + 2 - 7 , 5 ) : 5 = 6; 

*ож(2,3) = (3-4 + 2-6,5) : 5 = 5 и т. д. 
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S2(l,2) = (7,5 - 5) 2 : 25 = 0,25; 
S2(2,3) = (6,5 - 4) 2 : 25 = 0,25 и т. д. 

Таблица 3.17. Вероятностные оценки продолжительности работ 

Работа 
(i.i) 

Продолжи­
тельность 
п(ч) JW 

Ожидаемая 
продолжительность Дисперсия 

S2(i,j) 
(1,2) 
(2,3) 
(2,4) 
(2,5) 
(3,7) 
(4,5) 
(4,6) 
(4,9) 
(5,8) 
(5,10) 
(6,9) 
(6,11) 
(7,10) 
(8,10) 
(9,10) 
(10,11) 

5 
4 
3 
1 
0,5 
5 
3 
5 
2 
7 
0 
3 
4 
2 
1 
8 

7,5 
6,5 
6 
5,5 
3,5 
7,5 
5,5 
10 
4,5 
12 
0 
8 
9 
7 
6 

10,5 

6 
5 
3 
4 
1 
6 
4 
7 
3 
9 
0 
5 
6 
4 
3 
9 

0,25 
0,25 
1,00 
0,25 
0,36 
0,25 
0,25 
1,00 
0,25 
1,00 
0,00 
1,00 
1,00 
1,00 
1,00 
0,25 

Таким образом, не только структура СМ (см. рис. 3.5), 
но и числовые значения продолжительности ожидаемого вы­
полнения работ совпали с оценками рассмотренного выше 
примера. Это избавляет нас от необходимости подробного 
комментария хода расчета характеристик модели. Напом­
ним, что критическим является путь: LKp = (1,2,4,5,10,11), 
а его продолжительность равна tKp= t0M= 33 дня. 

Дисперсия критического пути составляет: 

S2KP = S2(l,2) + S2(2,4) + S2(4,5) + S2(5,10) + S 2 (10, l l ) = 
= 0,25 + 1,00 + 0,25 + 1,00 + 0,25 = 2,75. 

Для использования формулы (3.59) необходимо иметь* 
среднее квадратическое отклонение, вычисляемое путем 
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извлечения из значения дисперсии квадратного корня, т. е. 
<SKp = 1,66. Тогда имеем: 

Р(*кр <35) = 0,5 + 0,5 Ф{(35 - 33)1,66} = 
= 0,5 + 0,5 Ф(1,2) = 0,5 + 0,5 • 0,77 = 0,885; 

P(tKp <30) = 0,5 + 0,5 Ф{(30 - 33)/1,66} -
= 0,5 - 0,5Ф(1,8) = 0,5 - 0,5 • 0,95 = 0,035. 

Таким образом, вероятность того, что весь комплекс работ 
будет выполнен не более чем за 35 дней, составляет 88,5%, 
в то время как вероятность его выполнения за 30 дней — 
всего 3,5%. 

Для решения второй (по существу обратной) задачи прежде 
всего в табл. 3.16 найдем значение аргумента 2, которое 
соответствует заданной вероятности 95%. В графе Ф(г) наи­
более близкое значение (0,9545 • 100%) к ней соответствует 
2 = 1,9. В этой связи в формуле (3.61) будем использовать 
именно это (не совсем точное) значение. Тогда получим: 

Т = tom(LKp) + 2-SK p = 33 + 1,9-1,66 = 36,2 дн. 
Следовательно, максимальный срок выполнения всего 

комплекса работ при заданном уровне вероятности р = 95% 
составляет 36,2 дня. Л 

Вопросы и задания 

1. Что такое двойственная задача в линейном программи­
ровании? Сформулируйте основные теоремы теории 
двойственности. 

2. Поясните экономический смысл теорем двойственно­
сти, дайте экономическую интерпретацию свойств двой­
ственных оценок. 

3. Опишите экономико-математическую модель транспортной 
задачи. Какие методы решения транспортных задач вы 
знаете? 

4. Дайте экономическую интерпретацию метода потенциалов 
решения транспортной задачи. 
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5. Что такое задачи целочисленного программирования? 
Приведите примеры таких задач и назовите известные 
вам методы их решения. 

6. В чем сущность задач многокритериальной оптимиза­
ции? Дайте характеристику метода последовательных 
уступок. 

7. Опишите общую постановку задачи нелинейного про­
граммирования. В чем суть метода Лагранжа решения 
классической оптимизационной задачи? 

8. Дайте краткую характеристику задач динамического 
программирования и методов их решения. 

9. Раскройте основные понятия имитационного моделиро­
вания и перечислите этапы машинной имитации как 
экспериментального метода изучения экономики. 

10. В чем суть методов сетевого планирования и управле­
ния? Дайте содержательную характеристику элементов 
сетевого графика. 

11. Какие задачи решаются на основе сетевых моделей? 
Раскройте сущность сетевого планирования в условиях 
неопределенности. 

Упражнения 

1. Сформулировать двойственные задачи для задач линей­
ного программирования, приведенных в упражнениях к гл. 2. 

2. При решении задачи оптимального использования ре­
сурсов на максимум прибыли, исходные данные которой 
приведены в таблице, был получен оптимальный план: х\ = 
40; х2 = 40; х3 <= 0. 

Тип 
ресурса 

Труд 
Сырье 
Оборудование 
Цена единицы продукции 

Нормы затрат ресурсов 
на единицу продукции 
1 
1 
1 
1 

40 

2 
4 
1 
2 

60 

3 
3 
2 
2 

80 

Наличие 
ресурсов 

200 
80 

130 
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а) Сформулировать прямую оптимизационную задачу, 
указать оптимальную производственную программу. 

б) Сформулировать двойственную задачу и найти ее оп­
тимальный план на основе теорем двойственности. 

в) Проанализировать использование ресурсов в оптимальном 
плане, найти норму относительной заменяемости дефицитных 
ресурсов. 

г) Определить, как изменится максимум общей стоимости 
продукции и план выпуска при увеличении запасов сырья 
на 9 ед. и одновременном уменьшении трудовых ресурсов 
на 3 ед. 

д) Оценить целесообразность включения в план продук­
ции четвертого вида, если цена единицы этой продукции со­
ставляет 70 ед., а на ее производство расходуется по 2 ед. 
каждого типа ресурсов. 

3. Решить следующие транспортные задачи (здесь А — 
вектор мощностей поставщиков, В — вектор мощностей по­
требителей, С — матрица транспортных издержек на единицу 
груза): 

' 6 7 3 5" 
а)А=(100; 150; 50), С = 

В= (75; 80; 60; 85), 

1 2 5 6 
8 10 20 1. 

б) А = (300; 350; 150; 200), С = 

В = (400; 400; 200), 

в) А= (20; 30; 40; 20), С 

В = (40; 40; 20), 

и 
3 
1 

U 

1 
4 
3 
4 

21 
2 
1 
з) 

г2 3 4Ч 

1 2 3 
4 1 2 

13 1 1, 
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4. Найти целочисленные решения следующих задач ли­
нейного программирования методом Гомори: 

а) т а х Д Х ) = Зхх + Зх2, б) т а х Д Х ) 
xi + Зх2 > 6, 

Зхх + 2х2 < 36, 
х2 < 13, х\, х2 >. 0. 

= 3xi + 4лг2, 
3^1 + 2х2 < 8, 
xi + 4*2 < Ю, 
хъх2 > 0. 

5. С помощью метода Лагранжа найти условный экстре­
мум функционала Z: 

а) Z = XiJC2 

при JCI2 + х2
2 = 2; 

б) Z = хх3 + х2
3 

при xi + х2 = 2, 
«1, х2 > 0; 

в) Z = хх + х2 

при 1/хх + 1/*2 = 1-
6. Сетевой график с указанием продолжительности ра­

бот в днях приведен на рисунке: 

Требуется: 
а) Пронумеровать события. 
б) Выделить критический путь и найти его длину. 
в) Определить резервы времени каждого события. 
г) Определить полные резервы времени некритических работ. 



Глава 4 
МЕТОДЫ И МОДЕЛИ 
АНАЛИЗА ДИНАМИКИ 
ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

• Понятия экономических рядов динамики 
• Предварительный анализ и сглаживание временных рядов эконо­

мических показателей 
• Расчет показателей динамики развития экономических процессов 
• Тренд-сезонные экономические процессы и их анализ 

4 . 1 . Понятия экономических рядов динамики 

Динамические процессы, происходящие в экономических 
системах, чаще всего проявляются в виде ряда последова­
тельно расположенных в хронологическом порядке значе­
ний того или иного показателя, который в своих изменени­
ях отражает ход развития изучаемого явления в экономике. 
Эти значения, в частности, могут служить для обоснования 
(или отрицания) различных моделей социально-экономиче­
ских систем, в том числе изученных в предыдущих главах. 
Они служат также основой для разработки прикладных 
моделей особого вида, называемых трендовыми моделями, 
которые рассматриваются в гл. 5. 

Прежде всего дадим ряд определений. Последователь­
ность наблюдений одного показателя (признака), упорядо­
ченных в зависимости от последовательно возрастающих 
или убывающих значений другого показателя (признака), 
называют динамическим рядом, или рядом динамики. Если 
в качестве признака, в зависимости от которого происходит 
упорядочение, берется время, то такой динамический ряд 
называется временным рядом. Так как в экономических 
процессах, как правило, упорядочение происходит в соответ­
ствии со временем, то при изучении последовательных наблю-
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дении экономических показателей все три приведенных 
выше термина используются как равнозначные. Составными 
элементами рядов динамики являются, таким образом, циф­
ровые значения показателя, называемые уровнями этих рядов, 
и моменты или интервалы времени, к которым относятся 
уровни. 

Временные ряды, образованные показателями, характе­
ризующими экономическое явление на определенные мо­
менты времени, называются моментными; пример такого 
ряда представлен в табл.4.1. 

Таблица 4 .1 . Списочная численность рабочих предприятия 
Дата 

Списочная численность 
рабочих 

1/1 

4100 

1/П 

4400 

1/Ш 

4200 

1/IV 

4600 

30/IV 

4800 

Если уровни временного ряда образуются путем агреги­
рования за определенный промежуток (интервал) времени, 
то такие ряды называются интервальными временными ря­
дами; пример приведен в табл. 4.2. 

Таблица 4.2. Фонд заработной платы рабочих предприятия 
Месяц Январь Февраль Март Апрель 

Фонд заработной платы 
рабочих, тыс. руб. 37187,5 38270,0 39380,0 42535,0 

Временные ряды могут быть образованы как из абсолют­
ных значений экономических показателей, так и из средних 
или относительных величин — это производные ряды, пример 
такого ряда дан в табл. 4.3. 

Таблица 4.3. Среднемесячная зарабс 
Месяц Январь 

Средняя заработная плата 
рабочих,руб. 8750 

>тная плата 
Февраль 

8900 

рабочих предприятия 
Март Апрель 

8950 9050 

Под длиной временного ряда понимают время, прошедшее 
от начального момента наблюдения до конечного; таким 
образом, длина всех приведенных выше временных рядов 
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равна четырем месяцам. Часто длиной ряда называют ко­
личество уровней, входящих во временной ряд; длина ряда 
из табл. 4.1 равна пяти, а табл. 4.2 и табл. 4.3 — четырем. 

Если во временном ряду проявляется длительная («веко­
вая») тенденция изменения экономического показателя, то 
говорят, что имеет место тренд. Таким образом, под трендом 
понимается изменение, определяющее общее направление 
развития, основную тенденцию временных рядов. В связи с 
этим экономико-математическая динамическая модель, в 
которой развитие моделируемой экономической системы 
отражается через тренд ее основных показателей, называется 
трендовой моделью. Для выявления тренда во временных 
рядах, а также для построения и анализа трендовых моделей 
используется аппарат теории вероятностей и математической 
статистики, разработанный для простых статистических 
совокупностей. Отличие временных экономических рядов от 
простых статистических совокупностей заключается прежде 
всего в том, что последовательные значения уровней вре­
менного ряда зависят друг от друга. Поэтому применение 
выводов и формул теории вероятностей и математической 
статистики требует известной осторожности при анализе 
временных рядов, особенно при экономической интерпретации 
результатов анализа. 

Предположим, имеется временной ряд, состоящий из п 
уровней: 

Уъ2/2> Уз»---. Уп-
В самом общем случае временной ряд экономических 

показателей можно разложить на четыре структурно обра­
зующих элемента: 
• тренд, составляющие которого будем обозначать Ut, 

t = 1,2,. ..,п; 
• сезонная компонента, обозначаемая через Vt, t = 1,2,...,га; 
• циклическая компонента, обозначаемая через Ct, 

t = 1,2,. ..,п; 
• случайная компонента, которую будем обозначать е(, 

t = 1,2,. ..,п. 



Методы и модели анализа динамики экономических процессов 147 

Под трендом, как уже отмечалось выше, понимается ус­
тойчивое систематическое изменение процесса в течение 
продолжительного времени. 

Во временных рядах экономических процессов могут 
иметь место более или менее регулярные колебания. Если 
они носят строго периодический или близкий к нему ха­
рактер и завершаются в течение одного года, то их называют 
сезонными колебаниями. В тех случаях, когда период коле­
баний составляет несколько лет, то говорят, что во времен­
ном ряде присутствует циклическая компонента. 

Тренд, сезонная и циклическая компоненты называются 
регулярными, или систематическими компонентами времен­
ного ряда. Составная часть временного ряда, остающаяся по­
сле выделения из него регулярных компонент, представляет 
собой случайную, нерегулярную компоненту. Она является 
обязательной составной частью любого временного ряда в 
экономике, так как случайные отклонения неизбежно сопут­
ствуют любому экономическому явлению. Если системати­
ческие компоненты временного ряда определены правильно, 
что как раз и составляет одну из главных целей при разра­
ботке трендовых моделей, то остающаяся после выделения из 
временного ряда этих компонент так называемая остаточная 
последовательность (ряд остатков) будет случайной компо­
нентой ряда, т.е. будет обладать следующими свойствами: 
• случайностью колебаний уровней остаточной последова­

тельности; 
• соответствием распределения случайной компоненты 

нормальному закону распределения; 
• равенством математического ожидания случайной ком­

поненты нулю; 
• независимостью значений уровней случайной последо­

вательности, то есть отсутствием существенной авто­
корреляции. 
Проверка адекватности трендовых моделей основана на 

проверке выполняемости у остаточной последовательности 
указанных четырех свойств. Если не выполняется хотя бы 
одно из них, модель признается неадекватной; при выполне­
нии всех четырех свойств модель адекватна. Данная провер-
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ка осуществляется с использованием ряда статистических 
критериев и рассмотрена более подробно ниже. Отметим, что 
в дальнейшем мы не будем рассматривать циклическую 
компоненту временных родов; укажем только, что для мо­
делирования и прогнозирования сезонных и циклических 
экономических процессов используются специальные мето­
ды (индексный и спектральный анализы, выравнивание по 
ряду Фурье и др.). Методы анализа сезонности и тренд-се­
зонных экономических процессов рассматриваются в § 4.4. 

4.2. Предварительный анализ и сглаживание временных 
рядов экономических показателей 

Предварительный анализ временных рядов экономиче­
ских показателей заключается в основном в выявлении и 
устранении аномальных значений уровней ряда, а также в 
определении наличия тренда в исходном временном ряде. 
Рассмотрим эти операции более подробно. 

Под аномальным уровнем понимается отдельное значение 
уровня временного ряда, которое не отвечает потенциаль­
ным возможностям исследуемой экономической системы и 
которое, оставаясь в качестве уровня ряда, оказывает суще­
ственное влияние на значения основных характеристик вре­
менного ряда, в том числе на соответствующую трендовую 
модель. Причинами аномальных наблюдений могут быть 
ошибки технического порядка, или ошибки первого рода: 
ошибки при агрегировании и дезагрегировании показателей, 
при передаче информации и другие технические причины. 
Ошибки первого рода подлежат выявлению и устранению. 
Кроме того, аномальные уровни во временных рядах могут 
возникать из-за воздействия факторов, имеющих объектив­
ный характер, но проявляющихся эпизодически, очень ред­
ко — ошибки второго рода; они устранению не подлежат. 

Для выявления аномальных уровней временных рядов 
используются методы, рассчитанные для статистических со­
вокупностей. 

Метод Ирвина, например, предполагает использование 
следующей формулы: 
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К- . ' = 2,3,. . . ,л, (4.1) 
°у 

где среднеквадратическое отклонение ау рассчитывается в 
свою очередь с использованием формул: 

п 

и 
Расчетные значения А.2, ̂ з и т- Д- сравниваются с таблич­

ными значениями критерия Ирвина Ха, и если оказываются 
больше табличных, то соответствующее значение yt уровня 
ряда считается аномальным. Значения критерия Ирвина 
для уровня значимости а = 0,05, т.е. с 5%-ной ошибкой, 
приведены в табл. 4.4. 

Таблица 4.4 
п 
<̂х 

2 
2,8 

3 
2,3 

10 
1,5 

20 
1,3 

30 
1,2 

50 
1,1 

100 
1,0 

После выявления аномальных уровней ряда обязательно 
определение причин их возникновения. Если точно установ­
лено, что они вызваны ошибками первого рода, то они устра­
няются либо заменой аномальных уровней простой средней 
арифметической двух соседних уровней ряда, либо заменой 
аномальных уровней соответствующими значениями по 
кривой, аппроксимирующей данный временной ряд. Поря­
док нахождения такой кривой, т.е. трендовой модели, рас­
сматривается в гл. 5. 

Для определения наличия тренда в исходном времен­
ном ряду применяется несколько методов; рассмотрим два 
из них. 

Метод проверки разностей средних уровней. Реализация 
этого метода состоит из четырех этапов. 

На п е р в о м э т а п е исходный временной ряд 

УиУ2>Уз,---,Уп 



150 Глава 4 

разбивается на две примерно равные по числу уровней час­
ти: в первой части П\ первых уровней исходного ряда, во 
второй — пч остальных уровней (j%\ + n<i — га). 

На в т о р о м э т а п е для каждой из этих частей вы­
числяются средние значения и дисперсии: 

У\ - , o-j - - , 
Tlj Щ — l 

л n 

— t=ni+l 2 <=ni+l 
у 2 = — л — ; a 2 = — * - . 

n2 n2-l 
Т р е т и й э т а п заключается в проверке равенства 

(однородности) дисперсий обеих частей ряда с помощью F-
критерия Фишера, которая основана на сравнении расчетно­
го значения этого критерия: 

F = \v\hl>если c i >ст2 
| „ 2 / 2 о о 
{a2fai> если а! < о~2 

с табличным (критическим) значением критерия Фишера 
Fa с заданным уровнем значимости (уровнем ошибки) а. В 
качестве а чаще всего берут значения 0,1 (10%-ная ошибка), 
0,05 (5%-ная ошибка), 0,01 (1%-ная ошибка). Величина 1 - a 
называется доверительной вероятностью. 

Если расчетное значение F меньше табличного Fa, то ги­
потеза о равенстве дисперсий принимается и переходят к 
четвертому этапу. Если F больше или равно Fa, гипотеза о 
равенстве дисперсий отклоняется и делается вывод, что дан­
ный метод для определения наличия тренда ответа не дает. 

На ч е т в е р т о м э т а п е проверяется гипотеза об от­
сутствии тренда с использованием t-критерия Стьюдента. 
Для этого определяется расчетное значение критерия Стью­
дента по формуле: 



Методы и модели анализа динамики экономических процессов 151 

1 1 2 | • ( 4 . 2 ) 

где а — среднеквадратическое отклонение разности средних: 

ст= ("1 ~ 1)<?1 + ("2 ~ 1)^1 
п1 + п2 ~ 2 

Если расчетное значение t меньше табличного значения 
статистики Стьюдента ta с заданным уровнем значимости а, 
гипотеза принимается, т.е. тренда нет, в противном случае 
тренд есть. Заметим, что в данном случае табличное значе­
ние ta берется для числа степеней свободы, равного га1+га2-2, 
при этом данный метод применим только для рядов с моно­
тонной тенденцией. 

Метод Фостера—Стьюарта. Этот метод обладает большими 
возможностями и дает более надежные результаты по срав­
нению с предыдущим. Кроме тренда самого ряда (как говорят, 
тренда в среднем), он позволяет установить наличие тренда 
дисперсии временного ряда: если тренда дисперсии нет, то 
разброс уровней ряда постоянен; если дисперсия увеличива­
ется, то ряд «раскачивается» и т. д. 

Реализация метода также содержит четыре этапа. 
На п е р в о м э т а п е производится сравнение каждого 

уровня исходного временного ряда, начиная со второго уровня, 
со всеми предыдущими, при этом определяются две числовые 
последовательности: 

_ J1, если yt больше всех предыдущих уровней; 
[О, в противном случае, 

1, если yt меньше всех предыдущих уровней; 
О, в противном случае h = 

t = 2,3, . ..,га 
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На в т о р о м э т а п е вычисляются величины s и d: 
п 

d = £(*,-l,). 
(=2 

Нетрудно заметить, что величина s, характеризующая из­
менение временного ряда, принимает значения от 0 (все 
уровни ряда равны между собой) до га-1 (ряд монотонный). 
Величина d характеризует изменение дисперсии уровней 
временного ряда и изменяется от -(га-1) (ряд монотонно 
убывает) до (га-1) (ряд монотонно возрастает). 

Т р е т и й э т а п заключается в проверке гипотез: 
можно ли считать случайными 

1) отклонение величины s от величины (J. — математиче­
ского ожидания величины s для ряда, в котором уровни 
расположены случайным образом, 

2) отклонение величины d от нуля. 
Эта проверка проводится с использованием расчетных зна­

чений ^-критерия Стьюдента для средней и для дисперсии: 

Is - ц| / 
ts = ]- ^ ; стх = V2 In га-3,4253; 

Id - 0| , 
t d = J [; а2 =V2 In га -0 ,8456 , 

где (д. — математическое ожидание величины s, определенной 
для ряда, в котором уровни расположены случайным обра­
зом; 

о\ — среднеквадратическое отклонение для величины s; 
а2 — среднеквадратическое отклонение для величины d. 

Для удобства имеются табулированные значения величин 
ц, oi и ©2? фрагмент этих значений представлен в табл. 4.5. 
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Таблица 4.5 
п 10 20 30 40 
ц 3,858 5,195 5,990 6,557 
dj 1,288 1,677 1,882 2,019 
ст2 1,964 2,279 2,447 2,561 

На ч е т в е р т о м э т а п е расчетные значения ts и t^ 
сравниваются с табличным значением ^-критерия Стьюден-
та с заданным уровнем значимости ta. Если расчетное зна­
чение меньше табличного, то гипотеза об отсутствии соответ­
ствующего тренда принимается; в противном случае тренд 
есть. Например, если ts больше табличного значения ta, a tj 
меньше ta, то для данного временного ряда имеется тренд в 
среднем, а тренда дисперсии уровней ряда нет. Пример оп­
ределения наличия тренда методом Фостера—Стьюарта 
приведен в § 4.4. 

Перейдем к вопросу сглаживания временных рядов эко­
номических показателей. Очень часто уровни экономиче­
ских рядов динамики колеблются, при этом тенденция раз­
вития экономического явления во времени скрыта случай­
ными отклонениями уровней в ту или иную сторону. С це­
лью более четко выявить тенденцию развития исследуемого 
процесса, в том числе для дальнейшего применения методов 
прогнозирования на основе трендовых моделей, производят 
сглаживание (выравнивание) временных рядов. 

Методы сглаживания временных рядов делятся на две 
основные группы: 

1) аналитическое выравнивание с использованием кри­
вой, проведенной между конкретными уровнями ряда так, 
чтобы она отображала тенденцию, присущую ряду, и одно­
временно освобождала его от незначительных колебаний; 

2) механическое выравнивание отдельных уровней вре­
менного ряда с использованием фактических значений со­
седних уровней. 

Методы аналитического выравнивания на основе кривых 
роста рассматриваются в гл. 5. Суть методов механического 
сглаживания заключается в следующем. Берется несколько 
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первых уровней временного ряда, образующих интервал 
сглаживания. Для них подбирается полином, степень кото­
рого должна быть меньше числа уровней, входящих в интер­
вал сглаживания; с помощью полинома определяются но­
вые, выравненные значения уровней в середине интервала 
сглаживания. Далее интервал сглаживания сдвигается на 
один уровень ряда вправо, вычисляется следующее сглажен­
ное значение и т. д. 

Самым простым методом механического сглаживания 
является метод простой скользящей средней. Сначала для 
временного ряда 

УъУ2>Уз,--->Уп 
определяется интервал сглаживания т {т < п). Если необ­
ходимо сгладить мелкие беспорядочные колебания, то ин­
тервал сглаживания берут по возможности большим; интер­
вал сглаживания уменьшают, если нужно сохранить более 
мелкие колебания. При прочих равных условиях интервал 
сглаживания рекомендуется брать нечетным. Для первых т. 
уровней временного ряда вычисляется их средняя арифме­
тическая; это будет сглаженное значение уровня ряда, нахо­
дящегося в середине интервала сглаживания. Затем интер­
вал сглаживания сдвигается на один уровень вправо, повто­
ряется вычисление средней арифметической и т.д. Для 
вычисления сглаженных уровней ряда щ применяется фор­
мула: 

t+p 

yt=!±£-, t>p, 
т 

где р = — (при нечетном т); для четных т формула ус-

ложняется. 
В результате такой процедуры получаются п - т + 1 

сглаженных значений уровней ряда; при этом первые р и 
последние р уровней ряда теряются (не сглаживаются). 
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Другой недостаток метода в том, что он применим лишь для 
рядов, имеющих линейную тенденцию. 

Метод взвешенной скользящей средней отличается от 
предыдущего метода сглаживания тем, что уровни, входя­
щие в интервал сглаживания, суммируются с разными веса­
ми. Это связано с тем, что аппроксимация ряда в пределах 
интервала сглаживания осуществляется с использованием 
полинома не первой степени, как в предыдущем случае, а 
степени, начиная со второй. Используется формула средней 
арифметической взвешенной: 

t+P 

— _ t=t~p 
у* ~~й~Р ~' 

YjPt 
i=t-p 

причем веса pt определяются с помощью метода наимень­
ших квадратов. Эти веса рассчитаны для различных степе­
ней аппроксимирующего полинома и различных интервалов 
сглаживания. Так, для полиномов второго и третьего поряд­
ков числовая последовательность весов при интервале сгла­
живания т = 5 имеет вид: {-3; 12; 17; 12; - 3 } , а при т = 1 
имеет вид: {-2; 3; 6; 7; 6; 3; - 2 } . Для полиномов четвертой 
и пятой степеней и при интервале сглаживания т = 7 по­
следовательность весов выглядит следующим образом: {5; -
30; 75; 131; 75; -30 ; 5}. 

К этой же группе методов выравнивания временных ря­
дов примыкает метод экспоненциального сглаживания. Его 
особенность заключается в том, что в процедуре нахождения 
сглаженного уровня используются значения только предше­
ствующих уровней ряда, взятые с определенным весом, при­
чем вес наблюдения уменьшается по мере удаления его от 
момента времени, для которого определяется сглаженное 
значение уровня ряда. Если для исходного временного ряда 

УиУ2,УЗ,—,Уп 
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соответствующие сглаженные значения уровней обозначить 
через St, t = 1,2, ..., п, то экспоненциальное сглаживание 
осуществляется по формуле: 

St = ayt + (1 - a ) S t _ b (4.3) 
где a — параметр сглаживания (0 < a < 1); величина 1 - a 
называется коэффициентом дисконтирования. 

Используя приведенное выше рекуррентное соотношение 
для всех уровней ряда, начиная с первого и кончая моментом 
времени t, можно получить, что экспоненциальная средняя, 
т.е. сглаженное данным методом значение уровня ряда, яв­
ляется взвешенной средней всех предшествующих уровней: 

t - l 

St =а£(1-а)Ч_,+(1-а)%; 
i=0 

здесь SQ— величина, характеризующая начальные условия. 
В практических задачах обработки экономических времен­

ных рядов рекомендуется (необоснованно) выбирать величину 
параметра сглаживания в интервале от 0,1 до 0,3. Других точ­
ных рекомендаций для выбора оптимальной величины пара­
метра а пока нет. В отдельных случаях Р. Браун предлагает 
определять величину а исходя из длины сглаживаемого ряда: 

2 
a = . 

п +1 
Что касается начального параметра So, то в конкретных 

задачах его берут или равным значению первого уровня ряда 
У\, или равным средней арифметической нескольких первых 
членов ряда, например, членов у\, j/2> J/3: 

0 3 

Указанный выше порядок выбора величины SQ обеспе­
чивает хорошее согласование сглаженного и исходного ря­
дов для первых уровней. Если при подходе к правому концу 
временного ряда сглаженные этим методом значения при 
выбранном параметре а начинают значительно отличаться 
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от соответствующих значений исходного ряда, необходимо 
перейти на другой параметр сглаживания. Заметим, что при 
этом методе сглаживания не теряются ни начальные, ни ко­
нечные уровни сглаживаемого временного ряда. 

4.3. Расчет показателей динамики развития 
экономических процессов 

Этот расчет проводится на основе статистического анали­
за одномерных временных рядов экономической динамики. 
Для статистического анализа одномерных временных рядов 
экономических показателей вида 

У1>У2>Уз> •••>Уп 
абсолютные уровни моментных и интервальных рядов 
(см. для примера табл. 4.1 и 4.2), а также уровни из средних 
величин (см. табл. 4.3) должны быть преобразованы в отно­
сительные величины. Их можно получить соотнесением 
уровней ряда с одним и тем же уровнем, взятым за базу 
(за базу сравнения чаще всего принимают начальный уро­
вень временного ряда у\), либо последовательными сопостав­
лениями с предыдущим уровнем. В первом случае получают 
базисные показатели, во втором — цепные. 

Временной ряд тогда правильно отражает объективный 
процесс развития экономического явления, когда уровни 
этого ряда состоят из однородных, сопоставимых величин. 
Для несопоставимых величин вести расчет рассматриваемых 
ниже статистических показателей динамики неправомерно. 
Причины несопоставимости уровней временного ряда могут 
быть различными. В экономике чаще всего такими причи­
нами является несопоставимость: 

• по территории ввиду изменения границ региона, по кото­
рому собираются статистические данные; 

• по кругу охватываемых объектов по подчинению или 
форме собственности ввиду перехода, например, части 
предприятий данного объединения в другое объединение; 

• по временным периодам, когда, например, данные за раз­
личные годы приведены по состоянию на разные даты; 
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• уровней, вычисленных в различном масштабе измерения; 
• уровней ряда из-за различий в структуре совокупности, 

для которой они вычислены. Например, данные о рож­
даемости населения зависят не только от изменений числа 
родившихся и численности населения, но и от изменения 
возрастного состава населения в течение периода наблю­
дения. 
Возможны и другие причины несопоставимости. 
При анализе временных рядов для определения измене­

ний, происходящих в данном явлении, прежде всего вычис­
ляют скорость развития этого явления во времени. Показа­
телем скорости служит абсолютный прирост, вычисляемый 
по формуле 

Aj/i - УгУ1-к, (4-4) 
где yi — i-й уровень временного ряда (i = 2,3, ..., п); индекс 

k = 1,2, ..., п-1 определяет начальный уровень и может 
быть выбран любым в зависимости от целей исследования: 
при k = 1 получаются цепные показатели, при k = i-1 
получаются базисные показатели с начальным уровнем 
ряда в качестве базисного и т. д. 
Абсолютный прирост выражает величину изменения по­

казателя за интервал времени между сравниваемыми перио­
дами. Если подходить более строго, то скоростью называют 
прирост в единицу времени; эта величина носит название 
среднего абсолютного прироста: 

ЬШ = У1 ~*~к • 44-5) 
ft 

В частности, средний абсолютный прирост за весь период 
наблюдения для данного временного ряда равен 

AJ/ = ^ ^ (4.6) 
п - 1 

и характеризует среднюю скорость изменения временного ряда. 
Для определения относительной скорости изменения изу­

чаемого явления в единицу времени используют относительные 
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показатели: коэффициенты роста и прироста (если эти по­
казатели выражены в процентах, то их называют соответ­
ственно темпами роста и прироста). Заметим, что во всех 
последующих формулах индекс начального уровня, по от­
ношению к которому осуществляется сопоставление, опреде­
ляется точно так же с помощью индекса k, как и ранее 
для показателя абсолютного прироста. 

Коэффициент роста для /-го периода вычисляется по 
формуле 

Кт=-^- (4.7) 

Кцр) > 1, если уровень повышается; -К̂ (р) < 1» если уровень 
понижается; при Кцр) =1 уровень не меняется. 

Коэффициент прироста равен 

Кцпрг ККРГ1 

или 

К1Ш = УЛ^±- (4.8) 
yi-k 

На практике чаще применяют показатели темпа роста 
и темпа прироста: 

71(р)= — - 1 0 0 % , (4.9) 
Vi-k 

темп прироста для i-ro периода; 

Г«Пр)= Тт - 100% 

Тцпр) = Vi~Vi-k • 100%, (4.10) 
Vi-h 

где Г((пр) — темп прироста для i-ro периода. 
Темп прироста показывает, на сколько процентов уро­

вень одного периода увеличился (уменьшился) по сравнению 
с уровнем другого периода, т.е. этот показатель выражает 
относительную величину прироста в процентах. Сравнение 
абсолютного прироста и темпа прироста за одни и те же про-

где Ti(p) 

или 
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межутки времени показывает, что в реальных экономических 
процессах замедление темпа прироста часто не сопровожда­
ется уменьшением абсолютных приростов. 

Абсолютное значение одного процента прироста опреде­
ляется как отношение абсолютного прироста Ai/j к темпу 
прироста в процентах ^(пр)-

Среднюю скорость изменения изучаемого явления за рас­
сматриваемый период характеризует также средний темп 
роста. Обычно он рассчитывается по формуле средней гео­
метрической: 

Т(р) = л-^ 1 ( р )-Г 2 ( р )- . . ,Г„ ( р ) = п-Ш • 100% , (4.11) 
V У1 

где Тцр),...,Тп(р) — средние темпы роста за отдельные интер­
валы времени. 

Соответственно средний темп прироста определяется как 

Г („р)=^Пр)-100%. (4.12) 

Показатель среднего темпа роста, рассчитываемый по 
приведенной выше формуле средней геометрической, имеет 
существенные недостатки, так как основан на сопоставлении 
конечного и начального уровней временного ряда, промежу­
точные уровни во внимание не принимаются. В случае силь­
ной колеблемости уровней использование для статистиче­
ского анализа среднего геометрического темпа роста может 
привести к серьезным просчетам в результате искаж<ения 
реальной тенденции временного ряда. 

В настоящее время предложены другие способы расчета 
среднего темпа роста, в той или иной мере лишенные не­
достатков средней геометрической. Например, предлагается 
использовать для расчета среднего темпа роста формулу: 

%) = *-№> ( 4 Л З> 
где уг и уп — сглаженные по уравнению тренда (уравнению 
кривой роста) начальный и конечный уровни временного 
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ряда. Порядок получения уравнения тренда, т.е. порядок 
построения трендовой модели рассмотрен в гл. 5. Трендовая 
модель учитывает колеблемость промежуточных уровней 
временного ряда, поэтому вычисленные по ней значения ух 

и уп, а следовательно, и средний темп роста, вычисляемый 
по последней формуле, будут более точно характеризовать 
изменения изучаемого экономического явления за рассмат­
риваемый интервал времени. 

Важной характеристикой временного ряда является 
также средний уровень ряда. В интервальном ряду динами­
ки с равноотстоящими во времени уровнями расчет среднего 
уровня ряда производится по формуле простой средней 
арифметической (здесь и далее суммирование ведется по 
всем периодам наблюдения): 

У=^-. (4.14) 
п 

Если интервальный ряд имеет неравноотстоящие во вре­
мени уровни, то средний уровень ряда (так называемая 
средняя хронологическая) вычисляется по формуле взве­
шенной арифметической средней, где роль весов играет 
продолжительность времени (например, количество лет), в 
течение которого уровень постоянен: 

I*' (4.15) 

где t — число периодов времени, при которых значение 
уровня yt не изменяется. 

Для моментного ряда с равноотстоящими уровнями сред­
няя хронологическая рассчитывается по формуле: 

_ _ 1/2У1 + у2 + Уз+.. •+уп_1 + 1/2уп ^ 
га - 1 

где п — число уровней ряда. 
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Средняя хронологическая для моментного временного 
ряда с разноотстоящими во времени уровнями вычисляется 
по формуле: 

(У1 +У2)*1 +(У2 +Уз)*2+"-+(Уп-1 + УпЖ-1 

2£* 
(4.17) 

Здесь п — число уровней ряда, a tt — период времени, отде­
ляющий i-й уровень ряда от (i+l)-ro уровня. 

При статистическом анализе временных рядов часто 
возникает необходимость, кроме определения основных ха­
рактеристик ряда, оценить зависимость изучаемого показа­
теля yt от его значений, рассматриваемых с некоторым за­
паздыванием во времени. Зависимость значений уровней 
временного ряда от предыдущих (сдвиг на 1), предпреды-
дущих (сдвиг на 2) и так далее уровней того же временного 
ряда называется автокорреляцией во временном ряду. Для 
получения числовой характеристики такой внутренней 
зависимости вычисляют взаимную корреляционную функ­
цию между исходным рядом yt и этим же рядом, сдвину­
тым во времени на величину х. Такая функция называется 
автокорреляционной, она характеризует внутреннюю струк­
туру временного ряда и состоит из множества коэффициен­
тов автокорреляции (нециклических), рассчитываемых по 
формуле: 

n-r n-r (и-г)Х>*Уг+г- £ j / , 2>f+r 

-

(и-
n - r 

-*)Tyf-
t= i 

(n-r \ 2 

Zj/f 
^t= l ) 

(71-
n - r 

-Г)ТУ1Г-
t=l 

(n-r \2 

I> r+ r 
Vt = l J 

(4.18) 

Задавая различные значения т = 1, 2, 3,..., получаем по­
следовательность значений Г\, г2, r%,.... На практике реко­
мендуется вычислять такие коэффициенты в количестве от 
п/А до д / 3 . 
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График автокорреляционной функции называется корре-
лограммом и показывает величину запаздывания, с которым 
изменение показателя yt сказывается на его последующих 
значениях. Величина сдвига т, которому соответствует наи­
больший коэффициент автокорреляции, называется времен­
ным лагом. 

В ряде случаев используется упрощенная формула для 
вычисления коэффициента автокорреляции: 

1 л-т 
У ( { / * - У ) ( У * + Т -У) 

п-х t~i 
г т = *^1_ , (4.18') 

где у— средний уровень ряда (см. формулу (4.14)). 

4.4. Тренд-сезонные экономические процессы 
и их анализ 

Рассмотрим ряд проблем и основных понятий, связанных 
с исследованием сезонных колебаний в экономике. Сезон­
ность, как правило, связывается исключительно со сменой 
природно-климатических условий в рамках ограниченного 
промежутка времени — годового периода. Наиболее ярко 
эта связь видна там, где исследуемые процессы прямо связаны 
с естественными особенностями того или иного времени года: 
в сельском хозяйстве, добывающих отраслях, отраслях легкой 
промышленности, обрабатывающих сельскохозяйственную 
продукцию, и др. Однако сезонные колебания формируются 
не только под влиянием природно-климатических факторов, 
но и, пусть в меньшей мере, под влиянием иных особенностей 
системы, уходящих корнями в экономику. 

Влияние сезонности на экономику вполне очевидно и 
проявляется в аритмии производственных и других процессов: 
недогрузка производственных мощностей в одни периоды 
года и более интенсивное их использование в другие; нерав­
номерное распределение внутри рамок года объемов грузо-
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оборота и товарооборота и т.д. Не во всех случаях сезон­
ность является следствием действия неуправляемых или 
почти неуправляемых факторов. Чаще всего они поддаются 
регулированию. Но даже и в тех случаях, когда прямое воз­
действие на процессы, вызывающие сезонные колебания, не­
возможно, необходимо учитывать их действие при совершен­
ствовании технологических, организационно-экономических 
процессов и процессов управления. Для того чтобы можно 
было целенаправленно влиять на сезонность, необходимо 
уметь измерять и анализировать сезонность, уметь предвидеть 
развитие процессов, подверженных сезонным колебаниям. 

Под сезонными колебаниями понимают регулярные, пе­
риодические наступления внутригодовых подъемов и спадов 
производства, грузооборота и товарооборота и т. д., связан­
ных со сменой времени года, а под сезонностью — ограни­
ченность годового периода работ под влиянием того же при­
родного фактора. 

Как отмечено выше, упорядоченная во времени последо­
вательность наблюдений экономического процесса называ­
ется временным рядом, и если процесс подвержен периоди­
ческим колебаниям, имеющим определенный и постоян­
ный период, равный годовому промежутку, то мы имеем 
дело с так называемым тренд-сезонным временным рядом 
(сезонным временным рядом). 

Почти всюду, где не оговорено специально, будем рас­
сматривать тренд-сезонный временной ряд {Yt), t = l,T, по­
рождаемый аддитивным случайным процессом: 

Yt=Ut+Vt+et, t = VT, (4.19) 

где Ut — тренд; 
Vt — сезонная компонента; 
et — случайная компонента; 
Г — число уровней наблюдения. 
Относительно Ut предполагается, что это некоторая гладкая 

функция, степень гладкости которой заранее неизвестна. Сезон­
ная компонента Vt имеет период То: Vt+T - Vt (TQ = 12 для ря­
да месячных данных; Го = 4 — для ряда квартальных данных). 
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Кроме того, известно, что То нацело делит Т, т.е. Т =тхТо, 
m — целое число. Очевидно, если То — число месяцев или 
кварталов в году, т о т — число лет, представленных во вре­
менном ряду {У(}. Часто исходные данные тренд-сезонного 
временного ряда представляются в виде матрицы {У^} раз­
мера [mxTo]. В этом случае выражение (4.19) перепишется 
с учетом введения двойной индексации: 

Yij = Ulj+Vij+zij, i = l,m, j = l,T0. (4.20) 

Запишем соотношения, устанавливающие связь между 
индексами t и (£,/): 

t + 1 

j = t-(i-l)xT0 

; [ 1 означает, как и выше, целую часть. 
1 J (4.21) 

Постараемся выделить и кратко охарактеризовать зада­
чи, возникающие при исследовании сезонности вообще и се­
зонных временных рядов в частности. Проблема анализа се­
зонности заключается в исследовании собственно сезонных 
колебаний и в изучении того внешнего циклического меха­
низма, который их вызывает. Для исследования сезонных 
колебаний вне связи с причинами, их порождающими, оче­
видно, необходимо отфильтровать из временного ряда {Yt} 
сезонную компоненту Vt и затем уже анализировать ее ди­
намику. Большинство методов фильтрации построено таким 
образом, что предварительно выделяется тренд, а затем уже 
сезонная компонента. Тренд в чистом виде необходим и 
для анализа динамики сезонной волны. 

При исследовании сезонной волны Vt чаще всего пред­
полагается, что она не изменяется год от года, т.е. Vy = Vi+^j, 
i + k < m. На самом же деле такое предположение далеко от 
действительности, по крайней мере для большинства эконо­
мических процессов. Для сезонной волны характерно изме­
нение со временем как ее размаха, так и формы. В резуль­
тате возникает необходимость в анализе и предсказании 
изменений сезонной волны. 
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Перечислим теперь задачи, которые возникают при 
исследовании сезонных временных рядов: 

1) определение наличия во временном ряду тренда и 
определение степени его гладкости; 

2) выявление наличия во временном ряду сезонных 
колебаний; 

3) фильтрация компонент ряда; 
4) анализ динамики сезонной волны; 
5) исследование факторов, определяющих сезонные коле­

бания; 
6) прогнозирование тренд-сезонных процессов. 
Объясним суть некоторых понятий и дадим краткую 

характеристику каждого пункта. Под степенью гладкости 
тренда мы будем понимать минимальную степень полинома, 
адекватно сглаживающего компоненту Ut. Этот пункт ис­
пользуется в некоторых итерационных алгоритмах фильтра­
ции при выделении из временного ряда {У*} его компонент 
Uи Vt, et. 

Выявление наличия во временном ряду сезонных коле­
баний сводится к проверке на случайность остаточного ряда: 

{lt}; lt= Yt - Ut. 

Под фильтрацией компонент ряда понимается выделение 
из ряда {У(} его составляющих Ut, Vt, zt. 

Анализ динамики, или эволюции, сезонной волны может 
рассматриваться как процесс решения трех взаимосвязан­
ных задач: 

1. Анализ динамики амплитуды сезонной волны в каж­
дом месяце (квартале, неделе). 

2. Анализ динамики точек экстремума сезонной волны. 
3. Исследование изменений формы волны. 

На рис 4.1 приведена укрупненная схема исследования 
сезонных временных рядов. Схема не определяет методов 
решения каждой задачи, методы могут изменяться, совер­
шенствоваться со временем, но она определяет совокупность 
и последовательность вопросов, которые должны быть реше­
ны для полного исследования сезонного временного ряда. 
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Выше уже отмечалось, что в каких бы формах ни прояв­
лялась сезонность, в любом случае ее действие отрицательно 
сказывается на результатах деятельности предприятия, фирмы, 
отрасли, экономики в целом. Управление сезонностью долж­
но опираться на знание законов ее эволюции, на знание внеш­
ней среды, в которой происходит развитие процесса, подвер­
женного сезонным колебаниям. 

Будем иллюстрировать отдельные вопросы анализа се­
зонности в экономических процессах на конкретных данных. 
В табл. 4.6 приведен временной ряд ежемесячных объемов 
перевозок грузов морским транспортом в условных едини­
цах. На рис. 4.2 представлены ежемесячные объемы перево­
зок за 1-й, 4-й, 7-й, 10-й и 13-й годы, т.е. с дискретностью 
три года. Визуально нетрудно заметить, что исследуемому 
ряду присущ возрастающий тренд и повторяющиеся из года 
в год подъемы и спады объемов перевозок в одни и те же пе­
риоды года, т. е. сезонные колебания. Таким образом, про­
цесс, характеризуемый этим временным рядом, относится к 
тренд-сезонным экономическим процессам. Для данного 
ряда Г0 = 12, ш = 13, так что Т = тхТ0 - 156. 

1 
Определение 

степени гладкости 
тренда 

Анализ 
сезонности 

5а 

Фильтрация 
компонент ряда 

Укрупненный 
анализ 

сезонной 
волны 

56 

Нет Сглаживание 
ряда 

Анализ 
эволюции 
сезонной 

волны 

Исследование 
факторов 

сезонности 

Блок 
прогноза 

Рис. 4.1. Схема комплексного исследования 
тренд-сезонных временных рядов 
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Статистические методы определения наличия тренда рас­
смотрены в § 4.2. Например, применение метода Фостера— 
Стьюарта для временного ряда, представленного в табл. 4.6, 
дает следующие значения статистик Стьюдента для ряда в 
среднем и дисперсии: 

t„ = 5,347; td = 5,778. 
При уровне значимости а = 0,05, т. е. с доверительной 

вероятностью 0,95, и при числе степеней свободы т - 2 = 1 3 -
-2=11 табличное значение критерия Стьюдента равно ta = 2,2. 
Так как ts > ta и tj > ta, то гипотезы об отсутствии тенден­
ции как в среднем текущем значении ряда, так и в диспер­
сии отвергаются, т. е. в данном временном ряду присутст­
вуют тренд и тенденции в дисперсии ряда. 

Рассмотрим прежде всего некоторые теоретические во­
просы выявления и фильтрации сезонной компоненты вре­
менного экономического ряда. По-прежнему будем рассмат­
ривать временные ряды, порождаемые аддитивным случай­
ным процессом (4.19). Определим понятия сглаживания и 
фильтрации. Под сглаживанием тренд-сезонного временного 
ряда будем понимать процесс получения оценок (0t + Vt 1, 
а под фильтрацией компонент — процесс получения оценок 
Ut, Vt и et. В настоящее время развиваются три основных 
направления фильтрации компонент временного ряда вида 
(4.19): регрессионные, спектральные и итерационные. Ниже 
мы рассмотрим более подробно итерационные. 

Таблица 4.6. Объемы перевозок грузов морским транспортом 
в условных единицах JY^, i = 1,13,;' = 1Д2 | 

Месяц 
Год 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 
7,62 
8,50 
9,40 
8,84 
9,15 
10,8 

2 
6,80 
8,11 
9,00 

10,18 
8,02 

10,24 

3 
9,02 
9,93 

11,44 
11,64 
10,87 
12,63 

4 
9,67 

10,70 
11,73 
12,49 
12,01 
13,50 

5 
10,76 
11,24 
13,05 
13,28 
13,96 
15,03 

6 
11,48 
11,98 
13,09 
13,63 
14,39 
15,33 
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Продолжение таблицы 4.6 

Год 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

7 
11,86 
10,84 
12,19 
13,21 
14,08 
14,73 
14,29 
11,43 
12,38 
13,74 
13,88 
14,41 
15,24 
15,22 
16,41 
17,69 
17,89 
18,31 
19,44 
19,94 

8 
11,47 
11,55 
12,48 
12,46 
13,19 
13,66 
14,32 
11,68 
12,73 
13,74 
13,82 
14,45 
15,02 
15,83 
16,72 
17,62 
17,76 
18,71 
19,95 
20,94 

Месяц 
9 

12,81 
13,31 
14,84 
15,33 
15,26 
17,59 
17,50 
11,20 
11,84 
12,41 
13,11 
13,56 
14,51 
15,46 
16,65 
16,39 
16,97 
18,25 
19,58 
19,96 

10 
14,34 
14,78 
15,65 
16,40 
16,30 
17,74 
18,10 
10,77 
12,19 
12,69 
12,96 
13,39 
14,12 
14,83 
15,68 
16,37 
16,85 
17,70 
18,23 
19,31 

11 
15,54 
16,08 
16,85 
17,44 
17,78 
19,97 
19,82 

9,34 
10,97 
10,68 
12,01 
12,40 
13,09 
13,93 
14,67 
15,19 
15,78 
15,87 
17,41 
18,52 

12 
15,61 
16,60 
17,32 
17,26 
18,07 
19,28 
19,71 

9,55 
10,63 
10,45 
10,75 
12,05 
12,35 
14,00 
14,75 
14,17 
14,86 
16,47 
16,87 
17,85 

Рис 4.2. Объемы перевозок грузов 
морским транспортом в условных единицах 
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Итерационные методы фильтрации. При выделении 
(фильтрации) компонент временного ряда с помощью тех 
или иных методов неизбежно встает вопрос о «чистоте» 
фильтрации, т.е. вопрос о степени близости оценок Ut и Vt 
их истинным значениям Ut, Vt. Следует отметить, что пока 
ни один из известных методов не обеспечивает необходимой 
степени чистоты фильтрации для временных рядов различ­
ной структуры. 

Итерационные методы фильтрации составляющих вре­
менного ряда появились в свое время как результат признания 
невозможности выделения компонент ряда прямыми мето­
дами. Основная идея итерационных процедур заключается в 
многократном применении скользящей средней: 

Yt~Tj2 Yt+T0,/2 

Yt = — 2 2 _ ( 4 2 2 ) 
1о 

и одновременной оценке сезонной компоненты в каждом 
цикле. При этом переход от одного шага итерационной 
процедуры к другому может сопровождаться изменением 
параметров скользящей средней. Если формулу для сколь­
зящей средней записать в виде 

9 

Y i - ^ ~ . (4-23) 

то при переходе от одной итерации к другой может проис­
ходить изменение длины участка скольжения 7" и закона 
изменения весовых коэффициентов а т . В некоторых итера­
ционных методах, кроме того, используется регрессия (как 
правило, линейная) исходного ряда Yt на преобразованный 
в первом шаге ряд Y/ = Ut. 

Итерационные методы отличает простота и удовлетвори­
тельная «чистота» фильтрации компонент ряда. Однако 
всем им присущ и весьма существенный недостаток. При­
менение скользящей средней (4.22) и (4.23) приводит к по-
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тере части информации на концах временного ряда. Напри­
мер, если используется скользящая средняя вида (4.22), то 
на каждом конце ряда теряется по То/2 его членов. 

Далее рассмотрим два итерационных метода: Четверикова 
и Шискина—Эйзенпресса [9]. 

Метод Четверикова. 1. Эмпирический ряд {У(} выравни­
вается скользящей средней (4.22) с периодом скольжения 
TQ, т.е. берется (Го+1) членов исходного ряда, из которых 
первый и последний берутся с половинным весом: а_Тд/2 = 
= аТо/2 = 1/2 . Выпадающие TQ/2 членов ряда с обоих его концов 
либо восстанавливаются экстраполированием выравненного 
ряда, либо остаются в стороне при последующей стадии работ. 

Получаются предварительная оценка тренда 

YI = Щ 
и отклонения эмпирического ряда от выравненного 

U ч •У/, * = 1 .Г 

или 
lij=Yij-Y{j, (i = l,m; j = l,T0). (4.24) 

2. Для каждого года i вычисляется аг— среднеквадрати-
ческое отклонение, на которое и делятся затем отдельные 
месячные (квартальные) отклонения соответствующего года: 

I 
I У 
о-, 

(4.25) 

где 
Т ( Т \ 

У=1 \t=l J 
T0-I 

1/2 

(4.26) 

3. Из «нормированных» таким путем отклонений вы­
числяется предварительная средняя сезонная волна: 
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» 
V} = i^—. (4.27) 

; m 
4. Средняя предварительная сезонная волна умножается 

на среднеквадратическое отклонение каждого года и вычи­
тается из эмпирического ряда: 

t / J=y y -V /o , . (4.28) 

5. Получающийся таким образом ряд, лишенный пред­
варительной сезонной волны, вновь сглаживается скользящей 
средней (для месячных данных по пяти или семи точкам в 
зависимости от интенсивности мелких конъюнктурных коле­
баний и продолжительности более крупных). В результате 
получается новая оценка тренда U\ '. 

6. Отклонения эмпирического ряда Yt от ряда ,полу­
ченного в п. 5 

/ f > = Yt - С/<2), (4.29) 

вновь подвергаются аналогичной обработке по пп. 2 и 3 для 
выявления окончательной средней сезонной волны. 

7. Исключение окончательной сезонной волны произво­
дится после умножения средней сезонной волны на ki j — 
коэффициент напряженности сезонной волны: 

I Hj ь у 

Ь=Ц; , (4.30) 7 

I-2 
;=1 

ЕУ 

где l\j' — выравненные значения ряда, еу- — случайная 

компонента: 
о . - ;(2) _ у(2) 

у ~ у i ' 
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Описанный метод был разработан Четвериковым в 1928 г. 
и в отличие от разработанных ранее методов простой средней, 
метода Персонса и других позволял исключать влияние сезон­
ных волн переменной структуры. 

Метод Шискина—Эйзенпресса. В методике Шискина— 
Эйзенпресса, кроме скользящей средней (4.22), на втором и 
последующих этапах итерационной процедуры применяются 
более сложные пятнадцати- и двадцатиодноточечные скользя­
щие Спенсера. Они имеют соответственно следующий вид: 

-ЗУ(_7 - 6У,_6 - 5У(_5 + ЗУ,_4 + 21У,_3 + 46У,_2 + 6 7 ^ + 
у . _ +74У, + 67У<+1 + 46У(+2 + 21У<+3 + ЗУ(+4 - 5У<+б - 6У(+6 - ЗУ<+7 . 

" " 320 

(4.31) 
-У,_10 - ЗУ(_9 - 5У,_8 - 5Yt_7 - 2У4_6 + 6Yt_5 + 18У,_4 + 

+ЗЗУ,_3 + 47У,_2 + 57yt_x + 60У, + 57У(+1 + 47У,+2 + 
_ +ЗЗУ,+3 + 18У<+4 + 6У(+5 - 2Yt+6 - 5Yt+7 - 5Yt+8 - 3Yt+g - У<+10 

*2t ~ 350 

или в цифровой записи Кендалла: 

y i V = ikW2[5I"3 '3 , 4 '3 '"3 l ' (4-32) 

^ ^ м 2 ! 7 ! - 1 ' 0 ' 1 ' 2 ] - (4-88) 

В (4.32) и (4.33) символы [Щ означают выравнивание ряда 
скользящей средней. Так, например, если N — 5, то 

у> _ Yt-2 + Yt-l + Yt + Yt+i + Yt+2 (4.34) 
5 

Символ [N]2 означает двойное последовательное выравнива­
ние ряда {Yt} одной и той же скользящей средней, т.е. если 
N = 5, то сначала получаем выравненные оценки У/ по (4.34), 
затем к ним применяем ту же скользящую среднюю (4.34): 
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Yt~ 5 • 

Если рассматривается двадцатиодноточечная скользящая 
средняя (4.31), то затем мы должны были бы применить 
еще одно выравнивание по семи точкам: 

у , _ _ . 

И в заключение 

y f = _ . 

В результате мы должны будем получить выражение (4.31). 
Чем вызвано применение скользящих средних Спенсера 

в методе Шискина—Эйзенпресса? Дело в том, что скользя­
щая средняя с симметрично-равными весами вида (4.22) по­
зволяет выделить лишь линейный тренд. Если же тренд на 
самом деле нелинеен, то сглаживание временного ряда, содер­
жащего нелинейный тренд, дает искаженные его значения. 
Скользящая средняя Спенсера позволяет получать точные 
оценки тренда, выраженного полиномами до третьей степени 
включительно. 

Рассмотрим теперь собственно метод Шискина—Эйзен­
пресса. 

1. Исходный ряд {Yt} выравнивается скользящей средней 
(4.22). Делается это, как и в методе Четверикова, с той целью, 
чтобы не исказить сезонную компоненту Vt. Если бы мы ис­
пользовали скользящую среднюю с другим периодом сколь­
жения, то это привело бы к изменению как амплитуды, так 
и формы сезонной волны. 

2. Рассчитываются остаточные значения: 

1«=У«-У/, 
или 
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Вычисляются средние значения остаточного ряда в целом 
по ряду Г и по месяцам (кварталам) lj: 

in 

2>« i , = . 
(4.35) 

3. Находится предварительная оценка средней сезонной 
волны 

V* =1-1 (4.36) 

и строится новый ряд, относительно свободный от сезонной 
компоненты 

и}, = у - 1Л1 (4.37) 

4. К ряду Uij применяется сглаживание скользящей 
средней Спенсера: 

£ ? = ^ [ 5 ] 2 [ 7 ] [ - 1 , 0 Д , 2 Д , 0 , - 1 ] ^ (4.38) 

5. Находится улучшенная оценка сезонной компоненты: 

ZOb-tfy) 
m 

(4.39) 

L. Пример 1. Применим метод Четверикова для выделения 
компонент временного ряда, приведенного в табл. 4.6. 

1. Проведем выравнивание эмпирического ряда {Yt}c ис­
пользованием центрированной скользящей средней с перио­
дом сглаживания То-

Полученную предварительную оценку тренда У/ = U't вы­
читаем из исходного эмпирического ряда 
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lt = Yt-Ul, 
или 

к}=Уц-Щ-
2. Вычисляем для каждого года i (по строке) среднеквад-

ратическое отклонение стг величины 1ц, используя для этого 
формулу 

Значения величин щ: 

т0 

Го " 1 ( 3 -
j = l 

(г \ 
'о Ъь 

2 

Kj=l J 

Г0(Г0-1) 

t 
Of 

1 
1,22 

2 
1,29 

3 
1,60 

4 
1,54 

5 
2,00 

6 
1,63 

7 
1,38 

8 
1,83 

9 
1,82 

10 
1,69 

и 
1,67 

12 
1,90 

13 
5,55 

При вычислении o"i во внимание принимались только 
шесть последних уровней первого года: Т0 = 7,12, а при вы­
числении о^з — первые шесть уровней тринадцатого года: 

Делим отдельные значения каждого месяца из табл. 4.6 
на отклонения соответствующего года. В результате получаем 
табл. 4.7, в которой 

11 < 
3. Последняя строка табл. 4.7 представляет собой значе­

ния предварительной средней сезонной волны, вычислен­
ной по формуле: 

m I kj 
v}=& 

m 



Таблица 4.7. Нормированный остаточный ряд 1Ч = — 

иг 

Год 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

*7 

1 

-1,48 
-1,38 
-2,04 
-1,48 
-1,42 
-1,43 
-1,96 
-1,76 
-1,53 
-1,30 
-1,41 
-0,66 
-1,49 

2 

-1,85 
-1,69 
-1,18 
-2,07 
-1,85 
-1,74 
-2,62 
-1,65 
-1,99 
-1,86 
-2,02 
-0,67 
-1,68 

3 

-0,49 
-0,19 
-0,25 
-0,67 
-0,42 
-0,81 
-0,70 
-0,37 
-0,31 
-0,68 
-0,01 
-0,10 
-0,42 

4 

0,03 
-0,04 

0,27 
-0,11 

0,07 
0,25 
0,05 
0,06 
0,30 

-0,11 
0,03 

-0,01 
0,07 

5 

0,36 
0,78 
0,75 
0,85 
0,98 
1,07 
0,73 
0,69 
0,89 
0,75 
1,16 
0,29 
0,78 

Месяц 
6 

0,85 
0,81 
0,93 
1,03 
1,13 
1,04 
0,98 
0,95 
0,75 
0,88 
0,75 
0,25 
0,86 

7 
1,19 
1,09 
1,25 
1,07 
0,98 
1,05 
0,74 
0,83 
1,14 
1,09 
0,96 
0,84 

1,02 

8 
1,31 
1,31 
1,23 
1,08 
0,91 
0,85 
1,21 
0,95 
1,08 
0,97 
1,18 
1,09 

1,10 

9 
0,84 
0,54 
0,36 
0,70 
0,39 
0,51 
0,92 
0,85 
0,40 
0,49 
0,83 
0,89 

0,64 

10 
0,43 
0,73 
0,50 
0,64 
0,24 
0,24 
0,44 
0,27 
0,36 
0,42 
0,41 
0,17 

0,40 

11 
-0,79 
-0,31 
-0,78 

0,01 
-0,32 
-0,43 
-0,25 
-0,33 
-0,32 
-0,22 
-0,77 
-0,26 

-0,40 

12 
-0,65 
-0,67 
-0,94 
-0,84 
-0,54 
-0,90 
-0,24 
-0,31 
-0,90 
-0,79 
-0,50 
-0,55 

-0,65 



Год 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

1 

10,42 
11,78 
11,13 
12,13 
13,31 
13,92 
13,57 
14,90 
15,73 
16,57 
17,56 
22,56 

2 

10,28 
11,69 
12,77 
11,38 
12,98 
13,79 
14,62 
15,54 
15,30 
16,00 
16,85 
23,64 

3 

10,47 
12,11 
12,29 
11,71 
13,31 
13,39 
14,08 
15,60 
16,04 
15,96 
18,39 
19,83 

4 

10,61 
11,62 
12,38 
11,87 
13,39 
14,24 
14,65 
15,52 
16,28 
16,18 
17,61 
17,71 

5 

10,23 
11,80 
12,08 
12,40 
13,76 
14,46 
14,65 
15,43 
16,12 
16,48 
18,49 
15,49 

Месяц 
6 

10,87 
11,71 
12,31 
12,67 
13,93 
14,42 
15,03 
15,75 
15,81 
16,63 
17,65 
13,94 

7 
10,21 
11,06 
12,11 
12,31 
12,37 
13,58 
13,81 
14,54 
15,83 
16,17 
16,61 
17,50 

8 
10,34 
11,31 
11,98 
12,13 
12,25 
13,23 
14,31 
14,71 
15,62 
15,90 
16,87 
17,86 

9 
10,42 
11,01 
11,39 
12,12 
12,28 
13,47 
14,58 
15,48 
15,23 
15,89 
17,18 
18,36 

10 
10,28 
11,67 
12,05 
12,34 
12,59 
13,47 
14,28 
14,95 
15,64 
16,17 
17,03 
17,47 

11 
9,83 
11,49 
11,22 
12,63 
13,20 
13,74 
14,48 
15,40 
15,92 
16,46 
16,54 
18,17 

12 
10,34 
11,47 
11,49 
11,75 
13,35 
13,41 
14,90 
15,94 
15,35 
15,96 
17,56 
18,11 

Таблица 4.8. и\} = Ytj - V}al 



Методы и модели анализа динамики экономических процессов 179 

4. Предварительную среднюю сезонную волну Vj умно­
жаем на среднеквадратическое отклонение каждого года а* 
и вычитаем из исходного эмпирического ряда: 

В результате получаем ряд, лишенный предварительной 
сезонной волны (табл. 4.8). 

5. Временной ряд, лишенный предварительной сезон­
ной волны, сглаживаем с использованием простой скользя­
щей средней с интервалом сглаживания, равным пяти, и 
получаем новую оценку тренда U\-' (табл. 4.9). 

6. Вычисляем отклонения ряда U\-' от исходного эмпи­
рического ряда Yif. 

/(2) _ у _ г /(2) 
Hi ~ xtj uij • 

Полученные отклонения подвергаем обработке в соответ­
ствии с пп. 2 и 3 для выявления новых значений сезонной 
волны. Получаем следующие значения: 

t 

v<2> 
} 

I 

-1,54 

2 

-1,81 

3 

-0,43 

4 

0,08 

5 

0,82 

6 

0,93 

7 

1,01 

8 

1,09 

9 

0,63 

10 

0,41 

и 
-0,40 

12 

-0,72 

При сравнении значений коэффициентов сезонной вол­
ны, полученных на первой и второй итерациях, т. е. значе­
ний VJ 'И VJ', нетрудно заметить, что они незначительно 
отличаются друг от друга. 

7. Производим вычисление коэффициента напряженно­
сти сезонной волны в следующем порядке: по формуле 
etj - l\j' - VJ' фактически получаем значения случайной 
компоненты, которые для нашего примера приведены в 
табл. 4.10. С использованием соотношения 



Таблица 4.9. Новая оценка тренда ujf} 

Год 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 

1 

10,27 
11,71 
11,78 
11,92 
13,23 
13,65 
14,33 
15,48 
15,67 
16,19 
17,38 
20,46 

2 

10,42 
11,73 
12,02 
11,79 
13,27 
13,75 
14,36 
15,50 
15,74 
16,13 
17,59 
20,37 

3 

10,40 
11,80 
12,13 
11,90 
13,35 
13,96 
14,31 
15,40 
15,89 
16,24 
17,78 
19,85 

4 

10,49 
11,79 
12,37 
12,01 
13,43 
14,06 
14,61 
15,57 
15,91 
16,25 
17,80 
18,12 

5 

10,65 
11,87 
12,27 
12,20 
13,59 
14,06 
14,59 
15,63 
16,08 
16,37 
17,93 

Месяц 
6 

10,82 
11,84 
12,24 
12,31 
13,58 
14,25 
14,72 
15,63 
16,06 
16,55 
17,82 

7 

10,90 
11,80 
12,19 
12,39 
13,59 
14,32 
14,88 
15,57 
15,98 
16,75 
17,97 

8 

11,18 
11,85 
12,24 
12,43 
13,54 
14,28 
14,94 
15,61 
15,99 
16,86 
17,77 

9 
10,22 
11,31 
11,75 
12,31 
12,54 
13,50 
14,29 
15,02 
15,65 
16,12 
16,85 
17,87 

10 
10,24 
11,39 
11,63 
12,19 
12,73 
13,46 
14,51 
15,30 
15,55 
16,08 
17,04 
17,99 

11 
10,26 
11,48 
11,46 
12,19 
12,95 
13,60 
14,36 
15,33 
15,57 
16,21 
17,17 
18,93 

12 
10,23 
11,62 
11,73 
12,05 
13,09 
13,67 
14,37 
15,35 
15,59 
16,23 
17,11 
19,99 



Таблица 4.10. Вычисление значений случайной компоненты ztj = l-f} - F;
<2) 

Год 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

1 
-0,23 
-0,77 
-1,4 

-1,23 
-0,81 
-0,25 
-1,95 
-1,75 
-0,92 
-0,57 
-1,13 

2 
-0,50 
-0,92 
-0,02 
-1,96 
-1,22 
-0,47 
-1,00 
-1,21 
-1,47 
-1,13 
-2,12 

3 
-0,04 

0,07 
-0,06 
-0,60 
-0,29 
-0,72 
-0,57 
-0,13 
-0,13 
0,56 
0,24 

4 
0,13 

-0,14 
0,04 

-0,08 
-0,05 

0,20 
0,09 
0 
0,41 

-0,03 
-0,14 

5 
-0,23 

0,36 
0,13 
0,94 
0,62 
0,66 
0,67 
0,40 
0,54 
0,59 
1,22 

Месяц 
6 

0,23 
0,32 
0,46 
1,15 
0,82 
0,43 
0,95 
0,76 
0,27 
0,59 
0,53 

7 
0,47 
0,93 
0,68 
1,01 
0,64 

-0,11 
0,52 
1,11 
0,90 
0,55 
0,46 

8 
0,46 
0,80 
0,49 
0,93 
0,39 
0,46 
0,69 
0,92 
0,68 
0,76 
1,09 

9 
-0,10 

0,03 
0,17 
0,39 
0,38 
0,54 
1,00 
0,11 
0,22 
0,77 
1,08 

10 
0,39 
0,65 
0,36 
0,25 
0,25 

-0,09 
-0,03 

0,41 
0,36 
0,25 

-0,17 

11 
-0,11 
-0,48 
-0,22 

0,15 
-0,11 
-0,03 

0,26 
0,02 

-0,03 
-0,90 
-1,12 

12 
-0,27 
-0,56 
-0,58 
-0,32 
-0,60 

0,35 
0,12 

-0,70 
-0,65 

0,08 
-2,40 
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14% 
к _ti 

14 
определяем величины коэффициента напряженности Ki для 
каждого года, кроме первого и последнего. Для первого и 
последнего годов значение коэффициента напряженности не 
вычисляются, так как после повторного сглаживания в них ос­
талось лишь по четыре наблюдения, и их использование иска­
жает при расчетах средние характеристики всего ряда. 

Значения коэффициента напряженности сезонной волны: 

t 

Kt 

2 

3,02 

3 

2,47 

4 

2,44 

5 

2,09 

6 

2,48 

7 

2,48 

8 

2,41 

9 

2,10 

10 

2,34 

11 

2,08 

12 

1,79 

8. Используя коэффициент напряженности Kit вычисляем 
окончательные значения сезонной компоненты временного 
ряда (табл. 4.11): Vtj = v\2) • Kt. J 

Перейдем к рассмотрению статистических методов оценки 
уровня сезонности. До сих пор мы в основном использовали 
аддитивное представление модели сезонного временного ряда 
(4.19). Однако не менее разумной, как считают многие спе­
циалисты, является и мультипликативная модель: 

Ги=Щ1}+вф (4.40) 

где Utj — «годовая» составляющая (тренд); 

Ij — постоянная пропорциональности для /-го месяца 
(квартала), не меняющаяся от года к году. 

Поскольку постоянная пропорциональности безразмер­
ная и не меняется от года к году, то ее можно использовать 
для определения уровня сезонности во временном ряду. 



Таблица 4.11. Сезонная компонента временного ряда Vtj = vf* • Kt. 

1 

-4 ,65 

- 3 , 8 0 

-3 ,76 

-3 ,22 

- 3 , 8 2 

- 3 , 8 2 

3,71 

- 3 , 2 3 

- 3 , 6 0 

- 3 , 2 0 

-2 ,76 

2 

-5 ,47 

-4 ,47 

-4 ,42 

-3 ,78 

- 4 , 4 9 

-4 ,49 

-4 ,36 

-3 ,80 

-4 ,24 

-3 ,76 

-3 ,24 

3 

- 1 , 3 0 

-1 ,01 

-1 ,04 

- 0 , 9 0 

-1 ,07 

- 1 , 0 7 

-1 ,04 

-0 ,90 

-1 ,01 

-0 ,89 

-0 ,77 

4 

0,24 

0,20 

0,20 

0,17 

0,20 

0,20 

0,19 

0,17 

0,19 

0,17 

0,14 

5 

2,48 

2,03 

2,00 

1,71 

2,03 

2,03 

1,98 

1,72 

1,92 

1,71 

1,47 

6 

2,81 

2,30 

2,27 

1,94 

2,31 

2,31 

2,24 

1,95 

2,18 

1,93 

1,66 

7 

3,05 

2,49 

2,46 

2,11 

2,50 

2,51 

2,43 

2,12 

2,36 

2,10 

1,81 

8 

3,29 

2,69 

2,66 

2,28 

2,70 

2,70 

2,63 

2,29 

2,55 

2,27 

1,95 

9 

1,90 

1,56 

1,52 

1,25 

1,56 

1,56 

1,52 

1,32 

1,47 

1,31 

1,13 

10 

1,24 

1,01 

1,00 

0,86 

1,02 

1,02 

0,99 

0,86 

0,96 

0,85 

0,73 

11 

-1 ,21 

-0 ,99 

-0 ,96 

-0 ,84 

-0 ,99 

-0 ,99 

-0 ,96 

-0 ,84 

-0 ,94 

-0 ,83 

-0 ,72 

12 

-2 ,17 

-1 ,78 

-1 ,76 

-1 ,50 

-1 ,78 

-1 ,79 

-1 ,74 

-1 ,51 

-1 ,68 

-1 ,50 

-1 ,29 
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Приближенные оценки коэффициентов пропорциональ­
ности могут быть получены следующим образом 

т 

/ ; = ^ — , (4.41) 
т 

где 
и 2>„ 

Если известны значения тренда Utj и сезонной компо­

ненты Vtj в аддитивной модели, то Itj можно оценить и бо­

лее точно: 

Uu + V,, Yu 1ц=-^—У---Д. (4.43) 
' Щ Щ 

Последнее говорит о возможности оценки уровня сезон­
ности независимо от того, какая рассматривается модель: 
(4.19) или (4.40). Оценки / ; по формуле (4.41) иногда назы­
вают еще индексами сезонности. 

Чаще, однако, рассматривают не просто ряд из относи­
тельных величин Ij, а ряд процентов: 

т 

Ij=^ 100%. (4.44) 
т 

Из (4.44) с учетом (4.43) можно заключить, что индексы 
сезонности Ij характеризуют степень отклонения уровня се­
зонного временного ряда от ряда средних Yi (тренда) или, 
иначе говоря, степень колеблемости относительно 100%, так 
как если Ytj — Uij, то Ij =100%. 
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к. Пример 2. Найдем оценки уровня сезонности временно­
го ряда, представленного в табл. 4.6, через индексы сезонно­
сти, проводя расчет 1ц по формуле (4.43). Для этого восполь­
зуемся табл. 4.9, 4.11, в которых приведены значения трен­
да U\- и сезонной компоненты Уц. В результате получим 
табл. 4.12, состоящую из коэффициентов 1ц. 

В предпоследней строке табл. 4.12 приведены суммы 1ц 
по столбцам, в последней строке — индексы сезонности 1у 

Таким образом, в 1-м, 2-м, 3-м и 11-м, 12-м месяцах уро­
вень временного ряда меньше значений тренда, а в 4-м — 
10-м этот уровень больше значений тренда. 

Таким образом, в изучаемом экономическом явлении 
(объем перевозок морским транспортом) явно присутствует 
сезонная составляющая с пиком в летние месяцы. Количе­
ственную характеристику этой сезонности дает сезонная 
волна в виде совокупности индексов сезонности, представ­
ленных в последней строке табл. 4.12. Если отметить полу­
ченные значения Tj(%) на координатной плоскости, то мож­
но получить графическое изображение исследуемой сезон­
ной волны (рис. 4.3), которая достаточно адекватно воспро­
изводит фактическое изменение процесса в течение года, 
отображенное на рис. 4.2. Л 

Индексы 120 
сезонности, % 

100 

8 0 

6 0 

4 0 

20 
0 

I II III IV V VI VII VIII IX X XI XII 

Рис. 4.3. Сезонная волна объема перевозок грузов 
морским транспортом 

Месяцы 



Год 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

I'« 
/ ; ,% 

i 
0,55 
0,68 
0,68 
0,73 
0,71 
0,72 
0,74 
0,79 
0,77 
0,80 
0,84 
8,01 

72,80 

2 
0,48 
0,62 
0,63 
0,68 
0,66 
0,67 
0,70 
0,75 
0,73 
0,77 
0,82 
7,51 

68,30 

3 
1,88 
0,91 
0,91 
0,92 
0,92 
0,92 
0,93 
0,94 
0,94 
0,95 
0,96 
10,18 

92,50 

4 
1,02 
1,02 
1,02 
1,01 
1,01 
1,01 
1,01 
1,01 
1,01 
1,01 
1,01 

11,14 

101,3 

5 
1,23 
1,17 
1,16 
1,14 
1,15 
1,14 
1,14 
1Д1 
1,12 
1,10 
1,08 
12,54 

114,0 

Месяц 
6 

1,26 
1,19 
1,19 
1,16 
1Д7 
1,16 
1,15 
1,12 
1,14 
1,12 
1,09 

12,75 

115,9 

7 
1,28 
1,21 
1,20 
1,17 
1,18 
1,18 
1,16 
1,14 
1,15 
1,13 
1,10 

12,90 

117,3 

8 
1,29 
1,23 
1,22 
1,18 
1,20 
1,19 
1,18 
1,05 
1,16 
1,13 
1,11 

13,04 

118,5 

9 
1 Д 7 
1,13 
1,12 
1,10 
1,12 
1,10 
1,10 
1,08 
1,09 
1,08 
1,06 
12,15 

110,5 

10 
1Д1 
1,09 
1,08 
1,07 
1,08 
1,07 
1,06 
1,06 
1,06 
1,05 
1,04 

11,77 

107,0 

11 
0,89 
0,19 
0,92 
0,94 
0,93 
0,93 
0,94 
0,95 
0,94 
0,95 
0,96 
10,26 

93,3 

12 
0,81 
0,85 
0,85 
0,89 
0,87 
0,88 
0,89 
0,90 
0,90 
0,91 
0,94 
9,69 

88,1 

Таблица 4.12. 
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Вопросы и задания 

1. Дайте определение временного экономического ряда и 
характеристику его структурно образующих элементов. 

2. Что такое аномальный уровень временного ряда? Какие 
методы обнаружения и устранения аномальных уровней 
вы знаете? 

3. Перечислите основные этапы изученных методов опре­
деления наличия тренда. 

4. Поясните суть методов механического сглаживания вре­
менных рядов. Дайте сравнительную характеристику 
этих методов. 

5. Назовите основные показатели экономической динами­
ки, рассчитываемые на основе временных рядов. 

6. В чем сущность явления автокорреляции во временных 
рядах? Что такое временной лаг? 

7. Дайте характеристику явления сезонности в экономиче­
ских процессах. Какие методы выявления и фильтра­
ции сезонной компоненты временного ряда вы знаете? 

8. Поясните суть статистических методов анализа сезонно­
сти. Что такое сезонная волна? 

Упражнения 

1. В таблице приведены годовые данные о трудоемкости 
производства 1 т цемента (нормо-смен). 

Текущий номер 
года (t) 
Трудоемкость 1 т 
цемента (у,) 

1 

7,9 

2 

8,3 

3 

7,5 

4 

6,9 

5 

7,2 

6 

6,5 

7 

5,8 

8 

4,9 

9 

5,1 

10 

4,4 

Определить наличие тренда во временном ряду: 
а) методом проверки разности средних уровней; 
б) методом Фостера—Стьюарта (табличные значения 

статистик Стьюдента и Фишера принять равными ta — 2,23; 
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Fa = 3,07; другие необходимые табличные данные приведе­
ны в табл. 4.5). 

2. Сгладить временной ряд, приведенный в упр. 1, мето­
дом простой скользящей средней. Результаты показать на 
графике. 

3. Сгладить временной ряд, приведенный в упр. 1, мето­
дом экспоненциального сглаживания, приняв параметр а 
экспоненциального сглаживания равным: а) 0,1; б) 0,3. От­
разить результаты сглаживания на графике. Визуально оп­
ределить, какое из этих значений а наиболее соответствует 
экономическому процессу, заданному временным рядом. 

4. Для показателя, заданного временным рядом в упр. 1, 
определить: 

а) средний абсолютный прирост; 
б) средние темпы роста и прироста; 
в) средний уровень ряда; 
г) среднеквадратическое отклонение и дисперсию. 
5. Для временного ряда в упр. 1 рассчитать несколько 

первых коэффициентов автокорреляции по формуле (4.18') и 
построить график автокорреляционной функции. Найти ве­
личину временного лага. 



Глава 5 
МОДЕЛИ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ 
ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

• Трендовые модели на основе кривых роста 
• Оценка адекватности и точности трендовых моделей 
• Прогнозирование экономической динамики на основе трендовых 

моделей 
• Адаптивные модели прогнозирования 

5.1 . Трендовые модели на основе кривых роста 

Основная цель создания трендовых моделей экономиче­
ской динамики — на их основе сделать прогноз о развитии 
изучаемого процесса на предстоящий промежуток времени. 
Прогнозирование на основе временого ряда экономических 
показателей относится к одномерным методам прогнозиро­
вания, базирующимся на экстраполяции, т.е. на продлении 
на будущее тенденции, наблюдавшейся в прошлом. При та­
ком подходе предполагается, что прогнозируемый показа­
тель формируется под воздействием большого количества 
факторов, выделить которые либо невозможно, либо по кото­
рым отсутствует информация. В этом случае ход изменения 
данного показателя связывают не с факторами, а с течением 
времени, что проявляется в образовании одномерных вре­
менных рядов. Рассмотрим метод экстраполяции на основе 
так называемых кривых роста экономической динамики. 

Использование метода экстраполяции на основе кривых 
роста для прогнозирования базируется на двух предположе­
ниях: 
• временной ряд экономического показателя действитель­

но имеет тренд, т.е. преобладающую тенденцию; 
• общие условия, определявшие развитие показателя в 

прошлом, останутся без существенных изменений в тече­
ние периода упреждения. 
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В настоящее время насчитывается большое количество 
типов кривых роста для экономических процессов. Чтобы 
правильно подобрать наилучшую кривую роста для модели­
рования и прогнозирования экономического явления, необ­
ходимо знать особенности каждого вида кривых. Наиболее 
часто в экономике используются полиномиальные, экспо­
ненциальные и S-образные кривые роста. Простейшие поли­
номиальные кривые роста имеют вид: 

yt = а0 + a±t (полином первой степени) 

yt = а0 + a-^t + a2t (полином второй степени) 

yt = а0 + o,\t + a2t + a3t (полином третьей степени) 

и т.д. 
Параметр а\ называют линейным приростом, параметр 

0-2 — ускорением роста, параметр аз — изменением ускоре­
ния роста. 

Для полинома первой степени характерен постоянный 
закон роста. Если рассчитать первые приросты по формуле 
ut = yt ~ j / f_i , t = 2, 3, ..., п, то они будут постоянной вели­
чиной и равны Oj. 

Если первые приросты рассчитать для полинома второй 
степени, то они будут иметь линейную зависимость от вре­
мени и ряд из первых приростов и2, щ,... на графике будет 
представлен прямой линией. Вторые приросты u\'~ut- ut_± 
для полинома второй степени будут постоянны. 

Для полинома третьей степени первые приросты будут 
полиномами второй степени, вторые приросты будут линейной 
функцией времени, а третьи приросты, рассчитываемые по 
формуле uf^ = uf' - u j _ \ , будут постоянной величиной. 

На основе сказанного можно отметить следующие свойст­
ва полиномиальных кривых роста: 
• от полинома высокого порядка можно путем расчета по­

следовательных разностей (приростов) перейти к поли­
ному более низкого порядка; 

• значения приростов для полиномов любого порядка не 
зависят от значений самой функции yt. 
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Таким образом, полиномиальные кривые роста можно 
использовать для аппроксимации (приближения) и прогно­
зирования экономических процессов, в которых последую­
щее развитие не зависит от достигнутого уровня. 

В отличие от использования полиномиальных кривых 
использование экспоненциальных кривых роста предпола­
гает, что дальнейшее развитие зависит от достигнутого уров­
ня, например, прирост зависит от значения функции. В эко­
номике чаще всего применяются две разновидности экспо­
ненциальных (показательных) кривых: простая экспонента 
и модифицированная экспонента. 

Простая экспонента представляется в виде функции 

yt=ab\ (5.1) 

где а и b — положительные числа, при этом если b больше 
единицы, то функция возрастает с ростом времени t, если 
Ъ меньше единицы — функция убывает. 

Можно заметить, что ордината данной функции изме­
няется с постоянным темпом прироста. Если взять отно­
шение прироста к самой ординате, оно будет постоянной 
величиной: 

Щ ^yt- yt-i = 1 1 
Уг У{ Ь ' 

Прологарифмируем выражение для данной функции по 
любому основанию: 

\ogyt = logo + tlogb. 

Отсюда можно заметить, что логарифмы ординат простой 
экспоненты линейно зависят от времени. 

Модифицированная экспонента имеет вид 

yt = k + abl, (5.2) 

где постоянные величины: а меньше нуля, b положительна 
и меньше единицы, а константа k носит название асимптоты 
этой функции, т.е. значения функции неограниченно при­
ближаются (снизу) к величине k. Могут быть другие варианты 
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модифицированной экспоненты, но на практике наиболее 
часто встречается указанная выше функция. 

Если прологарифмировать первые приросты данной функ­
ции, то получится функция, линейно зависящая от времени, 
а если взять отношение двух последовательных приростов, 
то оно будет постоянной величиной: 

Щ = Vt ~ Vt-l = ъ 

Щ-1 У1-1-У1-2 

В экономике достаточно распространены процессы, кото­
рые сначала растут медленно, затем ускоряются, а затем 
снова замедляют свой рост, стремясь к какому-либо пределу. 
В качестве примера можно привести процесс ввода некоторого 
объекта в промышленную эксплуатацию, процесс изменения 
спроса на товары, обладающие способностью достигать неко­
торого уровня насыщения, и др. Для моделирования таких 
процессов используются так называемые S-образные кривые 
роста, среди которых выделяют кривую Гомперца и логи­
стическую кривую. 

Кривая Гомперца имеет аналитическое выражение 

yt = kab', (5.3) 

где а, Ъ — положительные параметры, причем Ъ меньше 
единицы; параметр k — асимптота функции. 

В кривой Гомперца выделяются четыре участка: на пер­
вом — прирост функции незначителен, на втором — при­
рост увеличивается, на третьем участке прирост примерно 
постоянен, на четвертом — происходит замедление темпов 
прироста и функция неограниченно приближается к значе­
нию k. В результате конфигурация кривой напоминает 
латинскую букву S. 

Логарифм данной функции является экспоненциальной 
кривой; логарифм отношения первого прироста к самой ор­
динате функции — линейная функция времени. 

На основании кривой Гомперца описывается, например, 
динамика показателей уровня жизни; модификации этой 
кривой используются в демографии для моделирования по­
казателей смертности и т. д. 
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Логистическая кривая, или кривая Перла—Рида — воз­
растающая функция, наиболее часто выражаемая в виде 

У*= Ц г ; <5'4> 
1 + ае ы 

другие виды этой кривой: 
A ft А К 

1 + аЬ~* 1 + 10 а"6 ' 
В этих выражениях а и Ъ — положительные параметры; 

k — предельное значение функции при бесконечном возрас­
тании времени. 

Если взять производную данной функции, то можно уви­
деть, что скорость возрастания логистической кривой в ка­
ждый момент времени пропорциональна достигнутому уров­
ню функции и разности между предельным значением k и 
достигнутым уровнем. Логарифм отношения первого при­
роста функции к квадрату ее значения (ординаты) есть ли­
нейная функция от времени. 

Конфигурация графика логистической кривой близка 
графику кривой Гомперца, но в отличие от последней логи­
стическая кривая имеет точку симметрии, совпадающую с 
точкой перегиба. 

Рассмотрим проблему предварительного выбора вида 
кривой роста для конкретного временного ряда. Допустим, 
имеется временной ряд у1,у2,у3,...,уп. 

Для выбора вида полиномиальной кривой роста наи­
более распространенным методом является метод конечных 
разностей (метод Тинтнера). Этот метод может быть ис­
пользован для предварительного выбора полиномиальной 
кривой, если, во-первых, уровни временного ряда состоят 
только из двух компонент: тренд и случайная компонента, 
и во-вторых, тренд является достаточно гладким, чтобы 
его можно было аппроксимировать полиномом некоторой 
степени. 

На первом этапе этого метода вычисляются разности 
(приросты) до /г-го порядка включительно: 
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ui =У, -Vt-i\ 

uj2) =ut -u,^; 

u\k)=u\k-l)-u\k_\l\ 

Для аппроксимации экономических процессов обычно 
вычисляют конечные разности до четвертого порядка. 

Затем для исходного ряда и для каждого разностного ря­
да вычисляются дисперсии по следующим формулам: 

для исходного ряда 

2 1=1 п М=1 / 
сто = Z •> 

п - 1 
для разностного ряда /г-го порядка (k = 1, 2, . . . ) 

± К)' 
а\ = ' *+1 ; С**—биномиальный коэффициент. 

Производится сравнение отклонений каждой последую­
щей дисперсии от предыдущей, т.е. вычисляются величины 

2 2 
ak ~ °"fe-l > 

и если для какого-либо Л эта величина не превосходит неко­
торой наперед заданной положительной величины, т.е. 
дисперсии одного порядка, то степень аппроксимирующего 
полинома должна быть равна h - 1. 

Более универсальным методом предварительного выбора 
кривых роста, позволяющим выбрать кривую из широкого 
класса кривых роста, является метод характеристик при­
роста. Он основан на использовании отдельных характерных 
свойств кривых, рассмотренных выше. При этом методе 
исходный временной ряд предварительно сглаживается 
методом простой скользящей средней. Например, для ин­
тервала сглаживания т = 3 сглаженные уровни рассчитыва­
ются по формуле 
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т, - Vt-l + Vt + yt+l Vt- g -

причем чтобы не потерять первый и последний уровни, их 
сглаживают по формулам 

Ьуг + 2у2 ~ Уз 
Уг = 5 . 

- -Уп-2 + 2Уп-1 + 5Уп 
Ул " 6 

Затем вычисляются первые средние приросты 

щ = Ум-й-1г t = 2,3,...X,n-l; 

вторые средние приросты 

ltd. — • 

2 . 
а также ряд производных величин, связанных с вычислен­
ными средними приростами и сглаженными уровнями ряда: 

Щ , _ и, и - • logu,; l o g ^ - ; log- ' 
& " Vt У? 

В соответствии с характером изменения средних при­
ростов и производных показателей выбирается вид кривой 
роста для исходного временного ряда, при этом используется 
табл. 5.1. 

На практике при предварительном выборе отбирают обыч­
но две-три кривые роста для дальнейшего исследования и 
построения трендовой модели данного временного ряда. 

Рассмотрим методы определения параметров отобранных 
кривых роста. Параметры полиномиальных кривых оцени­
ваются, как правило, методом наименьших квадратов, суть 
которого заключается в том, чтобы сумма квадратов откло­
нений фактических уровней ряда от соответствующих вы­
равненных по кривой роста значений была наименьшей. 
Этот метод приводит к системе так называемых нормальных 
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уравнений для определения неизвестных параметров отобран­
ных к р и в ы х . 

Таблица 5.1 
Показатель Характер изменения 

показателя во времени 
Вид 

кривой роста 
Первый 
прирост 
Тоже 

средний 
Щ 

Второй средний 
прирост 

Щ_ 
Уг 
l o g o , 

log^f-
Уг 

i ut l o g - ^ -
Vt 

й?> 

Примерно одинаковы 

Изменяются линейно 

Изменяются линейно 

Примерно одинаковы 

Изменяются линейно 

Изменяются линейно 

Изменяются линейно 

Полином первого 
порядка (прямая) 

Полином второго 
порядка (парабола) 
Полином третьего 
порядка (кубическая 
парабола) 

Простая экспонента 

Модифицированная 
экспонента 

Кривая Гомперца 

Логистическая 
кривая 

Д л я полинома первой степени 

yt =a0 + axt 

система нормальных уравнений имеет вид: 

(5.5) 

где знак суммирования распространяется на все моменты 
наблюдения (все уровни) исходного временного ряда. 

Аналогичная система для полинома второй степени 

yt = OQ + a-yt + atf, 

имеет вид 
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а0п + a^t + а 2 £* 2 = ]Tj/(, 

• a0^t + a^t2 + a2Y,t3 = J,ytU (5.6) 

Для полинома третьей степени 

Л 2 3 
yt = aQ + a-yt + dyt + a^t 

система нормальных уравнений записывается следующим 
образом: 

ooZ * + a i Z *2 + а
2Х*3 + а з Е <4 = X &'» 

' ооХ *2 + «iX'3 + fl
2X '4 + азХ *5 = X у / . 

.воХ'3 + a i X ' 4 + я2Х'5 + «зХ'в = Х У / -

Параметры экспоненциальных и S-образных кривых на­
ходятся более сложными методами. Для простой экспоненты 

Vt = аЪ1 

предварительно логарифмируют выражение по некоторому 
основанию (например, десятичному или натуральному): 

log yt =\oga + t log Ь, 

т.е. для логарифма функции получают линейное выражение, а 
затем для неизвестных параметров log a и log b составляют 
на основе метода наименьших квадратов систему нормальных 
уравнений, аналогичную системе для полинома первой 
степени. Решая эту систему, находят логарифмы параметров, 
а затем и сами параметры модели. 

При определении параметров кривых роста, имеющих 
асимптоты (модифицированная экспонента, кривая Гомперца, 
логистическая кривая), различают два случая. Если значение 
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асимптоты k известно заранее, то путем несложной моди­
фикации формулы и последующего логарифмирования опре­
деление параметров сводят к решению системы нормальных 
уравнений, неизвестными которой являются логарифмы 
параметров кривой. 

Если значение асимптоты заранее неизвестно, то для 
нахождения параметров указанных выше кривых роста ис­
пользуются приближенные методы: метод трех точек, метод 
трех сумм и др. 

Таким образом, при моделировании экономической ди­
намики, заданной временным рядом, путем сглаживания 
исходного ряда, определения наличия тренда, отбора одной 
или нескольких кривых роста и определения их параметров 
в случае наличия тренда получают одну или несколько трен-
довых моделей для исходного временного ряда. Встает во­
прос, насколько эти модели близки к экономической реаль­
ности, отраженной во временном ряду, насколько обосновано 
применение этих моделей для анализа и прогнозирования 
изучаемого экономического явления. Этот вопрос рассматри­
вается в следующем параграфе. 

5.2. Оценка адекватности и точности трендовых моделей 

Независимо от вида и способа построения экономико-ма­
тематической модели вопрос о возможности ее применения 
в целях анализа и прогнозирования экономического явле­
ния может быть решен только после установления адекват­
ности, т.е. соответствия модели исследуемому процессу или 
объекту. Так как полного соответствия модели реальному 
процессу или объекту быть не может, адекватность — в ка­
кой-то мере условное понятие. При моделировании имеется 
в виду адекватность не вообще, а по тем свойствам модели, 
которые считаются существенными для исследования. 

Трендовая модель yt конкретного временного ряда yt счи­
тается адекватной, если правильно отражает систематиче­
ские компоненты временного ряда. Это требование эквива­
лентно требованию, чтобы остаточная компонента et = yt - yt 

(t = 1, 2, ..., га) удовлетворяла свойствам случайной компо-
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ненты временного ряда, указанным в § 4 .1 : случайность ко­
лебаний уровней остаточной последовательности, соответст­
вие распределения случайной компоненты нормальному за­
кону распределения, равенство математического ожидания 
случайной компоненты нулю, независимость значений уров­
ней случайной компоненты. Рассмотрим, каким образом 
осуществляется проверка этих свойств остаточной последо­
вательности. 

Проверка случайности колебаний уровней остаточной 
последовательности означает проверку гипотезы о правиль­
ности выбора вида тренда. Для исследования случайности 
отклонений от тренда мы располагаем набором разностей 

е* =yt-Vt (t = 1 ' 2 > •••>")• 
Характер этих отклонений изучается с помощью ряда 

непараметрических критериев. Одним из таких критериев 
является критерий серий, основанный на медиане выборки. 
Ряд из величин Et располагают в порядке возрастания их 
значений и находят медиану е т полученного вариационного 
ряда, т.е. срединное значение при нечетном п или среднюю 
арифметическую из двух срединных значений при п четном. 
Возвращаясь к исходной последовательности zt и сравни­
вая значения этой последовательности с е т , будем ставить 
знак «плюс», если значение е( превосходит медиану, и знак 
«минус», если оно меньше медианы; в случае равенства 
сравниваемых величин соответствующее значение Et опус­
кается. Таким образом, получается последовательность, 
состоящая из плюсов и минусов, общее число которых не 
превосходит п. Последовательность подряд идущих плюсов 
или минусов называется серией. Для того чтобы последова­
тельность et была случайной выборкой, протяженность самой 
длинной серии не должна быть слишком большой, а общее 
число серий — слишком малым. 

Обозначим протяженность самой длинной серии через 
Ктйх, а общее число серий — через v. Выборка признается 
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случайной, если выполняются следующие неравенства для 
5% -ного уровня значимости: 

Kmax<[3,3(lgn + 1)]; (5.8) 

v > i ( n + l - l , 9 6 V n - l ) 

где квадратные скобки, как обычно, означают целую часть 
числа. 

Если хотя бы одно из этих неравенств нарушается, то ги­
потеза о случайном характере отклонений уровней времен­
ного ряда от тренда отвергается и, следовательно, трендовая 
модель признается неадекватной. 

Другим критерием для данной проверки может служить 
критерий пиков (поворотных точек). Уровень последова­
тельности е( считается максимумом, если он больше двух 
рядом стоящих уровней, т.е. ef_1 < et > е 4 + 1 ,и минимумом, 
если он меньше обоих соседних уровней, т.е. et_i > st < s t + 1 . 
В обоих случаях zt считается поворотной точкой; общее чис­
ло поворотных точек для остаточной последовательности st 

обозначим через р. 
В случайной выборке математическое ожидание числа то-

— 2 
чек поворота р и дисперсия (5р выражаются формулами: 

о 16гс-29 
90 

Критерием случайности с 5% -ным уровнем значимости, 
т.е. с доверительной вероятностью 95%, является выполнение 
неравенства 

Р> Р ~ 1,96, (5.9) 

где квадратные скобки, как и ранее, означают целую часть 
числа. Если это неравенство не выполняется, трендовая мо­
дель считается неадекватной. 
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Проверка соответствия распределения случайной ком­
поненты нормальному закону распределения может быть 
произведена лишь приближенно с помощью исследования 
показателей асимметрии (yi) и эксцесса (у2),так как временные 
ряды, как правило, не очень велики. При нормальном рас­
пределении показатели асимметрии и эксцесса некоторой 
генеральной совокупности равны нулю. Мы предполагаем, что 
отклонения от тренда представляют собой выборку из генераль­
ной совокупности, поэтому можно определить только выбороч­
ные характеристики асимметрии и эксцесса и их ошибки: 

Yi = 

1 " 

1\ 

б(п - 2) 
|(п + 1)(п + 3)' 

(5.10) 

24n(n - 2)(п - 3) 
°"Ь ~ j(n + lf(n + 3){n + 5)' 

В этих формулах у\ — выборочная характеристика асим­
метрии; у 2— выборочная характеристика эксцесса; ст^ и 

соответствующие среднеквадратические ошибки. 
Если одновременно выполняются следующие неравенства: 

6 
Y2 + 

V2 

|Yi| < 1,5сгь; п +1 < l,5af2, 

то гипотеза о нормальном характере распределения случайной 
компоненты принимается. 

Если выполняется хотя бы одно из неравенств 
6 

|YiP 2(T9 I ; Y2 + п +1 
> 2a f2, 

то гипотеза о нормальном характере распределения отверга­
ется, трендовая модель признается неадекватной. Другие 
случаи требуют дополнительной проверки с помощью более 
сложных критериев. 
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Кроме рассмотренного метода известен ряд других методов 
проверки нормальности закона распределения случайной 
величины: метод Вестергарда, Д5-критерий и т. д. Рассмот­
рим наиболее простой из них, основанный на iJS-критерии. 
Этот критерий численно равен отношению размаха вариа­
ции случайной величины R к стандартному отклонению S. 

В нашем случаеR = е т а х - emin,a S = S$ = ^ £ е ? / л - 1. В ь ь 

численное значение RS-критерия сравнивается с табличными 
(критическими) нижней и верхней границами данного 
отношения, и если это значение не попадает в интервал между 
критическими границами, то с заданным уровнем значимости 
гипотеза о нормальности распределения отвергается; в про­
тивном случае эта гипотеза принимается. Для иллюстрации 
приведем несколько пар значений критических границ RS-
критерия для уровня значимости а = 0,05: при п = 10 ниж­
няя граница равна 2,67, а верхняя равна 3,685; при п = 20 эти 
числа составляют соответственно 3,18 и 4,49; при п = 30 они 
равны 3,47 и 4,89. 

Проверка равенства математического ожидания слу­
чайной компоненты нулю, если она распределена по нор­
мальному закону, осуществляется на основе i-критерия 
Стьюдента. Расчетное значение этого критерия задается 
формулой 

г = Ц1^п, (5.11) 
^ Е 

где е — среднее арифметическое значение уровней остаточ­
ной последовательности е ( ; 

SE — стандартное (среднеквадратическое) отклонение для 
этой последовательности. 

Если расчетное значение t меньше табличного значения ta 
статистики Стьюдента с заданным уровнем значимости а и 
числом степеней свободы га-1, то гипотеза о равенстве нулю 
математического ожидания случайной последовательности 
принимается; в противном случае эта гипотеза отвергается 
и модель считается неадекватной. 
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Проверка независимости значений уровней случайной 
компоненты, т.е. проверка отсутствия существенной авто­
корреляции в остаточной последовательности может осуще­
ствляться по ряду критериев, наиболее распространенным 
из которых является d-критерий Дарбина—Уотсона. Рас­
четное значение этого критерия определяется по формуле 

п 2 
Х(е< -e*_i) 

d = *zl . (5.12) 

Заметим, что расчетное значение критерия Дарбина-Уот-
сона в интервале от 2 до 4 свидетельствует об отрицательной 
связи; в этом случае его надо преобразовать по формуле 
d' = 4 - d и в дальнейшем использовать значение d'. 

Расчетное значение критерия d (или d') сравнивается с 
верхним d% и нижним d\ критическими значениями ста­
тистики Дарбина—Уотсона, фрагмент табличных значений 
которых для различного числа уровней ряда п и числа опре­
деляемых параметров модели k представлен для наглядности 
в табл. 5.2 (уровень значимости 5%). 

Таблица 5.2 

п 
k=l 

rfl d2 

ft=2 
dx d2 

ft=3 
di d2 

15 1,08 1,36 0,95 1,54 0,82 1,75 
20 1,20 1,41 1,10 1,54 1,00 1,68 
30 1,35 1,49 1,28 1,57 1,21 1,65 

Если расчетное значение критерия d больше верхнего 
табличного значения d%, то гипотеза о независимости уров­
ней остаточной последовательности, т.е. об отсутствии в 
ней автокорреляции, принимается. Если значение d меньше 
нижнего табличного значения d±, то эта гипотеза отвергается 
и модель неадекватна. Если значение d находится между 
значениями d\ и d<i, включая сами эти значения, то считается, 
что нет достаточных оснований сделать тот или иной вывод 
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и необходимы дальнейшие исследования, например, по боль­
шему числу наблюдений. 

Вывод об адекватности трендовой модели делается, если 
все указанные выше четыре проверки свойств остаточной 
последовательности дают положительный результат. Для 
адекватных моделей имеет смысл ставить задачу оценки их 
точности. Точность модели характеризуется величиной 
отклонения выхода модели от реального значения модели­
руемой переменной (экономического показателя}. Для по­
казателя, представленного временным рядом, точность опре­
деляется как разность между значением фактического уровня 
временного ряда и его оценкой, полученной расчетным 
путем с использованием модели, при этом в качестве стати­
стических показателей точности применяются следующие: 

среднее квадратическое отклонение 

».-J^t(».-*.)'• <5Л8> 
средняя относительная ошибка аппроксимации 

п « = 1 

Vt -yt 1 £ ^ 
yt 

коэффициент сходимости 

100%, (5.14) 

2 

Ф
2 = ^ — , (5.15) 

коэффициент детерминации П 

Д 2 = 1 - Ф 2 (5.16) 

и другие показатели; в приведенных формулах п — количе­
ство уровней ряда, к — число определяемых параметров 
модели, yt— оценка уровней ряда по модели, у— среднее 
арифметическое значение уровней ряда. 
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На основании указанных показателей можно сделать 
выбор из нескольких адекватных трендовых моделей эконо­
мической динамики наиболее точной, хотя может встре­
титься случай, когда по некоторому показателю более точна 
одна модель, а по другому — другая. 

Данные показатели точности моделей рассчитываются 
на основе всех уровней временного ряда и поэтому отражают 
лишь точность аппроксимации. Для оценки прогнозных 
свойств модели целесообразно использовать так называемый 
ретроспективный прогноз — подход, основанный на выде­
лении участка из ряда последних уровней исходного вре­
менного ряда в количестве, допустим, П2 уровней в качестве 
проверочного, а саму трендовую модель в этом случае следует 
строить по первым точкам, количество которых будет равно 
П\ — п - «2- Тогда для расчета показателей точности модели 
по ретроспективному прогнозу применяются те же формулы, 
но суммирование в них будет вестись не по всем наблюде­
ниям, а лишь по последним п% наблюдениям. Например, 
формула для среднего квадратического отклонения будет 
иметь вид: 

где yt — значения уровней ряда по модели, построенной для 
первых п\ уровней. 

Оценивание прогнозных свойств модели на ретроспектив­
ном участке весьма полезно, особенно при сопоставлении 
различных моделей прогнозирования из числа адекватных. 
Однако надо помнить, что оценки ретропрогноза — лишь 
приближенная мера точности прогноза и модели в целом, 
так как прогноз на период упреждения делается по модели, 
построенной по всем уровням ряда. 

L. Пример 1. Для временного ряда, представленного в пер­
вых двух графах табл. 5.3, построена трендовая модель в ви­
де полинома первой степени (линейная модель): 

yt = 87,8 - 3,4*. 
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Требуется оценить адекватность и точность построенной 
модели. 

Прежде всего сформируем остаточную последовательность 
(ряд остатков), для чего из фактических значений уровней ря­
да вычтем соответствующие расчетные значения по модели: 
остаточная последовательность приведена в гр. 4 табл. 5.3. 

Таблица 5.3 
t 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

45 

Факти­
ческое 

yt 

85 
81 
78 
72 
69 
70 
64 
61 
56 

636 

Рас­
четное 

У, 
84,4 
81,0 
77,6 
74,1 
70,7 
67,3 
63,8 
60,4 
57,0 

636,3 

Откло­
нение 

Е< 

0,6 
0,0 
0,4 

- 2 , 1 
- 1 , 7 

2,7 
0,2 
0,6 

-1 ,0 
- 0 , 3 

Точки 
пиков 

-
1 
1 
1 
0 
1 
1 
1 
-
6 

Е? 
0,36 
0,00 
0,16 
4,41 
2,89 
7,29 
0,04 
0,36 
1,00 

15,51 

Е( E , _ j 

-
-0 ,6 

0,4 
- 2 , 5 

0,4 
4,4 

- 2 , 5 
0,4 

-1 ,6 

/ \2 
(Е, " Б , . ! ) 

-
0,36 
0,16 
6,25 
0,16 

19,36 
6,25 
0,16 
2,56 

35,26 

1Ч:г/(* 
хЮО 

0,71 
0,00 
0,49 
2,69 
2,46 
3,86 
0,31 
0,98 
1,79 

13,29 

Проверку случайности уровней ряда остатков проведем на 
основе критерия пиков (поворотных точек). Точки пиков от­
мечены в гр. 5 табл. 5.3; их количество равно шести (р = 6). 
Правая часть неравенства (5.9) равняется в данном случае 
двум, т.е. это неравенство выполняется. Следовательно, 
можно сделать вывод, что свойство случайности ряда остат­
ков подтверждается. 

Результаты предыдущей проверки дают возможность про­
вести проверку соответствия остаточной последовательности 
нормальному закону распределения. Воспользуемся -КЗ-
критерием. В нашем случае размах вариации R = етах - £„„„ = 

= 2,7 - (-2,1) = 4,8 , а среднее квадратическое отклонение 

Sy - J e , :\n - l) = 715,51:8 = 1,39 . Следовательно, критерий 
RS = 4,8:1,39 = 3,45, и это значение попадает в интервал 
между нижней и верхней границами табличных значений 
данного критерия (эти границы для га = 10 и уровня значи-
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мости а = 0,05 составляют соответственно 2,7 и 3,7). Это по­
зволяет сделать вывод, что свойство нормальности распреде­
ления выполняется. 

Переходя к проверке равенства (близости) нулю матема­
тического ожидания ряда остатков, заметим, что по резуль­
татам вычислений в табл. 5.3 это математическое ожида­
ние равно (-0,3): 9 * -0 ,03 и, следовательно, можно подтвер­
дить выполнение данного свойства, не прибегая к статистике 
Стьюдента. 

Для проверки независимости уровней ряда остатков (отсут­
ствия автокорреляции) вычислим значение критерия Дар-
бина—Уотсона. Расчеты по формуле (5.12), представленные 
в гр. 6, 7, 8 табл. 5.3, дают следующее значение этого крите­
рия: d = 35,26 : 15,51 = 2,27. Эта величина превышает 2, 
что свидетельствует об отрицательной автокорреляции, 
поэтому критерий Дарбина—Уотсона необходимо преобра­
зовать: d = 4 - d = 4 - 2,27 = 1 , 7 3 . Данное значение сравни­
ваем с двумя критическими табличными значениями 
критерия, которые для линейной модели в нашем случае 
можно принять равными d\ =1,08 и d% = 1,36. Так как рас­
четное значение попадает в интервал от <2з до 2, то дела­
ется вывод о независимости уровней остаточной последова­
тельности. 

Из сказанного выше следует, что остаточная последова­
тельность удовлетворяет всем свойствам случайной компо­
ненты временного рада, следовательно, построенная линейная 
модель является адекватной. 

Для характеристики точности модели воспользуемся по­
казателем средней относительной ошибки аппроксимации, 
который рассчитывается по формуле (5.14): ё о т н= 13,29 : 9 = 
= 1,48 (%). Полученное значение средней относительной 
ошибки говорит о достаточно высоком уровне точности по­
строенной модели (ошибка менее 5% свидетельствует об 
удовлетворительном уровне точности; ошибка в 10 и более 
процентов считается очень большой). ж 
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5.3. Прогнозирование экономической динамики 
на основе трендовых моделей 

Прогнозирование экономических показателей на основе 
трендовых моделей, как и большинство других методов эко­
номического прогнозирования, основано на идее экстраполя­
ции. Как уже сказано выше, под экстраполяцией обычно 
понимают распространение закономерностей, связей и соот­
ношений, действующих в изучаемом периоде, за его пределы. 
В более широком смысле слова ее рассматривают как полу­
чение представлений о будущем на основе информации, от­
носящейся к прошлому и настоящему. В процессе построения 
прогнозных моделей в их структуру иногда закладываются 
элементы будущего предполагаемого состояния объекта или 
явления, но в целом эти модели отражают закономерности, 
наблюдаемые в прошлом и настоящем, поэтому достоверный 
прогноз возможен лишь относительно таких объектов и яв­
лений, которые в значительной степени детерминируются 
прошлым и настоящим. 

Существуют две основные формы детерминации: внут­
ренняя и внешняя. Внутренняя детерминация, или самодетер­
минация, более устойчива, ее проще идентифицировать с ис­
пользованием экономико-математических моделей. Внешняя 
детерминация определяется большим числом факторов, по­
этому учесть их все практически невозможно. Если некоторые 
методы моделирования, например адаптивные, отражают об­
щее совокупное влияние на экономическую систему внеш­
них факторов, т.е. отражают внешнюю детерминацию, то ме­
тоды, базирующиеся на использовании трендовых моделей 
экономических процессов, представленных одномерными 
временными рядами, отражают внутреннюю детерминацию 
объектов и явлений. 

При экстраполяционном прогнозировании экономической 
динамики на основе временных рядов с использованием трен­
довых моделей выполняются следующие основные этапы: 

1) предварительный анализ данных; 
2) формирование набора моделей (например, набора кри­

вых роста), называемых функциями-кандидатами; 
3) численное оценивание параметров моделей; 
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4) определение адекватности моделей; 
5) оценка точности адекватных моделей; 
6) выбор лучшей модели; 
7) получение точечного и интервального прогнозов; 
8) верификация прогноза. 
Порядок реализации первых шести этапов из перечислен­

ных описан в предыдущих параграфах данной главы. Рассмот­
рим более подробно два заключительных этапа. 

Прогноз на основании трендовых моделей (кривых роста) 
содержит два элемента: точечный и интервальный прогнозы. 
Точечный прогноз — это прогноз, которым называется единст­
венное значение прогнозируемого показателя. Это значение оп­
ределяется подстановкой в уравнение выбранной кривой рос­
та величины времени t, соответствующей периоду упреждения: 
t = л + 1; t = п + 2 и т. д. Такой прогноз называется точеч­
ным, так как на графике его можно изобразить в виде точки. 

Очевидно, что точное совпадение фактических данных в 
будущем и прогностических точечных оценок маловероятно. 
Поэтому точечный прогноз должен сопровождаться двусто­
ронними границами, т.е. указанием интервала значений, в 
котором с достаточной долей уверенности можно ожидать 
появления прогнозируемой величины. Установление такого 
интервала называется интервальным прогнозом. 

Интервальный прогноз на базе трендовых моделей осу­
ществляется путем расчета доверительного интервала — 
такого интервала, в котором с определенной вероятностью 
можно ожидать появления фактического значения прогнози­
руемого экономического показателя. Расчет доверительных 
интервалов при прогнозировании с использованием кривых 
роста опирается на выводы и формулы теории регрессий. 
Перенесение выводов теории регрессий на временные эконо­
мические ряды не совсем правомерно, так как динамиче­
ские ряды, как выше уже отмечали, отличаются от стати­
стических совокупностей. Поэтому к оцениванию довери­
тельных интервалов для кривых роста следует подходить с 
известной долей осторожности. 

Методы, разработанные для статистических совокупно­
стей, позволяют определить доверительный интервал, зави­
сящий от стандартной ошибки оценки прогнозируемого по-



210 Глава 5 

казателя, от времени упреждения прогноза, от количества 
уровней во временном ряду и от уровня значимости (ошибки) 
прогноза. 

Стандартная (средняя квадратическая) ошибка оценки 
прогнозируемого показателя Sy определяется по формуле: 

- \ 2 
/Z(y«-y>) 

п - к 
Sy = \\ Х ,. . (5-17) 

л - f 
где yt — фактическое значение уровня временного ряда для 
времени t; yt — расчетная оценка соответствующего показа­
теля по модели (например, по уравнению кривой роста); п — 
количество уровней в исходном ряду; k — число парамет­
ров модели. 

В случае прямолинейного тренда для расчета доверительно­
го интервала можно использовать аналогичную формулу для 
парной регрессии, таким образом доверительный интервал 
прогноза Uу в этом случае будет иметь вид 

Uу = Уп+1 ± taSy 
1 3(п + 2L- 1) 

1 + - + - W - Z f~, (5.18) 
п п\п2 - 1 

где L — период упреждения; yn+i — точечный прогноз по 
модели на (п+Ь)-й момент времени; п — количество наблю­
дений во временном ряду; Sg — стандартная ошибка оценки 
прогнозируемого показателя, рассчитанная по ранее приве­
денной формуле для числа параметров модели, равного двум; 
ta — табличное значение критерия Стьюдента для уровня 
значимости а и для числа степеней свободы, равного п-2. 

Если выражение 

1 3(п + 21 - 1)' 

л п(п2 -1) 
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обозначить через К, то формула для доверительного интерва­
ла примет вид 

иу = yn+L ± sdK. (5.19) 

Значения величины К для оценки доверительных интер­
валов прогноза относительно линейного тренда табулированы. 
Фрагмент такой таблицы для уровня значимости а = 0,20 пред­
ставлен для иллюстрации в табл. 5.4. 

Таблица 5.4 
Число уровней 

в ряду (п) 
7 

10 
13 
15 

1 
1,932 
1,692 
1,581 
1,536 

Период упреждения 
2 3 4 

2,106 2,300 2,510 
1,774 1,865 1,964 
1,629 1,682 1,738 
1,572 1,611 1,653 

L 
5 

2,733 
2,069 
1,799 
1,697 

6 
2,965 
2,180 
1,863 
1,745 

Иногда для расчета доверительных интервалов прогноза 
относительно линейного тренда применяют приведенную 
выше формулу в несколько преобразованном виде: 

- \ 2 

и„ Уп + > ".*К+Ь"а (5.20) 
ЕС-О 

Здесь t — порядковый номер уровня ряда (t = 1,2, ..., п); 
ti = п + L — время, для которого делается прогноз; t — 
время, соответствующее середине периода наблюдений для 
исходного ряда, например, t = (п + 1):2; суммирование 
ведется по всем наблюдениям. 

Эту формулу можно упростить, если, как часто делается 
на практике, перенести начало отсчета времени на середину 
периода наблюдений (F= 0): 

Uy=yn+L±tasJl + U^-2 (5.21) 

Формула для расчета доверительных интервалов прогноза 
относительно тренда, имеющего вид полинома второго или 
третьего порядка, выглядит следующим образом: 
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V, - y.,L ± t A ^ - * w * _ _ _ _ ^ . ,5.22, 

Аналогично вычисляются доверительные интервалы для 
экспоненциальной кривой роста, а также для кривых роста, 
имеющих асимптоту (модифицированная экспонента, кривая 
Гомперца, логистическая кривая), если значение асимптоты 
известно. 

Таким образом, формулы расчета доверительного интер­
вала для трендовых моделей разного класса различны, но 
каждая из них отражает динамический аспект прогнозиро­
вания, т.е. увеличение неопределенности прогнозируемого 
процесса с ростом периода упреждения проявляется в посто­
янном расширении доверительного интервала. 

Несмотря на громоздкость некоторых формул, расчет точеч­
ных и интервальных прогнозов на основе трендовых моделей 
в форме кривых роста технически является достаточно простой 
процедурой. Однако не следует обольщаться технической 
простотой процедуры экстраполяции и пытаться заглянуть 
слишком далеко, это неизбежно приведет к грубым ошибкам. 
Оптимальная длина периода упреждения определяется отдель­
но для каждого экономического явления с учетом статисти­
ческой колеблемости изучаемых данных на основе содержа­
тельного суждения о стабильности явления. Эта длина, как 
правило, не превышает для рядов годовых наблюдений одной 
трети объема данных, а для квартальных и месячных рядов — 
двух лет. 

При выравнивании временных рядов с использованием 
кривых роста приходится решать вопрос о том, какой длины 
должен быть ряд, выбираемый для прогнозирования. Оче­
видно, что если период ряда экономической динамики слиш­
ком короткий, можно не обнаружить тенденцию его развития. 
С другой стороны, очень длительный временной ряд может 
охватывать периоды с различными трендами и его описание 
с помощью одной кривой роста не даст положительных ре­
зультатов. Поэтому рекомендуется поступать следующим 
образом. Если нет никаких соображений качественного по­
рядка, следует брать возможно больший промежуток времени. 
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Если развитие обнаруживает циклический характер, следует 
брать период от середины первого до середины последнего 
периода цикла. Если ряд охватывает периоды с разными 
трендами, лучше сократить ряд, отбросив наиболее ранние 
уровни, которые относятся к периоду с иной тенденцией 
развития. 

При экстраполяционном прогнозировании экономической 
динамики с использованием трендовых моделей весьма ва­
жным является заключительный этап — верификация 
прогноза. Верификация любых дескриптивных моделей, к 
которым относятся трендовые модели, сводится к сопостав­
лению расчетных результатов по модели с соответствующи­
ми данными действительности — массовыми фактами и за­
кономерностями экономического развития. Верификация 
прогнозной модели представляет собой совокупность крите­
риев, способов и процедур, позволяющих на основе многосто­
роннего анализа оценивать качество получаемого прогноза. 
Однако чаще всего на этапе верификации в большей степени 
осуществляется оценка метода прогнозирования, с помощью 
которого был получен результат, чем оценка качества самого 
результата. Это связано с тем, что до сих пор не найдено эф­
фективного подхода к оценке качества прогноза до его реа­
лизации. 

Даже в тех случаях, когда прогноз не оправдался, нельзя 
категорически утверждать, что он был бесполезен, поскольку 
пользователь, если он хотя бы частично контролирует ход 
событий и может воздействовать на экономический процесс, 
может использовать прогнозную информацию желаемым 
для себя образом. Так, получив прогноз событий, определяю­
щих нежелательное направление перспективного развития, 
пользователь может принять меры, чтобы прогноз не оп­
равдался; такой прогноз называется самодеструктивным. 
Если прогноз предсказал ход событий, устраивающий поль­
зователя, то он может использовать свои возможности для 
увеличения вероятности правильного прогноза; подобный 
прогноз называется саморегулирующим. Таким образом, по­
казателем ценности прогноза является не только его дос­
товерность, но и полезность для пользователей. 
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О точности прогноза принято судить по величине ошиб­
ки прогноза —- разности между фактическим значением ис­
следуемого показателя и его прогнозным значением. Оче­
видно, что определить указанную разность можно лишь в 
двух случаях: либо если период упреждения уже окончился 
и известно фактическое значение прогнозируемого показате­
ля (известна его реализация), либо если прогнозирование 
осуществлялось для некоторого момента времени в про­
шлом, для которого известны фактические данные. 

Во втором из названных случаев информация делится на 
две части. Часть, охватывающая более ранние данные, слу­
жит для оценивания параметров прогностической кривой 
роста, другая, более поздняя, рассматривается как реализа­
ция прогноза. Полученные таким образом ошибки прогноза 
в какой-то мере характеризуют точность применяемой мето­
дики прогнозирования. 

Проверка точности одного прогноза недостаточна для 
оценки качества прогнозирования, так как она может быть 
результатом случайного совпадения. Наиболее простой мерой 
качества прогнозов при условии, что имеются данные об их 
реализации, является отношение числа случаев, когда фак­
тическая реализация охватывалась интервальным прогнозом, 
к общему числу прогнозов. Данную меру качества прогнозов 
k можно вычислить по формуле 

* = -£-, 
p + q 

где р — число прогнозов, подтвержденных фактическими 
данными; q — число прогнозов, не подтвержденных факти­
ческими данными. 

Однако в практической работе проблему качества про­
гнозов чаще приходится решать, когда период упреждения 
еще не закончился и фактическое значение прогнозируемого 
показателя неизвестно. В этом случае более точной счита­
ется модель, дающая более узкие доверительные интервалы 
прогноза. На практике не всегда удается сразу построить 
достаточно хорошую модель прогнозирования, поэтому опи­
санные в данной главе этапы построения трендовых моде­
лей экономической динамики выполняются неоднократно. 
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Рассмотрим пример расчета точечного и интервального 
прогноза на основе трендовых моделей, используя данные 
задачи, решаемой в предыдущем параграфе данной главы. 

L. Пример 2. Пусть для временного ряда, представлен­
ного в табл. 5.3, требуется дать прогноз на два шага вперед 
(£ = 1 0 и £ = 1 1 ) н а основе адекватной линейной модели 
yt = 87,8 - 3,4* . 

Точечные прогнозы получим, подставляя в уравнение 
модели значения £ = 1 0 и * = 11: 

у10 = 87,8 - 3,4 • 10 = 53,8; 
уп = 8 7 , 8 - 3 , 4 - 1 1 = 50,4. 

При расчете доверительных интервалов прогноза учтем, 
что в процессе решения упомянутой задачи предыдущего 
параграфа было найдено значение средней квадратической 
ошибки оценки прогнозируемого показателя Sj = 1,39, а 
значения величины К в формуле (5.17) для ряда из девяти 
уровней можно получить при уровне значимости а = 0,20 
из табл. 5.4 путем линейной интерполяции приведенных 
значений для п = 7 и п = 10: для t = 10 (L = 1) К = 1,77; 
для t = 11 (L = 2) К = 1,88. Результаты расчета по формуле 
(5.17) представлены в табл. 5.5. 

Таблица 5.5 
Время 

(t) 
Шаг 
(L) 

Точечный, 
прогноз 

{Уп+ь) 

Доверительный 
интервал прогноза 

Нижняя гра­
ница 

Верхняя 
граница 

10 1 53,8 51,3 56,3 
11 2 50,4 47,8 53,0 

Так как модель, на основе которой осуществлялся про­
гноз, признана адекватной, то с принятым уровнем значи­
мости 0,20, другими словами, с доверительной вероятностью 
0,80 (или 80%) можно утверждать, что при сохранении сло­
жившихся закономерностей развития прогнозируемая вели­
чина попадет в интервал, образованный нижней и верхней 
границами. -Л 
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5.4. Адаптивные модели прогнозирования 

Как уже выше отмечено, в основе экстраполяционных ме­
тодов прогнозирования лежит предположение о том, что ос­
новные факторы и тенденции, имевшие место в прошлом, 
сохраняются в будущем. Сохранение этих тенденций — не­
пременное условие успешного прогнозирования. При этом 
необходимо, чтобы учитывались лишь те тенденции, которые 
еще не устарели и до сих пор оказывают влияние на изучае­
мый процесс. 

При краткосрочном прогнозировании, а также при про­
гнозировании в ситуации изменения внешних условий, ко­
гда наиболее важными являются последние реализации ис­
следуемого процесса, наиболее эффективными оказываются 
адаптивные методы, учитывающие неравноценность уровней 
временного ряда. 

Адаптивные модели прогнозирования — это модели дис­
контирования данных, способные быстро приспосабливать 
свою структуру и параметры к изменению условий. Инстру­
ментом прогноза в адаптивных моделях, как и в кривых 
роста, является математическая модель с единственным фак­
тором «время». 

При оценке параметров адаптивных моделей в отличие 
от рассматриваемых ранее моделей «кривых роста» наблюде­
ниям (уровням ряда) присваиваются различные веса в за­
висимости от того, насколько сильным признается их влия­
ние на текущий уровень. Это позволяет учитывать изме­
нения в тенденции, а также любые колебания, в которых 
прослеживается закономерность. Все адаптивные модели 
базируются на двух схемах: скользящего среднего (СС-мо-
дели) и авторегрессии (АР-модели). 

Согласно схеме скользящего среднего, оценкой текущего 
уровня является взвешенное среднее всех предшествующих 
уровней, причем веса при наблюдениях убывают по мере 
удаления от последнего уровня, т. е. информационная цен­
ность наблюдений признается тем большей, чем ближе они 
к концу интервала наблюдений. Такие модели хорошо отра­
жают изменения, происходящие в тенденции, но в чистом 
виде не позволяют отражать колебания. 
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Реакция на ошибку прогноза и дисконтирование уровней 
временного ряда в моделях, базирующихся на схеме СС, 
определяется с помощью параметров сглаживания (адаптации), 
значения которых могут изменяться от нуля до единицы. 
Высокое значение этих параметров (свыше 0,5) означает при­
дание большего веса последним уровням ряда, а низкое 
(менее 0,5) — предшествующим наблюдениям. Первый случай 
соответствует быстроизменяющимся динамичным процессам, 
второй — более стабильным. 

В авторегрессионной схеме оценкой текущего уровня 
служит взвешенная сумма не всех, а нескольких предшест­
вующих уровней, при этом весовые коэффициенты при наблю­
дениях не ранжированы. Информационная ценность наблю­
дений определяется не их близостью к моделируемому уровню, 
а теснотой связи между ними. 

Общая схема построения адаптивных моделей может 
быть представлена следующим образом. По нескольким пер­
вым уровням ряда оцениваются значения параметров моде­
ли. По имеющейся модели строится прогноз на один шаг 
вперед, причем его отклонение от фактических уровней ряда 
расценивается как ошибка прогнозирования, которая учиты­
вается в соответствии с принятой схемой корректировки мо­
дели. Далее по модели со скорректированными параметрами 
рассчитывается прогнозная оценка на следующий момент 
времени и т.д. Таким образом, модель постоянно «впиты- ^ 
вает» новую информацию и к концу периода обучения отра­
жает тенденцию развития процесса, существующую в дан­
ный момент. 

В практике статистического прогнозирования наиболее 
часто используются две базовые СС-модели — Брауна и 
Хольта, первая из них является частным случаем второй. 
Эти модели представляют процесс развития как линейную 
тенденцию с постоянно изменяющимися параметрами. 

Модель Брауна (модель экспоненциального сглаживания). 
Модель Брауна может отображать развитие не только в виде 
линейной тенденции, но также в виде случайного процесса, 
не имеющего тенденции, а также в виде изменяющейся па­
раболической тенденции. Соответственно различают модели 
Брауна: 
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• нулевого порядка, которая описывает процессы, не имею­
щие тенденции развития. Она имеет один параметр Ао 
(оценка текущего уровня). Прогноз развития на k шагов 
вперед осуществляется согласно формуле Y(t+k) = AQ. 
Такая модель также называется «наивной» («будет, как 
было»); 

• первого порядка (Y(t+k)= AQ +A1k). Коэффициент Ао — 
значение, близкое к последнему уровню, и представляет 
как бы закономерную составляющую этого уровня. Коэф­
фициент А\ определяет прирост, сформировавшийся в ос­
новном к концу периода наблюдений, но отражающий 
также (правда, в меньшей степени) скорость роста на более 
ранних этапах; 

• второго порядка, отражающей развитие в виде парабо­
лической тенденции с изменяющимися «скоростью» и 
«ускорением». Она имеет три параметра (Аг — оценка 
текущего прироста или «ускорение»). Прогноз осуществ­
ляется по формуле: Y(t+k) = AQ + A\k + А2А2. 
Порядок модели обычно определяют либо априорно на 

основе визуального анализа графика процесса (есть ли тренд 
и близок ли он к линейной функции), знаний законов раз­
вития характера изменения исследуемого явления, либо 
методом проб, сравнивая статистические характеристики 
моделей различного порядка на участке ретроспективного 
прогнозирования. 

Рассмотрим этапы построения линейной адаптивной 
модели Брауна. 

Этап 1. По первым пяти точкам временного ряда оце­
ниваются начальные значения Ао и А\ параметров модели с 
помощью метода наименьших квадратов для линейной ап­
проксимации: 

Yjtf) = AQ + Axt (* = 1,2,. . . ,5). 
Этап 2. С использованием параметров Ао и Ai по модели 

Брауна находим прогноз на один шаг {k = 1): 

Yp(t,k) = Ao(0 + At(t)k. 
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Этап 3. Расчетное значение Yp(t,k) экономического пока­
зателя сравнивают с фактическим Y{t) и вычисляется вели­
чина их расхождения (ошибки). При k = 1 имеем: 

«К* + 1) = Y(t + 1) - Yp(t,l). 
Этап 4. В соответствии с этой величиной корректируются 

параметры модели. В модели Брауна модификация осущест­
вляется следующим образом: 

Mt) = Mt -1 ) + Ax(t - l) + (l - pW); 

Ax(t) = Atf - 1) + (1 - P)2e(*), 
где р — коэффициент дисконтирования данных, изменяю­
щийся в пределах от 0 до 1 (а + Р = 1), характеризующий 
обесценение данных за единицу времени и отражающий 
степень доверия более поздним наблюдениям. Оптимальное 
значение р находится итеративным путем, т. е. многократ­
ным построением модели при разных р и выбором наилуч­
шей, или по формуле: 

Р = N - 3/N - 1), 
где N — длина временного рада, а — параметр сглаживания 
(а = 1 - р); 

e(t) — ошибка прогнозирования уровня Y(t), вычис­
ленная в момент времени (t - 1) на один шаг вперед. 

Этап 5. По модели со скорректированными параметрами 
AQ И А\ находят прогноз на следующий момент времени. 
Возврат на пункт 3, если t < N. 

Если t = N, то построенную модель можно использовать 
для прогнозирования на будущее. 

Этап 6. Интервальный прогноз строится как для линей­
ной модели кривой роста. 

L. Пример 3. Построим прогноз по линейной модели Брауна 
курса немецкой марки за май 1997 г. 

Исходный временной ряд содержит 19 уровней наблю­
дения данного показателя 
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Y(t): 3333 3337 3354 3364 3418 3392 3380 3406 3394 3409 
3410 3425 3409 3415 3416 3402 3387 3391 3390. 

Воспользуемся схемой адаптивного прогнозирования. 
Начальные оценки параметров получим по первым пяти 
точкам (табл. 5.6) при помощи МНК по формулам: 

А = ![(*- и) fw> - Y4)/X(* - О 2 =19?/10 =19'7-
У - АЛ • t 
1 ср Л 1 "-ср 

3361,2 - 19,7 • 3 = 3302,1, 

где tcp — среднее значение фактора «время»; Уср — среднее 
значение исследуемого показателя (Ycp = 16806:5 = 3361,2, 
t ср 3) 

Таблица 5.6. Оценка начальных значений параметров модели 

t 

1 
2 
3 
4 
б 
15 

Y(t) 

3333 
3337 
3354 
3364 
3418 
16806 

(t-tcp)'(t-tcp) 

4,0 
1,0 
0,0 
1,0 
4,0 
10,0 

У(*)-У.Р 
-28,2 
-24,2 
-7,2 
2,8 
56,8 
0 

*-*.р 

-2 
-1 
0 
1 
2 
0 

(t-tcp)-(Y(t)-Ycp) 

56,4 
24,2 
0 
2,8 

113,6 
197 

Возьмем ft = 1, а параметр сглаживания равным 0,4. 
В табл. 5.7 приведены расчеты параметров модели Брауна 
на каждом шаге. На последнем шаге получена модель 
Yp(N + k) = 338^9 ,8 - 1,5ft. Прогнозные оценки по этой 
модели получаются подстановкой в нее значений ft = 1 и 
ft = 2, а интервальные — по формуле: 

щ*) = «л J 1 + l l N + {{N+к - 07К* - 02}> 
где, как и в формуле (5.18), Sg — среднее квадратическое 

отклонение (СКО) аппроксимации, ta — табличное значение 
критерия Стьюдента с заданным уровнем значимости а. 
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На рис. 5.1 представлены результаты аппроксимации и 
прогнозирования по этой модели. Ряд 1 соответствует фак­
тическим данным, ряд 2 — расчетным данным по модели 
Брауна, при этом указаны точечные прогнозы на два шага 
вперед. Интервальные прогнозы можно получить, используя 
приведенные в табл. 5.7 значения £7(1) и 17(2). 

Таблица 5.7. Оценка параметров модели Брауна 
t 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 

Y(t) 

3333 
3337 
3354 
3364 
3418 
3392 
3380 
3406 
3394 
3409 
3410 
3425 
3409 
3415 
3416 
3402 
3387 
3391 
3390 

^0 
3302,1 
3331,2 
3339,5 
3354,7 
3365,4 
3412,3 
3398,9 
3385,5 
3404,4 
3397,5 
3408,5 
3411,2 
3424,0 
3412,8 
3415,4 
3416,6 
3404,9 
3390,0 
3390,5 
3389,8 

Aj 
19,7 
21,5 
19,0 
18,3 
16,8 
22,5 
15,7 
10,2 
11,8 
8,3 
8,8 
7,6 
8,6 
4,8 
4,4 
3,8 
0,9 

-2,2 
-1,7 
-1,5 

Y„(t) 

3321,8 
3352,7 
3358,5 
3373,0 
3382,3 
3434,8 
3414,5 
3395,7 
3416,2 
3405,8 
3417,3 
3418,8 
3432,6 
3417,6 
3419,8 
3420,4 
3405,8 
3387,9 
3388,8 
3388,3 
3386,9 

e(t) 

11,2 
-15,7 
-4,5 
-9,0 
35,7 

-42,8 
-34,5 
10,3 
-22,2 
3,2 

-7,3 
6,2 

-23,6 
-2,6 
-3,8 
-18,4 
-18,8 
3,1 
1,2 

17(1) = 36,31, £7(2) = 36,86. 
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Прогнозирование курса немецкой марки по модели Брауна 

Рис. 5.1. Результаты аппроксимации 
и прогнозирования по адаптивной модели Брауна 

(параметр сглаживания равен 0,4) А 

В моделях Брауна и Хольта параметры сглаживания харак­
теризуют степень адаптации модели к изменению ряда наблю­
дений Они определяют скорость реакции модели на измене­
ния, происходящие в развитии. Чем они больше, тем быст­
рее реагирует модель на изменения. Обычно для устойчивых 
рядов их величина большая, а для неустойчивых — маленькая. 
В различных методах прогнозирования используется раз­
личный подход к их определению. Их можно взять фиксиро­
ванными, а наилучшее значение определить методом подбора, 
чтобы ошибка прогноза на один шаг вперед была наименьшей. 
При использовании компьютера это не представляет труда. 

Альтернативу этому подходу составляет динамическое 
изменение параметров сглаживания. В методах эволюции и 
симплекс-планирования параметры адаптации постоянно 
меняются на каждом шаге. Для каждого параметра сглажи­
вания формируется несколько значений. 

Модели и методы авторегрессии. В авторегрессионных 
(АР) моделях текущее значение процесса представляется 
как линейная комбинация предыдущих его значений и слу­
чайной компоненты. 
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Идентификация АР(р) модели состоит в определении ее 
порядка р. Одной из предпосылок построения модели этого 
типа является применение их к стационарному процессу. 
Поэтому в более широком смысле идентификация модели 
включает также выбор способа трансформации исходного 
ряда наблюдений, как правило, имеющего некоторую тен­
денцию, в стационарный (или близкий к нему) ряд. Один 
из наиболее распространенных способов решения этой про­
блемы — последовательное взятие разностей, т.е. переход от 
исходного ряда к ряду первых, а затем и вторых разностей. 

«Чистые» авторегрессионные процессы имеют плавно за­
тухающую автокорреляционную функцию (АКФ). В этом 
случае в качестве порядка модели выбирается лаг, после ко­
торого все частные автокорреляционные функции (ЧАКФ) 
имеют незначительную величину. Однако на практике ред­
ко встречаются процессы, которые легко было бы идентифи­
цировать. Поэтому порядок модели обычно определяется ме­
тодом проб из нескольких альтернатив. В число кандидатов 
включаются модели, у которых порядок соответствует ЧАКФ, 
превышающей стандартное отклонение 1/N. При обработке 
разностных рядов иногда ориентируются на АКФ, выбирая 
модели, у которых порядок соответствует максимальному ее 
значению, при условии, что оно превышает стандартное от­
клонение. 

Ряды без тенденции, как правило, не представляют инте­
реса для экономистов. АР-модели вообще не предназначены 
для описания процессов с тенденцией, однако они хорошо 
описывают колебания, что весьма важно для отображения 
развития неустойчивых показателей. 

Чтобы сделать возможным применение АР-моделей к 
процессам с тенденцией, на первом этапе формируют ста­
ционарный ряд, т. е. исключают тенденцию путем перехода 
от исходного временного ряда к ряду Z(t) (t = 1,2, ..., N-d) 
первых или вторых разностей (d = 1 или 2). 

Z(t) = Y(t), t = 1,2,...,JV при d = 0; 
Z(t) = Y(t+1) - Y(t), t = l,2,...,iV-l, d = 1; 
Z(t) = Z(t+1) - Z(t), t = l,2,...,JV-2, d = 2. 
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Например, ряд первых разностей формируется как ряд 
приростов, т. е. последовательным вычитанием двух соседних 
уровней. С учетом этого АР(р) — модель порядка р имеет вид: 

Z(t) =Ло +Al-Z(t - 1) + A2-Z(t - 2) + ... + Ap-Z(t -p). 
Параметры этой модели вычисляются по МНК с учетом 

сложности модели либо методом адаптивной фильтрации 
(МАФ). В обоих случаях необходимо предварительно иден­
тифицировать модель, т. е. правильно определить порядок 
разностного ряда d и порядок модели р. 

Простейшим способом определения наиболее подходящего 
разностного ряда является вычисление для каждого ряда 
(d = 0,1,2) его дисперсии, т. е. усредненной суммы квадратов 
расхождений его уровней со средним значением Zcp. Для 
дальнейшей обработки выбирается ряд, у которого величина 
этого показателя минимальна. 

Для идентификации порядка модели обычно используется 
автокорреляционная функция, значения которой определя­
ются по формуле: 

r(m) = Z{(Z(t) - Zcp)(Z(t - т) - Zcp)} /£ (Z(*) - Zcp)2, 

где га — количество уровней стационарного ряда (га = N-d); 
т — номер коэффициента автокорреляции (т < га/3). 
В качестве порядка модели принимается номер коэффи­

циента автокорреляции г(т), имеющего максимальную ве­
личину. Следовательно, в модели используются р уровней, 
которые оказывают на текущий уровень наибольшее влияние. 
В соответствии с МНК формируется система из р уравнений, 
которая в компактной форме имеет вид: 

( Р \ 
Y,Z(t-i) ZW-XAjW-j) =0. 

( = p+l V ; = 1 J 
Например, для р = 2 система принимает вид: 

А, X z(t -1)2 + А2 X z(t - i)Z(t -2) = ^г(г- i)Z(t), 
A^Z(t - l)Z(t -2) + A^Zit - 2)2 = £Z( f - 2)Z(t). 
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В ней суммирование проводится по f в пределах от 3 до 
n = N - d. 

Решив эту систему уравнений, получают числовое значе­
ние А\,А2, — ,Ар. Оценка свободного члена получается из со­
отношения: 

Ао = Zcp [1 - (Ai +A2+ ... + Ар)]. 
На основе построенной модели вычисляют прогнозное 

значение разностного ряда Z(n+k) на k шагов вперед, а от 
него переходят к прогнозной оценке исходного ряда. 

Так, для d = 1 имеем: 

Y(JV+1) = Y(N) + Z(n+1) при k = 1, 
Y(N+2) = Y(N+1) + Z(n+2) при k = 2. 

Следовательно, прогнозные оценки базируются как на 
фактических, так и на полученных прогнозных уровнях ряда. 
Доверительный интервал прогноза рассчитывается на основе 
точечного прогноза: 

верхняя граница прогноза = Z(N+k) + U(k), 
нижняя граница прогноза = Z(N+k) - U(k). 
Величина U(k) рассчитывается по формуле: 

где Sg — СКО, вычисленное с учетом сложности АР(р)-# 

модели; ta — коэффициент, соответствующий табличному 
значению статистики Стьюдента с выбранным уровнем зна­
чимости а; коэффициент под квадратным корнем рассчиты­
вается рекуррентно, причем при / = 0 величина С(0) = 1, 
а при ;>0 

СО) - jAxC(j - 1) + A2C(j - 2)+...+Ap(j - р). 

В методе адаптивной фильтрации используется АР(р)-модель 
без свободного члена. Ее параметры корректируются на ;'-й ите­
рации в каждый момент времени t следующим образом: 
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A{t,i) = A(t-l,i) - 2we(t)Z(t-i), 
где A(t,i) и A(t-l,i) — векторы новых и старых значений 
параметров (весов) модели; 
ш — константа обучения, определяющая скорость адаптации 
параметров модели (w>0); 
e(t) — ошибка прогнозирования уровня Y(t). 

Алгоритм построения модели прогнозирования состоит в 
следующем. На первой итерации (у = 1) на основе начально­
го набора весов и первых р уровней ряда вычисляется Zp(t) 
и его расхождение с фактическим уровнем, т.е. e(t)=Z(t)-
Zp{t), t=p+l. Подставляя величину ошибки в уравнение кор­
ректировки весов, получают новый набор весов для следую­
щего момента времени t = р+2. Далее эта процедура повто­
ряется для следующих р-наборов Z(t-i) (i=l,..., p; 
t=p+2,...,n), каждый из которых образован из предыдущего 
исключением первого и добавлением одного нового уровня 
ряда. Если на итерации j оптимальные веса не получены, то 
на следующей итерации надо вернуться к первому набору 
уровней ряда Z(p+l-i) (£=1,..., p), но уже с новыми началь­
ными весами, взятыми от предыдущей итерации. 

Определение начальных весов осуществляется путем ре­
шения уравнения Юла—Уокера, составленного на основе ко­
эффициентов автокорреляции. Процедура корректировки 
параметров заканчивается, когда среднеквадратическая 
ошибка перестает существенно убывать или при достижении 
заданного максимального количества итераций. 

L. Пример 4. Рассмотрим построение прогноза на основе мо­
делей авторегрессии. Ниже в табл. 5.8 и 5.9 приведены рас­
четы построения прогноза курса немецкой марки, выпол­
ненные с использованием программы ОЛИМП; при этом в 
качестве лучшей модели из всего класса адаптивных моде­
лей, реализованных в программе, выбрана авторегрессион­
ная модель. На рис. 5.2 представлены результаты аппрокси­
мации и прогнозирования по этой модели. 
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Таблица 5.8. Модель временного ряда «Немецкая марка» 

Лучшая модель АР(1,1) 
Модель Ах А2 

АР(1Д) 3,088 -0 ,248 

Таблица остатков 
Номер Факт Расчет Ошибка 

абсолютная 
Ошибка 

относительная 

3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 

3354,000 
3364,000 
3418,000 
3392,000 
3380,000 
3406,000 
3394,000 
3409,000 
3410,000 
3425,000 
3409,000 
3415,000 
3416,000 
3402,000 
3387,000 
3391,000 
3390,000 

3369,699 
3412,840 
3489,226 
3519,090 
3274,064 
3381,294 
3448,631 
3373,294 
3443,665 
3429,435 
3425,665 
3357,942 
3421,874 
3377,435 
3315,118 
3335,030 
3387,699 

-15,699 
-48,840 
-71,226 

-127,090 
105,936 

24,706 
-54,631 

35,706 
-33,665 

-4 ,435 
-16,665 

57,058 
-5,874 
24,565 
71,882 
55,970 

2,301 

-0 ,468 
-1 ,452 
-2 ,084 
-3 ,747 

3,134 
0,725 

-1 ,610 
1,047 

-0 ,987 
-0 ,129 
-0 ,489 

1,671 
-0 ,172 

0,722 
2,122 
1,651 
0,068 

Характеристики остатков 

Характеристика Значение 
Среднее значение 
Дисперсия 
Средний модуль остатков 
Относительная ошибка 
Критерий Дарбина-Уотсона 
Коэффициент детерминации 
F-значение (пг — 1, п2=15) 
Уравнение значимо с вероятностью 

0,000 
3151,663 

44,485 
1,310 
1,901 
1,000 

54932,906 
0,95 
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Упреждение 
1 
2 
3 

Прогноз 
3406,740 
3368,701 
3499,812 

Таблица 5.9. Таблица прогнозов (р = 80%) 
Нижняя граница Верхняя граница 

3329,916 3483,565 
3288,109 3449,293 
3411,373 3588,251 

Прогнозирование курса немецкой марки по авторегрес­
сионной модели: 

Верхняя 
граница 

- Прогноз 
Нижняя 
граница 

• Факт 

Рис. 5.2. Результаты аппроксимации 
и прогнозирования по авторегрессионной модели (1,1) А 

Вопросы и задания 

1. В чем суть прогнозирования экономических процессов 
на основе метода экстраполяции? 

2. Дайте характеристику основных типов кривых роста, 
наиболее часто используемых при построении трендовых 
моделей прогнозирования. 
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3. Укажите методы предварительного выбора кривой рос­
та. Как находятся параметры этих кривых? 

4. Каким образом проводится оценка адекватности трен-
довых моделей? Какие статистические критерии при 
этом используются? 

5. Назовите статистические критерии оценки точности 
моделей прогнозирования в экономике. 

6. Перечислите основные этапы прогнозирования экономи­
ческой динамики на основе одномерных временных ря­
дов с использованием трендовых моделей. 

7. Опишите порядок получения точечного и интервального 
прогноза экономического показателя ?а основе трендовых 
моделей. От каких факторов зависит ширина довери­
тельного интервала прогноза? 

8. Поясните суть адаптивных методов прогнозирования. 
Какие типы адаптивных моделей вы знаете? 

9. Укажите этапы построения и использования адаптивной 
модели Брауна. Как влияет параметр сглаживания на 
скорость адаптации моделей этого типа к изменениям 
в прогнозируемом процессе? 

10. Дайте краткую характеристику авторегрессионных 
моделей прогнозирования. Для каких экономических 
процессов применимы методы авторегрессии? 

Упражнения 

1. Временной ряд задан в таблице: 

* 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
yt 43 47 50 48 54 57 61 59 65 62 

Сделайте предварительный выбор наилучшей кривой роста: 
а) методом конечных разностей (Тинтнера); 
б) методом характеристик прироста. 
2. Для ряда, приведенного в упр. 1, построить линейную 

модель yt — UQ + a\t, определив ее параметры методом наи­
меньших квадратов. 
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3. Для временного ряда из упр. 1 построить адаптивную 
модель Брауна с параметром сглаживания а = 0,4 и а = 0,7; 
выбрать наилучшую модель Брауна y(k) = OQ + a\k, где k — 
период упреждения (количество шагов вперед). 

4. Оценить адекватность моделей, построенных в упр. 2 и 
3, на основе исследования: 

а) близости математического ожидания остаточной ком­
поненты нулю; критическое значение статистики Стьюдента 
принять ta = 1,09 (для доверительной вероятности 0,70); 

б) случайности отклонений остаточной компоненты по 
критерию пиков (поворотных точек); расчеты выполнить на 
основе соотношения (5.9); 

в) независимости (отсутствия автокорреляции) уровней ря­
да остатков либо по критерию Дарбина—Уотсона (в качестве 
критических используйте уровни dj = 1,08 и d2 = 1,36), либо 
по первому коэффициенту автокорреляции (критический 
уровень принять равным г\ = 0,36); 

г) нормальности закона распределения остаточной ком­
поненты на основе .RS-критерия (в качестве критических 
уровней принять интервал 2,7-3,7). 

5. Оценить точность моделей, построенных в упр. 2 и 3, 
используя показатели среднего квадратического отклонения 
и средней относительной ошибки аппроксимации. 

6. На основе сравнительного анализа адекватности и точ­
ности моделей по результатам упр. 4 и 5 выбрать лучшую 
модель, по которой построить точечный и интервальный 
прогнозы на два шага вперед (ta = 1,09). Результаты про­
гнозирования отразить графически. 
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БАЛАНСОВЫЕ МОДЕЛИ 

• Балансовый метод. Принципиальная схема межпродуктового баланса 
• Экономико-математическая модель межотраслевого баланса 
• Коэффициенты прямых и полных материальных затрат 
• Межотраслевые балансовые модели в анализе экономических 

показателей 
• Динамическая межотраслевая балансовая модель 

6 .1 . Балансовый метод. Принципиальная схема 
межпродуктового баланса 

Балансовые модели, как статистические, так и динамиче­
ские, широко применяются при экономико-математическом 
моделировании экономических систем и процессов. В осно­
ве создания этих моделей лежит балансовый метод, т.е. ме­
тод взаимного сопоставления имеющихся материальных, 
трудовых и финансовых ресурсов и потребностей в них. Если 
описывать экономическую систему в целом, то под балансовой 
моделью понимается система уравнений, каждое из которых 
выражает требование баланса между производимым отдель­
ными экономическими объектами количеством продукции 
и совокупной потребностью в этой продукции. При таком 
подходе рассматриваемая система состоит из экономических 
объектов, каждый из которых выпускает некоторый про­
дукт, часть его потребляется другими объектами системы, а 
другая часть выводится за пределы системы в качестве ее 
конечного продукта. Если вместо понятия п р о д у к т ввести 
более общее понятие р е с у р с , то под балансовой моделью 
следует понимать систему уравнений, которые удовлетворяют 
требованиям соответствия наличия ресурса и его использо­
вания. Кроме приведенного выше требования соответствия 
производства каждого продукта и потребности в нем, можно 
указать такие примеры балансового соответствия, как соот-
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ветствие наличия рабочей силы и количества рабочих мест, 
платежеспособного спроса населения и предложения товаров 
и услуг и т. д. При этом соответствие понимается либо как 
равенство, либо менее жестко — как достаточность ресурсов 
для покрытия потребности и, следовательно, наличие неко­
торого резерва. 

Важнейшие виды балансовых моделей: 
• частные материальные, трудовые и финансовые балансы 

для народного хозяйства и отдельных отраслей; 
• межотраслевые балансы; 
• матричные техпромфинпланы предприятий и фирм. 

Балансовый метод и создаваемые на его основе балансо­
вые модели служат основным инструментом поддержания 
пропорций в народном хозяйстве. Балансовые модели на 
базе отчетных балансов характеризуют сложившиеся про­
порции, в них ресурсная часть всегда равна расходной. Для 
выявления диспропорций используются балансовые модели, 
в которых фактические ресурсы сопоставлялись бы не с их 
фактическим потреблением, а с потребностью в них. В связи 
с этим необходимо отметить, что балансовые модели не со­
держат какого-либо механизма сравнения отдельных вари­
антов экономических решений и не предусматривают взаи­
мозаменяемости разных ресурсов, что не позволяет сделать 
выбор оптимального варианта развития экономической сис­
темы. Этим определяется ограниченность балансовых моде­
лей и балансового метода в целом. 

Основу информационного обеспечения балансовых моделей 
в экономике составляет матрица коэффициентов затрат ресур­
сов по конкретным направлениям их использования. Напри­
мер, в модели межотраслевого баланса такую роль играет 
так называемая технологическая матрица — таблица меж­
отраслевого баланса, составленная из коэффициентов (нор­
мативов) прямых затрат на производство единицы продукции 
в натуральном выражении. По многим причинам исходные 
данные реальных хозяйственных объектов не могут быть ис­
пользованы в балансовых моделях непосредственно, поэтому 
подготовка информации для ввода в модель является весьма 
серьезной проблемой. Так, при построении модели межот­
раслевого баланса используется специфическое понятие чис-
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той (или технологической) отрасли, т.е. условной отрасли, 
объединяющей все производство данного продукта незави­
симо от ведомственной (административной) подчиненности 
и форм собственности предприятий и фирм. Переход от хозяй­
ственных отраслей к чистым отраслям требует специального 
преобразования реальных данных хозяйственных объектов, 
например, агрегирования отраслей, исключения внутриотрас­
левого оборота и др. В этих условиях понятия «межпродук­
товый баланс» и «межотраслевой баланс» практически иден­
тичны, отличие заключается лишь в единицах измерения эле­
ментов баланса. 

Как отмечено выше, балансовые модели строятся в виде 
числовых матриц — прямоугольных таблиц чисел. В связи 
с этим балансовые модели относятся к тому типу экономи­
ко-математических моделей, которые называются матрич­
ными. В матричных моделях балансовый метод получает 
строгое математическое выражение. Таким образом, мат­
ричную структуру имеют межотраслевой и межрайонный 
баланс производства и распределения продукции в народном 
хозяйстве, модели развития отраслей, межотраслевые балансы 
производства и распределения продукции отдельных регионов, 
модели промфинпланов предприятий и фирм. Несмотря на 
специфику этих моделей, их объединяет не только общий 
формальный (матричный) принцип построения и единство 
системы расчетов, но и аналогичность ряда экономических 
характеристик. Это позволяет рассматривать структуру, со­
держание и основные зависимости матричных моделей на 
примере одной из них, а именно на примере межотраслевого 
баланса производства и распределения продукции в народном 
хозяйстве. Данный баланс отражает производство и распре­
деление общественного продукта в отраслевом разрезе, меж­
отраслевые производственные связи, использование материаль­
ных и трудовых ресурсов, создание и распределение нацио­
нального дохода. 

Принципиальная схема межотраслевого баланса произ­
водства и распределения совокупного общественного продукта 
в стоимостном выражении приведена в табл. 6.1. В основу 
этой схемы положено разделение совокупного продукта на 
две части: промежуточный и конечный продукт; все народное 
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хозяйство представлено в виде совокупности п отраслей 
(имеются в виду чистые отрасли), при этом каждая отрасль 
фигурирует в балансе как производящая и как потребляющая. 

Таблица 6.1. Принципиальная схема межотраслевого 
баланса (МОБ) 

Производящие 
отрасли 

1 
2 
3 

Потребляющие отрасли 
1 

*21 

*31 

2 
*12 

*22 
х 3 2 

3 
*13 
х 2 3 

*33 

п 
*1п 
х 2 п 

*3п 

Конечный 
продукт 

Y2 

Y3 

Валовой 
продукт 

х2 
Хз ) 

II 

п 
Амортизация 
Оплата труда 
Чистый доход 
Валовой 
продукт 

хп\ 

mi 

Xi 

хп2 
с2 

"2 

т2 

х2 

хпЗ 
Сз 
"з 
т3 

х3 

... 

III 

Т 

Сп 

mn 

хп 

Yn 

IV 

хп 

1=1 /=1 

Рассмотрим схему МОБ в разрезе его крупных состав­
ных частей. Выделяются четыре части, имеющие различное 
экономическое содержание, они называются квадрантами 
баланса и на схеме обозначены римскими цифрами. 

П е р в ы й к в а д р а н т МОБ — это шахматная таб­
лица межотраслевых материальных связей. Показатели, по­
мещенные на пересечениях строк и столбцов, представляют 
собой величины межотраслевых потоков продукции и в общем 
виде обозначаются Хц, где i и j — соответственно номера 
отраслей производящих и потребляющих. Так, величина 
Х32 понимается как стоимость средств производства, произ­
веденных в отрасли с номером 3 и потребленных в качестве 
материальных затрат в отрасли с номером 2. Таким образом, 
первый квадрант по форме представляет собой квадратную 
матрицу порядка п, сумма всех элементов которой равняется 
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годовому фонду возмещения затрат средств производства в 
материальной сфере. 

Во в т о р о м к в а д р а н т е представлена конечная 
продукция всех отраслей материального производства, при 
этом под конечной понимается продукция, выходящая из сферы 
производства в область конечного использования (на потреб­
ление и накопление). В табл. 6.1 этот раздел дан укрупненно 
в виде одного столбца величин Yt; в развернутой схеме ба­
ланса конечный продукт каждой отрасли показан дифферен­
цированно по направлениям использования на личное потреб­
ление населения, общественное потребление, на накопление, 
возмещение потерь, экспорт и др. Итак, второй квадрант харак­
теризует отраслевую материальную структуру национального 
дохода, а в развернутом виде — также распределение нацио­
нального дохода на фонд накопления и фонд потребления, 
структуру потребления и накопление по отраслям производства 
и потребителям. 

Т р е т и й к в а д р а н т МОБ также характеризует на­
циональный доход, но со стороны его стоимостного состава 
как сумму чистой продукции и амортизаци; чистая продукция 
понимается при этом как сумма оплаты труда и чистого дохода 
отраслей. Сумму амортизации (cj) и чистой продукции (и; + mj) 
некоторой /-й отрасли будем называть условно чистой про­
дукцией этой отрасли и обозначать в дальнейшем Z}. 

Ч е т в е р т ы й к в а д р а н т баланса находится на пере­
сечении столбцов второго квадранта (конечной продукции) и 
строк третьего квадранта (условно чистой продукции). Этим 
определяется содержание квадранта: он отражает конечное 
распределение и использование национального дохода. В ре­
зультате перераспределения первоначально созданного нацио­
нального дохода образуются конечные доходы населения, пред­
приятий, государства. Данные четвертого квадранта важны 
для отражения в межотраслевой модели баланса доходов и 
расходов населения, источников финансирования капитало­
вложений, текущих затрат непроизводственной сферы, для 
анализа общей структуры конечных доходов по группам 
потребителей. Более детально составляющие элементы этого 
квадранта в данном пособии не рассматриваются, однако 
очень важным является тот факт, что общий итог четвертого 
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квадранта, так же как второго и третьего, должен быть равен 
созданному за год национальному доходу. 

Таким образом, в целом межотраслевой баланс в рамках 
единой модели объединяет балансы отраслей материального 
производства, баланс совокупного общественного продукта, 
балансы национального дохода, финансовый, баланс доходов 
и расходов населения. Следует особо отметить, что хотя ва­
ловая продукция отраслей не входит в рассмотренные вы­
ше четыре квадранта, она представлена на принципиальной 
схеме МОБ в двух местах в виде столбца, расположенного 
справа от второго квадранта, и в виде строки ниже третьего 
квадранта. Эти столбец и строка валовой продукции замы­
кают схему МОБ и играют важную роль как для проверки 
правильности заполнения квадрантов (т.е. проверки самого 
баланса), так и для разработки экономико-математической 
модели межотраслевого баланса. Если, как показано на схеме, 
обозначить валовой продукт некоторой отрасли буквой X с 
нижним индексом, равным номеру данной отрасли, то можно 
записать два важнейших соотношения, отражающих сущ­
ность МОБ и являющихся основой его экономико-математи­
ческой модели. 

Во-первых, рассматривая схему баланса по столбцам, 
можно сделать очевидный вывод, что итог материальных 
затрат любой потребляющей отрасли и ее условно чистой 
продукции равен валовой продукции этой отрасли. Данный 
вывод можно записать в виде соотношения: 

Xy=5>i,+Z,; У = 1Я (6.1) 

Напомним, что величина условно чистой продукции Zj 
равна сумме амортизации, оплаты труда и чистого дохода у'-й 
отрасли. Соотношение (6.1) охватывает систему из п уравнений, 
отражающих стоимостный состав продукции всех отраслей 
материальной сферы. 

Во-вторых, рассматривая схему МОБ по строкам для каждой 
производящей отрасли, можно видеть, что валовая продукция 
той или иной отрасли равна сумме материальных затрат 
потребляющих ее продукцию отраслей и конечной продукции 
данной отрасли: 
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Xi = £*«+*•/ ; * = *.»• (6-2) 

Формула (6.2) описывает систему из га уравнений, кото­
рые называются уравнениями распределения продукции от­
раслей материального производства по направлениям ис­
пользования. 

Просуммируем по всем отраслям уравнения (6.1), в ре­
зультате получим 

п п п п 

Аналогичное суммирование уравнений (6.2) дает: 
п п п п 

1 - 1 i = l ; = 1 i = l 

Левые части обоих равенств равны, так как представляют 
собой весь валовой общественный продукт. Первые слагаемые 
правых частей этих равенств также равны, их величина 
равна итогу первого квадранта. Следовательно, долх:но соблю­
даться соотношение 

tzj = ±Yr (6.3) 
; =i i=i 

Левая часть уравнения (6.3) есть сумма третьего квад­
ранта, а правая часть — итог второго квадранта. В целом 
же это уравнение показывает, что в межотраслевом балансе 
соблюдается важнейший принцип единства материального 
и стоимостного состава национального дохода. 

6.2. Экономико-математическая модель 
межотраслевого баланса 

В § 6.1 отмечено, что основу информационного обеспече­
ния модели межотраслевого баланса составляет технологи­
ческая матрица, содержащая коэффициенты прямых мате­
риальных затрат на производство единицы продукции. Эта 
матрица является также основой экономико-математической 
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модели межотраслевого баланса. Предполагается, что для 
производства единицы продукции в у'-й отрасли требуется 
определенное количество затрат промежуточной продукции 
i-й отрасли, равное а^. Оно не зависит от объема производ­
ства в отрасли и является довольно стабильной величиной 
во времени. Величины ац называются коэффициентами пря­
мых материальных затрат и рассчитываются следующим 
образом: 

х- • —— 
ач =-£-; i,y = l, л. (6.4) 

Определение 1. Коэффициент прямых материальных за­
трат показывает, какое количество продукции i-й отрасли 
необходимо, если учитывать только прямые затраты, для 
производства единицы продукции j-n отрасли. 

С учетом формулы (6.4) систему уравнений баланса (6.2) 
можно переписать в виде 

X, =]Г а ! .Ху+У ( ; * = 1 Я (6.5) 

Если ввести в рассмотрение матрицу коэффициентов пря­
мых материальных затрат А = (аф, вектор-столбец валовой 
продукции X и вектор-столбец конечной продукции Y: 

» 

то система уравнений (6.5) в матричной форме примет вид 
X=AX + Y. (6.6) 

Система уравнений (6.5), или в матричной форме (6.6), 
называется экономико-математической моделью межотрас­
левого баланса (моделью Леонтьева, моделью «затраты— 
выпуск»). С помощью этой модели можно выполнять три 
варианта расчетов: 

X = 
Х2 

Y 
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• Задав в модели величины валовой продукции каждой 
отрасли (Xi), можно определить объемы конечной про­
дукции каждой отрасли (У*): 

Y = (E -A)X. (6.7) 
• Задав величины конечной продукции всех отраслей (Yj), 

можно определить величины валовой продукции каждой 
отрасли (Xt): 

X = (Е - А ) - ^ . (6.8) 
• Для ряда отраслей задав величины валовой продукции, 

а для всех остальных отраслей задав объемы конечной 
продукции, можно найти величины конечной продукции 
первых отраслей и объемы валовой продукции вторых, в 
этом варианте расчета удобнее пользоваться не матричной 
формой модели (6.6), а системой линейных уравнений (6.5). 
В формулах (6.7) и (6.8) Е обозначает единичную матрицу 

га-го порядка, а (Е - А) - 1 обозначает матрицу, обратную к 
матрице (Е - А). Если определитель матрицы (Е - А) не равен 
нулю, т.е. эта матрица невырожденная, то обратная к ней 
матрица существует. Обозначим эту обратную матрицу через 
В(Е - А) - 1 , тогда систему уравнений в матричной форме (6.8) 
можно записать в виде 

X = BY. (6.8') 

Элементы матрицы В будем обозначать через Ъц, тогда из 
матричного уравнения (6.8) для любой £-й отрасли можно 
получить следующее соотношение: 

Из соотношений (6.9) следует, что валовая продукция 
выступает как взвешенная сумма величин конечной про­
дукции, причем весами являются коэффициенты Ьф которые 
показывают, сколько всего нужно произвести продукции £-й 
отрасли для выпуска в сферу конечного использования еди­
ницы продукции у-й отрасли. В отличие от коэффициентов 
прямых затрат а.ц коэффициенты Ъц называются коэффици­
ентами полных материальных затрат и включают в себя 
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как прямые, так и косвенные затраты всех порядков. Если 
прямые затраты отражают количество средств производства, 
израсходованных непосредственно при изготовлении данного 
продукта, то косвенные относятся к предшествующим стадиям 
производства и входят в производство продукта не прямо, а 
через другие (промежуточные) средства производства. Более 
детально этот вопрос рассматривается в § 6.3. 

Определение 2. Коэффициент полных материальных за­
трат Ъц показывает, какое количество продукции £-й отрасли 
нужно произвести, чтобы с учетом прямых и косвенных затрат 
этой продукции получить единицу конечной продукции у'-й 
отрасли. 

Коэффициенты полных материальных затрат можно приме­
нять, когда необходимо определить, как скажется на валовом 
вьшуске некоторой отрасли предполагаемое изменение объемов 
конечной продукции всех отраслей: 

ДХ (=£&уДУ,, (6.10) 

где AXt и tsYj — изменения (приросты) величин валовой и 
конечной продукции соответственно. 

6.3. Коэффициенты прямых и полных материальных затрат 

Переходя к анализу модели межотраслевого баланса, не­
обходимо прежде всего рассмотреть основные свойства мат­
рицы коэффициентов прямых материальных затрат А. Коэф­
фициенты прямых затрат по определению являются неотри­
цательными, следовательно, матрица А в целом может быть 
названа неотрицательной: А > 0. Так как процесс воспроиз­
водства нельзя было бы осуществлять, если бы для собствен­
ного воспроизводства в отрасли затрачивалось большее коли­
чество продукта, чем создавалось, то очевидно, что диагональ­
ные элементы матрицы А меньше единицы: оц < 1. 

Система уравнений межотраслевого баланса является от­
ражением реальных экономических процессов, в которых 
содержательный смысл могут иметь лишь неотрицательные 
значения валовых выпусков; таким образом, вектор валовой 
продукции состоит из неотрицательных компонентов и на-
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зывается неотрицательным: X > 0. Встает вопрос, при каких 
условиях экономическая система способна обеспечить поло­
жительный конечный выпуск по всем отраслям. Ответ на 
этот вопрос связан с понятием продуктивности матрицы ко­
эффициентов прямых материальных затрат. 

Будем называть неотрицательную матрицу А продуктивной, 
если существует такой неотрицательный вектор X > 0, что 

Х>АХ. (6.11) 
Очевидно, что условие (6.11) означает существование по­

ложительного вектора конечной продукции У > 0 для модели 
межотраслевого баланса (6.6). 

Для того чтобы матрица коэффициентов прямых материаль­
ных затрат А была продуктивной, необходимо и достаточно 
чтобы выполнялось одно из перечисленных ниже условий: 

1) матрица (Е -А) неотрицательно обратима, т.е. существу­
ет обратная матрица (Е - А)_1>0; 

00 

2) матричный ряд Е + А + А2 + А3 + ...= V Ak сходится, 
fe=o 

причем его сумма равна обратной матрице (Е - А) - 1 ; 
3) наибольшее по модулю собственное значение X матрицы 

А, то есть решение характеристического уравнения 

\ХЕ - А\ = О, 

строго меньше единицы; 
4) все главные миноры матрицы (Е - А), т.е. определите­

ли матриц, образованные элементами первых строк и пер­
вых столбцов этой матрицы, порядка от 1 до п, положительны. 

Более простым, но только достаточным признаком про­
дуктивности матрицы А является ограничение на величину 
ее нормы, т.е. на величину наибольшей из сумм элементов 
матрицы А в каждом столбце. Если норма матрицы А строго 
меньше единицы, то эта матрица продуктивна; повторим, 
что данное условие является только достаточным, и матрица 
А может оказаться продуктивной и в случае, когда ее норма 
больше единицы. 
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Наибольший по модулю корень характеристического урав­
нения, приведенного в условии 3) продуктивности матрицы А 
(обозначим его через к*), может служить оценкой общего 
уровня коэффициентов прямых материальных затрат, а сле­
довательно, величина 1 -Х* характеризует остаток после за­
трат, т.е. продуктивность. Чем больше 1 - Я.*, тем больше 
возможности достижения других целей, кроме текущего про­
изводственного потребления. Другими словами, чем выше 
общий уровень коэффициентов матрицы А, тем больше наи­
большее по модулю собственное значение X* и ниже уровень 
продуктивности, и наоборот, чем ниже общий уровень коэф­
фициентов матрицы А, тем меньше наибольшее по модулю 
собственное значение и выше продуктивность. 

Перейдем к анализу матрицы коэффициентов полных 
материальных затрат, т.е. матрицы В = (Е - А)"1. Согласно 
определению 2 из предыдущего параграфа коэффициент 
этой матрицы показывает, сколько всего нужно произвести 
продукции i-й отрасли, чтобы получить единицу конечной 
продукции у'-й отрасли. 

Дадим другое определение коэффициента полных мате­
риальных затрат исходя из того, что кроме прямых затрат 
существуют косвенные затраты той или иной продукции при 
производстве продукции данной отрасли. Рассмотрим в каче­
стве примера формирование затрат электроэнергии на выпуск 
стального проката, при этом ограничимся технологической 
цепочкой «руда-чугун-сталь-прокат». Затраты электроэнергии 
при получении проката из стали будут называться прямыми 
затратами, те же затраты при получении стали из чугуна будут 
называться косвенными затратами 1-го порядка, а затраты 
электроэнергии при получении чугуна из руды будут назы­
ваться косвенными затратами электроэнергии на выпуск 
стального проката 2-го порядка и т. д. В связисо сказанным 
выше имеет место следующее определение. 

Определение 3. Коэффициентом полных материальных 
затрат сц называется сумма прямых затрат и косвенных за­
трат продукции i-й отрасли для производства единицы про­
дукции у'-й отрасли через все промежуточные продукты на 
всех предшествующих стадиях производства. Если коэффи-
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циент косвенных материальных затрат ft-ro порядка обозна-
чить через a\f\ то имеет место формула 

et} = ац + а§ + af +...+«#> +..., (6.12) 

а если ввести в рассмотрение матрицу коэффициентов пол­
ных материальных затрат С = (ctj) и матрицы коэффициен­
тов косвенных материальных затрат различных порядков 
A(k) 

= (агу), то поэлементную формулу (6.12) можно запи­
сать в более общем матричном виде: 

С = А + А(1) + А (2 )+...+А (й )+... (6.13) 
Исходя из содержательного смысла коэффициентов кос­

венных материальных затрат можно записать ряд матричных 
соотношений: 

А(1) = АА + А2; А(2) = ААа) = АА2 = А 3 ; 

А<*> = AA(*-« = АА* = А*+1,. 
с использованием которых матричная формула (6.13) может 
быть переписана в следующем виде: 

С = А + А2+ А3+...+А*+1+...= £ А*. (6.14) 

Если матрица коэффициентов прямых материальных затрат 
А является продуктивной, то из условия 2) продуктивности 
существует матрица В = (£ - А) - 1 , являющаяся суммой схо­
дящегося матричного ряда: 

со 

В^(Е-А)-1 = £ + А + А2+А3+.. .= £ А * . (6.15) 
fc=0 

Из сопоставления соотношений (6.14) и (6.15) устанав­
ливается следующая связь между двумя матрицами коэффи­
циентов полных материальных затрат: 

В = Е + С, 
или, в поэлементной записи: 
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Icy, если i * у, 
II + cf;-, если i = у. 

Данная связь определяет экономический смысл различия 
между коэффициентами матриц В и С: в отличие от коэф­
фициентов матрицы С, учитывающих только затраты на 
производство продукции, коэффициенты матрицы В включа­
ют в себя кроме затрат также саму единицу конечной про­
дукции, которая выходит за сферу производства. 

Перейдем теперь к вычислительным аспектам решения 
задач на основе модели межотраслевого баланса. Основной 
объем расчетов по этой модели связан с вычислением мат­
рицы коэффициентов полных материальных затрат В. Если 
матрица коэффициентов прямых материальных затрат А за­
дана и является продуктивной, то матрицу В можно находить 
либо по формулам обращения матриц, рассматриваемым в кур­
се матричной алгебры (некоторые из этих формул рассмотрены 
в гл. 2), либо приближенным способом, используя разложение 
в матричный ряд (6.15). 

Рассмотрим п е р в ы й с п о с о б нахождения матрицы 
В. Находят матрицу (Е - А), а затем, применяя один из пря­
мых методов обращения невырожденных матриц, вычисляют 
матрицу (Е - А)"1. Одним из наиболее употребительных ме­
тодов обращения матриц является метод Жордана. Часто 
применяется также метод, основанный на применении фор­
мулы матричной алгебры 

В = (Е-А)~1 =¥—Ч, (6.16) 

где в числителе матрица, присоединенная к матрице (Е -А), 
элементы которой представляют собой алгебраические допол­
нения для элементов транспонированной матрицы (Е -A)', a 
в знаменателе — определитель матрицы (Е -А). Алгебраиче­
ские дополнения в свою очередь для элемента с индексами i 
и у получаются умножением множителя ( - l ) i + ' на минор, 
получаемый после вычеркивания из матрицы i-й строки и 
у'-го столбца. 
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При в т о р о м с п о с о б е вычисления матрицы коэф­
фициентов полных материальных затрат используется фор­
мула (6.15). Обязательным условием корректности этих 
расчетов является условие продуктивности матрицы А, и при 
расчетах ограничиваются учетом косвенных материальных 
затрат до некоторого порядка включительно, например до 2-го, 
3-го порядков. В этом способе используется процедура умно­
жения квадратных матриц с их последующим сложением, и 
коэффициенты полных материальных затрат получаются с 
известным приближением (с недостатком). 

L. Пример 1. Для трехотраслевой экономической системы 
заданы матрица коэффициентов прямых материальных 
затрат и вектор конечной продукции: 

А = 
'0 ,3 ОД 0,4Л 

0,2 0,5 0,0 
^0,3 0,1 0,2j 

2 0 0^ 
1 0 0 

КЗ о 0у 

Найти коэффициенты полных материальных затрат и 
вектор валовой продукции, заполнить схему межотраслевого 
материального баланса. 

1. Определим матрицу коэффициентов полных материаль­
ных затрат по второму (приближенному) способу, учитывая 
косвенные материальные затраты до 2-го порядка включи­
тельно. Запишем матрицу коэффициентов косвенных затрат 
1-го порядка: 

А « = А2 
4 3 0,1 0,4Л 

0,2 0,5 0,0 
0,3 0,1 0,2. 

'0,3 0,1 0,4Л 

0,2 0,5 0,0 
0,3 0,1 0,2 

'0,23 0,12 0,20ч 

0,16 0,27 0,08 
0,17 одо оде; 

матрицу коэффициентов косвенных затрат 2-го порядка: 

'0,3 ОД 0,4̂ 1 f0,23 0,12 0,20) 
0,2 0,5 0,0 

,0,3 ОД 0,2, 
Л ( 2 ) = АА (1) 0,16 0,27 0,08 

0,17 0,10 0.16J 
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'0,153 0,103 0,132^1 
0,126 0,159 0,080 
0,119 0,083 0,100, 

Таким образом, матрица коэффициентов полных мате­
риальных затрат приближенно равна 

В*Е + А + А2+А3 = 
fl,683 0,323 0,732Л 

0,486 1,929 0,160 
0,589 0,283 1,460, 

2. Определим матрицу коэффициентов полных материаль­
ных затрат с помощью формул обращения невырожденных 
матриц (первый способ). 

а) Находим матрицу (Е -А): 

(Е-А) = 
(1 0 0] 
0 1 0 

1о о 1) 

f 
-

V 

0,3 0,1 0,4Л 

0,2 0,5 0,0 
0,3 0,1 0,2 

0,7 -0,1 -0,4 
-0,2 0,5 -0,0 
-0,3 -ОД o,s; 

б) Вычисляем определитель этой матрицы: 

0,196. Е-А 
0,7 -ОД -0,4 

-0,2 0,5 -0,0 
-0,3 -ОД 0,8 

в) Транспонируем матрицу (Е -А): 

(Е - А)' 
-0,3 ( 0,7 -0,2 

-ОД 0,5 -ОД 
-0,4 0,0 0,8, 

г) Находим алгебраические дополнения для элементов 
матрицы (Е - А)': 
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A„=(-D2 

А13 = (-D4 

А22 = (-1)4 

A3l = (-1)4 

А88 = (-D6 

0,5 -0,1 
0,0 0,8 
-0,1 0,5 
-0,4 0,0 

= 0,40; А12 = (-1)3 

= 0,20; А21 = (-1)3 

0,7 -0,3 
' = 0,44; А23 = (-1)6 

-0,4 0,8 23 

-0,2 -0,8 
0,5 -0,] 
0,7 -0,2 

-0,1 0,Е 

= 0,17; А32 = (-1)5 

-0,1 -0,1 
-0,4 0,8 
-0,2 -0,3 

0,0 0,8 
0,7 -0,2 

-0,4 0,0 
0,7 -0,3 

-0,1 -0,1 

= 0,12; 

= 0,16; 

= 0,08; 

= 0,10; 

= 0,33. 

Таким образом, присоединенная к матрице (Е - А) мат­
рица имеет вид: 

{Е-и 4) = 
'0,40 0,12 0,20^ 
0,16 0,44 0,08 
0.17 0.10 0.33; 

• 

д) Используя формулу (6.16), находим матрицу коэффи­
циентов полных материальных затрат: 

'2,041 0,612 1,020Л 

В = (Е - А) -1 0,816 2,245 0,408 
1,0,867 0,510 1,684> 

Как отмечено выше, элементы матрицы В, рассчитанные 
по точным формулам обращения матриц, больше соответст­
вующих элементов матрицы, рассчитанной по второму при­
ближенному способу без учета косвенных материальных за­
трат порядка выше 2-го. 

3. Найдем величины валовой продукции трех отраслей 
(вектор X), используя формулу (6,8'): 

2 1,020^1 f200\ (776,3^ 
X = BY = 0,816 2,245 0,408 . 100 = 510,1 

,0,867 0,510 1.684J UooJ 1,729,6, 
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4. Для определения элементов первого квадранта матери­
ального межотраслевого баланса воспользуемся формулой, 
вытекающей из формулы (6.4): зс̂  = atjXj. Из этой формулы 
следует, что для получения первого столбца первого квад­
ранта нужно элементы первого столбца заданной матрицы А 
умножить на величину Х\ = 775,3; элементы второго столбца 
матрицы А умножить на Х2 = 510,1; элементы третьего 
столбца матрицы А умножить на Х^ = 729,6. 

Составляющие третьего квадранта (условно чистая про­
дукция) находятся с учетом формулы (6.1) как разность между 
объемами валовой продукции и суммами элементов соответ­
ствующих столбцов найденного первого квадранта. 

Четвертый квадрант в нашем примере состоит из одного 
показателя и служит, в частности, для контроля правильности 
расчета: сумма элементов второго квадранта должна в стои­
мостном материальном балансе совпадать с суммой элемен­
тов третьего квадранта. Результаты расчета представлены в 
табл. 6.2. 

Таблица 6.2. Межотраслевой баланс производства 
и распределения продукции 

Производящие 
отрасли 

1 
2 
3 

Условно чистая 
продукция 
Валовая 
продукция 

1 

232,6 
155,1 
232,6 

155,0 

775,3 

Потребляющие отрасли 
2 

51,0 
255,0 

51,0 

153,1 

510,1 

3 

291,8 
0,0 

145,9 

291,9 

729,6 

Конечная 
продукция 

200,0 
100,0 
300,0 

600,0 

Валовая 
продукция 

775,3 
510,1 
729,6 

2015,0 

J 
6.4. Межотраслевые балансовые модели 

в анализе экономических показателей 

Различные модификации рассмотренной выше модели 
межотраслевого баланса производства и распределения про­
дукции в народном хозяйстве позволяют расширить круг 
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показателей, охватываемых моделью. Рассмотрим применение 
межотраслевого балансового метода для анализа таких важ­
ных экономических показателей, как труд, фонды и цены. 

К числу важнейших аналитических возможностей дан­
ного метода относится определение прямых и полных затрат 
труда на единицу продукции и разработка на этой основе 
балансовых продуктово-трудовых моделей, исходной моде­
лью при этом служит отчетный межпродуктовый баланс в 
натуральном выражении. В этом балансе по строкам пред­
ставлено распределение каждого отдельного продукта на 
производство других продуктов и конечное потребление 
(первый и второй квадранты схемы межотраслевого баланса). 
Отдельной строкой дается распределение затрат живого труда 
в производстве всех видов продукции; предполагается, что 
трудовые затраты выражены в единицах труда одинаковой 
степени сложности. 

Обозначим затраты живого труда в производстве j-ro про­
дукта через Lj, а объем производства этого продукта (вало­
вой выпуск), как и раньше, через Xj. Тогда прямые затраты 
труда на единицу j-ro вида продукции (коэффициент прямой 
трудоемкости) можно задать следующей формулой: 

*,=-*-; / = 1Я (6.17) 

Введем понятие полных затрат труда как суммы прямых 
затрат живого труда и затрат овеществленного труда, пере­
несенных на продукт через израсходованные средства произ­
водства. Если обозначить величину полных затрат труда на 
единицу продукции /'-го виДа через Tj, то произведения вида 
atjTi отражают затраты овеществленного труда, перенесенного 
на единицу /-го продукта через i-e средство производства; 
при этом предполагается, что коэффициенты прямых мате­
риальных затрат atj выражены в натуральных единицах. Тогда 
полные трудовые затраты на единицу ;-го вида продукции 
(коэффициент полной трудоемкости) будут равны 
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Введем в рассмотрение вектор-строку коэффициентов пря­
мой трудоемкости t = (t\, ti,..., tn) и вектор-строку коэффи­
циентов полной трудоемкости Т = (Т\, Гг,..., Тп). 

Тогда с использованием уже рассматриваемой выше мат­
рицы коэффициентов прямых материальных затрат А (в нату­
ральном выражении) систему уравнений (6.18) можно пере­
писать в матричном виде: 

Т = ТА + t. (6.19) 
Произведя очевидные матричные преобразования с исполь­

зованием единичной матрицы Е 

Т -ТА=ТЕ -ТА = Т(Е - А) = t, 
получим следующее соотношение для вектора коэффициентов 
полной трудоемкости: 

Т = t(E -A)-1. (6.20) 
Матрица (Е - А) нам уже знакома, это матрица В коэф­

фициентов полных материальных затрат, так что последнее 
равенство можно переписать в виде 

Т = tB (6.20') 
Обозначим через L величину совокупных затрат живого 

труда по всем видам продукции, которая с учетом формулы 
(6.17) будет равна 

L = ^Lj=fjtjXj=tX. (6.21) 

Используя соотношения (6.21) (6.8') и (6.20'), приходим 
к следующему равенству: 

tX - TY, (6.22) 
здесь t и Т — вектор-строки коэффициентов прямой и полной 
трудоемкости, а X и У — вектор-столбцы валовой и конечной 
продукции соответственно. 

Соотношение (6.22) представляет собой основное балан­
совое равенство в теории межотраслевого баланса труда. 
В данном случае его конкретное экономическое содержание 
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заключается в том, что стоимость конечной продукции, оце­
ненной по полным затратам труда, равна совокупным за­
тратам живого труда. Сопоставляя потребительский эффект 
различных взаимозаменяемых продуктов с полными трудо­
выми затратами на их выпуск, можно судить о сравнительной 
эффективности их производства. С помощью показателей 
полной трудоемкости более полно и точно, чем при использо­
вании существующих стоимостных показателей, выявляется 
структура затрат на выпуск различных видов продукции и 
прежде всего соотношение между затратами живого и овеще­
ствленного труда. 

На основе коэффициентов прямой и полной трудоемкости 
могут быть разработаны межотраслевые и межпродуктовые 
балансы затрат труда и использования трудовых ресурсов. 
Схематически эти балансы строятся по общему типу матрич­
ных моделей, однако все показатели в них (межотраслевые 
связи, конечный продукт, условно чистая продукция и др.) 
выражены в трудовых измерителях. 

L. Пример 2. Пусть в дополнение к исходным данным при­
мера 1 из § 6.3 заданы затраты живого труда (трудовые ре­
сурсы) в трех отраслях: L\ = 1160, L<i = 460, L3 = 875 в не­
которых единицах измерения трудовых затрат. Требуется 
определить коэффициенты прямой и полной трудоемкости 
и составить межотраслевой баланс затрат труда. 

1. Воспользовавшись формулой (6.17) и результатами 
примера 1, находим коэффициенты прямой трудоемкости: 

* 1 1 6 0 т * , 460 n Q 875 
U = = 1,5; U = = 0,9; t3 = = 1,2. 

1 775,3 2 510,1 d 729,6 
2. По формуле (6.20'), в которой в качестве матрицы В 

берется матрица коэффициента полных материальных за­
трат, найденная в примере 1, находим коэффициенты пол­
ной трудоемкости: 

Г = (1,5; 0,9; 1,2)-
2,041 0,612 1,020 
0,816 2,245 0,408 
0,867 0,510 1,684, 

= (4,84; 3,55; 3,92). 
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3. Умножая первую, вторую и третью строки первого и 
второго квадрантов межотраслевого материального баланса, 
построенного в примере 1, на соответствующие коэффициенты 
прямой трудоемкости, получаем схему межотраслевого балан­
са труда (в трудовых измерителях) (табл. 6.3). 

Таблица 6.3. Межотраслевой баланс затрат труда 
Произво­

дящие 
отрасли 

1 
2 
3 

Потребляющие отрасли 
Межотраслевые 

затраты 
овеществленного труда 

1 
348,9 
139,6 
279,1 

2 
76,5 

229,5 
61,2 

3 
437,7 

0,0 
175,1 

Затраты 
труда на 
конечную 

продукцию 
300,0 
90,0 

360,0 

Затраты тру­
да в отраслях 

(трудовые 
ресурсы) 

1163,0 
459,1 
875,5 

Незначительные расхождения между данными таблицы 
и исходными данными вызваны погрешностями округления 
при вычислениях. Л 

Развитие основной модели межотраслевого баланса дос­
тигается также путем включения в нее показателей фондо­
емкости продукции. В простейшем случае модель дополня­
ется отдельной строкой, в которой указаны в стоимостном 
выражении объемы производственных фондов Ф}, занятые в 
каждой /-й отрасли. На основании этих данных и объемов 
валовой продукции всех отраслей определяются коэффици­
енты прямой фондоемкости продукции у'-й отрасли: 

fi=-J-l ; = 1Я (6.23) 

Коэффициент прямой фондоемкости показывает величину 
производственных фондов, непосредственно занятых в про­
изводстве данной отрасли, в расчете на единицу ее валовой 
продукции. В отличие от этого показателя коэффициент пол­
ной фондоемкости Fj отражает объем фондов, необходимых 
во всех отраслях для выпуска единицы конечной продукции 
j-й отрасли. Если ац — коэффициент прямых материальных 
затрат, то для коэффициента полной фондоемкости справед­
ливо равенство, аналогичное равенству (6.18) для коэффициен­
та полной трудоемкости: 
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Fj = X a4Fi +fi; i = 1> n> ( 6 ' 2 4 ) 

Если ввести в рассмотрение вектор-строку коэффициентов 
прямой фондоемкости / = (f\, /г»---» fn) и вектор-строку коэф­
фициентов полной фондоемкости F = (.Fi, F2,..., Fn), то систему 
уравнений (6.24) можно переписать в матричной форме: 

F = FA + U (6.25) 
откуда с помощью преобразований, аналогичных применяе­
мым выше для коэффициентов трудоемкости, можно полу­
чить матричное соотношение 

F = /В, (6.26) 
где В = (Е - А)'1 — матрица коэффициентов полных материаль­
ных затрат. 

Для более глубокого анализа необходимо дифференциро­
вать фонды на основные и оборотные, а в пределах основ­
ных — на здания, сооружения, производственное оборудование, 
транспортные средства и т.д. 

Пусть в целом все производственные фонды разделены 
на т групп. Тогда характеристика занятых в народном хо­
зяйстве фондов задается матрицей показателей Фщ, отра­
жающих объем фондов ft-ой группы, занятых в /-й отрасли: 

<*jy) = 

Коэффициенты прямой фондоемкости также образуют 
матрицу размерности тхп, элементы которой определяют 
величину производственных фондов fe-й группы, непосредст­
венно используемых при производстве единицы продукции 
j-й отрасли: 

Tkj х_ • 

(Фп 
# 2 1 

V#ml 

* 1 2 • 

# 2 2 • 

&т2 • 

- Ф2п 

•• фтп) 
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Для каждой у'-й отрасли могут быть вычислены коэффи­
циенты полной фондоемкости ~Рщ, отражающие полную 
потребность в фондах к-й группы для выпуска единицы ко­
нечной продукции этой отрасли: 

п 
Fkj = X a4Fto + U; к = 1'т'* / = Ъ п-

Решение систем данных уравнений позволяет представить 
коэффициенты полной фондоемкости по каждой из т групп 
фондов как функцию коэффициентов прямой фондоемкости: 

п 
Fkj = Z V « ; k = г'т; i = 1*n-

i = i 

В этих формулах величины ац и Ъц — уже известные ко­
эффициенты прямых и полных материальных затрат. 

Коэффициенты фондоемкости в межотраслевом балансе 
позволяют увязать планируемый выпуск продукции с имею­
щимися производственными мощностями. Так, потребность 
в функционирующих фондах д-й группы для достижения 
заданного объема материального производства Xj по всем 
отраслям задается формулой: 

*k = £fk,x,i k=T^. 
7 = 1 

6.5. Динамическая межотраслевая балансовая модель 

Рассмотренные выше межотраслевые балансовые модели 
являются статическими, т. е. такими, в которых все зави­
симости отнесены к одному моменту времени. Эти модели 
могут разрабатываться лишь для отдельно взятых периодов, 
причем в рамках данных моделей не устанавливается связь 
с предшествующими или последующими периодами. Народ­
нохозяйственная динамика отображается, таким образом, 
рядом независимо рассчитанных моделей, что очевидно вно­
сит определенные упрощения и сужает возможности анализа. 
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К числу таких упрощений прежде всего следует отнести то, 
что в статических межотраслевых моделях не анализируются 
распределение, использование и производственная эффек­
тивность капитальных вложений. Капиталовложения выне­
сены из сферы производства в сферу конечного использова­
ния вместе с предметами потребления и непроизводственными 
затратами, т.е. включены в конечный продукт^ 

В отличие от статических динамические модели призваны 
отразить не состояние, а процесс развития экономики, уста­
новить непосредственную взаимосвязь между предыдущими 
и последующими этапами развития и тем самым приблизить 
анализ на основе экономико-математической модели к реаль­
ным условиям развития экономической системы. 

В рассматриваемой здесь динамической модели, являю­
щейся развитием статической межотраслевой модели, про­
изводственные капитальные вложения выделяются из состава 
конечной продукции, исследуются их структура и влияние 
на рост объема производства. В основе построения модели в 
виде динамической системы уравнений лежит математиче­
ская зависимость между величиной капитальных вложений 
и приростом продукции. Решение системы, как и в случае 
статической модели, приводит к определению уровней про­
изводства, но в динамическом варианте в отличие от стати­
ческого эти искомые уровни зависят от объемов производства 
в предшествующих периодах. 

Принципиальная схема первых двух квадрантов динами­
ческого межотраслевого баланса приведена в табл. 6.4. 

Таблица 6.4. Принципиальная схема динамического баланса 

Произво­
дящие 

отрасли 

1 

2 

п 

Потребляющие отрасли 
Межотраслевые 
потоки текущих 

затрат 
1 

хп 

Х2Х 

хп\ 

2 
х\2 

«22 

х п 2 

п 
ХЫ 

х2п 

хпп 

Межотраслевые 
потоки капиталь­

ных вложений 
1 

АФ„ 

АФ21 

ЛФ„1 

2 
ДФ 1 2 

АФ22 

АФ„2 

п 
ЛФ1п 

ЛФ2п 

ЛФП„ 

Конечный 
продукт 

у; 

Y2' 

Валовой 
продукт 

Хг 

х2 

Хп 
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Модель содержит две матрицы межотраслевых потоков. 
Матрица текущих производственных затрат с элементами Хц 
совпадает с соответствующей матрицей статического баланса. 
Элементы второй матрицы АФц показывают, какое количество 
продукции i-й отрасли направлено в текущем периоде в у'-ю 
отрасль в качестве производственных капитальных вложе­
ний в ее основные фонды. Материально это выражается в при­
росте в потребляющих отраслях производственного оборудо­
вания, сооружений, производственных площадей, транспортных 
средств и др. 

В статическом балансе потоки капиталовложений не 
дифференцируются по отраслям-потребителям и отражаются 
общей величиной в составе конечной продукции Yt каждой 
i-й отрасли. В динамической схеме конечный продукт Yt 
включает продукцию i-й отрасли, идущую в личное и обще­
ственное потребление, накопление непроизводственной сферы, 
прирост оборотных фондов, незавершенного строительства, 
на экспорт. Таким образом, сумма потоков капиталовложений 
и конечного продукта динамической модели равна конечной 
продукции статического баланса: 

п 

поэтому уравнение распределения продукции вида (6.2) в 
динамическом балансе преобразуется в следующее: 

п п 
Xi = Z *У + Z АФЧ + Yi'' i = 1>n' <6'27> 

/=1 7=1 

Межотраслевые потоки текущих затрат можно выразить, 
как в статической модели, через валовую продукцию отраслей 
с помощью коэффициентов прямых материальных затрат: 

xtj = а„Хг 

В отличие от потоков текущих затрат межотраслевые по­
токи капитальных вложений связаны не со всей величиной 
выпуска продукции, а обусловливают прирост продукции; 
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причем в рассматриваемой модели предполагается, что при­
рост продукции текущего периода обусловлен вложениями, 
произведенными в этом же периоде. Если текущий период 
обозначить через t, то прирост продукции AXj равен разно­
сти абсолютных уровней производства в период t и в пред­
шествующий (t - 1)-й период: 

Полагая, что прирост продукции пропорционален приросту 
производственных фондов, можно записать: 

ЛФц=фуАХ7; i,j = \~n. (6.28) 

Рассмотрим в равенстве (6.28) коэффициенты пропорцио­
нальности щ. Поскольку 

ДФу 

то экономический смысл этих коэффициентов заключается 
в том, что они показывают, какое количество продукции i-й 
отрасли должно быть вложено в у'-ю отрасль для увеличения 
производственной мощности у-й отрасли на единицу про­
дукции. Предполагается, что производственные мощности ис­
пользуются полностью и прирост продукции равен приросту 
мощности. Коэффициенты щ называются коэффициентами 
вложений.или коэффициентами приростной фондоемкости. 

С помощью коэффициентов прямых материальных затрат 
и коэффициентов вложений ф,; систему уравнений (6.27) мож­
но представить в следующем виде: 

п п —__ 
Xi = Z a4Xi + Z УН**] + Yi> i = 1'n- <6-29> 

Система (6.29) представляет собой систему линейных 
разностных уравнений первого порядка. Ее можно привести 
к обычной системе линейных уравнений, если учесть, что все 
объемы валовой и конечной продукции относятся к некото-
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рому периоду t, а прирост валовой продукции определен в 
сравнении с (* - 1)-м периодом: 

7 = 1 7 = 1 

(О 

Отсюда можно записать следующие соотношения: 

XP=fj(ai}+<?ij)Xf-fjvi}xf-»+Yi'V; I = *Я (6.30) 
/=1 7=1 

Пусть нам известны уровни валовой продукции всех от­
раслей в предыдущем периоде (величины X: ) и конечный 
продукт отраслей в t-ш периоде. Тогда очевидно, что соот­
ношения (6.30) представляют собой систему п линейных 
уравнений с п неизвестными уровнями производства t-то пе­
риода. Таким образом, решение динамической системы ли­
нейных уравнений позволяет определить выпуск продукции 
в последующем периоде в зависимости от уровня, достигну­
того в предыдущем периоде. Связь между периодами уста­
навливается через коэффициенты вложений ф;у, характери­
зующие фондоемкость единицы прироста продукции. 

Переходя от дискретного анализа к непрерывному, вместо 
(6.27) будем иметь: 

Выражение (6.28) в пределе дает: 

йФи dXt 
= 9 i i • 

dt ' dt 
Окончательно для случая непрерывных изменений получим 

следующую систему соотношений: 

Xt = Y,aHXi + £фу -dY + У''; i = hn- ( 6-3 1 ) 

7 = 1 7 = 1 
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Соотношения (6.31) представляют собой систему п линей­
ных дифференциальных уравнений первого порядка с посто­
янными коэффициентами. Для ее решения помимо матриц 
коэффициентов прямых материальных текущих затрат и ко­
эффициентов капитальных затрат (вложений) необходимо 
знать уровни валового выпуска в начальный момент времени 
t = 0 и закон изменения величины конечного продукта, т.е. 
вид функций Yt'(t). На основе этих данных путем решения 
получившейся задачи Коши для системы дифференциаль­
ных уравнений (6.31) можно найти уровни валового выпуска 
теоретически для любого момента времени. Практически же 
более или менее достоверное описание валовых и конечных 
выпусков как функций времени может быть получено лишь 
для относительно небольших промежутков времени. 

В динамической модели особую роль играют коэффициенты 
приростной фондоемкости щ. Они образуют квадратную мат­
рицу re-го порядка 

Ф и Ф12 • " Ф1п' 

Ф21 Ф22 •• Ф2п 
9 

^Фп1 Фл2 ••• 4>nJ 
каждый столбец которой характеризует для соответствую­
щей ;'-й отрасли величину и структуру фондов, необходимых 
для увеличения на единицу ее производственной мощности 
(выпуска продукции). Матрица коэффициентов приростной 
фондоемкости дает значительный материал для экономиче­
ского анализа и планирования капитальных вложений. 

Коэффициенты приростной фондоемкости (ру определенным 
образом связаны с валовыми коэффициентами прямой фондо­
емкости продукции fkj, рассмотренными в предыдущем пара­
графе. Коэффициенты fy показывают, сколько всего фондов 
данного вида приходится на единицу валового выпуска про­
дукции, а коэффициенты фу отражают прирост фондов на еди­
ницу прироста продукции. Если бы технический прогресс в 
отраслях производства отсутствовал, то на единицу прироста 
продукции потребовалось бы столько же новых фондов, сколько 

(фу) ^ 
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их уже занято на единицу выпускаемой продукции, т.е. ко­
эффициенты приростной фондоемкости и валовой прямой 
фондоемкости были бы равны между собой. Так как новые 
капитальные вложения производятся на новом более высоком 
техническом уровне по сравнению с объемом и структурой 
действующих фондов, то на практике коэффициенты приро­
стной фондоемкости и коэффициенты прямой фондоемкости 
различаются по величине. Однако между этими двумя группа­
ми коэффициентов существует вполне определенная связь, и 
это используется при разработке динамических моделей, осо­
бенно в связи с тем, что достоверные данные о фондоемкости 
продукции получить легче, чем непосредственно рассчитать 
коэффициенты вложений. 

Кроме коэффициентов прямой фондоемкости коэффици­
енты вложений связаны с другими показателями, например с 
соответствующими коэффициентами текущих затрат, отражаю­
щими износ основных фондов и равными амортизации, при­
ходящейся на единицу продукции. 

В рассмотренной динамической модели межотраслевого 
баланса предполагается, что прирост продукции текущего 
периода обусловлен капиталовложениями, произведенными 
в этом же периоде. Для сравнительно коротких периодов это 
предположение может оказаться нереальным, так как суще­
ствуют известные, иногда довольно значительные отставания 
во времени (так называемые временные лаги) между вложе­
нием средств в производственные фонды и приростом вы­
пуска продукции. Модели, так или иначе учитывающие лаг 
капитальных вложений, образуют особую группу динамиче­
ских моделей межотраслевого баланса. Из теоретических 
моделей данного типа следует назвать прежде всего линейную 
динамическую межотраслевую модель Леоньтева, в которой 
капитальные вложения представлены в виде так называемого 
инвестиционного блока в форме Леонтьева. Математическим 
обобщением этой и ряда других динамических моделей яв­
ляется динамическая модель в матричной форме Неймана, 
основанная на математической теории равномерного про­
порционального роста экономики (так называемая магист­
ральная теория). 
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Вопросы и задания 

1. В чем суть балансового метода исследования социально-
экономических систем? 

2. Поясните принципиальную схему межотраслевого ба­
ланса и раскройте экономическое содержание ее разделов. 

3. Опишите экономико-математическую модель статического 
межотраслевого баланса и поясните экономический 
смысл входящих в нее элементов. 

4. Дайте определение коэффициентов прямых и полных 
материальных затрат и укажите способы их вычисления. 

5. Поясните понятие продуктивности матрицы коэффициен­
тов прямых материальных затрат. 

6. Раскройте экономический смысл коэффициентов прямой и 
полной трудоемкости и дайте описание экономико-мате­
матической модели межотраслевого баланса затрат труда. 

7. В чем заключается экономическое содержание коэффи­
циентов прямой и полной фондоемкости? Поясните 
порядок их расчета на основе экономико-математической 
модели МОБ. 

8. Раскройте содержательный смысл принципиальной схемы 
динамического межотраслевого баланса. Дайте характеристи­
ку динамической межотраслевой балансовой модели. 

Упражнения 

На основании данных, приведенных в нижеследующих 
таблицах, рассчитать коэффициенты прямых и полных 
материальных затрат. 

а). 

Отрасль Прямые межотраслевые потоки Конечная 
продукция 

1 
2 
3 

50 
25 
25 

60 
90 
60 

80 
40 
40 

60 
25 
35 
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б) 

Отрасль 
1 
2 
3 

в) 

Отрасль 

1 
2 
3 

Прямые межотраслевые 
1 
40 
16 
80 

2 
18 
9 

45 

Прямые межотраслевые 
1 
18 
45 
36 

2 
36 
90 
36 

потоки 
3 
25 
25 
50 

потоки 
3 
25 
25 
50 

Конечная 
продукция 

21 
16 
75 

Конечная 
продукция 

1 
20 
30 

. В таблицах приведены коэффициенты прямых матери­
альных затрат и объемы конечной продукции в межот­
раслевом балансе для трех отраслей: 

а) 

Отрасль 

1 
2 
3 

б) 

Отрасль 

1 
2 
3 

Коэффициенты прямых затрат 
1 

0,2 
0,5 
0,2 

Коэффищ 
1 

0,3 
0,2 
0,1 

2 
0,2 
0,3 
0,2 

шты прямы. 
2 

0,4 
0,1 
0,5 

3 
0,1 
0,2 
0,4 

х затрат 
3 

0,2 
0,3 
0,2 

Конечная 
продукция 

50 
0 
30 

Конечная 
продукция 

40 
15 
10 

Требуется: 
1) проверить продуктивность матрицы коэффициентов 

прямых затрат; 
2) рассчитать коэффициенты полных материальных затрат; 
3) найти объемы валовой продукции отраслей. 

. На основе данных таблиц в упр. 2 восстановить схемы меж­
отраслевого материального баланса. 



ГЛАВА 7 
ЭКОНОМЕТРИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 

• Общие понятия эконометрических моделей 
• Задачи экономического анализа, решаемые на основе регрессионных 

эконометрических моделей 
• Оценка качества эконометрических регрессионных моделей и 

прогнозирование на их основе 

7 .1 . Общие понятия эконометрических моделей 

При анализе экономических явлений на основе экономико-
математических методов особое место занимают модели, вы­
являющие количественные связи между изучаемыми пока­
зателями и влияющими на них факторами. Научной дисци­
плиной, предмет которой составляет изучение этой количе­
ственной стороны экономических явлений и процессов сред­
ствами математического и статистического анализа, является 
эконометрия, в которой результаты теоретического анализа 
экономики синтезируются с выводами математики и стати­
стики. Основная задача эконометрии — проверка экономи­
ческих теорий на фактическом (эмпирическом) материале 
при помощи методов математической статистики. 

Главным инструментом эконометрии служит экономет-
рическая модель, т.е. экономико-математическая модель 
факторного анализа, параметры которой оцениваются сред­
ствами математической статистики. Эта модель выступает в 
качестве средства анализа и прогнозирования конкретных 
экономических процессов на основе реальной статистиче­
ской информации. 

Эконометрические модели можно классифицировать по ряду 
классификационных признаков. Так, по а н а л и т и ч е ­
с к о й ф о р м е модели (уравнения) выделяют линейные, 
нелинейные, степенные модели, модели Брандона и др. На­
пример, модель Брандона имеет вид: 
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У = J//i(*i)" /г(*2)•• • • fm(xm)> 
где у — изучаемый показатель (будем называть его резуль­
тативным признаком), черта над ним означает среднюю ве­
личину (математическое ожидание); х\, х2,..., хт — влияю­
щие на изучаемый показатель величины (будем называть 
их факторными признаками). 

Одной из основных классификационных рубрик эконо-
метрических моделей является классификация по направ­
лению и сложности причинных связей между показателями, 
характеризующими экономическую систему. Если пользо­
ваться термином «переменная», то в любой достаточно 
сложной экономической системе можно вьвделить внутренние 
переменные (например, выпуск продукции, численность ра­
ботников, производительность труда) и внешние переменные 
(например, поставка ресурсов, климатические условия и др.). 
Тогда по н а п р а в л е н и ю и с л о ж н о с т и связей ме­
жду внутренними (эндогенными, выходными) переменными 
и внешними (экзогенными, входными) переменными выде­
ляют следующие эконометрические модели: регрессионные 
модели, взаимозависимые системы, рекурсивные системы. 

Регрессионными называют модели, основанные на урав­
нении регрессии, или системе регрессионных уравнений, 
связывающих величины эндогенных и экзогенных перемен­
ных. Различают уравнения (модели) парной и множественной 
регрессии. Если для обозначения эндогенных переменных 
использовать букву у, а для экзогенных переменных букву х, то 
в случае линейной модели уравнение парной регрессии имеет 
вид у = а0 + а1х , а уравнение множественной регрессии: 
у = а0 + а1х1 + а2Х2+---+атхт . Подобного типа модели рас­
сматриваются подробно в следующих параграфах. Отметим 
только, что параметры моделей парной и множественной рег­
рессии находятся на основе метода наименьших квадратов. 

Взаимозависимые системы наиболее полно описывают эко­
номическую систему, содержащую, как правило, множество 
взаимосвязанных эндогенных и экзогенных переменных. 
Такие модели задаются системой взаимозависимых уравне­
ний следующего вида (п — число эндогенных переменных, 
т — число экзогенных переменных): 
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j / ! = а10 + апхх+.. .+а1тхт + Ь12у2 + Ь13у3+.. .+ЪыУп 

у 2 = а20 + а21хх+.. .+а2тхт + Ь21ух + Ь23у3+.. .+Ь2пуп 

Уп = апО + а п Л + - -+аптхт + Ьп1У1 + Ь„2У2+---+ЬпЛ-1Ул-1-
Для нахождения параметров системы взаимозависимых 

уравнений используются более сложные методы: двух- и трех-
шаговый метод наименьших квадратов, методы максимального 
правдоподобия с полной и неполной информацией и др. 

На практике стремятся упростить взаимозависимые сис­
темы и привести их к так называемому рекурсивному виду. 
Для этого сначала выбирают эндогенную переменную (внут­
ренний показатель), зависящую только от экзогенных пере­
менных (внешних факторов), обозначают ее у\. Затем выби­
рается внутренний показатель, который зависит только от 
внешних факторов и от у\, и т.д.; таким образом, каждый 
последующий показатель зависит только от внешних факторов 
и от внутренних предыдущих. Такие системы называются ре­
курсивными. Параметры первого уравнения рекурсивных 
систем находят методом наименьших квадратов, их подстав­
ляют во второе уравнение и опять применяется метод наи­
меньших квадратов, и т.д. 

Процесс построения и использования эконометрических 
моделей является достаточно сложным и включает в себя 
следующие основные этапы: определение цели исследования, 
построение системы показателей и логический отбор факто­
ров, наиболее влияющих на каждый показатель; выбор формы 
связи изучаемых показателей между собой и отобранными 
факторами, другими словами, выбор типа эконометрической 
модели; сбор исходных данных и анализ информации; по­
строение эконометрической модели, т.е. определение ее па­
раметров; проверка качества построенной модели, в первую 
очередь ее адекватности изучаемому экономическому про­
цессу; использование модели для экономического анализа и 
прогнозирования. 

При практической реализации указанных этапов очень 
важным является построение системы показателей исследуе­
мого экономического процесса и определение перечня факто­
ров, влияющих на каждый показатель. 
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Укажем основные требования, предъявляемые к включае­
мым в эконометрическую модель факторам. 
• Каждый из факторов должен быть обоснован теоретически. 
• В перечень целесообразно включать только важнейшие фак­

торы, оказывающие существенное воздействие на изучаемые 
показатели; при этом рекомендуется, чтобы количество 
включаемых в модель факторов не превышало одной трети 
от числа наблюдений в выборке (длины временного ряда). 

• Факторы не должны быть линейно зависимы, поскольку 
эта зависимость означает, что они характеризуют анало­
гичные свойства изучаемого явления. Например, заработ­
ная плата работников зависит, наряду с другими факто­
рами, от роста производительности труда и от объема вы­
пускаемой продукции. Однако эти факторы могут быть 
тесно взаимосвязаны, коррелированы и, следовательно, в 
модель целесообразно включать только один из этих фак­
торов. Включение в модель линейно взаимозависимых фак­
торов приводит к возникновению явления мультиколлине-
арности, которое отрицательно сказывается на качестве 
модели; более подробно это явление описано ниже. 

• Влияющие на экономический процесс факторы могут быть 
количественные и качественные. В модель рекомендуется 
включать только такие факторы, которые могут быть чис­
ленно измерены. 

• В одну модель нельзя включать совокупный фактор и об­
разующие его частные факторы. Одновременное включение 
таких факторов приводит к неоправданно увеличенному 
их влиянию на зависимый показатель, к искажению реаль­
ной действительности. 
При отборе влияющих факторов используются статисти­

ческие методы отбора. Так, существенного сокращения числа 
влияющих факторов можно достичь с помощью пошаговых 
процедур отбора переменных. Ни одна из этих процедур не 
гарантирует получения оптимального набора переменных. 
Однако при практическом применении они позволяют получать 
достаточно хорошие наборы существенно влияющих факто­
ров, кроме того их можно сочетать с другими подходами к ре­
шению данной проблемы, например, с экспертными оценками 
значимости факторов. Среди пошаговых процедур отбора 
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факторов наиболее часто используются процедуры пошаго­
вого включения и исключения факторов. Обе эти процедуры 
хорошо формализованы и потому успешно реализованы в 
различных машинных программах статистического анализа. 

Метод исключения предполагает построение уравнения, 
включающего всю совокупность переменных, с последующим 
последовательным (пошаговым) сокращением числа пере­
менных в модели до тех пор, пока не выполнится некоторое 
наперед заданное условие. Суть метода включения — в по­
следовательном включении переменных в модель до тех 
пор, пока регрессионная модель не будет отвечать заранее 
установленному критерию качества. Последовательность 
включения определяется с помощью частных коэффициен­
тов корреляции: переменные, имеющие относительно иссле­
дуемого показателя большее значение частного коэффициента 
корреляции, первыми включаются в регрессионное уравнение. 

Выше отмечено, что одной из предпосылок применения 
методов регрессионного анализа для построения эконометри-
ческих моделей является отсутствие среди независимых пе­
ременных (факторов) линейно связанных. Если данная пред­
посылка не выполняется, то возникает, как уже сказано 
выше, явление мультиколлинеарности, т.е. наличие сильной 
корреляции между независимыми переменными (включен­
ными в модель факторами). В математическом аспекте муль-
тиколлинеарность приводит к слабой обусловленности матрицы 
системы нормальных уравнений, т.е. близости ее определителя 
к нулю, а в содержательном аспекте — к искажению смысла 
коэффициентов регрессии и затруднению выявления наиболее 
существенно влияющих факторов. 

Основные причины, вызывающие мультиколлинеарность, — 
независимые переменные, либо характеризующие одно и то 
же свойство изучаемого явления, либо являющиеся состав­
ными частями одного и того же признака. 

В настоящее время существует ряд методов, позволяющих 
оценить наличие мультиколлинеарности в совокупности не­
зависимых переменных, измерить ее степень, выявить взаимно 
коррелированные переменные и устранить или ослабить ее 
негативное влияние на регрессионную модель. Наиболее рас­
пространенным методом выявления мультиколлинеарности 
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является метод корреляции. На практике считают, что две 
переменные коллинеарны (линейно зависимы), если парный 
коэффициент корреляции между ними по абсолютной вели­
чине превышает 0,8. Устраняют мультиколлинеарность чаще 
всего путем исключения из модели одного из коррелирован­
ных факторов. 

7.2. Задачи экономического анализа, решаемые на основе 
регрессионных эконометрических моделей 

Вопросы построения и использования эконометрических 
моделей рассмотрим более подробно на примере линейных 
регрессионных моделей как в случае парной регрессии 
(однофакторная модель), так и в случае множественной рег­
рессии (многофакторная модель); в последнем случае будем 
рассматривать модели множественной регрессии на примере 
линейной двухфакторной модели. 

Основу математического аппарата для рассматриваемых 
моделей составляют такие разделы математической стати­
стики, как корреляционный и регрессионный анализ. Для 
определенности эндогенные переменные в этих моделях будем 
называть результативными признаками и обозначать их, 
как и ранее, буквой у, а экзогенные переменные будем на­
зывать факторными признаками и обозначать их буквой х. 
Методы корреляционно-регрессионного анализа позволяют 
решать три основные задачи: определение формы связи ме­
жду результативным и факторными признаками, измерение 
тесноты связи между ними, анализ влияния отдельных 
факторных признаков. Рассмотрим решение этих задач для 
указанных видов эконометрических моделей; при этом для 
наглядности будем иллюстрировать выводы на конкретном 
примере экономического анализа. 

В табл. 7.1 представлены статистические данные о расхо­
дах на питание, душевом доходе и размере семьи для девяти 
групп семей. Требуется проанализировать зависимость вели­
чины расходов на питание от величины душевого дохода и 
размера семьи. 

В соответствии с этим первый показатель будет резуль­
тативным признаком, который обозначим у, а два других 
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будут факторными признаками, или просто факторами, и 
мы их обозначим соответственно Х\ и х%. 

Таблица 7.1. 
Номер 
группы 

1—
t 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

Расход 
на питание (у) 

433 
616 
900 
1113 
1305 
1488 
1645 
1914 
2411 

Душевой 
доход (хх) 

628 
1577 
2659 
3701 
4796 
5926 
7281 
9350 
18807 

Размер 
семей (х2) 

1,5 
2.1 
2,7 
3,2 
3,4 
3,6 
3,7 
4,0 
3,7 

Рассмотрим сначала однофакторную линейную модель 
зависимости расходов на питание (у) от величины душевого 
дохода семей (х{). Она выражается линейной функцией вида 

у = а0 +а1х1, (7.1) 

параметры которой UQ И ai находятся в результате решения 
системы нормальных уравнений, которая в свою очередь фор­
мируется, как уже отмечалось в гл. 5, на основе метода наи­
меньших квадратов. Система нормальных уравнений для рас­
сматриваемого случая аналогична системе (5.5) и имеет вид: 

па0 + ( £ * i ) a i = £ j / 

_(I>i)ao +(E*i2) a i = I > * i ' 
(7.2) 

где суммирование проводится по всем п группам. Используя 
данные табл. 7.1, получим систему уравнений: 

| 9а 0 + 54725^ = 11825 
\54725aj + 540789321 = 98049159, 

решением которой являются значения UQ = 549,68; а,\ = 
г0,1257. Таким образом, модель имеет вид: 
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у = 549,68 + 0,1257*!. (7.3). 

Уравнение (7.3) называется уравнением регрессии, коэф­
фициент а\ — коэффициентом регрессии. Направление связи 
между у и Xi определяет знак коэффициента регрессии а\\ в 
нашем случае данная связь является прямой. Теснота этой 
связи определяется коэффициентом корреляции (парным): 

rtXl = Jl - - = Ч (7-4) 

где Sy — средняя квадратическая ошибка выборки у из 
табл. 7.1: 

у — средняя арифметическая значений у, 

S- — средняя квадратическая ошибка уравнения (7.3) для 
Ух1 

числа степеней свободы п - 2: 

S* = i д - 2 ' 
где у — соответствующее значение расходов на питание, 
вычисленное по модели (7.3). 

В этих формулах, как и ранее, суммирование ведется по 
всем группам от 1 до га. 

Чем ближе значение коэффициента корреляции к еди­
нице, тем теснее корреляционная связь. В нашем примере 
S* = 454070, S? = 63846, следовательно, 

и ух. 

г ^ = 11-Ё^846_ = 
т V 454070 

Полученное значение гух свидетельствует, что связь между 
расходами на питание и душевым доходом очень тесная. 
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п 

Величина г. называется коэффициентом детерминации 
и показывает долю изменения (вариации) результативного 
признака под действием факторного признака. В нашем 

о 

случае г. = 0,859; это означает, что фактором душевого 
Ух1 

дохода можно объяснить почти 86% изменения расходов на 
питание. 

Коэффициенты регрессии (в рассматриваемом случае это 
коэффициент а{) нельзя использовать для непосредственной 
оценки влияния факторов на результативный признак из-за 
различия единиц измерения исследуемых показателей. Для 
этих целей вычисляются коэффициенты эластичности и бета-
коэффициент. 

Коэффициент эластичности для рассматриваемой модели 
парной регрессии рассчитывается по формуле: 

Э * с , = ^ . (7-5) 

Он показывает, на сколько процентов изменяется резуль­
тативный признак у при изменении факторного признака 
Xi на один процент. 

В нашем примере коэффициент регрессии а\ равен 0,1257, 
а средние арифметические х~х и у равны соответственно 
6080,6 и 1313,9. Поэтому коэффициент эластичности расходов 
на питание в зависимости от душевого дохода будет равен 

_ 0,1257-6080,6 . _ _ 
yXl 1313,9 

Это означает, что при увеличении душевого дохода на 
1% расходы на питание увеличатся на 0,58%. 

Бета-коэффициент в нашем случае задается формулой: 

aiSx 

р**=-V 5 - . (7-6) 

где Sx и Sy — средние квадратические ошибки выборки ве­
личин х\ и у из табл. 7.1 соответственно. 
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Величина Sy уже была рассчитана ранее и равна 454070, 
поэтому величина Sy равна 673,8; аналогичные расчеты да­
ют значение величины Sx , равное 4242,0. Бета-коэффици­
ент показывает, на какую часть величины своего среднего 
квадратического отклонения изменится в среднем значение 
результативного признака при изменении факторного призна­
ка на величину его среднеквадратического отклонения. 

В нашем случае получаем следующее значение бета-ко­
эффициента: 

= 0,1257- 4242,0 
^ 673,8 

т.е. увеличение душевого дохода на величину среднеквадра­
тического отклонения этого показателя приведет к увеличению 
среднего значения расходов на питание на 0,79 среднеквадра­
тического отклонения этих расходов. 

Рассмотрим теперь двухфакторную линейную модель за­
висимости расходов на питание (у) от величины душевого 
дохода семей (rej) и размера семей (х2). Как уже отмечено 
выше, множественный (многофакторный) корреляционно-
регрессионный анализ решает три задачи: определяет форму 
связи результативного признака с факторными, выявляет 
тесноту этой связи и устанавливает влияние отдельных 
факторов. В нашем случае эта модель имеет вид: 

у = а0 +axxx + а2х2. (7.7) 

Параметры модели а$, а\, и а2 находятся путем решения 
системы нормальных уравнений: 

пао + ( 2 > i ) a i + (1>г ) а 2 = 1 > 

• ( Z *i)ao + ( Z *i2)ai + Е х1хг)а2 = Z У*\ <7-8) 

Еха)"о +E*ix*H +(Z*l)a2 = 2>*2-
Используя данные табл. 7.1, получим систему нормальных 

уравнений в виде: 



Эконометрические модели 273 

9а0 + 54725а! + 27,9а2 =11825 
54725а0 + 540789321а2 + 194341,8а2 = 98049159 
27,9а0 + 194341,8oi + 92,1а2 = 40391,7. 

Решая эту систему (например, методом Гаусса), получим: 
ао=18,63; а^О.0985; а2=224,6, так что модель (7.7) имеет вид: 

у = 18,63 + 0,0985*! + 224,6*2 • 
Для определения тесноты связи предварительно вычисляются 

парные коэффициенты корреляции ryx , ryXii гх^х . Например, 

= Й Л 1 ^ ( 7 9 ) 

где черта над символами означает среднюю арифметиче­
скую, a Sy и Sx — средние квадратические ошибки соответ­
ствующих выборок из табл. 7.1: 

в,- Е»-*>" 
га V га 

Аналогичный вид имеют формулы для гух и rx x . 
После этого вычисляют коэффициент множественной 

корреляции 

\r'i. + г* - 2г„. г„. г. 
**- = J ^ . (7-10) 

который колеблется в пределах от 0 до 1; чем ближе он к 1, 
тем в большей степени учтены факторы, влияющие на резуль­
тативней признак. 

В нашем примере расчеты дают следующее значение ко­
эффициента множественной корреляции: Ryxx = 0,983, что 
выше значения коэффициента корреляции в случае одно-
факторной модели. Таким образом, степень тесноты связи 
расходов на питание с факторами душевого дохода и размера 
семей является очень высокой. 
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Величина R. называется совокупным коэффициентом 
детерминации и показывает долю вариации результативного 
признака под воздействием изучаемых факторных признаков. 
В нашем примере Л? = 0,966; это означает, что совместное 

УХ\Х2 
влияние душевого дохода и размера семей объясняет почти 
97% изменения расходов на питание. 

Задача анализа тесноты связи между результативным и 
одним из факторных признаков при неизменных значениях 
других факторов решается в многофакторных моделях при 
помощи частных коэффициентов корреляции. Так, частный 
коэффициент корреляции между результативным признаком 
у и факторным признаком Xi при неизменном значении 
факторного признака Х2 рассчитывается по формуле 

где используются парные коэффициенты корреляции, рас­
считываемые по формулам, аналогичным (7.9). 

Аналогичная формула имеет место для частного коэффи­
циента корреляции ГуХз(х ) между результативным признаком 
у и факторным признаком х2 при неизменном значении 
факторного признака Х\. 

Для рассматриваемого примера частные коэффициенты 
корреляции расходов на питание от душевого дохода и раз­
мера семей составляют 

гт(х2) = 0,927; r^(Xi) = 0,849, 

т.е. теснота связи между расходами на питание и одним из 
исследуемых факторов при неизменном значении другого 
является весьма значительной. 

Если частные коэффициенты корреляции возвести в квад­
рат, то получим частные коэффициенты детерминации, 
показывающие долю вариации результативного признака 
под действием одного из факторов при неизменном значении 
другого фактора. В нашей задаче 
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г? , , = 0,859; г? , . = 0,721, 

следовательно, влиянием душевого дохода при неизменном 
размере семьи объясняется почти 86% изменения расходов 
на питание, а изменение размера семьи при неизменном ду­
шевом доходе объясняет более 72% изменения расходов на 
питание. 

Влияние отдельных факторов в многофакторных моде­
лях может быть охарактеризовано с помощью частных ко­
эффициентов эластичности, которые в случае линейной 
двухфакторной модели (7.7) рассчитываются по формулам: 

Черта над символом, как и ранее, означает среднюю 
арифметическую. Частные коэффициенты эластичности по­
казывают, на сколько процентов изменится результативный 
признак, если значение одного из факторных признаков из­
менится на 1%, а значение другого факторного признака ос­
танется неизменным. 

В рассматриваемом примере а\ = 0,0985; а2 = 224,6; у = 
= 1313,9; х х = 6080,6; х2 — 3,1, следовательно, по формулам 
(7.12) получим: 

э 00986^0806 224,6-8,1 
»*Л*г) 1313,9 v*tlx,) 1313,9 

Это означает, что при увеличении душевого дохода на 
один процент и неизменном размере семьи расходы на пи­
тание увеличатся на 0,456% , а увеличение (условное) на 1% 
размера семьи при неизменном душевом доходе приведет к 
возрастанию расходов на питание на 0,530%. 

Определенные выводы о влиянии отдельных факторов на 
результативный признак в случае линейной модели множе­
ственной регрессии можно сделать на основе расчета част­
ных бета-коэффициентов, которые для двухфакторной мо­
дели (6.7) задаются формулами: 



276 Глава 7 

fltjO~ ^2 х 
Pj>*,(*2) = ~ F ^ " ; Pff*i(*,) = с 2 • (7-1 3) 

Частные бета-коэффициенты показывают, на какую долю 
своего среднеквадратического отклонения изменится в сред­
нем результативный признак при изменении одного из фак­
торных признаков на величину его среднеквадратического 
отклонения и неизменном значении остальных факторов. 

В рассматриваемой задаче ai=0,0985; a2=224,6; SJ/=673,8; 
Sx =4242,0; SXi> =0,79, так что расчеты по формулам (7.13) 
дают следующие значения частных бета-коэффициентов: 

Р^(*2) = 673,8 = ° ' 6 2 ; Р^<*> = 673,8 = ° '2 6-

Это означает, что при неизменном составе семей увели­
чение на величину среднеквадратического отклонения раз­
мера душевого дохода приведет к увеличению среднего зна­
чения расходов на питание на 0,62 их среднеквадратическо­
го отклонения, а при неизменном душевом доходе увеличе­
ние размера семей на величину его среднеквадратического 
отклонения приведет к возрастанию расходов на питание 
лишь на 0,26 их среднеквадратического отклонения. 

7.3. Оценка качества эконометрических регрессионных 
моделей и прогнозирование на их основе 

Будем рассматривать, как и в предыдущем параграфе, 
линейные эконометрические модели регрессии. Их качество 
оценивается стандартным для экономико-математических 
моделей образом: по адекватности и точности. Адекват­
ность регрессионных моделей может быть установлена, как 
и в случае трендовых моделей, на основе анализа остаточной 
последовательности; при этом расчетные значения получа­
ются подстановкой в модель фактических значений всех 
включенных в модель факторов. Остаточная последовательность 
проверяется на выполнение свойств случайной компоненты 
временного экономического ряда: близость нулю математи­
ческого ожидания, случайный характер отклонений, отсутст-



Эконометрические модели 277 

вие автокорреляции и нормальность закона распределения. 
Эта проверка проводится теми же методами и с использова­
нием тех же статистических критериев, что и для трендовых 
моделей (см. § 5.2). 

О качестве моделей регрессии можно судить также по 
значениям коэффициента корреляции (индекса корреляции) 
и коэффициента детерминации для однофакторной модели и 
по значениям коэффициента множественной корреляции и 
совокупного коэффициента детерминации для моделей мно­
жественной регрессии. Формулы расчета этих коэффициентов 
приведены в § 7.2. Чем ближе абсолютные величины ука­
занных коэффициентов к 1, тем теснее связь между изучаемым 
признаком и выбранными факторами и, следовательно, с 
тем большей уверенностью можно судить об адекватности 
построенной модели, включающей в себя наиболее влияющие 
факторы. 

Для оценки точности регрессионных моделей обычно 
используются те же статистические критерии точности, что 
и для трендовых моделей, в частности, средняя относительная 
ошибка аппроксимации (см. формулу (5.14)). Проверка 
значимости модели регрессии проводится с использованием 
F-критерия Фишера, расчетное значение которого находится 
как отношение дисперсии исходного ряда наблюдений 
изучаемого показателя и несмещенной оценки дисперсии 
остаточной последовательности для данной модели. Если 
расчетное значение этого критерия со степенями свободы 
V\ = n-lw.V2 = n - m - l , где п — количество наблюдений 
и т — число включенных в модель факторов, больше таб­
личного значения критерия Фишера при заданном уровне 
значимости, то модель признается значимой. 

При проверке качества регрессионной модели целесооб­
разно оценить также значимость коэффициентов регрессии. 
Эта оценка проводится по f-статистике Стьюдента путем 
проверки гипотезы о равенстве нулю k-ro коэффициента рег­
рессии (k = 1,2,..., т). Расчетное значение it-критерия с числом 
степеней свободы (п - т - 1) находят путем деления k-то ко­
эффициента регрессии на среднеквадратическое отклонение 
этого коэффициента, которое в свою очередь вычисляется как 
квадратный корень из произведения несмещенной оценки 
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дисперсии остаточной компоненты и й-го диагонального 
элемента матрицы, обратной матрице системы нормальных 
уравнений относительно параметров модели. Это расчетное 
значение сравнивается с табличным значением критерия 
Стьюдента при заданном уровне значимости, и если оно 
больше табличного значения, коэффициент регрессии счита­
ется значимым. В противном случае соответствующий дан­
ному коэффициенту регрессии фактор следует исключить из 
модели, при этом качество модели не ухудшится. 

Перейдем к вопросу экономического прогнозирования на 
основе модели регрессии, при этом будем предполагать, что 
модель, построенная на базе временных рядов изучаемого 
показателя и включенных в модель факторов, является аде­
кватной и достаточно точной. При использовании построенной 
модели для прогнозирования делается также предположение 
о сохранении существовавших ранее взаимосвязей переменных 
и на период упреждения. 

Для прогнозирования зависимой переменной (результа­
тивного признака) на L шагов вперед необходимо знать 
прогнозные значения всех входящих в модель факторов. 
Эти значения могут быть получены на основе экстраполяци-
онных методов, например, с использованием средних абсо­
лютных приростов факторных признаков; они могут быть 
также определены методами экспертных оценок или непо­
средственно заданы исследователем экономического процесса. 
Прогнозные значения факторов подставляют в модель и полу­
чают точечные прогнозные оценки изучаемого показателя. 

Для определения области возможных значений результа­
тивного показателя при известных значениях факторов, т.е. 
доверительного интервала прогноза, необходимо учитывать 
два возможных источника ошибок. Ошибки первого рода 
вызываются рассеиванием наблюдений относительно линии 
регрессии, и их можно учесть, в частности, величиной сред-
неквадратической ошибки аппроксимации изучаемого пока­
зателя с помощью регрессионной модели. Обозначим эту ве­
личину Sy и вычислим ее по формуле, аналогичной (5.15). 

Ошибки второго рода обусловлены тем, что в действи­
тельности жестко заданные в модели коэффициенты регрес­
сии являются случайными величинами, распределенными 
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по нормальному закону. Эти ошибки учитываются вводом 
поправочного коэффициента при расчете ширины довери­
тельного интервала; формула для его расчета включает таб­
личное значение ^-статистики при заданном уровне значи­
мости и зависит от вида регрессионной модели. 

Для линейной однофакторной модели, общий вид которой 
имеет структуру, аналогичную (7.1), величина отклонения от 
линии регрессии задается выражением (обозначим его В): 

R(n,L,a) = SgtJl + 1/n + (xn+L - x? £ ( * , - xf. (7.14) 

Здесь п — число наблюдений, L — количество шагов 
вперед, а — уровень значимости прогноза, xt — наблюдае­
мое значение факторного признака в момент t, x — среднее 
значение наблюдаемого фактора, xn+L — прогнозное значе­
ние фактора на L шагов вперед. 

Таким образом, для рассматриваемой модели формула 
расчета нижней и верхней границ доверительного интерва­
ла прогноза имеет вид: 

Uy=yn+L±R(n,L,OL), (7.15) 

где yn+i означает точечную прогнозную оценку изучаемого 
результативного показателя по модели на L шагов вперед. 

Вопросы и задания 

1. Дайте общее понятие эконометрической модели. Какие 
виды эконометрических моделей вы знаете? 

2. Чем вызывается явление мультиколлинеарности в много­
факторных эконометрических моделях? Как это явление 
сказывается на качестве моделей и как оно устраняется? 

3. Какие задачи экономического анализа решаются на ос­
нове эконометрических моделей регрессии? 

4. Раскройте экономическую интерпретацию коэффициентов 
парной и множественной корреляции, коэффициентов 
детерминации, совокупных коэффициентов детерминации. 
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5. Поясните экономический смысл коэффициента эластич­
ности и бета-коэффициента. 

6. На основании каких коэффициентов можно проанализиро­
вать влияние отдельных факторов в линейных моделях 
множественной регрессии? 

7. Каким образом может быть оценено качество линейных 
моделей регрессии? 

8. Раскройте суть получения точечных и интервальных 
прогнозных значений результативного показателя на 
основе регрессионных моделей. 

Упражнения 

1. Данные опроса восьми групп семей о расходах на про­
дукты питания в зависимости от уровня доходов семьи 
приведены в таблице (числа относительные в расчете на 
100 руб. дохода и расхода): 

Доходы семьи (х) 
Расходы на продукты 
питания (у) 

1,4 

1,1 

3,3 

1,4 

5,5 

2,0 

7,6 

2,4 

9,8 

2,8 

12,0 

3,1 

14,7 

3,5 

18,9 

4,0 

Требуется: 
1) рассчитать коэффициент корреляции и оценить тесноту 

связи между доходами семьи и расходами на продукты пи­
тания; 

2) построить линейную однофакторную модель зависимости 
расходов на питание от дохода семьи; 

3) рассчитать коэффициент детерминации, коэффициент 
эластичности и бета-коэффициент и пояснить их экономиче­
ский смысл; 

4) найти среднюю по модулю относительную ошибку ап­
проксимации и оценить точность построенной регрессионной 
модели. 

2. Результаты обследования десяти статистически одно­
родных филиалов фирмы приведены в таблице (цифры 
условные): 
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№ 
филиала 

Производитель­
ность труда (у) 

Фондововоору-
женность (Xj) 

Энерговооружен­
ность (х2) 

1 74 33 56 
2 84 34 58 
3 73 36 67 
4 93 35 70 
5 56 33 73 
6 71 37 77 
7 117 39 78 
8 111 42 99 
9 135 43 93 
10 125 44 96 

Требуется: 
1) рассчитать парные коэффициенты корреляции и пояснить 

их экономический смысл; 
2) найти коэффициент множественной корреляции и со­

вокупный коэффициент детерминации и охарактеризовать 
степень совместного влияния факторов фондовооруженности 
и энерговооруженности на производительность труда; 

3) построить модель множественной линейной регрессии 
производительности труда от факторов фондо- и энерговоору­
женности; 

4) рассчитать частные коэффициенты корреляции, детер­
минации, эластичности и частные бета-коэффициенты и с их 
помощью оценить влияние отдельных факторов (при неиз­
менном значении других). 



ГЛАВА 8 
НЕКОТОРЫЕ ПРИКЛАДНЫЕ МОДЕЛИ 
ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

• Моделирование спроса и потребления 
• Модели управления запасами 
• Моделирование систем массового обслуживания 
• Элементы теории игр в задачах моделирования экономических 

процессов 

8 .1 . Моделирование спроса и потребления 

Целевая функция потребления и моделирование 
поведения потребителей 
В условиях рыночной системы управления производст­

венной и сбытовой деятельностью предприятий и фирм в 
основе принятия хозяйственных решений лежит рыночная 
информация, а обоснованность решений проверяется рын­
ком в ходе реализации товаров и услуг. При таком подходе 
начальным пунктом всего цикла предпринимательской дея­
тельности становится изучение потребительского спроса. 
Рассмотрим некоторые вопросы моделирования спроса и по­
требления. 

Уровень удовлетворения материальных потребностей об­
щества (уровень потребления) можно выразить целевой 
функцией потребления U = U(Y), где вектор переменных 
Y > 0 включает разнообразные виды товаров и услуг. Ряд 
свойств этой функции удобно изучать, используя геометри­
ческую интерпретацию уравнений U(Y) = С, где С — ме­
няющийся параметр, характеризующий значение (уровень) 
целевой функции потребления; в качестве величины С мо­
жет выступать, например, доход или уровень материального 
благосостояния. 
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В пространстве потребительских благ каждому уравнению 
U(Y) = С соответствует определенная поверхность равноцен­
ных, или безразличных, наборов благ, которая называется 
поверхностью безразличия. Для наглядности рассмотрим 
пространство двух благ, например, в виде двух агрегирован­
ных групп товаров: продукты питания (i/i) и непродовольст­
венные товары, включая услуги (j/г)- Тогда уровни целевой 
функции потребления можно изобразить на плоскости в ви­
де кривых безразличия, соответствующих различным значе­
ниям С (рис. 8.1, где С\ < С2 < Сз). 

Будем далее пользовать­
ся термином «кривые без­
различия» вне зависимо­
сти от размерности про­
странства потребительских 
благ (количества групп 
товаров). 

Из основных свойств це-
^ левой функции потребления 

^I отметим следующие: 
1) функция U(Y) явля­

ется возрастающей функ­
цией всех своих аргумен­

тов, т.е. увеличение потребления любого блага при неизмен­
ном уровне потребления всех других благ увеличивает зна­
чение данной функции. Поэтому более удаленная от начала 
координат кривая безразличия соответствует большему зна­
чению целевой функции потребления, а сам процесс макси­
мизации этой функции на некотором ограниченном множе­
стве допустимых векторов У можно интерпретировать как 
нахождение допустимой точки, принадлежащей кривой 
безразличия, максимально удаленной от начала координат; 

2) кривые безразличия не могут пересекаться, т.е. через 
одну точку пространства благ (товаров, услуг) можно провести 
только одну поверхность безразличия. В противном случае 
один и тот же набор благ одновременно соответствовал бы не­
скольким разным уровням материального благосостояния; 

3) кривые безразличия имеют отрицательный наклон к 
каждой оси координат, при этом абсолютный наклон кри-
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вых уменьшается при движении в положительном направ­
лении по каждой оси, т.е. кривые безразличия являются 
выпуклыми кривыми. 

Методы построения целевой функции потребления осно­
ваны на обобщении опыта поведения потребителей и тен­
денций покупательского спроса в зависимости от уровня 
благосостояния. В качестве примера приведем квадратич­
ную целевую функцию потребления для трех агрегирован­
ных групп товаров, построенную на основе обработки дан­
ных бюджетной статистики: 

U(Y) = (1 - 1,841а)У1 + (1 - 2,054a)j/2 + (1 - 2,116а)у3 + 
+ 0,668- l O - V + 1,230-Ю-^ц/з + 1 , 2 3 4 - Ю - ^ у з + 

+ 0,506 • Ю-4 j/f + 1,104 • 10-*у2Уз + 0,492 • 10~4у\ , 
где параметр а означает число детей в семье, у у — потребле­
ние продуктов питания, y<i — потребление промышленных 
товаров, г/з — потребление платных услуг (в стоимостном 
выражении). 

Перейдем к вопросу моделирования поведения потреби­
телей в условиях товарно-денежных отношений на базе це­
левой функции потребления. В основе модели поведения 
потребителей лежит гипотеза, что потребители, осуществляя 
выбор товаров при установленных ценах и имеющемся доходе, 
стремятся максимизировать уровень удовлетворения своих 
потребностей. 

Пусть в пространстве п видов товаров исследуется пове­
дение совокупности потребителей. Обозначим спрос потре­
бителей через вектор У = {у\, у%,..., уп), а цены на различ­
ные товары — через вектор Р = (pi, Р2>---> Рп)- При величине 
дохода D потребители могут выбирать только такие комби­
нации товаров, которые удовлетворяют бюджетному 

п 
ограничению2\piVi ^ D. Предположим, что предпочтение по-

i= l 
требителей на множестве товаров выражается целевой 
функцией потребления U(Y). Тогда простейшая модель по­
ведения потребителей в векторной форме записи будет 
иметь вид: 
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U(Y) -> max; 

PY<D; (8.1) 

Рис. 8.2 

Y>0. 
Геометрическая интерпретация модели (8.1) для двух аг­

регированных групп товаров представлена на рис. 8.2. 
Линия АВ (в дру­

гих вариантах А\В\, 
А2В2) соответствует бюд­
жетному ограничению 
и называется бюджгт-
ной линией (см. более 
подробно § 8.2.). Вы­
бор потребителей ог­
раничен треугольни­
ком АОВ (AjOBi, 

^уг А2ОВ2). Набор товаров 
М, соответствующий 
точке касания прямой 

АВ с наиболее отдаленной кривой безразличия, является оп­
тимальным решением (в других вариантах это точки К и L). 
Легко заметить, что линии АВ и А\В\ соответствуют одному 
и тому же размеру дохода и разным ценам на товары у\ и у2\ 
линия А2В2 соответствует большему размеру дохода. 

Опираясь на некоторые выводы теории нелинейного про­
граммирования, можно определить математические условия 
оптимальности решений для модели (8.1). С задачей нели­
нейного программирования связывается так называемая 
функция Лагранжа, которая для задачи (8.1) имеет вид 

L(Y, X) = U(Y) + X(D - PY), 

где множитель Лагранжа X является оптимальной оценкой 
дохода. 

Обозначим частные производные функции U(Y) через 17̂ : 
dU(Y) 

Ut = dyt 
Эти производные интерпретируются как пре-
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дельные полезные эффекты {предельные полезности) соот­
ветствующих потребительских благ и характеризуют при­
рост целевой функции потребления при увеличении исполь­
зования i-ro блага (товара) на некоторую условную «малую 
единицу». 

Необходимыми условиями того, что вектор Y0 будет оп­
тимальным решением, являются условия Куна—Таккера: 

ЩТГ°) < X°Pi; i = Ъп, 
при этом 

Ui(Y°) = X°pi , если j/f > 0 (товар приобретается), (8.2) 

U£Y°) < X°pi , если j/j = 0 (товар не приобретается), 
РУ° = £>. 

Последнее из соотношений (8.2) соответствует полному 
использованию дохода, и для этого случая очевидно нера­
венство X.0 > 0. 

Из условий оптимальности (8.2) следует, что 

Щ^-х», tf»o. 
Pi 

Это означает, что потребители должны выбирать товары 
таким образом, чтобы отношение предельной полезности к 
цене товара было одинаковым для всех приобретаемых то­
варов. Другими словами, в оптимальном наборе предельные 
полезности выбираемых товаров должны быть пропорцио­
нальны ценам. 

Функции покупательского спроса 
Функциями покупательского спроса (далее будем назы­

вать их просто функциями спроса) называются функции, от­
ражающие зависимость объема спроса на отдельные товары 
и услуги от комплекса факторов, влияющих на него. Такие 
функции применяются в аналитических моделях спроса и 
потребления и строятся на основе информации о структуре 
доходов населения, ценах на товары, составе семей и других 
факторах. Рассмотрим построение функций спроса в зави­
симости от двух факторов — дохода и цен. 
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Пусть в модели (8.1) цены и доход рассматриваются как 
меняющиеся параметры. Переменную дохода будем обозначать Z. 
Тогда решением оптимизационной задачи (8.1) будет век­
торная функция Y° = Y°(P,Z), компонентами которой явля­
ются функции спроса на определенный товар от цен и дохода: 

y?=ft(P,Z). 
Рассмотрим частный случай, когда вектор цен остается 

неизменным, а изменяется только доход. Для двух товаров 
этот случай представлен на рис. 8.3. Если по оси абсцисс от­
ложить количество единиц товара у\, которое можно приобре­
сти на имеющийся доход Z (точка В), а по оси ординат — то 
же самое для товара j/2 (точка Л), то прямая линия АВ, на­
зываемая бюджетной линией, показывает любую комбина­
цию количеств этих двух товаров, которую можно купить за 
сумму денег Z. При увеличении дохода бюджетные линии 
перемещаются параллельно самим себе, удаляясь от начала 
координат. Вместе с ними перемещаются соответствующие 
кривые безразличия. Точками оптимума спроса потребите­

лей для соответствую­
щих размеров дохода 
будут в данном слу­
чае точки М\, М2, М3. 
При нулевом доходе 
спрос на оба товара ну­
левой. Кривая, соеди­
няющая точки 0, М\, 
Л̂ 2> Л̂ з> является гра­
фическим отображени­
ем векторной функции 
спроса от дохода при 
заданном векторе цен. 

Рис. 8.3 

к. Пример 1. Рассмотрим процесс аналитического построе­
ния функций спроса от дохода на основе модели (8.1) на 
конкретном условном примере. Пусть для двух товаров це-
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левая функция потребления имеет вид U(Y) = у\У2 ', вектор 
цен равен Р = (3; 6); величина дохода равна Z. Так как в 
данном случае предельные полезности имеют вид: 

ду\ ду2 

то необходимые условия оптимума (8.2) дают следующую 
систему уравнений (X — множитель Лагранжа): 

у\ = гх-, 

3z/i + %у2 = Z. 

После подстановки первого уравнения во второе получим 
Зу1у2 = 2у2 • Выразив из третьего уравнения 3i/i и подставив 

в последнее равенство, будем иметь (Z - 6у2 )у2 = 2у2 , откуда 
можно получить, что у2 = 1/8 Z. Подставив этот результат в 
третье уравнение, получим у\ = 1/12 Z. Таким образом, для 
данного примера функции спроса на товары у\ и у2 от дохода 
Z имеют вид: 

У1 = 1/12 Z; у2 =1/8 Z. J 
Однофакторные функции спроса от дохода широко при­

меняются при анализе покупательского спроса. Соответст­
вующие этим функциям кривые yt = ft (Z) называются кри­
выми Энгеля (по имени изучавшего их немецкого экономиста). 
Формы этих кривых для различных товаров могут быть раз­
личны. Если спрос на данный товар возрастает примерно 
пропорционально доходу, то функция будет линейной, как в 
рассмотренном выше примере. Такой характер имеет, на­
пример, спрос на одежду, фрукты и др. Кривая Энгеля для 
этого случая представлена на рис. 8.4а. 

Если по мере роста дохода спрос на данную группу товаров 
возрастает все более высокими темпами, то кривая Энгеля 
будет выпуклой (рис. 8.46). Так ведет себя спрос на предме­
ты роскоши. 
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Если рост значений спроса, начиная с определенного мо­
мента, по мере насыщения спроса отстает от роста дохода, то 
кривая Энгеля имеет вид вогнутой кривой (рис. 8.4в). На­
пример, такой характер имеет спрос на товары первой необ­
ходимости. 

а) б) 
Рис. 8.4 

в) 

Тот же принцип разграничения групп товаров по типам 
функций спроса от дохода использовал шведский эконо­
мист Л. Торнквист, который предложил специальные виды 
функции спроса (функции Торнквиста) для трех групп то­
варов: первой необходимости, второй необходимости, пред­
метов роскоши. 

Функция Торнквиста для т о в а р о в п е р в о й н е ­
о б х о д и м о с т и имеет вид: 

У = 
axZ 

и отражает тот факт, что рост спроса на эти первоочередные 
товары с ростом дохода постепенно замедляется и имеет 
предел ai (кривая спроса асимптотически приближается к 
прямой линии у = а{); график функции является вогнутой 
кривой I на рис. 8.5. 

Функция спроса по Торнквисту на т о в а р ы в т о р о й 
н е о б х о д и м о с т и выражается формулой 

У a2(z ~b2) 
Z + C2 ' 

где Z > b2. 
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Эта функция также имеет предел a<i, но более высокого 
уровня; при этом спрос на эту группу товаров появляется 
лишь после того, как доход достигнет величины Ь^; график 
функции — вогнутая кривая II на рис. 8.5. 

Наконец, функция Торнквиста для п р е д м е т о в р о с ­
к о ш и имеет вид 

aoZ(Z -bo) „ ,_ 

Эта функция не имеет предела. Спрос на эти товары воз­
никает только после того, как доход превысит величину &з> 
и далее быстро возрастает, так что график функции — вы­
пуклая кривая III на рис. 8.5. 

Кроме указанных функций, в аналитических моделях 
покупательского спроса используются также другие функ­
ции: степенные, S-образные и т.д. 

0 Ь2 Ьг z 
Рис. 8.5 

Важную роль в анализе изменения спроса при небольших 
изменениях дохода играют коэффициенты эластичности. Ко­
эффициент эластичности спроса от дохода показывает от­
носительное изменение спроса при изменении дохода (при про­
чих не изменяющихся факторах). Вычисляется по формуле: 
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EZ=?Mi..Z_t ( 8 3 ) 
dZ yt 

где Et — коэффициент эластичности для i-ro товара (группы 
товаров) по доходу Z; yt — спрос на этот товар, являющийся 
функцией дохода: yt = f(Z). 

Например, если спрос на товар описывается функцией 
Торнквиста для товаров первой необходимости, то формула 
(8.3) дает следующее выражение для коэффициента эластич­
ности спроса от дохода: 

Во многих экономико-математических моделях эластич­
ность функций относят к проценту прироста независимой 
переменной. Таким образом, коэффициент эластичности 
спроса от дохода показывает, на сколько процентов изменит­
ся спрос на товар при изменении дохода на 1 %. 

Коэффициенты эластичности спроса от дохода различны 
по величине для разных товаров, вплоть до отрицательных 
значений, когда с ростом доходов потребление уменьшается. 
Принято выделять четыре группы товаров в зависимости от 
коэффициента эластичности спроса на них от дохода: 
• малоценные товары (E i < 0); 

• товары с малой эластичностью (0 <Е?<1); 

• товары со средней эластичностью (Е? близки к единице); 

• товары с высокой эластичностью (.Е,- > 1). 
К малоценным товарам, т.е. товарам с отрицательной 

эластичностью спроса от дохода, относятся такие, как хлеб, 
низкосортные товары. По результатам обследований, коэффи­
циенты эластичности для основных продуктов питания нахо­
дятся в интервале от 0,4 до 0,8, по одежде, тканям, обуви — в 
интервале от 1,1 до 1,3 и т.д. По мере увеличения дохода 
спрос перемещается с товаров первой и второй групп на това­
ры третьей и четвертой групп, при этом потребление товаров 
первой группы по абсолютным размерам сокращается. 
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Перейдем к рассмотрению и анализу функций покупа­
тельского спроса от цен на товары. Из модели поведения по­
требителей (8.1) следует, что спрос на каждый товар в об­
щем случае зависит от цен на все товары (вектора Р), одна­
ко построить функции общего вида yi = щ(Р) очень сложно. 
Поэтому в практических исследованиях ограничиваются по­
строением и анализом функций спроса для отдельных 
товаров в зависимости от изменения цен на этот же товар 
или группу взаимозаменяемых товаров: yi = (p*(Pi). 

Для большинства товаров действует зависимость: чем вы­
ше цена, тем ниже спрос, и наоборот. Здесь также возможны 
разные типы зависимости и, следовательно, разные формы 
кривых. В практических задачах изучения спроса важно раз­
личать действительное увеличение спроса, когда сама кри­
вая сдвигается вверх и вправо (происходит переход с кривой 
I на кривую / / на рис. 8.6), и увеличение объема приобре­
таемых товаров в результате снижения цен при неизменной 
сумме затрат (переход от точки А к точке В по одной и той же 
кривой / на рис. 8.6). Как уже отмечено выше, в общем слу­

чае спрос на отдельный 
товар при прочих рав­
ных условиях зависит 
от уровня цен всех то­
варов. Относительное из­
менение объема спроса 
при изменении цены 
данного товара или цен 
других связанных с ним 
товаров характеризует 
коэффициент эластич­
ности спроса от цен. 
Этот коэффициент эла­
стичности удобно трак­
товать как величину 

изменения спроса в процентах при изменении цены на 1%. 
Для спроса yi на £-й товар относительно его собственной 

цены pt коэффициент эластичности исчисляется по формуле: 

Рх 

Рис. 8.6 
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Е£ =%*-&. (8.4) 
dPi yt 

Значения коэффициентов эластичности спроса от цен прак­
тически всегда отрицательны. Однако по абсолютным значе­
ниям этих коэффициентов товары могут существенно разли­
чаться друг от друга. Их можно разделить на три группы: 

• товары с неэластичным спросом в отношении цены 
( £ # > - 1 ) ; 

• товары со средней эластичностью спроса от цены (ЕЦ 
близки к -1) ; 

• товар с высокой эластичностью спроса (Е? < -1 ) . 
В товарах эластичного спроса повышение цены на 1% 

приводит к снижению спроса более чем на 1% и, наоборот, 
понижение цены на 1% приводит к росту покупок больше 
чем на 1 %. Если повышение цены на 1 % влечет за собой 
понижение спроса менее чем на 1%, то говорят, что этот товар 
неэластичного спроса. 

Рассмотрим влияние на спрос на какой-либо товар изме­
нения цен на другие товары. Коэффициент, показывающий, 
на сколько процентов изменится спрос на данный товар при 
изменении на 1% цены на другой товар при условии, что 
другие цены и доходы покупателей остаются прежними, на­
зывается перекрестным коэффициентом эластичности. 
Для спроса yi на £-й товар относительно цены pj на /-Й то­
вар (i Ф ]) перекрестный коэффициент эластичности рассчи­
тывается по формуле: 

Ч-%-*-• (8.6) 
dPj Vi 

По знаку перекрестных коэффициентов эластичности то­
вары можно разделить на взаимозаменяемые и взаимодопол­
няемые. Если Efj > 0, это означает, что i-й товар заменяет в 
потреблении товар ;', т.е. на товар i переключается спрос при 
увеличении цены на товар /'. Примером взаимозаменяемых 
товаров могут служить многие продукты питания. 
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Если Efj < О, это служит признаком того, что i-й товар в 
процессе потребления дополняет товар j , т.е. увеличение цены 
на товар у приводит к уменьшению спроса на товар i. В ка­
честве примера можно привести такие взаимодополняемые 
товары, как автомобили и бензин. 

В качестве иллюстрации в табл. 8.1 приведены значе­
ния прямых и перекрестных коэффициентов эластичности 
потребления от цен для одной из категорий семей. На ос­
новании этих данных по значениям прямых коэффициен­
тов эластичности (по диагонали таблицы) можно сделать 
вывод, что продукты питания в целом мало эластичны по 
отношению к цене; одежда, ткани и обувь имеют среднюю 
эластичность; две последние группы товаров — товары с 
высокой эластичностью спроса по отношению к цене. 

Таблица 8 .1 . Прямые и перекрестные коэффициенты эластичности 
Группы 
товаров 

Продукты 
питания 
Одежда, 
ткани,обувь 
Мебель, 
хозтовары 
Культтовары 

Продукты 
питания 

-0,7296 

-0 ,1991 

-0 ,2458 
-0 ,2494 

Одежда, 
ткани, обувь 

0,0012 

-1 ,000 

0,0024 
0,0024 

Мебель, 
хозтовары 

0,0043 

0,0071 

-1 ,2368 
0,0089 

Культ­
товары 

0,0045 

0,0074 

0,0092 
-1,2542 

На основании значений внедиагональных элементов этой 
таблицы можно сделать вывод, что все промышленные товары 
(вторая, третья и четвертая группы) — взаимозаменяемы. 
То, что перекрестные коэффициенты эластичности по строке 
«Продукты питания» положительные, означает, что повыше­
ние цен на промышленные товары увеличивает спрос на 
продукты питания (уменьшение спроса на промышленные 
товары освободит средства для продуктов питания). Отрица­
тельные значения перекрестных коэффициентов эластично­
сти по столбцу (графе) «Продукты питания» означает, что 
при росте цен на продукты питания спрос на промышленные 
товары сокращается (повышение цен на продукты питания 
уменьшает размер средств на приобретение других товаров). 
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Моделирование и прогнозирование 
покупательского спроса 
Очевидно, что спрос во многом определяет стратегию и 

тактику организации производства и сбыта товаров и услуг. 
Учет спроса, обоснованное прогнозирование его на кратко­
срочную и долгосрочную перспективу — одна из важнейших 
задач служб маркетинга различных организаций и фирм. 

Состав и уровень спроса на тот или иной товар зависят 
от многих факторов, как экономических, так и естественных. 
К экономическим факторам относятся уровень производст­
ва (предложения) товаров и услуг (обозначим этот фактор в 
общем виде П), уровень денежных доходов отдельных групп 
населения (D), уровень и соотношение цен (Р). К естествен­
ным факторам относятся демографический состав населе­
ния, в первую очередь размер и состав семьи (S), а также 
привычки и традиции, уровень культуры, природно-клима­
тические условия и т.д. 

Экономические факторы очень мобильны, особенно рас­
пределение населения по уровню денежных доходов. Естест­
венные же факторы меняются сравнительно медленно и в 
течение небольшого периода (до 3-5 лет) не оказывают за­
метного влияния на спрос. Исключение составляет демогра­
фический состав населения. Поэтому в текущих и перспек­
тивных прогнозах спроса все естественные факторы, кроме 
демографических, целесообразно учитывать сообща, введя 
фактор под названием «время» (t). 

Таким образом, в общем виде спрос определяется в виде 
функции перечисленных выше факторов: 

у = f(n,D,P, S,t). (8.6) 
Поскольку наибольшее влияние на спрос оказывает фак­

тор дохода (известно выражение: «спрос всегда платежеспо­
собен»), многие расчеты спроса и потребления осуществляют­
ся в виде функции от душевого денежного дохода: у = f(D). 

Наиболее простой подход к прогнозированию спроса на 
небольшой период времени связан с использованием так 
называемых структурных моделей спроса. При построении 
модели исходят из того, что для каждой экономической 
группы населения по статистическим бюджетным данным 
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может быть рассчитана присущая ей структура потребле­
ния. При этом предполагается, что на изучаемом отрезке 
времени заметные изменения претерпевает лишь доход, а 
цены, размер семьи и прочие факторы принимаются неиз­
менными. Изменение дохода, например его рост, можно рас­
сматривать как перемещение определенного количества семей 
из низших доходных групп в высшие. Другими словами, из­
меняются частоты в различных интервалах дохода: они 
уменьшаются в нижних и увеличиваются в верхних интер­
валах. Семьи, которые попадают в новый интервал, будут 
иметь ту же структуру потребления и спроса, какая сложи­
лась у семей с таким же доходом к настоящему времени. 

Таким образом, структурные модели рассматривают 
спрос как функцию только распределения потребителей по 
уровню дохода. Имея соответствующие структуры спроса, 
рассчитанные по данным статистики бюджетов, и частоты 
распределения потребителей по уровню дохода, можно рас­
считать общую структуру спроса. Если обозначить структу­
ру спроса в группе семей со средним доходом Dt через 
r(Di), а частоты семей с доходом Dt через w(Di), то общая 
структура спроса R может быть рассчитана по формуле: 

п 
Д = £г(^)-ш(Д), (8.7) 

i=i 

где п — количество интервалов дохода семей. 
Структурные модели спроса — один из основных видов 

экономико-математических моделей планирования и про­
гнозирования спроса и потребления. В частности, широко 
распространены так называемые компаративные (сравни­
тельные) структурные модели, в которых сопоставляются 
структуры спроса данного исследуемого объекта и некоторо­
го аналогового объекта. Аналогом обычно считаются регион 
или группа населения с оптимальными потребительскими 
характеристиками. 

Наряду со структурными моделями в планировании и 
прогнозировании спроса используются конструктивные мо­
дели спроса. В основе их лежат уравнения бюджета населе­
ния, т.е. такие уравнения, которые выражают очевидное 
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равенство общего денежного расхода (другими словами, объ­
ема потребления) и суммы произведений количества каждого 
потребленного товара на его цену. Если Z — объем потреб­
ления, т — количество разных видов благ, qt — размер по­
требления i-ro блага, pt — цена i-ro блага, то конструктивная 
модель спроса может быть записана следующим образом: 

т 

Z = Yi*Pf ( 8 ' 9 ) 

Эти модели, называемые также моделями бюджетов потре­
бителей, играют важную роль в планировании потребления. 
Одной из таких моделей является, например, всем извест­
ный прожиточный минимум. К таким моделям относятся 
также рациональные бюджеты, основанные на научных нор­
мах потребления, прежде всего продуктов питания, перспек­
тивные бюджеты (например, так называемый бюджет дос­
татка) и др. 

В практике планирования и прогнозирования icnpoca 
кроме структурных и конструктивных моделей применяют­
ся также аналитические модели спроса и потребления, ко­
торые строятся в виде уравнений, характеризующих зависи­
мость потребления товаров и услуг от тех или иных факто­
ров. В аналитических моделях функциональная зависимость 
(8.6) принимает вполне определенный вид. Такие модели 
могут быть однофакторными и многофакторными. Аналити­
ческие модели спроса на примере линейных корреляционно-
регрессионных статических моделей рассмотрены в § 7.2. 

8.2. Модели управления запасами 

Классическая задача управления запасами 
Под задачей управления товарными запасами понимается 

такая оптимизационная задача, в которой задана информация: 
• о поставках товара; 
• о спросе на товар; 
• об издержках и условиях хранения товарных запасов; 
• критерий оптимизации. 
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Рассмотрим задачу управления запасами в так называе­
мой классической постановке. Выберем за единичный ин­
тервал времени один день. Пусть к концу дня t - 1 на скла­
де находится запас товара в объеме xt-i > 0. Склад делает 
заказ на пополнение запаса товара в объеме ht. Это пополне­
ние поступает к началу следующего дня t, так что запас товара 
в начале следующего дня составляет JCt_j + ht. Пусть st — 
объем товара, запрашиваемый потребителем (или потреби­
телями) в день t (объем заявки). 

Если st < Jtt_i + ht, то склад удовлетворяет заявку потре­
бителя полностью, а остатки товара xt = xt-i + ht - st пере­
носятся на следующий день t + 1, причем издержки хранения 
этого запаса пропорциональны его объему и равны 

cxt = c(xt-i + ht - st). 
Если объем заявки st > xt-\ + ht, то склад полностью от­

дает свой запас, а за недопоставленный товар несет потери 
(например, штрафуется за дефицит), пропорциональные объ­
ему дефицита и равные k(st - xt-i - ht) = -k(xt-\ + ht - st). 

Таким образом, полные издержки q>(xt-x, hu st) склада 
можно записать в виде: 

<P(*t-i> ht, st) = maxfcO*:,-! + ht - st); -fc(*t-i + ht - st)}, (8.10) 
при этом остаток товара xt = max{0; xt-x + ht - st}. 

Из (8.10) следует: 
если xt > 0, то ф(х^) = cxt; 
если xt < 0, то <p(xt) = -kxt; 
если xt = 0, то ф(л;() = 0. 

В классической постановке задачи управления запасами 
предполагается, что сама величина спроса st неизвестна, од­
нако известно, что она является независимой случайной ве­
личиной, имеющей заданный закон распределения. Пусть 
распределение вероятностей величины st задается непре­
рывной функцией распределения F(x) с плотностью распре­
деления f(x). Тогда средние полные издержки Ф(Х(_1 + ht) 
задаются формулой (М — математическое ожидание): 



Некоторые прикладные модели экономических процессов 299 

+00 

Ф(*4-1 +ht) = M<p(xt_ltht,st)= J9(3: t_1,/j(,s t)dF(s t). 
- 0 0 

Задача ставится таким образом: определить объем заказа 
на пополнение ht, минимизирующий средние полные издержки, 
т.е. Ф(Л(_1 + Л,) -» min, где ht > 0. 

Рассмотрим решение классической задачи управления 
товарными запасами в статической постановке. Обозначим 
У - (*t_i + ht) и опустим ввиду статичности задачи индекс 
t в записи объема спроса и пополнения. Рассмотрим сле­
дующую задачу: 

+00 

Ф(у) = fmax{c(i/ - s); - k(y - s))dF(s) -> min. (8,11) 
—oo 

Перепишем функцию Ф(у) в более удобном виде: 

У +00 

Ф(у) = cf(y- s)dF(s) + k J(s - y)dF(s) (8.1Г) 
-oo у 

и вычислим ее первую производную: 

Ф'(у) = cF(y) - ft(l - F(y)) = (с + * ) W - k. (8.12) 

Заметим, что вторая производная этой функции неотри­
цательна (т.е. функция выпукла вниз): 

Ф"(у) = (с + k)F'(y) = (с + k)f(y)> О, 

поэтому, приравняв первую производную нулю, получим 
уравнение для минимизирующего запаса у*: 

F(y*) = - £ - . (8.13) 
с + k 

Решение (8.13) задачи (8.11) определяет стратегию опти­
мального пополнения запасов. Величина пополнения запасов 
ht, минимизирующая средние полные издержки, задается 
следующим правилом: 
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Ih 
,если xt_i > у , 

[У ~ xt-i> если xt_i < у . 
(8.14) 

Конкретные числовые характеристики системы управле­
ния запасами зависят от вида функции плотности распреде­
ления f(x) случайной величины спроса. В качестве примера 
рассмотрим случай симметричного «треугольного» распре­
деления спроса, при котором функция плотности распреде­
ления имеет график, представленный на рис. 8.7а. Очевидно, 
этот график получается параллельным переносом вправо 
(заменой х на х - а) графика, изображенного на рис 8.76, 
функции 

№ 

О при х < -Ъ 
х + Ъ 

при - Ъ < х < О 

х + Ь при 0 < х < Ъ 

при х > Ъ. 

(8.15) 

№ 

\/ь 

-ь 

Рис. 8.7 

о 
б) 

Вычислим числовые характеристики для функции плот­
ности распределения, заданной в (8.15) (рис 8.76). В этом 
случае функция распределения F(x) задается формулой: 
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F(x) = 

0 
(х + bf 

2b2 

1 (x + bf 
2b2 

1 

при х < -b 

при - b < x < 0 

при 0 < x < b 

при x > b. 

(8.16) 

Случайная величина спроса s имеет следующие числовые 
характеристики: математическое ожидание Ms = 0; матема­
тическое ожидание квадрата Ms2 = &2/6; дисперсия Ds = 

-b2/6 , среднее квадратическое отклонение a(s) = b/S . 
Непосредственные вычисления с использованием функции 

средних полных издержек в виде (8.11') показывают, что 
при х < -Ь 

+00 +00 

Ф(х) = -k Ux - s)f(s)ds = -kx f f(s)ds + 
—OO —00 

+00 

+k J sf(s)ds -kx + kMs = -kx. (8.17) 

Используя выражение для первой производной Ф'(х) в 
виде (8.12) и выражение (8.16) для функции распределения 
F(x), можно определить, что при -Ъ < х < О 

Ф(х) - (с + fe)(x + ^ - kx + Сх. 
6Ь2 

(8.18) 

Здесь константа интегрирования С\ определяется путем 
приравнивания выражения (8.17) и (8.18) при х = -b: kb = 
=/гЬ + С ь т . е . Сх = 0. 

Аналогично при 0< х < b можно получить: 

а при х > Ь; 

Ф(х) = -(с + k) ^— + сх, 
6&2 

Ф(х) = сх. 

(8.19) 

(8.20) 
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Выражения (8.17) — (8.20) задают в разных интервалах 
искомую функцию средних полных издержек. Заменяя в 
ней х на х - а, получим функцию средних полных издержек, 
если функция плотности распределения спроса имеет вид, 
изображенный на рис. 8.7а. Для иллюстрации график функ­
ции средних полных издержек для такой функции спроса в 
случае k >c представлен на рис. 8.8, где оптимальный уро­

вень запаса у = а + Ь - 2с 
с + k 

Ъ. 

В общем виде для данной функции плотности распределе­
ния спроса оптимальный уровень запаса задается формулами: 

У = 

а -Ь + 

а 

а + Ь-

2k 
с + k 

2с 
c + k 

•ь при с > k 

при с = k 

• Ъ при с < k, 

(8.21) 

а значение Ф* = Ф(у*) минимума средних полных издержек 
имеет вид: 
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Ф* 

bk I-2- 2k 
3 \c + k 

при с > k 

b-k/3 = b-с/3 при с = k (8.22) 

У 3\c + k) 
при с < k. 

Из формул (8.21) и (8.22) для данной модели следует, 
что оптимальный уровень запаса при СФН и минимум средних 
полных издержек при всех с, k линейно зависят от величины 
Ъ, т.е. от длины интервала разброса значений величины 
спроса на товар. 

Напомним, что стратегия оптимального пополнения запа­
сов задается формулами (8.14). 

•L Пример 2. Пусть некоторая фирма в соответствии с дого­
вором реализует со склада по заявкам холодильники, причем 
ежедневный спрос является случайной величиной, функция 
плотности распределения которой представлена графически 
на рис 8.7а и колеблется от 20 до 80 холодильников в день. 
Средние издержки хранения одного холодильника в день со­
ставляют 8 руб., а штраф за дефицит (недопоставку) одного 
холодильника в день равен 17 руб. Требуется определить 
стратегию оптимального пополнения запаса холодильников 
и минимальные средние полные издержки. 

В условиях рассматриваемой задачи Ъ = (80 - 20)/2 = 30 
(хол.); а = (20 + 80)/2 = 50 (хол.); с = 8 руб.; k = 17 руб. 

В соответствии с формулой (8.21) оптимальный уровень 
запаса (с < k) составляет у* = 50 + 30 - д/2 -8/(8 + 17) • 30 = 

= 80 - 4/5 • 30 = 56 (хол.). Тогда величина ht пополнения за­
паса холодильников фирмой, при которой средние полные 
издержки будут минимальны, задается в соответствии с фор­
мулой (8.14) правилом: 

К 
[0 , если xt_i > 56 
[56 - xt_i, если xt_i < 56, 
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где xt-i — запас холодильников на складе фирмы на конец 
предыдущего дня. Так, если на конец предыдущего дня на 
складе фирмы было 60 холодильников, то пополнять запас 
не следует, а если на конец предыдущего дня на складе фир­
мы оставалось 25 холодильников, то следует реализовать 
заказ на пополнение запаса холодильников в количестве 
56-25 = 31 холодильников. 

Если придерживаться этой стратегии пополнения запаса 
холодильников, то минимальный уровень средних полных 
издержек в расчете на один день в соответствии с формулой 
(8.22) составит 

Ф* = 30 • 8(1 - 2/3^2-8/(8 + 17)) = 240 • 7/15 = 112 руб. J 

Принципиальные системы регулирования 
товарных запасов 
Рассмотренная в предыдущем параграфе классическая 

задача управления запасами иллюстрирует общий теорети­
ческий подход к задаче регулирования запасов. В практиче­
ской деятельности организаций и служб маркетинга ис­
пользуются более простые принципиальные системы регули­
рования товарных запасов, основанные на различных стра­
тегиях пополнения запасов, т.е. на определенных правилах 
этого пополнения, выраженных в достаточно общей форме. 
В качестве параметров в этих системах принимаются вели­
чина имеющихся на складе запасов, допустимые колебания 
уровня запасов, размеры заказа на пополнение запасов, его 
периодичность и др. Системы различаются между собой в 
зависимости от того, какие из параметров выбраны в качест­
ве регулирующих. Принципиальные системы регулирования 
запасов, используемые в практике маркетинга, подробно 
описаны во многих учебниках и пособиях1. Поэтому дадим 
здесь лишь краткий обзор этих систем. 

Система с фиксированным размером заказа. Это наибо­
лее распространенная система, в которой размер заказа на 

1 См. например, Мельник М. М. Экономико-математические методы и 
модели в планировании и управлении материально-техническим снаб­
жением: Учебник. -М.: Высшая школа, 1990. 
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пополнение запасов — постоянная величина, а поставка оче­
редной партии 'товара осуществляется при уменьшении налич­
ных запасов до определенного критического уровня, назы­
ваемого точкой заказа. Поэтому регулирующими парамет­
рами системы с фиксированным размером заказа являются: 
1) точка заказа, т.е. фиксированный уровень запаса, при 
снижении до которого организуется заготовка очередной 
партии товара, и 2) размер заказа, т.е. величина партии по­
ставки. Данную систему часто называют «двухбункерной», 
так как запас хранится как бы в двух бункерах: в первом 
бункере для удовлетворения спроса в течение периода меж­
ду фактическим пополнением запаса и датой следующего 
ближайшего заказа, а во втором — для удовлетворения 
спроса в течение периода от момента подачи заказа до по­
ступления очередной партии товара, т.е. во втором бункере 
хранится запас на уровне точки заказа. 

Система с фиксированной периодичностью заказа. При 
этой системе заказы на очередную поставку товарного запа­
са повторяются через равные промежутки времени. В конце 
каждого периода проверяется уровень запасов и исходя из 
этого определяется размер заказываемой партии; при этом 
запас пополняется каждый раз до определенного уровня, не 
превышающего максимальный запас. Таким образом, регу­
лирующие параметры этой системы: 1) максимальный уро­
вень запасов, до которого осуществляется их пополнение, и 
2) продолжительность периода повторения заказов. Система 
с фиксированной периодичностью заказа эффективна, когда 
имеется возможность пополнять запас в различных разме­
рах, причем затраты на оформление заказа любого размера 
невелики. Одним из достоинств этой системы можно считать 
возможность периодической проверки остатков на складе и 
отсутствие необходимости вести систематический учет дви­
жения остатков. К недостаткам системы относится то, что 
она не исключает возможность нехватки товарных запасов. 

Система с двумя фиксированными уровнями запасов и 
с фиксированной периодичностью заказа. В этой системе 
допустимый уровень запасов регламентируется как сверху, 
так и снизу. Кроме максимального верхнего уровня запаса 
устанавливается нижний уровень (точка заказа). Если раз-
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мер запаса снижается до нижнего уровня еще до наступле­
ния фиксированного времени пополнения запаса, то делает­
ся внеочередной заказ. В остальных случаях система функ-> 
ционирует как система с фиксированной периодичностью 
заказа. В данной системе имеется три регулирующих пара­
метра: 1) максимальный уровень запаса, 2) нижний уро­
вень запаса (точка заказа) и 3) длительность периода между 
заказами. Первые два параметра постоянны, третий — час­
тично переменный. Рассматриваемая система сложнее преды­
дущей, однако она позволяет исключить возможность нехватки 
товарного запаса. Недостатком системы является то, что по­
полнение запасов до максимального уровня не может произво­
диться независимо от фактического расходования запасов. 

Система с двумя фиксированными уровнями запасов 
без постоянной периодичности заказа, или (s, &)-стратегия 
управления запасами. Эту систему называют также (S-s)-
системой, или системой «максимум-минимум». Рассмотрим 
(s, 5)-стратегию управления запасами более подробно. Она 
устраняет недостаток предыдущей системы и является ее 
модификацией. В этой системе — два регулирующих пара­
метра: 1) нижний (критический) уровень запаса s и 2) верх­
ний уровень запаса S. 

Если через х обозначить величину запасов до принятия 
решения о их пополнении, через р — величину пополнения, 
а через у = х + р — величину запасов после пополнения, то 
(s, 5)-стратегия управления запасами задается функцией 

у(х) J * ПРИ * > * ( 8 . 2 з ) 
[<Ь при х < s, 

т.е. пополнения не происходит, если имеющийся уровень за­
пасов больше критического уровня s; если имеющийся уро­
вень меньше или равен s, то принимается решение о попол­
нении запаса обязательно до верхнего уровня S, так что ве­
личина пополнения равна р = S - х. 

L. Пример 3. Рассмотрим типовую задачу. Пусть при по­
полнении запасов автомобилей на складе служба маркетинга 
магазина «Автомобили» придерживается (s, 5)-стратегии 
при s = 50, S = 300. Требуется определить, на какое количе-
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ство автомобилей надо оформить заказ, если в момент при­
нятия решения о заказе на складе: а) 40, б) 70, в) 150, г) 10, 
д) 290 автомобилей (временем доставки заказанных автомо­
билей пренебречь). 

В соответствии с формулой (8.23) величина пополнения р 
в каждом из рассматриваемых случаев будет равна: а) 260, 
б) 0, в) 0, г) 290, д) 0 автомобилей, т.е. в случаях б), в) и д) заказ 
на пополнение запаса автомобилей не оформляется. Л 

Саморегулирующиеся системы. Рассмотренные выше 
системы регулирования запасов предполагают относитель­
ную неизменность условий их функционирования. На прак­
тике такое постоянство условий встречается редко, что вы­
звано изменениями потребности в товарных запасах, усло­
виями их поставки и т. д. В связи с этим возникает необхо­
димость создания комбинированных систем с возможностью 
саморегулирования (адаптации к изменившимся условиям). 
Создаются системы с изменяющимися периодичностью и 
размером заказов, учитывающие стохастические (недетер­
минированные) условия. В каждой такой системе устанав­
ливается определенная целевая функция, служащая крите­
рием оптимальности функционирования системы, в рамках 
соответствующей экономико-математической модели управ­
ления запасами. 

В качестве целевой функции в моделях управления за­
пасами чаще всего используется минимум затрат, связан­
ных с заготовкой и хранением запасов, а также потери от 
дефицита. Пример подобной целевой функции в общем виде 
рассмотрен выше при изучении классической задачи управ­
ления запасами. 

Одним из элементов целевой функции при построении 
саморегулирующихся систем управления запасами являют­
ся затраты, связанные с организацией заказа и его реализа­
цией, начиная с поиска поставщика и кончая оплатой всех 
услуг по доставке товарных запасов на склад. Часть расхо­
дов, связанных с организацией заказов, не зависит от размера 
заказа, но зависит от количества этих организаций в год. 
Расходы, связанные с реализацией заказа, зависят от размера 
заказанной партии, причем расходы в расчете на единицу 
товара уменьшаются при увеличении размера партии. 
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Другой элемент целевой функции — затраты, связанные 
с хранением запаса. Часть издержек хранения носит суточ­
ный характер (плата за аренду помещений, за отопление и др.), 
другая часть прямо зависит от уровня запасов (расходы на 
складскую переработку товарных запасов, потери от порчи, 
издержки учета и др.)- При расчетах на основе экономико-
математических моделей управления запасами обычно поль­
зуются удельной величиной издержек хранения, равной из­
держкам на единицу хранимого товара в единицу времени. 
При этом предполагают, что издержки хранения за календар­
ный период пропорциональны размеру запасов и длительности 
периода между заказами и обратно пропорциональны количе­
ству заказов за этот период. 

Наконец, третьим элементом рассматриваемой целевой 
функции являются потери из-за дефицита, когда снабженческо-
сбытовая организация несет материальную ответственность 
за неудовлетворение потребности потребителей из-за отсут­
ствия запасов. 

Например, при неудовлетворенном спросе снабженческо-
сбытовая организация может нести убытки в виде штрафа 
за срыв поставки. Вероятность дефицита — это ожидаемая 
относительная частота появления случаев нехватки товарной 
продукции в течение более или менее продолжительного 
интервала времени. Часто вероятность дефицита определяется 
как частное от деления числа дней, когда товар на складе 
отсутствует, на общее число рабочих дней, например, в году. 

Модель экономически выгодных размеров 
заказываемых партий 
Рассмотрим работу склада, на котором хранятся товар­

ные запасы, расходуемые на снабжение потребителей. Рабо­
та реального склада сопровождается множеством отклоне­
ний от идеального режима: заказана партия одного объема, 
а прибыла партия с другим объемом; по плану партия 
должна прибыть через две недели, а она пришла через 
десять дней; при норме разгрузки одни сутки разгрузка пар­
тии длилась трое суток и т. д. Учесть все эти отклонения 
практически невозможно, поэтому при моделировании рабо­
ты склада обычно делаются следующие предположения: 
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• скорость расходования запасов со склада — постоянная 
величина, которую обозначим М (единиц товарных запа­
сов в единицу времени); в соответствии с этим график 
изменения величины запасов в части расходования явля­
ется отрезком прямой; 

• объем партии пополнения Q есть постоянная величина, 
так что система управления запасами — это система с 
фиксированным размером заказа; 

• время разгрузки прибывшей партии пополнения запасов 
мало, будем считать его равным нулю; 

• время от принятия решения о пополнении до прихода за­
казанной партии есть постоянная величина At, так что 
можно считать, что заказанная партия приходит как бы 
мгновенно: если нужно, чтобы она пришла точно в опре­
деленный момент, то ее следует заказать в момент вре­
мени на At ранее; 

• на складе не происходит систематического накопления 
или перерасхода запасов. Если через Т обозначить время 
между двумя последовательными поставками, то обяза­
тельно выполнение равенства: Q = МТ. Из сказанного 
выше следует, что работа склада происходит одинаковы­
ми циклами длительностью Т, и за время цикла величи­
на запаса изменяется от максимального уровня S до ми­
нимального уровня s; 

• наконец, будем считать обязательным выполнение тре­
бования, чтобы отсутствие запасов на складе было недо­
пустимым, т.е. выполняется неравенство s > 0. С точки 
зрения уменьшения издержек склада на хранение отсю­
да вытекает, что s = 0 и, следовательно, S = Q. 
Окончательно график «идеальной» работы склада в фор­

ме зависимости величины запасов у от времени t будет 
иметь вид, представленный на рис. 8.9. 

В предыдущем параграфе отмечалось, что эффективность 
работы склада оценивается по его затратам на пополнение 
запасов и их хранение. Расходы, не зависящие от объема 
партии, называют накладными. Сюда входят почтово-теле-
графные расходы, командировочные, некоторая часть транс­
портных расходов и др. Накладные расходы будем обозна­
чать через К. Издержки хранения запасов будем считать 
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пропорциональными величине хранящихся запасов и време­
ни их хранения. Издержки на хранение одной единицы за­
пасов в течение одной единицы времени называются вели­
чиной удельных издержек хранения; мы их будем обозна­
чать через h. 

Рис. 8.9 

При изменяющейся величине хранящихся запасов из­
держки хранения за некоторое время Т получают путем ум­
ножения величины Л и Т н а среднее значение величины за­
пасов в течение этого времени Т. Таким образом, затраты 
склада за время Т при размере партии пополнения Q в слу­
чае идеального режима работы склада, представленного на 
рис. 8.9, равны 

ZT(Q) = К + h-T-Q/2. 
После деления этой функции на постоянную величину Т 

с учетом равенства Q — МТ получим выражение для вели­
чины затрат на пополнение и хранение запасов, приходя­
щихся на единицу времени: 

Zi(Q) = ZjiQ)/T = К/Т + h-Q/2 = K-M/Q + h-Q/2. (8.24) 
Это и будет целевой функцией, минимизация которой 

позволит указать оптимальный режим работы склада. 
Найдем объем заказываемой партии Q, при котором 

минимизируется функция средних затрат склада за единицу 
времени, т.е. функция Z\(Q). На практике Q часто принима­
ют дискретные значения, в частности, из-за использования 
транспортных средств определенной грузоподъемности; в 
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этом случае оптимальное значение Q находят перебором до­
пустимых значений Q. Мы будем считать, что ограничений 
на принимаемые значения Q нет, тогда задачу на минимум 
функции Z\{Q) (легко показать, что она является выпуклой, 
см. рис. 8.10) можно решить методами дифференциального 
исчисления: 

dZx 

dQ 
KM h n — s - + — = 0, 
Q2 2 

откуда находим точку минимума Q0 

Qo 
2KM (8.25) 

Эта формула называется формулой Уилсона (по имени 
английского ученого-экономиста, получившего ее в двадца­
тых годах нашего столетия). 

Оптимальный размер партии, рассчитываемый по фор­
муле Уилсона, обладает характеристическим свойством: 
размер партии Q оптимален тогда и только тогда, когда из­
держки хранения за время цикла Т равны накладным 
расходам К. 

i 

z№ 
i 

\ 
^ ̂  ̂̂  ̂̂  Ч̂. ^^^"" 

N \ . ^ * ^ ^ f t - £ 
Ч ч ^ ^ ^ ZX(Q) ^ ^ ^ - ^ ^ ^ 

N •* *ч 1 ^ 

•" ' **»» *>*"" ! " ^ - - ^ км 

1 * ^ • • 

Рис. 8.10 

Действительно, если Q = j2KM/h , то издержки хране­
ния за цикл равны 
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2 2 М 2Mh 
Если же издержки хранения за цикл равны накладным 

расходам, т.е. 

2 2 М 

то Q = j2KM/h . 
Проиллюстрируем характеристическое свойство опти­

мального размера партии графически (рис. 8.10). 
На рис. 8.10. видно, что минимальное значение функции 

Z\(Q) достигается при том значении Q, при котором равны 
значения двух других функций, ее составляющих. 

Используя формулу Уилсона (8.25), в сделанных ранее 
предположениях об идеальной работе склада можно полу­
чить ряд расчетных характеристик работы склада в опти­
мальном режиме: 

оптимальный средний уровень запаса 

«опт = вопт/2 = ylKM/2h; (8.26) 

оптимальная периодичность пополнения запасов 

Топт = Qonr/М - ^2K/Mh; (8.27) 

оптимальные средние издержки хранения запасов в еди­
ницу времени 

Нх = Qomh = ylKMh/2. (8.28) 

к. Пример 4. Рассмотрим типовую задачу. На склад дос­
тавляют цемент на барже по 1500 т. В сутки со склада по­
требители забирают 50 т цемента. Накладные расходы по 
доставке партии цемента равны 2 тыс. руб. Издержки хра­
нения 1 т цемента в течение суток равны 0,1 руб. Требуется 
определить: 1) длительность цикла, среднесуточные наклад­
ные расходы и среднесуточные издержки хранения; 2) эти 
же величины для размеров партии в 500 т и в 3000 т; 3) ка-
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ковы оптимальный размер заказываемой партии и расчет­
ные характеристики работы склада в оптимальном режиме. 

Р е ш е н и е : Параметры работы склада: М = 50 т/сут.; 
К = 2 тыс. руб.; Л = 0,1 руб./т-сут.; Q = 1500 т. 

1. Длительность цикла: 
Т = Q : М = 1500 т : 50 т/сут. = 30 сут.; 

среднесуточные накладные расходы: 
К : Т = 2 тыс. руб. : 30 сут. а 67 руб./сут.; 

среднесуточные издержки хранения: 
h-Q/2 = ОД руб./т-сут. • 1500 т/2 = 75 руб./сут. 

2. Аналогичные расчеты проведем для Qi = 500 т: 

Ti = Q2 : M = 500 т : 50 т/сут = 10 сут.; 
ЛГ : 7*1 = 2 тыс. руб. : 10 сут. = 200 руб./сут.; 

h-Qx/2 = 0,1 руб./т-сут • 500 т/2 = 25 руб./сут. 
и для Q2 = 3000 т: 

Т2 = Q2
 : м = 3 0 0 0 т : 5 0 т/сут. = 60 сут. 

К : Тч = 2 тыс. руб. : 60 сут. и 33 руб./сут.; 
h-Q2/2 = ОД руб./т-сут. • 3000 т/2 = 150 руб./сут. 

3. Найдем оптимальный размер заказываемой партии 
по формуле Уилсона (8.25): 

\2КМ 12-2000-50 , Лпп 

оптимальный средний уровень запаса по формуле (8.26): 
«опт = «опт/2 = 1400 т/2 = 700 т; 

оптимальную периодичность пополнения запасов по формуле 
(8.27): 

«опт 1400 т OQ 
ТпПТ = = ; = 28 сут .; 

М 500 т/сут. 
оптимальные средние издержки хранения запасов в единицу 
времени по формуле (8.28): 

Нл = Qomh = 700т-ОД руб./т-сут. = 70 руб./сут. А 
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8.3. Моделирование систем массового обслуживания 
Многие экономические задачи связаны с системами мас­

сового обслуживания (СМО), т. е. такими системами, в кото­
рых, с одной стороны, возникают массовые запросы (требо­
вания) на выполнение каких-либо услуг, с другой — проис­
ходит удовлетворение этих запросов. СМО включает в себя 
следующие элементы: источник требований, входящий поток 
требований, очередь, обслуживающие устройства (каналы об­
служивания), выходящий поток требований. Исследованием 
таких систем занимается теория массового обслуживания. 

Методами теории массового обслуживания могут быть 
решены многие задачи исследования процессов, происходя­
щих в экономике. Так, в организации торговли эти методы 
позволяют определить оптимальное количество торговых то­
чек данного профиля, численность продавцов, частоту завоза 
товаров и другие параметры. Другим характерным приме­
ром систем массового обслуживания могут служить склады 
или базы снабженческо-сбытовых организаций, и задача тео­
рии массового обслуживания в данном случае сводится к 
тому, чтобы установить оптимальное соотношение между 
числом поступающих на базу требований на обслуживание 
и числом обслуживающих устройств, при котором суммар­
ные расходы на обслуживание и убытки от простоя транс­
порта были бы минимальными. Теория массового обслужи­
вания может найти применение и при расчете площади 
складских помещений, при этом складская площадь рас­
сматривается как обслуживающее устройство, а -прибытие 
транспортных средств под выгрузку — как требование. Мо­
дели теории массового обслуживания применяются также 
при решении ряда задач организации и нормирования тру­
да, других социально-экономических проблем. 

Системы массового обслуживания могут быть классифи­
цированы по ряду признаков. 

1. В зависимости от у с л о в и й о ж и д а н и я начала 
обслуживания различают: 
• СМО с потерями (отказами), 
• СМО с ожиданием. 
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В СМО с отказами требования, поступающие в момент, 
когда все каналы обслуживания заняты, получают отказ и 
теряются. Классическим примером системы с отказами явля­
ется телефонная станция. Если вызываемый абонент занят, то 
требование на соединение с ним получает отказ и теряется. 

В СМО с ожиданием требование, застав все обслуживаю­
щие каналы занятыми, становится в очередь и ожидает, пока 
не освободится один из обслуживающих каналов. 

СМО, допускающие очередь, но с ограниченным числом 
требований в ней, называются системами с ограниченной 
длиной очереди. 

СМО, допускающие очередь, но с ограниченным сроком 
пребывания каждого требования в ней, называются систе­
мами с ограниченным временем ожидания. 

2. По числу к а н а л о в о б с л у ж и в а н и я СМО делятся на 
• одноканалъные; 
• многоканальные. 

3. По месту н а х о ж д е н и я и с т о ч н и к а требований 
СМО делятся на: 
• разомкнутые, когда источник требования находится вне 

системы; 
• замкнутые, когда источник находится в самой системе. 

Примером разомкнутой системы может служить ателье 
по ремонту телевизоров. Здесь неисправные телевизоры — это 
источник требований на их обслуживание, находятся вне 
самой системы, число требований можно считать неограни­
ченным. К замкнутым СМО относится, например, станочный 
участок, в котором станки являются источником неисправ­
ностей, а следовательно, источником требований на их обслу­
живание, например, бригадой наладчиков. 

Возможны и другие признаки классификации СМО, на­
пример, по дисциплине обслуживания, однофазные и много­
фазные СМО и др. 

Методы и модели, применяющиеся в теории массового 
обслуживания, можно условно разделить на аналитические 
и имитационные. 

Аналитические методы теории массового обслуживания 
позволяют получить характеристики системы как некото­
рые функции параметров ее функционирования. Благодаря 
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этому появляется возможность проводить качественный анализ 
влияния отдельных факторов на эффективность работы СМО. 
Имитационные методы основаны на моделировании процес­
сов массового обслуживания на ЭВМ и применяются, если 
невозможно применение аналитических моделей; ряд основ­
ных понятий имитационного моделирования рассмотрен в 
§ 3 . 5 . Далее будем рассматривать аналитические методы 
моделирования СМО. 

В настоящее время теоретически наиболее разработаны и 
удобны в практических приложениях методы решения та­
ких задач массового обслуживания, в которых входящий 
поток требований является простейшим (пуассоновским). 

Для простейшего потока частота поступления требований 
в систему подчиняется закону Пуассона, т.е. вероятность по­
ступления за время t ровно k требований задается формулой: 

Pk(t) = {^-e-xt. (8.29) 

Простейший поток обладает тремя основными свойствами: 
ординарности, стационарности и отсутствием последействия. 

Ординарность потока означает практическую невозмож­
ность одновременного поступления двух и более требований. 
Например, достаточно малой является вероятность того, что 
из группы станков, обслуживаемых бригадой ремонтников, 
одновременно выйдут из строя сразу несколько станков. 

Стационарным называется поток, для которого матема­
тическое ожидание числа требований, поступающих в систему 
в единицу времени (обозначим X), не меняется во времени. 
Таким образом, вероятность поступления в систему определен­
ного количества требований в течение заданного промежутка 
времени At зависит от его величины и не зависит от начала 
его отсчета на оси времени. 

Отсутствие последействия означает, что число требова­
ний, поступивших в систему до момента t, не определяет того, 
сколько требований поступит в систему за промежуток вре­
мени от t до t + At. 

Например, если на ткацком станке в данный момент 
произошел обрыв нити и он устранен ткачихой, то это не оп­
ределяет, произойдет новый обрыв на данном станке в еле-
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дующий момент или нет, тем более это не влияет на веро­
ятность возникновения обрыва на других станках. 

Важная характеристика СМО — время обслуживания 
требований в системе. Время обслуживания одного требования 
является, как правило, случайной величиной и, следователь­
но, может быть описано законом распределения. Наибольшее 
распространение в теории и особенно в практических прило­
жениях получил экспоненциальный закон распределения 
времени обслуживания. Функция распределения для этого 
закона имеет вид: 

F(t) = l - e " l U , (8.30) 

т.е. вероятность того, что время обслуживания не превосхо­
дит некоторой величины t, определяется формулой (8.30), 
где ц — параметр экспоненциального закона распределения 
времени обслуживания требований в системе, т.е. величина, 
обратная среднему времени обслуживания to6: 

Ц - 1 /W (8-31) 

Рассмотрим аналитические модели наиболее распростра­
ненных СМО с ожиданием, т.е. таких СМО, в которых требо­
вания, поступившие в момент, когда все обслуживающие ка­
налы заняты, ставятся в очередь и обслуживаются по мере 
освобождения каналов. 

Общая постановка задачи состоит в следующем. Система 
имеет п обслуживающих каналов, каждый из которых может 
одновременно обслуживать только одно требование. 

В систему поступает простейший (пуассоновский) поток 
требований с параметром Я,. Если в момент поступления оче­
редного требования в системе на обслуживании уже находится 
не меньше п требований (т.е. все каналы заняты), то это 
требование становится в очередь и ждет начала обслуживания. 

Время обслуживания каждого требования t^ — случай­
ная величина, которая подчиняется экспоненциальному за­
кону распределения с параметром ц. 

СМО с ожиданием можно разбить на две большие группы: 
замкнутые и разомкнутые. К замкнутым относятся системы, 
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в которых поступающий поток требований возникает в са­
мой системе и ограничен. Например, мастер, задачей кото­
рого является наладка станков в цехе, должен периодически 
их обслуживать. Каждый налаженный станок становится 
потенциальным источником требований на накладку. В по­
добных системах общее число циркулирующих требования 
конечно и чаще всего постоянно. 

Если питающий источник обладает бесконечным числом 
требований, то системы называются разомкнутыми. Приме­
рами подобных систем могут служить магазины, кассы вокза­
лов, портов и др. Для этих систем поступающий поток требо­
ваний можно считать неограниченным. 

Отмеченные особенности функционирования систем этих 
двух видов накладывают определенные условия на исполь­
зуемый математический аппарат. Расчет характеристик ра­
боты СМО различного вида может быть проведен на основе 
расчета вероятностей состояний СМО (так называемые фор­
мулы Эрланга). 

Рассмотрим алгоритмы расчета показателей качества функ­
ционирования разомкнутой системы массового обслуживания 
с ожиданием. 

При изучении таких систем рассчитывают различные по­
казатели эффективности обслуживающей системы. В каче­
стве основных показателей могут быть вероятность того, что 
все каналы свободны или заняты, математическое ожидание 
длины очереди (средняя длина очереди), коэффициенты за­
нятости и простоя каналов обслуживания и др. 

Введем в рассмотрение параметр а = Х/\х. Заметим, что 
если а/га < 1, то очередь не может расти безгранично. Это 
условие имеет следующий смысл: X — среднее число требо­
ваний, поступающих за единицу времени, 1/ц — среднее 
время обслуживания одним каналом одного требования, то­
гда а = Х- 1/ц — среднее число каналов, которое необходимо 
иметь, чтобы обслуживать в единицу времени все поступаю­
щие требования. Поэтому условие а/га < 1 означает, что чис­
ло обслуживающих каналов должно быть больше среднего 
числа каналов, необходимых для того, чтобы за единицу 
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времени обслужить все поступившие требования. Важней­
шие характеристики работы СМО: 

1. Вероятность того, что все обслуживающие каналы сво­
бодны 

Рп = 
л-1 k 

а 

fe=0 
k! га !(1 - а/и 

- l 

(8.32) 

2. Вероятность того, что занято ровно k обслуживающих 
каналов при условии, что общее число требований, находя­
щихся на обслуживании, не превосходит числа обслуживающих 
аппаратов: 

а* P f t = — Р0 п р и 1 < А г < л . (8.33) 

3. Вероятность того, что в системе находится k требований в 
случае, когда их число больше числа обслуживающих каналов: 

а 
п\п k-n Р0 при k > п. (8.34) 

4. Вероятность того, что все обслуживающие каналы заняты: 

(8.35) а 
п !(1 - а/п) 

Р0; (а/га<1). 

5. Среднее время ожидания требованием начала обслу­
живания в системе: 

ц(га - а) 

6. Средняя длина очереди: 

аР„ а 
п+1 

п{1 - а/п) п! га(1 - а/га)2 

; (а/га<1). (8.36) 

Р0; (а/га<1). (8.37) 

7. Среднее число свободных от обслуживания каналов 

*0 = £ ^ а " Р 0 . (8.38) 
fe=0 
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8. Коэффициент простоя каналов: 

* п р = ^ - . (8.39) 
v га 

9. Среднее число занятых обслуживанием каналов: 

N3 = n-N0. (8.40) 

10. Коэффициент загрузки каналов 

* з = — • (8-41) 
га 

L. Пример 5. Пусть филиал фирмы по ремонту радиоаппа­
ратуры имеет га = 5 опытных мастеров. В среднем в течение 
рабочего дня от населения поступает в ремонт А. =10 радио­
аппаратов. Общее число радиоаппаратов, находящихся в 
эксплуатации у населения, очень велико, и они независимо 
друг от друга в различное время выходят из строя. Поэтому 
есть все основания полагать, что поток заявок на ремонт ап­
паратуры является случайным, пуассоновским. В свою оче­
редь каждый аппарат в зависимости от характера неисправ­
ности также требует различного случайного времени на ре­
монт. Время на проведение ремонта зависит во многом от 
серьезности полученного повреждения, квалификации мас­
тера и множества других причин. Пусть статистика показа­
ла, что время ремонта подчиняется экспоненциальному за­
кону; при этом в среднем в течение рабочего дня каждый 
из мастеров успевает отремонтировать ц = 2,5 радиоаппарата. 
Требуется оценить работу филиала фирмы по ремонту радио­
аппаратуры, рассчитав ряд основных характеристик данной 
СМО. 

За единицу времени принимаем 1 рабочий день (7 часов). 
1. Определим параметр 

а = Х- = 10 1/2,5 = 4, 

так как а < га, то очередь не может расти безгранично. 
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2. Вероятность того, что все мастера свободны от ремонта 
аппаратуры, равна согласно (8.32): 

PQ = —; —; —, —, = 0,013. 
1 + 4 + 4 2 /2 ! + 4 3 / 3 ! + 4 4 / 4 ! + 45/5!(1 - 4/5) 

3. Вероятность того, что все мастера заняты ремонтом, 
находим по (8.35): 

41^013 
п 51(1-4/5) 

Это означает, что 55,4% времени мастера полностью за­
гружены работой. 

4. Среднее время обслуживания (ремонта) одного аппарата 
согласно (8.31): 

to6 = 1/|д. = 7/2,5 = 2,8 ч/аппарат 

(при условии семичасового рабочего дня). 
5. В среднем время ожидания каждого неисправного аппа­

рата начала ремонта равно по (8.36): 

0,554-2,8 = 
о ж 5 - 4 

6. Очень важной характеристикой является средняя длина 
очереди, которая определяет необходимое место для хранения 
аппаратуры, требующей ремонта; находим ее по (8.37): 

0,554 • 4 
5(1 - 4/5) ^оч = ТТ. 7TTZ я 2>2 аппарата. 

7. Определим среднее число мастеров, свободных от ра­
боты, по (8.38): 

.г „ „ , „ 5 - 0 , 5 - 1 Л 5 - 2 , 2 5 - 3 j 3 5 - 4 j 4 
N0 = 0,01Й • 1 + • 4 + 4Z + • 4d + 44 

G M 1! 2! 3! 4! 

« 0,95. 

Таким образом, в среднем в течение рабочего дня ремонтом 
заняты четыре мастера из пяти. .А 
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Перейдем к рассмотрению алгоритмов расчета характери­
стик функционирования замкнутых СМО. Поскольку система 
замкнутая, то к постановке задачи следует добавить условие: 
поток поступающих требований ограничен, т.е. в системе 
обслуживания одновременно не может находиться больше т 
требований (т — число обслуживаемых объектов). 

За критерий, характеризующий качество функциониро­
вания рассматриваемой системы, выберем отношение средней 
длины очереди к наибольшему числу требований, находя­
щихся одновременно в обслуживающей системе — коэффици­
ент простоя обслуживаемого объекта. В качестве другого 
критерия возьмем отношение среднего числа незанятых об­
служивающих каналов к их общему числу — коэффициент 
простоя обслуживаемого канала. 

Первый из названных критериев характеризует потери 
времени из-за ожидания начала обслуживания; второй по­
казывает полноту загрузки обслуживающей системы. 

Очевидно, что очередь может возникнуть, лишь когда 
число каналов меньше наибольшего числа требований, нахо­
дящихся одновременно в обслуживающей системе (л < т). 

Приведем последовательность расчетов характеристик 
замкнутых СМО и необходимые формулы. 

1. Определим параметр а = Х/ц — показатель загрузки 
системы, т.е. математическое ожидание числа требований, 
поступающих в систему за время, равное средней длитель­
ности обслуживания (1/ц. = Fo6 ). 

2. Вероятность того, что занято k обслуживающих каналов 
при условии, что число требований, находящихся в системе, 
не превосходит числа обслуживающих каналов системы: 

Рь=ии ' м , а Р о (l*k<m). (8.42) 
k !(m - k)! 

3. Вероятность того, что в системе находится k требований 
для случая, когда их число больше числа обслуживающих 
каналов: 

Ру=— — akP0 (n<k<m). (8.43) 
nk~nn\{m-k)\ 
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4. Вероятность того, что все обслуживающие каналы сво­
бодны, определим, используя очевидное условие: 

2> f t =1, откуда P 0 =l - ]T iV 
k=o 

Величину PQ МОЖНО получить также путем подстановки 
т 

в равенство /^-Р^ = 1 значений Pi,P2,-..,Pm, в которые PQ 
k=o 

входит сомножителем. Подставляя их, получаем следующее 
уравнение для определения PQ: 

X m! -а*+ £ ml 

0kl(m-k)l k^+1n
k-nn\(m-k)\ а 1, 

откуда 

г̂ч т I Й Чп "I * 
^0kl(m-k)ia +

k^in
k-nnl(m-k)ia . (8.44) 

5. Среднее число требований, ожидающих начала обслу­
живания (средняя длина очереди), 

т 

й=л+1 
ИЛИ 

у (*-n)ml » 
fci-+1»*-"n!(m-*)! 

(8.45) 

6. Коэффициент простоя обслуживаемого требования 
(объекта) 

п р о б ~ m m 
1 m 

- Y(k-n)Pk. (8.46) 
№1 " ™ fc=7l+l 
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7. Среднее число требований, находящихся в обслуживаю­
щей системе, обслуживаемых и ожидающих обслуживания: 

м = £*** + ZfeP* 
k-1 k=n+l 

(8.47) 

или 

М = т\ -ak
 + 

fern! 
£ i ( * - l)!(m - ft)! " k^+1 nk-nn\(m - ft)! a 

8. Среднее число свободных обслуживающих каналов 

:а*Р0. (8.48) Nn 
(n-k)m\ у. п - 1 п-1 

5>-fe)Pft = Y ... 
A=I k=0k\(m-k)\ 

9. Коэффициент простоя обслуживающего канала 

ft=0 
К пр.кан 

' О 

п 

1 П - 1 

(8.49) 
fc=0 

Рассмотрим пример расчета характеристик замкнутой СМО. 

L. Пример 6. Рабочий обслуживает группу автоматов, состоя­
щую из 3 станков. Поток поступающих требований на обслу­
живание станков пуассоновский с параметром X, = 2 ст./ч. 
Обслуживание одного станка занимает у рабочего в среднем 
12 минут, а время обслуживания подчинено экспоненци­
альному закону. Тогда 1/ц = 0,2 ч/ст., т.е. ц = 5 ст./ч, а а = 
= Х/ц = 0,4. 

Необходимо определить среднее число автоматов, ожи­
дающих обслуживания, коэффициент простоя автомата, ко­
эффициент простоя рабочего. Обслуживающим каналом 
здесь является рабочий; так как станки обслуживает один 
рабочий, то п = 1. Общее число требований не может пре­
взойти числа станков, т.е. т = 3. 

Система может находиться в четырех различных состоя­
ниях: 1) все станки работают; 2) один стоит и обслуживается 
рабочим, а два работают; 3) два стоят, один обслуживается, 
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один ждет обслуживания; 4) три стоят, из них один обслу­
живается, а два ждут очереди. 

Для ответа на поставленные вопросы можно воспользо­
ваться формулами (8.42) и (8.43): 

3 ! о,4Р0 = 1,2Р0; А = 

Р2 - ^ Т 

1 !(3 - 1)! 
3! 

Ря = 

Г _ 1 1 ! ( 3 - 2 ) ! 
31 

13 _ 11!(3-3)! 

0,4'Ро = 0,96Р0; 

0,4 Р0 = 0,384Р0. 

Сведем вычисления в таблицу. 

k 
0 
1 
2 
3 

k - п 
0 
0 
1 
2 
I 

Pk/Po 
1,0000 
1,2000 
0,9600 
0,3840 
3,5440 

Pk 
0,2822 
0,3386 
0,2709 
0,1083 
1,0000 

Таблица 8.2 
(k - n)Pk kPk 

0 0 
0 0,3386 
0,2709 0,5418 
0,2166 0,3249 
0,4875 1,2053 

В этой таблице первой вычисляется третья графа, т.е. 
отношения Pk/Po при k = 0,1,2,3. Затем, суммируя величи-

з 
ны по графе и учитывая, что ^ Pk = 1, получаем 

3 р if = l l n = ^ " = 3,544, 
го *=о 

откуда Ро = 0,2822. Умножая величины третьей графы на 
Ро, получаем четвертую графу. Величина Ро = 0,2822, рав­
ная вероятности того, что все автоматы работают, может 
быть истолкована как вероятность того, что рабочий свобо­
ден. Получается, что в рассматриваемом случае рабочий будет 
свободен более 1/4 всего рабочего времени. Однако это не оз­
начает, что «очередь» станков, ожидающих обслуживания, 
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всегда будет отсутствовать. Математическое ожидание числа 
автоматов, стоящих в очереди, равно 

з 
М = ^(k-l)Pk (так как п = 1). 

к=г 
Суммируя пятую графу, получим М о ч = 0,4875, следова­

тельно, в среднем из трех станков 0,49 станка будет про­
стаивать в ожидании, пока освободится рабочий. 

Суммируя шестую графу, получим математическое ожи­
дание числа простаивающих станков (ремонтируемых и 
ожидающих ремонта): 

М = Y;kPk =1,2053, 

т.е. в среднем 1,2 станка не будет выдавать продукцию. Ко­
эффициент простоя станка равен -КПр.об = M04/Z = 0,1625, 
т.е. каждый станок простаивает примерно 0,16 часть рабо­
чего времени в ожидании, пока рабочий освободится. 

Коэффициент простоя рабочего в данном случае совпадает 

с PQ, так как п = 1, поэтому -Кпр.кан = —— = 0,2822. Л 
п 

8.4. Элементы теории игр в задачах моделирования 
экономических процессов 

При решении экономических задач часто приходится 
анализировать ситуации, в которых сталкиваются интересы 
двух или более конкурирующих сторон, преследующих раз­
личные цели; это особенно характерно в условиях рыночной 
экономики. Такого рода ситуации называются конфликтными. 
Математической теорией конфликтных ситуаций является 
теория игр. В игре могут сталкиваться интересы двух (игра 
парная) или нескольких (игра множественная) противни­
ков; существуют игры с бесконечным множеством игроков. 
Если во множественной игре игроки образуют коалиции, то 
игра называется коалиционной; если таких коалиций две, 
то игра сводится к парной. 
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На промышленных предприятиях теория игр может при­
меняться для выбора оптимальных решений, например, при 
создании рациональных запасов сырья, материалов, полу­
фабрикатов, когда противоборствуют две тенденции: увели­
чения запасов, гарантирующих бесперебойную работу произ­
водства, и сокращения запасов в целях минимизации затрат 
на их хранение. В сельском хозяйстве теория игр может 
применяться при решении таких экономических задач, как 
выбор для посева одной из возможных культур, урожай ко­
торых зависит от погоды, если известны цена единицы той 
или иной культуры и средняя урожайность каждой культу­
ры в зависимости от погоды (например, будет ли лето засуш­
ливым, нормальным или дождливым); в этом случае одним 
из игроков выступает сельскохозяйственное предприятие, 
стремящееся обеспечить наибольший доход, а другим — 
природа. 

Решение подобных задач требует полной определенности 
в формулировании их условий (правил игры); установления 
количества игроков, выявления возможных стратегий игро­
ков, возможных выигрышей (проигрыш понимается как от­
рицательный выигрыш). Важным элементом в условии иг­
ровых задач является стратегия, т.е. совокупность правил, 
которые в зависимости от ситуации в игре определяют одно­
значный выбор действий данного игрока. Если в процессе 
игры игрок применяет попеременно несколько стратегий, то 
такая стратегия называется смешанной, а ее элементы — 
чистыми стратегиями. Количество стратегий у каждого иг­
рока может быть конечным и бесконечным, в зависимости 
от этого игры подразделяются на конечные и бесконечные. 

Важными являются понятия оптимальной стратегии, 
цены игры, среднего выигрыша. Эти понятия находят отра­
жение в определении решения игры: стратегии Р* и Q* пер­
вого и второго игрока соответственно называются их опти­
мальными стратегиями, а число V — ценой игры, если для 
любых стратегий Р первого игрока и любых стратегий Q 
второго игрока выполняются неравенства 

M(P,Q*) <V< M(P*,Q), (8.50) 
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где M(P,Q) означает математическое ожидание выигрыша 
(средней выигрыш) первого игрока, если первым и вторым 
игроками избраны соответственно стратегии Р и Q. 

Из неравенств (8.50) следует, в частности, что V = M(P*,Q*), 
т.е. цена игры равна математическому ожиданию выигрыша 
первого игрока, если оба игрока изберут оптимальные для 
себя стратегии. 

Одним из основных видов игр являются матричные игры, 
которыми называются парные игры с нулевой суммой (один 
игрок выигрывает столько, сколько проигрывает другой) 
при условии, что каждый игрок имеет конечное число стра­
тегий. В этом случае парная игра формально задается мат­
рицей А = (atj), элементы которой ац определяют выигрыш 
первого игрока (и соответственно проигрыш второго), если 
первый игрок выберет i-ю стратегию (i = 1, т), а второй — 
7-ю стратегию (7 = 1,п). Матрица А называется матрицей 
игры, или платежной матрицей. 

Рассмотрим построение платежной матрицы на примере. 

к. Пример 7. На базе торговой фирмы имеется п типов то­
вара ассортиментного минимума. В магазин фирмы должен 
быть завезен только один из этих типов товара. Если товар 
типа 7 (7 = 1, п) будет пользоваться спросом, то магазин от 
его реализации получит прибыль Pv Если же этот товар 
не будет пользоваться спросом, то издержки на его хране­
ние принесут магазину убыток qr Требуется выбрать тип 
товара, который целесообразно завезти в магазин. 

В условиях неопределенного покупательского спроса кон­
фликтная ситуация товароснабжения формализуется матрич­
ной игрой. Пусть первый игрок — магазин, второй игрок — 
покупательский спрос. Каждый из игроков имеет по п стра­
тегий. Завоз £-го товара — i-я стратегия первого игрока, 
спрос на 7-й товар — /-я стратегия второго игрока. Тогда 
матрица выигрышей первого игрока имеет вид квадратной 
матрицы n-го порядка: 
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А = 

Л -9i 
-Ч2 Рг 

К-Чп -Чп 

~Ч\ 
-Чг 

PJ 

2 
8 

10 

10 3 
9 5 
8 4 

14 
6 
8 

51 
7 

12J 

Существует ряд методов решения Матричных игр. Если 
матрица игры имеет одну из размерностей, равную двум (у 
одного из игроков имеется только две стратегии), то реше­
ние игры может быть получено графически. Известно не­
сколько методов приближенного решения матричной игры, 
например, метод Брауна. 

В качестве примера рассмотрим решение игры, когда 
матрица игры имеет так называемую седловую точку. 

ты. Пример 8. Матрица игры имеет вид:' 

А = 

Минимальный элемент первой строки (первой стратегии 
первого игрока) равен 2, второй — 5, третьей — 4; макси­
мальное значение из этих величин равно 5. Максимальный 
элемент первого столбца (первой стратегии второго игрока) 
равен 10, второго — 10; третьего — 5, четвертого — 14, пя­
того — 12; минимальное значение из них равно 5. Следова­
тельно, данная игра имеет седловую точку (2, 3) и задача 
разрешима в чистых стратегиях. Придерживаясь чисто второй 
стратегии, первый игрок обеспечивает себе выигрыш, 
не меньший 5; второй игрок, применяя чистую третью стра­
тегию, проигрывает не более 5. Обе стратегии i = 2 и ; = 3 яв­
ляются оптимальными для первого и второго игроков, при этом 
цена игры V = 5. Л 

Во многих игровых задачах в сфере экономики неопреде­
ленность вызвана не сознательным противодействием про­
тивника, а недостаточной осведомленностью об условиях, в 
которых действуют стороны. Так, в рассматриваемых выше 
примерах были неизвестны заранее погода в некотором 
регионе, покупательский спрос на некоторую продукцию. 



330 Глава 8 

Подобного рода игры называются играми с природой. В этих 
случаях строки матрицы игры соответствуют стратегии иг­
рока, а столбцы — состояниям «природы». В ряде случаев 
при решении такой игры рассматривают матрицу рисков. 

При решении игр с природой используется также ряд 
критериев: критерий Сэвиджа, критерий Вальда, критерий 
Гурвица и др. 

При максиминном критерии Валъда оптимальной счи­
тается та стратегия лица, принимающего решение (ЛПР), 
которая обеспечивает максимум минимального выигрыша; 
применяя этот критерий, ЛПР в большей степени ориенти­
руется на наихудшие условия (этот критерий иногда назы­
вают критерием «крайнего пессимизма»). 

Критерий минимаксного риска Сэвиджа предполагает, 
что оптимальной является та стратегия, при которой вели­
чина риска в наихудшем случае минимальна. 

При использовании критерия «пессимизм — оптимизм» 
Гурвица ЛПР выбирает некоторый так называемый «коэф­
фициент пессимизма» q; при 9 = 1 критерий Гурвица приво­
дит к критерию Вальда («крайнего пессимизма»), а при q = 0 — 
к критерию «крайнего оптимизма». 

Рассмотрим пример использования указанных критери­
ев в Играх с природой. 

L. Пример 9. Диспетчер автобусного парка (ЛПР) в летние 
месяцы в конце каждой недели должен принять решение о 
целесообразности выделения дополнительных автобусов на 
загородный маршрут. ЛПР имеет три варианта решений: 
увеличить количество автобусов на 10 (стратегия Pi), увели­
чить это количество на 5 (стратегия Р2) и л и оставить без из­
менения обычное число автобусов на линии (стратегия Рз). 
Возможны два состояния погоды: Q\ — плохая погода, Q2 — 
хорошая погода, причем в момент принятия решения нет 
возможности определить ожидаемое состояние погоды. Если 
в выходные дни будет хорошая погода и много желающих 
выехать за город, а выделено мало автобусов, то парк поне­
сет убытки, связанные с недополученной прибылью. Если 
же выделены дополнительные автобусы, а погода окажется 
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плохой, то возникнут потери вследствие эксплуатации неза­
полненных автобусов. 

Пусть на основе анализа статистических данных за опре­
деленный период установлена функция потерь для возмож­
ных комбинаций состояний природы и решений ЛПР в ви­
де матрицы игры A(Pi,Qj), в которой отрицательные значе­
ния показывают дополнительную прибыль, а положитель­
ные — потери: 

Qi Q2 
PXU -5" 

А = Р2 2 -2 • 

Р3 U % 
Если нет сведений о вероятностях различных состояний 

погоды, то по критерию Вальда и по критерию Сэвиджа оп­
тимальной является стратегия P<i- По критерию Гурвица при 
«коэффициенте пессимизма» q=l оптимальной окажется стра­
тегия Р2, а при q=0 — стратегия Р\. А 

Рассмотрим в заключение конкретный числовой пример 
решения задачи принятия решения в экономике методами 
теории игр. 

к . Пример 10. Швейное предприятие, выпускающее дет­
ские платья и костюмы, реализует свою продукцию через 
фирменный магазин. Сбыт продукции зависит от состояния 
погоды. По данным прошлых наблюдений предприятие в те­
чение апреля — мая в условиях теплой погоды может реали­
зовать 600 костюмов и 1975 платьев, а при прохладной по­
годе — 1000 костюмов и 625 платьев. Известно, что затраты 
на единицу продукции в течение указанных месяцев состави­
ли для костюмов 27 руб., для платьев 8 руб., а цена реализации 
равна соответственно 48 руб. и 16 руб. (цифры условные). 

Задача заключается в максимизации средней величины 
прибыли от реализации выпущенной продукции с учетом 
неопределенности погоды в рассматриваемые месяцы. Таким 
образом, служба маркетинга предприятия должна в этих ус­
ловиях определить оптимальную стратегию предприятия, 
обеспечивающую при любой погоде определенный средний 
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доход. Решим эту задачу методами теории игр, игра в этом 
случае будет относиться к типу игр с природой. 

Предприятие располагает в этих условиях двумя чисты­
ми стратегиями: стратегия А — в расчете на теплую погоду и 
стратегия Б — в расчете на холодную погоду. Природу будем 
рассматривать как второго игрока также с двумя стратегиями: 
прохладная погода (стратегия В) и теплая погода (стратегия Г). 
Если предприятие выберет стратегию А, то в случае прохладной 
погоды (стратегия природы В) доход составит 

600(48 - 27) + 625(16 - 8) - (1975 - 625)8 = 6 800 руб., 
а в случае теплой погоды (стратегия природы Г) доход будет 
равен 

600(48 - 27) + 1 975(16 - 8) = 28 400 руб. 
Если предприятие выберет стратегию Б, то реализация 

продукции в условиях прохладной погоды даст доход 
1 000(48 - 27) + 625(16 - 8) = 26 000 руб., 

а в условиях теплой погоды 
600(48 - 27) + 625(16 - 8) - (1 000 - 600)27 = 6 800 руб. 
Следовательно, матрица данной игры (платежная матрица) 

имеет вид: 

( 6800 28400^1 
"426 000 6800/ 

Первая и вторая строки этой матрицы соответствуют 
стратегиям А и Б предприятия, а первый и второй столбцы — 
стратегиям В и Г природы. 

По платежной матрице видно, что первый игрок (пред­
приятие) никогда не получит доход меньше 6800 руб. Но ес­
ли погодные условия совпадают с выбранной стратегией, то 
выручка (выигрыш) составит 26 000 или 28 400 руб. Отсюда 
можно сделать вывод, что в условиях неопределенности по­
годы наибольший гарантированный доход предприятие 
обеспечит, если будет попеременно применять то стратегию 
А, то стратегию Б. Такая стратегия, как отмечалось выше, 
называется смешанной. Оптимизация смешанной стратегии 
позволит первому игроку всегда получать среднее значение 
выигрыша независимо от стратегии второго игрока. 
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Пусть х означает частоту применения первым игроком 
стратегии А, тогда частота применения им стратегии Б равна 
(1 - х). В случае оптимальной смешанной стратегии первый 
игрок (предприятие) получит и при стратегии В (холодная 
погода), и при стратегии Г (теплая погода) второго игрока 
одинаковый средний доход: 

6800* + 26 000(1 - х) = 28 400* + 6800(1 - х). 
Отсюда можно найти, что х = 8/17; 1 - х = 9/17. 

Следовательно, первый игрок, применяя чистые страте­
гии А и Б в соотношении 8:9, будет иметь оптимальную сме­
шанную стратегию, обеспечивающую ему в любом случае 
средний доход в сумме 6800-8/17 + 26000-9/17 * 16965 руб.; 
эта величина и будет в данном случае ценой игры. 

Легко рассчитать, какое количество костюмов и платьев 
должно выпускать предприятие при оптимальной стратегии: 

(600 костюмов + 1975 платьев)-8/17 + (1000 костюмов + 
+ 625 платьев)-9/17 = 812 костюмов + 1260 платьев. 
Следовательно, оптимальная стратегия предприятия заклю­

чается в выпуске 812 костюмов и 1260 платьев, что обеспечит 
ему при любой погоде средний доход в сумме 16 965 руб. Л 

Вопросы и задания 

1. Раскройте основные понятия целевой функции потреб­
ления и кривой безразличия. 

2. Что такое «бюджетная линия» и как она связана с кри­
вой безразличия? 

3. Укажите наиболее характерные типы кривых Энгеля для 
различных групп товаров. Поясните характерные свой­
ства функций спроса Торнквиста. 

4. Поясните экономический смысл коэффициентов эла­
стичности спроса от дохода, спроса от цен, перекрест­
ных коэффициентов эластичности. 

5. В чем суть постановки классической задачи управле­
ния запасами? 
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6. Укажите основные принципиальные системы регулиро­
вания запасов и назовите их регулирующие параметры. 

7. Перечислите основные предположения и выводы на ба­
зе классической модели экономически выгодных разме­
ров заказываемых партий. 

8. Приведите примеры систем массового обслуживания в 
экономике. Из каких элементов состоит СМО? 

9. Раскройте суть аналитического и имитационного модели­
рования СМО. Укажите требования к входящему потоку и 
времени обслуживания в аналитических моделях СМО. 

10. Назовите основные характеристики СМО и укажите ме­
тоды их расчета для замкнутых и разомкнутых систем. 

11. Дайте основные понятия теории игр и приведите при­
меры экономических задач, которые могут быть решены 
методами теории игр. 

12. Какие парные игры называются матричными? Приведи­
те пример построения платежной матрицы. 

13. Поясните принципы использования моделей теории 
игр в экономических задачах в условиях неопределен­
ности (игры с природой). 

Упражнения 

1. Целевая функция потребления для двух товаров имеет 
вид U(Y) = 3yty2 , а вектор цен равен Р = (6,9); величину до­
хода обозначим Z. Построить аналитические функции спро­
са на товары от дохода уг = f\(Z) и yi = fi(Z). 

У к а з а н и е : вычислить предельные полезности и ис­
пользовать необходимые условия оптимума целевой функ­
ции потребления (соотношения (8.2)). 

2. Фирма реализует со оклада по заявкам телевизоры, 
причем ежедневный спрос является случайной величиной 
с симметричной «треугольной» функцией плотности рас­
пределения (см. рис 8.7 а) и колеблется от 30 до 70 телеви­
зоров в день. Средние издержки хранения одного телевизора 
в день составляют 6 руб., а штраф за недопоставку одного 
телевизора в день равен 12 руб. Определить стратегию опти-
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мального пополнения запаса телевизоров и минимальные 
средние полные издержки. 

3. Магазин ежедневно продает 100 телевизоров. Наклад­
ные расходы на поставку партии телевизоров в магазин оце­
ниваются в 300 руб. Стоимость хранения одного телевизора 
на складе магазина составляет 6 руб. Определить оптимальный 
объем партии телевизоров, оптимальные среднесуточные из­
держки на хранение и пополнение запасов телевизоров на 
складе. Чему будут равны эти издержки при объемах партий 
50 и 300 телевизоров? 

У к а з а н и е : работу склада принять идеальной и вос­
пользоваться формулой Уилсона (8.25). 

4. На АЗС имеются две колонки для заправки автомоби­
лей. Автомобили подъезжают на АЗС в соответствии с пуас-
соновским распределением со средней частотой два авто­
мобиля за 5 мин. Заправка автомобиля в среднем длится 
3 мин, и продолжительность заправки распределена по экс­
поненциальному закону. Требуется определить: 

а) вероятность того, что у АЗС не окажется ни одного ав­
томобиля; 

б) вероятность того, что обе колонки будут заняты; 
в) среднюю длину очереди в ожидании заправки; 
г) среднее время ожидания автомобиля в очереди. 
5. Для следующих платежных матриц определить нижнюю 

и верхнюю цену игры, минимаксные стратегии игроков; найти 
оптимальное решение игры, если существует седловая точка: 

ГА 5 3^ (8 9 9 4̂1 
а) А = 6 7 4 ; б) А = 6 5 8 7 

5 2 3 3 4 5 6. 

в) А = 
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Глава 9 
ПРИМЕНЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ 
ЭКОНОМИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИХ 
МОДЕЛЕЙ ДЛЯ РЕШЕНИЯ 
ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ ЗАДАЧ 

• Основные понятия и определения 
• Постановка задачи планирования ОТМ по экономии расхода мате­

риалов и варианты ее математической модели 
• Реализация экономико-математических моделей планирования 

ОТМ по экономии материалов и анализ результатов 

9.1 . Основные понятия и определения 

Базируясь на изложенном выше материале по математи­
ческому программированию, рассмотрим практические ас­
пекты построения и решения конкретных экономико-мате­
матических моделей на примере оптимизации планирования 
организационно-технических мероприятий (ОТМ) с целью эко­
номии материальных ресурсов в машиностроении. 

Процесс разработки и реализации экономико-математи­
ческой модели состоит из нескольких этапов: 
• постановка задачи; 
• построение модели; 
• обоснование метода ее решения; 
• подготовка исходной информации; 
• решение задачи на ЭВМ и анализ полученных результатов. 

При постановке задачи формулируется цель решения и 
подробно описывается ее содержание. Подвергаются всесто­
роннему анализу характер и сущность всех величин, исполь­
зуемых в задаче, и определяются условия, при которых она 
решается. Корректность постановки задачи пользователем 
является важным моментом, так как от нее в значительной 
степени зависят все последующие этапы и успех в целом 
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всей работы. В более или менее точно сформулированной 
постановке задачи должны быть ответы по крайней мере на 
такие вопросы: какие понятия и определения используются 
в предметной области; что дано; что необходимо найти, по­
лучить; как определить решение; какие данные должны 
быть подготовлены и каковы источники их информации; все 
ли имеющиеся данные нужны, какие из них бесполезны; 
каковы предполагаемые допущения, требования к точности 
решения, ограничения на время реализации и т.д. С учетом 
специфики задачи возникают и другие вопросы, которые 
уточняются по ходу выполнения тех или иных этапов. Рабо­
та по уточнению различных закономерностей, существую­
щих в предметной области задачи, относится к системному 
анализу. 

Построение модели характеризуется формализацией 
описания задачи с использованием математических, стати­
стических, эвристических (логических) и других методов, 
при которой существующие соотношения между величинами, 
определяющими результат, и ее целевой функцией выража­
ются посредством лаконичных математических формул, логи­
ческих отношений и др. Таким образом формируется модель 
явления с определенными допущениями, предположениями 
и точностью вычислений. 

Метод решения задачи вытекает из принятой к реали­
зации экономико-математической модели. С учетом особен­
ностей этой модели посредством конкретных численных 
или других методов она должна быть доведена до реализации. 
В процессе разработки модели в первую очередь выясняется, 
какие математические методы формализации (типовые про­
цедуры) больше всего подходят для решения поставленной 
задачи, и анализируется имеющийся опыт реализации ана­
логичных задач. Учет накопленного опыта в моделировании 
изучаемой предметной области часто позволяет ответить на 
данный вопрос. 

В фонде прикладного программного обеспечения совре­
менных ПЭВМ имеется достаточный набор пакетов при­
кладных программ для решения задач математического 
программирования [2, 21, 22]. С помощью этих прикладных 
программ реализуются экономико-математические модели 
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для всех вариантов исходных данных задачи в интересах 
пользователя. Анализ полученных результатов и их оценку 
проводит специалист (пользователь), поставивший задачу. 

Рассмотрим вопросы конкретной реализации названных 
этапов на примере разработки экономико-математических 
моделей оптимизации планирования организационно-техни­
ческих мероприятий по экономии расхода материалов в ма­
шиностроении. 

В структуре себестоимости продукции промышленных 
предприятий материальные издержки имеют значительный 
удельный вес. Материальные ресурсы, образующие «субстанцию 
продукта», изменяя свою форму, затрачиваются на изготов­
ление продукции конкретной номенклатуры в соответствую­
щих лимитированных порциях (уровнях), которые в целях 
планирования и управления производством выражаются через 
показатели норм расхода. 

Норма расхода определяет минимально допустимые за­
траты соответствующих материалов на производство едини­
цы продукции исходя из достигнутого научно-технического 
прогресса и технологии организации производства. 

Состав нормы расхода материала на изделие при ее тех­
ническом расчете может быть выражен зависимостью 

в * 

а = Дт + ]>Х + £S2 ; , 

где а — величина нормы расхода; 
Am — суммарное количество материала, содержащегося в 

готовом изделии (в весовых, объемных или линейных еди­
ницах измерения в зависимости от вида материала); его на­
зывают чистой, массой или полезным расходом; 

п 

£ S U — сумма всех отходов и потерь в производстве, ко-
i=i 

торые технически неизбежны при изготовлении деталей из­
делия из данного вида материала; 

£ S2j — сумма прочих организационно-технических отхо-
; = 1 

дов и потерь, вызванных отступлениями от регламентиро­
ванных процессов режимов работы, рецептур, установленных 
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форм организации производства и снабжения, в частности, 
потери от вынужденной замены материалов (например, кон­
цевые отходы металла, связанные с использованием немер­
ных и некратных его размеров) и окончательного брака. 

Нормативные издержки материальных ресурсов характе­
ризуют величину затрат предприятия при производстве со­
ответствующей продукции. Поэтому нормы расхода материа­
лов являются одним из рычагов управления производством. 
Их рациональность (прогрессивность) побуждает к внедре­
нию новой техники и освоению передовых технологических 
процессов, способствует экономному использованию мате­
риалов в процессе производства и выявлению внутренних 
резервов, служит предпосылкой правильной организации 
установления потребности, учета и контроля за расходованием 
материалов. Они воздействуют на такие экономические ка­
тегории, как себестоимость, цена, прибыль, рентабельность. 
Следовательно, достигнутые уровни норм расхода материаль­
ных ресурсов при производстве продукции являются важным 
показателем конкурентоспособности этой продукции. Кроме 
того, норма расхода — величина динамичная. Она изменяется 
в процессе совершенствования организационно-технических 
и экономических условий производства. 

В рыночной экономике материалоемкость выпускаемой 
продукции, выраженная через нормы расхода, не носит дирек­
тивного характера. Роль этих норм, наряду с другими потреб­
ностями производства, в том, чтобы нацелить предприятия 
на минимальный достигнутый в стране и за рубежом уровень 
расходования материальных ресурсов при изготовлении ана­
логичной продукции. На основе использования показателя 
материалоемкости выпускаемой продукции можно построить 
механизм поэтапного планового регулирования сокращения 
затрат соответствующих ресурсов. Подобное регулирование 
осуществляется, например, в США и Англии, где потребление 
важнейших материальных ресурсов на единицу конечного 
эффекта обусловливается законодательными актами; регу­
лирование это очень жесткое [19, с. 20-21]. 

Необходимым этапом планового регулирования рацио­
нализации потребления материальных ресурсов является 
программа внедрения организационно-технических меро-
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приятии по экономии расхода материалов в производстве 
предприятия. Таким образом, разработка прогрессивных норм 
и их планирование неразрывно связаны с внедрением разного 
рода организационно-технических мероприятий в целях 
снижения норм расхода материалов на предприятиях отрасли 
(компании, финансово-промышленной группы). Планы ОТМ 
должны учесть реальные результаты достижений научно-
технического прогресса, направленные на совершенствование 
технологии производства и экономию расхода материальных 
ресурсов. Особенно это относится к таким дефицитным мате­
риалам, как прокат черных металлов, трубы стальные катан­
ные, тянутые и тонкостенные бесшовные, алюминиевый про­
кат, медный и латунный прокат и др. 

Исходя из уровня научно-технического развития отрас­
лей народного хозяйства и перспектив совершенствования 
технологии производства отраслевые институты и научно-
исследовательские подразделения компаний могут разраба­
тывать и обобщать примерный перечень направлений эко­
номии материальных ресурсов и коэффициенты экономии 
или замены для расчета норм расхода. Этот перечень (в виде 
справочника) применительно к прокату черных металлов, 
который применялся в отрасли строительного, дорожного и 
коммунального машиностроения в начале 90-х годов, приведен 
в табл. 9.1. 

Под объемом внедрения ОТМ понимается объем произ­
водства продукции, на который распространяется то или 
иное мероприятие. 

Коэффициент экономии (q) представляет собой отноше­
ние экономии материала от внедрения соответствующего ме­
роприятия к расходу этого материала после внедрения меро­
приятия: 

где а — норма расхода материала до внедрения мероприятия; 
а — норма расхода материала после внедрения меро­

приятия; 



Таблица 9.1 . Перечень направлений ОТМ по экономии проката черных металлов 
и коэффициенты экономии и замены 

№ 

п/п 

1 
1 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.5 

1.6 

1.7 

1.8 

1.9 

1.10 

1.11 

1.12 

Наименование направлений экономии и мероприятий 

2 
Применение проката улучшенного качества и экономичных профилей вместо углеродистого проката 
Применение проката из низколегированной стали вместо проката из углеродистой стали 

Применение термоупрочненного проката (включая термомеханическую обработку) вместо обычного 

Применение проката в рулонах вместо листового 

Применение профилей поперечной и продольной прокатки вместо сортового проката (периодические 
профили проката) 

Применение проката новых фасонных профилей отраслевого назначения вместо сортового проката 

Применение рифленого листа вместо листового проката 

Применение широкополочных и облегченных балок вместо обычных 

Применение холоднокатанной электротехнической стали с улучшенными электромагнитными свойст­
вами вместо горячекатанной (с одновременной переработкой конструкции) 
Применение проката меньших толщин, в том числе новых промежуточных типоразмеров 
Применение проката с уменьшенным и минусовым полем допуска вместо обычного: 
• сортового 
• листового ! 

Применение холоднокатанной листовой стали уменьшенных толщин 
Применение уголка с переменной толщиной полки 

Коэффициенты экономии 
или замены 

отрас­
левые 

3 

0,159 

0,25 

0,05-0,1 

0,2 

0,16 

0,142 

0,141 

0,1 - 0,25 

0,055 

0,015 
0,032 
0,027 
0,068 

средние по ма­
шиностроению 

4 

0,2 

0,25 

0,05-0,1 

0,2 

0,2 

0,1-0,2 

0,2 

0,1 - 0,25 

0,555 

0,015 
0,033 

0,015 - 0,03 
0,068 



Продолжение табл. 9.1 
1 

1,13 
1.14 
1.15 
1.Т6 

1.17 
2 
2.1 
2.2 

2.3 
2.4 
2.5 
2.6 
2.7 
2.8 
2.9 
3 
3.1 
3.2 

2 
Применение изделий дальнейшего передела вместо готового проката черных металлов 
Применение гнутых профилей вместо сортового проката 
Применение сортовой холоднотянутой стали вместо сортового проката 
Применение фасонных профилей высокой точности вместо сортового проката 
Применение крепежных изделий, изготавливаемых предприятиями черной металлургии, вместо сор­
тового проката, расходуемого на их изготовление 
Применение просечно-вытяжного листа вместо рифленого 
Внедрение заменителей проката черных металлов 
Применение пластмасс вместо проката черных металлов 
Применение комбинированных материалов вместо проката черных металлов (биметаллов, металло­
пластов и др.) 
Применение металлокерамики вместо проката черных металлов 
Применение высокопрочного чугуна вместо проката черных металлов 
Применение точного литья черных металлов вместо проката 
Применение стальных труб вместо проката черных металлов 
Применение алюминиевого проката вместо проката черных металлов 
Применение магниевых, алюминиевых и других легких сплавов вместо проката черных металлов 
Применение древесных пластиков вместо проката черных металлов 
Технологические мероприятия 
Увеличение доли штамповок в общем объеме заготовок, получаемых методами пластической деформации 
Изготовление штамповок повышенной точности (безоблойная штамповка, горячее, полугорячее и 
холодное выдавливание, штапмовка в разъемных матрицах, чеканка, высадка и т.п.) 

3 

1,195 
1,182 
1,79 

1,9 
1,348 

3,0 

-
2,5 
1,2 
1,176 
1,253 
2,83 
2,855 
3,0 

0,135 

0,131 

4 

1,28 
1,2 
1,9 

1,5-2,0 
1,348 

3,0 

-
2,5 
1,3 
1,3 
1,253 
2,83 
3,5 
3,0 

0,15 

0,15 



Окончание табл. 9.1 
1 

3.3 

3.4 

3.5 

3.6 

3.7 

3.8 

3.9 

3.10 

3.11 

3.12 

4 

2 
Снижение потерь металла в окалину за счет внедрения мало- и безокислительного нагрева заготовок 
под ковку и штамповку (индукционный, нагрев в среде инертных газов и т.п.) 
Снижение припусков при изготовлении крупных поковок на ковочных гидравлических прессах с сис­
темой автоматического дистанционного задания размеров поковки по высоте 
Внедрение горячей и холодной накатки шестерен и других зубчатых деталей вместо резания 
Получение заготовок методом кольцевой раскатки 

Снижение припусков при изготовлении поковок на радиально-ковочных машинах 
Применение прогрессивных методов отрезки заготовок (в специальных штампах на прессах, на нож­
ницах системы КОН-1 и т.п., электроискровая и др.) 

Сокращение припусков на механическую обработку с сокращением отходов в стружку 

Улучшение раскроя листового и сортового проката, в том числе за счет применения проката мерных 
и кратных размеров 

Использование деловых отходов проката черных металлов 

Другие мероприятия, снижающие отходы и потери проката черных металлов: 

• гибка заготовок на полосы на гибочных вальцах; 

• применение полосовой стали вместо листового проката 

Совершенствование конструирования машин и оборудования 
(совершенствование кинематических схем передаточных механизмов, улучшение компоновки узлов и 
агрегатов и т.п.) 

3 

0,02 

0,019 

0,22 

0,1 

0,029 

0,039 

1,0 

0,12 

0,15 

4 

0,02 

0,019 

0,22 

0,11 

0,03 

0,04 

1,0 

0,12 

0,15 

Экономия 
по расчету 
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а - а1 = Э — экономия материала от внедрения меро­
приятия, т.е. величина высвобождаемого материала на изде­
лие (деталь) в соответствующих единицах измерения в ре­
зультате внедрения мероприятия. 

Из (9.1) видно, что при известном коэффициенте эконо­
мии (q) по табл. 9.1 и заданной норме расхода определенного 
материального ресурса до внедрения ОТМ (а ) можно опре­
делить норму этого ресурса после внедрения ОТМ (а ), ис­
пользуя зависимость: 

а 1 ^ - ^ - . (9.2) 
1 + q 

Коэффициенты экономии материалов применяются в рас­
четах экономии, получаемой при использовании аналогичных, 
но более эффективных материалов. Например, замена проката 
из углеродистой стали прокатом из низколегированной 
стали, листового проката — рулонным и т.д. (табл. 9.1). 

Коэффициент замены (qz) — это отношение расхода вы­
свобождаемого материала (Э) на изделие (деталь) в результате 
его замены к норме расхода материала-заменителя (az) на 
изготовление этого же изделия (детали): 

qz - — , или qz = — . (9.3) 
az az 

В случае полной замены материала величина Э равна 
норме расхода данного материала до внедрения мероприятия 
(а ), так как о = 0. 

Коэффициенты замены применяются в том случае, если 
рассчитывается экономия одного материала от замены его 
другим при обязательном условии сохранения необходимо­
го качества изделия, например, замена металла пластмасса­
ми, металлокерамикой и т.д. Для заменителей характерно 
соотношение qz > 1. 

При известном коэффициенте замены (qz) из табл. 9.1 и 
заданной величине а норма расхода заменителя (az) вы­
числяется по формуле (9.3): 
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az = -— (в случае полной замены), (9-4) 
qz 

az = — (в случае частичной замены). 
qz 

Для расчета потребного объема внедрения конкретного 
мероприятия (Q) применительно к изделию, план выпуска 
которого составляет величина N, используется значение нор­
мы расхода этого заменителя (az) из зависимости (9.4): 

Q = az-N. (9.5) 
Планы внедрения ОТМ могут разрабатываться в разрезе 

заводов по специальным формам раздельно по видам мате­
риалов, деталей, узлов и изделий как ежегодно, так и на 
долгосрочную перспективу. 

Показателем уровня полезного использования матери­
альных ресурсов является коэффициент использования ма­
териала (К) на производство конкретной продукции. Он 
может быть вычислен по формуле 

К = ^ , 
а 

где Am — чистая масса материала (полезный расход), со­
держащегося в готовом изделии; 

а — норма расхода материала. 
Коэффициент использования материала меньше единицы 

на величину учтенных в норме потерь и отходов. Он может 
стремиться к единице из-за систематического снижения по­
терь и отходов, выраженных в долях от нормы, в результате 
внедрения ОТМ и совершенствования технологического про­
цесса производства на базе достижений научно-технического 
прогресса. Коэффициент К — основной показатель эффек­
тивности использования материальных ресурсов в машино­
строении. Его значение определяется для отдельной детали 
и изделия, по предприятию или группе предприятий и в це­
лом по отраслям. 
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Процесс приложения конкретных мероприятий к различ­
ным изделиям отрасли имеет многовариантную основу, так 
как мероприятия могут быть применены к ним как в ком­
плексе, так и по отдельности. Результаты внедрения меро­
приятий по снижению норм расхода — величина экономии 
материала и себестоимость — для каждого изделия различны. 
Капитальные вложения (единовременные затраты) на вне­
дряемые объемы каждого из вариантов направлений меро­
приятий также различны. 

Следовательно, эффективность внедряемых объемов меро­
приятий является результатом рационального выбора на­
правлений их применения к конкретным изделиям заводов 
отрасли. Отсюда становится естественным подход к проблеме 
приложения различных вариантов мероприятий к множеству 
изделий в рамках заводов отрасли, использующий для реше­
ния рассматриваемой многовариантной задачи аппарат мате­
матического программирования (в данном случае линейного). 
Такой подход позволяет выявить оптимальные варианты при­
менения мероприятий к изделиям при использовании лими­
тированных запасов ресурсов (объемов внедряемых меро­
приятий) с учетом достижения максимальной экономии ма­
териалов или эффективности ОТМ. 

Кроме того, данный подход дает возможность определить 
научно обоснованные величины показателей по снижению 
расхода материалов в производстве отрасли, а также отдель­
ных предприятий на конкретный планируемый период ис­
ходя из внедряемых объемов мероприятий. При этом задача 
планирования мероприятий по снижению расхода материа­
лов может ставиться как задача максимизации эффективно­
сти результатов внедрения мероприятий при соблюдении 
ограничений на запасы лимитированных ресурсов. Здесь 
могут быть предложены и такие варианты оптимальности 
внедряемых мероприятий: 

а) получение максимальной экономии для данного мате­
риала при соблюдении ограничений на объемы производства 
внедряемых мероприятий; 

б) достижение требуемого уровня экономии (снижения 
норм) расхода материала при минимальных затратах огра­
ниченных ресурсов (объемов внедрения мероприятий). 
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9.2. Постановка задачи планирования ОТМ 
по экономии расхода материалов и варианты 
ее математической модели 

Существуют отдельные направления ОТМ по снижению 
норм расхода материалов, имеющие в своем составе конечное 
множество вариантов применения с соответствующими ко­
эффициентами экономии или замены (см. табл. 9.1). Суще­
ствует также множество различных изделий, выпускаемых 
в производстве отрасли в данном плановом периоде, для ко­
торых определены завод-изготовитель и планируемый объем 
их производства. К этим изделиям могут быть применены 
те или иные варианты мероприятий как в комплексе, так и по 
отдельности. 

Каждый вариант мероприятий характеризуется техни­
ческой возможностью применения его к конкретному изде­
лию, уровнем затрат (объемом применения) ограниченного 
ресурса для соответствующего изделия, а также «выпуском» — 
определенной величиной экономии данного материала для 
этого изделия. Кроме того, варианты мероприятий характе­
ризуются соответствующими капитальными или единовре­
менными затратами при их внедрении в производство. 

Необходимо найти совокупность таких вариантов направ­
лений мероприятий, которые применимы к конкретным из­
делиям при условии использования лимитированных ресурсов 
(объемов внедрения вариантов) в количестве, не превышаю­
щем наличных запасов этих ресурсов, и получения макси­
мального экономического эффекта или экономии расхода 
материала. 

Введем следующую систему обозначений: 
а — индекс направления мероприятий ( а = 1,4); направ­

ления ОТМ в табл. 9.1 систематизированы по четырем группам; 
j — индекс варианта определенного направления меро­

приятия (j = 1, га ), где га — количество вариантов в а-на-
правлении ОТМ; индексы вариантов, отмеченные в табл. 9.1, 
имеют для каждого направления ОТМ свое фиксированное 
количество. Например, из этой таблицы видно, что индексу 
г2 соответствует направление ОТМ «внедрение заменителей 
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проката черных металлов» и Г2 = 9, т.е. /' = 1,9, поскольку 
данное направление включает девять вариантов внедрения 
заменителей; 

Qaj — величина запаса ресурса — возможного объема 
внедрения (в т или кг) /-го варианта ОТМ а-направления; 

9а; — коэффициент экономии или замены для данного 
материала в результате внедрения /'-го варианта а-направле­
ния ОТМ; коэффициенты замены (экономии) указаны в гр. 
3 табл. 9.1; 

k — индекс завода отрасли (компании, финансово-про­
мышленной группы) (k = 1,т); 

i — индекс изделия, выпускаемого в производстве отрас­
ли в планируемом периоде (i = l,lk), где 1^ — количество 
различных изделий ft-ro завода, к которым могут быть при­
менены соответствующие варианты ОТМ; 

JVfej — объем производства (шт.) i-ro изделия на k-м за­
воде отрасли в данном плановом периоде; 

akiaj» akiaj — нормы расхода данного материала (кг) для i-ro 
изделия k-то завода до и после применения к нему /'-го варианта 
ОТМ а-направления. Значение akia; может быть получено в 
зависимости от коэффициента экономии или замены соот­
ветственно из выражений (9.2) и (9.3); 

9ktaj — величина экономии данного материала (кг) для i-ro 
изделия ft-ro завода в результате внедрения /'-го варианта 
ОТМ а-направления. 

Значение 9kiaj = a%iaj - a\iaj. 
Если известны коэффициент замены или экономии (qaj) 

по справочнику (табл. 9.1) и значение нормы расхода мате­
риала после применения ОТМ ( akiaj ), то согласно выражениям 

(9.1) и (9.4) получается 9kiaj = qaja\iaj; 
bkiaj — нормативный объем применения (кг) /'-го варианта 

ОТМ а-направления к i-му изделию k-vo завода. В случае вне­
дрения заменителей при известном коэффициенте замены 
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(qaj) и заданной норме расхода высвобождаемого материала 

bkiaj = — ~ (в случае частичной замены); 

(akiaj ) в соответствии с выражением (9.4) получается 
о 

®kia.j 
bktaj ~ (в случае полной замены), 

9а] 

Wfeia/» ^kiaj — себестоимость (тыс. руб.) i-ro изделия, вы­
пускаемого на я-м заводе отрасли, до и после внедрения /-го 
варианта мероприятий а-направления; 

bkiaj — капитальные вложения или единовременные за­
траты (тыс. руб.) на внедрение /-го варианта мероприятий 
а-направления применительно к i-му изделию re-го завода; 

Ckiaj — эффективность применения /-го варианта ОТМ а-
направления к i-му изделию, выпускаемому на я-м заводе 
отрасли. Она определяется как отношение разности себе­
стоимости этого изделия до и после применения к нему ме­
роприятия к приведенным затратам (тыс. руб.) на внедре­
ние в производство данного мероприятия: 

r _ yykiaj yrkmj m /a R\ 
4sia/ ~ „ ' V*'°) 

rkiaj 

Xkiaj — подлежащие определению неизвестные задачи, 
указывающие целесообразность или нецелесообразность ис­
пользования /'-го варианта ОТМ а-направления к i-му изде­
лию я-го завода в планируемом периоде. 

Переменная Х^а;- имеет значение 1, если /'-е мероприятие 
целесообразно использовать к i-му изделию в соответствии с 
принятым критерием оптимальности целевой функции за­
дачи, и 0 — в противном случае. 

В случае изменения качества продукции и оптовых цен 
после внедрения мероприятия для оценки прироста прибыли 
в числителе выражения (9.6) используется разность вида: 

(Z0 - W0) - (Z1 - W1), 
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где Z°,Zl — стоимость выпуска продукции в плановом пе­
риоде до и после внедрения мероприятия по действующим 
оптовым ценам. 

Сформулируем возможные варианты математической 
модели постановки данной задачи в принятых обозначениях 
применительно к прокату черных металлов. 

Экономико-математическая модель 
планирования ОТМ по максимальной 
экономии материальных ресурсов 
Допустим, что отрасль (компания) должна иметь в своем 

распоряжении в планируемом периоде Q a ; объемов меро­
приятий (т), которые предусмотрены к внедрению в произ­
водство в данном периоде с целью экономии расхода проката 
черных металлов. Необходимо составить такой план их 
применения к различным изделиям заводов отрасли, кото­
рый обеспечивает максимальную экономию проката черных 
металлов при условии использования объемов внедрения ва­
риантов ОТМ, не превышающих установленные лимиты 
(запасы) ресурсов. 

В соответствии с такой постановкой задачи неизвестные 
величины Xkiaj, указывающие на целесообразность примене­
ния ;-го варианта мероприятия a-направления к £-му изде­
лию k-ro завода, должны обеспечить максимум целевой 
функции линейной формы, определяющей суммарную эко­
номию материала заданной номенклатуры (проката черных 
металлов) в производстве заводов отрасли. В приведенных 
обозначениях данная целевая функция записывается так: 

i ra m Ik 
FiM = I X I19klajNklXkiaj -* max . (9.7) 

При этом накладываются следующие ограничения: 
1. Объемы внедряемых мероприятий в плановом периоде 

не должны превышать наличные ресурсы применяемых вари­
антов ОТМ (Qa;): 
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т h 
I £ hlaiNktXkiaj < Qaj, а = 1,4; j = 1, ra . (9.8) 
A = l ( = l 

2. Планируемая совокупность вариантов мероприятий 
всех направлений применительно к определенным видам 
изделия ограничивается их общим количеством, которое пре­
дусмотрено к внедрению в производство (см. табл. 9.1) в плано­
вом периоде с учетом научно-технических достижений: 

lTxkiai< £r e , i = l,lk; k = l,m. (9.9) 

3. Множество различных наименований изделий, к которым 
могут быть применены те или иные варианты мероприятий по 
экономии расхода проката черных металлов, ограничивается 
общим количеством запланированных к выпуску наименова­
ний этих изделий в данном плановом периоде: 

т k 
Ц * « в ^ Х Л . « = 1,4; j = l,ra. (9.10) 

4. На неизвестные переменные модели накладываются 
ограничения, указывающие целесообразность применения у'-го 
варианта мероприятия a-направления к i-му изделию &-го 
завода отрасли: 

\l, если данный вариант ОТМ используется; 
•^kiaj ~ i (9.11) 

10, если данный вариант ОТМ не используется, 

i = l,lk; k = l,m; a = 1,4; j = l,ra. 

В приведенной модели задачи ограничения (9.9) и (9.10) 
являются производными. Они характеризуют возможности 
изменения размеров матрицы исходных данных в различные 
плановые периоды в зависимости от множества вариантов 
ОТМ, диктуемых внедрением достижений научно-техниче­
ского прогресса,и номенклатурой выпускаемых изделий в 
производстве отрасли. 
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В результате решения рассматриваемой задачи могут 
быть получены: 

а) данные для обоснованных заказов на объемы внедряемых 
вариантов ОТМ в разрезе каждого завода отрасли. Например, 
если определена интенсивность использования различных 
мероприятий к изделиям (Х^оу), то оптимальные объемы 
внедряемых вариантов мероприятий для каждого завода 
(Qkaj) вычисляются из выражения: 

Qkaj = ThtajXkiajNki, k = l,m; a = 1,4; j = l,ra; (9.12) 
k=i 

б) данные об ожидаемой экономии материала заданной 
номенклатуры (проката черных металлов) по каждому заводу 
(Эк) и отрасли в целом (Э) : 

Э* = £ Ё £ Э « < Л Х * И ; (9-13) 

Э=^Эк, fe = l,m; 

в) обоснованная величина планируемого процента снижения 
расхода проката черных металлов в результате внедрения 
ОТМ как по каждому заводу (е&), так и по отрасли в целом (е): 

£ = _ ? * ЮО, k = Цп. (9.14) 
я 4 ra 1к т

 v 

a=l/=lf=lfc=l 

Экономико-математическая модель планирования 
ОТМ по критерию их максимальной эффективности 
Данный вариант модели используется в случае, когда с уче­

том допустимых в плановом периоде объемов внедрения вари­
антов ОТМ в производстве отрасли необходимо определить та­
кую совокупность применения этих вариантов к изделиям 
(Xkiaj)> которая обеспечивает максимальную эффективность: 
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4 ra m I/, 

**2<*) = Z 2 E Z с « ^ и * и * -> max, (9.15) 

где Ckiaj — эффективность применения определенного вари­
анта ОТМ к конкретному изделию, получаемая из выраже­
ния (9.6). 

При реализации этого варианта модели также должны 
соблюдаться ограничения (9.8) - (9.11). 

Отметим, что структура рассматриваемого варианта моде­
ли аналогична первому варианту лишь с той разницей, что 
в рассматриваемом варианте в целевой функции вместо по­
казателя экономии расхода металла в результате внедрения 
ОТМ (Эыщ) используется показатель эффективности (С^щ)-

В результате оптимизации по аналогии с предыдущим 
вариантом модели из выражений (9.12) и (9.13) в разрезе 
каждого завода отрасли можно определить оптимальные 
объемы ресурсов внедряемых вариантов ОТМ, ожидаемую 
экономию металла и обоснованную величину планируемого 
снижения расхода проката черных металлов. 

Применение тех или иных вариантов направлений меро­
приятий может привести к снижению расхода материалов, 
однако это не всегда позволяет снизить затраты на их при­
обретение и обработку, а также не высвобождает оборудо­
вания. 

Таким образом, важным показателем применяемости ва­
рианта мероприятия к изделию является общая экономия, по­
лучаемая в результате его внедрения. Поэтому данный вари­
ант модели, где в целевой функции используется показатель 
эффективности (С&а;), который выражает результаты общей 
экономии от внедрения ОТМ, имеет качественное значение. 

Экономико-математическая модель снижения 
расхода материалов на заданную величину 

Допустим, что ставится задача снизить в производстве от­
расли в плановом периоде на е% расход материала заданной 
номенклатуры в результате внедрения ОТМ. В связи с этим 
необходимо определить множество таких вариантов направ­
лений мероприятий (Xkiaj), которые обеспечат предусмот-
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ренное снижение расхода материала на е% при минимальных 
затратах ограниченных ресурсов {Qaj) — объемов внедряемых 
мероприятий (т). На основании результатов решения задачи 
следует также установить для каждого завода обоснованные 
заказы на ресурсы—объемы вариантов ОТМ, которые будут 
применены к изделиям в плановом периоде. 

При такой постановке задачи неизвестные переменные 
(Xkiaj) должны обеспечить минимум целевой функции, вы­
ражающей суммарный объем внедрения различных вари­
антов мероприятий в планируемом периоде: 

4 ra m k 

ы*) = Z I X I W^A* -* min- <916> 
я = 1у = 1 ft = l i = l 

Для данной целевой функции требуется соблюдение огра­
ничения (9.11) и следующего условия, предусматривающего 
достижение заданного процента снижения расхода материала 
в плановом периоде: 

4 ra m 1к 

ZLLJYJYU 9klajNktXkiaj 
а ^ ' * " ' " 100 > е. (9.17) 

4 ra m lk 

IXIIIXA 
o--=l / = l * = 1 i = l 

Полученное решение модели позволяет определить из 
выражений (9.12) - (9.14), как и для предыдущих моделей, 
обоснованные заказы на объемы внедряемых мероприятий 
для каждого завода отрасли iQkaj)' ожидаемые экономию 
металла и снижение норм расхода материала. 

9.3. Реализация экономико-математических моделей 
планирования ОТМ по экономии материалов 
и анализ результатов 

Приведенные в § 9.2 варианты модели задачи оптималь­
ного планирования мероприятий по снижению норм расхо­
да и экономии на этой основе материалов определенной но­
менклатуры являются задачами целочисленного линейного 
программирования. В таком виде записываются задачи на-
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значения, развития и размещения отраслей народного хо­
зяйства. 

В составе прикладного программного обеспечения ПЭВМ 
типа IBM PC имеется пакет прикладных программ (ППП) 
MILP88 для решения задач линейного программирования и 
линейного целочисленного программирования [2, 21 , 22]. В 
данном пакете для реализации моделей целочисленного про­
граммирования используется алгоритм метода ветвей и границ. 

Важный этап решения задачи — систематизация в опре­
деленном порядке исходных данных, на базе которых фор­
мируются значения коэффициентов целевых функций и ог­
раничений модели. Такую систематизацию исходных данных 
задачи целесообразно вести в виде «плановой модели ОТМ», 
представленной в форме табл. 9.2. 

Эта таблица после заполнения служит основой для по­
строения исходной симплекс-таблицы, необходимой для 
решения задачи. 

В графоклетках табл. 9.2 указываются позиции для фикса­
ции значений экономии расхода материала (Э^щ) или эффек­
тивности применения мероприятия (Ckiaj), а также неизвест­
ных переменных (Х^щ), получаемых в результате решения 
моделей задачи с учетом различных вариантов возможных 
запасов ресурсов (векторы Ql , Q2, Q3). 

Если какой-либо вариант мероприятий технически непри­
меним к определенному изделию или же его применение не 
позволяет сэкономить расход данного материала на это изде­
лие без ухудшения его технико-экономических показателей 
работы, то соответствующая переменная X^iaj сразу полага­
ется равной нулю. Когда задача решается для отраслевого 
уровня, в число анализируемой продукции включаются из­
делия (агрегаты) укрупненной номенклатуры конечного вы­
пуска. Например, экскаваторы, сменное оборудование к экс­
каваторам, запасные части к экскаваторам и т.д. В противном 
случае, если вести анализ с включением в табл. 9.2 деталей 
и узлов различных типоразмеров в рамках отрасли, то матрица 
исходных данных достигает слишком большой размерности. 
Поэтому в разрезе деталей и узлов машин целесообразно ре­
шать задачи на уровне заводов или группы заводов отрасли. 
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Для каждой укрупненной номенклатуры материалов 
(прокат черных металлов, алюминиевый прокат, медный и 
латунный прокат, трубы стальные катанные, тянутые и тон­
костенные бесшовные) исходная матрица, составляемая в 
форме табл. 9.2, будет иметь индивидуальное содержание 
согласно общему перечню мероприятий, предусмотренных 
для их экономии, и соответствующую размерность. Кроме 
того, размерность матрицы зависит от привлекаемых к ана­
лизу комбинаций вариантов мероприятий, предлагаемых 
заводами по установленной форме плана ОТМ. Задачи для 
отдельных перечисленных групп металлов решаются само­
стоятельно. Основные исходные данные для решения моде­
лей задачи отражаются в существующих формах плана 
ОТМ и ведомостях сводных норм расхода материалов по 
изделиям. 

Результаты решения предлагаемых вариантов задачи оп­
тимального планирования ОТМ в значительной мере зависят 
от степени соответствия плановых коэффициентов экономии 
(замены), приведенных в табл. 9.1, их фактическим величи­
нам, которые складываются под влиянием специфики и реаль­
ных условий производства каждого завода отрасли. Иссле­
дование соответствия этих коэффициентов в производстве 
отрасли для отдельных вариантов ОТМ — самостоятельная 
задача, решаемая аналитическими методами и прямым счетом 
по конструкторской и технологической документации. 

Следует также отметить, что при определении возможности 
применения какого-либо варианта направления мероприятий 
к изделию кроме условия, позволяющего сэкономить данный 
материал без ухудшения его технико-экономических пока­
зателей работы, необходимо учесть и требования металлур­
гической промышленности. Эти требования заключаются в 
том, что внедряемые объемы конкретных вариантов ОТМ 
должны быть не ниже их транзитных норм, установленных 
ГОСТом. Иначе расходы на перевозку таких объемов вне­
дряемых мероприятий будут слишком дорогостоящими, что 
повысит себестоимость выпускаемых изделий заводов. В связи 
с этим изделия, к которым применяется тот или иной вариант 
мероприятий, должны иметь определенный уровень серий­
ности выпуска и материалоемкости. Если возможны такие 
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ситуации, то в числе ограничений рассмотренных вариантов 
математических моделей задач планирования ОТМ нужно 
предусмотреть и такое условие: 

T,bkiaiNkiXklaj>Raj,k = l,m; а = 1,4; У = 1,га, (9.18) 

где Raj — транзитная норма объема ресурса /-го варианта 
мероприятия а-направления. I 

Каждая из систем ограничений описанных вариантов 
математических моделей задачи планирования ОТМ должна 
быть совместимой (непротиворечивой), что является главным 
требованием к процессу формирования этих моделей в ко­
личественной форме. Значения коэффициентов у неизвестных 
Xkiaj должны подвергаться тщательному экономическому 
анализу и обоснованию, а величины правых частей уравне­
ний и неравенств следует выбирать в максимально допусти­
мых пределах так, чтобы область свободы получаемых реше­
ний оказалась достаточно большой. 

Методика реализации модели планирования ОТМ 
по критерию максимальной экономии материальных 
ресурсов 
С целью пояснения методики решения задачи оптимизации 

планирования ОТМ в табл. 9.3, которая является конкретным 
количественным представлением общей табл. 9.2, показан 
пример систематизации условных исходных данных варианта 
ее модели (9.7) - (9.11) применительно к заводам отрасли 
строительного и дорожного машиностроения. 

Решение задачи выполнено на ПЭВМ IBM PC с помощью 
пакета прикладных программ MILP88. Итоги этого реше­
ния в наглядной форме также приведены в табл. 9.3. 

Как и в общей постановке задачи линейного программи­
рования, в указанном пакете при подготовке данных не ис­
пользуется иерархическая структура индексов переменных, 
а применяется двухуровневая индексация. Применительно к 
табл. 9.3 в ППП MILP88 переменной Хцц соответствует I I , 
•^1112 — 12,Хцз4 — 18, . . . ,Хз234 — 156. 
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Для удобства пояснения формирования матриц коэффи­
циентов целевой функции (9.7) и системы неравенств огра­
ничений, получаемых по исходным данным табл. 9.3, пред­
ставим эту целевую функцию в следующем виде: 

7 8 

ВД = X £ ВД,Ху -> max, (9.19) 

где Ni — объем производства £-го вида изделий отрасли; 
dtj — экономия расхода проката черных металлов (кг или т) 

в результате применения /-го варианта мероприятий к i-му из­
делию; 

Xij — индекс целесообразности применения /-го варианта 
ОТМ к i-му изделию. 

Тогда ограничения (9.8) и (9.11) также задаются в такой 
форме: 

^Ь^Хц <Qjtj = hS, (9.20) 
1=1 

где bij — объем применения (кг или т) /-го варианта ОТМ к 
i-му изделию; 

Qj — объем (возможный запас) /-го ресурса — варианта 
применения ОТМ; 

fl, если /-е мероприятие применяется к i-му изделию; 
; [О в противном случае, i = 1,7; / = 1,8. (9.21) 

При решении данной задачи коэффициенты целевой 
функции (9.19) — значения экономии металла (Ырф, вели­
чины потребного (bijNi) и наличного ресурсов (Qj) вариантов 
применения ОТМ должны быть заданы в одних и тех же 
единицах измерения (т). В нашем случае для удобства вос­
приятия значения экономии (Эф и объема применения ме­
роприятия (Ъф на единицу изделия в табл. 9.3 даны в кг. 
При представлении в памяти ЭВМ они переводятся в тонны. 

Матрица коэффициентов Э при неизвестных переменных 
целевой функции (9.19) определяется из табл. 9.3 как ска­
лярное произведение объема выпуска изделий (Ni) и вели­
чины экономии расхода металла на единицу соответствую­
щего изделия в результате применения ОТМ (Эф: 
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Э = Nfr, = 

117.3 76,7 38,41 103,0 7,35 28,27 16,33 47,61 
0,1 0,05 8,0 0,1 0,1 2,2 0,05 12,95 

13,57 8,87 4,43 11,83 0,134 3,24 1,88 5,51 
16,66 10,78 5,39 14,7 0,49 3,92 2,45 6,86 
518,0 346,2 170,9 454,8 1,96 123,7 70,31 210,9 
112.4 73,34 37,24 98,8 0,76 26,98 15,2 45,9 
593,6 396,8 195,8 521,2 4,08 ?41,8 80,58 241,7 

. (9.22) 

Данные матрицы Э (9.22) представлены с переводом зна­
чений экономии металла в тонны. 

Матрица В потребных объемов внедрения ОТМ (т) на 
производственную программу выпуска изделий, (N{) элемен­
ты которого выступают коэффициентами системы нера­
венств (9.20), определяется также из табл. 9.3 как скаляр­
ное произведение объемов применения ресурсов вариантов 
ОТМ на единицу изделия фц) и величины производственной 
программы (2Vj): 

В - Nfin = 

1782,0 
213,0 
348,0 
285,2 
559,8 
976,9 

1827,0 

524,6 
64,0 

104,6 
85,7 

168,2 
292,9 
457,0 

747,2 
89,5 

146,1 
119,5 
234,1 
409,3 
637,5 

234,3 
28,0 
45,8 
37,7 
73,9 

128,4 
200,0 

267,5 
32,0 
52,3 
42,6 
83,7 

146,7 
228,5 

524,6 
64,0 

104,6 
85,7 

168,2 
293,0 
457,0 

971,5 
128,0 
209,2 
171,5 
33,6 
58,6 

912,9 

1872,0 
293,5 
366,1 
299,9 
588,3 

1026,0 
1292,0 

(9.23) 

С учетом значений элементов матрицы Э (9.22) выражение 
целевой функции (9.19), анализируемой пакетом программ, в 
матричной форме представляется следующим образом: 

ВД = Х-ЭТ , 
где X — матрица неизвестных переменных, представленных 
в табл. 9.3 и входящих в целевую функцию (9.19); 

Эт — матрица, транспонированная к матрице Э (9.22). 
В естественной форме запись данной целевой функции 

имеет следующий вид: 
F(x) = 117 ,3X n + 76,7Xi2 +...+ 47,61Х18 + 0,1Х2г + 

+ 0,05Х22 +...+ 80,58Х77 + 241,7Х78 • (9.24) 



Таблица 9.3. Матрицы исходных данных и результаты решения задачи оптимизации планирование ОТМ 
по аарианту иодепи (9.7) - (9.11) 

Намюиошме 
ортитов ОШ 

Индексы шартмлзв ОШ (/) 

Коаффт&нтжютт, э п м м ы | ? „ , } 

ми-

зтт 
W 

1 

2 

3 

идее 

л м 
(0 

1 

2 

1 

2 

3 

1 

2 

Обовтттзяявтшшкр-

3-ойМН 
Эюшватор аЗ-4321Б> 

Запчасти! 

эвэаваторам 

Э а в о й М г 

Сменное оборудование 

кэксяаваторам 

Запчасти! 

эсежамторам 

Эяскаватор2621-В-2 

Э а м щ к - Э 

Запчасти к 

энсаваторам 

Эюсааатор 2621 -8 

Значение цемюй фумщии ЯМ - эвоно-
мми метамв д м автора ресурсов 

QJ 
02 
03 

4531.11 

4579,16 

4649.02 

Наяшяюшшв направлений отшзшщюшо-тошноат трощтяпй (а} 
Применение прокжп уяучиатого 
ачоеттнэюношгншпрофамй 

вместо упмродиспхо проага 

Сортовая амодно-
лмртм сталь 

вместо соргового 
проага 

1 
U 

ЬкЛ1 9ktu 

1542.8 

Хин 
42,6 

Xmt 

1,01.6 

0 0 0 

0.02 

1 . 1 

259.5 

Аян 
58,2 

ХЮ1! 
62.9 

Хин 

10.1 

0 | l | l 

3.4 
o|o|i 

58,2 

1 I 1 I 1 

257.1 

Xjm 
179,2 

Xnit 

29.6 

0 | 0 | 0 

51,2 

1 |1 |1 

Тхооптлэ 
тзамщяшнм 

стали вместо 
лроата « углеро­

дистой стали 

2 
0.159 

Ь|«12 3k(12 

454.2 

Х>ш 
12.» 

X|JIJ 

66.4 

0 | 0 | 0 

0,01 

0101 0 

77,1 

х?ш 
17.5 

Xau 
18.9 

Xau 

6.6 
o | o | i 

2,2 
0 | l | l 

36.9 

' I ' l l 
77.1 

Xjtix 

44,1 

X*m 

19,3 

l | . | . 

36,9 

ЧЧ1 

Внедрение зшнты* проката 
черных непяясе 

Стальные трубы 
•место проката 

чвтзных металлов 

1 
1.253 

Ькт 3)1(21 

646.9 

Xim 
17,9 

Х|2П 

!Ч 0 0 1 

1,6 
, | , | 0 

106.7 

Х?Щ 
24,4 

Хает 

26.3 

Хаи 

3.3 
, | , | 0 

1.1 
1 | . | 0 

19,2 

I h l l 

107,7 

Xjm 
62,5 

Xjai 

9.8 
, | 1 | , 

19.2 

1 | 1 | 1 

Стальное литае 
вместо проката 

чернит металлов 

2 
2,855 

ЬцВ 9kf22 

202.9 

Xim 
5.6 

Xl2Q 

ew 
l | l | l 

0,02 

i h l l 

34.1 

Хпа 
7,7 

Хая 
8.3 

Xf3s 

8,6 
t | l | l 

3,0 
l | , | l 

51.1 

I h l l 

33.! 

Xnn 
19.6 

XjHJ 

26,0 

l | l | l 

51,1 

l | 111 

Гвямолопнесючв мерогклитм 

Увеличение долл 
штампоама обцам 
обьеш заготовок, 

получаемых метставщ 
ллвсттчессой 
двфоглавиин 

1 
0,135 

ЬкО\ Skfll 

231,6 

Хин 
6,4 

Xmi 

6.4 
l | l | l 

0.02 

0 | l | 0 

38.9 

Xrtji 

87 
Xzat 

9.4 
Хв» 

0,1 
l | 0 | 0 

0.1 
| | 0 | 1 

0.22 

l | 0 | 0 

36,6 

X J I H 

22.4 

Ххш 

0.2 
0 | 0 | 0 

0,4 
О М П 

Снижмие лрипускоа 
не механическую 

обработкус 
coajiaaueHMM 

отходов a струпу 

2 
0,029 

Ь*02 3*й2 

454,2 

Хил 
12.8 

ХЩ2 

24.4 

0 | 0 | 0 

0.44 

0 | 0 | | 

77.6 

Хтш 
17.5 

Хва 
16.9 

Xa» 

2.41 

0 | 1 | 1 

0,80 

0 | 0 | 1 

13,9 

1 | 1 | 1 

77.1 

Xim 
44.8 

Хзг» 

7,1 
1 И И 

13.9 

1 И П 

Исгхьвьэоваиие 
деловых отходов 
проката чврных 

металлов 

3 
1.0 

Ь*(33 Э»,зз 

641,1 

Хим 
25,6 

X|ZD 

14,2 

0 | 1 | 1 

0.01 

1 | 1 | 0 

155,7 

Хяя 
35.0 

ХЦХ, 

3.8 
Xzm 

1.4 
< | 0 | 1 

0,5 
1 | 0 | 1 

7.9 
1 И И 

15,4 

Arm 
89,5 

Ххаз 

4,0 
1 I I I I 

7.9 
1 ПИ 

Улрвизмлврвскроя 
ш. ниш ч л сортового 

проката аа счет 
лрявевненш проката 

крапмраэееароа 

4 
0.0Э9 

Ь*Д4 9,tf4 

1620.8 
XI I I . 

4 7 
X,» 

41.2 
0 | 0 | 0 

259 
0 |0 |1 

272.4 
«и» 
6 U 

Ха» 
66.1 

Хам 

4.1 
1 И И 

1.4 
он и 

23,7 

1 11 | 1 

270.0 

Хеш 
126,7 

Хин 

12.08 

1 | 1 | 1 

23,7 

1- IU I 
Норижгаимй объем галввеионмв (кг) ресурса варианта О Ш ( О м ^ ) , экономия расхода проката черня металлов на мэдвлме (кг) после аивдреим ОТМ ( Э М ( 4 ) и интеюиность приые-

наниа п р я м я ОТМ (XU4) 

2651,1 

2983.3 

3314.85 

941,4 

1059.1 

1176,6 

1654,4 

1161.2 

2066.0 

1182.0 

1329.7 

1477.4 

476,9 

536,5 

569.1 

941,5 

1059.2 

1176.9 

K91.S 

2128,0 

2364.4 

3310.0 

3723.8 

4137.5 

H M W H M . обьемн запасов ресурсе» W * * * вариантов примвимеи ОТМ ( Q ^ ) 

Годовой объем 
гвзоизеоесгвв 
изделий, шт. 

(«W 

11SS 

5000 

1344 

4900 

8900 

3800 

10200 
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Как отмечено выше, в обозначениях пакета MILP88 пере­
менной Хц соответствует II , Х\2 — 12 Xi 8 — 18, Х2\ — 19, 
Х 2 2 - ИО, . . . , Х77 - 155, Х 7 8 - 156. 

Система ограничений (9.20), построенная на базе матри­
цы потребных объемов внедрения ОТМ В (9.23) и вектора 
выделяемых ресурсов вариантов применения мероприятий 
Q3 (табл. 9.3), при решении задачи имеет следующее пред­
ставление: 

1782,0Xn + 213,0Х21 + 348,0Х31 +...+ 1827,0Х71 < 3314,85 
524,6Х12 + 64,0Х22 + Ю4,6Хз2+---+ 457,0Х72 < 1176,8 
747,2Х13 + 89,5Х23 + 146,1Х33 +...+ 637,0Х73 < 2068,0 
234,ЗХ14+ 28,0Х24+ 45,8Х34+...+ 200,0Х74 < 1477,4 
267,5Х15 + 32,0Х25 + 52,ЗХ35 +•••+ 228,5Х75 < 569,1 ^гь> 
524,6Х16 + 64,0Х26 + 104,6Х36 +...+ 457,0Х76 < 1176,9 
971,5Х17 + 128,0Х27 + 209,2Х37 +...+ 912,9Х77 < 2364,4 

1872,0Х18 + 233,5Х28 + 366,1Х38 +...+ 1292,0Х78 < 1292,0. 

С целью анализа изменения значений целевой функции 
(9.19) и остатков (неиспользуемых) ресурсов вариантов ОТМ 
при заданной производственной программе моделирование 
планирования мероприятий по экономии расхода проката 
черных металлов выполнено для трех заданных векторов 
(Ql, Q2, Q3) запасов ресурсов. Результаты моделирования 
для этих трех вариантов обеспеченности ресурсами внедре­
ния ОТМ, как выше отмечено, представлены в табл. 9.3. 

Значения элементов векторов ресурсов Q2 и Q3 наращи­
ваются по отношению к уровню базисного вектора Q1 соот­
ветственно на 12,5 и 25% . 

В табл. 9.3 значения показателя интенсивности примене­
ния вариантов ОТМ (Xklaj) расположены слева направо в 
порядке возрастания объемов ресурсов — элементов векторов 
(Ql, Q2, Q3). Например, Х з ш = 0 для случая объема ресурса 
сортовой холоднотянутой стали (Qli) — 2651,8 т, Х г ш = 1 
при Q2i = 2983,3 т и Х 2 ш = 1 при Q3X = 3314,85 т. 

Такое моделирование целесообразно, когда заранее нет 
полной ясности в отношении объемов требуемых запасов ре­
сурсов или необходимо установить рациональные границы 
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объемов заказа с целью обеспечения максимальной экономии 
металла и устранения неиспользуемых остатков ресурсов. 

В табл. 9.4 представлен анализ результатов моделирова­
ния рассматриваемой, задачи (9.19) - (9.21). 

В данной таблице значения показателя «наличный объем 
(запас) ресурса» соответствуют приведенным в табл. 9.3 
(Ql, Q2, Q3), а величина показателя «потребность (т) для оп­
тимального плана» внедрения ОТМ (Q1,Q2,QS) вычисляется 
из выражения (9.12) с учетом результатов решения задачи, 
приведенных в этой же табл. 9.3. Векторы остатков (AQ1, 
AQ2, AQ3) определяются как разность между наличными 
объемами ресурсов ОТМ и потребными объемами для опти­
мального плана внедрения ОТМ. 

Как показывают результаты решения задачи, причиной 
возникновения остатков является либо превышение заказа 
на ресурс над потребностью в соответствии с производствен­
ной программой (случай ресурса QI4, Q2^, QB4 — «Приме­
нение стального литья»), либо наличие таких объемов остат­
ков вариантов ОТМ после применения к определенному набо­
ру изделий, которые недостаточны для удовлетворения нужд 
хотя бы одной из оставшихся производственных программ. 

Например, из табл. 9.3 и 9.4 нетрудно заметить, что ис­
ходный заданный объем ресурса QI4 (применение стального 
литья) 1182 т значительно превышает суммарную потребность 
производственных программ отрасли, которая составляет 
748,1 т, поэтому элементы вектора столбца неизвестных пе­
ременных (Хм) для всех вариантов обеспечения ресурсами име­
ют значение 1 (Х1122 = 1, Х1222 = 1, Х2122 = 1, •• , Х3222 = 1). В 
подобных случаях нет смысла включения в дальнейший ана­
лиз в оптимизационной модели таких ограничений и связан­
ных с ними переменных. 

При базисных коэффициентах роста объемов ресурсов 
1,125 (Q2/Q1) и 1,25 (Q3/Q1) соответствующие им базисные 
коэффициенты роста значений целевых функций F(x) — 
размеров общей экономии проката черных металлов состав­
ляют 1,01 и 1,03. То же самое наблюдается по отношению и 
к цепным коэффициентам роста: для значений. коэффици­
ентов роста объемов ресурсов 1,125 (Q2/Q1) и 1,11 (Q3/Q2) 



Таблица 9.4. Анализ результат!» моделирования задачи (9.19) - (9.21) оптимизации планирования ОТМ 

1* 

1 

2 

3 

4 

5 

б 

7 

S 

Варианты 
мероприятий 

Применение сортовой 
холоднотанутой стали 

Применение проката из 

надко/йгированной стали 

Применение стальных труб 

Применение стального литье 

Увеличение доли штамповок 
в общем объеме заготовок 

Снижение припусков на 
механическую обработку 

Использование деловых 
отходов 

Улучшение раскроя листово­
го и сортового проката за 
счет применения проката 
кратных размеров 

Значение целевой функции Щ — 
размера максимальной экономии 
металла, т 

Моделирование для вектора ресурсов 

01 

Наличный 
объем 
faanac) 

ресурса, г 

2651,8 

941.4 

1654,4 

1182,0 

476,9 

941,5 

1В91.5 

3310,0 

Потребность 
{т) для опти­

мального 
плане 

(01) 

2599,8 

91 в, 1 

1636,0 

748,1 

446,1 

918,2 

1513,8 

3272.4 

Остапж 
ресурса, г 

(Д01) 

52,0 

23.3 

11,4 

433,9 

30,8 

23.3 

377.7 

37,6 

4531,11 

02 

Наличный 
объем 
(запас) 

ресурса, г 

2983,3 

1059,1 

1861,2 

1329,7 

536,5 

1059,2 

2128,8 

3723.8 

Потребность 
/г ) для опти­

мального 
плана 

(02) 

2948,6 

1003,8 

1636,0 

748,1 

528,0 

1022,8 

2104,6 

3572,0 

Остаток 
ресурса, i 

(Д02) 

34,7 

55,3 

225,2 

581.6 

8,5 

36,4 

23,4 

151,5 

4579,16 

03 

Наличный 
объем 
(запас) 

ресурса, г 

3314,85 

1176,8 

2068,0 

1477,4 

569,1 

117S.9 

,2364.4 

4237,5 

Потреб­
ность ( г ; 
дли опти­
мального 

плана 

(03) 

3233,8 

1108,4 

2028,1 

748,1 

538,6 

1172.5 

2357,3 

3795.8 

Остаток 

ресурса, т 

(ДОЗ) 

81,05 

68,4 

39,9 

729,3 

30,5 

4,4 

7,1 

341.7 

4649,02 

базисный коэффициент 

роста значения целевой 
функции и остатков 

огносителью 01 

Д02 

Д01 

0,67 

2,37 

12.24 

1.34 

0,28 

1.56 

0,06 

4,03 

1,01 

ДОЗ 

Д01 

1,56 

2,94 

2,17 

1,68 

0,99 

0,19 

"' 0,02 

9,09 

1,03 

Цепной коэффициент 
роста значения 

целевой функции 
и остатков 

4 0 2 

д01 

0,67 

2,37 

12,24 

1.34 

0,28 

1,56 

0.О6 

4,03 

1,01 

ЛОЗ 

Л02 

2.36 

1,24 

0,18 

1,25 

3,59 

0,12 

0,03 

2,26 

1,02 
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характерны соответственно коэффициенты роста целевой 
функции 1,01 и 1,02. 

Как уже отмечено выше, механический прирост объемов 
ресурсов внедряемых объемов ОТМ не является гарантией 
пропорционального прироста значений целевой функции; 
этот прирост могут обеспечить только такие дополнительные 
объемы ресурсов (A Q^), которые удовлетворяют потребности 
определенной программы производства завода или ряда 
заводов (AQij = btj Ni). О подобных ситуациях свидетельст­
вует анализ остатков ресурсов, приведенный в табл. 9.4. На­
пример, из данной таблицы видно, что увеличение ресурса «при­
менение стальных труб» с 1654,4 т (QI3) до 1861,2 т ((?2з) при­
вело только к росту остатка ресурса с 18,4 т до 225,2 т (коэф­
фициент роста составляет 12,24) при одновременном сохране­
нии на одном и том же уровне (1636 т) объема его потребле­
ния при реализации оптимального плана ОТМ. Следовательно, 
увеличение ресурса Q2% на 206,8 т не повлияло на значение це­
левой функции. Если проанализировать оптимальный план 
ОТМ для вектора ресурсов Q2 по табл. 9.3 и значения потреб­
ных объемов данного ресурса по матрице В (9.23), то увидим, 
что Х\\2\ = 0. так как остаток ресурса (стальных труб) 225,2 т 
недостаточен для удовлетворения потребности завода № 1 в 
объеме внедрения данного варианта ОТМ при производстве 
экскаваторов «Э-4321Б», которая составляет 747,2 т. Дальней­
шее увеличение ресурса «применение стальных труб» до 2068 т 
(Q33) позволяет удовлетворить эту потребность, следствием чего 
является значение переменной Хц2\ = 1 в табл. 9.3 для опти­
мального плана ОТМ, соответствующего вектору ресурсов Q3. 
Одновременно, как показывают данные табл. 9.4, произошло 
уменьшение остатка неиспользуемого ресурса с 225,2т до 39,9 т 
(значение цепного коэффициента роста уменьшилось с 12,24 
до 1,8). Произошел также соответствующий рост значения 
целевой функции оптимального плана ОТМ. 

Подобным образом могут быть подвергнуты анализу и 
объемы других ограничений (ресурсов). 

В табл. 9.5, которая является дополнением предыдущей 
таблицы, представлены результаты анализа остатков ресурсов, 
возникающих при реализации оптимального плана внедрения 



Таблица 9.5, Анализ остатков ресурсов относительно объемов применения ОТМ к изделиям по варианту 
оптимизационной модели задачи (9.19) - (9.21) 

№п/п 

1 
2 

3 

4 

5 
6 

7 

Наименование изделий 

Экскаватор 4321Б 
Запчасти к экскавато­
рам (завод № 1) 
Сменное оборудование 
к экскаваторам 
Запчасти к кскаваторам 
(завод №2) 
Экскаватор 2621-В-2 
Запчасти к экскавато­
рам (завод № 3) 
Экскаватор 2621-В 

Остаток ресурсов (т) 
при оптимальном плане 
ОТМдля 
01 и 03 ( 

векторов 
табл. 9.4) 

Д01 

Доз 

Остаток ресурса от объема его применений к плановому количеству производства изделий, % 
Л01, 
——llOO 

2,9 

-
14.9 

18,2 

-
5,3 

-

ЛОЗ, 
я | М 

4,5 

-
-

-
-

8.3 

-
52,1 

81,05 

4,4 

36,4 

22,3 

27,2 

-
-
-

•я 

13,0 

106,8 

-
-
-
-
-

23,3 

68,4 

*?!l. 100 

2,5 

-

-
-
-
-
-

^ 1 0 0 
•я 

-
44,6 

27,3 

33,4 

-
-
-

18,4 

39,9 

*?Ь.100 
о» 

-
96,3 

-
-
-

21,0 

13,5 

в» 

-
95,3 

58,3 

-
36,4 

20,8 

-
30,8 

30,5 

^ 1 0 0 

4,4 

36,4 

22,3 

27,2 

-
-
-

^ 1 0 0 

0,8 

-

-

-
-
-
-

23,3 

4,4 

^ 1 0 0 
8,т 

38,9 

-

-
-
-
-
-

^ 1 0 0 

-
5,5 

-

-
-
-
-

377,7 

7,1 

ЙК100 

2.0 

16,8 

-
12.5 

-
-
-

18,3 

-

-
-
-
-
-

37,6 

341,7 
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мероприятий по экономии проката черных металлов. Для 
составления этой таблицы используются данные объемов 
применения вариантов ОТМ к плановому количеству изде­
лий, приведенные в матрице В (9.23). Например, для изде­
лия экскаватор «Э-4321Б» (г=1) в этой матрице В элемент 
В\\ = 1782 т (потребный объем применения сортовой хо­
лоднотянутой стали). В табл. 9.4 остаток этого ресурса со­
ставляет 52 т. Тогда при заполнении табл. 9.5 по данному 
изделию имеем AQU/Вц-ЮО = 52/1782-100 = 2,9%. 

Такой анализ целесообразно провести, когда необходимо 
установить, какие ресурсы составляют дефицит с точки зрения 
дальнейшего роста значения целевой функции — экономии 
проката черных металлов. С другой стороны, можно выявить 
минимальные дополнительные ресурсы мероприятий, кото­
рые позволяют полностью реализовать в производстве налич­
ные объемы ОТМ с ликвидацией их неиспользуемых остат­
ков. Например, из табл. 9.5 видно, что в рамках вектора ре­
сурсов Q3 с целью реализации оптимального плана внедрения 
ОТМ практически полностью используются объемы меро­
приятий Q3g (снижение припусков на механическую обра­
ботку), Q37 (использование деловых отходов), Q3i (примене­
ние сортовой холоднотянутой стали). Их остатки относи­
тельно объемов применения мероприятий к производствен­
ной программе выпуска изделий составляют соответствен­
но: 0,8; 5,5; 4 и 8,3%. 

Вместе с тем достаточно дополнительно повысить объем 
ресурса Q35 и QI5 (увеличение доли штамповок) на 4,7% 
(1,5 т) и 3,7% (1,2 т), чтобы полностью удовлетворить по­
требный объем применения данного мероприятия к плано­
вому выпуску изделий (запасных частей к экскаваторам) в 
количестве 5000 шт. Если имеется возможность дополнения 
отдельных остатков ресурсов из заданного множества, то вы­
бор падает на те варианты мероприятий, которые обеспечи­
вают наибольшую экономию материала. 

В табл. 9.5 обращает на себя внимание остаток ресурса фЗг 
(применение проката из низколегированной стали) в коли­
честве 68,4 т, которого (судя по матрице В (9.23) и табл. 9.3) 
достаточно для применения к изделиям (запасным частям 
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к экскаваторам), выпускаемым в указанном количестве. 
Этот остаток составляет 106,8% объема внедрения данного 
мероприятия к названному изделию (в матрице В (9.23) эле­
мент В22 = 64 т). Следовательно, после применения рассмат­
риваемого варианта ОТМ к изделиям (запасным частям, к 
экскаваторам) остаток ресурса A Q32 уменьшится до 4,4 т. 
Правда, по данным табл. 9.3 значение целевой функции за­
дачи увеличивается лишь на 0,05 т, что является незначи­
тельным вкладом в отношении критерия оптимальности. Та­
кие ситуации возможны также из-за недостатка алгоритма 
ППП, связанного с точностью представления результата целе­
вой функции, или же при реализации задачи не выполнено 
требуемое количество итераций анализа результатов решения. 

С помощью ППП MILP88 наряду со значением целевой 
функции определяются величины используемых ресурсов и 
неиспользуемых остатков ресурсов в процессе реализации 
оптимального плана ОТМ (табл. 9.4). Кроме того, проводится 
анализ на чувствительность при изменении правых частей 
неравенств (9.8) с одновременным определением нижней и 
верхней границ интервала изменения коэффициентов целевой 
функции, в пределах которых оптимальные значения перемен­
ных остаются неизменными. 

Методика реализации модели планирования ОТМ 
по критерию максимизации их эффективности 
Вариант модели 1. Рассмотрим методику построения ва­

рианта экономико-математической модели (9.8), (9.11), (9.15), 
целевая функция которой должна максимизировать сум­
марную эффективность мероприятий (9.6), применяемых к 
изделиям. Систематизация исходных данных для решения 
этой модели выполнена в табл. 9.6. Она является конкретной 
количественной формой представления общей табл. 9.2 «пла­
новой модели ОТМ». Здесь также использованы условные 
данные применительно к отрасли строительного и дорожно­
го машиностроения. 

Результаты решения задачи в наглядной форме приведе­
ны в этой же табл. 9.6. 



Таблица 9.6. Матрицы исходных данных и результаты решения задачи оптимизации планирования ОТМ по варианту модели 1 (9.8), (9.11), (9.15) 

Наименование 
вариантов ОТМ 

Индексы вариантов ОТМ (;') 
Коэффициенты экономии 

(замены) (<?„,) 
Ин­

декс 
за­

вода 
да 

1 

2 

Ин­
декс 
из­
де­
лия 

W 

1 

2 

1 

2 

3 

чРбомчвнме норшпи-
\ «те объем прм-

\ и и м « « О Ш М 
\ ^ зффектт-

\wctntC} 

Прещжт N , 
тцдвяя \ . 

Завод №7 
Экскаватор 
4321-Б 

Запчасти к 
экскаваторам 
Завод N9 г 
ОМбННОб 

оборудование 
к экскаваторам 
Запчасти к 
экскаваторам 
Экскаватор 
2621-В-2 

Направления орсанизащюмно-геюшчесаа мероприятий (а) 
Применение проката 
улучшенного качества 

и экономичных профилей 
Сортовая 

холоднотяну­
тая сталь 
вместо 

сортового 
проката 

1 

1.2 

Они 
С ы н 

Хин 

1542,8 

12,9 
42,6 

0.045 

х„„ 
01010 

Xl211 

1 1 1 

259,5 

1,63 
58,2 

74,48 
62,9 
419,2 

Х2111 

0|0|1 
•fell 

0 | l | l 
Хяп 

1|1|1 

Прокат из 
низколегиро­
ванной стали 

вместо прока­
та из углеро­
дистой стали 

2 

0,159 

С«|2 
Х«12 

454,2 

8,05 
12,8 

0,125 

Хш2 

о j о 1 о 
Xt2!2 

olojo 

77,8 

1,075 
17,5 
4,9 
18,9 

280,3 

X2I12 

0|0|1 
*22!2 

оиЬ Хпу 
1 1 1 

Внедрение заменителей 
проката черных металлов 

Стальные 
трубы вместо 

проката черных 
металлов 

1 

1,253 

(to 
Сю< 

Х«21 

646,9 

4,025 
17,9 
3,5 

Хц?1 

0 | 0 | 0 
Xl22l 

1 1 1 

108,7 

0,538 
24,4 
2,0 

26,3 
145.2 

^2121 

1|1|1 
Хт\ 

1|1|1 
*!321 

1|'И 

Стальное 
литье вместо 

проката 
черных 

металлов 

2 

2,855 

С«22 

Хи22 

202,9 

10,81 
5,6 

0,045 

Xl l22 

1|1|1 
Х | 2 » 

1 111 

34,1 

1,478 
7,7 

6,37 
8,3 

365,8 

*2t22 

i | i | i 
Х г 2 » 

' M l ' 
Хг322 

'И 1 

Технологические мероприятия 

Увеличение доли 
штамповок 

в общей объеме 
заготовок, полу­

чаемых методами 
пластической 
деформации 

1 

0,135 

bun 
Си/ 

Х«31 

231,6 

0,805 
64,4 
0,045 

ХцЭ1 

0 | 0 | 0 
Xl231 

1 1 1 

38,9 

0,013 
8,7 

0,196 
9,4 
2,67 

%2\$\ 

1 | 0 | 0 
Хт\ 

Щ 1 
ХгВ1 

'И 1 

Снижение при­
пусков на меха­
ническую обра-

ботху с сокраще­
нней отходов в 

стружку 

2 

0,029 

Си» 
Хм32 

454,2 

2,99 
12,8 
1,0 

Xt132 

0 10 | 0 
Xl2» 

01011 

77,8 

0,403 
17,5 
1,96 
18,9 

100,6 

" 2 1 » 

0 10 11 
Х2232 

0 | 1 |1 
Хгю 

1 | 1 | 1 

Использование 
деловых отходов 
проката черных 

металлов 

3 

1,0 

Ьцзз 

Сцзз 

Хия 

841,1 

1,725 
25,6 
0,025 

Х п з з 

О Н И 
Хшз 

11110 

155,7 

0,288 
35,0 
0,98 
3,8 

56,96 

Хгш 
1 ЮН 

Хггзз 
1 ЮН 
Хия 

1 И И 

Улучшение рас­
кроя листового и 
сортового прока­
та за счет приме­

нения проката 
кратных размеров 

А 

0,039 

Сим X»f34 

1620,8 

4,945 
44,7 
6,0 

Хпм 
ОЮЮ 

X l 2 M 

11111 

272,4 

0,672 
61,2 
2,94 
66,1 

; 170,9 

Х21И 

0 |0 |1 
Хгм 

ОН И 
ХяЭ4 

1 | 1 ] 1 

8 

jg 
Is ч 
V 

1155 

5000 

1344 

4900 

8900 



Окончание табл. 9.6 

3 
1 

2 

Завод № 3 
Запчасти к 
экскаваторам 
Экскаватор 
2621-В 

Значение целевой функции Н е ­
эффективности ОТМ для вектора 
ресурсов 
01 
Of 
02 
02 
03 
03 

3411,61 

3496,15 

3502,63 

257,1 
38,6 
179,2 

267,2 

KIM; 
о|о|о 

Хз2Н 

1|1|1 

77,1 
25,46 
44,8 

368,2 

Хзпг 
1|1|1 
-*3212 

i | i | i 

107,7 
12,93 
62,5 

181.6 

Хзш 
1|1|1 

Х3221 

1|1|1 

33,8 
34,2 
19,6 

483,5 

*31!2 

l | l f l 
hsn 

1|1 |1 

38,6 
0,266 
22,4 

4,08 

Хз13| 

0 11 М 
^3231 

l l l l l 

77,1 
9,12 
44,8 

131,6 

•Хзт 

rJLLLil 
Хзгзг 

111 11 

15,4 
5,32 
89,5 

74,46 

Хэш 
1 |1 |1 

Хэгзз 

U111 

270,0 
15,58 
126,7 

224,4 

* Я 3 4 

1 М И 
*згз« 

1 И М 
Нормативный объем применения {кг) ресурсов вариантов ОТМ (Ьй а / ) , эффективность их применения к изделиям (CUal), 

интенсивность применения вариантов ОТМ (ХИ а ,) 

2651,8 
2599,8 

2983,3 
2885,0 
3314,85 
3233,8 

941,4 
918,1 

1059,1 
1003,8 
1176,8 
1108,4 

1654,4 
1636,0 

1861,2 
1636,0 
2068,0 
1636,0 

1182,0 
748,1 

1329,7 
748,1 

1477,4 
748,1 

476,9 
439,1 

536,5 
533,5 
569,1 
533,5 

941,5 
918,2 

1059,2 
1003,9 
1176,9 
1172,5 

1891,5 
1513,8 

2128,0 
2104,6 
2364,4 
2357,3 

3310,0 
3129,8 

3723,8 
3429,7 
4137,5 
3795,8 

Объемы наличных ресурсов (т) вариантов ОТМ ( 0 .) и объемы потребных ресурсов (т) для оптимального плана применения ОТМ к изделиям (Q. J 

3800 

10200 
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Как и в предыдущем варианте модели, для ее реализации 
и удобства пояснения формирования матриц коэффициентов 
целевой функции (9.15) и ограничений (9.8), (9.11) по исход­
ным данным табл. 9.6 представим их в виде целевой функции 

Пх) = £ £ CytyXy -> max (9.26) 
f = l ; = l 

и условий лимита на ресурсы мероприятий (9.20) и цело­
численное™ значений неизвестных переменных (9.21) — 
интенсивности применения ОТМ к изделиям. В табл. 9.6 огра­
ничения (9.8) и (9.11) имеют конкретные значения примени­
тельно к условиям (9.20), (9.21) и целевой функции (9.26). 

Здесь Ctj обозначает эффективность применения у'-го ва­
рианта мероприятия к i-му изделию. 

При определении значений коэффициентов эффективности 
из выражения (9.6), записываемого в двумерной форме как 

Ctj = ч ч , (9.27) 

возникают трудности из-за незначительности (или отсутст­
вия) затрат (Ру) на применение отдельных мероприятий к 
изделиям. Кроме того, для малых значений затрат (Ру < 1) 
при незначительном их изменении происходит существен­
ное возрастание или уменьшение величины эффективности. 
В подобных случаях целесообразно определить критерий 
эффективности как разность себестоимости до (Wtj ) и после 

(Wy) применения /-го варианта ОТМ к i-му изделию. В 
табл. 9.6 данные матрицы эффективности С (млн. руб.) при­
ведены применительно к производственной программе вы­
пуска изделий: 

Cij=Ni<WS-Wij). (9.28) 
Используя значения элементов матрицы С из табл. 9.6, урав­

нение целевой функции (9.26), анализируемой пакетом про­
грамм, в матричной форме представим следующим образом: 

F(x)-X-Cr, (9.29) 
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где С т — матрица, транспонированная к матрице С табл. 9.6. 
Конкретная количественная запись данной целевой 

функции задачи имеет вид: 
F(x) = 12 ,9X U + 8,05Xi2 +...+ 4,95Х18 +0,05Х21 +... 

+ 0,3X27 + 6Х28 +...+ 267,2X7i +...+ 224,4Х78. (930) 
Здесь также в обозначениях пакета MILP88 переменной 

I I , Х 1 2 - 12, Х 1 8 - 18, X2 i - 19, ... , Х2 7 - 115, Х 2 8 - 116, 
. . . ,Х 7 8 — 156. 

Система ограничений на ресурсы внедряемых вариантов 
мероприятий (9.20) имеет такое же конкретное количест­
венное представление в виде неравенств. (9.25), как и для 
предыдущей модели задачи. 

Моделирование выполнено с имитацией возможных из­
менений уровней векторов запасов ресурсов в минимальных 
(Q1), средних (Q2) и максимальных (Q3) размерах по аналогии 
с рассмотренным вариантом задачи (9.19) - (9.21). Значения 
элементов векторов ресурсов Q2 и Q3 также возрастают соот­
ветственно на 12,5 и 25% относительно базисного вектора Q1. 

В табл. 9.6 показаны результаты этого моделирования 
для всех трех вариантов обеспечения ресурсами: значения 
целевой функции F(x); целесообразность применения ОТМ 
к изделиям (матрица X); величины потребляемых ресурсов 
при реализации оптимального плана мероприятий (векторы 
Q1,Q1,Q1), на основании которых определяются объемы (т) 
неиспользуемых ресурсов (остатки) вариантов мероприятий 
(векторы AQ1, AQ2, AQ3). 

Значения неизвестных переменных ( Х ^ ) — целесооб­
разности применения вариантов ОТМ к изделиям — распо­
лагаются в данной таблице слева направо в порядке возрастания 
уровней элементов векторов запасов ресурсов (Ql, Q2, Q3). 

Например, Х 2 ш = 0 при объеме ресурса Q\\ (примене­
ние сортовой холоднотянутой стали) 2651,8 т, Х 2 ш = 0 
для Q2X = 2983,3 т и Х 2 т = 1 в случае Q3j = 3314,85 т. 

Анализ результатов моделирования рассматриваемой за­
дачи для трех вариантов запасов ресурсов мероприятий 
(табл. 9.7) и остатков, образующихся в процессе реализации 
оптимального плана ОТМ (табл. 9.8), выполнен по аналогии 



Таблица 9.7. Анализ результатов моделирования задачи оптимизации планирования ОТМ (9.20), (9.21), (9.26) 

л/л 

1 

2 

3 
4 
5 

б 

7 
8 

Наименование 

вариантов ОТМ 

Применение сортовой холоднотя­
нутой стали 

Применение проката из низколеги­
рованной стали 

Применение стальных труб 

Применение стального литья 

Увеличение доли штамповок в об­
щем объеме заготовок 

Снижение припусков на механиче­
скую обработку 

Использование деловых отходов 

Улучшение раскроя листового и 
сортового проката за счет 
применения проката кратных раз­
меров 

Значение целевой функции F\x) 

Моделирование для вектора ресурсов 

01 
Заданный 
обьем ре­

сурса, г 

2651,8 

941,4 

1654,4 

1182,0 

476.9 

941,5 

1891,5 

3310,0 

Потребность 
(г) для опти­

мального 
плана 

(011 

2599,8 

918,1 

1636,0 

748,1 

439,1 

918,2 

1513.8 

3129,8 

Остаток 
ресурса, г 

U01I 

52.0 

23,3 

18,4 

433,9 

37.8 

23.3 

377,7 

180,2 

3411,61 

02 
Заданный 

объем 
ресурса, г 

2983,3 

1059,1 

1861,2 

1329,7 

536,5 

1059,2 

2128,0 

3723,8 

Потребность 
(т) для опти­

мального 
плана 

(02) 

2885,0 

1003,8 

1636,0 
748,1 

533.5 

1003,9 

2104,6 

3429,7 

Остаток 
ресурса, г 

(Д02) 

98,3 

55,3 

225,2 

581,6 

3,0 

55,3 

23,4 

294,1 

3496,15 

03 
Заданный 

объем 
Ресурса, г 

3314,85 

1176,8 

2068,0 

1477,4 

569,1 

1176,9 

2364,4 

4237,5 

Потребность 
(г; для опти­

мального 
плана 

(03) 

3233,8 

1108,4 

1636,0 
748,1 

533,5 

1172.5 

2357,3 

3795,8 

Остаток 
ресурса, г 

(аОЭ) 

81.05 

68.4 

432,0 

729,3 

35,6 

4,4 

7,1 

341,7 

3502,63 

Базисный коэффи­
циент роста значе­
ния целевой функ­

ции и остатков 
относительно 01 

ДО! 

1.89 

2.37 

12,24 

1.34 

0.08 

2,37 

0,06 

1,63 

1,025 

доз 
Л01 

1,56 

2,94 

23,5 

1,68 

0,94 

0,19 

0,02 

1.9 

1,027 

Цепной 
коэффициент роста 
значения целевой 

функции и остатков 

дог 
дет 

1,89 

2,37 

12,24 

1,34 

0,08 

2,37 

0,06 

1,63 

1,025 

.403 
дог 

0,82 

1,24 

1,92 

1,25 

11,9 

0,08 

0,03 

1,16 

1,002 



Таблица 9.8. Анализ остатков ресурсоа относительно объемов применения ОТМ к изделиям 
по варианту оптимизационной модели задачи (9,20), (9.21), (9.26) 

№ 
п/п 

1 
2 

3 

4 

5 
6 

7 

Наименование 
изделий 

Экскаватор 4321Б 
Запчасти к экскаваторам 
(завод № 1) 
Сменное оборудование к 
экскаваторам 
Запчасти к экскаваторам 
(завод № 2) 
Экскаватор 2621-В-2 
Запчасти к экскаваторам 
(завод № 3) 
Экскаватор 2621-8 

Остаток ресурсов (т) 
при оптимальном плане 
ОТМ для векторов 
01 и 03 

Д01 

ДОЗ 

Остаток ресурса от обьема его применения к плановому количеству производства изделий, % 
*2чоо 

2,9 

14,9 

18,2 

-
5,3 

.-

i^Siioo 

4,5 

-
8,3 

-

52,0 

81,05 

^ 1 0 0 

4,4 
36,4 

22,3 

27,2 

-

-

*£чоо 

13,0 
106,8 

-

-

23,3 

68,4 

i»!uoo *• 

2,5 

-

57,8 

-

" 
18,4 

432,0 

«iuoo 

14,1 

-
25,8 

-

^ 1 0 0 
4 . 

13,3 

68,3 

-

-

37,8 ^ 

35,6 

« к 100 

4,4 
36,4 

23,3 

27,2 

-

-

^ , 0 0 

0,8 

" 
~ 

-

23,3 

4,4 

«!мю 

38,9 

-

-

-
5,5 

-

-

377,7 

7,1 

«Л. 100 

9,6 

49,2 

. 60,1 

-

-

2&100 

18,3 

-

-

180,2 

341,7 
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с предыдущей задачей. Эти результаты и данные табл. 9.6 
показывают, что для уровней ресурсов Q33, QI5, Q3s, QI7, 
Ql 8 , Q2\, Q25, Q2e, Q28 решения отличаются от решений 
предшествующей задачи (табл. 9.3 - 9.5). Это естественно, 
так как критерии целевых функций моделей задач разные. 

С другой стороны, в силу использования единых норма­
тивных объемов потребления вариантов ОТМ (табл. 9.3 и 9.6), 
общих ограничений на ресурсы (9.25) и наличия существен­
ной зависимости себестоимости изделий от экономии про­
ката черных металлов в ряде случаев решения, получаемые 
с помощью двух построенных моделей задачи, совпадают. 
Данное обстоятельство имеет место для уровней ресурсов 
Qlx - Ql 3 , Q 3 b Q32 , Q36 - Q38) Q22, Q23, Q27. 

Результаты решения модели задачи (табл. 9.6, 9.7) и анализ 
остатков объемов мероприятий для оптимальных планов 
(табл. 9.8) так же, как и в предыдущем варианте модели, 
свидетельствуют о нецелесообразности механического нара­
щивания запасов ресурсов. Например, при базисных коэф­
фициентах роста ресурсов 1,125 (Q2/Q1) и 1,25 (Q3/Q1) на­
блюдается соответствующий рост значений целевой функции 
только на уровне коэффициентов 1,025 и 1,027. Для цепно­
го коэффициента роста запасов ресурсов 1,11 (Q3/Q2) харак­
терен еще меньший рост значения целевой функции: 1,002. 

По табл. 9.7 заметно также увеличение значений коэф­
фициентов роста остатков для отдельных ресурсов. Это про­
исходит, как выше отмечено, когда наращиваемые величи­
ны запасов ресурсов вариантов мероприятий не кратны по­
требностям в данных ресурсах для всей программы произ­
водства i-ro изделия. В данном контексте характерен при­
мер с ресурсом варианта мероприятия «Применение сталь­
ных труб» (Ql3 , Q23, Q33). 

Из табл. 9.6 и 9.7 видно, что несмотря на последовательное 
наращивание запасов названного ресурса в пределах 1654,4 т, 
1861,2 т и 2068 т, оптимальный план применения мероприя­
тий остался таким же, как для уровня ресурса Ql 3 = 1654,4 т. 
Выросли только неиспользуемые остатки ресурса: AQ13 = 18,4 т, 
AQ23 = 225,2 т и AQ33 = 432 т. При данном варианте опти­
мального плана предусматривается применение упомянутого 
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мероприятия ко всем изделиям, кроме первого («Э-4321Б»). 
Максимальный объем увеличения его первоначального запаса 
в количестве 413,6 т только на 57,8% (табл. 9.8) удовлетво­
ряет потребность годового плана производства экскаваторов 
«Э-4321Б» в количестве 1155 штук. 

Если возрастет запас этого ресурса на 474,2 т (вместо 
413,6 т), то будет удовлетворена потребность производственной 
программы выпуска изделий «Э-4321Б» (Хц2\ = 1) и остаток 
ресурса ДфЗз = 0. Тогда значение целевой функции увели­
чится на 4025 тыс. руб. 

Противоположный пример мы видим по отношению к 
варианту ОТМ «Использование деловых отходов» (Ql7 , Q27, 
Q37). Увеличение его запаса с 1891,5 т i(Ql7) до 2364,4 при­
водит для оптимального плана ОТМ к уменьшению остатка 
ресурса с 377,7 т (AQ17) до 7 т (AQ37 (табл. 9.7, 9.8), благо­
даря возможности удовлетворения потребности производства 
изделий «Э-4321Б» (Хцзз = 1, табл. 9.6). Вклад в целевую 
функцию задачи составляет 1700 тыс. руб., поскольку для 
заданного объема ресурса (Q37) переменная Х1233 = 0, т.е. ста­
новится нецелесообразным применение данного мероприятия 
ко 2-му изделию (запасным частям к экскаваторам). 

По аналогии с первой моделью остаток ресурса «Приме­
нение проката из низколегированной стали» (фЗз) в количестве 
68,4 т (табл. 9.8) составляет 106,8% от потребного объема вне­
дрения (в матрице В (9.23) элемент В22=64 т) к плановому 
количеству выпуска (5000 шт.) 2-го изделия (запасных частей 
к экскаваторам). Если применить данное мероприятие к на­
званному изделию, то остаток ресурса AQ32 составит только 
4,4 т (5,5% потребности). Но вклад в целевую функцию эф­
фективности слишком мал, он равен лишь 25 тыс. руб. 

Когда решается вопрос выявления узких мест запасов ре­
сурсов, которые не позволяют дальнейшего роста эффективно­
сти внедрения ОТМ в производстве отрасли, или же определя­
ется целесообразность дополнения существующих неиспользуе­
мых остатков ресурсов до потребных объемов для их ликвида­
ции с целью повышения эффективности плана применения ме­
роприятий к изделиям, используются показатели табл. 9.8. 
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Данные этой таблицы свидетельствуют, что ресурс Q3i 
(«Применение сортовой холоднотянутой стали») практиче­
ски исчерпан, его остаток (AQ3i) относительно объемов по­
требления производства изделий, не включенных в план 
ОТМ, составляет 4,5% и 8,3%. То же самое можно говорить и 
об остатках ресурсов Q36 («Снижение припусков на механи­
ческую обработку») и Q$i («Использование деловых отходов»), 
которые по отношению к объема!»! их применения к издели­
ям имеют уровень соответственно в пределах 0,8% и 5,5%. 

При решении данной модели с помощью пакета про­
грамм MILP88 также можно провести анализ на чувстви­
тельность при изменениях правых частей неравенств (9.25) 
с одновременным установлением нижней и верхней гра­
ниц интервала изменения коэффициентов при неизвестных 
целевой функции, в пределах которых оптимальные значе­
ния переменных остаются неизменными. 

Нижние границы коэффициентов целевой функции (9.29), 
для которых она сохраняет свое оптимальное значение, соот­
ветствуют потребностям в ресурсах (Q1,Q2,Q3), представлен­
ным в табл. 9.7. 

Вариант модели 2. Допустим, что на плановый период 
ставятся задачи по экономии расхода материала определен­
ной номенклатуры (например, проката черных металлов) и 
повышению коэффициента его использования в производст­
ве каждого завода отрасли на заданные величины путем 
применения различных направлений ОТМ. Известны также 
лимиты каждого завода на привлечение капитальных вло­
жений для внедрения этих ОТМ. Необходимо составить та­
кой план применения ОТМ для заводов отрасли, чтобы он 
обеспечивал максимальную народнохозяйственную эффек­
тивность при соблюдении названных условий экономии рас­
хода материала, повышения коэффициента его использования 
и ограничений на лимиты капитальных вложений, необхо­
димых для внедрения комплекса мероприятий. 

Данный вариант модели существенно отличается от пре­
дыдущего рядом дополнительных условий (ограничений). 
Ее формальное описание приводится в работе [20, с. 168,169]. 
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Для построения рассматриваемого варианта модели вво­
дятся следующие условные обозначения: 

Мь — потребность в материале fe-ro завода на планируемый 
период, рассчитанная по базовым (действующим) нормам (а0) 
его расхода с учетом производственной программы (тыс. т). 
Она определяется как произведение нормы расхода (а0) на 
объем выпуска (N); 

qaj — коэффициент экономии (замены) для данного материа­
ла в результате внедрения у'-го варианта ОТМ а-направления; 

%k — уровень коэффициента использования материалов 
на k-м заводе, установленный по базовой норме его расхода 
(см. § 9.1) до внедрения ОТМ; 

Kk — уровень коэффициента использования данного ма­
териала на k-м заводе, который должен быть достигнут в 
плановом периоде (задание) с целью экономии материального 
ресурса в результате внедрения ОТМ; 

A/Tifc — чистая масса потребляемого материала в произ­
водстве k-ro завода по норме базисного года (тыс. т). Она оп­
ределяется из выражения: Атп^ = К® • а° ; 

Pkaj — удельные капитальные вложения на единицу 
объема применения /'-го мероприятия а-направления на k-м 
заводе (тыс. руб.); 

АРь — дополнительные капитальные вложения, преду­
смотренные для внедрения ОТМ на k-м заводе (млн руб.); 

Эь — планируемый уровень экономии расхода материала 
в производстве k-vo завода при условии достижения заданно­
го значения коэффициента использования этого материала 
(К\) в результате внедрения ОТМ (тыс. т). Уровень эконо­
мии определяется как разность между потребностью в мате­
риале, рассчитанной по базовым нормам (М^) до внедрения 
ОТМ, и нормативным объемом его расхода на k-м заводе при 
условии выполнения планового задания повышения коэффи­

циента использования данного материала 
Amk 

Ук\ 
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о _ м
 Amk . 

Kk 
Ckaj —удельная экономическая эффективность единицы 

объема применения /-го варианта ОТМ ос-направления к из­
делиям &-го завода отрасли. Ее значение определяется из 
выражения (9.6) в разрезе каждого завода путем суммиро­
вания по всем изделиям (i); 

Qmax , Qmin — максимальный и минимальный объемы 
применения ;-го мероприятия а-направления на k-м заводе 
(тыс. т); 

Xkaj — подлежащие определению неизвестные задачи, 
указывающие объем применения /'-го варианта ОТМ а на­
правления на k-м заводе (тыс. т). 

Таким образом, в соответствии с постановкой данного 
варианта задачи необходимо определить объем применения 
на k-м заводе /-го варианта мероприятий а-направления, 
который обеспечивает максимум целевой функции линей­
ной формы, выражающей суммарную экономическую эф­
фективность внедрения ОТМ по отрасли: 

4 га т 

Z £ l C M X ^ - > m a x . (9.31) 

При этом накладываются ограничения: 
на объемы привлекаемых капитальных вложений: 

4 га 

I I PkaiXkai < APk, k = l,m; (9.32) 

на объем внедрения ОТМ: 

<?тшы; ^ Xka. < QmaXfe , a = 1,4, / = 1, га, k = 1, т ; (9.33) 

на задание по экономии расхода материала при условии дос­
тижения планового уровня коэффициента использования 
данного материала ( К \ ) : 
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к!. I X Яа/О- - ~)' Xkal > Эк, k = 1, т. (9.34) 

Напомним, что в ограничении (9.34) составные выражения 
имеют следующую интерпретацию: 

qaj • Xkaj — экономия расхода материала в производстве 
д-го завода без учета повышения коэффициента использования 
материала; , 

Kk • Xkaj — чистая масса расходуемого материала при 
базисном коэффициенте использования; 

Kk ' Xkaj нормативный объем расхода материала 

К\ 

при достижении планового уровня коэффициента использо­
вания его в производстве д-го завода; 

Г „о ^ Л 
— — экономия расхода материала в результате 

L* J 
внедрения ОТМ и при условии выполнения планового задания 
повышения коэффициента использования этого материала в 
производстве д-го завода. 

В целях наглядности систематизация условных исходных 
данных для реализации данной модели также выполнена в 
табл. 9.9. В эту же таблицу заносятся и результаты реше­
ния рассматриваемой задачи. 

При реализации задачи по данным матриц табл. 9.9 эко­
номико-математическая модель (9.31) - (9.34) приводится к 
двумерному представлению в следующем виде: 

ВД = ХХС„.Х^ ->max; (9.35) 
*=i у=i 



Таблица 9.9. Матрицы исходных данных и результаты решения задачи оптимизации планирования С " то варианту модели 219.31) - (9.34) 

Наименование 
вариантов ОТМ 

Индексы вариантов (0 
Коэффициент элоиомии (ц щ f 

Индекс 
завода 

1 

2 

} 

Экономическая эффектна-
"~~^-нрсть и удельные кая. 
Наимено- —-^моления 
ванне предприятии^-----. 

Завод г* I 

Завов. №2 

Завод №3 

Наименование направлений ОШ [а) 
Пршяенент проката 

улучшенного качества 
Сортовая 

холодютяну-
тая стал» 

1 

1,112 

С, 

350,8 
0 _ 
0 

Х,„ 
358.4 

о„ 
0 

Х?п 
82.5 

0 « 
0 

х», 

Р,„ 

50.4 

Q » 
зе.5 
38,5 
вЭ.6 
0 » , 
32.1 
32.1 
16.5 
0™. 
29.5 
29.5 

Низколегиро­
ванная сталь 

2 

0.159 

С«12 

159,2 
0 » 

0 

х,и 
278.1 
0 . 
0 

Хги 
29.4 

а» 
0 

Хзи 

Р..2 

39.1 

Ошм 
41.5 

0 
92,7 

0«« 
33,6 

0 
14,7 
0™, 
37,2 

0 

Внедрение заменителей 

Стальные 
трубы 

1 

1,253 

С«2| 

283,8 

о_ 
0 

Хщ 
237,3 

а» 
0 

Xffj 
64.4 

о„ 
0 

ХМ| 

Р й , 

47.3 
0™, 
82.7 
82,7 
79.1 
U U 
35.2 

0 
16.1 
0™, 
33.3 
33.3 

Легкие сплавы 

2 

2,855 

С«о 

123.6 
0™ 
0 

Xiij 
382,0 
0™ 
0 

Хдг 
44.7 

о*. 
0 

XJH 

P*a 

41.2 

On. 
72.5 
22.68 
95.5 

а. 
34.3 
34,3 
14.9 

0™. 
41,7 
17,05 

Гетаюгхчесме мероприятия 

Увеличение дали 
штамповок 

1 

0.135 

Col 

299,5 

о„ 
0 

Хщ 
392,4 
0 „ 
0 

ХП1 
62,4 
о„ 

0 
ХЮ| 

Р Я , 

59.9 

0 ~ 
41.8 

0 
98.1 
Q™ 
32.8 
32,8 
15,6 

0 » 
38,6 
38.6 

Снижение припус­
ков на механиче­
скую обработку 

2 

0.029 

Ск32 

183,2 

О » 
0 

Х|Я 

258.9 
О » 
0 

Х?» 
60.8 

0 -
0 

Хш 

и , 
48.5 
0 » 
60.5 

0 
86.3 
0 » . 
35.7 

0 
15.2 

О - , 
27.1 

22.52 

Использование 
дедовых 
оподош 

3 

1.0 

Сдз 

262.0 

о„, 
0 

Хш 
360,8 

о-
0 

Хдз 
36,3 

Q -
0 

Хаи 

Р<33 

52.4 
Q™.:: 
132,5 
122,3 
90,7 

О™, 
36,9 

33,41 
12.1 
0 » . 
17.5 

0 

У/Г>ч'дение 
par-роя висго-
аогг. у сортово­

го .-.-.окага 

ее 

с. 
362,4 
О™ 

0 

Х ч 
29 ' . ' 
0 * 
0 

х» 
£Г " 
Г 

> . ' 

1 

139 

Р « * 

53.2 
О™., 
15,1 
15.1 
98,0 

0 .» 
35.8 

0 
14,9 
0 „ . 
1»,7 
18.7 

1 
1 
0.740 

0.7S0 

0.750 

l i s 

il 
0,748 

0,762 

0,756 

i _ I-
\i 
1* 
i £ 
•> * l l 
l l 
3.6 

1,81 

i,i 

I 
| s 

14000 

12400 

2500 
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^PkiXki<APk, ft = 1,3; 
; = i 

Qmi„4; * **, < Q„ ft = 1,3, j = 1,8; 

£ ? , U - § ) x w * a 4 , ft = 1,3. 

(9.36) 

Матрица коэффициентов С при неизвестных переменных 
целевой функции (9.34) из табл. 9.9 имеет следующие зна­
чения: 

С = 
^350,8 159,2 283,8,123,6 299,5 183,2 262,0 362,4^ 
358,4 278,1 237,3 '382,0 392,4 258,9 360,8 294,0 

1,82,5 29,4 64,4 44,7 62,4 60,8 36,3 59,6, 

Матрица коэффициентов М\ для ограничений по повы­
шению коэффициента использования материала и экономии 
расхода данного материала определяется из табл. 9.9 как 
скалярное произведение коэффициента экономии от внедрения 

Kl /-го варианта ОТМ (о Л на разность (1 —): 
к\ 

'0,126 0,0017 0,0134 0,0305 0,0014 0,0003 0,0107 0,0004 
М1= 0,0184 0,0025 0,0195 0,0445 0,0021 0,0005 0,0156 0,0006 

,0,0093 0,0013 0,0099 0,0226 0,0011 0,0002 0,0079 0,0003, 
Матрица коэффициентов удельных затрат на единицу 

объема ОТМ Р для ограничений на лимиты привлекаемых 
капитальных вложений по каждому заводу (табл. 9.9) в 
свою очередь задается в следующем виде: 

'50,4 39,8 47,3 41,2 59,9 48,5 52,4 53,2" 
Р = 89,6 92,7 79,1 95,5 98,1 86,3 90,7 98,0 . 

,16,5 14,7 16,1 14,9 15,6 15,2 12,1 14,9, 
Матрица минимальных объемов Qmin внедряемых меро­

приятий имеет нулевые значения. Максимальные объемы 
внедряемых мероприятий Qmax

 п о каждому заводу из табл. 
9.9 могут быть представлены в следующем виде: 
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Q 
^max 

f38,5 41,5 82,7 72,5 41,8 60,5 132,5 15,f 
32,1 33,6 35,2 34,3 32,8 35,7 36,9 35,8 . 

1,29,5 37,2 33,3 41,7 38,6 27,1 17,5 18,7, 
Как видно из целевой функции (9.35) и системы ограни­

чений (9.36), данная задача является обычной задачей ли­
нейного программирования, которая может быть решена 
симплекс-методом. В составе программного обеспечения 
ПЭВМ имеются пакеты прикладных программ [2, 22], с по­
мощью которых реализована рассматриваемая экономико-
математическая модель (9.31) - (9.34) после ее двумерного 
представления (9.35), (9.36). 

С использованием значений элементов матрицы С выра­
жение целевой функции (9.35), анализируемой пакетом 
программ LP88, в матричной форме представляется следую­
щим образом: 

F(x) = ХСТ , 
где X — матрица неизвестных переменных; 

С т — матрица, транспонированная к матрице С. 
Тогда в естественной форме запись данной целевой 

функции имеет следующий вид: 
F(x) = 350,8ХИ + 159,2Х12 + 283,8Х13 + 123,6X U + 

+ 299,5Xi5 + 183,2Х16 + 262Xi7 + 362,4Х18 + 
+358,4X2i +...+ 36,ЗХ37 + 59,6Х38 -> max. 

В обозначениях пакета LP88 переменной Х ц соответст­
вует Х ь Х 1 2 - Х2 , ... , X2 i - Хд ,..., Х38 ~ Х24-

Система ограничений, построенная на базе матрицы M l 
и вектора плановых заданий (табл. 9.9) по повышению ко­
эффициента использования материала и экономии расхода 
этого материала по каждому заводу отрасли (9.34), имеет та­
кое конкретное представление: 

0,0126ХИ + 0,0017Х12 + 0,0134Х13 + 0,0305Х14 + 
+ 0,0014Х15 + 0,0003Х16 + 0,0107Х17 + 0,0004Х18> 3,6; 

0,0184Х21 + 0,0025Х22 + 0,0195Х23 + 0,0445Х24 + 
+ 0,0021Х25 + 0,0005Х26 + 0,0156Х27 + 0,0006Х28>1,81; 

0,0093Х31 + 0,0013Х32 + 0,0099Х33 + 0,0226Х34 + 
+ 0,0011Х35 + 0,0002Х36 + 0,0079Х37 + 0,0003Х38> 1,1. 
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Ограничения (9.32), вытекающие из матрицы Р и векто­
ра лимитов, привлекаемых по каждому заводу капитальных 
вложений (АР), задаются в виде неравенств: 

50,4ХП + 39,8Х12 + 47,ЗХ13 + 41,2Xi4 + 59,9Х15 + 
+ 48,5Х16 + 52,4Х17 + 53,2Х18 < 14000; 

89,6X2i + 92,7Х22 + 79,1Х23 + 95,5Х24 + 98,1X25 + 
+ 86,ЗХ26 + 90,7Х27 + 98,0Х28 < 12400; 

16,5Х31 + 14,7Х32 + 16ДХ33 + 14,9Х34 + 15,6Х35 + 
+ 15,2Х36 + 12ДХ37 + 14,9Х38 < 2500. 

В соответствии с ограничениями, накладываемыми на 
объемы внедрения ОТМ (9.33) по каждому заводу, согласно 
данным табл. 9.9 и матрицы Qmax имеем: 

Xkj > 0, k = 1,3; } = iU8 и 
Х п < 38,5; Х12 < 41,5; Х1 3 < 82,7; Х14 < 72,5; 
Х15 < 41,8; Х16 < 60,5; Х17 < 132,5; Х18 < 15,1; 
Х21 < 32,1; Х22 < 33,6; Х23 < 35,2; Х24 < 34,3; 
Х25 < 32,8; Х26 < 35,7; Х27 < 36,9; Х28 < 35,8; 
Х31 < 29,5; Х32 < 37,2; Х33 < 33,3; Х34 < 41,7; 
Х3 5 < 38,6; Х36 < 27,1; Х37 < 17,5; Х38 < 18,7. 

Результаты решения экономико-математической модели 
Xkaj — оптимальные объемы внедрения ОТМ определенных 
направлений по каждому заводу в соответствии с целевой 
функцией (9.31), как выше отмечено, приведены в табл. 9.9. 

С учетом найденных оптимальных объемов внедрения 
мероприятий (Xkaj) и данных матрицы их удельной эффек­
тивности (С) целевая функция, выражающая максимум эконо­
мической эффективности внедряемых мероприятий на пла­
новый период, имеет значение 

F(x) = 137068. 
Используя результаты решения задачи из табл. 9.9, можно 

установить, что эффективность внедрения ОТМ по заводу № 1 
характеризуется величиной 77302, по заводу № 2 — 49533 
и по заводу № 3 — 10233. Аналогично можно определить 
эффективность внедрения мероприятий в разрезе направле­
ний и их вариантов по каждому заводу и отрасли в целом. 
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Кроме того, как в предыдущих задачах, для данной модели 
также можно выполнить анализ остатков ограниченных ресур­
сов (Qmax и АР) для оптимальных планов. Пакет LP88 и 
функции EXCEL позволяют провести исследование чувстви­
тельности результатов реализации модели при изменениях 
правых частей неравенств (9.36) с одновременным установ­
лением нижней и верхней границ интервала изменения 
коэффициентов при неизвестных, целевой функции (9.35), в 
пределах которых оптимальные значения переменных X ос­
таются неизменными. 

В заключение отметим, что приведенные задачи оптимиза­
ции планирования организационно-технических мероприятий 
по экономии расхода материалов указывают на широкие 
возможности моделирования решений в зависимости от раз­
личных производственных ситуаций. 

Вопросы 

1. Дайте характеристику этапов процесса разработки и реа­
лизации экономико-математических моделей планирова­
ния ОТМ. 

2. Какие понятия и определения используются при решении 
оптимизационных задач по экономии расхода материалов 
в производстве предприятий? 

3. По каким критериям строятся модели оптимального пла­
нирования ОТМ по экономии расхода материальных 
ресурсов? 

4. Какие разновидности оптимизационных моделей плани­
рования ОТМ могут быть реализованы с помощью средств 
математического программирования и чем они отлича­
ются друг от друга? 

5. Какие результаты могут быть получены при реализации 
моделей оптимизации планирования ОТМ с помощью 
средств целочисленного программирования и обычных 
средств линейного программирования? 

6. В чем заключается сущность анализа результатов задач 
решения оптимизации планирования ОТМ? 
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