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Предисловие 
Проблемы перехода российской экономики к рынку сложны и много-
плановы. Сегодня, когда Россия все еще находится в глубочайшем со­
циально-экономическом кризисе и большинство россиян находится за 
чертой бедности, в обществе идут поиски путей обеспечения ее нацио­
нальной, социально-экономической, экологической, ядерной, продо­
вольственной, интеллектуально-образовательной, информационной и 
прочей безопасности. Уровень и прогресс цивилизации, как известно, 
определяются не только развитием общественно-политических отно­
шений, но и развитием морали, образования и просвещения, идей, но­
ваций, расширением и углублением знаний, все большим распростра­
нением их в массах. Балканский кризис 1999 г. особенно ярко показал 
устремления международных военно-политических и финансовых кру­
гов военными средствами разрешать возникающие мировые проблемы. 
В отличие от восточной цивилизации, где познание объективных зако­
нов отодвинуто на задний план религией и искусством, для западной 
цивилизации главным источником развития выступает наука, объяс­
няющая привилегированность положения их большинства граждан по 
отношению к нищенствующему большинству других стран. В России 
же пока не востребуются ни мораль, ни образование, ни наука, ни ис­
кусство, ни общечеловеческие ценности. 

Обладая богатейшими природными ресурсами и высочайшим уров­
нем интеллектуального потенциала, оставшегося от СССР, Россия 
должна найти свой путь развития. Приобщаясь к западной цивилиза­
ции, мы не должны механически, бездумно перенимать чужой опыт и 
экономические механизмы без учета собственных традиций, морали, 
нравственности, религии, имеющихся научных идей и разработок. 
Главными направлениями в этом деле являются: активное развитие 
реального сектора экономики, финансово-банковской системы, при­
оритет в развитии науки и образования, воспитании подрастающего 
поколения, что позволит России в перспективе занять подобающее ей 
достойное место в мире. Рассматриваемые в книге экономико-
математические методы и модели должны помочь читателям овладеть 
искусством принятия эффективных управленческих и инвестиционно-
финансовых решений, распределения и оптимизации ресурсов, анализа и 
обработки данных, прогнозирования последствий. 



Введение 
Для оживления реального сектора экономики, активизации кре­
дитно-денежной политики, банковского бизнеса и предприни­
мательства во всех сферах деятельности российских субъектов 
рынка, повышения их эффективности, качества и надежности 
функционирования, развития и совершенствования объектов 
производственной и коммерческой инфраструктуры необходимо: 

1) ра^мботать и жестко проводить в жизнь единую госудздхлвен-
ную стратегию приоритетного развития отраслей хозяйства, включая 
отрасли, определяющие научно-технический прогресс и безопасность 
страны, пошозепленную действенным государственным регулирова­
нием, стимулированием и прогнозированием развития; 

2) проводить экономическую политику, ориентированную иа 
эффективное устойчивое развитие, укрепление правового фун­
дамента экономических отношений, создать целостную систему 
законодательных актов и Кодекса государственного регулирова­
ния экономики; 

3) вести планомерное обучение, подготовку и переподготовку 
специалистов, персонала, лиц, принимающих решения (ЛПР), 
владеющих глубокими знаниями экономико-математических 
методов и моделей оптимизации и эффективного распределения 
ограниченных ресурсов, выбора наилучших решений в условиях 
множества противоречивых требований и ограничений, модели­
рования и прогнозирования разнообразных процессов с приме­
нением информационных технологий и ЭВМ. 

Экономический рост в любой стране невозможен без реализа­
ции новых крупномасштабных проектов, инвестиций и иннова­
ций, без политической стабильности и устойчивости финансово-
банковской системы, уверенности инвесторов и собственников 
капитала в твердости реализуемого политического курса, наце­
ленности на эффективность развития производства, разумности 
правил налогообложения и деловой ифы. Для этого необходимы: 

• совершенствование структурной политики и политики 
доходов как инструментов индикативного планирования; 

• разработка комплексных стратегий развития предпри­
ятий, федеральных научно-технических профамм повы­
шения конкурентоспособности отдельных отраслей; 



• укрепление безопасности и обороноспособности страны; 
• органичное развитие ее научно-технической, финансово-

бюджетной, кредитно-банковской, инвестиционно-произ­
водственной, социально-экономической, культурно-обра­
зовательной и прочих сфер деятельности; 

• повышение материального благосостояния человека-
труженика как основного носителя любых общественных 
отношений, его заинтересованности в результатах своего 
труда, уверенности в завтрашнем дне. 

За рубежом в последние годы приступили к реализации эко­
логически осознанной концепции руководства и управления со­
временными предприятиями, банками, организациями и фирма­
ми, к созданию и внедрению в практическую деятельность ком­
плексной методологии принятия решений по уменьшению разно­
образных видов риска, сопровождающих производственно-хозяйст­
венную и интеллектуально-управленческую деятельность субъек­
тов рынка и ЛПР, которая базируется на принципе оптимального 
соотношения «эффект — затраты — риск» с учетом многочислен­
ных и противоречивых целей и критериев качества. Подобная по­
становка проблемы требует формализации социо-техно-экономи-
ческих взаимосвязей существующих организационно-производст­
венных систем и создания на их основе адекватных оптимизацион­
ных математических моделей, отражающих сущность и особенно­
сти современных социо-техно-экономических систем. 

В мире сегодня признается, что эффективность деятельности 
любого субъекта рынка зависит от степени адаптации организа­
ционных структур, процессов бизнеса, перестраиваемости про­
изводственных и технологических процессов, уровня подготов­
ки, отбора, активизации и стимулирования персонала в реализа­
ции целей управления. 

В предлагаемой вниманию читателя книге изложены разновид­
ности экономико-математических моделей и методов оптимиза­
ции ресурсов и принятия решений, применяемых в эффективной 
деятельности фирм с пояснением их на множестве практических 
примеров из сфер производства, коммерции, банковского бизнеса, 
управленческого учета и решаемых как вручную, так и с помощью 
программных средств ЭВМ, а также основные принципы адапта­
ции организационно-производственных структур к внешним дина-
мическ1ш возмущениям внешней среды. 

Экономико-математическое моделирование, являясь одним 
из эффективных методов описания сложных социально-эко-



10мических объектов и процессов в виде математических моде-
тей, превращается тем самым в часть самой экономики, вернее, 
3 сплав экономики, математики и кибернетики. Подтверждени-
;м положительной оценки этого явления стало присуждение 
Нобелевских премий в области экономики в последнее десяти­
летие в основном только за новые экономико-математические 
исследования. 

Как известно, в составе экономико-математических методов 
можно выделить следующие научные дисциплины и их разделы 
[1-10]: 

• экономическую кибернетику (системный анализ экономи­
ки, теорию экономической информации и теорию управ­
ляющих систем); 

• математическую статистику (дисперсионный анализ, кор­
реляционный анализ, регрессионный анализ, многомерный 
статистический анализ, факторный анализ, кластерный ана­
лиз, частотный анализ, теорию индексов и др.); 

• математическую экономику и эконометрику (теорию эко­
номического роста, теорию производственных функций, 
межотраслевые балансы, национальные счета, анализ 
спроса и потребления, региональный и пространствен­
ный анализ, глобальное моделирование и т. п.); 

• методы принятия оптимальных решений (математическое 
программирование, сетевые и профаммно-целевые мето­
ды планировании и управления, теорию массового об­
служивания, теорию и методы управления запасами, тео­
рию игр, теорию и методы принятия решений, теорию 
расписаний и др.; причем только в математическое про­
граммирование входит ряд разделов профаммирования — 
линейное, нелинейное, динамическое, целочисленное, 
параметрическое, сепарабельное, стохастическое, дробно-
линейное, геометрическое профаммирование); 

• специфические методы и дисциплины экономики (для цен­
трализованно планируемой экономики — теорию оптималь­
ного функционирования экономики, оптимальное пла­
нирование, теорию оптимального ценообразования, мо­
дели материально-технического снабжения; для рыночной, 
или конкурентной, экономики — модели свободной конку­
ренции, модели монополии, индикативного планирова­
ния, модели теории фирмы и др.); 

• экспериментальные методы изучения экономики (математические 
методы анализа и планирования экономических экспе-

6 



риментов, имитационное моделирование, деловые игры, 
методы экспертных оценок и т.п.). 

Если попытаться классифицировать сами экономико-мате­
матические модели, то можно выделить свыше десяти признаков, 
основными из которых являются: 

1) по общему целевому назначению — теоретико-аналитические 
и прикладные модели; 

2) по степени афегирования объектов — макроэкономические 
(функционирование экономики как единого целого) и микроэконо­
мические (предприятия и фирмы) модели; 

3) по конкретному предназначению — балансовые (требование 
соответствия наличия ресурсов и их использования), трендовые 
(развитие моделируемой системы через длительную тенденцию 
ее основных показателей), оптимизационные (выбор наилучшего 
варианта из множества вариантов производства, распределения 
или потребления), имитационные (в процессе машинной имита­
ции изучаемых систем или процессов) модели; 

4) по типу информации, используемой в модели, — аналити­
ческие (на базе априорной информации) и идентифицируемые (на 
базе апостериорной, экспериментальной информации) модели; 

5) по учету фактора неопределенности — детерминированные 
и стохастические модели; 

6) по характеристике математических объектов или аппарата 
— матричные модели, модели линейного и нелинейного программи­
рования, корреляционно-регрессионные модели, модели теории мас­
сового обслуживания, модели сетевого планирования и управления, 
модели теории игр и т.п.; 

7) по типу подхода к изучаемым системам — дескриптивные 
(описательные) модели (например, балансовые и трендовые мо­
дели) и нормативные модели (оптимизационные и модели уров­
ня жизни). 

К числу сложной комбинированной экономико-математической 
модели, например, можно отнести экономико-математическую 
модель межотраслевого баланса, являющуюся по вышеприведен­
ной классификации прикладной, макроэкономической, анали­
тической, дескриптивной, детерминированной, балансовой, 
матричной моделью, причем выделяют как статические, так и 
динамические модели межотраслевого баланса. 

Книга состоит из трех разделов, включающих 11 глав, введе­
ния, заключения, приложений и списка литературы. 



в разделе I (главы 1—4) рассмотрены разновидности экономи­
ко-математических моделей и их использование в макро- и мик­
роэкономике, исследованиях производственно-экономических и 
финансовых ситуаций, методы оптимизации и принятия реше­
ний на основе задач линейного, целочисленного, стохастиче­
ского и нелинейного программирования, а также сетевых задач 
и моделей. 

В разделе II (главы 5—8) анализируются экономико-
статистические методы анализа данных, эконометрические мо­
дели оценки и анализа эффективности деятельности субъектов 
рынка, модели систем массового обслуживания, методы управ­
ления капиталом, активами и пассивами, включая методы 
управления портфелем ценных бумаг. 

В разделе III (главы 9—11) исследуются разнообразные мето­
ды принятия единичных и профаммных инвестиционно-
финансовых решений, работающих в условиях определенности. 

Главы 10—11 написаны автором совместно с Ю.Н. Арсеньевым. 



Раздел 1 

Экономико-математические методы 
оптимизации и распределения 
ресурсов 

Переход к рыночной экономике неотъемлем от процессов планирова­
ния, регулирования, управления и прогнозирования производственных и 
технологических процессов. В этой связи актуальны разработка и приме­
нение экономико-математических методов и моделей для решения возни­
кающих производственно-хозяйственных задач, определения и выбора 
вариантов экономического развития на перспективу, обеспечения опти­
мального распределения ресурсов для выполнения отдельных комплексов 
работ и т.п. Определение оптимального варианта текущего и перспектив­
ного развития часто связано с решением динамических задач оптимиза­
ции, имеющих большую размерность и множество разнообразных условий 
и офаничений (например, целочисленности переменных, сочетающейся с 
требованием их неубывания во времени), что обусловливает сложность 
решения из-за существенно многоэкстремального характера. Рассмотрим 
основные экономико-математические методы оптимизации. 



Глава 7 
Экономико-математические 
модели и методы и их применение 
в макро- и микроэкономике 
1.1. Разновидности экономико-математических моделей 

и методов 

Все множество наук сегодня широко включает в себя как необхо­
димые инструментальные средства математические модели и ме­
тоды, позволяющие осуществлять более высокий уровень фор­
мализации и абстрактного описания наиболее важных, сущест­
венных связей технико-экономических переменных систем и 
объектов, оценивать форму и параметры зависимостей их пере­
менных; получать новые знания об объектах; определять наи­
лучшие решения в той или иной ситуации; формулировать вы­
воды, адекватные изучаемому объекту; компактно излагать ос­
новные теоретические положения. 

Любое технико-экономическое исследование всегда предпо­
лагает объединение теории (математической модели) с практикой 
(экспериментом и статистическими данными). В качестве приме­
ра экономических моделей можно назвать модели: экономиче­
ского роста, равновесия на товарных и финансовых рынках, це­
нообразования и конкурентного равновесия, социального и эко­
номического оптимума, потребительского выбора и др. [1—54]. 
Формализация основных особенностей функционирования тех-
но-социо-экономических объектов позволяет оценивать качест­
во и эффективность принимаемых решений по степени исполь­
зования и оптимизации ресурсов, прогнозировать их возможные 
негативные последствия, использовать полученные оценки в 
управлении. 

Математическая модель объекта — это его гомоморфное 
отображение в виде совокупности уравнений, неравенств, логи­
ческих отношений, фафиков, условный образ объекта, создан­
ный для упрощения его исследования, получения о нем новых 
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знаний, анализа и оценки принимаемых решений в конкретных 
или возможных ситуациях. 

Математические модели, используемые, например, в эконо­
мике, можно подразделить: по особенностям моделируемого объ­
екта — на макро- и микроэкономические; по целям моделирова­
ния и используемому инструментарию — на теоретические и при­
кладные, оптимизационные и равновесные, статические и дина­
мические, непрерывные и стохастические. 

Макроэкономические модели обычно описывают экономику 
страны как единое целое, связывая между собой укрупненные 
материальные и финансовые показатели: ВВП, потребление, ин­
вестиции, занятость, бюджет, инфляцию, ценообразование и др. 

Микроэкономические модели описывают взаимодействие 
структурных и функциональных составляющих экономики либо 
их автономное поведение в переходной неустойчивой или ста­
бильной рыночной среде, стратегии поведения фирм в условиях 
олигополии с использованием методов оптимизации и теории 
иф и т. п. 

Теоретические модели отображают общие свойства экономики и 
ее компонентов с дедукцией выводов из формальных предпосылок. 
Прикладные модели обеспечивают возможность оценки параметров 
функционирования конкретных технико-экономических объектов 
и обоснования выводов для принятия управленческих решений 
(к их числу относятся прежде всего эконометрические модели, 
позволяющие статистически значимо оценивать числовые зна­
чения экономических переменных на основе имеющихся на­
блюдений). Равновесные модели, присущие рыночной экономи­
ке, описывающие поведение субъектов хозяйствования как в 
стабильных устойчивых состояниях, так и в условиях нерыноч­
ной экономики, где неравновесие по одним параметрам ком­
пенсируется другими факторами. Оптимизационные модели свя­
заны в основном с микроуровнем (оптимизация и распределе­
ние ресурсов, максимизация полезности потребителем или при­
были предприятием), на макроуровне результатом рациональ­
ного выбора поведения становится некоторое состояние равно­
весия. 

Статические модели описывают состояние экономического 
объекта в конкретный текущий момент или период времени; 
динамические модели, напротив, включают взаимосвязи пере­
менных во времени, описывая силы и взаимодействия процессов 
в экономике. 
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Детерминированные модели предполагают жесткие функцио­
нальные связи между переменными модели, а стохастические 
модели допускают наличие случайных воздействий на исследуе­
мые показатели, используя в качестве инструментария методы 
теории вероятностей и математической статистики. 

В экономической науке вьщеляют следующие основные на­
правления: 

• математическую экономику, занимающуюся анализом 
свойств и решений математических моделей технико-
экономических процессов и исследующую теоретические 
модели, основанные на определенных предпосылках — 
линейность, монотонность, выпуклость и др., а также на 
конкретных формулах взаимосвязи величин; 

• эконометрику, занимающуюся статистической оценкой и 
анализом экономических зависимостей и моделей на ос­
нове изучения эмпирических данных. 

Математическая экономика изучает вопросы, связанные с 
существованием решения модели в условиях его неотрицатель­
ности, стационарности, наличия других дополнительных 
свойств. К ее основным классам моделей относятся: модели рав­
новесия в экономических системах (модели Эрроу—Дебре, 
«затраты —выпуск» В. Леонтьева и др.) и модели экономического 
роста (модели Солоу, Харрода—Домара, Гейла, Моришимы и 
др., модели магистрального типа). 

Основой эконометрики являются методы корреляционно-
регрессионного анализа, математической статистики, дисперси­
онного анализа и др. [1—54]. 

1.2. Математические модели и методы в исследовании 
производственно-экономических ситуаций 

Функции, графики, дифференциальное исчисление в экономи­
ческом анализе. Исследования и наблюдения в окружаюи1ем нас 
мире показывают, что все экономические величины (цена това­
ра, прибыль субъекта хозяйствования, объем производства, ин­
фляция и безработица и др.) тесно связаны между собой опреде­
ленным образом. 

Понятие функции или функциональной зависимости — основное 
математическое понятие, с помощью которого моделируются 
взаимосвязи между реальными величинами, качественные и ко-
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личественные соотношения между технико-экономическими 
характеристиками и показателями. Функция у = Дх) считается 
заданной, если известна закономерность, по которой каждому 
значению х из некоторого множества А с о о т в е т с т в у е т 
одно вполне определенное значение у из некоторого числового 
множества В. Любую функцию можно задавать различными спо­
собами (наиболее часто используют задание в виде формулы, 
таблицы или графика, а при использовании ЭВМ — алгоритма). 

В экономике часто требуется найти наилучшее в том или 
ином смысле, или оптимальное, значение того или иного пока­
зателя: максимальное значение прибыли, производительности 
оборудования или труда, минимальное значение стоимости, из­
держек, затрат времени и т.д. Нахождение оптимального значе­
ния показателя при этом сводится к нахождению экстремума 
(максимума или минимума) функции от одной или нескольких 
переменных. Необходимым условием экстремума функции 
У—Лх) является равенство нулю ее первой производной. При 
исследовании на экстремум функций нескольких переменных 
используются методы дифференциального исчисления, когда 
решаемые задачи включают не только минимизируемую 
(максимизируемую) функцию, но и офаничения. К таким зада­
чам относятся задачи математического профаммирования, для 
решения которых разработаны специальные методы, опираю­
щиеся на дифференциальное исчисление, и методы теории ис­
числения операций и предельного анализа. 

Наряду с этим часто используются понятия средней величины 
(средние издержки, средний ущерб, средняя прибыль и др.). 
При этом часто требуется определить, на какую величину улуч­
шится результат, если будут увеличены затраты или, наоборот, 
насколько уменьшится результат, если затраты сократятся, т. е. 
необходимо определить предел отношения приростов результа­
тов и затрат с нахождением предельного эффекта. Для решения 
подобных задач необходимо применение методов дифференци­
ального исчисления — нахождение производной для функции 
одной переменной и частных производных для функции не­
скольких переменных. 

В экономических приложениях математики широко исполь­
зуются линейные и нелинейные функции двух и п переменных. 
Упорядоченная пара первых частных производных вида 
[dfixu хгУдхи df(xi, Х2)/ЙХ2] или [ду{хи Х2)/дхх, ду{хх, ДС2)/ЙХ2] 
функции у - J{x\, Х2) двух переменных х\ и Х2 обозначается сим-
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волом grad Дх], хг) или grad у(х\, хг) и называется градиентом 
функции этой функции Дх], хз) или y(,xi, Х2) двух переменных. 

Градиент grad Л X?, х") функции Дх1, хг) в точке Дх?, х") 
показывает направление самого быстрого роста функции 
Лхь хг) в точке Дх?, х") (рис. 1.1,а). 

Точка В{ х°, Х2) называется критической для функции 
y{xi, Х2), если координаты х? и х" этой точки удовлетворяют 
системе уравнений ^ x j , Х2)/дх\ = О, d/(xi, Х2)/йх2 = 0. Поэтому 
точки локального экстремума следует искать только среди крити­
ческих точек этой функции. Однако критическая точка не обя­
зательно должна являться точкой (локального) экстремума. 

Второй частной производной функции у =J{xu Х2) двух пере­
менных называется (первая) частная производная от (первой) 
частной производной. Таким образом, можно получить четыре 
вторых частных производных: 

d^fixi, ХгУдх] ; d^f(xi, xii/dxidxi, 
d^fixu Х2)/дх2дх^; d^f{x\, Х2)/дх1 . 

Если смешанные вторые частные производные 
^V(^i. Х2)/дх^дх2, d'^f{x\, Х2)/6x26x1 

непрерывны, то они обязательно равны. В отличие от смешан­
ных вторые частные производные ^/(Х], Х2)/дх] ; #/(xi, X2)/d«:2 
принято называть чистыми. 

Достаточное условие локального экстремума формулируется 
так. Пусть функция у = /(xi, Х2) имеет критическую точку 
-8(х?, х\), внутреннюю для области определения функции 
/ (хь Х2) (т. е. пусть а/(х?, х1 )/*с, =0, дДх?, х̂  )/ах2 = 0). 

1) пусть # / (xi», X2'>)/dbci2 >0 (или # / (х?, х1)/дх2^Щ, 
#/(х? , х^/с'х,2]-[#/(х?, х\)/дх2Ц - [#/(х?, х\)/дх,дх2] > о, 
тогда точка В {х°, х" ) —точка локального минимума функции у = 
=Лхи Х2); 

2) пусть <32/(xf, х5)/<?Х,2<0 (или ^ / ( х ? , Х°2)/дХ2^ <0), 

xf» Х2 
)/ах,2].[#/( 

Х?» Х2 )/дХ2^] ~ [<^/(х?, Х2)/дХ\дХ2] > О, 14 



тогда точка В (х°, х")—точка локального максимума функции 
У= (xi, Х2); 

3) пусть [#/(х?, х5)/ах,21-[#/(х?, x 5 W l - [ # / ( x ? , xD/ 
dxidbc2] < О, тогда в точке 5 (х?, х" )функции у = {х\, хг) локаль­
ного и, следовательно, глобального экстремума нет. 

Для функции у = /(Х|,..., х„) определение условия локаль­
ного экстремума повторяется почти дословно. В частности, необ­
ходимое условие локального экстремума имеет вид: 

df(xi,..., х„)/й>с, = О, ..., dfixi,..., х„)/дх„ = 0. 
Достаточное условие локального экстремума из-за сложности 

записи здесь не приводится. Заметим, что более точными явля­
ются термины: безусловный локальный (или глобальный) максимум 
(минимум); точка безусловного локального (или глобального) мак­
симума (минимума). Иногда вместо термина безусловный исполь­
зуют термин абсолютный. 

Пример 1.1. Известно, что прибыль определяется по формуле: 
PR (х,, хг) = Pof(xu X2) - (р,х, + P2X2), 

где/(х1, хг) — производственная функция фирмы; ро — рыночная цена 
готовой продукции фирмы, Pi и />2 — рыночные цены первого и второго 
ресурсов (факторов производства). Выражение /»o/(xi, хг) — выручка 
фирмы, а (piXi + p^Ki) — издержки производства фирмы, если для вы­
пуска продукции ею затрачиваются первый и второй ресурсы в количе­
стве Xi и Х2 единиц соответственно. Необходимо определить комбина­
цию B(xi, Х2)рссурсов, при которой фирма получит наибольшую 
прибыль. 

Р е ш е н и е . Необходимо найти критические точки функции 
PR (xi, Х2), т. е. найти решение системы уравнений 

dPR (xi, Х2)/*с, = Podf(Xi, Х2)/ах, - />, = 0; 
dPR (Xi, Х2)/аХ2 = Podf(Xi, Х2)/дХ2 - /»2 = 0. 

Из специфики производственной функции (см. § 1.4) известно, если 
ее график напоминает горку, то часто ее критическая точка В (х\, х\) 
является единственной и обязательно точкой глобального максимума 
прибыли у= PR (Х|, Х2). 

Графики в экономическом моделировании. К числу распро­
страненных зависимостей в экономике можно отнести фафики 
зависимостей спроса и предложения, спроса и дохода, потребле­
ния и бюджетного ограничения, издержек и доходов от объема 
производства. Рассмотрим их более подробно. 
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Рис. 1.1. Распространенные графики функций в экономике: 
я — градиент функции в задаче потребителы;кого выбора; б ~ функция спроса 
S(g) и предложения D(q); в — функция полезностей Щх, у) и бюджетного огра­
ничения; г — функции спроса на товары разного приоритета в зависимости от 
дохода I: О— малоценные товары; 1(2) — товары первой (второй) необходимо­
сти; 3 — предметы роскоши; д — функции издержек C{q) и дохода R{q), прибы­

ли n(q) в зависимости от объема производства q. 
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функции спроса и предложения p{q) выражают связь цены р 
блага и величины спроса д или предложения S блага (товара) 
при постоянных значениях предпочтений потребителей, цен на 
прочие блага и других параметров. График функции спроса 
D {q) и предложения S (q) имеет вид рис. 1.1,6. 

В теории потребительского спроса широко используются 
функции потребления, когда предпочтения потребителя описы­
ваются кривой безразличия Uk = U(x, у), а бюджетное офаниче-
ние (расходы потребителя, как правило, меньше или равны его 
доходу) в ситуации, когда потребитель тратит весь свой доход на 
рассматриваемые блага, определяется зависимостью вида: 

ХРх + УРу = /. 

где Рх, Ру — цены благ хтлу, I —доход потребителя. 
Чтобы построить графики этих неявно заданных функций, 

требуется выразить в явном виде величину у как функцию х для 
обеих зависимостей. Если принять простейшую функцию полез-
ностей U(x, у) = ху, то при уровне полезности (благосостояния), 
равном Щ, и дохода / получаем следующие функции: у = Ц/х, у = 
= 1/ру + (рх/ру)х. Как мы знаем, фафиком первой функции 
{кривой безразличия) является гипербола (рис. 1.1,в), а второй 
{бюджетного ограничения) —прямая линия, имеющая отрица­
тельный наклон, равный по модулю относительной цене блага х, 
и точку пересечения с осью ординат /4(0; 1/р^, соответствующую 
количеству блага у, которое можно приобрести по цене ру, на 
всю величину дохода /. 

Известнь! также функции Торквинста, моделирующие связь 
между величиной дохода / и величиной спроса х потребителей 
на следующие виды товаров (рис. 1.1,г): малоценные (кривая О), 
товары первой (кривая Т) и второй (кривая 2) необходимости 
(т. е. относительной роскоши), и предметы роскоши (кривая 3). 
Их зависимости имеют соответственно следующий вид: 

X = al-(/ + b)/(fi + с); X = al/{l +b);x=a{I- с)/{1 + b); 
х==а/-(/-с)/(/+*). 

Функции издержек С {q) и дохода R {q) = qp{q) в зависимости от 
объема производства q в простейшем случае имеют вид рис. 1.1л 
причем характер функции дохода R{q) определяется функцией 
спроса p{q). В типичной ситуации издержки фирмы велики при 
небольшом объеме производства д и вначале растут быстрее, чем 
доход. С увеличением объема производства скорость роста из-
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держек уменьшается и в какой-то момент времени они сравни­
ваются с доходом, и субъект рынка начинает получать прибыль. 
При дальнейшем росте объема производства прибыль сначала 
увеличивается, достигая максимума при оптимальном значении 
^0, а затем издержки снова начинают расти быстрее, чем доход 
(так как эффективные ресурсы исчерпаны и требуются дополни­
тельные помешения, сырье, квалифицированная рабочая сила, 
то прибыль начинает уменьшаться, достигая отрицательных зна­
чений при достаточно больших объемах производства). 

Пртменение эластичносга в математижской экошмшке. Анализ 
взаимосвязи множества различных технико-экономических по­
казателей требует ответа на следующие вопросы: 1) Какие фак­
торы определяют интересующий нас экономический показатель? 
2) Каков знак этой зависимости (положительный или отрица­
тельный)? 3) Какова степень этой зависимости (насколько чув­
ствителен исследуемый экономический показатель к изменению 
определяющих его факторов)? 4) Каково числовое (функциональное) 
вьфажение соответствующей зависимости (теоретическое — в 
виде формулы, графика или таблицы, или эконометрическое 
(эмпирическое) исследование)? 

Заметим, анализ чувствительности зависимости функции у =/(х) 
базируется на следующих подходах: 

1) приростной подход (прирост фактора Дх -» прирост иссле­
дуемого показателя Ау); мера «абсолютной» чувствительности — 
это скорость изменения функции (средняя —отношение изме­
нений, или предельная, производная); 

Скорость изменения функции на _ Изменение функции Ау 
интервале (хп, хп+Ах) ~ "7# Г~-

Изменение аргумента Ах 
2) темповый подход (темп прироста фактора %Ах -> темп при­

роста исследуемого показателя %Лу); напомним, что процентное 
изменение какой-либо переменной — это отношение изменения 
этой переменной к первоначальному ее значению, т. е. Ах =Ах/х = 
= (Х2 — xi)/xi; мера «относительной» чувствительности — эла­
стичность функции — средняя (отношение процентных измене­
ний) или предельная (равная первой производной): 

%Ау/%Ах-* lim %^y/%&x = dx/dy-x/y = f'(x)-x/y. 
%Ах ->• О 

В общем случае эластичностью функции у = f{x) называется 
предел отношения относительных изменений переменных у и х. 
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Если эластичность изменения переменной у при изменении 
фактора л: обозначить через Ех (у), эластичность примет следую­
щий вид: 

E^{y) = Mf/Af, 
где Mf — маржинаш>ное (предельное) значение функции у в точке г, Af — 
среднее значение функции у в точке х. 

Коэффициент эластичности показывает относительное изме­
нение анализируемого показателя под действием единичного 
относительного изменения экономического фактора, от кото­
рого он зависит, при сохранении постоянными остальных 
влияющих на него факторов. 

Геометрическая интерпретация эластичности функции проста 
и отображается отношением: 

Е^{у) = ± СВ/СА, 
где СА (СВ) — отрезок касательной от точки С(х, у) до ее пересечения с 
осью х{у). 

Если точки А и В лежат по одну сторону от точки С на каса­
тельной, то в формуле ставится «плюс», при этом значение эла­
стичности Ех (у) > 1 (рис. 1.2,а) или Ех(у) < 1 (рис. 1.2,6), а если 
по разные стороны, то «минус» (рис. 1.2,в). 

В дискретном случае, а также при приближенном определе­
нии эластичности по дискретному набору данных вы«^исление 
эластичности уже не столь однозначное, как при непрерывном 
случае. Здесь неясно, что выбирать в качестве х: первоначальное 
значение (х.= xi); конечное значение (х = Х2) или среднее зна­
чение [х = 0,5(х|+ ^2)]. В зависимости от этого различают: 

а) конечную (процентную) эластичность 
Е,(у)=1(У2-У1)/У1]/1(х2-хО/х1]; 

б) среднюю (дуговую) эластичность 
Е, (у) = [2{У2- УО I {у\ + Уг)\ I [2 (Х2 - X,) / (х, + xi)\\ 

в) логарифмическую эластичность 
Е:, (у) = In {У2 I У\) I In (Х2 / X,). 

Все эти выражения мало отличаются друг от друга при не­
больших относительных (процентных) изменениях величин x\iy. 

В экономике выделяются следующие виды эластичности. 
1. Эластичность спроса по цене (прямая) 

Ер {q) = {dq/q) / {dp / р) = {dq / dp) {р / q). 
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Рис. 1.2. Трафики зластичности в экономическом анализе: 

а — Е^)>1; б — Ез^)<1; в — Е^) отрицательна; г — пределы изменения 
эластичности; д — модель юимания налога с производителей (налог / = const); 
е — модель взимания налога с потребителей. 
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Показывает относительное изменение, выраженное в про­
центах, величины спроса q на какое-либо благо при изменении 
цены р этого блага на 1% и характеризует чувствительность по­
требителей к изменению цен на продукцию. Если ценовая эла­
стичность спроса по модулю \Ер (q)\ > 1, то спрос называют эла-
стичньш; если \Ер {q)\ <1, то — неэластичным, если \Ер {д)\ =1, то 
спрос с единичной эластичностью. 

2. Эластичность спроса по доходу I 
Е, {q) = {dq /q)/{dl/ Г) = {dq / dl) ( / / q). 

Характеризует относительное изменение (в процентах) вели­
чины спроса на какое-либо благо при изменении дохода потре­
бителей этого блага на один процент; если \Ej (q)\ > О, то товары 
потребления качественные, если же \Е/ (q)\ < О, то товары мало­
ценные, некачественные; высокий положительный коэффици­
ент спроса по доходу в отрасли указывает ее вклад в экономиче­
ский рост больше, чем доля в структуре экономики, и она имеет 
шансы на расширение и процветание в перспективе. Напротив, 
если этот коэффициент имеет незначительное или отрицатель­
ное значения, то ее может ожидать застой и перспектива сокра­
щения производства. 

3. Перекрестная эластичность спроса по цене 
Epjiq-i) = {dq,/qi)/(dpj/pj) = (dqi/dpj)- (Pj/qi). 

Характеризует относительное изменение (в процентах) вели­
чины спроса q на одно благо при изменениях цены на другое 
благо, заменяющее или дополняющее его в потреблении, на 1%. 
Условие EpXqi)>0 свидетельствует о замещаемости благ, а 
EpXq-,) < О — об их дополняемости. 

4. Ценовая эластичность ресурсов 
Ер^{Ri) = {dRi IR;)/ {dp, /pi) = {dR, I dp,) • {p, IR,). 

Характеризует относительное изменение (в процентах) величи­
ны спроса на какой-либо ресурс (например, труд) при изменении 
цены этого ресурса (соответственно заработной платы) на 1%; 

5. Эластичность замещения одного ресурса другим 

ER^{Ri) = (dRi IR;)/(dRj I Rj) = (dR, IdRj)• {Rj IR,). 
Характеризует необходимые изменения (в процентах) вели­

чины одного ресурса (например, капитала) при изменении ко-
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личества другого ресурса (например, труда) на 1% с тем, чтобы 
выпуск при этом не изменился. 

К основным факторам, определяющим эластичность спроса, 
относятся следующие [1]: 

а) замещаемость блага в потреблении (эластичность спроса 
по цене тем выше, чем выше замещаемость блага); 

б) удельный вес в доходе (эластичность спроса по цене тем 
выше, чем выше удельный вес расходов на данное благо в дохо­
де потребителя); 

в) субъективная необходимость (эластичность спроса по цене 
тем вьшхе, чем ниже субъективная необходимость в данном благе); 

г) фактор времени (эластичность спроса по цене обычно 
выше, чем больше промежуток времени). 

Известны следующие теоретические зависимости взаимосвя­
зи эластичности с другими факторами жизни общества: 

1. Эластичность выручки от продаж какого-либо блага тесно 
связана с эластичностью спроса на это благо. Используя формулу 
вьфучки R = pq и формулу для эластичности произведения 
функций, получаем: 

Е,(К) = Е,(q) + Е,(р) = E,{q) + \ = \ - \Е,{q)\, 
так как эластичность спроса по цене Ер (q) всегда отрицательна из-за 
того, что JP'(^) < 0. При эластичном спросе вьфучка растет с ростом 
объема или уменьшением цены, а при неэластичном — падает. 

2. Связь цены и предельных издержек монополиста такова, что ве­
личина надбавки к издержкам s обусловливается величиной эластич­
ности. Если совершенно конкурентная фирма устанавливает цену 
на свою продукцию, равную предельным издержкам р^ = МС, то 
монополист обычно назначает на свою продукцию цену выше 
предельных издержек /?„ = МС (I + s), ще s — надбавка к из­
держкам, составляющая 10%, 20% и более. Записывая условие 
максимизации прибыли П как разницы между выручкой R и из­
держками С (11= R— Q, имеем: 

П' - R' - С'= MR- МС= О, 
где Я' — знак производной от прибыли. 

Если вычислить предельную выручку MR и приравнять ее к 
предельным издержкам МС, получим соотношение 

р = МС/{1-1/т), 
где Е^ = р / qp'iq), из которого следует, что надбавка к предельным 
издержкам в цене должна быть тем меньше, чем выше эластичность 
спроса (рис.1.2,г). 
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Эта формула позволяет объяснить, как происходит сегмента­
ция рынка монопольным производителем с целью дискримина­
ции потребителей и извлечения из этого дополнительной при­
были. Если монополист может устойчиво разделить покупателей 
по какому-либо признаку на две или большее число групп 
(пенсионеров, студентов, работающих и т.п.), то ему выгоднее 
установить для различных фупп различные цены и, таким обра­
зом, сегментировать рынок. При этом суммарная выручка от 
продаж на двух и более рынках одного товара (или услуги) будет 
максимальна при равенстве предельных доходов от каждого из 
рынков (иначе ему будет выгоднее перераспределить объем про­
даж в пользу рынка с большим предельным доходом). 

Таким образом, 
Л/Л, = рх (1-1 / \Ef I) = р2 (1-1 / Iff 1) = A//?2. 

Отсюда получаем 

Следовательно, те покупатели, спрос которых на товар менее 
эластичен, платят за него большую цену. 

3. Эластичность тесно связана с налоговой политикой и моде­
лями налогов, базирующимися на концепции спроса и предложе­
ния. При этом в [1], например, показано, что большее налоговое 
бремя падает на экономического агента с меньшей эластично­
стью, у которого меньше возможностей для ухода от налогового 
бремени. В частности, если эластичность спроса равна нулю, то 
все налоговое бремя ложится на потребителей, так как незави­
симо от величины налога (а следовательно, и от величины цены) 
потребители не изменят объема покупок. Если же спрос на ка­
кой-либо товар характеризуется совершенной эластичностью, то 
в проигрыше оказывается производитель, так как потребители 
уходят от налога, снижая величину спроса и потребляя товары-
заменители (рис. 1.2,д). 

Аналогичная ситуация возникает, когда налог формально 
взимается с потребителей. В этом случае введение налога приво­
дит к сдвигу кривой спроса влево (к уменьшению объема про­
даж и цены товара), опять обратно пропорционально эластич-
ностям производителей и потребителей. При этом независимо 
от того, кто является формальным плательщиком налога, факти­
ческим плательщиком оказывается экономический агент с 
меньшей эластичностью, особенно если эластичность спроса и 
предложения сильно различается (рис. 1.2, е). 
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Рассматривая проблему влияния величины налоговой ставки 
на величину налоговой выручки, можно заметить, что эти вели­
чины связаны примерно аналогично зависимости выручки про­
даж и цены товара. В [1] показано, что налоговая выручка воз­
растает с увеличением налоговой ставки только до тех пор, пока 
доля ставки налога в цене товара меньше суммы обратных эла-
стичносгей спроса и предложения. Это дает возможность уста­
навливать высокие ставки налогообложения, существенно пре­
вышающие цену товара, на товары, спрос на которые неэласти­
чен (или предложение которых неэластично). Примером этого 
служат акцизы на табак и винно-водочные изделия. 

1.3. Соотношения между суммарными, средними 
и предельными величинами в экономике 

Все множество технико-экономических показателей можно 
подразделить на: 

• абсолютные показатели, выражаемые в количественных, обь-
емных или денежных единицах и подразделяющиеся на тто-
ковые (величины за определенный щэеменной период) и запасх>-
вые (величины на определенную дату или момент времени); 

• относительные показатели, представляющие собой отно­
шения абсолютных (или других относительных) показате­
лей, т. е. количество единиц одного показателя на одну 
единицу другого, причем не только соотношения разных 
показателей на один и тот же момент времени, но и од­
ного и того же показателя в разные моменты времени 
(темпы роста данного показателя). 

В экономическом анализе и принятии решений в одних си­
туациях важны абсолютные показатели, в других — относитель­
ные, в третьих — их сочетание. 

Как правило, при комплексном анализе экономических си­
туаций для выбора наилучшего решения важны разнообразные 
показатели, как абсолютные, так и относительные, причем по­
следние могут выступать как средние (например, величина соот­
ветствующего показателя (прибыли, издержек, выручки и др. в 
расчете на единицу выпуска) и предельные (прирост соответст­
вующего показателя в расчете на единицу прироста выпуска) 
величины. Если, к примеру, средняя выручка превышает сред­
ние издержки, то субъект хозяйствования получает прибыль и 
производить продукцию ему выгодно. Если при этом предельная 
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выручка превышает предельные издержки, то ему выгодно рас­
ширять производство, увеличивая объем прибыли. Соответст­
венно, если средние издержки превышают среднюю выручку, то 
субъект хозяйствования терпит убытки, а если предельные из­
держки превышают предельную выручку, то объем производства 
нужно сокращать. 

В разделе III книги подробно рассмотрены проблемы анали­
за и особенности управленческого учета субъектов рынка с рас­
четом всех указанных показателей. Приведем формальные опре­
деления суммарных, средних и предельных величин. 

Суммарная величина f{x) — любая функция независимой пе­
ременной F(x). Как правило, в экономике под суммарными ве­
личинами понимают абсолютные величины, в роли которых вы­
ступают следующие: доход (выручка) R(Q) или издержки C(Q) 
как функции объема выпуска Q, объем выпуска как функция от 
количества переменного ресурса, например, труда Q(L), полез­
ность как функция количества потребляемого блага U(x) и др. 
(любая из перечисленных функций может быть задана форму­
лой, таблицей или графиком). 

Средняя величина AF{x) определяется как отношение суммар­
ной величины Дх) к независимой переменной х, т. е. 

AF(x) = Fix)/x, 
где буква А — сокращение англ. Avenge (средняя). 

Средняя величина обозначается так же, как F. Пример средних 
величин в экономике — это среднедушевой объем потребления, 
средняя фондоотдача, средняя выручка (доход) AR = R(Q)/Q, сред­
ние издержки АС = C(Q)/Q, средний продукт труда AQi= Q(L)/L и 
др. (средняя величина как функция независимой переменной также 
может задаваться в виде формулы или графика, 1ис. 1.3, а). 

Маржинальная, или предельная, величина MF{x) определяется 
как производная суммарной величины F{x) по независимой пе­
ременной X, т. е. 

MF(x) = F'(x), если х — непрерывная величина; 
MF {х) =AF/Ax, если х — величина дискретная. 

Примерами предельных величин в экономике могут быть на­
званы перечисленные выше показатели, применимые к средним 
величинам. 

Найти маржинальную величину по суммарной величине (для 
непрерывного случая) можно на базе формулы: 

А/Дх) = FXx). 
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Рис. 1.3. Соотношения между суммарными (а), средними (б) 
и предельными величинами в экономике: 

в — нахождение суммарной величины по средней; г (д) — соотношение между 
графиками средних и предельных издержек АС н МС (продуктов труда АР и 
MP); е (ж) — соотношения между предельными, средними и суммарными вели­
чинами для рыночной структуры совершенной конкуренции (монополии), R — 
доход; С — издержки; Я — прибыль; Q — объем выпуска 
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Если, например, F{х) = ах— Ьх^, то MF(х) = а — 46х'. 
Если суммарная величина задается выпуклой кривой F{x) в 

виде графика, то необходимо через точку А графика суммарной 
величины, имеющую координаты [х, Ях)\, провести касатель­
ную к графику. Тангенс угла наклона касательной к фафику 
суммарной величины численно равняется производной суммар­
ной величины, и следовательно, является предельной величиной 
MRx) = F{x) = tgo (рис. 1.3,6). 

Если необходимо найти суммарную величину по маржиналь­
ной величине, то применяется операция интегрирования 
Дх) = jAfF(x) dx. Например, если MF (х) = а — Ьх^, то Дх) = 
== jAf/'(x)dx= ах— Ь^/Ъ + С, где С — произвольная постоянная. 
Если предельная величина задана фафиком, то площадь под 
графиком функции предельной величины в диапазоне измене­
ния независимой переменной от нуля до х равняется суммарной 
величине минус постоянная С (рис. 1.3, в). 

Соотношения между средними AF, суммарными F и маржи­
нальными (предельными) AfF величинами независимой непрерыв­
ной переменной х находятся легко: например, если задана сред­
няя величина AF(x), то суммарная величина Дх) = x-AF(x), а 
предельная величина МДх) = F'(x) = (x'AF(x)) =AF(x) +x'AF(x). 
Аналогичным образом можно выразить среднюю величину через 
суммарную величину: АДх) = 1/х • jMF{x) dx. Примеры соотно­
шения между графиками средних АС и предельных МС издер­
жек среднего АР^ и предельного МР^ продуктов труда приведе­
ны на рис. 1.3, г, д. 

Если же независимая переменная х может принимать только 
дискретные значения (например, количество выпуска штучной 
продукции, количество рабочих и т.п.), то все полученные выше 
соотношения сохраняют свой вид при следующих условиях: 

а) производная функция F'{x) заменяется на отношение 
Д/уДх; 

б) интефал \MF{x) dx заменяется на конечную сумму Y, MF(x); 
в) касательная к фафику функции F (х) заменяется на прямую 

линию, проходящую через две точки с координатами (х, Дх) и 
(х+Дх, F(x+Ax)). 

Соотношение между средними и предельными величинами в 
дискретном случае имеет простую интерпретацию: если ученик 
— «ударник» получает только «хорошо», то его средняя оценка 
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также «хорошо». Каждая последующая оценка может интерпре­
тироваться как предельная оценка, при этом если он получает 
только «отлично», то его средняя оценка постепенно повышает­
ся, а если — лишь «удовлетворительно», то предельная оценка 
станет ниже средней и его средняя оценка понизится. 

Анализ показателей и их соотношений как предельных, средних 
и суммарных величин, характеризующих pa6oiy субъекта рьппца. 
Если в качестве примера соотношений между предельными, 
средними и суммарными величинами рассмотреть показатели, 
характеризующие работу одного и того же с>'бъекта рынка, рабо­
тающего по законам: а) совершенно конкурентной фирмы, 
б) фирмы-монополиста, то можно констатировать следующее 
(для понимания рассуждений введем ряд обозначений показателей: 
Q — объем выпуска продукции; р — цена; R = p(Q)' Q — доход 
(выручка); С — издержки; П = R— С — прибыль, q — величина 
спроса). 

1. Если субъект рынка выступает как совершенно конкурент­
ная фирма, то цена на ее продукцию постоянна и не зависит от 
объема производства данной фирмы, определяясь рынком, т. е. 
p{Q) — Р> и, следовательно, R {q) = pQ. Доход является линейной 
функцией объема выпуска. Для типичной функции издержек, 
растущих быстрее, чем доход при малых объемах выпуска, гра­
фики дохода R{q), издержек C(Q) и прибыли n{Q) имеют вид 
(рис. 1.3, е). По ним можно построить графики средних и пре­
дельных величин. Так как MR = (pQ)'= р = pQ/Q = AR^ то фа-
фики среднего и предельного доходов имеют вид прямой, па­
раллельной оси Q. 

График средних издержек совпадает с фафиком среднего дохо­
да при объемах выпуска бг и 04 (так как в этих точках значения 
функций С(0 и R{Q) совпадают), лежит выше его при Q < Оги 
Q>Q4 (из С(0 > R(Q)-^AC(Q) = C(Q) / Q>R(Q)/ Q= MC(Q) 
и лежит ниже его при Qi< Q< 64- В точке, лежащей чуть ниже 
Оз, средние издержки минимальны. Эту точку можно найти, про­
водя из начала координат прямую, касающуюся фафика С(0. 

График предельных издержек можно построить, анализируя 
изменение наклона касательной к фафику C{Q). В точках Q\ и 
03 касательная к фафику C{Q) параллельна фафику дохода 
R{Q). Следовательно, в этих точках предельные издержки совпа­
дают с предельным доходом и имеет место минимум прибыли 
(максимум убытков) в точке Q\ и максимум прибыли в точке бз 
(Я' == Л' - С = МК — МС = 0), так как прибыль положительна 
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при объеме выпуска Q2< Q < 0^^^ отрицательна при Q < Ог и 
Q> 04- Величину прибыли при оптимальном объеме выпуска ft 
можно найти как площадь заштрихованного прямоугольника по 
графикам средних издержек и среднего дохода (вершины этого 
прямоугольника находятся в точках с координатами: AiQ^, р); 
В(0, AC(Q3)); С(0, АС (Qj)); ДО, Р). 

2. Если субъект рынка выступает как монопольная фирма, то 
она сама выбирает цену исходя из кривой спроса p(Q) на ее 
продукцию. Так как p(Q) — убывающая функхщя, то p'(Q) < 0. 
При той же функции издержек, что и в первом случае, графики 
суммарных, средних и предельных показателей приведены на 
рис. 1.3, ж, при этом графики суммарных, средних и предельных 
издержек имеют аналогичный первому случаю вид. 

График среднего дохода AR = pi,Q)' Q/Q = /Кб) совпадает с 
графиком функции спроса и пересекает фафик средних издер­
жек в точках Qi и Q^, где R(Q)—C{Q). График предельного дохо­
да лежит ниже графика среднего дохода при любых объемах выпуска, 
так как МЛ = Л'(0 = р (0 + Qp'(G) = >1Л + О Р ' ( 0 <-4Л и//(Q) < О и 
пересекает фафик предельных издержек в точках Q{ и ft, в ко­
торых касательные к графикам дохода и издержек имеют одина­
ковый наклон. При этих объемах выпуска прибыль, как и в пер­
вом случае, принимает минимальное и максимальное значения со­
ответственно. Это обусловлено тем, что необходимое условие мак­
симума прибыли записывается аналогично как П' = R' — С= =MR 
- МС = О, и в оптимальной точке предельный доход обязатель­
но равен предельным издержкам. Аналогично первому случаю 
прибыль на фафиках средних и предельных величин можно оп­
ределить как площадь заштрихованного прямоугольника, по­
строенного между фафиками среднего дохода и средних издер­
жек, при этом вершины прямоугольника» находятся в точках: 
ЖО, ARiQ3))\ В(0, АС(Оз)); ЦО, ^C(ft)); ДО, /J/?(ft)). 

Таким образом, при определении оптимального объема про­
изводства фирмы, если известны ее функции суммарного дохода 
и издержек R{Q) и С(0 (предполагается, что эти функции диф­
ференцируемы), средние и предельные показатели могут быть 
использованы следующим образом: 

а) вначале находятся точки, в которых величина предельного 
дохода равна величине предельных издержек, т. е. MR(Q) = MC(Q); 
если таких точек нет, то фирме либо невыгодно производить 
вообще продукцию (при R(Q) < С(0)), либо выгодно сколько 
угодно наращивать объем производства (при R{Q) > C(Q)); 
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б) в найденных точках может достигаться максимум прибы­
ли, максимум убытка, минимум прибыли, минимум убытка, ли­
бо ничего из перечисленного; поэтому далее среди этих точек 
находятся те, в которых функция прибыли Я ( 0 = R{Q) - C(Q) 
достигает максимума (ее производная меняет знак с плюса на 
минус). Эти точки являются точками максимума прибыли или 
минимума убытка; 

в) необходимо выбрать точки (точку), где величина прибыли 
положительна; признаком этого может быть превышение сред­
него дохода над средними издержками: AR(Q) > MR(Q). Если 
такая точка найдена, то она является точкой (локального) мак­
симума прибыли фирмы. 

Рассмотрим особенности моделей полезности и производст­
венных функций и их применения в экономических задачах. 

1.4. Применение производственных функций 
в макро- и микроэкономике 

Понятие производственной функции. Производственная функ­
ция одной переменной Y = Ддс) — функция, независимая пере­
менная которой принимает значения объемов затрачиваемого 
ресурса (фактора производства), а зависимая переменная — 
значения объемов выпускаемой продукции. В связи с этим про­
изводственная функция (ПФ) / называется одноресурсной, или 
однофакторной ПФ, ее область определения — множество неот­
рицательных действительных чисел. Запись у = J{x) означает, что 
если ресурс затрачивается или используется в количестве х еди­
ниц, то продукция выпускается в количестве у = Дх) единиц. 
Символ / (знак функции) является характеристикой производст­
венной системы, преобразующей ресурс в выпуск. В микроэко­
номике считают, что у — это максимально возможный объем 
выпуска продукции, если ресурс затрачивается или используется 
в количестве х единиц. В макроэкономике такое понимание не 
совсем корректно, так как при ином распределении ресурсов 
между структурными единицами экономики выпуск может быть 
иным, поэтому ПФ — это статистически устойчивая связь между 
затратами ресурса и вьтуском. Более правильной считается запись 
у =j[x, а), где а — вектор параметров ПФ. 
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Рассмотрим простую ПФ вида /(х)= ахР, где х —величина за­
трачиваемого ресурса (например, рабочего времени),/(х) — объем 
выпускаемой продукции (например, число готовых деталей), ве­
личины а 1л b —параметры ПФ. Из фафика (рис. 1.4, а) следует, 
что с ростом величины затрачиваемого ресурса х объем выпуска 
у растет, однако при этом каждая дополнительная единица ре­
сурса дает все меньший прирост объема у выпускаемой продук­
ции. Это обстоятельство (рост объема выпуска у и уменьшение 
прироста объема А>' с ростом величины х) отражает фундамен­
тальное положение экономической теории, подтвержденное на 
практике и называемое законом убывающей эффективности. 

ПФ имеют различные области использования с реализацией 
принципа «затраты —выпуск» как на микро-, так и на макро­
уровне. Микроэкономические ПФ используются для описания 
взаимосвязи между величиной затрачиваемого или используе­
мого ресурса X в течение определенного времени и выпуском 
продукции у, осуществляемым конкретным субъектом хозяйст­
вования. 

Макроэкономические ПФ можно использовать для описания 
взаимосвязей между годовыми затратами труда в масштабе ре­
гиона или страны и годовым конечным выпуском продукции 
(или дохода) этого региона или страны в целом, а также для ре­
шения задач анализа, планирования и прогнозирования. 
На микроэкономическом уровне затраты и выпуск могут изме­
ряться в натуральных или в стоимостных единицах и показате­
лях; например, годовые затраты труда — в человекочасах (объем 
человекочасов —натуральный показатель) или в рублях выпла­
ченной заработной платы (ее величина — стоимостной показа­
тель); выпуск продукции может быть представлен в штуках или 
других натуральных единицах (тоннах, метрах и т. п.) или в виде 
своей стоимости. На макроэкономическом уровне затраты и вы­
пуск измеряются обычно в стоимостных показателях, представ­
ляя собой стоимостные (ценностные) афегаты, т. е. суммарные 
величины произведений объемов затрачиваемых (или исполь­
зуемых) ресурсов и выпускаемых продуктов на их цены. 

Производственная функция нескольких переменных — это 
функция bvm.2i у= J{x)= f(x\,..., х„, а), независимые переменные х/ 
которой принимают значения объемов затрачиваемых или ис­
пользуемых ресурсов (число переменных п равно числу ресур­
сов), а значение функции имеет величину объемов выпуска; а — 
вектор параметров. В связи с этим такие производственные 
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• у = Яо ^-' 2 ' • Л'! ' 

г) 
w, V, Iq Iq^ Iq^ ^| 

Д) 

Рис. 1.4. Производственные функции в экономике: 
а — фафик ПФ у = ах*; 6 (в) — график ПФ 

У = аоХ?' Хр {ai + 02 = 1) (Фрагмент графика), г — ПФ вида 
Кобба—Дугласа; д — ПФ вида линейной функции; /̂ , — изокванты 

32 



функции называются многоресурсными, или многофакторными. 
Для отдельного субъекта хозяйствования, выпускающего одно­
родный продукт, ПФ/(х1,..., х„) могут связывать объем выпуска 
(в натуральном или стоимостном выражении) с затратами рабо­
чего времени по различным видам трудовой деятельности, ком­
плектующих изделий, энергии, основного капитала, измеряемым 
обычно в натуральных единицах (производственные функции 
такого типа характеризуют действующие технологии субъектов 
хозяйствования). 

При построении ПФ для отдельного региона или страны в 
целом в качестве величины годового выпуска у (объемы выпуска 
или дохода на макроуровне обозначаются большой буквой) чаще 
всего берут совокупный продукт (доход) региона или страны, 
исчисляемый обычно в неизменных, а не в текущих ценах, в 
качестве ресурсов рассматривают: основной капитал К{хх) — 
объем используемого в течение года основного капитала; живой 
труд L{x2) — количество единиц затрачиваемого в течение года 
живого труда, исчисляемые обычно в стоимостном выражении. 
В результате строят двухфакторную ПФДхь хг), или Y=f{K, L). 
Далее от двухфакторных производственных функций переходят 
к трехфакторным, при этом в качестве третьего фактора иногда 
вводятся объемы используемых природных ресурсов. Кроме то­
го, если производственные функции строятся по' данным вре­
менных рядов, то в качестве особого фактора роста производства 
можно включить технический прогресс. 

ПФ у = Л^и хз) называется статической, если ее параметры 
и характеристика / не зависят от времени / (хотя объемы ресур­
сов и объем выпуска могут зависеть от времени /), т. е. можно 
иметь представление в виде временных рядов: х\{0), Х](1),..., 
х,(7); Х2(0), Х2(1),..., Х2(Т); у(0), у{\),..., у{Т); у (t) ^fix^it), Х2(/)). 
Здесь / —номер года, t = 0,1,..., 7; Г =0 — базовый год времен­
ного промежутка, охватывающего годы 1,2,..., Т. 

Пример 1.2. Для моделирования проблем отдельного региона или 
страны в целом и решения задач как на макро-, так и на микроэконо­
мическом уровне часто используется производственная функция Коб-
ба—Дугласа (сокращенно обозначаемая в дальнейшем ПФКД): 

у = aoX|''•X2''^ 

где До. ^ь ''г — параметры ПФ, являющиеся положительными постоян­
ными числами, причем часто Oj и «2 таковы, что а| + 02 = 1-

В практических приложениях ПФКД обычно Х| равняется объему 
используемого основного капитала или объему используемых основных 
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фондов к (xi — К), Х2 == L — затратам живого труда, тогда она приобре­
тает вид: 

Графиком ПФ вида у = OoX,<'iX2''̂  (а, + 02 = 1) в трехмерном про­
странстве выступает двумерная поверхность Г (рис. 1.4,6), являющаяся 
конической поверхностью, направляющей которой служит линия L, а 
образующими —лучи, выходящие из точки 0. Пусть Х2 = Х2° > О, тогда 
у = (ао(х2 )''')xi''\ и мы получаем вариант мультипликативной ПФ, ана­
логичный рассмотренному выще (рис. 1.4,в), причем линия G — 
пересечение поверхности У вертикальной плоскостью дгг = х" . Поведе­
ние линии G отражает факт, что с ростом затрат первого ресурса объем 
выпуска у растет, но каждая дополнительная единица первого ресурса 
обеспечивает все меньший прирост выпуска Ау (например, если число 
работников и их квалификация остаются неизменными, а число обслу­
живаемых ими станков, которое уже достаточно велико, увеличивается, 
скажем, в два раза, то это не ведет к двойному росту объема выпуска). 
Отметим, что если а^ + а2< 1, то графиком Г ПФКД является поверх­
ность, которая напоминает выпуклую вверх «горку», крутизна которой 
падает, если точка (xi, Х2) перемещается на «северо-восток» по коорди­
натной плоскости. 

Пример 1.3. Пусть линейные аддитивные ПФ имеют вид: у = а(^ + 
+a,Xi + «2X2 (двухфакторная) тл у = % + ajXi +...+ а,рс„ (многофакторная). 
Переход от мультипликативной ПФ к аддитивной осуществляется с 
помощью операции логарифмирования. Для двухфакторной мультипли­
кативной ПФ у = aoXi'''X2''= этот переход имеет вид: In у = In OQ + а\\п Xj + 
+ a-;j[n Х2. Полагая In у=у>. In Xi = V) и In X2 = V2, получаем аддитивную 
ПФ вида W = In flo + °\V\ + «2»'2- Выполняя обратный переход из адди­
тивной ПФ, можно получить мультипликативную производственную 
функцию. Если сумма показателей степени в ПФКД у= aQl^'f^ равна 
единице {а\ + Ог =1), то ее можно записать в несколько иной форме: 

Y/L = aQK^^lP^IL = 00^"'/^- '̂""̂ ^ = а^К^^И"^ = ao(K/L) "•. 

Дроби Y/L = Z к K/L = к называются соответственно произ­
водительностью труда и капиталовооруженностью труда. Ис­
пользуя новые символы, получим z - а^к^'-, т. е. из двухфактор­
ной ПФКД получим формально однофакторную ПФКД 
(О < fli < 1), откуда следует, что производительность труда z рас­
тет медленнее его капиталовооруженности (этот вывод справед­
лив для случая статической ПФКД в рамках существующих тех­
нологии и ресурсов). 
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Обратная дробь YIK называется производительностью капи­
тала, или капиталоотдачей, а обратные дроби K/Y vi L/У назы­
ваются соответственно капиталоемкостью и трудоемкостью вы­
пуска продукции. 

ПФ называется динамической, если: а) время t фигурирует в 
качестве самостоятельного фактора производства, влияющего на 
объем выпускаемой продукции; б) параметры ПФ и ее характе­
ристика/зависят от времени t, если параметры ПФ оценивают­
ся по данным временных рядов (объем ресурсов и выпуска) про­
должительностью Го лет (т. е. базовый промежуток для оценки 
параметров имеет продолжительность Го лет), то экстраполяцию 
по такой производственной функции следует рассчитывать не 
более чем на Го/3 лет вперед (т. е. промежуток экстраполяции 
должен иметь продолжительность не более чем Го/3 лет). 

При построении ПФ влияние НТП учитывается множителем 
оР', те р (р > 0) — характеризующий темп прироста выпуск, 
осуществляемый под влиянием НТП: 

у (О = еяу(х,(0, х^т 
где/ = 0,1,..., Т. 

Данная ПФ — простейшая динамическая ПФ, содержащая 
нейтральный (не материализованный в одном из факторов) тех­
нический професс. В сложных случаях НТП, выступающий как 
трудо- или капиталосберегающий фактор, может воздействовать 
непосредственно на производительность и капиталоотдачу: 

Y(t)^AA{t)-m,Ht)y 
В целом выбор аналитической формы ПФ у=Ах\, xi) обу­

словливается теоретическими соображениями учета особенно­
стей взаимосвязей между конкретными ресурсами (при микро­
экономическом уровне), особенностей параметризации (реальньк 
или экспертных данных, преобразуемых в параметры ПФ). От­
метим, что оценка параметров ПФ обычно проводится с помо­
щью метода наименьщих квадратов. 

Формальные свойства, предельные (маржинальные) и средние 
значения производственных функций. Производственная функция 
J[x\, xi) должна удовлетворять ряду свойств [1]: а) без ресурсов 
нет выпуска; б) с ростом затрат хотя бы одного ресурса объем 
выпуска растет; в) с ростом затрат одного (/-го) ресурса при не­
изменном количестве другого ресурса величина прироста выпус-
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ка на каждую дополнительную единицу /-го ресурса не растет 
(закон убывающей эффективности); г) производственная функ­
ция является однородной функцией степени р > 0: при р > I с 
ростом масштаба производства в г раз (/ > 1) объем выпуска воз­
растает в tP раз (т. е. имеем рост эффективности производства 
при росте масштаба производства); при р < I имеем падение 
эффективности производства от роста масштаба производства; 
при р-\— постоянную эффективность производства при рос­
те его масштаба или независимость удельного выпуска от мас­
штаба производства. 

Заметим, что для ПФКД вида у = аоХ\'''Х2''' (щ +02 = 1) свойст­
ва а—г вьшолняются. Для линейной ПФ у = ао+ aix\ + в2*2^ 
х(оо > О, О] > О, 02 > 0) ряд свойств (а (при OQ = 0) и г не выпол­
няются). 

Линия 1д уровня q = Д.х\, Х2) (О < ? — действительное число) 
ПФ у =Лх\, Х2) называется изоквантой, т. е. множеством точек, в 
котором ПФ постоянна и равна q). Различные наборы (V|, уг) и {w\, 
щ) затрачиваемых (используемых) ресурсов, принадлежащие 
одной и той же изокванте /̂  {q =fiy\, vi) = / ( ^ 1 , щ), дают один 
и тот же объем выпуска q. 

Из вида изоквант /̂ ^ и /̂ ^ ПФКД вида у = а^хх^щ"' и ли­
нейной ПФ у = 0^+ flixi + fl2*2 (рис. 1.4, г̂ д) следует, что изо-
кванта /^ , расположенная «северо-восточнее» изокванты Ц , 
соответствует большему объему выпуска (т. е. 2̂ > Ч\)- Если объ­
ем используемого основного капитала К неофаниченно растет, 
то затраты труда неограниченно убывают. 

При /1 = 2 для любой ПФ со свойствами а—г изокванта (если 
она не является прямой) есть линия (не обязательно гладкая), 
которая выпукла к точке О (линия, которая похожа на изокванту 
/̂ ; если график ПФ похож на выпуклую горку, то естественно, 
что ее изокванты есть линии, выпуклые к точке 0). 

Дробь Ai =/(х)/х/ (/ = 1,2) называется средней производитель­
ностью /-го ресурса (фактора производства), или средним выпус­
ком по /-му ресурсу (фактору производства). 

При двухфакторной ПФКД Y = аа- K'^^L'^^ЯЛЯ средних про-
изводительностей основного капитала Y/K и труда Y/L исполь­
зуются понятия соответственно капиталоотдача и производи­
тельность труда (они применяются для любых двухфакторных 
П Ф , у которых Х\ = К, Х2 = L). 
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Первая частная производная от ПФ вида J[x\, xi), имею­
щая вид 

Л//=а/(дс)/йх,(/=1,2), 
называется предельной, или маржинальной производительностью 
/-го ресурса (фактора производства), или предельным выпуском по 
/-му ресурсу (фактору производства). 

Предельная производительность ресурса приближенно пока­
зывает, на сколько единиц увеличится объем выпуска у, если 
объем затрат л:,- /-го ресурса вырастает на одну (достаточно ма­
лую) единицу при неизменных объемах другого затрачиваемого 
ресурса. Здесь предельную величину Л/, целесообразно интер­
претировать, используя близкое к ней отношение малых конеч­
ных величин Л/(х) и Дх/. 

Пример 1.4. Для ПФКД вида у = aQXl^^^x•fi найти в явном виде сред­
ние и предельные значения Ai, Ai, М\, Л/г заданной функции. 

Р е ш е н и е . Известны следующие формулы расчета: А, = fix)/xi. 
Mi = df{x)/dXj, i = 1,2; подставляя значения, имеем: 

Лх =f(x)/xi = OoXi'-^xf'; Аг =/(х)/х2 = floXi-a^"'-'; 
Ml = df(x)/dxi = flox,«-'x2'''fl, = в,Л,; 

Если fl; ^ I, то Mi^ А/, так как М, / Aj = а,. Таким образом, полу­
чаем, что предельная производительность /-го ресурса не больше сред­
ней производительности этого ресурса. 

Пример 1.5. Для линейной ПФ вида у = OQ + 0\Xi + a^^i ("i > 0) 
найти в явном виде средние и предельные значения Ai, А^, Мх и Щ. 

Р е ш е н и е . По аналогии с рассмотренным выше примером имеем: 
А\ =f{x)/xx = OQ/XI + fl, + а^х^/ху, 
Аг ~f{x)/x2 = ао/х2 + а,х,/х2 + 02, 
Ml = df{x)/dxi = fl,; Л/2 = df(x)/dx2 = Дг-

Отсюда имеем, что если Mj/A, s 1, то А// ^ .4,. 
Отношение предельной производительности Af,- /-го ресурса 

к его средней производительности А/ называется (частной) эла­
стичностью выпуска по i-му ресурсу (по фактору производства), т. е. 

Ei = Mi/Ar df(x)/dxi /fix)/x, = дГ(х)/дх, • х//(дс). 

Сумма £i + £"2 = i?̂  называется эластичностью производства. 
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Эластичность выпуска по /-му фактору производства Е, при­
ближенно показывает, на сколько процентов увеличится выпуск у, 
если затраты /-го ресурса увеличатся на один процент при неиз­
менных объемах другого ресурса. Пояснение выражения £",-, со­
держащего предельную величину df (дс)/дх/, с помощью выраже­
ния, содержащего конечное приближение этой предельной ве­
личины, является ключевым в понимании сути частной эла­
стичности выпуска по /-му ресурсу. 

Пример 1.6. Выписать в явном виде для ПФКД выражения для эла-
стичностей £i, £2 и £,. 

Р е ш е н и е . Для ПФКД вида у = а^х^'щ"' имеем: 

Е; = MJAr dfWdXilfixyx, = df(x)/dxi • xjf{x). 

Как следует из результатов, полученных в примере 1.4, составляю­
щие эластичности равны: 

Ai = / (x )A , = аоХ^«-%"'; Ai =f(x)/x2 = flfrCi'-a/^-'; 

Л/, = a/(jc)/dx, = aox^'^-^X2''щ = а,/!,; 

Л/2 = df{x)/dx2 = afpc\">X2''~^a2 = «г-^г-

Подставив эти выражения в формулу частной эластичности, получим: 

£[ = Mi/Ai = aiAi/Ai = а,; f̂  = М2/А2 = Мг /^г = «2; 

Ех= El + Е2 = Oi + 02-

Пример 1.7. Для линейной ПФ вида у= щх^ + 0^X2 (%= 0) выпи­
сать в явном виде выражения для эластичностей ^i , ^ и Ех-

Р е ш е н и е . Аналогично вышеприведенному примеру 1.6 имеем: 

Ei = Mi/Ar (d/(x)/dxi) /(f(x)/Xi) = d/(x)/dxrx^f(x). 

Mi = df(x)/dXi = a,; M2 = dfix)/dx2 = 02, 

A =f{x)/xi = a, + ог^з/х,; ^2 = / W A 2 = ai^iA2 + «г-

Тогда получаем: 

El = ^/i//J, = a,/(a| + a2^2Ai) = «1^1/(01^1 + «2^2); 

£2 = M2/A2 = a2/(aiXi/X2 + 02) = «2̂ 2 /(fll-«l + 2̂X2); 

Ex= Ei + E2 = (fl|Xj + a2JC2)/(fl]̂ i + «2^2) = 1-
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Предельной технологической нормой замены (замещения) /-го 
ресурса (фактора производства) j-u ресурсом Щ называется вы­
ражение Rij = dxj /dxj (i,J = 1,2) при постоянной у. 

Пусть выпуск у является постоянным (т. е. все наборы затра­
чиваемых ресурсов расположены на одной изокванте), тогда 
первый полный дифференциал производственной функции вида 
У=/(х) равен: 

dy = df(x)/dxi • dXi + df{x)/dx2 • 5x2 = О, 

где dbci, й)С2 — дифференциалы переменных Х|, Х2 
Выразив первый дифференциал dXj и поделив его на dXj, по­

лучим: Rij =dxj/dxi = (df(x)/dxj)/(df(x)/dxi) > О (i=J, /=1,2). 
Для двухфакторной ПФ справедливо равенство: 

/?12 = Е\Х2 /£2^1, 

т. е. предельная норма замены первого ресурса вторым равна 
отношению эластичностей выпуска по первому и второму ресур­
сам, умноженному на отношение объема второго ресурса к объ­
ему первого ресурса. 

Если х\ =К, Х2 =L, то отношение xi/jC2 =K/L называется ка­
питаловооруженностью труда. В этом случае предельная норма 
замены основного капитала трудом равна отношению эластич­
ностей выпуска по основному капиталу и труду, поделенному на 
капиталовооруженность труда. 

При двухфакторной ПФ, постоянном выпуске у и малых 
приращениях ДХ] и Дхг имеет место следующее приближенное 
равенство: 

Л|2 = — dxi /dx\ = —ДХ2/АХ1. 

На основании этого равенства имеем, что предельная норма 
замены ресурсов /?i2 приближенно показывает, на сколько еди­
ниц увеличатся затраты второго ресурса (при неизменном вы­
пуске у= а), если затраты первого ресурса уменьшатся на одну 
(малую) единицу (рис. 1.5, а), откуда следует, что чем круче ка­
сательная к изокванте 1д в точке (xi, Х2), тем больше выражение 
— dx2 ldx\ и, следовательно, тем больше норма замены Kyi пер­
вого ресурса вторым. 

Пример 1.8. Для ПФКД вида у = Ofpci'^xi^^ и линейной производст­
венной функции вида у = 0^+ а\Х\ + a^xj записать в явном виде выра­
жения R\2 и /?21-
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Р е ш е н и е . Так как R^ = dxj /dx/ - df {x)/dxj/df (x)/dx„ то, взяв 
соответствующие производные и упростив выражения, можно записать 
следующее: 

а) для ПФКД Л,2 = {ду/дх^)/{ду)/дх2) = («,/03) • (хг/х,); 
Лг, = {ду/дх2)/{ду)/дх0 = (a^/fl,) • (x./xj); 

б) для ЛПФ Ri2 = idy/dxi)/{dy)/dx2) = а , ^ ; 
Лг, = (dy/dx2)/(dy)/dxi) = ^j/^i-

Производственные функции в темповой форме записи, типа 
CES и эластичность замещения ресурсов. Наряду со связями объ­
емных показателей выпуска и затрат ресурсов анализ связи меж­
ду темпами прироста этих показателей может вестись с введени­
ем производственных функций, отображаемых в темповой фор­
ме записи. Например, ПФ в темповой записи имеет вид: 

y^f(k,D, 
где к, I —темпы прироста соответственно затрат капитала и труда. 

ПФКД в объемных показателях соответствует следующая ли­
нейная зависимость темпов прироста, называемая ПФКД в тем­
повой записи: 

У{ = akf + Я./, + V, 

где а, X и V —соответственно интенсивности использования ресурсов за­
трат капитала К, затрат труда L, темпа нейтрального НТП (та часть темпа 
прироста выпуска, которая не связана с приростом затрат капитала и тру­
да, а отражает интенсификацию производства на макроуровне). 

Цример 1.9. Пусть, например, получена следующая формула произ­
водственной функции в темповой записи: у, = 0,3*, + 0,6/, + 1,5. При 
этом средний темп прироста затрат труда /, составил 1%, средний темп 
прироста используемого капитала к, —6%, а средний темп прироста 
выпуска у, —3,9%. Оценить вклад экстенсивных и интенсивных факто­
ров производства. 

Р е ш е н и е . Вклад экстенсивных факторов (прироста затрат ка­
питала и труда) составляет соответственно: 0,3-6% = 1,8% и 0,6-1% = 
=0,6%. Вклад интенсивных факторов (научно-технического прогресса) 
составляет 1,5 процентных пункта, или 1,5/3,9 • 100% = 38,5%. 

Наиболее известным обобщением ПФКД является функция 
с постоянной эластичностью замещения (Constant Elasticity Sub­
stitution — CES). Эластичность замещения ресурсов, или факто­
ров, G — это мера «кривизны» изоквант (линий уровня) ПФ 
(если говорить точнее, то «кривизну» изоквант измеряет вели­
чина 1/G). 

40 



Эластичность замещения труда капиталом GIK показывает: 
GLK=d[\n{K/L)]/dl\n{YyY'f:\, 

на сколько процентов изменится капиталовооруженность (K/L) 
при изменении предельной нормы замены труда капиталом 
MRSxL на 1%: 

MRSici = - dK/dL = Y'I/Y'K. 

Рис. 1.5. Применение г^изводственных функций: 
а — предельные и средние значения ПФ; б — эластичность замещения факто­
ров по изокванте; в—е — ПФ различного вида: линейная (в), Кобба—Х т̂ласа 
(г), Леонтьева (д), функции CES (е). 
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Если изобразить одну из изоквант (линий уровня с Y= const) 
ПФ на плоскости KL (см. рис. 1.5, б), обозначив ее цифрой 1, то 
предельная норма замены в точке А —это тангенс угла наклона 
этой изокванты, т. е. tga. При перемещении из точки А в точку 
В по изокванте наклон касательной меняется, меняется и соот­
ношение (A/I). Это соотношение постоянно вдоль каждой пря­
мой, проходящей через начало координат (например, прямых 
2 и J). Величина 1/G показывает относительное изменение тан­
генса угла наклона линии уровня в расчете на единицу измене­
ния отношения (K/L). Чем сильнее меняется наклон линии 
уровня при переходе, скажем, из точки А в точку В (с прямой 
2 на прямую S), тем больше «кривизна» линии уровня (на рис. 1.5, 
в—е приведен ряд линий уровня ПФ вица: в —линейной Y= аК+ ЬЬ+ 
+ с (линейной), г —ПФКД, д —ПФ с бесконечной эластичностью 

замещения Y = min(a^, Ы) (функция Леонтьева), е — 
производственной функции типа CES). 

Линейная ПФ имеет нулевую «кривизну» и соответственно 
бесконечную эластичность замещения у. ПФКД имеет эластич­
ность замещения, равную единице. Функция Леонтьева имеет 
нулевую эластичность замещения: ресурсы в ней должны ис­
пользоваться в заданной пропорции и не могут замещать друг 
друга. В реальной экономике степень взаимозаменяемости ре­
сурсов может быть различной, соответственно различной (а не 
только нулевой, бесконечной или единичной) может быть и эла­
стичность замещения. 

Рассмотрим особенности оценки производственной функции 
с постоянной (но произвольной) эластичностью замещения — 
функции CES, описываемой следующей зависимостью: 

Y=A (иК-Р + (I - и) Ь-ру/Р, 
где /> S - 1 ; л > О —степень однородности; А> 0;0 < и< 1. 

Эластичность замещения для такой функции равна: 
Еп=1/(1+р). 

Если р = — 1, то получаем функцию с линейными изоквантами 
(в частности, линейную), при р -> О в пределе получаем производ­
ственную функцию Кобба—Дугласа с G = 1, а при р ->оо — про­
изводственную функцию Леонтьева. Например, развитие эконо­
мики СССР описывалось следующими оценками линейно-
однородной функции CES, полученными под руковод­
ством А.Г. Гранберга за 1960—1985 гг.: 
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а) без учета технического прогресса 
Y= 1,002(0,6412Л '̂»' + O.SSSSL-os')"'/"'̂ '; 

Л2 = 0,9984; Z)»r= 1,58; 
б) с учетом технического прогресса 

Y= 0,966(0,4074АГЗ.оз + 0,59261-з.оз)-1/з,оз . е0.0252/. 

R^ = 0,9982; DfV= 1,76. 
С точки зрения статистик R^ и DJV обе зависимости получи­

лись значимыми при разных оценках показателя эластичности 
замещения G (G = 1/(1 + р). В целом оценка эластичности за­
мещения зависела от конкретной специфики и составляла около 
0,4, что говорит о невысокой степени взаимозаменяемости труда 
и капитала (в функции Кобба—Дугласа предполагается, что эла­
стичность замещения у априори составляет единицу). Ошибоч­
ность исходной гипотезы о степени взаимозаменяемости факто­
ров может служить причиной недостаточной статистической 
значимости оценок производственной функции Кобба—Дугласа. 
Более подробно разновидности данного класса моделей рас­
смотрены в [1,2,78] и др. 

Далее исследуем экономико-математические методы, отно­
сящиеся к оптимальным методам принятия решений на основе 
моделей математического программирования. 



Глава L 
Математические модели оптимизации 
ресурсов и принятия решений 
Для рещения самых разнообразных задач оптимизации необхо­
димо иметь соответствующую математическую модель. В боль­
шинстве ситуаций самые различные по содержанию задачи ока­
зываются частными случаями одной задачи оптимизации. 

2.1. Общий случай математической постановки задачи 
оптимизации 

Если не рассматривать детально составление математической 
модели на конкретных примерах, как это делается в большинст­
ве посвященных этой проблеме работ, например [16, 54, 82, 
125—130], а Перейти к общему случаю, то задача оптимизации в 
общем случае, включающая три компоненты (целевую функцию 
F, ограничения gf и граничные условия), имеет следующую ма­
тематическую постановку: 

F = f(Xi,X2, ...,х„) -> max(min); 
g,{x^,X2,....x„){^, = ,^}d,• 

g,(x„X2,...,x„){i, = ,^}d,; (2.1) 

f„(x,.JC2,...,x„)i(^=,^}^«; 
fly iXj <.bj;i = \,m;j = \,n, 

где fly и bj —нижнее и верхнее предельно допустимые значения Xj. 
Задачу (2.1) можно представить в еще более общей компакт­

ной форме записи: 
F - f(Xj) -^ max(min); 

gi{Xj){i. = ,^)d,; \ (2.2) 

Oj iXj й bj-, i = l,m;j = 1,л 
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Граничные условия показывают предельно допустимые значе­
ния искомых переменных, и в общем случае они могут бьггь 
двусторонними типа aj < xj <, bj. Вместе с тем на практике дос­
таточно часто возникают следующие частные случаи: 

1) в технических, экономических и других видах расчетов иско­
мые величины обычно являются положительными или равными 
нулю. В этом случае в задаче (2.2) принимается оу = О, Лу = « и на­
кладывается только требование неотрицательности Xj>0; 

2) в ряде случаев значение величины xj может задаваться. Ес­
ли принять, что должно выполняться требование Xj = х?, где х/ 
— заданное значение, то граничные условия в задаче (2.2) мож­
но записать следующим образом: 

Ограничения обычно выражают определенные зависимости 
между переменными величинами, которые по своей сути могут 
быть теоретическими (формульными) и статистическими. Тео­
ретические зависимости обычно справедливы при любых усло­
виях и для их получения не требуется никаких дополнительных 
измерений. Однако на практике достаточно часто между пара­
метрами модели нет известной функциональной зависимости. 
Так, например, если мы желаем оптимизировать использование 
общественного транспорта города в течение суток, то нам необ­
ходимо знать, как пассажиропоток распределен во времени. Ес­
тественно, что такой готовой зависимости нет, и для ее получе­
ния потребуется осуществить сбор и обработку статистических 
данных, чтобы получить определенную аналитическую зависи­
мость, которая и будет тем офаничением, которое следует 
включить в задачу оптимизации. 

Значения переменных, удовлетворяющие заданным фанич-
ным условиям и офаничениям, называют допустимым решением 
задачи. Иногда случается, что в задачу включаются противоре­
чивые по смыслу требования, выполнить которые невозможно. 
Такая ситуация приводит к несовместным задачам, которые в 
планировании называют несбалансированными планами (когда нет 
и не может быть допустимых решений). Обычно же, если задача 
составлена правильно, то в общем случае она имеет набор до­
пустимых решений. Чтобы из данного набора допустимых ре­
шений лицо, принимающее решение (ЛПР), могло выбрать одно 
наилучшее, необходимо договориться, как и по какому признаку 
его найти. В дальнейшем не будет речи о правильных решениях, 
потому что мы просто не з н а е м , что это такое. Мы будем 
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говорить только об оптимальных решениях (от лат. optimus — 
наилучший). Заметим, что наилучшего решения во всех смыслах 
быть не может, оно может быть наилучшим (оптимальным) 
только в одном, строго установленном смысле. ЛПР должно аб­
солютно точно представлять, в чем заключается оптимальность 
принимаемого решения, т. е. по какому критерию (от ф. 
kriterion — мерило, оценка, средство для суждения) принимае­
мое решение должно быть оптимально. 

Критерий часто называют целевой функцией, функцией це­
ли, а в математических работах — функционалом. Критерий в 
общем случае может оценивать качественные свойства объекта, 
причем как желательные пдя субъекта (обычно с максимальным 
уровнем или значением, например, прибыль, производитель­
ность, надежность), так и нежелательные для него (или мини­
мальные — непроизводительные затраты, расход материала, 
простои оборудования и др.). Если при принятии решения тре­
буется максимизировать какое-то свойство (к примеру, прибыль, 
производительность или надежность), то в результате решения 
задачи критерий будет иметь наибольшее значение из всех до­
пустимых решений. Если же требуется минимизировать крите­
рий (стоимость, расход материала, время простоев оборудова­
ния), то в результате решения критерий будет иметь наимень­
шее значение из всех допустимых. 

Множество различных по смыслу задач оптимизации, окру­
жающих нас, например, из табл. 2.1, нельзя эффективно решить 
без привлечения ЭВМ, без знаний экономико-математических 
моделей, практических навыков составления математических 
моделей решения задач и применения их в среде существующего 
профаммного обеспечения. 

Таблица 2.1. Классификация задан оптияшзаищ /фщессов 
и приняптя решений 

Область 
применения 

1 
Производство 
Образование 
Культура 
Бизнес 
Экономика 
Финансы 

Управление 

2 
Различные задачи 
распределения ре­
сурсов (матери­
альных, финансо­
вых, информацион­
ных, трудовых) 

Проектирование 

3 
1. Оптимизация 
параметров объек­
та проектирования 
2. Оптимизация 
структуры объекта 
проектирования 

Разработка техно­
логических процес­

сов 
4 

1. Оптимизация 
маршрута изготов­
ления изделия 
2. Отимизация па­
раметре» технологи­
ческих процессов 
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Продолжение табл. 2.1 

1 
Искусство 
Бытовая сфера 
Принятие реше­
ний 

2 3 
3. Оптимизация 
функционирова­
ния 

4 
3. Выбор режима 
работы, обеспече­
ния качества и 
эффективности 

Основные задачи управления деятельностью человека можно 
отнести к классу задач распределения и оптимизации ресурсов. 
Любой объект в процессе управления, проектирования или экс­
плуатации характеризуется своим устройством и действием, 
причем устройство определяется его структурой и параметрами, 
а действие — процессом функционирования. Например, техно­
логический процесс можно определить как последовательность 
работ, которые обусловливают превращение сырья в готовую 
продукцию; такую последовательность работ называют маршру­
том; каждую операцию, входящую в марщрут, можно охаракте­
ризовать определенными режимами обработки, управления, 
контроля, функционирования. Заметим, что и процессы функ­
ционирования объекта проектирования, и технологические про­
цессы характеризуются изменением некоторых параметров во 
времени, которые подразделяются на непрерывные и дискрет­
ные (непрерывные процессы протекают в металлургии, энерге­
тике, химии и др., а дискретные — в машиностроении, эконо­
мике, образовании и т. п.). 

В любых математических моделях можно вьщелить следую­
щие элементы (рис. 2.1): исходные данные, зависимости, описы­
вающие целевую функцию, и офаничения. 

Исходные данные 

Детерминированные 

Случайные 

Искомые переменные 

Непрерывные 

Дискретные 

Зависимости 

-

L 

Линейные 

Нелинейные 

Рис. 2.1. Разновидности элементов математической модели 

Зависимости между переменными, как целевые функции, так 
и ограничения, могут быть линейными и нелинейными. Напом-
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ним, что линейными называют такие зависимости, в которые пе­
ременные входят в первой степени и нет их произведения; если 
переменные входят не в первой степени или есть произведение 
переменных, то зависимости являются нелинейными. Сочетание 
разнообразных элементов модели приводит к различным клас­
сам задач оптимизации, требуюшим разных методов решения и 
разных программных средств (табл. 2.2). 

Для экономических систем наиболее характерны задачи оп­
тимизации и распределения ресурсов, решаемые методом ли­
нейного профаммирования, для которого разработаны надеж­
ные алгоритмы, реализованные в поставляемом с ЭВМ про-
фаммном обеспечении; более сложные задачи (целочисленные, 
нелинейные) оптимизации можно свести к задачам линейного 
профаммирования. Большинство задач оптимизации, присущих 
техническим системам, как правило, относится к задачам нели­
нейного профаммирования. В целом методы математического 
профаммирования являются частью науки, традиционно назы­
ваемой исследованием операций. 

Таблица 2.2. Раауюстраиенные задачи математического 
программирования 

Исходные данные 
Детерминированные 
или постоянные 

Случайные 

Переменные 
Непрерывные 

Целочисленные 

Непрерывные, 
целочисленные 
Непрерывные 

Завиашости 
Линейные 

Нелинейные 

Линейные 

Задачи оптимизации 
Линейного программирова­
ния (ЛП) 

Целочисленного профам­
мирования (ЦЧП) 
Нелинейного программиро­
вания (НЛП) 
Стохастического програм­
мирования (СТП) 

Рассмотрим общие постановки задач и способы решения 
наиболее распространенных задач оптимизации. 

2.2. Методы оптимизации и распределения ресурсов 
на основе задачи линейного программирования 

Подобные методы широко применимы в производстве, 
транспорте, организации процессов, в об '̂чении, руководстве 
персоналом и др. К числу наиболее известных задач, решаемых 
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этим методом, относятся задача о назначениях, транспортная 
задача и др. [78, 82, 128—130]. 

Задача о назначениях и распределении работ является част­
ным случаем транспортной задачи, в которой приняты следую­
щие допущения: число поставщиков т равно числу потребите­
лей л; запасы каждого поставщика о, = 1; заявки каждого потре­
бителя bj= 1; каждый поставщик может поставлять фузы только 
одному потребителю; каждый потребитель может получать фузы 
только от одного поставщика. 

Если не учитывать направление оптимизации целевой функ­
ции (шах или min), что не влияет на аналитические зависимо­
сти, то модель транспортной задачи при принятых выше допу­
щениях получает вид модели задачи о назначениях. Если сумма 
всех запасов А у поставщика равняется сумме всех заявок 
В потребителей, то такую транспортную задачу называют сбалан­
сированной; если А 4t В, то задача является несбалансированной, и 
ее математическая модель может иметь вид: 

т л 

^ = Е 'ZcyХу->т\п 
П 

Y,xij<ai; j = \,т; 
(VI 
т 

Y.xi/tbj; / = 1,л; 

хо > 0. 
Знак неравенства в офаничениях для запасов а, означает, 

что объем фуза, вывозимый от любого /-го поставщика по за­
явкам всех потребителей, не может превышать имеющегося у 
него запаса, при этом часть запаса фуза может остаться невы-
везенной. Аналогично знак неравенства в Офаничениях для 
заявок bj означает, что фуз, получаемый ./-м поставщиком, 
должен быть не меньше заявки, но превышение заявки при 
этом допускается. 

Модель сбалансированной задачи является частным случаем 
модели несбалансированной задачи. Несбалансированная модель 
транспортной задачи является достаточно универсальной моде­
лью, описывающей множество задач распределения однородных 
ресурсов — работ, назначений, материальных и трудовых ресур­
сов, транспортировки фузов, распределения инвестиций, фи-
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нансовых средств и др., которые можно успешно решить, если 
знать ответы на вопросы: 

• В каком смысле распределение средств должно быть наи­
лучшим? 

• Какой вклад дает каждый объект (субъект) в целевую 
функцию? 

Любая правильно составленная задача планирования имеет 
бесчисленное множество допустимых решений. Какое же из них 
выбрать? Мы уже знаем, чтобы ответить на этот вопрос, необхо­
димо прежде всего сформулировать задачу оптимизации, при 
решении которой возможна лишь одна из двух взаимоисклю-
чаемых постановок: либо при заданных ресурсах максимизиро­
вать получаемый результат, либо при заданном результате ми­
нимизировать используемые ресурсы. 

Если через Q обозначить ресурсы, через R —результат их при­
менения, то при заданных зависимостях результата и потребных 
ресурсов от количества выпускаемой продукции R =f(,xj); Q =fixj) 
две постановки задачи распределения ресурсов можно записать 
следующим образом: 
для первой постановки 

fi == Л ->тах; Q < Q,; (2.3а) 
для второй постановки 

F2=Q^mm; R>R,. (2.36) 
Значит, поставить ее можно в одном из двух следующих ва­

риантов: либо максимизирювать выпуск продукции с заданного 
оборудования, либо минимизировать количество оборудования, 
используемого при вьшуске заданного объема продукции. 

В общем случае математическая модель задачи распределе­
ния ресурсов с числом переменных я и офаничений т имеет 
следующий вид: 

F = '^cjXj-* max (min); 

я 
2_, Oj/ • xj ^ bi; 

djiXj.uDj; i = l,m; j = \,n, 

(2.4) 

где Cj — коэффициенты в целевой функции; а^ — норма расхода /-го 
ресурса для выпуска единицы у-й продукции; 6, —имеющийся ресурс; dj 
и Dj — минимальное и максимальное допустимые значения Xj. 
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Так как в эту модель все переменные входят в первой степе­
ни, т. е. все зависимости являются линейными, то данную мо­
дель называют задачей линейного программирования. С помощью 
этих задач можно решать достаточно большой класс задач рас­
пределения ресурсов не только в планировании и управлении 
производством и экономическими объектами, но и в проектиро­
вании изделий и технологических процессов. 

Если сравнить систему (2.4) с общей постановкой задачи оп­
тимизации (2.2), то можно утверждать, что задача линейного 
программирования представляет собой частный случай задачи 
оптимизации в общем виде. 

В современных условиях рьшочных отношений при дефиците 
материальных и финансовых ресурсов, несбалансированности произ­
водственных планов по номенклатуре, нормам расходов материалов и 
сьфья возникают договорные, производственные, финансовые и 
прочие нарушения, корректировки планов, приписки и др. 

Сбалансированность планов по номенклатуре, заданным по­
казателям и ресурсам можно оперативно проверить с помощью 
моделирования на ЭВМ не спустя какое-то время, когда обна­
ружатся ошибки и просчеты и когда изменить что-либо уже 
трудно, а сразу же при решении задачи. При этом необходимо 
опираться на достоверную нормативную базу, в частности, на 
нормы расхода ресурсов на единицу выпускаемой продукции. 
Именно математические модели позволяют проанализировать 
причины несбалансированности планов и выявлять недостовер­
ность исходных данных. 

Чем же может помочь ЭВМ в анализе несбалансированных задач? 
1. Решая задачу распределения ресурсов на ЭВМ, до получе­

ния окончательного результата нам неизвестно, сбалансирована 
она или нет. Однако, если существует подозрение, что задача 
может оказаться несбалансированной, то имеет смысл сразу же 
так составить математическую модель, чтобы она учитывала 
возможную недостачу ресурсов. 

2. Если нам желательно минимизировать дополнительные 
ресурсы у,- при получении прибыли от производства и выпуска 
продукции, то целевую функцию следует записать с учетом 
этого условия 

fi=y\+ У2 + ••• Л + - + Ут-* min, 

а условие получения прибыли включить в состав ограничений. 
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Результаты решения подобных задач на ЭВМ позволяют 
промоделировать возможные ситуации и определить, сколько и 
какие ресурсы требуются и каким станет план, если полностью 
изыскать необходимые дополнительные ресурсы. Конечно, ЭВМ 
не может заменить недостающие ресурсы, но она позволяет при 
составлении полной и корректно сформулированной математи­
ческой модели показать, что необходимо осуществить, чтобы 
выполнить несбалансированный план. Польза от такого анализа 
несомненна в любых ситуациях. 

В общем преодолеть несбалансированность производствен­
ного плана можно или увеличением ресурсов при возможности 
их изыскания, а при невозможности добавления дополнитель­
ных ресурсов путем уменьшения нижнего предела выпуска про­
дукции, или сокращения норм расходов каждого ресурса на вы­
пуск единицы продукции. Если удастся преодолеть несбаланси­
рованность планов за счет увеличения ресурсов или снижения 
выпуска продукции и расхода ресурсов, то план производства 
будет обоснованным, и такие планы нужно выполнять. 

Определение координат вершин области допустимых решений 
(ОДР) в реальных задачах со многими переменными и ограни­
чениями связано с очень большими объемами вычислений. По­
этому для аналитического решения задач линейного профамми-
рования разработан специальный алгоритм направленного пере­
бора вершин, называемый симплекс-методом, с переходом от 
одной вершины к другой в направлении, при котором значение 
целевой функции от вершины к вершине улучшается. Определе-
йие значения целевой функции и переменных в одной вершине 
считается и т е р а ц и е й . Число итераций зависит от числа 
искомых переменных и в реальных задачах может измеряться 
сотнями. Вручную с помощью симплекс-метода можно решать 
задачи, Содержащие не более десяти переменных. В реальных 
ситуациях без ЭВМ и прикладных профамм вычислений поиск 
оптимального решения практически невозможен. 

Так как оптимальное решение задачи линейного профамми-
рования соответствует вершине ОДР, то можно сформулировать 
следующие выводы: 

,1) если оптимальным решением являются координаты вер­
шин ОДР, то сколько вершин имеет ОДР, столько оптимальных 
решений может иметь задача; 

2) чем больше существует офаничений в модели задачи, тем 
больше будет число вершин и, следовательно, число оптималь­
ных решений; 
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3) введение дополнительных ограничений никогда не улуч­
шает оптимального решения (этот вывод особенно важен для 
практики планирования: если мы хотим улучшить принятую це­
левую функцию, т. е. результат работы, мы должны стремиться к 
тому, чтобы иметь как можно меньше ограничений). 

2.3. Методы многопараметрической оптимизации 
в процессах планирования, управления 
и принятия решений 

Любой вид производства или сферу деятельности можно оха­
рактеризовать двумя основными параметрами: объемом выпуска 
продукции Об, определяемым различными показателями (валовой, 
реализованной, чистой нормативной продукцией и др. или про­
сто в рублях) и ее качеством К. При анализе производственно-
хозяйственных ситуаций часто принимают, что объем выпуска 
продукции измеряется стоимостными показателями (руб.), а ка­
чество выпускаемой продукции —трудоемкостью (чел.-ч). На 
практике обычно стремятся к увеличению как выпуска продук­
ции, так и к повышению ее качества, т. е. переходят к решению 
многопараметрических задач. 

Для решения подобных задач обычно применяется метод по­
следовательных уступок, суть которого заключается в том, что 
один из оптимизируемых параметров принимается в качестве 
целевой функции, а для других задаются некоторые предельные 
значения граничных условий. Задачи решаются обычно с при­
влечением ЭВМ в нескольких вариантах, отличаюшихся друг от 
друга предельно задаваемыми значениями. Результаты решения 
подобных задач при разных вариантах исходных условий, значе­
ниях объемов и уровня качества продукции позволяют сформу­
лировать следующие выводы: 

1. В задачах многопараметрической оптимизации, как и в за­
дачах распределения ресурсов, возможны две постановки: 
а) максимизация объемов при обеспечении качества не ниже 
заданного значения; б) максимизация качества при обеспечении 
объемов не меньше заданного значения. В общем виде эти по­
становки задач можно записать следующим образом: 
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Первая постановка 06 = Д/Гз): Вторая постановка К = J{06^: 

п 
06 = ^ с / XJ - * т а х ; 

У = 1 

п 

л 

/1 

dj^XjuDjI J = ln; j = \,m. dj ixju Dj; j = 1,я; У = hm. 

Применяя метод последовательных уступок, можно удовле­
творять желания ЛПР, устанавливая строгие зависимости объема 
выпуска продукции от ее качества, и наоборот, и на их основе 
выбирать взаимосвязанные оптимальные значения параметров 
Об и К. Обобщая вышеприведенные модели на любое число оп­
тимизируемых параметров, можно решать задачу максимизации 
по L параметрам, при этом один из них следует принимать в 
качестве целевой функции, а остальные (Z-—1) параметров пере­
водить в разряд ограничений. 

2. В ряде ситуаций при использовании методов многопара­
метрической оптимизации исходят из относительной важности, 
или значимости, каждого оптимизируемого параметра, при этом 
наиболее часто пользуются назначением коэффициентов .веса, 
определяемых обычно с помощью методов экспертных оценок с 
непосредственным назначением коэффициентов веса, оценкой 
важности параметров в баллах, парных соотношений, поиском 
компромиссного решения при многопараметрической оптимиза­
ции (между оптимизируемыми параметрами и формированием 
специальной целевой функции) с отысканием компромиссной 
целевой функции и применением многоцелевого программирова­
ния, подробно рассмотренных, например, в [16,78,82,128—130]. 

В реальных ситуациях принятие оптимального решения час­
то связывается с выбором наилучшего варианта из множества 
допустимых или имеющихся в наличии. Трудность такого выбо­
ра обусловливается не числом вариантов, а тем, что ЛПР часто 
не может сформулировать, в каком смысле вариант должен быть 
лучшим (по быстродействию, стоимости, надежности, качеству 
и т. п.). Обычно цель принятия оптимального решения состоит 
в определении совокупности значений параметров, обеспечи-
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вающих принятой целевой функции оптимальное в определен­
ном смысле значение из всех возможных: при максимизации 
целевая функция приобретает максимально возможное значение 
(max / ) . Если же стоит задача выбора вариантов, то после при­
нятия некоторого критерия А} выбирается тот вариант, для кото­
рого значение Л̂  является максимальным лишь из всех сравнивае­
мых вариантов, т. е. max К = max {К/}, где / — номер варианта. 

При этом нет оснований утверждать, что лучший из выбранных 
вариантов является действительно оптимальным, т. е. лучшим из всех 
возможных. Более того, обычно получается, что max К< шах К 

Пример 2.1. Пусть требуется из четырех вариантов системы, харак­
теризуемой параметрами: производительностью Q (шт./мин) и стоимо­
стью С (руб.), приведенными в табл. 2.3, выбрать наилучший вариант 
по интегральному критерию, характеризующему обобщенные свойства 
кажцого варианта системы. 

Таблица 2.3. Исходные данные для выбора лучшего варианпш системы 

Параметры 
системы 

Q, шт./мин 
Сруб. 

Ситуации 

1 
2 
3 

Варианты системы 
1 2 
20 30 

100 400 

3 
60 

500 

Таблица 2.4. Решение гримера при п^ех случаях 

Весовые 
коэффициенты 

О] ^2 ^ 

1 0 0,33 
0,5 0,5 0,666 
0 1 -0,2 

Варианты системы 

2 3 
0,5 1 

-0,15 0 
-0,8 -1,0 

4 
50 

200 

/ 

4 
0,83 
0,22 

-0,4 

Р е ш е н и е . Аналогично свойству компромиссной целевой функ­
ции выбранный интегральный критерий должен обеспечивать опера­
ции с параметрами различной размерности, включая нормирование 
по некоторому заданному значению и учет относительной важности 
каждого параметра с помощью коэффициентов веса. Улучшение же­
лательных параметров должно увеличивать значение критерия, а 
рост нежелательных параметров — снижать его значение. В качестве 
критерия, удовлетворяющего приведенным требованиям, принимается 
зависимость, аналогичная компромиссной целевой функции, которая 
для данной рассматриваемой задачи может быть записана следующим 
образом: 
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A:/=fli-G/Q„-fl2-C/C„, (2.5) 
где fli, 02— коэффициенты веса; Q„, С„ — нормирующие значения 
производительности Q и стоимости С системы {минус перед вторым 
членом показывает, что рост стоимости снижает значение критерия). 

Таким образом, зависимостью (2.5) обеспечивается увеличение кри­
терия при повышении производительности и уменьшении стоимости 
сравниваемых вариантов. Следовательно, лучшим является вариант, для 
которого значение К будет наибольшим, т. е. 

max К= max Щ, К^, Аз, А'4). 
Для определения критерия в качестве нормирующих значений при­

нимаем: Q„ = Qmax ~ 60; Сн = С̂ ах = 500. При этом зависимость приоб­
ретает вид: Kj = fli • Gj/60 —Oj' Ci/500 (относительную важность пара­
метров оценим коэффициентами веса). 

Определим значения критерия А, для трех основных ситуаций, при 
которых: а) важна лишь производительность (при этом Oi = 1, «2 ~ 0); 
б) производительность и стоимость одинаково важны (при этом О] = 
=0,5, fl2 ~ 0,5); в) важна лишь стоимость (при этом О] = О, 02 = 1). 

Значения критерия К/, применимые к выделенным ситуациям и че­
тырем сравниваемым вариантам системы, приведены в табл.2.4, откуда 
следует, что наибольшее значение критерия зависит не только от пара­
метров вариантов, но и от принятых коэффициентов веса. Для ситуации 
1 лучшим оказывается вариант 3, для ситуации 2 — вариант /, для си­
туации 3 — вариант 1 (вариант 2 в каждой из трех рассмотренных си­
туаций будет худшим). 

Таким образом, вариант, выбранный как лучший, является им 
лишь в смысле принятого критерия при заданных нормирующих зна­
чениях параметров и назначенных коэффициентах веса. При измене­
нии критерия, значений нормирующих элементов или коэффициентов 
веса лучшими могут оказаться совершенно другие варианты. 

2.4. Задачи линейного программирования в оперативном 
управлении производством и принятии решений 

Так как любое предприятие функционирует в организаци-
оннно-деловой среде, оперативно решая сложные повседневные 
проблемы в соответствии с поставленными целями и возникаю­
щими ситуациями, связанными с бесперебойным обеспечением 
ресурсами производственного процесса, то задачи, присущие 
динамике оперативного управления производством, решаются 
обычно на основе математических моделей, аналогичных рас-
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сматриваемым ранее для целей оптимального планирования. 
Проиллюстрируем это на следующем примере [78,82]. 

Пример 2.2. Пусть предприятием выпускается продукция четырех 
видов 111—П4 с использованием для этого ресурсов, виды и нормы рас­
хода по которым, а также уровень получаемой от их реализации прибы­
ли приведены в табл. 2.5. Необходимо получить вариант оптимального 
плана производства по критерию максимума прибыли. 

Р е ш е н и е . Нам уже известно, что математическую модель дан­
ной задачи можно записать в следующем виде: 

F = 60x1 + 70x2 + 120x3 + 130x4 -»• max; 
x\ + xi + хг + хцй 16; 
6x1 + 5x2 + 4x3 + 3x4^110; [ (2.6) 
4x1 + 6x2 + 10x3 + 13x4^100; 
х;^0; 7=М. 

Таблица 2.5. Исходные данные задачи плана производства 
Элемент модели 

Ресурсы: 
трудовые 
сырье 
оборудование 

Прибыль с едини­
цы продукции 
плана 
План 

П1 

1 
6 
4 

60 
Xl 

Вид продукции 
П2 

1 
5 
6 

70 
^2 

пз 

1 
4 

10 

120 
Хз 

П4 

1 
3 

13 

130 
Х4 

Располагаемый 
ресурс 

16 
ПО 
100 

— 
— 

При решении данной системы неравенств на ЭВМ получен сле­
дующий оптимальный план производства видов продукции: х.* = 10; 
Х2* = 0; Хз* = 4, при этом величина прибыли составляет F- 1320. 

В процессе производства постоянно возникает множество вопросов 
по результативности оперативного управления. Например, нас интере­
сует, чего можно достичь, если: а) 6 человек из 16 работающих отвлечь 
на другие работы; б) поставку ресурсов снизить на 15%; в) увеличить 
производительность оборудования на 15%, и как это отразится на 
структурном сдвиге в выпуске продукции и др. 

Известен ряд идей, способов и приемов поиска альтернатив и на­
хождения оптимального решения из множества допустимых на основе 
аналитического решения задачи линейного программирования. 

Типовые приемы нахождения допустимых и оптимального вари­
антов. Пусть в результате составления математической модели 
задачи нами получена система неравенств: 
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а\\Х\ + аиХ2+---+ аыХп^ b\; 

а2\Х\ +а22Х2 + ---+а2пХп ^ Ь2\ 

ат\ XI + 0 , и 2 Х 2 + - - - + а,anХп ^ Ьт \ 

Xj^O; j = \,n. 

(2.7) 

Переменные х\, xi,.-., х„ называются основными. 
Если от системы неравенств (2.7) перейти к системе уравне­

ний, то в каждое неравенство необходимо добавить по одной 
дополнительной переменной yi, i = 1, /и. Тогда получим сле­
дующее: 

аиХ] + апХ2 + --- + аь,х„ + У\ = Ь\\ 
а2\Х\ + а22Х2+---+ а2пХп + У2 = 1>2', 

ат\х\ + ai„2X2 + --- + а,„„ х„ + У,„ = Ь,,, • 

(2.8) 

В системе (2.6) общее число переменных N = п + т, тле п — 
число основных переменных, т —число дополнительных пере­
менных. Все множество переменных подразделяется на основ­
ные и дополнительные или на базисные и свободные 
{свободными переменными называют переменные, равные нулю). 
Известно, что и переменных в допустимом рещении должны 
равняться нулю (хотя по количеству они совпадают с основны­
ми, но из этого не следует, что все основные переменные рав­
няются нулю). Если из общего числа (и + т) переменных сво­
бодными являются п переменных, то т переменных являются 
базисными (или неравными нулю). Тогда можно сказать, что 
целью решения задачи линейного программирования является нахо­
ждение базисных и свободных переменных. 

Поясним это на решении примера 2.2, исходные данные ко­
торого приведены в табл. 2.6. В мateмaтичecкyю модель этой 
задачи (2.6), в ограничения системы введем дополнительные пе­
ременные У1, У2, Уз и запишем ограничения в виде уравнений: 

F = 60x1 + 70x2 + 120x3 + 130x4 -> max; 
xi + Х2 + хз + Х4 + У] = 16; 
6х1 + 5х2 + 4хз + Зх4 + .У2 = 110; \ (2-9) 
4x1 + 6x2 + 10jC3 + 13x4 + Уз = 100/ 
XjiO; J = l l ; yiiiO; 1 = 1/3. 
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Перепишем систему уравнений (2.9) в следующем виде: 
/• = О - (-60x1 - 70;с2 - 120x3 - 130x4) -^ max; 
J'l = 16-(xi + X2 + X3 + X4); 
У2 = 110-(6x1 + 5x2 + 4x3+ 3x4); \ (2.10) 
>'з = 100 - (4х, + 6x2 + 10x3 + 13x4); 
XJ > 0. 

Систему (2.10) можно представить в виде симплекс-таблицы 
(табл. 2.6), составляемой следующим образом: целевую функцию 
и базисные переменные, находящиеся в уравнениях слева, за­
пишем в первый столбец таблицы; свободные переменные, за­
ключенные в скобки, вынесем в верхнюю строку таблицы, а в 
остальные столбцы запишем свободные члены и коэффициенты 
перед свободными переменными (симплекс-таблица служит ос­
новой для решения задач линейного программирования). В этой 
таблице переменные, являющиеся свободными (в данном случае 
Х1-Х4), по условию равны нулю. Так как свободные переменные 
равны нулю, то из системы (2.10) следует, что базисные пере­
менные У1-У2, а также целевая функция /"равны свободным чле­
нам, т. е. j'l = 16, У2 = 110, Уз = 100, / = 0 . 

Таблица 2.6. Симплекс-таблица для примера 2.2 

Величина 

F 
Базисные переменные: 

• У\ 
Уг 
Уг 

Свободный 
член 

0 

16 
ПО 
100 

^1 
-60 

1 
6 
4 

Вид продукции 
Х2 

-70 

1 
5 
6 

хз 
-120 

1 
4 
10 

Х4 

-130 

1 
3 
13 

Для задачи линейного программирования, записанной в виде 
симплекс-таблицы, можно сформулировать признаки допусти­
мого и оптимального решений. Решение является допустимым, 
если в симплекс-таблице в столбце свободных членов все значе­
ния, относящиеся к базисным переменным, являются неотрица­
тельными; оптимальное решение связано с минимумом или с 
максимумом целевой функции F, определяется по двум призна­
кам: а) целевая функция имеет минимальное значение, если ре­
шение является допустимым (т. е. свободные члены являются 
неотрицательными) и все элементы в строке целевой функции 
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(свободный член при этом не учитывается) являются отрица­
тельными; б) целевая функция при этом равняется свободному 
члену. Таким образом, по виду табл. 2.6 можно сделать вывод, 
что нами получено оптимальное решение для случая минимиза­
ции целевой функции. 

Если вернуться к системе (2.6), то можно заметить, что в ней 
максимизируется целевая функция по прибыли. Решение же, 
полученное в табл. 2.6, соответствует минимизации прибыли 
(действительно, если xi = Х2 = хз = л:4 = О, значит, никакая про­
дукция не выпускается и прибыль F = 0). Дополнительные пе­
ременные У1—уз, показывающие объем неиспользованного ре­
сурса, соответственно составляют 16, ПО, 100 (действительно, 
если ничего не выпускается, то и не расходуются ресурсы, т. е. 
неиспользованные ресурсы оказываются равными их первона­
чальным значениям). Следовательно, данные в табл. 2.6 соответ­
ствуют такой вершине области допустимых решений, где целе­
вая функция приобретает минимальное значение. 

Признак максимизации целевой функции формулируется сле­
дующим образом: целевая функция имеет максимальное значе­
ние, если решение является допустимым и все элементы в стро­
ке целевой функции (свободный член не рассматривается) яв­
ляются положительными. Так как табл. 2.6 не удовлетворяет 
данному признаку, то необходимо перейти к другой вершине. 
Переход от одной вершины к другой производится по довольно 
сложному алгоритму симплекс-метода, заключающемуся в обме­
не переменными. Каждый переход от одной вершины к другой, 
называемый итерацией, состоит в том, что базисная переменная 
приравнивается к нулю (т. е. переходит в свободную), а одна 
свободная переменная переводится в базисную. На каждой ите­
рации проверяется условие выполнимости признаков допусти­
мого и оптимального решений (подобная процедура длится до 
тех пор, пока не будут удовлетворены оба признака). 

Применительно к нашей задаче симплекс-таблица, получен­
ная после второй итерации, приобретет вид табл. 2.7, из которой 
видно, что в столбце свободных членов все элементы положи­
тельные, следовательно, решение является допустимым. В стро­
ке целевой функции все элементы также положительные, следо­
вательно, это решение является оптимальным при максимиза­
ции целевой функции. При этом оптимальным планам являются 
Х|* = 10, хз = 6 (они являются базисными); хг* = Х4*= О (они яв­
ляются свободными). При этом целевая функция F= 1320 (этот 
результат решения задачи получен при решении на ЭВМ). Од-
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нако с помощью симплекс-таблицы можно не только найти от­
вет, но и узнать еще множество полезных сведений и приемов, 
которые можно использовать для целей анализа и возможных 
вариантов ведения производства. 

Таблица 2.7. Симплекс-таблица после второй итерации 

Величина 

F 
Х\ 

Уг 
хз 

Свободный 
член 
1320. 

10 
26 
6 

У\ 
20 
5/3 

-22/3 
-2/3 

Вид продукции 
Х2 
10 
2/3 

-1/3 
1/3 

Л 
10 

-1/6 
1/3 
1/6 

Х4 
20 

-1/2 
0 

3/2 

Так, например, из табл. 2.7 следует, что свободные перемен­
ные У1 = .Уз = О, а базисная переменная У2 = 26, что означает ра­
венство нулю в оптимальном плане резервов трудовых ресурсов 
и оборудования (данные ресурсы используются в производстве 
полностью). Вместе с тем резерв ресурсов сырья составляет 
У2 = 26, что свидетельствует об его излишках (эти полезные све­
дения можно легко почерпнуть из симплекс-таблицы, и этим 
они не ограничиваются). Такова вкратце идея симплекс-метода. 

Понятие о двойственности решений. Как известно, каждой ис­
ходной задаче линейного профаммирования соответствует двой­
ственная задача. Правила записи двойственной задачи рассмот­
рим на следующем примере. 

Пример 2.3. Пусть задана следующая исходная модель задачи: 
/• = 4 дс| + 5 Х2 + 9 хз -* max; 
xi + Х2 + 2x3 ^ 16; (а) ^ 
7x1 + 5x2 + 3x3^25. (б) 

(2.11) 

Для того чтобы записать двойственную задачу, необходимо 
знать следующие приемы. 

1. Каждому /-му офаничению исходной задачи соответствует 
переменная двойственной задачи, называемая двойственной пе­
ременной, обозначаемая Zj. В системе (2.11) офаничению (а) со­
ответствует переменная z\, а офаничению (б) — переменная zi-

2. Каждой переменной исходной задачи соответствует офа-
ничение двойственной задачи; так как в системе (2.11) имеется 
три переменных xj—хз, то двойственная задача также должна 
иметь три офаничения. 
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3. Матрица коэффициентов при двойственных переменных 
в ограничениях двойственной задачи является транспонирован­
ной матрицей коэффициентов при переменных, состоящих в 
ограничениях. Так как в нашей исходной задаче (2.11) имеется 
два ограничения, то матрица их коэффициентов У4 и ее транс­
понированный аналог А^ (столбцы превращаются в ряды) име­
ют вид: 

А = 
1 1 2 
75 3 /1' = 

1 7 
1 5 
23 

4. Если в исходной задаче офаничения имеют знаки нера­
венств типа меньше (^), то в двойственной они изменяются на 
противоположные типа больше (s). 

5. Правые части ограничений в двойственной задаче равня­
ются коэффициентам при переменных в исходной задаче, а ко­
эффициенты при двойственных переменных в целевой функции 
двойственной задачи равняются правым частям ограничений 
исходной задачи. 

6. Максимизация целевой функции исходной задачи заменя­
ется минимизацией целевой функции двойственной задачи. 

Таким образом, для исходной модели задачи (2.11) двойст­
венную задачу можно записать следующим образом: 

Zi + 7 2 2 ^ 4 ; 
1̂ + 5 2 2 ^ 5 ; 

2zi + 3 ^ 2 ^ 9 ; 
Zi ^ 0; / = 1, 2. 

(2.12) 

В общем виде исходную задачу и соответствующую ей двой­
ственную задачу можно записать следующим образом: 

F = "^cjxj -> max; 
л 

^Oj/xj й br, 

xj ^ 0; / = l,m; i = l,n, 

Fa = E6,Z/->min; 
1=1 

(=1 

Z/^O; / = l,m. 
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Важным свойством двойственной задачи является то, что 
max F =• min F^, при этом 

m 

тдО(. F = YjbiZi- (2.13) 

Двойственная переменная ц выступает коэффициентом при 
bi и, следовательно, определяет зависимость целевой функции от 
изменения ресурсов ft, на единицу. 

Таким образом, двойственная переменная оценивает влияние 
изменения каждого вида ресурса на целевую функцию (в связи с 
этим двойственные переменные часто называют двойственными 
оценками, при этом существенно, что для нахождения двойст­
венных оценок не требуется решать двойственную задачу). 

Значения двойственных оценок уже получены в симплекс-
таблице оптимального решения исходной задачи (см. табл. 2.7). 
Узнать значение двойственных оценок можно следующим обра­
зом. Если некоторый /-Й ресурс используется не полностью, то 
дополнительная переменная в офаничении для данного ресурса 
больше нуля. В анализируемом примере таким ресурсом высту­
пает сырье, так как 2̂ ~ ПО и его резерв у2 = 26 (если сырья 
было бы не 110, а 112, то резерв равнялся бы не 26, а 28, при 
этом увеличения целевой функции не произошло бы). Следова­
тельно, для второго ограничения Z2 - 0. 

Таким образом, если по определенному ресурсу имеется ре­
зерв, то дополнительная переменная является базисной, а двой­
ственная оценка такой переменной равняется нулю. В рассмат­
риваемом примере трудовые ресурсы и оборудование использо­
ваны полностью, поэтому их дополнительные переменные рав­
ны нулю. В табл. 2.7 у\ и уз являются свободными переменны­
ми, значит, у\ = У2 = 0. Если ресурс используется полностью, то 
его изменение (увеличение или уменьшение) повлияет на объем 
выпускаемой продукции и в конечном счете на целевую функ­
цию: целевая функция увеличится или уменьшится на размер 
двойственной оценки. А значение двойственной оценки нахо­
дится по симплекс-таблице (см. табл. 2.7) на пересечении стро­
ки целевой функции со столбцом данного дополнительного пе­
ременного (так, для трудовых ресурсов при ^i = О двойственная 
оценка î = 20, а для оборудования при у^ = О двойственная 
оценка гз = Ю). 

Значения дополнительных переменных и двойственных оценок 
из табл.2.7 перенесем для наглядности в табл. 2.8, откуда видно, что 
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при росте трудовых ресурсов на единицу целевая функция возрастет 
на 20 единиц, достигнув значения F= 1340 (1320 + 20 = 1340), а 
при их уменьшении /"=1300(1320—20= 1300). Аналогично 
рост оборудования на единицу вызовет увеличение целевой 
функции на 10 {F = 1320 + 10 = 1330), а при его снижении на 
единицу F = 1310 (1320 - 1 0 = 1310). 

Таблица 2.8. Значения дополнительных переменных z 

Ресурсы Дополнительная Двойственная 
переменная оценка 

Трудовые >'| = О Z| = 20 
Сырье j'2 = 26 ?2 ~ О 
Оборудование Уз ~ О 1г.= Ю 

Анализ ситуаций отклонения ресурсов. При оперативном 
управлении особенно важно принимать верные решения в си­
туациях отклонения ресурсов от первоначально запланирован­
ных. Рассмотрим эти вопросы на условиях примера 2.2. 

Прежде всего появившееся отклонение следует включать в 
модель задачи. Начнем с отклонений для сырья. Допустим, от­
клонение в поставке сырья составляет Д62. Тогда в математиче­
ской модели (2.6) ограничение для сырья имеет вид: вх\ + 5JC2 + 
+4x3 <^ —110 +Аб2. Данное офаничение в системе уравнений 
(2.10) приобретет вид: 

Уг = 110 +Д*2 - (6JCI + 5x2 + ^хз + ЗХ4), 
а в симплекс-таблице отразится это изменение (табл. 2.9). После 
нахождения решения с учетом ^bj получим симплекс-таблицу, от­
личие которой от аналогичной ей табл. 2.7 приведено в табл. 2.10 
(согласно ей в оптимальном решении ДА2 вошло только в сво­
бодный член для j'2 = 26 + Д̂ 12)-

Так как оптимальное решение прежде всего должно быть до­
пустимым, то в симплекс-таблице все свободные члены должны 
быть неотрицательными. В нашем случае решение будет опти­
мальным при условии J2 = 26 + Д/>2 > О (т. е. оно соблюдается, 
если Д г̂ ^—26). Следовательно, уменьшение сырья на 26 еди­
ниц (т. е. на 23,6% от первоначального объема в ПО единиц) не 
скажется на выполнении плана. Тем самьгм получен ответ на 
вопрос: «¥wo будет, если..?» 
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Таблица 2.9. Учет изменений ресурсов табл.2.6 

Величина Свободный член ДС| 
F 0 
У1 16 
У2 ИО+Лбг 
Уз 100 

Таблица 2.10. Изменения двойственных оценок 

Величина Свободный член yi 

Х2 

У2 
F 1320 
X, 10 
Х2 26+Д*2 
хг 6 

При анализе влияния отклонения трудовых ресурсов Abi пер­
вое ограничение в модели (2.6) запишем как: 

JCi + JC2 + ДСз + Х) ^ 16 +АЬ[. 

Соответственно дополнительную переменную определим как 

У1 = 16 +ДЛ, - (jCi + JC2 + Хз + Х4), 

И аналогично изменится свободный член в начальной симплекс-
таблице (см. табл. 2.3). Симплекс-таблица приобретет ввд 
табл. 2.11 (в ней значения в столбце yi те же, что и для основ­
ной задачи в табл. 2.7, к которым при^влены элементы столбца 
У1, умноженные на Ab\). 

Таблица 2.11. Полученная симплекс-таблица 

Величина Свободный член у\^ Xi 

F 
Х\ 
У1 
хг 

1320 + Д*, 
10 + 5/3(Д*,) 
26 -22/3(Д6,) 
6 -2/3(Дг.,) 

20 
5/3 

-22/3 
-2/3 

Анализ данных табл. 2.11 позволяет сделать следующие выводы. 
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1. Требование о сохранении допустимого решения обуслов­
ливает выполнение условия неотрицательности свободных чле­
нов: 

10 + 5/3(Дб,)^0; 
26 - 22 / 3(Д'*,) ̂  0; • (2.14) 
6-2/3(Дй,)^0. 

2. Из решения первого неравенства системы (2.14) находим: 
5/3 (Д6,) > -10; Д*, >-10/5/3; Дй, > -6. 

Аналогичным образом из второго и третьего неравенств на­
ходим: Abi< 3,55; ДА, <9. 

Таким образом, определяем, что диапазон изменения 
Abi составляет -6 <ДА, <> 3,55. 

3. Переходя от приращений ресурсов к их предельным значени­
ям, находим, что min ^i = 16 — 6 = 10; max A| = 16 + 3,55 = 19,55; 
окончательно диапазон изменения ^i составляет 10 < bi < 19,55. 

4. Найденные пределы показывают, каковы могут быть коле­
бания трудовых ресурсов, чтобы структура оптимального плана 
(номенклатура выпускаемой продукции) оставалась стабильной. 
А это означает, что при изменении трудовых ресурсов в найден­
ных пределах оптимальным (обеспечивающим наибольшую при­
быль) является выпуск той же самой продукции (xi и хз), но в 
объеме, составляющем xi = 10 + S/iiAbi); х^ =6 — 2/3(Д*1); при 
этом целевая функция составит F= 1320 + 2ОД61. 

Н а п р и м е р , если шесть человек отвлечь на другие рабо­
ты, то оптимальным планом с учетом Abi = —6 являются сле­
дующие показатели: 

х; = 10 + 5/3 • (-6) = 10 -9,9999996 = 0,0000004 = 0; 
х; = 6 -2/3 • (-6) = 6 + 3,99999 = 9,4; 
F'= 1320+ 20-(-6)= 1200. 

При отвлечении лишь пяти человек на другие работы имеем: 
xN 10 +5 /3 . (-6) = 1,7; 
х; = 6 -2 /3 ( -5 ) = 9,3; • (2.15) 
/'* = 1320 + 20(-5) = 1220. 

Таким образом, уменьшение объема трудовых ресурсов на 
шесть человек, или на 37,5% ((6/16) • 100 = 37,5), приведет к 
ухудшению целевой функции только на 9,09% ((1320-1200) х 
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X100/1320 = 9,9), а на пять человек, или на 31% ((5/16)-100 = 
=31,2), ухудшит значение целевой функции на 7,6% ((1320 — 
-1220) • 100/1320 = 7,575), что совсем не очевидно для любого 
субъекта управления. 

5. Относительно оборудования можно определить, что струк­
тура оптимального плана сохранится в пределах 64 < Ь^ <160; 
при этом останутся верными зависимости, приведенные в 
табл. 2.12 в столбце свободных членов. 

На базе этих зависимостей можно получить ответ на вопрос: 
Сколько необходимо вьтустить продукции для обеспечения максимальной 
прибыли при увеличении числа оборудования на 10 или 15 ед.? 

Таблица 2.12. Зависимости для оборудования 

Величина Свободный член уз 
F 

Xl 
У2 
Xi 

1320 + 10Д*з 
10 - 1/6(Д*з) 
26 + 1/3(Д*з) 

6 + 1/6(Д*з) 

10 
-1/6 

1/3 
1/6 

Используя данные табл. 2.12, при увеличении оборудования на 
10 и 15 единиц соответственно получаем системы: 

x N 10-(1/6) 10 = 8,3;" 
x; = 6 + ( l / 6 ) 1 0 = 7,7; [ (2.16) 
f* = 1320 +10-10 = 1420. 

х; = 10- (1 /6)15 = 7,5; 
х5 = 6 + (1/6).15 = 8,5; 
/•• = 1320+ 10 15 = 1470. 

(2.17) 

6. Без этих расчетов невозможно представить, что при увели­
чении оборудования для обеспечения максимизации прибыли 
выпуск продукции xi целесообразно уменьшить, а продукции 
хз —увеличить. Такое решение можно объяснить следующим: из 
условий задачи (см. табл. 2.5) видно, что прибыль с единицы 
продукции Су = 70, сз = 120, т. е. единица продукции вида ПЗ в 
1,7 раза (120/70 = 1,7) дает большую прибыль по сравнению с 
единицей продукции вида П1. В связи с этим целесообразно 
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предусмотреть перераспределение выпуска продукции, получив 
еще один ответ на вопрос *Что будет, если..?». В целом матема­
тические модели позволяют отвечать на интересующие нас во­
просы без дополнительного решения задачи при использовании 
лишь симплекс-таблицы основной задачи (табл. 2.7). 

7. Полученные предельные значения отклонений ресурсов 
дают возможность установить еще одно очень важное положе­
ние. Так как двойственные оценки отражают влияние на целе­
вую функцию изменения ресурсов на единицу и при этом нами 
определено, что с увеличением трудовых ресурсов на единицу 
целевая функция возрастает на 20, то напрашиваются следую­
щие вопросы: 

а) Увеличится ли целевая функция, например, на 200 при 
росте ресурсов, скажем, на 10 единиц? 

б) В каком интервале изменения ресурсов справедливы най­
денные значения двойственных оценок? 

Анализ показывает, что двойственные оценки сохраняют 
свое значение в том же самом интервале изменения ресурсов, 
при котором сохраняется структура оптимального плана; следо­
вательно, в нашем случае для трудовых ресурсов двойственные 
оценки справедливы при изменении ресурсов в интервале 
10 <Ь[ < 19,55; аналогично анализу влияния ресурсов bi можно 
также установить степень влияния коэффициентов в целевой 
функции Cj, а также норм расхода ресурсов или производитель­
ности труда и оборудования ау. 

В целом наиболее предпочтительной процедурой проведения 
анализа задач на этапах как предварительного планирования, 
так и оперативного управления являются поиск и выбор наибо­
лее приемлемых решений в каждой из складывающихся ситуа­
ций. Создание соответствующего программного обеспечения 
позволит руководителю любого ранга осуществлять моделирова­
ние оптимальных решений в условиях неопределенности исход­
ной информации и риска. 

68 



Глава О 

Усложненные методы математического 
программирования и сетевые модели 
в оптимизации процессов и принятии 
решений 
к числу усложненных методов оптимизации можно отнести ме­
тоды целочисленного и стохастического программирования и 
ряд сетевых моделей. 

Задачи оптимизации, решением которых должны быть целые 
числа, называют задачами целочисленного программирования. 
В том случае, если офаничения и целевая функция задачи пред­
ставляют собой линейные зависимости, задачу называют цело­
численной задачей линейного программирования; если же хотя бы 
одна зависимость является нелинейной, задачу называют цело­
численной задачей нелинейного программирования. 

Рассмотрим специфику решения целочисленных задач линей­
ного профаммирования, или сокращенно, целочисленных задач. 

3.1. Задачи целочисленного программирования 
в управлении производством и принятии решений 

Математическую модель задачи целочисленного профамми­
рования можно записать так: 

(3.1) 

F 

п 

I 
1=1 

dj 
X] 

= Y^CjXj 
У=1 

- • max 

aj • xj ^ bi\ i = 1 

uxjiDj 
(y = l,... 

; У = 1 
k^n) 

(min); 

m; 

n; 
- целые. 
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Система (3.1) с точки зрения зависимостей ничем не отлича­
ется от задачи линейного программирования (2.4) и ей подоб­
ных. Единственное отличие состоит в том, что в ней есть стро­
ка, где Xj (j = l,...,k < п) — целые, которая оказывает сущест­
венное влияние на решение задачи и значительно его усложня­
ет. Число целочисленных переменных к может удовлетворять 
одному из двух вариантов. 

Если к = п, где п —общее число всех переменных, то в отве­
те все переменные должны быть только целыми; в этом случае 
задачу называют полностью целочисленной. Если к < п, т.е. в от­
вете только к переменных должны быть целыми, а остальные в 
заданных граничных условиях могут принимать любые значе­
ния, то задачу называют частично целочисленной. Следует отме­
тить, что для решения задачи все целочисленные переменные 
обязательно должны иметь верхнюю фаницу. 

Решение целочисленных и непрерывных задач оптимизации 
имеет принципиальные различия, суть которых заключается в 
следующем. 

Как следует из гл. 2, непрерывные задачи обычно решаются 
симплекс-методом с построением симплекс-таблиц, при этом 
каждой итерации соответствует своя симплекс-таблица, на осно­
вании ряда признаков по которым можно получить ответы на 
вопросы: имеет ли задача допустимое решение и является ли 
решение на данной итерации допустимым или оптимальным? 
При наличии решения задачу решают до тех пор, пока не вы­
явятся определенные признаки (решение является допустимым, 
если удовлетворяется один признд1к, и оптимальным, если удов­
летворяются оба признака). Для целочисленных задач такие 
признаки отсутствуют, поэтому по задаче нельзя судить о том, 
имеет ли она вообще допустимое решение и является ли полу­
ченное решение оптимальным. Рассмотрим решение целочис­
ленной задачи на следующем примере. 

Цример 3.1. Пусть целочисленная задача имеет математическую модель 
вида (3.1). Необходимо найти ее допусгамые и оптимальное решения: 

F = xi + X2^ max; 
11x1+4,5x2^49,5; 
5х, + 19х2<95; 
Х1,Х2^0 - целые. 

Р е ш е н и е . Решим эту задачу путем построения прямых в от­
резках и выделения области допустимых решений. Требование цело-
численности переменных проявляется в том, что решением задачи мо-
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гут выступать точки, находящиеся на пересечении целочисленных зна­
чений Х] и Xj (оптимальным решением задачи без учета требований це-
лочисленности являются координаты точки А (2,8; 4,3), приведенные в 
табл. 3.1. Однако эти значения Х| и xj в точке А требованиям целочис-
ленности не удовлетворяют, поэтому получить целочисленное решение 
можно путем округления полученных непрерывных значений Округ­
ленные координаты, принадлежащие точке В (3;4), оказываются за пре­
делами области допустимых решений. В точке С (3;3) мы получим до­
пустимое решение. Поэтому остается еще одна точка i)(2;4), являю­
щаяся оптимальным решением задачи {F = 6), но не являющаяся бли­
жайшей к непрерывному оптимальному решению. 

На основании решения рассмотренного примера можно сде­
лать следующие выводы: а) округление оптимальных значений 
переменных в непрерывном решении даже в меньшую сторону 
может привести к недопустимому решению; б) оптимальным 
решением целочисленной задачи может сказаться такое, в кото­
ром значения переменных не являются ближайшими к опти­
мальному решению непрерывной задачи. 

Таблица 3.1. Результаты решения примера 3.1 

Точка оптимального 
решения задачи Х| Х2 F Решение 

А 
В 
С 
D 

2,8 
3 
3 
2 

4,3 
4 
3 
4 

5,14 
— 
3,9 
4,6 

Непрерывное 
Недопустимое 
Допустимое 
Оптимальное 

Таким образом, оказывается, что решение целочисленных 
задач является весьма трудоемкой процедурой, и для нахожде­
ния оптимального решения подобных целочисленных задач ис­
пользуются специальные методы с учетом конечности числа 
возможных решений любой целочисленной задачи. 

Так, например, в задаче с переменными х\ и х^, удовлетво­
ряющими граничным условиям О < Х] < 4; О < хг <5, число 
возможных решений Л'̂  может составить: N = 4 * 5 = 20. При 
этом последовательно переходя от значения к значению, можно 
проанализировать всевозможные сочетания координат х\ и хг, 
проверить, удовлетворяют ли они заданным ограничениям 
(являются ли допустимыми решениями) и выбрать затем из них 
наилучшее в смысле принятой целевой функции. __ 

Подобный метод характеризуется высокой трудоемкостью 
операций перебора при росте числа переменных и расширении 
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(3.3) 

области фаничных условий. Поэтому для решения реальных за­
дач прибегают к эвристическим методам, в которых все множест­
во альтернатив не рассматривается. Наиболее распространен ме­
тод ветвей и границ, применение которого рассмотрим на сле­
дующем примере. 

Пример 3.2. Пусть целочисленная задача имеет математическую мо­
дель вида (3.3). Необходимо найти ее оптимальное решение. 

/̂  = 7x1+ 3x2-* max; 
5x1 + 2x2 S 20; 
8x1 + 4x2^38; 
xi,X2^0 - целые. 

Р е ш е н и е . Решение задачи разобьем на ряд подзадач. Эту за­
дачу без наложения требований целочисленности назовем задачей 1. 
В результате ее решения графическим путем как непрерывной задачи 
найдем оптимальное решение: это —точка А с координатами х { = 1, 
Х2 = 7,5 и fi == 29,5 (верхний индекс у переменных и нижний у целе­
вой функции соответствуют номеру задачи). Однако из полученного 
решения видно, что Х2 = 7,5 не удовлетворяет требованию целочислен­
ности, поэтому для дальнейшего решения составим следующие две за­
дачи {задачи 2 и 3) с граничными условиями, исключающими возмож­
ность получения Х2 = 7,5: 

Задача 2 Задача 3 
F = 7x1 + 2x2 
5x1 + 2x2 S 20; 
8x1 + 4x2^38; 
XI SO; 0 ^ X 2 ^ 7 

max; max; F = 7x1+ 3x2-
5x1 + 2x2 ^ 20; 
8x1 + 4x2^38; 
x i ^ O ; Х2^8. 

Решение непрерывных задач 2 и 5 позволяет получить следующие 
значения: х? = 1,2; х^ = 7; /^ = 29,4; xj = 0,75; х^ = 8; /"з = 29,25. Од­
нако из полученных результатов видно, что в обеих задачах вновь на­
рушается требование целочисленности переменных, из-за чего проце­
дура выделения задач повторяется вновь (задачи 4н 5 —для задачи 2и 
задачи 6и 7-для задачи 3), но с ограничениями на граничные условия 
переменной Xj (рис. 3.1, табл. 3.2). 

В табл. 3.2 приведены результаты решения непрерывной за­
дачи 1 и задач 4—6, удовлетворяющих требованиям целочислен­
ности, из анализа которых следует: 

а) решение задачи 4 наиболее близко к непрерывному по 
значениям переменных, однако оно не является оптимальным; 

б) оптимальным является решение задачи 5, в котором зна­
чения переменных существенно отличны от значений непре­
рывного решения; 

72 



в) округление оптимального рещения непрерывной задачи не 
обеспечивает получения оптимального решения целочисленной 
задачи. 

Х2 й7 

Задача Г. 
Xi°l ; х^=7,5; F=29,5 

X Х2^8 

x^ 

Х , ^ 1 

Задач! 
=1,2; xj=/ 

22: 
'; /-=29,4 

1 

Задача 4: 
х,=1, х^-Т; 

/•=28 

;с,>2 

Задача 5: 
x^—2•, Xj=5; 

/•=29 

Задача 3: 
х,°0,75; л^=8; /^29,25 

х , = 0 

Задача 6: 
Х|=0; Xj=9; 

F=n 

X l ^ l 

Задача Т. 
несов­

местна 

Рис. 3.1. Алгоритм решения гримера 3.2 по методу ветвей и границ 

Таблица 3.2. Результаты решения задачи 

Задача Xl Х2 
1 
4 
5 
6 

7,5 
7 
5 
9 

29,5 
28 
29 
27 

Метод ветвей и фаниц позволяет накладывать требования 
целочисленности на любое число переменных: а) при наложе­
нии его на все переменные, входящие в модель, получают полно­
стью целочисленное решение; б) при наложении его на часть 
переменных — частично целочисленную задачу, которую следует 
также решать с помощью метода ветвей и границ (при этом до­
полнительные требования на фаничные значения непрерывных 
переменных накладывать не следует).Схему расчета задач на ос­
нове метода ветвей и фаниц часто называют принятием решения 
на дереве возможных вариантов. 

Заметим, что к многочисленным процессам, описываемым 
моделями задач целочисленного профаммирования, относятся и 
процессы разнообразного (линейного, объемного, комплектного, 
позаказного и т.п.) раскроя различных материалов — изготовле­
ния штучных заготовок, выкроек одежды, корпусов вагонов, су­
дов, самолетов и др. Раскрой может осуществляться как самой 
ЭВМ, так и человеком, принимающим ряд вариантов раскроя с 
последующим отбором ЭВМ наилучшего из них. Считается, что 
в любой ситуации ЭВМ должна выбирать аналогичные варианты 
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раскроя. Более подробно анализ этих ситуаций, составление ма­
тематических моделей задач данного класса и их решение рас­
смотрены в [78,82 и др.]. 

В целом целочисленные задачи имеют достаточно широкую 
сферу применения, включая раскрой материалов, планирование 
и производство крупных изделий и др. 

Задачи целочисленного программирования с булевыми перемен­
ными. Во многих практических случаях искомые переменные Xj 
принимают не любые целые значения, а лишь одно из двух: либо 
О, либо 1. Такие переменные называют булевыми (чтобы отличать 
их от обычных целочисленных переменных и не писать каждый 
раз Ху[0;1] при их упоминании, будем обозначать их 5,)- С помо­
щью булевых переменных решаются разнообразные по содержа­
нию задачи, связанные с процессами выбора различных вариан­
тов и дискретного программирования. Проанализируем данный 
класс задач более подробно. 

Задачи выбора вариантов. Особенности решения данной зада­
чи проиллюстрируем на решении следуюш1его примера. 

Пример 3.3. Чтобы получить прибыль, нам необходимы материаль­
ные и трудовые ресурсы, при этом возможны четыре варианта расхода 
ресурсов и получения прибыли (табл. 3.3). Требуется определить, какие 
варианты принять для реализации при условии, чтобы общее число 
принятых вариантов к не превышало трех {к < 3). 

Таблица 3.3. Исходные данные примера 3.3 

Показатели Варианты Наличие ресурса 
1 2 3 4~ 

Прибыль 65 80 90 210 — 
Pecypcbj: 

материалы 200 180 240 250 800 
трудовые 10 15 22 28 50 

Таблица 3.4. Ряд условий решения примера 

Вариант решения Логические условия 

Прибыль 
Si 
82 
5з 
54 

Нет 
300 
0 
0 
1 
1 

52 = б4 
290 
0 
1 
0 
1 

8з + 54=1 
235 

1 
1 
1 
0 
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(3.4) 

Р е ш е н и е . Для составления математической модели задачи 
принимаем, чтоу-му варианту соответствует переменная 5у (/ = 1,4 ). 
При этом bj= 1, еслиу-й вариант принимается, и бу = О, еслиу'-й ва­
риант не принимается. Тогда имеем математическую модель вида: 

F = 655, + 80б2 + 908з + 21084 ̂  шах; 
2005, + 18052 + 2405з + 25054 ̂  800; 
105,+ 1552+ 2253 + 2854 ̂ 50; 
5i + 52 + 5з + 54 ^ 3. 

Последняя строка системы (3.4) отражает дополнительное 
требование, что общее число принятых вариантов не превышает 
трех. Результаты решения задачи приведены в первом столбце 
табл. 3.4, откуда видно, что наибольшая прибыль F = 300 полу­
чается, если принимаются варианты 3, 4. С помощью булевых 
переменных можно накладывать дополнительные логические 
условия связи-между вариантами (например, если потребовать, 
чтобы варианты 2 w. 4 принимались только вместе, то данное 
условие можно записать как бг = 64 или в форме записи ограни­
чений, как 52 — 54 = 0; если потребовать выбора только одного из 
вариантов 3 или 4, то это условие можно записать так: 5з + 54 = 1). 
Результаты решения задачи с учетом этих условий сведены так­
же в колонки 2 и 3 табл. 3.4, откуда видно, что введение этих 
логических условий снижает уровень прибыли. 

Переходя к задаче выбора вариантов в общем случае, получим: 

F = Y,cjbj -> max(min); 

я 

/=1 

(а) 

(3.5) 

р < XSy ^ к. 
>=' 

В данной системе ограничение (а) может учитывать самые 
разнообразные условия и требования, например: 

а) «должен», при этом в офаничениях ставится знак равен­
ства; «может»—знак неравенства; 

б) логической функции «И»(«ИЛИ») —делается запись вида: 

У=1 
I5>=1 
7=1 

в) выбор вариантов 1 и 3 —запись вида 5i + 5з ^ 1; 
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г) выбор варианта 1 или 3 («ИЛИ искл.»), т.е. из двух вариан­
тов надо принять любой один —запись вида 5i + 5з = 1; 

д) обозначив 5б —«быть», 5„ б —««е быть», альтернативу 
«быть или не быть» можно записать как 5б + 8„.б = 1 (в этом 
случае есть два допустимых решения: 1) 5б = 1; бн.б = О» что оз­
начает «быть»; 2) бб = 0; 8„.б = 1 — «ие быть»). Так как целевая 
функция еще не сформулирована, то принять верное решение 
пока невозможно. 

Задачи дискретного программирования. В данной ситуации ре­
зультатом решения задачи дискретного профаммирования вы­
ступают только целые, но лишь определенные числа. Поясним 
это на примере. 

Пример 3.4. Допустим, что субъект хозяйствования выпускает ме­
бельные наборы — диваны, кресла и стулья. Требуется определить, 
сколько следует изготовить спинок диванов, подлокотников кресел и 
ножек стульев исходя из объемов требуемых и наличных материальных 
и трудовых ресурсов (табл. 3.5) по критерию максимума общего дохода. 
Необходимо учесть, что готовый выпуск спинок диванов может прини­
мать любое целое значение, подлокотники кресел изготавливают пара­
ми — они должны быть кратными 2, а ножки стульев — 4. 

Р е ш е н и е . С учетом сформулированных требований матема­
тическая модель задачи принимает следующий вид: 

Таблица 3.5. Исходные данные для решения примера 3.4 

Требуемые 
ресурсы 

Цена 
Древесина 
Трудовые ресурсы 

Спинка 
дивана 

20 
10 
2 

Комплектующие 
изделия 

Обозначение 

Подлокотник 
кресла 

6 
5 
7 

комплектующих 

Х2 

Ножка 
стула 

8 
3 
4 

хг 

Количест­
во наличных 

ресурсов 

100 
50 

f = 20x1+ 6>2 +8x3-» 
10x1 + 5x2 + 3x3^100; 
2x1 + 7x2 + 4x3^50; 
О < XI ^10; 0^X2^8; 
0^хз<12. 

max; 

(3.6) 
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При этом наложены дополнительные логические условия: 

Х2 = 2521 + 4522 ••" 6523 "̂  8524; 
хз = 45з, + 85з2 + 125зз, 

где 521 + 522 ••" 523 + 524 = 1; 5з1 + 5з2 + 5зз = 1. 
Эти булевые переменные реализуют условия выпуска ком­

плектующих мебели в кратном заданном количестве 
(применительно к подлокотникам кресел переменная Х2 может 
принимать следующие значения: если в результате рещения 
521 = 1, а остальные 621 = бгз = 524 = О, то Х2 = 2; если 522 = 1> з 
остальные 52i = 52з = 524 = О, то хг = 4 и т.п.). Для учета допол­
нительных условий введены еще семь переменных и четыре ог­
раничения, что привело к росту размерности задачи (если бы 
нам потребовалось определить выпуск комплектующих (спинок, 
подлокотников и ножек) только для одного изделия, то можно 
было бы записать: хг = 2xi; хз = 4х| и не вводить дополнитель­
ных ограничений и булевых переменных, а это —другая задача). 

В результате решения задачи (3.6) на ЭВМ получены сле­
дующие значения: F= 320; Х] = 10; Х2 = 4; хэ = 12; 522 ~ 5зз = 1; 
521 ~ 823 = 524 = 5з] = 5з2 = 0. При этом оказалось, что ресурсы 
избыточны: резерв древесины составил 44, а трудовых ресур­
сов — 4 ед. (такая ситуация характерна для целочисленных за­
дач: ресурс избыточен, но его недостаточно для увеличения вы­
пуска продукции). 

Модель задачи распределения ресурсов с учетом требования 
дискретного значения переменных в общем виде имеет такую 
запись: 

F: 

п 

I 
Xj 

= E Q 5 

OiJ • Xj 2 

k=\ 

bik S Л 

/•-* 

*/, 

5л-

» 

max(min); 

/ = l,m; 

j = Un; 
(3.7) 

где dij, djj,..., d;i^ —дискретные значения, которые может принимать пе­
ременная Xj. 
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Система (3.7) отличается от обычной задачи распределения 
ресурсов, имеющей вид (3.8), тем, что в ней добавлены булевые 
переменные и увеличено число ограничений (при этом под­
тверждается тот вывод, что за удовлетворение дополнительных 
требований приходится платить, и такой платой в данном случае 
оказывается увеличение размерности задачи и ее целочислен-
ность): 

F = Y^CjXj -^ max(miii); 

п 

dj^Xj i Dj. 

(3.8) 

На практике к задачам с булевыми переменными сводится 
множество различных задач, особенно там, где возникает про­
блема выбора наилучшего из набора вариантов. 

В целом задачи с булевыми переменными можно решать: а) 
как обычные задачи целочисленного программирования с при­
менением метода ветвей и границ (при этом на каждую пере­
менную накладываются требования, что они должны быть в 
пределах 5у [0;1] и иметь целые значения — О или 1); б) методом 
полного, или сплошного, перебора. Рассмотрим применение 
метода полного перебора на примере. 

Пример 3.5. Необходимо решить задачу с булевыми переменными, 
описываемую следующей системой: 

/" = 351-252+ 5бз-
5i+ 252-53 ^2; (а) 
5| +452+ 53^4; (б) 
6, + 52 ^ 3; (в) 
5| + 5з ^ 6. (г) 

max; 

(3.9) 

Так как переменные 5], bj, 63 могут принимать значения О или 1 в лю­
бом сочетании, то рассмотрим их всевозможные комбинации (табл. 3.6). 

Алгоритм при полном переборе имеет следующий вид [78,82]: 
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Таблица 3.6. Исходные данные и дополнительные условия 
для решения гримера 3.5 

BapuoHi 

1 
2 
3 
5 
6 

Число 

т Пере 
8, 
0 
1 
0 
0 
1 

Требования 

менные 
5, 8з 
0 0 
0 0 
1 0 
0 1 
0 1 

t 

0) 
0 
1 
2 

-1 
0 

£ 2 

Условия 
(2) 
0 
1 
4 
1 
2 

£ 4 

Таблица 3.7. Рост операций при росте 

переменных п 

3 
5 

10 

Ч и ело 
4 
40 

160 
5120 

(3) 
0 
1 
1 
0 
1 

S 3 

пит 

(4) F 
0 0 
4 3 
0 - 2 
1 5 
5 8 

< 6 max 

ограничений т 
10 
88 

352 
11264 

15 
120 
512 

16384 

1. Заполняются в таблице все возможные варианты сочетаний до­
пустимых значений 5i, 62, 63. 

2. Определяются значения левых частей ограничений (а)—(г) сис­
темы (3.9) и целевой функции. 

3. Исключаются те варианты, у которых не выполняется хотя бы 
одно ограничение (в данном примере ограничение а не удовлетворяется 
в вариантах 4, 7 и 8, которые исключаем из дальнейшего рассмотрения 
как приводящие к недопустимым решениям). 

4. Из оставшихся вариантов принимается тот, в котором целевая 
функция приобретает максимальное значение (в данном примере в ва­
рианте 6 F = 8, при этом он является оптимальным вариантом, имею­
щим характеристики: 5i = 1; бг = 0; 5з = 0; /"= 8). 

5. В общем случае число вычислительных процедур при полном пе­
реборе быстро возрастает (табл. 3.7) и составляет число N = 2''(/я + 1), 
где я —число переменных, т —число ограничений. 

Так, например, анализ примера (3,5) показывает, что из воз­
можных восьми вариантов для каждого из них необходимо вы­
числить четыре ограничения и целевую функцию и в целом вы­
полнить 40 вычислительных операций: 8(4 + 1) = 40. 

Сокращения трудоемкости процедурьу полного перебора 
можно достичь с помощью ряда специальных методов, к числу 
которых относятся методы фильтрующего офаничения, адап­
тивного фильтра, метод Балаша с фильтром и др. 

79 



3.2. Задачи стохастического программирования 
в управлении производством и принятии решений 

Как нам уже известно, значительную долю управленческих 
решений можно рассматривать как решение задач оптимизации, 
выбора, управления и распределения ресурсов, математической 
моделью которых выступает задача линейного профаммирова-
ния, в которой переменные величины ау, Ь/, cj являются строго 
детерминированными при их точных и известных значениях. 

Однако на практике такая определенность существует редко: 
нам часто неизвестны сроки, условия и объемы поставок ресур­
сов и реализации товаров (данные параметры, в свою очередь, 
зависят еще от множества случайных внешних и внутренних 
факторов —вьщеленных фондов, соответствия качества ресурса 
предъявляемым требованиям, своевременности и полноты по­
ставки, уровня оперативности и исполнительности персонала и 
др.), которые физически заранее определить просто невозмож­
но; причем чем больше период планирования или прогнозиро­
вания, тем выше степень неопределенности в однозначной 
оценке возможных значений ресурсов Ь(, норм расхода ау, ко­
эффициентов целевой функции с,. Однако и в этих ситуациях 
необходимо принимать четкие управленческие решения, уметь 
составлять детерминированные планы, оценивать случайные 
(благоприятные и не совсем) ситуации с помощью методов тео­
рии вероятностей. 

Так как случайные величины или процессы описываются ко­
личественными характеристиками (математическим ожиданием, 
дисперсией, средним квадратическим отклонением, коэффици­
ентом вариабельности и др.) или законами распределения, то 
рассмотрим особенности составления математических моделей и 
решения задач оптимизации и распределения ресурсов в услови­
ях неопределенности. 

Задачи оптимизации распределения ресурсов с учетом неопре­
деленности. Так как множество задач принятия решений по 
форме обычно сводится к задачам составления планов, а по со­
держанию — к задачам распределения ресурсов и в условиях ре­
альной жизни величины а,у, А,, с, математической модели задачи 
распределения ресурсов оказываются случайными, то ЛПР вы­
нуждено решать задачи не линейного, а стохастического про­
граммирования (СТП). 
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Так как случайные величины могут определяться как реали­
зациями, так и их количественными характеристиками и зако­
ном распределения, то на этапе п л а н и р о в а н и я , как 
правило, реализации обычно неизвестны и поэтому пользуются 
только характеристиками случайных величин и законами их 
распределения. Составление математической модели начинается 
с рассмотрения целевой функции. Если величины cj, входящие в 
целевую функцию, являются случайными, то задача стохастиче­
ского программирования может быть сформулирована в двух М-
или Р-постановках. 

При Л/-постановке целевая функция, означающая максимизацию 
(минимизацию) математического ожидания, записывается в виде: 

F = M 
;=1 

max(min). 

Если от математического ожидания целевой функции перейти 
к математическим ожиданиям случайных величин Cj, то получим: 

f = i . M[CJ 1 xj -^ max(min). (3.10) 

Таким образом, при Af-nocTanoBKe задачи стохастического 
программирования для ее рещения требуется найти такие значе­
ния искомых переменных xj, при которых математическое ожи­
дание целевой функции имеет оптимальное (максимум или ми­
нимум) значение. 

При /'-постановке задача стохастического профаммирования 
формулируется несколько иначе. Прежде всего должно быть до­
полнительно задано предельно допустимое наихудщее значение 
целевой функции.' При максимизации задается минимально до­
пустимое значение ivnin и требуется выполнение условия 
F> /'mjn. при минимизации задается максимально допустимое 
значение F^^ и нужно выполнить условие F < /"щах-

Суть Р-постановки заключается в том, что необходимо найти та­
кие значения xj, при которых максимизируется вероятность того, что 
целевая функция будет не хуже предельно допустимого значения. 

Целевая функция в Р-постановке задачи СТП имеет вид: 
а) при максимизации 

= Н Есу XJ t РшЛ -> max; (3.11) 
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б) при минимизации 

F = Р ^F„ mm. (3.12) 

Здесь как при минимизации, так и при максимизации целе­
вой функции следует стремиться к максимизации вероятности. 
Но при максимизации целевой функции наименьшее допусти­
мое значение задается как Г^щ, а при минимизации целевой 
функции — как /"max- Поэтому, чтобы при максимизации увели­
чивать значение целевой функции, следует увеличивать значе­
ние Ffnin в (3.11). Аналогично при минимизации целевой функ­
ции следует уменьшать значение /"щах в (3.12). 

Таким образом, целевые функции (3.10)—(3.12) в Af- и Р-поста-
новках задачи СТП принципиально различаются между собой. 

Посмотрим, как учитывается фактор неопределенности при запи­
си ограничений. Так как в офаничения задачи входят величины ац и 
Ь,; ТО учесть случайность этих величин можно, как и для целевой 
функции, в двух вариантах. В первом варианте (Л/-постановке зада­
чи СТП) случайные величины определяются их математическими 
ожиданиями, и офаничения записываются в виде: 

Нац 
У=1 

xj ^ bi. 

где а ij, Ь I — математические ожидания случайных величин <з,у и Л,. 
В этом случае стохастический характер задачи по сути никак 

не учитывается. 
Во втором варианте (/*-постановке задачи СТП) каждое /-е 

офанйчение должно быть записано следующим образом: 

YjOijXj^bi 
7=1 

^g,- (3.13) 

Эта запись означает, что вероятность выполнения каждого 
заданного офаничения 

п 
2 fl/y Xj й bi 

должна быть не менее назначенной величины g,. Задачу, вклю­
чающую условия (3.13), называют задачей с вероятностньши ог­
раничениями. Объединив полученные целевую функцию и офа­
ничения, запишем задачу СТП в двух постановках. 
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Таким образом, при Л/-постановке задача СТП имеет вид: 

F = M max(inin); 

^ii' 

dj < X. ^Dj; J = l,n; i = \,m. 

(3.14) 

При Р-постановке с учетом условий максимизации или ми­
нимизации целевой функции задачи СТП различаются между 
собой. 

Так, при максимизации с учетом целевой функции вида (3.11) 
Р-постановка задачи СТП имеет вид: 

^ = Л Хо'л:; ^ Fmin I -^ max; 

Y^Ofi-xj ^ bi ^gn 

dj <Xj uDj; j = 1,я; '• - \,m, 

(3.15) 

a при минимизации с учетом целевой функции вида (3.12) Р-
постановка задачи СТП имеет вид: 

F = P\'£cj XJ ̂  F„ min; 

YiOy- Xj ^ bi ^gi' 

dj S Xj <. Dj ; j = \,n\ i = \,m. 

(3.16) 

В общем случае задачи (3.14)—(3.16) как в М-, так и в Р-
постановках непосредственно не решаются. Возможным мето­
дом решения этих задач является переход к их детерминирован­
ным эквивалентам, в основе которого лежит использование за­
кона распределения случайных величин. Рассмотрим эти вопро­
сы более подробно. 
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Детерминированный эквивалент для постановок задач СТП. 
Если принять, что случайные величины ау, А,, cj подчиняются 
нормальному закону распределения, то детерминированный экви­
валент целевой функции в Р-постановке можно записать следую­
щим образом: 

а) при максимизации целевой функции 

'"' ' " -> max; 

max. 

^ = \ HcjXj- Fm 

б) при минимизации целевой функции 

F = t max 2.d С J Xj 
y=i 

где Cj,Gj —математическое ожидание и дисперсия случайной величины Cj. 
Данные зависимости достаточно сложны для вычислений и по­

этому обычно неприменимы на практике, поэтому Р-постановка 
задачи СТП далее не рассматривается. 

Детерминированный эквивалент для Л/-постановки задачи 
СТП имеет вид: 

f = Jicjxj -> max(min); 
7 = 1 

л 
Y^ayXj^bi 
y=i 

dj 5 X. <. Dj ; J = l,n; i = l,m, 

'i-Ui^i.Glx'j+vij 
1/2 

(a) 

(6) 

(3.17) 

где cj — математическое ожидание случайной величины с/, щ] . *,•. 
G}j —соответственно математические ожидания и дисперсии случайных 
величин Оу и bj, t^i — значение / в нормальном законе распределения, 
соответствующее заданному уровню вероятности соблюдения ограниче­
ний f,. 

Система (3.17) — основа для анализа принятия оптимальных 
решений в условиях неопределенности. В этой модели перемен­
ные xj входят во второй степени с извлечением из их суммы 
квадратного корня, т.е. ограничения модели являются нелиней­
ными, а для решения нелинейной задачи (3.17) обычно исполь­
зуют метод кусочно-линейной аппроксимации. Обычно решение 
такой задачи СТП сводится к решению задачи линейного про-
фаммирования, но большей размерности, с использованием из­
вестного нам симплекс-метода. 
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Анализ влияния неопределенности на решение задач СТП. 
Проведем анализ особенностей модели (3.17). Для удобства ана­
лиза введем обозначение ц, соответствующее вычитаемому чле­
ну, содержащемуся в ограничении а задачи (3.17): 

, ' /2 
(3.18) Zi=t,{tGlxj+vij 

Тогда детерминированный эквивалент задачи СТП (3.17) 
можно записать следующим образом: 

F = Y^CjXj -> max(min); 
л 

2J О» ̂ i ^ bi ~ t\; 

dj <Xj uDj; J = l,n; i = lm. 

(3.19) 

Сравнение данной системы с задачей линейного профаммиро-
вания для детерминированных величин позволяет сделать выводы. 

1. Детерминированный эквивалент задачи СТП отличается 
от задачи линейного программирования тем, что 

а) выполнен переход от значений детерминированных вели­
чин ау, bi, Cj к математическим ожиданиям случайных величин 
Я/у > bi > Cj J 

б) во всех офаничениях располагаемый ресурс 3,- уменьша­
ется на величину ц (величины ау и bj здесь являются уже слу­
чайными, что приводит фактически к уменьщению располагае­
мого ресурса), т.е. за принятие решений в условиях неопреде­
ленности приходится платить, и подобной «платой» оказывает­
ся необходимость в дополнительном ресурсе Zi, который в ряде 
ситуаций может остаться и неиспользованным, но для гарантии 
выполнения плана иметь его необходимо (в этом суть влияния 
неопределенности на происходящие события, своеобразная пла­
та за риск или сфахование от риска). 

Таким образом, для гарантии выпуска продукции в заданном 
объеме в условиях неопределенности располагаемый ресурс не­
обходимо увеличивать на величину ц. В противном случае может 
оказаться 

п 
Y^Oij-Xj ^ *(, 

что приведет к уменьшению выпуска продукции (следует при­
нимать альтернативу: выпускать тот же о&ьем продукции при 
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большем ресурсе или при прежнем ресурсе изготовлять меньше 
продукции). Это условие составляет величину «платы», равной 
Zi, за принятие решений в условиях неопределенности. 

2. Как видно из выражения (3.18), на величину Zt влияют все 
вероятностные характеристики задачи: tg, — заданная вероят­
ность соблюдения /-ГО офаничения; с? —дисперсия значений 
норм расхода а//, vj —дисперсия ресурсов Ь,-. Увеличение задан­
ного уровня вероятности gf приводит, в свою очередь, к росту 
времени ty, а также к росту с | и К/, что вызывает увеличение 
Zi, а следовательно, при этом растет плата за неопределенность 
(чем продолжительнее плановый период Т, тем больше неопре­
деленность и выше плата за неопределенность Zi)- Данные выво­
ды являются качественной оценкой влияния неопределенности. Для 
уточнения степени, ее влияния полезно осушествить количест­
венную оценку, для чего введем коэффициенты: 

относительное ухудшение р целевой функции 
P = |/ 'o-/1/FolOO%; 

относительное увеличение ^ ресурса (относительная плата за 
неопределенность) 

; = Z, / f i f l rJCy + 2,J-100%, 

где FQ к F— соответственно значения целевой функции при г, = О и в 
задаче СТП. 

3. Приведенные коэффициенты позволяют не только оце­
нить влияние на результат решения задачи величины z/ 
(зависящей, в свою очередь, от многих факторов, характери­
зующих стохастический характер модели), но и исследовать 
влияние на огггимальное решение заданного уровня вероятности 
gj и дисперсии случайных величин Gj. и vj. При анализе влия­
ния величины gi нужно установить, как в зависимости от gi из­
меняется оптимальное решение (нахождение такой закономер­
ности позволит более обоснованно задавать значение gi). При 
анализе дисперсий Gj и v^ следует иметь в виду, что они яв­
ляются величинами, определяющими степень целесообразности 
применения методов стохастического профаммирования: если 
дисперсии существенно влияют на оптимальный план, то их не­
обходимо учитывать; в противном случае можно решать обьиные 
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задачи линейного профаммирования, при этом «существенность» 
в смысле изменения целевой функции при СТП может устано­
вить только сам пользователь, задаваясь допустимым значением 
относительного ухудшения целевой функции р . Поясним эти 
выводы с решением и анализом задачи СТП на относительно 
простом примере. 

Пример 3.6. Пусть имеет место задача распределения двух видов ре­
сурсов для выпуска двух типов продукции. Составить математическую 
модель решения задачи СТП в Л/-постановке. 

Р е ш е н и е . Такую задачу можно записать следующей моделью: 
/̂  = d Х| + С2 Х2 -> max; 
а\\х\ + anxi ^ Ьй 
ai\x\ + аггхг ^ Ьг\ 
d\<X\< D\; di<'Xy<Di, 

(3.20) 

где величины a,j, b,, Cj являются случайными. 
На основании (3.14), применимой к Л/-постановке задачи 

СТП, можно записать: 

F = М[а х\ 4 С2 хг] -* max; 
P{auXi + anX2 ̂  b\) s Ai; 
P(a2iXi + a2iX2 ^ b2) ^ Ai; 
di^ x\i D\; d2^X2^ D2. 

где Д1, Д2 — заданные уровни вероятности соблюдения каждого огра­
ничения. 

Чтобы решить данную задачу, необходимо прежде всего пе­
рейти к ее детерминированному эквиваленту. Согласно модели 
(3.17) детерминированный эквивалент задачи СТП в М-
постановке имеет вид: 

/̂  = cixi + c2^2-^ max; 

auxi + Znxi ^bi- tg^(GWi+Ghx2+yf) ; 

021̂ 1 + 022̂ 2 ̂  62 - tg^[GlixhGW2 + y2) i 
dl ^Xl ^ A ; d2^X2^D2-

Исходные данные, необходимые для решения этой задачи, 
сведены в табл. 3.8 и 3.9. Если задать уровни вероятности 
«1,2 ~ 0»6, для которых tg = 0,25, то после подстановки исходных 
данных получим детерминированный эквивалент задачи СТП: 
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F -5x1 + ^X2-* max; 

10x1 + 15x2 ^ 100 - 0,25(4x?+9x^+8l)' ^ 

20x1 + 14x2 ^ 150 - 0,25(36xf+16x^+120) ; 

2 < XI < 6; 3 < X2 S 9. 

(3.21) 

Результаты решения задачи на ЭВМ для детерминированного 
случая (Zi = 0) при а/ = 0,6 сведены в табл. 3.10. 

Анализ результатов решения задачи (3.21) позволяет сделать 
следующие выводы: 

1) для обеспечения гарантированного (с вероятностью а = 0,6) 
выполнения плана необходим дополнительный объем (примерно 
до 5%) по каждому виду ресурсов; 

2) при отсутствии дополнительных ресурсов целевая функ­
ция может уменьшиться на величину р = 4% из-за возможного 
сокращения выпуска продукции Х2 от 5,3 до 5,04; 

3) подтверждается факт, что в реальных условиях для гаран­
тированного выполнения плана необходимы дополнительные 
ресурсы в размере z,', в противном случае возможно уменьшение 
выпуска продукции. 

Таблица 3.8. Исходные данные примера 3.6 

Величина с d D 

Xi 5 2 6 

Х2 8 3 9 

Таблица 3.9. Коэффициенты ограничений модели задачи 

Случайные величины 

Ограничения QI^ ai^ */ 

fl/ Gj, д , Gi, bi Vi 

1 
2 

10 
20 

2 
6 

15 
14 

3 
4 

100 
150 

9 
120 
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Таблица 3.10. Результаты решения задачи СТП 
Величина 

Xt 
Хг 
F 
Р 
1̂ 
2̂ 

С, 
Са 

ZrO 
2 
5,3 

52.4 
0 
0 
0 
0 
0 

а,= 0,6 
2 
5,04 
50,3 
4 
4,4 
5,8 
4,4 
5.1 

Из анализа влияния на результат решения задачи величин, 
определяющих ее вероятностный характер (заданных уровней 
вероятности а,- и дисперсий G^ и V]), получены результаты, 
приведенные в табл. 3.11, на основе которых можно сделать сле­
дующие выводы: 

а) для повышения заданного уровня вероятности выполне­
ния плана а,- требуется увеличение дополнительных ресурсов ^ 
(для исполнения плана с вероятностью а = 0,987 необходим до­
полнительный ресурс в размере z = 26—33% от используемого 
без учета вероятностных характеристик); 

Таблица 3.11. Влияние ряда величин на результат задачи 

Величина 

Xl 
Х2 

F 
Р 

С2 

0.5 
2 
5.3 

52,4 
0 
0 
0 

Добавочный 
0,6 

2 
5,04 

50.3 
4 
4,4 
5,09 

0,77 
2 
4.51 

46.1 
12 
12,3 
14,8 

ресурс (%) 
0,89 
3,71 
3 

42.6 
18,7 
17,9 
16,5 

при 01,2 

0,96 
3,07 
3 

39,3 
25 
24,3 
23,2 

0,987 
2,16 
3 

34,8 
33,6 
33,3 
26 

б) отсутствие такого увеличения ресурсов может привести к 
ухудшению целевой функции на величину b = 33,6%; 

в) рост величины а^^ отражается на номенклатуре выпускае­
мой продукции (при fli 2 = 0,5—0,77 значение jci сохраняется 
неизменным, а значение xj, уменьшается; при дальнейшем уве­
личении ai,2 = 0,89—0,987 значение xj сохраняется, а х\ сначала 
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скачком возрастает, а затем постепенно уменьшается; несмотря 
на то, что при а = 0,89 значения xi и Х2 изменяются резко, целе­
вая функция F во всем интервале изменения щд уменьшается 
плавно; такой характер влияния на результат решения задачи 
распределения ресурсов оказывают заданные уровни вероятно­
сти и ограничений. 

Из анализа влияния дисперсии ресурсов V,^ на результат ре­
шения задачи, выполненного с использованием коэффициента 
вариации 5 /-го ресурса (5 = Д,- / Ь/, i = 1,2), получены следую­
щие выводы: 

1) результаты решения задачи при заданной вероятности 
^^\Л~ 0,6 для различных значений 51,2 приведены в табл. 3.12, 
откуда следует, что увеличение коэффициента вариабельности 5 
и дисперсии V{^ для обеспечения гарантированного выполнения 
плана обусловливает необходимость в дополнительных ресурсах, 
которые могут остаться неиспользованными; 

2) в условиях неопределенности необходим рост дополни­
тельных ресурсов, составляющий С, = 13—15,8% от объема ис­
пользуемых ресурсов в детерминированных условиях; при отсут­
ствии ресурсов целевая функция уменьшается примерно на 5%; 

3) случайный характер величин, входящих в модель задачи, 
существенно влияет на результаты решения, и пренебрежение 
этим фактором приводит к формированию невыполнимых нере­
альных планов; 

Таблица 3.12. Влияние дисперсии нараультатрешения задачи {о\,2 = 0,6) 

Величина 

Xl 
Х2 
F 
Р 
^. 
^2 

0 
2 
5,08 

50,6 
0 
3,8 
4,3 

0,1 
2 
5,03 

50,2 
0,8 
4,45 
5.4 

Значения 8i;2 
0,2 
2 
4,92 

49,3 
2,6 
6,25 
7,64 

0,3 
2 
4,78 

48,2 
4,7 
8,35 
10,3 

0,4 
2 
4,62 

47,0 
7,1 
10,6 
13,1 

0,5 
2 
4,47 

45,7 
9,7 
13,0 
15,8 

4) хотя рассмотренный пример является частным случаем 
общей задачи СТП, можно выводы, сделанные для примера, 
распространить на все задачи СТП. Принимать серьезные реше­
ния на практике без учета динамичных стохастических условий 
нецелесообразно; 
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5) повышения надежности исполнения планов можно до­
биться организацией работ в два этапа: а) планирования с уче­
том неопределенности и оценкой случайных величин законами 
их распределения; б) периодического уточнения без корректи­
ровки планов на основе конкретных реализаций (фактически 
полученных значений случайных величин); чем чаще уточняют­
ся элементы математической модели по фактическим значени­
ям, тем более реальны и выполнимы планы. 

3.3. Сетевые модели в оптимизации процессов 
и принятии управленческих решений 

Одним из универсальных средств представления информа­
ции о специфике протекания различного рода технических, 
экономических, организационных процессов и функционирова­
ния систем являются графовые модели. Под графом понимают 
совокупность вершин, отображаемых кружочками, точками и 
др., и ребер (дуг), взвешенных каким-либо образом и соеди­
няющих вершины графа. Граф, в котором связь между верши­
нами имеет направление, отображаясь с помощью дуг, называет­
ся сетью. С помощью сетей решаются различные оптимизаци­
онные задачи, связанные с пространственным перемещением 
объектов, временным исполнением работ субъектами и др. 

Рассмотрим некоторые наиболее распространенные на прак­
тике сетевые модели и задачи. 

Задача коммивояжера. В нашей жизни часто встречаются си­
туации, которые связаны с перемещением («из пункта А в пункт 
Б») и разнообразным поведением у-го субъекта или функциони­
рованием /-Г0 объекта. К числу таких задач относится задача 
коммивояжера, связанная с минимизацией пути при посещении 
ряда объектов. 

Для составления математической модели задачи обычно вво­
дят следующие обозначения: / и у — номера пунктов выезда и 
заезца; tij —время переезда из пункта / в пункту (в общем случае 
Uj не равняется у̂, например, если один пункт находится на воз­
вышенности, а другой —в долине). Кроме этого, вводятся буле-
вые переменные, причем принимают, что Ъу = 1, если из пункта 
/ мы едем в пункт J; Ьу = О — в противном случае. Например, 
если из пункта / выехать (въехать) только один раз в каком-то 
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определенном направлении в(из) любой(го) другой(го) пункт(а) J 
из и имеющихся либо оставаться в пункте /, то данное условие 
можно записать так: 

л 

Общая постановка данной задачи, включающей объезд « 
пунктов, записывается в следующем виде: 

л л 

я 

Zs* = 1; у = 1'Я; 
/=1 (3.22) 

£5^ = 1;/ = 1,я; 

8, = [0.>]-
Заметим, что система (3.22) включает условия, являющиеся 

необходимыми, но этого недостаточно. Требование непрерывно­
сти марщрута обеспечивается введением дополнительных пере­
менных, исключающих создание подциклов. 

К задаче коммивояжера сводятся задачи выбора марщрута 
при развозке грузов, последовательности обработки различных 
деталей на одном станке, проектирования технологических про­
цессов и т.д. 

Задача поиска кратчайшего пути. Пусть данная задача форму­
лируется следующим образом: из пункта / в пункт J ведет много 
дорог, на одних из которых движение одностороннее, а на дру­
гих — двустороннее (длина пути между пунктами указывается на 
каждой дуге). Требуется найти кратчайщий путь из пункта / в в 
пункту. 

При составлении математической модели задачи должно со­
блюдаться условие непрерывности марщрута и одноразовости 
посещения пунктов (в каждый пункт должна входить и выходить 
только одна дуга). Это требование выполняется, если соблюда­
ются условия: 

а) для дуг, входящих в пункт, 
р 

где 5/t/ соответствует дуге, выходящей из пункта к и входящей в пункт /; 
5/t, = 1, если дуга k—i входит в маршрут; 5*, = О —в противном случае; 
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б) для дуг, выходящих из пункта, 

где 5j/ соответствует дуге, выходящей из пункта / и входящей в пункт 
J; 8у = 1, если дуга i—j входит в маршрут; 5,у = О — в противном случае. 

Все пункты маршрута подразделяются на начальный, проме­
жуточный и конечный, и для них должно выполняться условие: 

1 — для начального пункта; 
0 — для промежуточного пункта; 
1 — для конечного пункта. 

Если необходимо, чтобы маршрут имел при этом и кратчай­
шую длину, необходимо добавить следующую целевую функцию: 

где Су —длина пути, а суммирование производится по всем дугам. 
Объединяя ограничения и целевую функцию, запишем систему: 

'• J 
mm; 

(3.23) я ( I — для начального пункта; 
zl^ki ~ ZJSjf = О — для промежуточного пункта; 

1 — для конечного пункта. 8j,^ О 

На переменные 5^ здесь достаточно наложить только требова­
ние неотрицательности. Требование же, чтобы 5̂ - = О или 8,у = 1, 
можно не накладывать, так как такая задача из-за офаничений 
обеспечивает получение в решении для 5,̂  только либо нуля, ли­
бо единицы. Таким образом, приведенная система является 
обычной задачей линейного программирования, которую можно 
реализовать без наложения требований целочислеиности. 

Реально существующие длинные маршруты трудно обозри­
мы, сплошной же перебор всевозможных вариантов —весьма 
трудоемкая процедура, поэтому для нахождения кратчайшего 
пути необходимо решение задачи линейного программирования. 
В общем случае характеристика дуги i—J может иметь самый 
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различный смысл: продолжительность, стоимость, трудоемкость 
и т.д. В целом к задаче выбора кратчайшего пути или маршрута 
сводятся самые разнообразные задачи, включая задачу выбора 
оптимального маршрута при разработке технологических про­
цессов. 

Задача о распределении потоков в сетях. Решение этой задачи 
базируется на наличии сети определенной конфигурации, по 
которой транспортируется продукция (нефть, газ и др.). Обычно 
требуется найти оптимальный вариант транспортировки продук­
ции (потока в сети) за определенное время. 

При составлении математической модели такой задачи при­
нимают, что элементы сети (дуги и узлы) имеют характеристики. 
1Сажцая дута i—j характеризуется: су — стоимостью транспорти­
ровки единицы продукции по дуге; Z)̂  — пропускной способно­
стью дуги, в общем случае изменяющейся в пределах 0< Ду< оо 
(отсюда имеем, что Ду = О , если дуга i—j отсутствует, т.е. узлы / 
и j не связаны между собой; Dy = оо, если на пропускную спо­
собность участка i—j не накладывается никаких офаничений). 

В такой сети могут быть узлы трех видов: выпускающие или 
потребляющие продукцию и транзитные. Характеристиками для 
таких узлов являются: а) для выпускающего — А/ (количество 
продукций, выпускаемой узлом / в единицу времени); б) для по­
требляющего — Bj (количество продукции, потребляемой узлом j 
в единицу времени); в) для транзитного узла — A,Bj = 0. 

В общем случае в каждый узел могут входить и выходить по­
токи. Суммарные потоки, соответственно входящие в /-й узел 
(.Увх) или выходящие из него (З^ых), определяются так: 

р I 
^i^a.~ 2.J Хи ! о вых ~ 2u^i'' 

к=1 J=l 

где S^ = 5',ых для транзитного узла. 
Подставив значения У̂вх и S^^x ДЛя транзитного узла, полу­

чим уравнение сохранения потока, или уравнение материального 
баланса: 

к I к I 

Составим уравнения для выпускающего и потребляющего узлов: 
для выпускающего узла: 

р I р ' 

Stx = Ai+2^Xki! Snxx = zl^v> L,Xki -2lxii~~Ai; 
k=\ J=\ t=l J=\ 
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для потребляющего узла: 
р I р J 

•5'вх=2-^*" ^йых-ZjXfj + Bi; Z^xici-^Xfi = Bi • 

Объединяя полученные уравнения для типов узлов, запишем: 

*=1 J=\ 

-Aj —для выпускающего узла; 
О — для транзитного узла; 
В; —для потребляющего узла. 

Пусть в начальном узле / = 1 есть некоторое количество про­
дукции А/, остальные все узлы —транзитные. Составим уравне­
ние баланса для этого случая. 

Так как в начальном узле (/ = 1) входящих дуг нет, то имеем: 

и уравнение выпускающего узла имеет вид: 

2^Xjj = ~ Ai • 
У=1 

в конечном узле (/ = п) выходящих дуг нет, т.е. 

txnj-0, 
тогда в уравнении для потребляющего узла остается, что 

р 
2 ] Хкп - Bi • 
к=\ 

Объединяя уравнения для разных типов узлов, получаем: 

2] xij = Л\ — ДЛЯ начального ума; 

л 

^Хкп = Вп — ДЛЯ конечного узла; 
р I 

T^Xki -zliXii = ^ — для транзитного узла. 
к=\ У=1 

Данные уравнения обеспечивают условие непрерывности рас­
сматриваемого потока, являются офаничениями, выполнение ко­
торых обеспечивает возможность получить допустимые рещения. 

Если мы должны рещить задачу оптимизации потока в сети, 
то необходимо дополнительно сформулировать целевую функ­
цию и фаничные условия. При этом возможны различные по­
становки задачи оптимизации — по минимизации стоимости и 
по максимизации потока. 
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1. Минимизация стоимости: 

Ai = Аз', (3.24) 

(3.25) 

2. Максимизация потока: 

S И,СуХд^Съ\ 

о :£ xij й Оц, 

где с̂ - — стоимость транспортировки единицы продукции по дуге; сум­
мирование проводится по всем дугам; Dy — пропускная способность 
дуги. 

П е р в а я постановка обеспечивает получение потоков в 
сети, которые не превышают по каждой дуге ее пропускной 
способности, а также минимальную стоимость транспортировки, 
в т о р а я постановка — получение максимального потока, 
стоимость транспортировки которого по всем дугам не превы­
шает заданной стоимости Cj. 

Решение задач поиска варианта потока минимальной стои­
мости связано с анализом сети определенной конфигурации, в 
которой каждая дуга характеризуется стоимостью транспорти­
ровки единицы продукции, и требуется найти оптимальный ва­
риант распределения потока в сети по критерию минимума 
стоимости, т.е. определить поток минимальной стоимости. Заме­
тим, что при ограничении пропускной способности какой-либо 
дуги происходит перераспределение потоков, но без увеличения 
стоимости транспортировки. Если одно и то же значение целе­
вой функции получается при различных наборах значений пе­
ременных, то такое решение называют альтернативным. При 
одинаковой стоимости различных путей из узла / в узел у офа-
ничение пропускной способности по дуге (/—у) не вызывает по­
вышения стоимости продукции, которая может продолжать 
транспортироваться по дуге {k—j). Дальнейшее ограничение 
пропускной способности дуги (Л—у) приведет к тому, что про-
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дукция, имеющаяся в начальном узле сети, не будет доставлена 
в конечный узел/ 

Решение задачи поиска максимума потока в сети при огра­
ничении на суммарную стоимость А можно иногда находить 
очень просто: зная, что путь минимальной стоимости проходит 
через все узлы по определенным дугам графа, причем его стои­
мость Cij также известна, можно утверждать, что максимальный 
поток пройдет по тому же пути, а его объем (количество Q) со­
ставит: Q = А/су. 

Пояснение решения этих двух постановок задач на ряде кон­
кретных примеров приведено в [78,82 и др.]. 

В целом задачи распределения потоков на сетях и оптимиза­
ции ресурсов имеют различные модификации. Множество раз­
нообразных по содержанию приложений можно представить в 
виде задач оптимизации, решаемых специальными и более эф­
фективными методами, включая применение специальных паке­
тов прикладных программ, реализующих методы расчета опти­
мальных решений, например, применяя компьютерные средства 
EXCEL-7.0, подробно рассмотренные в [52]. 



Глава 4 

Методы и модели нелинейного 
программирования и их приложения 
4.1. Задачи нелинейного программирования 

в процессах оптимизации ресурсов и принятия 
решений 

Из методов математического программирования наиболее слож­
ными считаются методы нелинейного профаммирования, под­
разделяющиеся (рис. 4.1) по типу оптимумов, задач и методов их 
решения. Дадим ряд определений и пояснений. 

Нелинейное 
программирование 

Оптимум 

Локальный 

Глобальный 

Задачи оптимизации 

Безусловный 

Условный 

Методы решения 

-

L-

Вычислите;;ьные 

Аналитические 

Рис. 4.1. Классификации задач нелинейного программирования 

Как известно, целевая функция Дх) имеет максимум 
(минимум) в точке х*, если в достаточной близости от этой точки 
(в ее окрестности) всем значениям х (как большим, так и мень­
шим X*) соответствуют значения/, меньшие (большие), чем Дх*). 
Максимум и минимум целевой функции объединяются в одно 
понятие экстремум. 

Так как в практических задачах оптимизации каждая пере­
менная Xj не может изменяться от нуля до бесконечности, то для 
них задаются фаничные условия oj ̂  xj < bj, в пределах которых 
может находиться искомое значение Xj и целевая функция при­
обретает наибольшее, наименьшее и экстремальное значения 
(часто наибольшее или наименьшее значения целевой функции. 
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представляя оптимум, отличаются от экстремума и находятся на 
границе). Что касается линейных задач, то для них наибольшее 
или наименьшее значение целевой функции находится только 
на границе. Наибольшее (наименьшее) значение функции на 
фанице не удовлетворяет приведенному выше описанию макси­
мума (минимума). Поэтому наибольшее или наименьшее значе­
ние функции без учета того, где находится такое значение 
(внутри заданного интервала или на его границе), называют не 
экстремумом, а оптимумом (рис. 4.2). Оптимум — более широ­
кое понятие, чем экстремум. Если экстремум есть не у всех 
функций, то в практических задачах оптимум существует всегда, 
причем он может быть как локальным, так и глобальным. 

\ 
^ 
^ S 
> 
^ 

ч. > v̂  / N , ^ > 

N 
s: 
к ч ^ 
S . 

Рис. 4.2. Виды экстремумов и оптимумов функций: 
о— экстремум. • —оптимум 

Заметим, что в большинстве технических и экономических 
задач оптимизации встречаются задачи только с локальными 
оптимумами; если же требуется определить глобальный и ло­
кальные оптимумы, то вместо одной задачи оптимизации при­
дется решать несколько задач. 
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к задачам оптимизации в нелинейном программировании 
относятся задачи безусловной и условной оптимизации. 

Задачами безусловной оптимизации называются такие, в кото­
рых задается лишь одна целевая функция F = /(Xj) -* max (min) 
без указания ограничений и граничных условий (эти задачи но­
сят теоретический характер, так как на практике фаничные ус­
ловия задаются всегда). Поэтому в такого рода задачах при от­
сутствии граничных условий понятия оптимума и экстремума 
совпадают и для нахождения оптимума в них применяют методы 
нахождения экстрюмума. 

Задачами условной оптимизации называются такие, когда, 
кроме целевой функции, в них задаются некоторые дополни­
тельные условия, которые должны быть выполнены. Офаниче-
ния могут быть заданы в виде как уравнений, так и неравенств, 
при этом введение ограничений либо не влияет на оптимум, ли­
бо ухудшает его, подтверждая тем самым вывод, сделанный для 
задач линейного программирования, что введение дополнитель­
ных условий не улучшает оптимального решения, а в ряде слу­
чаев приводит к несовместности. 

Из методов решения задач нелинейного программирования 
выделяются аналитические и вычислительные методы. Так как 
вычислительные методы основываются на аналитических мето­
дах, то рассмотрим их более подробно. 

Аналитические методы решения задач безусловнсм} сттимиза-
цин. Для того чтобы найти экстремум функции одной переменной 
F =/ (х), необходимо выполнить следующий алгоритм: а) найти 
первую производную df/dx; б) приравнять ее нулю; в) решить 
данное уравнение, из которого определить значения х*, при ко­
торых функция имеет экстремум; г) найти вторую производную 
d^f/dx^ и определить знаки этой производной в точке х*: если 
при этом d^f/dx^ < О, то точка х* соответствует максимуму, а ес­
ли d^f/dx^ > О, то точка х* соответствует минимуму. 

Проиллюстрируем работу данного алгоритма на простом 
примере. 

П^1мер 4.1. Требуется определить экстремум для функции от одной 
переменной fj = —Ъс^ + 12Х| - 10. 

Р е ш е н и е . Для наглядности сведем ряд вычислений в табл. 4.1, 
построим график заданной функции (рис. 4.3, а), а затем произведем 
необходимые действия согласно вышеприведенному алгоритму. 

100 



F 
8 
6 
4 
2 
О 

- 2 
- 4 
- 6 
- 8 
-F 

Fi = -2xi + l2xi-\0 
_l / 

- ^ № — 
T Д 

-A- -JL-TYI 3 4 Sfb 7 x, 
V 7 

==?̂=== f2 = 2x1-12x1+ 10 

•) 
3 / -

f̂fl̂ ^̂ "' 
ffl 

») 

""f.W 
6) 

1. Найдем первую произво)аную заданной функции: 
rff,/A = -4x| + 12; 

2. Приравняем первую производную нулю и решим полученное 
уравнение: -4xi + 12 = 0; отсюда получим, что Х| = 3. 

Таким образом, получаем, что экстремум функции находится в точ­
ке с координатой Х|* = 3. 

3. Находим вторую производную заданной функции: 
efif/dx^ = - 4 < О, 

т. е. в найденной точке Xi*= 3 исследуемая функция имеет максимум. 
Если же нам требуется найти 4чгнкиию Fi(x) -* max, то следует ввести 

другую функцию вида F^x) - -Fi(x) и отыскать F^ix) -> min. Таким образом, 
переходя от заданной функции Fi = -2xi^ + 12Х| — Ю к функции F^ = 
—-Fi, т. е. Fj = 2х|^- 12х| + 10, получим ее значения (табл. 4.1, рис. 4.3, а). 

Таблица 4.1. Результаты вычиелаты функции 

Функция Fi (х\) 

Fiixi) 

FiiXi) 

Значения аргумента х 
1 2 3 4 5 
0 6 8 6 0 
0 -6 -8 -6 0 
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Из сравнения функций Fj и /2 следует: а) вместо максимума 
функции F\, равного max F\, появляется минимум функции р2, 
равный min F2, б) значения х* = 3, соответствующие экстрему­
му для обеих функций, одинаковые; в) шах Fi = 8; min /2 ~ ~8. 
Следовательно, имеем, что max Fj = —min /2- Значит, чтобы 
уменьшить число вычислений, необходимо определять только 
минимум функции. 

Если же в задаче требуется определение максимума функции, 
то необходимо: а) перейти от функции Fi к функции F2= —F\; 
б) найти min F2, находящийся в точке х*; в) определить max Fj = 
=—min /2, сохраняя значение х* без изменения. 

Поясним работу этого алгоритма на следующем простом 
примере. 

Пример 4.2. Требуется найти F| = —2(xi -3)^ —1 -> max. 
Р е ш е н и е . Перейдем к функции вида F2 = -F^ = 2(х\ -3)^ + 

+1 -> mill, вид графиков F\ и Fi приведен на рис. 4.3, б. 
Вычислим первую производную функции: dF-Jdx\ = 2 • 2(Х| -3), отхуда 

следует, что х^ = 3. При этом min Fi = 2(3-3)^ + 1 = 1 и max F\ = -min Fi — 
=-1 . 

Отсюда следует, что функция F\ имеет максимум в точке х' = 3, 
при этом max Fx= -1 (с учетом этого свойства в дальнейшем будем 
определять только минимум функции). 

Признак минимума функции одной переменной dFldx\ = О 
запишем в следующей форме: 

[(rf/7fl[x,)']'/̂  = 0, (4.1) 

закончив определение экстремума функций от одной переменной. 
Рассмотрим теперь процесс определения экстремума функций 

от двух переменных на следующем относительно простом примере. 
Пример 4.3. Необходимо найти минимум функции вида: 

F= (л:, -5)2/2 + (X2 -3)2/3 + 4 -^ min, 
график которой приведен на рис. 4.3, в. 

Р е ш е н и е . В этом случае требуется найти частные производные 
по каждой переменной и приравнять их нулю. В результате получим: 

dF/dx^ = 2(xi -5)/2; х,* - 5 = 0; л:,* = 5; 
dF/dx2 = 2(Х2 -3)/3; ^ - 3 = 0; Xj* = 3. 

При этом имеем, что min F= (5 -5)2/2 + (3 -3)2/3 + 4 = 4. 
В общем случае в функциях двух переменных действует сле­

дующий алгоритм: если задана целевая функция F 
F = f{x\,xi) -^ min. 
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то необходимо найти частные производные и решить систему 
дР/дх^ = 0; dF/dx2 = О, 

корни которой и явятся координатами точки минимума функции. 
Для заданной функции из примера этот алгоритм запишем так: 

[(Ф7йх,)2 + (дГ/дх2)Ц'/' = 0. (4.2) 
Записи признака минимума функции одной переменной 

(4.1) является частным случаем условия (4.2), определяющего 
признак минимума функции двух переменных. Данный признак 
в более компактной форме можно записать так: 

t(df/dxj) 
pV2 

= 0. 

Если теперь перейти к функции от п переменных, то ее гра­
фически представить нельзя, но на нее можно распространить те 
выводы, что сделаны для функции двух переменных. Предста­
вим функцию л переменных следующим образом: 

F = f{x\,X2, ...,х„) -»min. 
Данная функция имеет минимум в точке, координаты кото­

рой находятся в результате решения системы уравнений: 
dF/dXi = 0; дР/дх2 = 0; ..., дР/дх„ = 0. (4.3) 

Условие (4.3) по аналогии с (4.2) можно записать следую­
щим образом: 

lidP/dxi)^ + {дР/дх2^ +...+ (а//ах„)2]|/2 = о, 
или более кратко, 

,-|'/2 

Е(а//йХ;) = 0. (4.4) 

Условие (4.4) является признаком минимума функции п пере­
менных. Аналогичные признаки для двух и одной переменных явля­
ются частными случаями признака для любого числа переменных п. 

На этом закончим рассмотрение аналитических методов на­
хождения экстремума в задаче безусловной оптимизации. 

Задачи услошюй оптимизации и методы их решения. Пошаговое 
перемещение человека от подножия горы к ее вершине можно 
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интерпретировать как процесс поиска экстремума функции с 
программной реализацией вьиислительных методов на ЭВМ. 

Известно, что все величины подразделяются на скалярные и 
векторные. Скалярная величина (масса, объем, длина, энергия, 
работа и т. д.) характеризуется одним значением. Векторная вели­
чина, или вектор (скорость, сила, ускорение, напряженность 
электрического и магнитного поля и др.), характеризуется вели­
чиной и направлением. Если известны проекции вектора ОА на 
оси координат 0А\ и OAi в двухмерном пространстве, то нетрудно 
найти его величину (длину, норму или модуль) и направление. 

Вектор ОА в л-мерном пространстве задается вектор-
столбцом, включающим п строк 

04 = 

041 

ОЛг 

0А„ 
а его модуль определяется так: 

ОА = [OAi^ + OAi^ +...+ 0-4„2]'/2. 

Пусть задана функция п переменных F =/{xi, Х2,..., х„), или 
короче F =Лх/). Ее частные производные будут равны df/dxi, 
df/dx2, ..., df/dx„. Из этих частных производных составим век­
тор-столбец, который обозначим ДДдс,): 

df/dxi 

д/Ы= дГ/дХ2 

dfldxn 
Такой вектор-столбец, составляющими которого являются 

частные производные df/dxj, называют градиентом функции /(xj). 
Градиент показывает направление наискорейшего увеличения 
функции. Вектор, противоположный фадиенту, называют ан­
тиградиентом, он показывает направление скорейшего умень­
шения функции. Численной мерой градиента, как и любого век­
тора, является модуль, определяемый 

h-^M = ̂ dfldx)\[dfldx^\-+(dfldxi)^ , 
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или |А/"(Х>)| = 

Обозначим модуль фадиента через 

i (dfldxX 
7 = 1 ^ ' 

П'/2 

(4.5) 

ем = 

-i\n 
i [dfldxi] 

По аналогии с (4.4) можно утверждать, что признаком экс­
тремума является условие 

8„ = 0. (4.6) 
Если при работе с ЭВМ мы получим в некоторой точке зна­

чение модуля, например, ем = 0,00001, то, строго говоря, требо­
вание (4.6) не выполнится, хотя данную точку принять за экс­
тремум можно. Поэтому в практических расчетах задаются неко­
торым малым значением и считают признаком экстремума вы­
полнение условия 

8„<еГ, (4.7) 
т. е. если оптимальное значение целевой функции порядка еди­
ницы, то за допустимое значение можно принять Е5Г" ~ 0.01-
При этом допускаемая ошибка составит менее 1%. 

Для некоторых функций в точке, которую можно на практике 
принять за экстремум, условие (4.7) не выполняется. Поэтому ю из­
бежание увеличения числа шагов при вычислении (для сокращения 
времени поиска экстремума) вводят еще два признака экстремума: 

ZF = \Fk-F,.U^F""; (4.8) 

ex = ZH-^;"']/^>^E^^ (4.9) 
.•=1 

Величина ê - показывает абсолютное значение приращения це­
левой функции на к-и шаге (если это приращение мало, т. е. 
поверхность очень полога, то такую точку можно принять за 
экстремум). Следовательно, выполнение условия (4.8) обеспечи­
вает нахождение экстремума для пологих поверхностей (для го­
ризонтальной плоскости е/- = 0). Условие (4.9) позволяет опре­
делить экстремум для крутых поверхностей (для вертикальной 
плоскости Zx = 0). Допустимые значения ef", ef" так же, как и 
8Й°", при целевой функции, составляющей несколько единиц, 
можно принять 

£ Д О П = ^ДОП = ^ДОП = 0 , 0 1 . 
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Наиболее простая задача условной оптимизации имеет вид: 
f = fi.Xj) -> min; 

oj < xj <. bj, 

т. е. на каждую переменную вводятся граничные условия. Подобная 
задача условной оптимизации решается следующим алгоритмом. 

1. Производится поиск вершины, как в случае безусловной 
оптимизации: если в ходе поиска значение переменной xj на к-й 
итерации выходит на (или за) нижнюю фаницу (т. е. оказывает­
ся Jc/< OJ), ТО В качестве оптимального принимается значение 
Xj*=aj, и поиск продолжается по остальным переменным; ана­
логично осуществляется поиск для верхней фаницы; 

2. Если в ходе поиска получается, что х/ > bj, то принима­
ется х/ = bj. Назначение фаничных условий, если оно не зада­
ется содержанием задачи, должно удовлетворять двум противо­
речивым требованиям: с одной стороны, интервал bj — Oj дол­
жен быть больше, чтобы в нем оказалась искомая вершина, а с 
другой —его желательно иметь не очень большим, чтобы нахо­
ждение вершины не требовало очень большого числа итераций 
(число итераций не только увеличивает продолжительность 
решения задачи, но и приводит к тому, что всегда присутст­
вующие ошибки вычислений становятся соизмеримыми с ис­
комыми величинами, и чтобы выйти из этого противоречия, 
лучше назначить небольшой интервал bj —aj, решить задачу и 
определить, как назначенные фаницы влияют на результат). 

В общем случае задача условной оптимизации имеет вид: 
F = f[xj) -* min; 
g,{xj) = 0; • (4.10) 
aj<Xj<bj. 

Известен ряд достаточно сложных методов решения подоб­
ных задач [1, 2, 16, 78, 84, 129, 130]. Рассмотрим один из таких 
методов, называемый методом штрафных функций, суть которого 
заключается в следующем. От задачи условной оптимизации 
(4.10) переходят к такой задаче, в которой минимизируется но­
вая целевая функция, включающая, кроме заданной целевой 
функции J{Xj), заданные офаничения giixj). Новая целевая функ­
ция записывается следующим образом: 

4xj) = Ах) + ^\gi {Xj)\ -> mill, (4.11) 
где ̂ [gi(Xj)] — штрафная функция. 
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Вводимая штрафная функция 4'[gi (х/)] должна удовлетворять 
следующим требованиям: 

^ISi (Xj)] = О, если Xj находится в области допустимых решений; 

^[Si (Xj)] -* О, если xj находится вне области допустимых решений. 
Штрафная функция может иметь следующий вид: 

т 
4'[g,M=Ml^^(;c,), (4.12) 

1=1 

где М— большое число (например, если ожидаемое оптимальное значение 
целевой функции порядка единиц, то можно принять М= 1000). 

Если Xj находится в области допустимых решений, то выпол­
няются все ограничения и, значит, gj (Xj) = 0. При этом штраф­
ная функция (4.12) равняется нулю, и новая целевая функция 
(4.11) оказывается равной заданной, т. е. 

Ф(̂ у) =f{Xj)-^ min. 
Если Xj не находится в области допустимых решений, то не 

выполняются ограничения, т. е. gj (xj) ^ 0. Значит, g,Hxj) > О, а 
большое число Л/приводит к тому, что в новой целевой функ­
ции (4.11) штрафная функция (4.12) оказывается существенно 
больше заданной целевой функции/(д^). Поэтому в ходе мини­
мизации благодаря большому фадиенту в первую очередь 
уменьшается штрафная функция 4'[g, (х,)], пока она не станет 
равной нулю (т. е. пока значения Xj не войдут в область допус­
тимых решений или пока мы не получим допустимого реше­
ния), а далее начинается процесс минимизации заданной целе­
вой функции, о чем уже упоминалось. 

Пример 4.4. Нужно решить задачу условной оптимизации вида: 
F = Х2 -* min; 

X2 = 2(jci-2) + 1 ; 

(xi-з) +(х2-0,5) ^4 ; 
О < Х| < 4, О < Xj < 3, 

Р е ш е н и е . Первое ограничение представляет собой параболу с 
координатами вершины А (2;1), второе — часть плоскости, находящую­
ся вне окружности радиусом Л = 2, центр которой имеет координаты О 
(3; 0,5). Без наложения второго ограничения минимум находился бы в 
вершине параболы в точке А и имел бы значение /"i = 1. Наложение 
дополнительного условия ухудшило результат. Минимум переместился 
в точку В с координатой х, =1,4. При этом 2̂* ~ ^2~ 1.8, т. е. его зна­
чение ухудшилось. 
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Решение этой задачи методом штрафных функций предусматривает 
следующий алгоритм. 

1. Записывается условие задачи в виде системы (4.10): 
F = х^ -> min; 

jC2-2(jci-2) 

{x,-3f + (x,-
0 < дс, < 4; 0 < 
y,iO. 

-1 = 0; 

- 0 ^ ) ' -
X2<3; 

У\--4 = = 0; 

Чтобы удовлетворить форме выражения (4.10), во втором ограниче­
нии сделан переход от неравенства к уравнению и введена неотрица­
тельная переменная у/ iO. 

2. Составляется новая целевая функция, включающая штрафную 
функцию с числом М= 1000. Тогда получим: 

mm; F = X2 + 100o| х2-2(х , -2) ' -1 ] + [(х,-з) ' + ( х , - 0 ^ ) ' - У , - 4 I 

О 5 X, ^ 4; О S Х2 5 3; 

3. Далее проводится решение полученной системы. 
Рассмотрим решение ряда прикладных проблем потребитель­

ского выбора с иллюстрацией на конкретных примерах и при­
менением наиболее распространенных нелинейных методов оп­
тимизации, в частности, метода Лагранжа с геометрической ин­
терпретацией получаемых результатов. 

4.2. Применение метода Лафанжа для решения задач 
оптимизации на условный экстремум 

Суть метода Лагранжа состоит в построении функции вида 
Цх\, Х2, X) = Дхь хг) + Xg (xj, Х2) от трех переменных Х), хг, X, 
называемой функцией Лафанжа, и в сведении задачи на услов­
ный экстремум в случае двух независимых переменных к задаче 
на абсолютный экстремум функции Дх|, хг, X.) трех независи­
мых переменных Х{, Х2, X. 
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функция Лагранжа Цхи хг, X) представляет собой сумму це­
левой функции (4.13) и функции ограничения (4.14), умножен­
ной на новую независимую переменную X, называемую множи­
телем Лагранжа, входящую обязательно в первой степени: 

/Х], хг) -*• max (ДХ], хг) -» min) (4.13) 
при условии 

«(х„ хг) = 0. (4.14) 
Необходимое условие локального условного экстремума функ­

ции (4.13) при наличии ограничения (4.14) в аналитической фор­
ме имеет следующий вид: пусть функции Дх], хг), ^xj , хг) непре­
рывны и имеют непрерывные частные производные первого по­
рядка по переменным xj и хг; пусть (х?, x j ) —точка условного 
локального экстремума функции (4.13) при наличии ограниче­
ния (4.14) и пусть grad gix° , xl) = 0. Тогда существует единст­
венное число Х*', такое, что (трехмерная) точка (xf , х° , Я.<*) удов­
летворяет следующей системе трех уравнений с тремя неизвест­
ными xi, Х2, X.: 

dL{xi,X2,X)/dxi = 0; 
dL(x\,X2,X) /дx2 = 0; 
дL{x^,X2,X)/дk=0 

(4.15) 

(отметим, что всегда дДх), Xj, Х)/дХ.= g(X|, Х2). 

Иначе говоря, если двумерная точка (xf, х") есть точка ло­
кального экстремума функции (4.13) при наличии ограничения 
(4.15), то трехмерная точка (х", х", Х^) — критическая точка 
функции Лагранжа. Отсюда следует, что для нахождения точек 
(условного) локального экстремума функции (4.13) при наличии 
ограничения (4.14) прежде всего следует найти критические 
точки функции Лагранжа, т. е. найти все решения системы 
уравнений (4.15). Далее критические точки функции Лагранжа 
следует укоротить, удалив из них последние координаты Х^. За­
тем каждую укороченную критическую точку необходимо про­
анализировать, является ли она в действительности точкой 
(условного) локального экстремума функции (4.13) при наличии 
ограничения (4.14) или не является. При этом используют гео­
метрические или содержательные экономические соображения. 
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в некоторых новых задачах на условный экстремум, появ­
ляющихся в экономике, обычно укороченная критическая точка 
функции Лагранжа действительно является точкой условного 
локального (и глобального) экстремума функции (4.13). 

Пример 4.5. Найти экстремум функции у = х\ + х\ при условии, 
что Xi + Х2 — 1 = о, т. е. решить задачу на условный экстремум методом 
Лагранжа. 

Р е ш е н и е . Имеем Ых^, Х2, X) = х] + х\ + \ (Х| + х^ -\), отку­
да следует, что 

dL[x\ ,xi л) / дх\ = 2х\ + "к = 0; 
а1(х1,Х2Д)/<Зх2 = 2х2 + Х = 0; • (4.16) 
dL[xi ,Х2 Д) / Л = XI + Х2 - 1 = 0. 

Из первых двух уравнений получаем, что Xi= Х2, откуда, используя 
третье уравнение, получаем, что х" = х\ =1/2. 

Таким образом, система уравнений (4.16) имеет единственное ре­
шение, т. е. дает единственную критическую точку функции Лагранжа 
(1/2, 1/2, -1) (Х" = —2x1 ~ ~2 • 1/2 = -1). Укороченная критическая 
точка (х? , х") = (1/2; 1/2) есть точка условного локального (также и 
глобального) минимума заданной функции при ее заданном ограниче­
нии, так как непосредственно проверяется, что при (Х], х{) {х\ , х\) 
справедливо неравенство/(Х], X2)>f(x1,x\)= 1/2. 

Если задана общая задача (4.17) с офаничениями (4.18) на 
определение условного экстремума: 

/(Х|,..., х„) -> max (/"(х,,..., х„) -> min) (4.17) 

^|(Х|,...,х„) = 0, 
(4.18) 

g„ (х,,..., х„) = О (обычно т < п), 

то функция Лагранжа имеет вид: 

1(х,,..., х„, X,,..., Х,„) =/(х,,..., х„) + Xigixi,..., х„) +... + X^^ixy,..., х„). 

При этом система (4.16) переписывается в виде системы п + т 
уравнений с п + т неизвестными л:],..., х„, \\,..., Х^. 

Критическая (и + /п)-мерная точка (х°,..., x j , Х?,..., Х°,) 
функции Лагранжа после операции укорачивания приобретает 
вид (jcj*,..., х ° ) и-мерной точки. 
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Если использовать понятие градиента, то условия локального 
экстремума для функции/xj, хг) можно представить в компакт­
ной векторной форме: 

grad/(x,, Х2) + X grad g (х,, хг) = 0. 
Для критической точки (х?, х", Х.") функции Лагранжа имеем: 

grad/(x? ,х1) = -\о grad (х? , xj ), 
что эквивалентно тому, что в точке (х°, х") линии уровней 
/(xf, х5) и О функций Л'̂ ь̂ Х2) и ^Х), хг) соответственно каса­
ются (напомним, что grad (xf, х") = 0). 

Теперь приведем необходимое условие локального условного 
экстремума функции (4.13) при наличии офаничения (4.14) в 
геометрической форме. 

Пусть функции Дх), хг), g(,x\, хг) непрерывны и имеют не­
прерывные частные производные первого порядка по перемен­
ным xi и Х2, пусть (х? , х") — точка условного локального экс­
тремума функции (4.13) при наличии офаничения (4.14) и пусть 
grad/x?, X») = О и grad ^ х ? , X») = 0. 

Тогда grad fix°, x j ) и grad g<xf, x"), выходящие из точки 
(х?, х"), обязательно расположены на одной прямой с противо­
положными направлениями, что эквивалентно тому, что линии 
уровней функций Лх1, хг) и ^xj, Х2), содержащие точку (xf, х"), 
касаются в этой точке (рис. 4.4, я), являющейся точкой услов­
ного локального максимума. Фрагмент карты линий уровня це­
левой функции Дх1, хг) типичен для экономической теории. Од­
нако необходимое условие (в том числе и геометрическое) ло­
кального экстремума функции (4.13) при наличии Офаничения 
(4.14), вообще говоря, не является достаточным, т. е. в случае 
касания в точке (х", х") линий уровня функций Дх), хг) и ̂ хь хг) 
(это эквивалентно расположению на одной прямой фадиентов 
grad Дх?, Xj) и grad ^(х?, х^), исходящих из точки (х?, х")), 
точка (х?, х") может и не являться точкой условного локаль­
ного экстремума функции (4.13) при наличии офаничения (4.14). 
Иллюстрацией этому может служить точка (х?, х") на рис. 4.4, б — 
укороченная критическая точка функции Лафанжа, которая не 
является точкой локального экстремума функции (4.13) 
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grad/(.v?;xS) 
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grad/{x?,xS) 
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a) 
^2 
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grad((xf)' + {x5)') = grad(xf + .v!l - l) ACj " 

• JC, 
0,5 1 1,5 

B) 

Бюджетная прямая 

Линии безразличия 
grad/(xf,*5) 

^ t-V 
L " 

д) p, 

Старая бюджетная линия ^fc ~ влияние замены 
LP , Новая бюджетная линия •дг — влияние дохода 

Компенсированная _ ^ . . 
'Л бюджетная линия АВ - общий эффект 

Кривые безразличия 

Рис. 4.4. Определение экстремумов в задачах потребительского ауюса: 
я — градиент функции у = / ( х " ; xfj и g{x4; х^); б — «укороченная» 

критическая точка; в — поиск условного экстремума; г — линии безраз­
личия; д — график потребительского выбора; е — интерпретация замены 
благ; ж — процесс взаимозаменяемости и компенсационных эффектов 
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при наличии офаничения (4.14), что очевидно из наглядных 
геометрических построений, так как в точках (xi, Х2), располо­
женных на линии g(xi, Х2) = О строго выше точки (х°, xl), 
справедливо неравенство J{x\, хг) < Лх\ , х" )(̂ i < /0). ^ в точках 
(дг], хг), расположенных на линии g(xi, Х2) = О строго ниже точки 
(х°, Х2), справедливо неравенстюДх], хг) >fiX{ , xl) (/2 > 'о)» при­
чем для рис. 4.4,в Х,° = -1/2 (заметим, что фрагмент на рис. 4.4, б 
нетипичен для экономической теории). 

В заключение отметим следующие особенности [1, 82]. 
1. Если в задаче (4.13), (4.14) на условный экстремум ограниче­

ние (4.14) в виде равенства заменить на ограничение ^xi, хг) < О в 
виде неравенства, то мы получаем частный случай задачи мате­
матического программирования: 

y(xi, Хг)-> max (Дх!, хг)-> min) (4.13а) 
при условии 

g{xi,X2)^0. (4.19) 

2. Задача математического профаммирования оказывается 
более общей задачей по сравнению с задачами на абсолютный 
(если исключить все специальные и общие офаничения) и ус­
ловный (если исключить все общие офаничения, а из специ­
альных оставить одно в виде равенства) экстремумы. Однако на 
практике в случае задачи математического профаммирования 
речь идет только о глобальном эксфемуме, а в задачах на абсо­
лютный и условный экстремум — как о глобальном, так и о ло­
кальном эксфемуме. 

3. В экономической теории часто задача математического 
профаммирования сводится к задаче на условный экстремум 
(таковыми являются, к примеру, задачи потребительского выбора, 
или рационального поведения пофебителя на рынке, рассмафи-
ваемые подробно в следующем парафафе и имеющие вид: 

и(х|,Х2)-^тах, 
P,Xi + P2X2^I,' (4.20) 
Xl^O. Х2^0. 

Здесь (xi, Х2) —пофебительский набор (xj, Х2 — число еди­
ниц первого и второго продуктов или благ соответственно); pi, 
Р2 — рыночная цена одной единицы первого и второго продук­
тов; / — доход пофебителя, который он готов пофатить для 
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приобретения продуктов; u(xi, Х2) — функция полезности инди­
вида. 

4. Если геометрически интерпретировать задачу потребитель­
ского выбора, то заштрихованный треугольник на рис. 4.4, д по­
казывает множество потребительских наборов (xj, Х2), доступных 
индивиду на рынке, но только на одном-единственном потреби­
тельском наборе (х?, х") потребитель максимизирует свою 
функцию полезности u(xi, Х2). В точке (дс°, х") бюджетная пря­
мая/^ixi + Р2Х2 = /линия безразличия (см. § 4.3) касаются. 

5. В связи с тем, что pix^ + Р2Х2 = /, оптимальное решение 
(xf, х") ЗМП совпадает с решением (х?, х") следующей (более 
простой) задачи на условный (глобальный) экстремум: 

«(х|, хг) -> шах 
при условии 

PlXi +/>2Х2-/=0. 
Таким образом, задача потребительского выбора может бьггь 

записана в виде как ЗМП, так и задачи на условный экстремум. 
С математической точки зрения это разные задачи, однако они 
имеют одно и то же решение (х?, х") —потребительский набор, 
который максимизирует (глобально) функцию полезности 
M(XI, Х2) и удовлетворяет бюджетному ограничению piXi + Р2Х2 ^1 
как равенству р\х\ + Р2Х°2 = /. На рис. 4.4, г также показаны гра­
диенты функции полезности w(xi, хг) и функции ограничения 
P\Xi + Р2Х2 = / в точке (xf, х"): grad (х?, x j ) и (pi, Р2). Эти гра-
диентьг расположены на одной прямой, проходящей через точку 
(х", х"), что, как уже отмечалось, эквивалентно касанию линии 
безразличия и бюджетной прямой в точке (xf, х°). 

Из сказанного следует, что конкретные задачи рациональ­
ного поведения потребителя на рынке можно решать (к сожале­
нию, не всегда) как задачи на условный экстремум. 

6. Если в ЗМП все функции Дх], хг), gi(xi, хг) gm (xi, хг) 
являются линейными, имеем задачу линейного программирова­
ния, подробно рассмотренную в гл. 2, а если же хотя бы одна из 
приведенньгх функций окажется нелинейной, то имеем задачу 
нелинейного профаммирования. 

Ниже на примере решения задач потребительского выбора 
рассмотрим модели потребительского спроса, особенности 
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влияния компенсационных эффектов на максимизацию функ­
ции полезности. 

4.3. Модели потребительского спроса с учетом функции 
полезности и компенсационных эффектов 

Функция полезности. Задача потребительского выбора. Пусть 
потребитель располагает доходом /, который полностью расходу­
ется им на приобретение благ (продуктов), причем цены благ 
считаются заданными. Учитывая текущие структуру цен, объем 
дохода / и собственные предпочтения, потребитель приобретает 
определенное количество благ. Математическая модель его по­
ведения в этой ситуации называется моделью потребительского 
выбора (ПВ). 

Рассмотрим • сначала простейщую модель ПВ с двумя видами 
благ, что удобно интерпретировать фафически, сохраняя при этом 
принципиальные свойства общей модели. Итак, потребительский 
набор как вектор (Х], хг) состоит из двух благ {х\ — количество еди­
ниц первого блага, Х2 —количество единиц второго блага). 

Выбор каждого потребителя характеризуется отношением пред­
почтения: про каждые два набора он может сказать, что либо один 
из них более желателен, либо они для него равноценны 
(отношение предпочтения транзитивно, т. е. если набор А = (оь ог) 
предпочтительнее набора В = (bi, bi), а набор В предпочтитель­
нее набора С = (С), ci), то набор Л предпочтительнее набора С. 

На множестве потребительских наборов {х\, хг) можно опреде­
лить индивидуальную функцию полезности потребителя и{х\, xi), 
значение которой на потребительском наборе (xj, Х2) соответст­
вует его потребительской оценке по этому набору (потреби­
тельскую оценку u{xi, xj) называют еще уровнем (или степенью) 
удовлетворения потребностей индивида, если он приобретает 
или потребляет данный набор (Х], хг)). Если набор А предпочти­
тельнее набора В, то и{Л) > и(В). 

Функция полезности удовлетворяет следующим свойствам: 
1) рост потребления одного блага при постоянном потребле­

нии другого ведет к росту потребительской оценки. Если 

xf > х| , то u{xj , Х2) > «(х} , хз); 

х1 > Xj , то H(XI, Х2 ) > и(Х|, Х2). 
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Данное свойство вытекает из условия существования первых 
частных производных функции полезности: 

du(xi, X2)Jdx\ = «i' > 0; 5и (х\, x^i/dxi = ui > 0. 
Первые частные производные называют предельньши полезмо-

стями благ, обозначаемых как «i', или M\u(xi, хг), — предельная 
полезность первого блага, а иг', или A/2«(xi, хг), — предельная 
полезность второго блага; 

2) предельная полезность каждого блага уменьшается при 
росте объема его потребления (данное свойство предельной по­
лезности называется законом убывания пределшой полезности и 
вытекает из условия отрицательности вторых частных чистых 
производных): 

а^и/йх? = ui, < О, ^и/дх\ = И22 < 0; 

3) предельная полезность каждого блага увеличивается, если 
растет количество другого блага (благо, количество которого не 
изменяется, оказывается относительно дефицитным, а каждая 
дополнительная его единица приобретает большую ценность и 
может быть потреблена более эффективно). Данное свойство 
справедливо лишь для благ, не являющихся полностью заме­
щаемыми в потреблении, т. е. если 

di^u/dxidxi = u"i2 - const; И^и/дх^дху = и"ц > 0. 

Линия, соединяющая потребительские наборы (xi, хг),-имею­
щие один и тот же уровень удовлетворения потребностей инди­
вида, называется линией безразличия, или линией уровня функции 
полезности. Множество линий безразличия называется картой 
линии безразличия. Линии безразличия, соответствующие разным 
уровням удовлетворения потребностей, не касаются и не пере­
секаются (см. рис.4.4, г, д). Если линия безразличия /д располо­
жена выше и правее («северо-восточнее») линии безразличия /д, 
то гз > Г2. Иначе, чем «северо-восточнее» расположена линия 
безразличия, тем большему уровню удовлетворения потребности 
она соответствует. В целом свойсг-ва 1—3 означают, что линии 
безразличия убывают (являются нисходящими) и строго выпук­
лы к началу координат. 

Рассмотрим фиксированную линию безразличия /„ прису­
щую потребительскому набору (xj, хг) /,. При выполнении ряда 
естественных предположений (непрерывность первых частных 
производных Ml', «2* и «2'= 0) справедливо (рис.4.4, е), что 
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dxjjdxx — —tg9 » — tga = ДХ2 / ДХ| » —«j /«2 . 
Отношение (ДХ2/ЛХ1) показывает, на сколько должен инди­

вид увеличить (уменьшить) потребление в т о р о г о продукта, 
если он уменьшил (увеличил) потребление п е р в о г о про­
дукта на одну единицу без изменения уровня удовлетворения 
своих потребностей. Геометриче<жи этот вывод интерпретируется 
таким о^шом: точют А (xj, хг), В (xj+ Дх|, Х2+ Дхг) принадлежат 
одной и той же линии, безразличия /,. Поэтому дробь —Дхг/ДХ) 
принято называть нормой замены первого блага вторым на по­
требительском наборе (xj, Х2), а производную — dxiJdx\, при­
мерно равную предельному значению —bXiJbxx при Axj -> О, — пре­
дельной нормой замены первого блага вторым. 

Задача потребшпедыжого выбора (задача рационального пове­
дения потребителя на рынке) заключается в выборе такого по­
требительского набора А{х\, х"), который максимизирует его 
функцию полезности при заданном бюджетном ограничении. 
Бюджетное офаничение означает, что денежные расходы на 
продукт не могут превышать денежного дохода: 

где pi и /»2 —рыночные цены одной единицы первого и второго блага 
соответственно, / —доход индивида, предназначенный для приобрете­
ния первого и второго блага (величины />i, />2 и /заданы). 

Формально задача потребительского выбора может иметь 
вид: 

м(х1,Х2)-> max, 
Р\Х\ + P2Xi<I,- (4.21) 
Х\ ^ О, Х2 ^ 0. 

Допустимое множество задачи (т. е. множество наборов благ, 
доступных для потребителя) представляет собой треугольник, 
ограниченный осями координат и бю/щетной прямой (рис. 4.4, д). 
На этом множестве требуется найти точку, принадлежащую кри­
вой безразличия с максимальным уровнем полезности. Поиск 
этой точки можно интерпретировать графически как последова­
тельный переход на линии все более высокого уровня полезно­
сти (вправо-вверх) до тех пор, пока эти линии еще имеют общие 
точки с допустимым множеством. 

Решение задач потребительского выбора и его свойства. Набор 
(х?, х5), являющийся решением задачи потребительского выбо-
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pa, принято называть оптимальным для потребителя, или локаль­
ным рыночным равновесием потребителя. Основным важным 
свойством задачи потребительского выбора является то, что оп­
тимальное решение задачи (х?, х^) сохраняется при любом моно­
тонном преобразовании функции полезности ui(x\, Х2). Так как 
значение и(х°, х") является максимальным на всем допустимом 
множестве, то оно остается таким и после монотонного преоб­
разования функции полезности при сохраняющемся неизмен­
ным бюджетном ограничении (монотонное преобразование воз­
никает при умножении функции полезности на некоторое по­
ложительное число, возведение ее в положительную степень, 
логарифмирование по основанию, большему единицы; заметим, 
что это свойство должно присутствовать у любой функции по­
лезности. 

Как видно из (4.21), задача потребительского выбора являет­
ся задачей нелинейного программирования. Однако, если на ка­
ком-либо потребительском наборе (хь хг) бюджетное офаниче-
ние pixi + P2X2 ^ / выполняется как строгое неравенство, то мы 
можем увеличить потребление какого-либо из продуктов и тем 
самым увеличить функцию полезности. Следовательно, набор 
(х?, xj) , макси\шзирующий функцию полезности, должен обра­
щать бюджетное ограничение в равенство, т. е. p\Xi + р^^ ~ -̂ Гра­
фически это означает, что решение (х?, х") задачи потребительского 
выбора должно лежать на бюджетной прямой (см. рис. 4.4, д), кото­
рую удобнее всего провести через точки пересечения с осями 
координат, где весь доход тратится на один продукт: (0; //рг) и 
(//А; 0). 

Таким образом, решение задачи потребительского выбора 
можно заменить на решение задачи на условный экстремум, для 
решения которой применим метод Лафанжа: 

"(хьхг)- • max, 
РхХ\-^Ргхг^ I, 
XX > о , JC2 ^ 0. 

функция Лафанжа имеет вид: Ux.\, x-i. А,) = м(Х|, хг) + ЪХрхХх + 
+/>2Х2 —1). Найдем ее первые частные производные по перемен­
ным xi, Х2 и X, и приравняем их к нулю: 

дЬ/дхх = Ux — Хр\— 0; 
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dLldx2 = u{ - 'крг = 0; 
dLI&K = p\Xx + p-ix-i -I - 0. 

Исключив из полученной системы трех уравнений с тремя 
неизвестными неизвестную X, получим систему двух уравнений с 
двумя неизвестными х\ и xi. 

U\'/U2 = Р\/РЪ 
Р\Хх + р^2 - f-

Решение (х?, х") этой системы есть «укороченная» критиче­
ская точка функции Лагранжа, которая обязательно является 
решением задачи потребительского выбора (за исключением уг­
ловых решений, которые здесь не рассматриваются). Заменив 
левую часть равенства, получим: u\'{x\, X2)/u2'(xi, хг) = Pi/ft. т. е. 
в точке (xf, х") локального рыночного равновесия индивида 
отношение MI'(^? , xl )/u2'(x°, х\) предельных полезностей 
u\{x°, xl) и М2'(х?, х") благ равно отношению их рыночных 
цен рх и р^: 

и{(хЧ,х\ )/и{{х ?, X»)= р,/р2. (4.22) 
В связи с тем что отношение щ'{хЧ, х" )/u2'ix°, Xj') равно 

предельной норме замены первого блага вторым в точке локаль­
ного рыночного равновесия (х?, х"), из (4.22) следует, что эта 
предельная норма равна отношению рыночных цен pi/p2 на блага. 

Геометрически решение (х?, х") можно интерпретировать 
как точку касания линии безразличия функции полезности 
U[(xi, Х2) с бюджетной прямой pix\ + P2X2 = / (см. рис. 4.4, д). 
Это определяется тем, что отношение dx2/dx\= —U1/U2' показы­
вает тангенс угла наклона линии уровня функции полезности, а 
отношение —р\/р2 представляет тангенс угла наклона бюджетной 
прямой. Так как в точке потребительского выбора (или локаль­
ного рыночного равновесия) они равны, в этой точке происходит 
касание данных двух линий. Из сказанного выше следует, что 

-Дх5/Дх? = р,//»2, (4.22а) 
т. е. отношение (со знаком минус) конечных (относительно не­
больших) изменений {х, X)tsx\ и Дх? объемов благ в локальном 
рыночном равновесии (х?, х\) приближенно равно отношению 
рыночных цен />i и />2 на используемые блага. 

119 



Условие (4.22а) обусловливает примерные оценки отноше­
ния рыночных цен при известных конечных изменениях объе­
мов благ в потребительском наборе, приобретаемом потребите­
лем, причем координаты (дс?, х") решения задачи потребитель­
ского выбора — это функции параметров pi, Р2Н Г. х° = Лр\, pi, 
/)> -̂ 2 ~ ЛРи Л» ^> называемые функциями спроса по первому и 
второму благу. Важным свойством функций спроса является то, 
что их значения инвариантны по отношению к пропорцио­
нальным изменениям цен и дохода (если все цены и доход изме­
нятся в Л-е число раз, величина спроса на продукт останется не­
изменной). 

Пусть неизвестные количества благ равны xi и Х2, а их ры­
ночные цены — Pivi Р2- Тогда можно использовать следующую 
модель: 

i*{xi,X2) = х\Х2-* шах, 
PlXl + Р2Х2^1, 
X|S:0, Х2^0. 

Так как бюджетное ограничение в оптимальной точке (xi°, 
Х2°) ДОЛЖНО выполняться как равенство, и оба блага жизненно 
необходимы (полезность равна нулю, если одно из них отсутст­
вует), то требования неотрицательности переменных тоже вы­
полняются, и решаемая задача математического профаммирова-
ния превращается в классическую задачу на условный экстре­
мум. Записав необходимые условия экстремума (согласно кото­
рым отношения предельных полезностей благ должны равняться 
отношениям их рыночных цен, а бюджетное офаничение вы­
полняется как равенство), получаем систему уравнений: 

V^i = Р1/Р2, PiXi + Р2Х2 = /. 
Первое условие означает, что количества денег, затрачивае­

мые на оба блага, должны быть одинаковыми (xipi = Х2Р2), что 
вьггекает из равенства весов или показателей степени перемен­
ных xi, JC2 в функции полезности: x\pi = Х2Р2 = //2 и функции 
спроса приобретают вид: xi = 0,5I/pi; Х2 = 0,5f/py_. 

Таким образом, расход на каждое благо составляет половину 
общего дохода потребителя, и чтобы найти необходимое количе­
ство каждого блага, следует разделить расходуемую на него сум­
му на его цену. 
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Случай потребительских наборов (xi,..., х„) из я благ прин­
ципиально аналогичен ситуации с двумя благами, но технически 
реализуем несколько сложнее. 

Общая модель потребительского выбора. Рассмотрим свойства 
задачи потребительского выбора с произвольным числом благ и 
целевой функцией общего вида с последующим переходом к не­
которым задачам, включая анализ компенсированного измене­
ния цен. 

Пусть заданы целевая функция предпочтения потребителя 
M(XI, Х2,..., Х„), где х,- — количество /-го блага, вектор цен 
{рЦ - (Рь й . -, Рп) и доход /. Сформулируем следующую задачу: 

и (х) -> max (4.23) 
при условиях 

рх^ I, X г О, 

где X = (х,,..., х„), р = (р,,..., р„), рх = (р,Х| +... + р^„). 
Считаем, что неотрицательность переменных обеспечивается 

свойствами целевой функции и бюджетного офаничения. 
В этом случае можно записать функцию Лафанжа и исследовать 
ее на безусловный экстремум. 

Функция Лафанжа L (х, X) = и (х) + X (рх — I). 
Необходимое условие экстремума состоит в равенстве нулю 

частных производных: 
L/ — и/+ Xpi = О для всех / (/ = 1, я ) 

и 
L'=px- 1=0. 

Отсюда следует, что для всех /, J в точке лР локального ры­
ночного равновесия выполняется равенство: 

и-!/ и] =pj pj, 

получаемое после перенесения вторых слагаемых необходимых 
условий в правую часть и делением /-го равенства нау-е. В точке 
оптимума отношение предельных полезностей любых двух благ 
равно отношению их рыночных цен, поэтому ы// />,- = uj/ pj. 

Таким образом, получаем, что дополнительная полезность, 
приходящаяся на дополнительную единицу денежных затрат, в 
точке оптимума одинакова по всем видам благ (если это все бы­
ло не так, то по крайней мере одну денежную единицу можно 
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было бы перераспределить так, чтобы выросло благосостояние, 
или значение функции полезности, потребителя. Если для неко­
торых /, j благ достигнуто, что «///>,• > uj/pj, то можно попьггать-
ся перераспределить деньги от / к у, увеличив уровень благосос­
тояния потребителя. 

Модель Стоуна. Выведем функцию спроса для конкретной 
функции потребительского предпочтения, называемой функцией 
Стоуна и имеющей следующий вид: 

"W = llixi-ai)" -^ max, 
1=1 ^ ' 

I 

Здесь а, — минимальное необходимое количество /-го блага, 
которое приобретается в любом случае и не является предметом 
выбора. Для того чтобы набор {о,} мог быть полностью приобре­
тен, необходимо, чтобы доход / был больше общего количества 
денег, необходимого для покупки этого набора, т. е. / > 2j>/a,. 
Коэффициенты степени а, > О характеризуют относительную 
«ценность» блага для потребителя. 

При|>авняв нулю частные прои^одные функции Лахранжа по пле­
менным Xj, получаем для всех / (/ = 1, Й ): c,v (x)/(Xi — а̂ ) + Яд-= 
= О, откуда следует, что Х/ = а, —c/v (х)/ Xpi. 

Если к этим условиям добавляется равенство Y,PiXi - / = О, 
выполнение которого эквивалентно равенству нулю частной 
производной функции Лагранжа по переменной /я, то, умножив 
каждое /-е условие на Хр/ и просуммировав их по /, получим: 

S с, v(x), + Х-Х Pi Xi - XY Pi a; = 0. 
Так как в точке оптимума бюджетное офаничение выполняется 

как равенство, то, заменив ^PiXi на /, получим функцию спроса: 

i\f-i:Pjaj\/PiI.c, (4.24) 
V у / у 

Xi = Oi + а 

Эту функцию легко проинтерпретировать и запомнить сле­
дующим образом: сначала приобретается минимально необходи­
мое количество каждого блага а,-; затем рассчитывается сумма 
оставшихся денег, которая распределяется пропорционально 
«весам» важности с,-. Разделив количество денег на цену />,-, полу­
чаем дополнительно приобретаемое сверх обязательного мини­
мума количество /-го блага и добавляем его к а,. 
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Модель Стоуна имеет различные частные случаи: 
1) если все о, = О, а все с,- равны между собой, то получаем 

Xj = I/npi 

(т. е. доход делится на п равных частей и спрос на /-й товар рас­
считывается как частное от деления полученной суммы денег на 
его цену; в данной ситуации спрос растет при росте дохода с 
эластичностью Ех= \ vi уменьшается с ростом цены с Ех= —\. 
Тем самым каждый товар в данной модели является нормаль­
ным и ценным, спрос растет до бесконечности при бесконечном 
росте дохода (в этом смысле каждый товар является как бы 
«предметом роскоши»); 

2) для описания более разнообразных форм поведения спроса 
на различные товары в модель должны входить более сложные 
виды целевой функции предпочтения. Например, при функции 
предпочтения, имеюшей вид и(х\, хг) = х\''Х2'^" ix\ + b —о)~*, где 
а, b — параметры, функция спроса является типичной: 

а) для предметов первой необходимости 
х, =«//(/+*/»,); 

б) для предметов роскоши 
X2=I-{I + Pi{b-a))/{I+bpO. 

Взаимозаменяемость благ и эффекты компенсации. Если 
функция спроса имеет вид х,- = I/np/ (при с,-, не равных между 
собой, Xj = Icj/piYc ) , то спрос на /-й товар не зависит от цены 

J 
на любой у-й товар. Вообще говоря, перекрестные функции', 
спроса от цен характеризуют такие свойства товаров, как взаи­
мозаменяемость и взаимодополняемость. Если при росте цены 
на товар /, при снижении спроса на /-й товар растет спрос на 
товар J, то эти товары взаимозаменяемы. Наоборот, если спрос 
на у-й товар также падает, они взаимодополняемы. Заметим, что 
реальная взаимозаменяемость может искажаться общим сниже­
нием благосостояния при росте цены /-го блага: у-е благо может 
заменять /-е в потреблении, но спрос на него может не расти, 
так как снизилось общее благосостояние потребителя. Для ис­
ключения этого искажения используют понятие компенсирован­
ного изменения цены (такого, которое сопровождается увеличени­
ем дохода потребителя для поддержания прежнего уровня благо­
состояния). Практически компенсированное изменение цены 
изображается фафиком (рис.4.4, ж). 
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Пусть цена первого блага повысилась с р\ до pf, тогда 
бюджетная прямая из положения / перейдет в положение 2. 
Точка А на линии безразличия /^ ,̂ касающейся первоначального 
бюджетного ограничения, будет заменена новой точкой оптиму­
ма В, где новая линия безразличия /̂ ^ касается новой бюджет­
ной прямой. Если мы хотим компенсировать потребителю поте­
рю благосостояния, то увеличим его доход так, чтобы новая 
бюджетная прямая 3 (параллельная линии 2) коснулась в неко­
торой точке С прежней линии безразличия /̂ .̂ Направленный 
отрезок АС показывает «эффект замены» при росте цены, т. е. 
изменения структуры спроса при условии поддержания преж­
него уровня благосостояния. Направленный отрезок ВС отража­
ет «эффект дохода», т. е. изменение потребительского спроса 
при сохранении соотношения цен благ и изменении уровня до­
хода. Общий результат роста цены (при отсутствии компенса­
ции) выражается направленным отрезком АВ. 

Для формального анализа компенсационных эффектов рас­
смотрим ряд примеров. 

Пример 4.7. Пусть целевая функция потребителя зависит от двух 
благ (xi, хг) следующим образом: и(хх, xjt ~ XjjC2 -> max. Пусть цены 
благ равны соответственно 10 и 2, а доход потребителя — 60. Тогда по 
полученной выше формуле функций спроса имеем: 

X, = 60/(2 • 10) = 3; Х2 = 60/(2 • 2) = 15; и* = 45. 
Пусть теперь pi изменяется с 2 до 7. Необходимо определить 

необходимый размер компенсации. 
Р е ш е н и е . Чтобы приобрести оптимальный набор, потребите­

лю необходимо дополнительно (7 -2)-15 = 75 денежных единиц. Од­
нако прежняя структура потребления не будет оптимальной при новых 
ценах, и минимально необходимая компенсация будет меньше чем 75. 
Пусть потребитель получает дополнительно количество денег М Тогда 
при новых ценах его спрос на первое и второе благо равняется: 

xi = (60 + А/)/10 • 2; Х2 = (60 + ЩР • 2. 
Целевая функция XiX2 будет равна (60 + М)^ /10 • 7 • 4, и это выра­

жение должно равняться и = 45. 
Отсюда имеем, что М = 52,25 < 75, т. е. этого недостаточно. 
Пример 4.8. Пусть по-прежнему и(х\, хг) = Х|Х2, цены благ равны 

/>1 и /?2, а доход /. Тогда имеем 

Xi= I/2pi, dXj/dpi = -Illp}; dxjdl = 1/2/?,; dxjdpj - 0. 

124 



Пусть теперь цена />i выросла в г раз (г > 1), и при этом потреби­
тель получает необходимую компенсацию. Новый размер дохода обо­
значим через 1", спрос — через х" и х " . 

Очевидно, что х" = Р*/27Р\; х" = /"/2/ъ, и условие компенсации 
имеет вид. 

откуда получаем: 

Таким офазом, спрос на первый товар в случае с компенсаци­
ей сокращается в (г)''^ раз (а не в г раз, как без нее), а спрос на 
второй товар в {z)^f^ раз вырастет. В случае роста цены второго 
товара ситуация будет полностью симметричной. В целом имеем: 

при i=l,J=2 илиу=1, /=2; индекс сотр означает, что перекрест­
ная частная производная спроса рассчитывается при необходи­
мой ;1ля поддержания прежнего уровня благосостояния компен­
сации дохода. Условие компенсации снимает «эффект дохода», 
оставляя лишь «эффект замены». Это позволяет более точно оп­
ределять понятие взаимозаменяемости и взаимодополняемости 
благ и оценивать эти характеристики. 

Блага / и j называются взаимозаменяемыми, если (оЬсУфу)сотр > О 
или (dxi/dpj)comp > О, и взаимодополняемыми, если (оЬс,/фу)сотр< О 
или (dxi/dpj)comp < 0. 

Расчет частных производных для рассматриваемой задачи в 
ситуации, когда />| возрастет в z раз, показывает следующее: 

ДХ1 = XiZ~^^ —дс,; ДХ2 = z^^X2 —Х2, Ар\ - ZP\ —Pi-

Тогда вычисление частных производных дает следующий ре­
зультат: 

(оЬс,/ф;)ео.„р = lim 1х,(1 - z'Ч/\P^z''\z -I)] = 

= lim -х,/[/,,(г)'/2(1 + г'/2)] = -.х,/>,/2 = -1/Ар\ ; 

(*̂ 2/Ф1)сошр = lim [х2(г'/2-1)//,,г'/2{г-1)] = 

= lim Х2/ \piz"4\ + z"^)] = xJ2p2 = l/Ap^pj. 
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Так как dxj/dpx > О, это свидетельствует о взаимозаменяемо­
сти благ в рассмотренной нами задаче. 

Уравнение Слуцкого. Российским математиком Е.Е. Слуцким 
в 1915 г. открыта следующая зависимость, связывающая дейст­
вия эффектов замены или дохода с результирующим изменени­
ем спроса: 

dxi/ dpj = (dxi/ ф,)сотр - (dXi/ dl) xj. 
Уменьщаемое правой части описывает действие эффекта за­

мены, вычитаемое — действие эффекта дохода, выраженное в тех 
же единицах дохода (множитель xj приводит их к одной размер­
ности). Слева записывается результирующее воздействие на спрос, 
складывающееся из изменения структуры спроса и общего его 
изменения при изменении уровня реального дохода. 

Для ценных товаров величина dxj /dl > О, т. е. спрос растет 
при росте дохода. В этом случае dx/ /dpj < (dXj /фу)сотр- если 
спрос растет, то он растет больще при наличии компенсации, 
если падает — то в меньщей степени. Может оказаться и так, 
что dxj /dpj < О, но (dXi /фу)сотр > 0̂  т. е. товары / и J взаимоза­
меняемы, но представляются взаимодополняемыми без учета 
компенсации. Уравнение Слуцкого может рассматриваться как 
при разных, так и при совпадающих / и j . Если оказывается, что 
dxj/dpj >0 (спрос на товар растет при росте цены), то такие това­
ры называются товарами Гиффина, и отсюда следует, если 
dx,/dl < О, это обязательно малоценный (худший) товар. Напри­
мер, картофель как товар Гиффина удовлетворяет этому усло­
вию, а золото — нет (рост спроса на золото при росте его цены, 
имевщий место в СССР, объясняется скрытой инфляцией и узо­
стью сферы вложения свободных средств населения в тот период). 

Если проверить уравнение Слуцкого для рассмотренной вы­
ше задачи потребительского выбора с функцией полезности 
и{х\, Х2) = xiX2, то получим следующую систему: 

dXi/dpi = -1/2/»? ; dx/dl= 1/2А-; 
dxi/dpi = 0; 

(йЬс|/ф,)соп,р = -//»?/4; 
(йЬСз/фОсотр = /Р,/>2 / 4 . 

Отсюда имеем, что —1/2р,^ = — 1/р,^ —\/2р,' 1/2р, = —\/2р] и 
0 = / /4Р1/?2- (1 /2А-1 /2А) = 0. 
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Таким офазом, условия уравнения Слуцкого (при i = j и iff) 
здесь вьшолнены. Уравнение Слуцкого можно использовать для на­
хождения и расчета эффекта замены и оценки взаимозаменяемости 
или взаимодополняемости благ, т. е. (dxj /<фу)сотр> так как частные 
производные без компенсации рассчитываются значительно легче. 

Если проанализировать подробно эластичности функции 
спроса, то получим следующее. Эластичность спроса по цене Еу 
и доходу Ejj составляет: Еу = dxi/dp/. х,/р/, Ец = dxt/dl: х,//. Для 
функции X/ = ICi/piY,Ci эластичности составляют: Ец = — 1; Еу = О 

j 

(i^tjy, E,j=l. 
Если в функции спроса jc, = х,- (pi, Р2,.; Рп, ^ все цены и до­

ход увеличить в т раз, то спрос х, не изменится. Таким образом, 
X, (тр, ml) = nfixj (р, I) = X, (р, J), т. е. функция спроса является 
однородной нулевой степени. Отсюда, согласно уравнению Эй­
лера должно выполняться следующее равенство: 

1[(йх,/ару)р,.] + [(ах,/дУ)/] = о, 

разделив которое на х„ получим равенство "LEy + Ец = 0. Следо­
вательно, сумма всех эластичностей спроса по ценам и доходам 
должна равняться нулю. 

Покажем, что при наличии двух товаров они обязательно яв­
ляются взаимозаменяемыми, для этого воспользуемся свойством 
{dx/dpj)comp < о и положительностью частных производных функции 
полезности. Предположим, что выросла цена первого товара pi- Так 
как (дх]/др])а)тр < О, то спрос на этот товар при условии компенса­
ции падает. Если бы при этом упал спрос и на второй товар, то мы 
получили бы точку, в которой обоих товаров было бы меньше, чем в 
начальной. Следовательно, в этой точке значение функ1щи полезно­
сти ы(х1, хг) также уменьшится (в условиях компенсации оно равня­
ется начальному). Таким образом, спрос на второй товар при условии 
компенсации должен вырасти (т. е. (сЬсг/фОсотр > 0). второй тов^ 
взаимозаменяем первьш товаром. 

4.4. Задачи автоматизации проектирования объектов, 
оптимизации ресурсов и принятия решений 

До начала выпуска любой продукции, создания или внедре­
ния в производство инноваций требуется осуществить их проек-
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тирование, разработать структуру, техническое, математическое, 
программное и другое обеспечение. Процесс проектирования 
любого объекта с позиций содержания включает принятие ре­
шений и оформление документов, а с позиций формы — 
результаты проектирования, отображаемые в виде чертежей, 
расчетов, конструкторско-технической документации, служащих 
основой превращения проекта в будущую продукцию. Исполь­
зование ЭВМ в составе систем автоматизированного проектиро­
вания (САПР) и автоматизированных рабочих мест (АРМ) ускоря­
ет и повышает качество исполнения проектно-конструкторских 
работ и технической документации, а при наличии гибких про­
изводственных и информационных технологий обеспечивает бы­
стрый переход от идеи к проектированию изделий, технологиче­
ских процессов, организации и оптимизации производства и да­
лее к созданию объекта, опытного образца системы или макета 
изделия. Однако сама по себе автоматизация не улучшает каче­
ства объектов проектирования, и если идея, принципы или ме­
тоды создания изделия не соответствуют мировым стандартам, 
то выпуск документации на ЭВМ на такого рода изделия не 
ул)^шит его качества и эффективности. 

Оптимальное проектирование объектов. Под объектом проек­
тирования могут пониматься как технические, строительные, 
организационные и прочие объекты, так и разнообразные процессы 
функционирования, включая конструкторско-технологические и 
производственно-хозяйственные процессы, а также процессы 
принятия решений. 

Улучшение свойств и характеристик любого объекта проек­
тирования обычно обусловливается его удорожанием и ростом 
затрат. Основой создания средств новой техники являются рас­
четы: технические (инженерные), обеспечивающие правильное 
функционирование, прочность, надежность, качество и многие 
другие свойства; экономические, определяющие стоимость, по­
требность в ресурсах и затраты; технико-экономические, соци­
альные и др., которые выполняются специалистами различного 
профиля и отраслей деятельности (инженерами, экономистами, 
финансистами, психологами, менеджерами, маркетологами и 
др.) в разном числе вариантов, а затем передаются ЛПР для от­
бора наилучшего из рассмотренных по определенному критерию 
с учетом ограничений и фаничных условий с целью принятия 
им окончательного решения. 

Однако нет гарантии, что принятое лучшее из предложенных 
вариантов решение является оптимальным. В оптимизационных 

128 



задачах важным является не столько получение рещения, сколь­
ко проведение анализа решаемой задачи, включая параметриро-
вание, когда одна из заданных величин принимается перемен­
ной и задача решается для различных значений параметрируе-
мой величины с получением фафиков, таблиц, номофамм, ор­
ганично увязывающих технико-экономические параметры между 
собой, что гарантирует успешный исход проектирования. 

Известно, что любой объект проектирования характеризуется 
структурой, определяющей его элементы, или звенья, и связи 
между ними, призванной обеспечивать надежное функциониро­
вание и достижение целей, поставленных перед о&ьектом, и па­
раметрами, характеризующими эти элементы. 

Структуру объекта проектирования можно отображать, напри­
мер, фафовыми или сетевыми моделями; при этом: при непрерыв­
ных процессах функционирования объектов их элементы обьино 
представляются вершинами фафа, а связи между звеньями — 
дугами фафа; при дискретных процессах функционирования объ­
ектов их элементы удобно представлять сетевыми моделями. 

В целом методика оптимального проектирования объектов 
включает этапы сбора исходных данных, составления математи­
ческой модели, решения задачи и ее анализа. 

Сбор исходных данных в задачах оптимального проектирова­
ния объектов связан с исходными данными, включающими: 
а) назначение, структуру, парамефы объекта проектирования; 
б) характеристики отдельных элементов или звеньев; в) зависи­
мость парамефов системы от парамефов звеньев. 

Составление математической модели, как известно, преду-
смафивает указание фех элементов —целевой функции; огра­
ничений; фаничных условий. Ограничения включают как зави­
симости парамефов объектов проектирования от парамефов 
звеньев, так и зависимости между парамефами звеньев и пара-
мефами объекта. Граничные условия, так же как и целевая 
функция, назначаются исходя из постановки задач оптимизации. 
Так как в практических задачах фаничные условия всегда из­
вестны, а целевая функция назначается исходя из поставленной 
задачи и тоже считается известной, то неизвестными обычно 
выступают лишь офаничения, описывающие зависимости между 
переменными в виде g,{Xj) = О и подразделяющиеся по своему 
генезису на теоретические или статистические, устанавливае­
мые, к примеру, путем эксперимента. 

Обычно парамефы объекта проектирования исходя из физи­
ческого содержания и возможностей эксперимента подразделя-
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ются на факторы и отклики. Так как в эксперименте каждому 
фактору необходимо придавать различные значения, то при 
планировании эксперимента определяют: я) число необходимых 
экспериментов, обусловливаемое, как правило, необходимостью 
нахождения функций отклика; б) значения, придаваемые тем 
или иным факторам; в) степень сочетания и придания различ­
ным факторам различных значений. 

Так как в задаче оптимизации для каждой переменной xj, 
измеряемой в определенных натуральных единицах, должны 
быть заданы граничные условия, то для универсальности описа­
ния в планировании эксперимента переходят к относительным 
переменным у, в соответствии с выражением; 

УJ = {xJ-x}^)/{^XJ), (4.25) 

где X," = {Oj + bj)/2 —центральное значение х, (т. е. значение х, в середи­
не интервала; Дху = (А, —aj)/! —половина интервала; й/а,) —верхнее 
(нижнее) значение границы интервала. 

Предположим, что параметр 100 < xj < 200, при этом имеем: 
jc/=(100 + 200)/2= 150; 
Дху = (200-100)/2 = 50 

и относительная переменная уу определяется так: 
Уу = (х,.-150)/50. 

При условии, что Xj = fly (fly —значение на нижней фаНице), 
у/ ^ = [Ду -(fly + Ау)/2]/(6у -fly)/2 = (fly -*y)/(fty -fly) = - 1 . 

При Xj = bj уу̂- •• = I , a в центре интервала уу" = 0. 
Таким образом, согласно (4.25) происходит переход от нату­

ральной переменной xj, принимающей значения в интервале 
fly <Xj <bj, к относительной переменной уу, принимающей значения 
—1 < уу < 1. Имеется и обратный переход: 

Xj = xf + Axjfj. 
С позиции значений, придаваемых каждому фактору, экспе­

рименты могут быть двух-, трех- и многоуровневыми. В двух­
уровневом эксперименте факторам последовательно придаются 
два значения: уу = - 1 , уу = 1, и такой двухуровневый экспери­
мент можно проводить, если функция отклика представляет со­
бой линейную зависимость, трехуровневый эксперимент дает все 
необходимые данные для получения функции отклика второго по-
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рядка, и в нем каждому фактору придаются три значения: уу = ~U 
Y/ ~ 0> Yy "= 1- Многоуровневый эксперимент применяют в тех 
случаях, когда с помощью функций отклика второго порядка 
экспериментальные данные аппроксимировать не удается. 

В каком сочетании следует придавать различным факторам 
различные значения? Число всевозможных сочетаний значений 
двух факторов в двухуровневом эксперименте составляет 4 (2̂  = 4) 
при комбинациях значений {х\, дгг) = {—1, —1; —1, 1; 1, ' -1 ; 1, 1}, 
а в трехуровневом эксперименте 9 (3^ = 9) при комбинациях 
значений {xi, хг) = {-1, —1; —1, 0; О, - 1 ; - 1 , 1; 1, - 1 ; О, 1; 1, 0; 
О, 0; 1, 1} и т. д. Эксперимент, в котором опыты проводят при 
всех возможных сочетаниях факторов, называют полным фактор­
ным экспериментом (ПФЭ). Число опытов ^^ПФЭ В полном фак­
торном эксперименте: 

где S — число уровней; р — число факторов. 
Так как проведение каждого опыта — достаточно трудоемкая 

процедура, то стремятся к минимуму числа опытов путем дроб­
ного факторного эксперимента (при этом стремятся из всех опы­
тов, необходимых при ПФЭ, отдельные сочетания исключаются 
по определенным правилам и опыты при этих сочетаниях не 
проводятся) и путем композиционных планов (при этом за основу 
принимают двухуровневый ПФЭ, добавляя к нему эксперимен­
ты, проводимые на других уровнях — как в центре, так и при 
различных значениях ±а, где а > 1; так как |а|>1 выходит за 
заданные для факторов граничные условия, то эти варианты не 
рассматриваются; к принятому за основу двухуровневому ПФЭ 
добавляют опыты, проводимые только в центре, при уу = 0). 

После составления плана эксперимента следует проведение 
самого эксперимента, получение искомых результатов и их об­
работка. Следует как можно точнее определить тенденцию за­
висимости отклика от факторов без включения в него неиз­
бежных погрешностей. Поиск тенденции зависимости отклика 
от факторов включает: а) выбор аналитической зависимости 
У - Лх)', б) определение коэффициентов в зависимости от вы­
бранного вида. 

Выбор вида аналитической зависимости производится с учетом 
экспериментальных данных. Более подробно эти методы пока­
заны в следующих главах и рассмотрены в [17, 33, 53, 78, 82, 
130-133 и др.]. 
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Определив функцию отклика у; = fixj), ее можно записать 
как офаничения в задаче оптимизации: 

Рекомендуется следующая методика определения ограниче­
ний с помощью эксперимента [82]. 

1. Параметры объекта проектирования xj(J = \,п) делятся на 

факторы Xq{q= 1, /?) и отклики у/ (/ = \,т) так, чтобы р + т = 
= п. 

2. Устанавливаются граничные условия для факторов ajuxju bj. 
3. Осуществляется переход к относительным переменным по 

зависимости (4.25). 
4. Проводится задание порядка аппроксимирующего много­

члена и установление числа искомых коэффициентов /. 
5. Проводится выбор плана эксперимента. 
6. По составленному плану проводят эксперимент (по форме 

табл. 4.2); число получаемых в нем опсликов на план эксперимента 
не влияет. 

7. С помощью имеющихся программных средств подбираются 
аппроксимирующие зависимости для функций отклика: 

У\ =f\{xj); У2 =/2(ху);...; Ут=/т(xj) 
и оценивается точность аппроксимации. 

8. Полученные зависимости записываются в форме ограни­
чений: 

(Хр+,) : g^Xj) =/|(дс/) -Хр+1 = 0; 

g2(xj)=f2(xj)-Xp+2 = 0; 

8т (Xj) = f„ (Ху) -Х,^„ = 0. 

9. Полученные офаничения gj (xj) вводятся в модель задачи: 

F = f(xj)-* max (min); 
gi{xj)-0: 

a J ^ xj ^ bj; 

/ = ],m; J = l,n. 

(4.26) 
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Номер 
опыта 

1 
2 

N 

Таблица 4.2. Результаты проведенного эксперимента 

Yi У2 Ур Х\ Х2 х„ У\ У2 Ут 

Процессы выбора одной из множества альтернатив. Аналогич­
ные проблемы возникают при проектировании сложных объек­
тов, когда приходится выбирать наилучшую из множества 
имеющихся альтернатив. Рассмотрим решение подобной задачи 
на следующем простом примере. 

Пример 4.9. Система гибридного интеллекта (СГИ) состоит из трех 
последовательно соединенных компонентов, каждый из которых реали­
зуется несколькими способами (табл. 4.3). Система характеризуется 
следующими основными параметрами качества: Р^ —вероятностью без­
отказной работы; Сс — стоимостью, поэтому каждый вариант реализа­
ции системы с определенными способами реализации компонентов 
оценивается этими же параметрами (в табл. 4.3 нижний индекс пара­
метра соответствует варианту реализации, а верхний —виду компонен­
та). Требуется выбрать наилучший вариант реализации системы с уче­
том показателей качества компонентов. 

Р е ш е н и е . Качество системы обусловливается параметрами со­
ставных ее компонентов: 

Рс = Pi РгРЬ Се = Cj + С2 + Сз, (4.27) 

где р\, Р2, Рз — вероятность безотказной работы соответствующего ком­
понента системы; cj, сг, с^ — их стоимость. 

Выбор оптимального варианта состоит в отыскании такого вари­
анта реализации каждого компонента, чтобы показатели качества 
системы являлись наилучшими. Сформулируем две постановки зада­
чи (ПЗ) оптимизации: 

Первая постановка 

Fi = С -* min; 
Р^Рз 

(4.28) 

Вторая постановка 

max; F2 = P- (4.29) 

Таким образом, при первой постановке задачи производится 
отбор таких вариантов реализации компонентов, чтобы СГИ яв-

133 



лялась самой дешевой при условии, что вероятность ее безот­
казной работы будет не ниже заданной {Р > Р^), во второй по­
становке — чтобы СГИ являлась самой надежной при условии, 
что ее стоимость не выше заданной. 

Таблица 4.3. Исходные данные по вариантам реализации 
компонентов системы 

Варианты Показатели качества компонентов 

1 

2 

3 

1 
р\ = 0,95 
с 1 = 1 5 
р\ = 0,99 
4 =30 
р\ = 0,90 
с\ =20 

2 
р] = 0,99 
с] =30 

— 

3 
р\ = 0,95 
с\ = 15 
Р1 = 0,99 
с\ =25 

Известны два метода решения подобного рода задач: а) пере­
бор всевозможных вариантов; б) решение задачи оптимизации. 

Оптимизация объектов путем полного перебора вариантов. 
Проиллюстрируем возможность решения сформулированной 
выше задачи методом полного перебора вариантов СГИ. Для 
этого в табл. 4.4 сведем возможные варианты системы и её ком­
плексные характеристики по надежности Р и стоимости С, рас­
считанные согласно формулам (4.27). Общее число вариантов Л̂  
реализации СГИ составляет: 

N=7>'\-2 = e, 
где 3, 1, 2 — число способов возможной реализации соответствующих 
(с первого по третий) компонентов СГИ (см. табл. 4.3). 

В табл. 4.5, 4.6 сведены лучшие варианты реализации СГИ 
по критериям надежности и стоимости соответственно. 

В общем случае при выборе оптимальной структуры СГИ, 
состоящей из L компонентов, где каждый /-й компонент может 
быть реализован в /и,-х вариантах, общее число вариантов Л̂  со­
ставляет N = т\, /«2,..., '"Z.- Если все компоненты реализуются 
одинаковым числом способов, т. е. т\ = /И2 =...= т^, то N = 
=т'т'..."т = т^. Число возможных вариантов при определен­
ных значениях L (L = 5, 10) и ш (/и = 2, 6) (табл. 4.7, 4.8) пока-
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зывает, что для реальной СГИ из 10 компонентов, где каждый 
компонент может быть реализован одним из 6 возможных вари­
антов, имеется 60 млн. вариантов. Если принять, что на расчет 
одного варианта потребуется 10 мин, то общее время, необходи­
мое для расчета всех вариантов, составит 475 лет. 

Таблица 4.4. Перебор вариантов и искомые 
характериатиси реализуемых СГИ 

Вариант Способ реализации компо- Показатели качества Оптимальный 
системы нентов в СГИ системы вариант 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

1 
1 
2 
3 
1 
2 
3-

2 3 
1 
1 
1 
2 
2 
2 

С 
60 
75 
65 
70 
85 
75 

т 0,893 
0,931 
0,846 
0,931 
0,970 
0,882 

2-я ПЗ 
— 
— 

1-я ПЗ 
— 
— 

Таблица 4.5. Лучшие в/^иатпы СГИ по критерию надежности 

Варианты СГИ 

2 
4 
5 

С(/) 
75 
70 
85 

Показатели 

т 
0,931 
0,931 
0,970 

Таблица 4.6. Лучшие варианты СГИ по критерию стоимости 

Варианты 

1 
3 

Таблица 

т 
2 
6 

СГИ 

4.7. Число 

с(о 
60 
65 

Показатели 

т 
0,893 
0,846 

возможных вариантов N реализации СГИ 

Число 
5 
32 

8000 

компонентов системы L 
10 

1024 
60 млн. 
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Таблица 4.8. Затраты 

т 
2 
6 

времени Т на расчет вариантов СГИ 

Число 
5 

5ч 
7,5 мес. 

компонентов системы L 
10 

1 мес. 
475 лет 

Выбор оптимальной структуры системы путем решения задачи 
оптимизации. Выбор оптимальной структуры системы на базе 
решения задачи оптимизации предусматривает необходимость 
составления математической модели с использованием булевых 
переменных б'„, где / — номер варианта; т —номер варианта 
реализации, определяемый в результате решения задачи. При­
нимаем, что 5L= I. если для /-го компонента принят /и-й вари­
ант его решения, 5m = О — в противном случае. При одновари-
антной реализации компонентов СГИ имеем следующую мате­
матическую модель: 

5f = 1; (4.30) 
6? + 8i = l, 

где верхний индекс указывает номер компонента системы. 
Стоимость каждого компонента в зависимости от принятого 

варианта реализации составляет (значения c'„ взяты из табл. .4.3): 

с, = 155;+ 305^+ 206^; 

C2 = 305f; • (4.31) 

сз = 156^ + 2552. 

Действительно, если принять для первого компонента второй 
вариант, который стоит cj =30, то 5: = 1; б! = si = О- Стои­
мость компонента при этом равна стоимости принятого вариан­
та с\= с\ "= 30. Аналогично для вероятности безотказной рабо­
ты запишем следующую математическую модель: 

р, = 0,95 8',+ 0,99 6̂  + 0,90 5i; 
/'2 = 0,995?; 
/>3 = 0,905f +0,995^. 

(4.32) 
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Так как параметры системы зависят от параметров компо­
нентов согласно выражениям (4.27), то эти офаничения условно 
обозначим через (4.33). Таким образом, все офаничения можно 
обозначить через (4.34), записав, что (4.34)=(4.30) + (4.31) + 
+(4.32) + (4.33). 

Задачу оптимизации можно сформулировать следующим об­
разом: 

Первая постановка: Вторая постановка: 
Fl = C -* min; 
Ограничения (4.34); 
Р & 0,93; 

р2 = Р -* гпэх; 
Ограничения (4.34); 
С г 65. 

Полученные системы представляют собой задачу нелиней­
ного профаммирования (зависимость всех вероятностей, входя­
щая в Офаничения (4.34), является нелинейной). Ее можно ре­
шать как нелинейную задачу или свести к линейной путем пере­
хода от вероятностей к их логарифмам, записав, что Ig/* = Igpi + 
•^\gP2 + lg;'3- Аналогично необходимо перейти к логарифмам и в 
табл. 4.3, и в системе (4.32). Результат решения данной задачи в 
обеих постановках приведен в табл. 4.9, причем в первом случае 
компоненты 1 и 2 СГИ реализованы первым способом, компо­
нент 3 — вторым способом, а во втором — все три компонента 
СГИ реализованы первым способом. 

Таблица 4.9. Результаты решения задачи 
по проектированию системы СГИ 

Целевая функ­
ция 

С-+ min 
Р-* max 

Граничные 
условия 

Р > 0,93 
С < 65 

5} 
1 
1 

5^ 
0 
0 

8̂  
0 
0 

S? 
1 
1 

5? 
0 
1 

Ь1 
1 
0 

с 
70 
60 

Р(0 
0,931 
0,893 

Моделирование сложных о&ьектов с учетом Д011усп1мых уровней 
их качества и надежности. Создание сложных объектов с^ычно 
связано о большими финансовыми затратами, их предваритель­
ной оценкой, анализом и принятием окончательного решения 
при учете множества критериев, требований и офаничений. Ка­
чество будущих систем можно пытаться оценивать на самых ран­
них этапах их проектирования (на этапе технического задания), 
определяя их ориентировочные стоимость, величины риска вло­
жения капитала в их производство, в достижение планируемого 
уровня надежности и эффективности функционирования обьек-

137 



тов. Учитывая ряд предположений о видах компонентов, типах 
структур систем, уровнях требуемых эффективности и вероятно­
сти безотказной работы, можно использовать обобщенные урав­
нений безотказности и коэффициента готовности для невосста-
навливаемых и восстанавливаемых систем соответственно: 

У р (п-\Уп (р- Щ (/.+ 1)//! = >K,(l-/»)2; 

(*е/А,)[Аг,+(1-и^о)'/''-1] *' * '=[1-(1-»П)' / '"1(1-А; . ) ^ 'А; , *-», 
где ^=C^Cw^.^ — коэффициент запаса (риска); Ср (Сц^^^ — коэффици­
ент, учитывающий затраты на повышение безотказности всей системы 
(вероятности исполнения заданной задачи одним каналом системы); 
Р — вероятность безотказной работы; W^ — заданная эффективность 
системы; л — число имеющихся каналов в системе для исполнения по­
ставленной задачи; О = Q (1~ЛГ? )* / Сщ {\—W\ )*• — коэффициент 

запаса (риска); W^ — требуемый уровень эффективности выполнения 
системой задачи; а — кратность резервирования системы (определен­
ных ее подсистем); Ь, Ь\ — коэффициенты, определяемые эксперимен­
тально {Ь, *i€[0,21); Q, Сц, — стоимость аппаратуры (программно-
технических средств) с существующими уровнями готовности К\ и эф-

фектвност W\ соответственно; ЛГ̂  , ИК, — повышенные коэффициент 
готовности и уровень эффективности системы, причем 

С(,К,̂ ) = Q [1 - /:?, Ж\-К\ )*; С(И^,) = С, {\-W\ )/(!-»',)*'. 

Решая приведенные уравнения при различных условиях и 
диапазонах изменения параметров, можно отыскать математиче­
ские модели, позволяющие количественно оценивать влияние 
исходных технико-экономических параметров на достижение 
оптимальных показателей надежности — вероятности безотказ­
ной работы системы, коэффициента готовности и др., высту­
пающих в качестве нормативов эффективности будущих разра­
боток или распределения усилий разработчиков по достижению 
поставленных целей в создании сложных объектов [79,137]. 

Теперь перейдем к другому классу разновидностей задач, свя­
занных с применением экономико-статистических методов и эко-
нометрических моделей и соответствующих профаммных пакетов. 
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Раздел II 

Экономико-статистические методы 
и эконометрические модели 
в анализе данных и оценке эффек­
тивности деятельности 

в повседневной жизни, бизнесе, научных исследованиях и т. д. мы постоянно 
сталкиваемся с событиями и явлениями с неопределенньм исходом и вынуждены 
часто принимать очень важные решения. Для решения подобных задач требуется 
точный тщательный расчет, связанный с прогнозами состояния рынка и рента­
бельности предприятий, базирующийся на методах анализа данных или приклад­
ной статистики. Эти методы позволяют выявлять закономерности на фоне слу­
чайностей, делать обоснованные выводы и прогнозы, давать оценки вероятно­
стей их выполнения или неисполнения. 
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Глава 5 
Экономико-статистические модели 
и эконометрические методы анализа данных 
5.1. Математические модели анализа данных 

и профаммные средства 

Широкому внедрению методов анализа в практику интеллекту­
альной деятельности и деловых расчетов способствовало появ­
ление ЭВМ, а позднее — ПЭВМ. Статистические программные 
пакеты сделали методы анализа данных более доступными и 
наглядными, устранили необходимость выполнения вручную 
трудоемких расчетов по сложным формулам, построение таблиц 
и графиков. Все эти операции выполняет ПЭВМ, оставив за че­
ловеком творческие функции: постановку задач, выбор методов 
их решения и интерпретацию результатов. 

Появление на Западе мощных и удобных статистических 
пакетов для анализа данных на ПЭВМ резко расширило круг их 
пользователей, начиная от правительственных, банковских кру­
гов и кончая представителями малого бизнеса. Практически все 
пакеты обеспечивают широкий набор средств визуализации дан­
ных: построение графиков, двух- и трехмерных диафамм, а час­
то и различные средства деловой графики, помогающие лучше 
представить обрабатываемые данные, получить общее представ­
ление об их особенностях и закономерностях. 

Однако для осмысленного их употребления пользователи 
должны обладать определенной подготовкой: понимать, в каких 
ситуациях применимы^азличные статистические методы, знать, 
каковы их свойства, уметь интерпретировать результаты. И если 
на Западе такая подготовка обеспечивается обучением основам 
анализа данных практически всех студентов и менеджеров, а 
также старшеклассников школ, то в нашей стране, к сожалению, 
ситуация несколько иная: в вузах, даже перефуженных матема­
тикой, методам анализа данных отводилось очень небольшое 
место, и даже здесь основное внимание уделялось не столько 
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этим методам, сколько формальным конструкциям теории мно­
жеств, теории меры, функционального анализа и теории вероят­
ностей, которые не способствовали практическому освоению 
этих методов. В средней школе и массе вузов, включая педаго­
гические, методы статистического анализа данных не упомина­
ются вовсе. В результате для большинства российских руководи­
телей и менеджеров самые простейшие методы статистического 
анализа данных неизвестны. 

Сегодня с широким распространением ПЭВМ появилась 
возможность использовать в практической деятельности универ­
сальные и специализированные статистические пакеты типа 
«Stadia», «Эвриста», «Spss», «Stangraphics», «Systat». Множество 
новых пакетов разработано для среды Windows—Statistica, Стати­
стик-Консультант и др. В качестве перспективных отечествен­
ных разработок можно назвать профаммные системы «Олимп: 
ФинЭксперт», «Олимп: СтатЭксперт», «Олимп: ТриКита», рабо­
тающие в среде Windows 3.11 и Windows 95 [37, 38] и исполь-' 
зующие интерфейс Microsoft Excel. 

Программная система «ФинЭксперт» позволяет провести ис­
следования структуры баланса, платежеспособности и ликвидно­
сти, финансовой устойчивости, оборачиваемости активов, эф­
фективности использования капитала и рентабельности продаж. 
Программа использует следующие основные методы финансо­
вого менеджмента: расчет и использование эффектов финансо­
вых и операционных рычагов, учет инфляционных процессов и 
финансовой политики предприятий. Входной информацией при 
этом являются данные внешней бухгалтерской отчетности 
(баланс, формы №2; 4; 5). 

Программная система «Олимп: СтатЭксперт» позволяет про­
водить полный цикл исследований по статистическому анализу 
и прогнозированию данных, начиная с их ввода, проверки ви­
зуализации и кончая проведением и анализом результатов на 
основе широкого набора современных методов прикладной ста­
тистики. Она включает в себя: средства описательной 
(дескриптивной) статистики количественных данных; методы 
анализа и прогнозирования одномерных временных рядов; кор­
реляционный и регрессионный анализ; ряд адаптивных моделей 
и методов прогнозирования — методы адаптивной фильтрации, 
эволюции (для двух- и трехпараметрических моделей), гармони­
ческих весов, модель Хольта—Уинтерса, модифицированные мо­
дели для применения к процессам с сильной сезонностью; авто-
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регрессионные модели; факторный, кластерный, частотный, 
гармонический и структурный (структурных сдвигов и различий) 
анализ; обработку нечисловой информации; принятие решений 
[37, 38]. 

Дескриптивная статистика является простым и наиболее 
распространенным средством характеристики исходных данных, 
позволяя оценить особенности любого из исследуемых показате­
лей в аналитическом или фафическом видах и перспективы их 
использования для дальнейшего более глубокого анализа. Этой 
профаммой обеспечивается построение семи таблиц статистиче­
ских данных (базисные и цепные характеристики динамики, 
средние характеристики, гипотеза об отсутствии тренда, провер­
ка однородности данных, построение частных автокорреляцион­
ных функций и интервальных рядов, формирование фафиков, 
гистофамм и др.) 

Прогнозирование временных рядов предназначено х(ля форми­
рования на основе математической модели точечного и интер­
вального прогнозов исследуемого показателя и вьщачи пользова­
телю степени доверия к полученным результатам. В качестве 
классов моделей используются: кривые роста, адаптивные моде­
ли Брауна и Хэльта, Бокса—Дженкинса (модели авторефессии 
АР{р) порядка р) и ОЛИМПа (модели АРСС (р, д, d)) порядка р 
и скользящего среднего порядка д, порядка разностного опера­
тора d). Тип прогноза — прогноз вперед и рефопрогноз. Полно­
та выдачи результатов вычислений определяется перечнем таб­
лиц, заказанных в блоке «Сфуктура отчета». Офажение резуль­
татов прогноза дается на фафиках аппроксимации и ретропрог-
нозов с указанием верхней и нижней фаниц, относительной и 
абсолютной ошибок и др. 

Корреляционный анализ позволяет измерить степени связи двух 
или более переменных, отобрать факторы, оказывающие наиболее 
существенное влияние на результативный признак и обнаружение 
ранее неизвестных причинных связей. Результаты обработки от­
ражаются в пяти таблицах (оптимальные лаги корреляции и пар­
ные корреляции на них, парные, частные и множественные ко­
эффициенты корреляции) и соответствующих фафиках. 

Регрессионный анализ предназначен для исследования зависи­
мости конкретной переменной от различных факторов и ото­
бражения их взаимосвязи в форме рефессионной модели и со­
ответствующих фафиков. В качестве моделей могут быть ис­
пользованы рефессии: линейная множественная, пошаговая, 
фебневая, парная. 
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Компонентный анализ является методом определения струк­
турной зависимости между случайными переменными, в резуль­
тате использования которого получается сжатое описание ма­
лого объема, несущее почти всю информацию, содержащуюся в 
исходных данных. Факторный анализ — более общий метод пре­
образования исходных переменных по сравнению с компонент­
ным анализом. Структура отчета может включать пять таблиц 
(собственные значения, прямая и повернутая матрицы факторов, 
оценки общности, значения главных факторов). 

Кластерный анализ обеспечивает разбиение наблюдений на 
однородные группы (кластеры). Результаты статистической 
классификации существенно зависят от правильного выбора ко­
личества и состава переменных, а также алгоритма и метрики 
классификации. Структура отчета включает таблицу результатов 
кластеризации и фафик кластеров. 

Частотный анализ предназначен для исследования времен­
ных рядов со строго периодическими или более или менее регу­
лярными колебаниями. Видом анализа может быть анализ гар­
моник, спектральный анализ, частотная фильтрация, взаимный 
спектр (кросс-спектр). Для всех видов анализа, исключая час­
тотную фильтрацию, профамма автоматически диагностирует 
наличие тенденции в исследуемом показателе и при ее обнару­
жении вьщает соответствующее сообщение. 

При гармоническом анализе на выходе профаммы появляется 
соответствующий протокол с расчетными параметрами, по ре­
зультатам которого можно судить о значимости гармоник. При 
моделях частотной фильтрации производится выделение тренда 
исходных данных (при высокочастотном фильтре) или его уст­
ранение (при низкочастотном фильтре). Протокол частотной 
фильтрации содержит две таблицы «Выход фильтра», 
«Передаточная функция» с отражением содержащихся в этих 
таблицах показателей на фафиках. 

При спектральном или кросс-спектральном анализе профам-
мой выбирается одно из фех окон (прямоугольное, Тьюки, Пар-
зена) и посфоение соответствующих фафиков спекфа. 

Программная система «Олимп:ТриКита» обеспечивает реще-
ние внуфенних задач управления предприятием, связанных с 
планированием, учетом и конфолем, всесторонне офажает ре­
альное положение дел в финансовой сфере и динамику развития 
предприятия. Она позволяет: а) планировать сметы расходов и 
отслеживать их исполнение; б) вести полноценный учет кадров, 
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планировать полезную нафузку сотрудников и ресурсные воз­
можности предприятия; в) упорядочить назначение сотрудников 
на проекты и учитывать их фактически отработанное время по 
различным проектам; г) оценивать эффективность работы сотруд­
ников, отделов, департаментов и филиалов; д) вести учет по заклю­
ченным договорам; е) знать текущее положение дел по закрытию 
договоров, выявлять должников и суммы задолженностей. 

Таким образом, эти профаммные системы позволяют решать 
очень широкий круг задач современных предприятий, помогая 
их руководству и менеджерам принимать эффективные решения. 
Рассмотрим подробнее описание математических моделей этих 
профаммных систем. 

5.2. Основные экономико-статистические модели 

Методика статистического анализа и прогнозирования данных. 
При статистическом исследовании финансово-экономических 
показателей в ходе анализа, осуществляемого вручную или по­
средством ПЭВМ, вычисляют простейшие характеристики ди­
намики их развития, выявляют закономерности прошлого разви­
тия и оценивают возможность их перенесения ца будущее. Для 
успешного решения этого необходимо: 

1) иметь достаточный для проявления статистических зако­
номерностей объем данных (для годовых наблюдений — не ме­
нее пяти уровней, для сезонных процессов — не менее трех пе­
риодов сезонности); 

2) обеспечить методологическую сопоставимость данных; 
3) на основе содержательного анализа исследуемого показа­

теля обосновать возможность переноса закономерностей про­
шлого на выбранный период прогнозирования; 

4) получить адекватную математическую модель и на ее ос­
нове построить точечные и интервальные прогнозы. 

Основной формой представления статистической информа­
ции являются временные ряды (ВР) наблюдений. Цель стати­
стического анализа ВР — изучение соотношения между законо­
мерностью и случайностью формирования значений уровней 
ряда и оценка количественной меры их влияния. 

Статистические методы исследования исходят из представле­
ния уровней ряда в виде суммы нескольких компонент, отра-
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жающих закономерность и случайность развития, в частности, в 
виде суммы нескольких компонент: 

X{t) ̂ At) + S(t) + Щ), 
где ДО — тренд, представляющий собой устойчивое изменение показа­
теля в течение длительного времени, являющийся детерминированной 
компонентой, выражает аналитическую функцию, на которой форми­
руются прогнозные оценки; S(J) — сезонная компонента, характери­
зующая устойчивые внутригодичные колебания уровней, представляе­
мая квартальными или месячными данными (наличие устойчивых ко­
лебаний в суточных или недельных данных может рассматриваться как 
циклическое явление и может отображаться сезонной компонентой); 
£•(0 — остаточная компонента, представляющая собой расхождение 
между фактическими и расчетными значениями (если построена адек­
ватная (хорошая) модель, то E{t) является близкой к О, случайной, не­
зависимой, подчиняющейся нормальному закону распределения ком­
понентой, в противном случае модель является плохой). 

Формирование уровней ряда определяется закономерностями 
трех основных типов: инерцией тенденции, инерцией взаимо­
связи между последовательными уровнями ряда и инерцией 
взаимосвязи между исследуемым показателем и показателями-
факторами, оказывающими на него причинное воздействие. Со­
ответственно различают задачи анализа и моделирования тен­
денций, взаимосвязи между последовательными уровнями ряда; 
причинных взаимодействий между исследуемым показателем и 
показателями-факторами. Первая задача решается с помощью 
методов компонентного анализа, вторая — адаптивных методов 
и моделей, третья — эконометрического моделирования, бази­
рующегося на методах корреляционно-регрессионного анализа. 

Алгоритм статистического компонентного анализа обычно 
связан со следующими процедурами: постановкой задачи и под­
бором исходной информации; предварительным анализом ис­
ходных временных рядов и формированием набора моделей 
прогнозирования; численным оцениванием параметров моделей; 
определением качества моделей (адекватности и точности); вы­
бором одной лучшей или построением обобщенной модели; по­
лучением точечного и интервального прогнозов. 

При формулировании цели исследования осуществляется со­
держательный (лог|1ческий и экономический) анализ исследуе­
мого процесса; решается вопрос о выборе показателя, характе­
ризующего его наиболее полно; определяются показатели, ока­
зывающие влияние на ход развития; определяются наиболее ра­
зумный период упреждения прогноза, оптимальный горизонт 
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прогнозирования, определяемый индивидуально для каждого по­
казателя с учетом его стабильности и статистической колеблемо­
сти данных (обычно он не превышает 1/3 объема данных). 

При предварительном анализе определяется соответствие 
имеющихся данных требованиям, предьявляемым к ним матема­
тическими методами (объективности, сопоставимости, полноты, 
однородности и устойчивости); строится график динамики и рас­
считываются основные динамические характеристики (приросты, 
темпы роста, темпы прироста, коэффициенты автокорреляции). 

Набор моделей (исходная база моделей) формируется на ос­
нове интуитивных приемов (таких, например, как анализ фафи-
ка динамики ряда), формализованных статистических процедур 
(исследование приростов уровней). При этом предпочтение от­
дается наиболее простым, содержательно интерпретируемым 
моделям, решаемым программным путем на ПЭВМ с проведе­
нием вычислений по всем доступным моделям и методам. 

Основная идея оценки параметров обычно заключается в 
максимальном приближении модели к исходным данным. Оцени­
вание параметров моделей кривых роста ведут методом наи­
меньших квадратов (МИК), параметров адаптивных методов — 
специальными процедурами многомерной численной оптимиза­
ции. Экстраполяционные методы прогнозирования строят моде­
ли кривых роста и адаптивные модели, использующие лишь 
временный фактор, являющийся условным представителем всей 
совокупности причинных факторов, влияющих на интересую­
щий нас показатель. Кривые роста исходят из равноценности 
всех данных, отражая общую тенденцию развития, а адаптивные 
модели и методы — из большей значимости последних наблю­
дений, лучше отражая динамику изменения. 

Мощным инструментом прогнозирования являются модели 
Бокса—Дженкинса и «Олимп», составляющие основу рабочей 
базы моделей. Каждая построенная модель из 20 возможных за­
носится в базу моделей. Если рабочая база моделей заполнена 
(построено свыше 20 моделей), то вновь построенная модель 
сравнивается с наихудшей моделью и вытесняет ее, если новая 
модель имеет лучшие характеристики качества. 

Информация, содержащаяся в рабочей базе моделей, — основа 
для построения прогноза по лучшей модели или база формирова­
ния обобщенного прогноза. Измерение качества моделей в соче­
тании с высоким быстродействием ПЭВМ обеспечивает быстрый 
просмотр множества моделей с выбором из них наилучшей по 
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критериям адекватности и точности. При этом адекватность мо­
делей оценивается по свойствам остаточной компоненты 
(расхождениям, рассчитанным по модели уровней и фактических 
наблюдений), а точность модели — по степени близости расчет­
ных данных к фактическим. На основе характеристик точности и 
адекватности рассчитывается обобщенный показатель качества 
модели, используемый для определения лучшей модели. 

На основе построенной модели рассчитываются точечный 
(экстраполяционный) и интервальный прогнозы, причем точеч­
ный прогноз формируется подстановкой в модель (уравнение 
тренда) соответствующего значения временного фактора, т. е. 
t = N+\, N+2,..., N+k, a 1^нтервальные прогнозы строятся на ос­
нове точечных. 

Доверительная вероятность прогноза (О—1(Ю%) характеризует 
степень уверенности в попадании прогнозируемой величины в по­
строенный интервал прогнозирования (напомним, что при ее уве­
личении интервальный прогноз расширяется, поэтому полезность 
прогноза обратно пропорциональна доверительной вероятности). 

После получения прогнозных оценок необходимо убедиться 
в их разумности и непротиворечивости, для чего полученный 
прогноз следует критически проанализировать с целью выявле­
ния возможных противоречий известным фактам и сложившим­
ся представлениям о характере развития на периоде упреждения 
прогноза (при исследовании конкретных процессов часто при­
меняют ретропрогноз). 

При наличии данных о динамике других показателей можно 
построить модель их влияния на основной исследуемый показатель 
и в случае ее высокого качества получить прогнозные оценки. Для 
формирования набора факторов, кроме содержательных аспектов, 
необходимо учитывать формально-статистические аспекты, осно­
вывающиеся на коэффициентах корреляции. Следовательно, 
перед рефессионным анализом необходимо воспользоваться 
корреляционным анализом, а при необходимости получения 
прогнозов — еще и экстраполяционными моделями. 

Дескриптивная статистика. В общем случае исходные данные 
можно охарактеризовать простейшими средствами описательной 
статистики, дающими представление об особенностях исследуе­
мого показателя и перспективности использования более глубоких 
методов анализа. Вычисление основных характеристик данных, в 
которых Xj — численные значения наблюдений переменной X 
(/=1,2,...,я), проводится на базе ряда известных формул (табл. 5.1). 
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Таблица 5.1. Основные характеристики данных 

Показатель Расчетные формулы 
1. Среднее значение 

2. Сретмшааряппесхое олиюнеяие (СКО) 

3. Дисперсия 

4. Несмещенная оценка дисперсии 
5. Среднеквадратическое отклонение для 

несмещенной оценки дисперсии 

6. Среднее линейное отклонение 

7. Мометы начальные: 
второго, третьего, четвертого поряюп 

8. Мометы ц̂ нтральные-
трепъего, чепертого порядка 

9. Коэффициент асимметрии: 

несмещенная оценка 

СКО 
10. Показатель эксцесса: 

несмещенная оценка 
СКО 

11. Коэффициент вариации: 
по размаху 
по среднему линЫкному отклонению 
по СКО 
медиана 
мода 
минимальное значение ряда 
максимальное значение ряда 
размах 

1=1 

а?,-ла- / (п-\) 

•^н- V^H 

V<=1 J 

k=\Y\xi-x\\/n 

/n 

V=[((«-l)/:f/(«-2)]л 
5^=[6л (л-1)/ (/i-2)(n+l)(n+3)l'/i 

£ =[(п-1)/(л-2)(п-3)]х[(л+1)£+ 6] 

5£=[24/K/r-1 )2/(/г-3)(л-2)(/Н-3)(л+5)] '/̂  

R/ X 
k/x 
n/x 
XJl 
X (наблюдаемое наиболее часто) 

^ ^ " " ' » ^ Ш Ш . 
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Относительно ряда показателей данной таблицы отметим 
следующее. 

1. Коэффициенты асимметрии и эксцесса позволяют сделать 
предварительные заключения о близости изучаемого распреде­
ления к нормальному. Распределение принято считать нормаль­
ным, если выполняются условия: 

AS<3S^;E<5SE. 

2. Для медианы — исходный ряд считается отсортированным. 
3. Мода — это значение X, наблюдаемое наиболее часто. 
Для изучения пространственных данных используют техно­

логию их афегирования с построением интервального ряда. 
Ширина интервала для фуппировки Н определяется так: 

H=R/L, I=H-3,3221g(«), 
где L — количество интервалов (округляется в большую сторону); л — 
число членов ряда. 

Если установлен соответствующий параметр, то изменяется 
значение Я и пересчитывается L. Каждый >й интервал (j=l,..., L) 
характеризуется определенной частотой и частостью попадания 
в него соответствующих наблюдений заданного ряда. 

Таблица интервального ряда распределений содержит раз­
бивку данных на интервалы, числовую характеристику интервала 
(начало, середину и конец), а также частоту и частость наблю­
дений. 

Обычно характеристиками интервального ряда выступают: 
среднее значение, дисперсия, среднеквадратическое отклонение, 
коэффициенты асимметрии и эксцесса, мода и медиана. Их 
смысл и назначение совпадают с вариационными характеристи­
ками, а формулы вычисления содержат компоненту, учитываю­
щую частоту попадания наблюдений в интервалы. 

Метод бутстреп-оценки сводится к дополнению данных фак­
тических наблюдений данными численного моделирования. При 
этом моделирование производится только в рамках фактических 
данных, а входными параметрами метода выступают: {Х\, 
Х2,..;Хп) — исходная выборка; к — количество моделируемых 
выборок (/:>50); р — вероятностный уровень оценки математиче­
ского ожидания (рекомендуемые значения 0,7—0,9). Оценку ма­
тематического ожидания для малой выборки можно получить по 
следующему алгоритму: 
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1. Осуществляется моделирование выборок с использованием 
датчика натуральных чисел, равномерно распределенных в ин­
тервале от 1 до п: 

2. Для каждой выборки Vj ищется оценка математического 
ожидания: 

^r[t^N,]/"' ; = 1.-д-
3. Для вариационного ряда математических ожиданий вы­

борки строится интервальный ряд. 
4. С хвостов построенного интервального ряда отсекаются 

интервалы таким образом, чтобы суммарная частость отброшен­
ных интервалов не превосходила (l—p). Оставшиеся интервалы 
определяют интервальную оценку математического ожидания. 

Анализ временных рядов. В этой операции оценивают: харак­
теристику динамики, наличие тренда, однородности данных и 
автокорреляционных свойств. 

Динамику изменения исследуемого показателя можно оха­
рактеризовать по отношению к какому-то базисному (обычно 
первому) наблюдению величиной изменения соседних уровней. 
В этой связи вычисляются базисные и цепные характеристики. В 
качестве статистических характеристик временного ряда У/, 
/ =1,..., 7V используется ряд величин (табл. 5.2). 

Оценка наличия тренда в исследуемом временном ряду осу­
ществляется при помощи методов Форстера—Стюарта и средних 
в соответствии с методикой, изложенной в [37]. При противоре­
чивости их выводов предпочтение отдается первому методу. 

Таблица 5.2. Основные статистические xt^aianepucmuKU временного ряда 

Характеристики цепи Расчетные формулы * 
1 2 

1. Абсолиппый базисный прирост А К,* =Yj - У, 

2. Абсолютный цепной прирост A^i' = У/ - l'/-i 
3. Базисный коэффициент роста К г, = ^i / Л 
4. Цепной коэффициент роста ^Ji, = У,- / }',-i 
5. Базисный коэффициент прироста ]('>^ = (Y,-Y^) / У, 
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Продолжение табл. 5.2 

1 
6. Цепной коэффициент прироста 
7. Темп роста 
8. Темп прироста 

9. Средняя арифметаческая 

10. Средний абсолютный прирост 
П. Средний темп роста 

12. Средний темп прироста 

^.Г(^'->''-.)/>'-. 
7;= 

У = 

д7 

АГ* х100% 
Тг-\ 

IN ] 

= {у 

00% 

/N 

П ={Y,/Y,f^''-'Km% 
7> = r,- 100% 

* N — число уровней ряда; К/ — уровни ряда. Использование показателя 
средней арифметической величины для характеристики процессов, представ­
ленных временными рядами с ярко выраженной тенденцией, является некор­
ректным. 

В соответствии с методом проверки существенности разно­
сти средних исходный временной ряд разбивается на две равные 
(или почти равные) части, после чего проверяется гипотеза о 
существенности разности средних для этих частей. Недостаток 
метода состоит в невозможности правильно определить наличие 
тренда в том случае, когда временной ряд содержит точку изме­
нения тенденции в районе середины ряда. 

В методе Форстера—Стюарта гипотеза об отсутствии тренда 
проверяется с помощью вспомогательных функций: 

т 

^ ^ | 1 , если у, <>',., <yi, 
' [О, если наоборот; ' [1, если наоборот. 

Проверяется гипотеза о том, что 1 = 0 . Для проверки стро­
ится ?-статистика, которая имеет распределение Стьюдента с 
Г—1 степенями свободы: 

_ [О, если у, <>',., <у^, 

t ь_ 
Ч- at' 

г д е о 1 = 2 Х 1 / ^ 
Ы2 

Гипотеза об отсутствии тенденции отклоняется, если расчетное 
значение больше табличного на выбранном уровне значимости 0,95. 
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Проверка однородности данных обычно проводится на основе 
критерия Ирвина, основанного на сравнении соседних значений 
ряда и расчете характеристики х,: 

X, = (У,-r,-l)/a^,. 
Полученные значения затем сравниваются с табличными 

значениями. Однако этот критерий неэффективен для выявле­
ния аномальности в динамических рядах, потому что величина 
Оу характеризует отклонения значений показателя от среднего 
уровня по всей совокупности наблюдений, т. е. он не ловит вы­
бросы внутри ряда наблюдений. Модификация этого метода свя­
зана с последовательным расчетом Оу не по всей совокупности, а 
по трем-четырем наблюдениям (рассчитанные с такими сколь­
зящими значениями Оу величины сравниваются с критическими 
значениями X* для /i=3). 

Не проверяются временные ряды с периодом сезонности бо­
лее единицы, а также уровни на концах периода наблюдений. 

Оценка автокорреляционных свойств сводится к исследованию 
автокорреляционной и частной автокорреляционной функции 
исходного и разностного рядов. 

Автокорреляционная функция представляет собой совокуп­
ность коэффициентов автокорреляции, вычисленных для иссле­
дуемого показателя или разностного ряда, используемую для 
оценки тесноты взаимосвязи уровней ряда и подбора соответст­
вующих авторегрессионых моделей. Анализ автокорреляции вы­
полняется с помощью графика автокорреляции; коэффициенты 
автокорреляции для его построения вычисляются так: 

1" N-L 

1=\ 

N-L N-L \ 

1=\ / = 1 

IN-L 2̂ 

\ 1=\ 

N-L (N-L \^ 
Nl/2 

{N-L)tY^-
'=1 

t= \,...,N, £=0,1,2,.. 

Частная автокорреляционная функция вычисляется так: 

« Р А * 
*-1 к-\ ,к = 12,..., К, 

где А: — максимальная задержка (лаг) функции (обычно к< я/4); г -
автокорреляционная функция. 
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«Чистые» авторегрессионные процессы имеют плавно зату­
хающую автокореляционную функцию и резко прерывающуюся 
чистую корреляционную функцию (ЧАКФ). В этом случае в ка­
честве порядка авторефессионной модели выбирают лаг, после 
которого все ЧАКФ имеют незначительную величину. 

Прогнозирование временных рядов. Для прогнозирования не­
сезонных и сезонных процессов используется различный мате­
матический аппарат. Как известно, динамика многих финансо­
во-экономических показателей предприятий и банков имеет ус­
тойчивую колебательную составляющую: при исследовании ме­
сячных и квартальных данных часто наблюдаются внутригодич-
ные сезонные колебания соответственно с периодом 12 и 4; при 
использовании дневных наблюдений часто наблюдаются колеба­
ния с недельным (пятидневным) циклом. В этом случае для по­
лучения более точных прогнозных оценок необходимо не только 
правильно отобразить тренд, но и его колебательную компонен­
ту. Решение этой задачи базируется на использовании специ­
ального класса моделей и методов. 

В основе сезонных моделей лежат их несезонные аналоги, 
которые дополнены средствами отражения сезонных колебаний. 
Сезонные модели способны отражать как относительно посто­
янную сезонную волну, так и динамически изменяющуюся в 
зависимости от тренда. Первая форма относится к классу адди­
тивных, а вторая — к классу мультипликативных моделей. 
Большинство моделей имеет обе эти формы. Наиболее широко в 
финансовой практике используются модели Хольта—Уинтерса, 
авторегрессии. Бокса—Дженкинса и др. 

Кривые роста. Для аналитического выравнивания временных 
рядов используются функции с одним параметром /, представ­
ляющим собой моменты наблюдения {t-\,2,...,N), интерпрети­
руемым как «время». Модели этого класса получили название 
«кривые роста». Оценка их параметров производится аналогично 
построению парной регрессии, в которой объясняющей пере­
менной является время. Для кривых роста пригодны те же вы­
числительные процедуры, что и в парной регрессии, и для целей 
краткосрочного и среднесрочного прогнозирования они являют­
ся надежным инструментом. 

Метод наименьших квадратов — основа численной оценки 
параметров кривых роста. Оценка качества модели производится 
по критерию минимума средней квадратической ошибки. Ап­
проксимация наблюдений сложными функциями дает хорошее 
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приближение к фактическим наблюдениям, но снижает устой­
чивость модели на периоде прогнозирования. Поэтому исполь­
зовать для про1«козирования такие модели (например, полином 
выше второй степени) следует осторожно. В перспективных 
профаммных средствах ПЭВМ используют до двух десятков мо­
делей, из них можно вьщелить функции Гомперца и логистиче­
ской кривой, не сводимые к модели линейной регрессии. Поиск 
их параметров ведется методом многомерной численной опти­
мизации. 

Экстраполяция траектории модели за период наблюдения 
t=N+\, N+2... является основой прогнозирования трендовых мо­
делей. Интервальный прогноз в каждой прогнозной точке опре­
деляется по соотношениям регрессионного анализа с задаваемой 
пользователем доверительной вероятностью. 

5.3. Адаптивные методы протезирования 

При краткосрочном прогнозировании обычно более важна 
динамика развития исследуемого показателя на конце периода 
наблюдений, а не тенденция его развития, сложившаяся в сред­
нем на всем периоде предыстории. Свойство динамичности раз­
вития финансово-экономических процессов часто преобладает 
над свойством инерционности. Поэтому более эффективными 
являются адаптивные методы, учитывающие информационную 
неравнозначность данных. 

Адаптивные модели и методы имеют механизм автоматиче­
ской настройки на изменение исследуемого показателя. Инст­
рументом прогноза является модель, первоначальная оценка па­
раметров которой производится по нескольким первым наблю­
дениям. На ее основе делается прогноз, который сравнивается с 
фактическими наблюдениями. Далее модель корректируется в 
соответствии с величиной ошибки прогноза и вновь использует­
ся для прогнозирования следующего уровня, вплоть до исчерпа­
ния всех моментов наблюдений. Таким образом, модель посто­
янно «впитывает» новую информацию, приспосабливается к ней 
и к концу периода наблюдения отображает тенденцию, сложив­
шуюся на текущий момент. Прогноз получается как экстраполя­
ция последней тенденции. В различных методах прогнозирова­
ния процесс настройки (адаптации) модели осуществляется по-
разному. Базовыми адаптивными моделями считаются модели 
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Брауна и Хольта и модель авторегрессии. Первые две модели 
относятся к схеме скользящего среднего, последняя — к схеме 
авторегрессии. Многочисленные адаптивные методы базируются 
на этих моделях, различаясь между собой способом числовой 
оценки параметров, определения параметров адаптации и ком­
поновкой. 

Например, по схеме скользящего среднего оценкой текущего 
уровня является взвешенное среднее всех предшествующих 
уровней, причем веса при наблюдениях убывают по мере удале­
ния от последнего (текущего) уровня, т. е. информационная 
ценность наблюдений тем больше, чем ближе они к концу пе­
риода наблюдений. По схеме авторегрессии оценкой текущего 
уровня является взвешенная сумма р предшествующих уровней 
(их количество называется порядком модели). Информационная 
ценность наблюдений определяется не их близостью к модели­
руемому уровню, а теснотой связи между ними. Обе эти схемы 
имеют механизм отображения колебательного (сезонного или 
циклического) развития исследуемого процесса. 

Модель Брауна. Если имеется временной ряд наблюдений 
X(t), t = \,...,п,то прогноз в момент времени / на г шагов вперед 
можно получить по формуле: 

х,(х) = д,,, + a-ijt, 

где А, ,и 02, /— текущие оценки коэффициентов адаптивного полинома. 
В модели Брауна модификация (адаптация) коэффициентов 

линейной модели осуществляется следующим образом: 
fli,/ = "\.i-i + «2,,-i + (1 - Р )̂«,; «2./ = «2.,-1 + (1 - ^?е,, 

где р — коэффициент дисконтирования данных; е, — ошибка прогно­
зирования (е, = X, - xt-\). 

Начальные значения параметров модели можно определить 
по методу наименьших квадратов на основе нескольких первых 
наблюдений. Оптимальное значение параметра дисконтирования 
находится в переделах [0;1], определяется методом численной 
оптимизации и является постоянным для всего периода наблю­
дений. Посредством оператора В можно сдвигать всю последова­
тельность на один шаг назад: Вх {t)=x (J—\). Применение опера­
тора В к наблюдениям и к коэффициентам адаптивного поли­
нома позволяет выразить модель Брауна в виде: 

(1 - В)2 X, = (1 - 2вр + й р̂̂  )е, 
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Тогда модель Брауна можно трактовать как модель авторег­
рессии — скользящего среднего АРСС (р, d, q) с р=<), d=2, q=Q. и 
коэффициентами скользящего среднего — 2р и р .̂ 

Модель Хольта. В модели коэффициенты линейной модели 
X, = а\, +a2fX 

модифицируются по следующим соотношениям: 

O2.1 =«2 , / - ! +«2«/ 
Начальные значения параметров модели находятся по методу 

наименьших квадратов на основе нескольких первых наблюде­
ний. Оптимальные значения параметров сглаживания а| и а2 
находятся в пределах [0;1], определяются методом многомерной 
численной оптимизации и являются постоянными для всего пе­
риода наблюдений. 

Аналогично модели Брауна, модель Хольта в терминах моде­
лей АРСС представима в виде: 

(l-Bfx,=[l-(2-(a,+a,a2)B + (l-a,))52]e, 
Формулировка адаптивных моделей в терминах линейных 

параметрических моделей авторегрессии — скользящего сред­
него — позволяет трактовать их как подмножество класса ли­
нейных параметрических моделей. Таким образом, устанавлива­
ется соответствие между двумя, вообще говоря, различными 
подходами к моделированию временных рядов. 

Модель Хольта—Уинтерса. Сезонные процессы можно ото­
бражать моделью в аддитивной и мультипликативной форме. 
Прогноз на т шагов вперед для аддитивной формы строится по 
формуле: 

а модификация параметров производится по соотношениям: 

a\,t =ai(x,-^ ,_^ + (1-а,)(й,,,_,+a2,r-i). 
02,/ =аз(о1,г-а1,/-|) + (1-аз)а2,,_1 

где g — фактор сезонности; s - период сезонного цикла. 
Мультипликативная модель аналогична аддитивной модели с 

той лишь разницей, что расчетные по линейной модели значе­
ния корректируются путем их умножения на сезонные коэффи­
циенты: Прогноз на X шагов строится по формуле: 
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X, (т) = (fli,, + a2,/T)^/-.+t. 

a модификация параметров производится по соотношениям: 
Я|,/ =o.t{x,/g,.,) + {l-a^)(a^_, , + Я2,,-|). 

"2., = аз(а1,/ - 0\.,-i) + (1 - «3)02./-!; 

где ^ - фактор сезонности; s - период сезонного цикла. 
Для более точного отображения процессов с сильной сезон­

ностью может использоваться специальная процедура корректи­
ровки параметра сглаживания уровня процесса. 

Для несезонных временных рядов вычислительные формулы 
упрощаются за счет исключения сезонной компоненты. При по­
строении модели производится численная оптимизация пара­
метров адаптации в пределах [0;1]. 

Метод ЭВ0ЛЮЩ1И для двух- и трехпараметрических моделей. 
Для обеспечения адаптации параметра сглаживания однопара-
метрической модели к изменениям в динамике ряда можно, ис­
пользуя три различных параметра, называемых соответственно 
нормальным (а), низким (a—h) и высоким (a+h), получать не одну, 
а три оценки следующего уровня ряда. При этом оценка, получен­
ная при нормальном значении параметра, считается прогнозом, а 
остальные две оценки являются контрольными величинами. 

После получения нового фактического уровня ряда опреде­
ляют значение параметра, давшего наименьшую абсолютную 
или сглаженную ошибку и, следовательно, являющегося лучшим 
для предьщущего и текущего шагов. Предполагается, что оно 
будет лучшим и на текущем шаге прогнозирования. Данное зна­
чение считается нормальным, и уже от него строятся новые 
низкое и высокое значения (a±h), которые должны находиться в 
некотором интервале {И, 1 —Л). 

Таким образом, значение параметра сглаживания, выбранное 
первоначально произвольно, постоянно изменяется в направле­
нии компенсации и устранения постоянно возникающих оши­
бок прогнозирования. 

Модель Уинтерса можно развить реализацией схемы всевоз­
можных проб при различных сочетаниях значений параметров 
сглаживания, задаваемых из расчета по три значения на каждый 
параметр. При к управляемых параметрах в каждый момент вре­
мени вычисляется (2* +1) оценок будущего наблюдения, и одна 
из них (точка с номером 1), соответствующая центральной точ-
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ке, т. е. точке, координаты которой соответствуют нормальным 
значениям параметра сглаживания, считается прогнозом. На ос­
нове анализа точности пробных оценок можно принять решение 
о переносе центральной точки в точку плана, давшую мини­
мальную ошибку. 

Метод адаптивной фильтрации (МАФ). Оценка уровня дина­
мического ряда Xf (t=l,..., N) в виде МАФ осуществляется на ос­
нове регрессионной АР(р)-моаели, не имеющей уровня Фо- Па­
раметры адаптивного фильтра нау-й итерации обновляются сле­
дующим образом: 

Ф/,=Ф/:,,+2А:/л_„ 
где Ф/, — Ф/_| ,• — соответственно векторы старых и новых весов; /, — 
текущая ошибка прогнозирования (I, = х,- х,) ; к — константа обуче­
ния, определяющая скорость адаптации параметров модели (Л>0). 

Существует несколько модификаций МАФ, но алгоритм по­
лучения прогноза модели практически одинаков. На первой 
итерации (/=1) на основе начального набора весов Ф̂  / и первых 
р уровней ряда вычисляются х,и ошибка // {t—p+\). Подстанов­
кой величины ошибки прогноза в уравнение корректировки ве­
сов получают новый набор весов Ф,, ,• для следующего момента 
времени t=p+2. Далее эта процедура повторяется для следующих 
/j-наборов x,.i (/=1, р; t=p+lN), каждый из которых образован из 
предьщущего путем исключения первого и добавления одного 
нового уровня ряда. Если оптимальные веса на у-й итерации не 
получены, то на следующей (/" + 1)-й итерации следует вернуться 
к первому набору уровней ряда x^+i-,- (/=/, р), но уже с новыми 
начальными весами Ф-̂ '̂̂ , = Ф,*-'̂  = N,i. 

Рассмотренную общую схему построения адаптивного 
фильтра можно использовать как для исходного временного ря­
да, так и для производных разностных рядов t, = V''x,(d = 0,1,2), 
причем в последнем случае эффективность метода существенно 
повышается. Проблема идентификации модели в МАФ решается 
автоматически (хотя и не всегда удачно): для сезонных рядов 
порядок модели р равен периоду сезонности, а для несезонных 
процессов — временному лагу, давшему максимальный положи­
тельный коэффициент автокорреляции. 

Момент окончания процедуры корректировки параметров 
можно определить путем априорного задания максимально до-
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пустимого числа итераций (/с/'""")или путем сравнения каких-
либо статистик, вычисленных на двух последовательных итера­
циях. Корректировку весов можно заканчивать, если средне-
квадратическая ошибка перестает заметно убывать. 

Важным этапом реализации МАФ является определение оп­
тимальной величины константы обучения Aopt- Результаты ряда 
исследований показывают, что K^pi лежит в пределах Osk^l/p. 
Для практической работы этот интервал очень широк. Поэтому 
более точное значение константы обычно определяется методом 
проб или направленного поиска. 

Метод гармонических весов. В этом методе, разработанном 
Хельвигом, идея дисконтирования данных реализована иначе, 
чем в других адаптивных методах. Параметр прироста линейной 
модели, используемой для прогнозирования, находится путем 
взвешивания на основе гармонических весов приростов сгла­
женного ряда. Сглаживание осуществляется линейной функцией 
для каждого из (N+K—1) перекрывающихся сегментов одинако­
вой длины К: 

x,(t) = a, + b,t{i = l,2....,N-K + l). 
Коэффициенты всех моделей скользящего тренда определя­

ются по формулам: 

Здесь суммирование по t производится от /до (i+k—l). После 
получения всех (N—K+l) оценок параметров определяются сгла­
женные значения ряда: 

X, = Е^/(0 

X, = 
\ 

/t 

\i=f-k+l 
(N-k+l 

/к 

Кк; 

k<t< N-k+l; 

X, = 

Предполагается, что приросты сглаженного ряда являются 
случайной величиной, у которой оценкой математического ожи­
дания является средний уровень Л с дисперсией Sp. В этом слу­
чае средний прирост можно использовать для получения про-
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гноза на ряд (I, 2 и более) шагов вперед, прибавляя его к уров­
ню процесса, в качестве которого можно принять последний 
уровень сглаженного ряда. 

Учитывая информационную неравноценность данных, Хель-
виг предложил использовать гармоническую среднюю Р вида: 

7 = 2<̂ '+1̂ г+1 • S^. = Z'c,„(/',.. - Р)\ 

где /*,+[ — приросты сглаженного ряда х,; С ,+| — веса приростов. 
Таким образом, все веса приростов положительны и в сумме 

дают единицу. Прогноз на г шагов вперед получается по формуле: 

x, = a + b(t-N), (/=!,...., N+x) , 

где а = x,,b = р. 

5.4. Линейные модели временных рядов 

Модель авторегрессии. В модели авторегрессии АР{р) порядка 
р текущий уровень ряда представляется в виде взвешенной сум­
мы р предьщущих наблюдений: 

Xit) = a^Xit - 1) + OjXit - 2)+.. .+ai,X(t - p). 

Параметры модели могут быть оценены по МНК (простая 
авторефессия) или иным методом (как в методе Бокса— 
Дженкинса). Порядок авторегрессии (величина р) определяется 
путем перебора, а его начальная оценка формируется на основе 
анализа автокорреляционной функции. Лучшей считается вели­
чина, при которой достигнута наименьшая дисперсия ошибок. 

В сезонной модели авторефессии АР(р) порядок выбирается 
равным периоду сезонности (колебаний). Во многих случаях се­
зонная АР{р)-мод^лъ с оценками по МНК оказывается 
«перефуженной» незначимыми коэффициентами и вследствие 
этого обычно уступает аналогичной модели Бокса—Дженкинса. 
Для повышения устойчивости модели в большинстве случаев 
целесообразно сфоить ее для стационарного процесса, т. е. ряда 
с исключенной тенденцией. 

Метод Бокса—Дженкинса. Если временной ряд — стацио­
нарный (есть наличие статистического равновесия относительно 
постоянной средней), его можно представить широким классом 
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линейных моделей, называемых моделями авторегрессии — 
скользящего среднего (APCQ. Это значит, что 

и; -с) = Ф,(г;., -с)-...-ф,(г;.р -c)+fl, -в,А,.,-...-в,о,.,, 
где Z* = zi^^ — значения предварительно преобразованной перемен­
ной; а, — процесс «белого шума»; ф,,...,ф ,̂ — параметры авторегрес­
сии; в|,...,6, — параметры скользящего среднего. 

Если использовать оператор сдвига назад В, т. е. В^ = z,-i, то 
>4РСС-модель можно записать в операторной форме: 

z;-c = Q(B)a,/^(B). 
Параметры этой модели должны удовлетворять следующим 

условиям: а) для стационарности корни уравнения Ф(Д) = 0 
должны лежать вне единичного круга для оператора авторегрес­
сии ф(Д) (ряды находятся в статистическом равновесии относи­
тельно фиксированного среднего); б) для обеспечения обрати­
мости корни уравнения в(В) = О должны лежать вне единичного 
круга для оператора скользящего среднего в(В). 

Чтобы добиться экономии параметров, в модель включают 
одновременно операторы авторегрессии и скользящего среднего. 

В целом авторегрессионные модели и модели скользящего 
среднего известны относительно давно, но их использование в 
моделировании временных рядов затруднялось из-за отсутствия 
соответствующих методов идентификации, оценивания и кон­
троля этих моделей, наличия неадекватных методов для описа­
ния нестационарных рядов. 

При формализации нестационарных рядов используют такие 
классы моделей, которые пригодны для представления щиро-
кого диапазона практических ситуаций, т. е. использукуг конеч­
ные разности порядка d: 

Конечная разность первого порядка имеет вид Дг,* = Zt - zj-i • 
Стационарный ряд можно затем представить с помощью 

ЛРСС-модели: 
у/,-с = Q(B)a, / ip(B) . 

Определенная вьш1е модель называется авторегрессионной ин­
тегрированной моделью скользящего среднего, или АРИСС (р, d, q). 
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Взаимосвязанная статистическая методика метода Бокса— 
Дженкинса включает: а) идентификацию временного ряда (т. е. 
определение размерностей операторов конечной разности, авто­
регрессии и скользящего среднего); б) оценивание параметров 
модели; в) проверку адекватности модели. 

Сезонная модель Бокса—Дженкинса содержит сезонные опера­
торы конечной разности, авторегрессии и скользящего среднего. 
В операторном виде она приобретает вид: 

где S — период сезонности; Д̂  — оператор сезонной конечной разности: 

^sZt — Zf — Zt-s » 

где D — порядок сезонной конечной разности; Ф — оператор сезонной 
авторегрессии порядка P;Q — оператор сезонного скользящего среднего 
порядка Q; d,^ , Q определены выше. 

Модель называется сезонной моделью авторегрессии — сколь­
зящего среднего (р, d, q) х (?, Д Q). Основные этапы разработки 
сезонной модели аналогичны этапам для несезонной модели. 

Метод ОЛИМП является распространением моделей авто-
регрессии скользящего среднего для моделирования нестацио­
нарных временных рядов. 

Формально модель ОЛИМП соответствует модели АРСС (р, 
q), за исключением того, что на вход модели поступает .неста­
ционарный, вообще говоря, временной ряд. Так же как и для 
несезонных моделей, сезонная модель ОЛИМП отличается от 
авторефессионных моделей тем, что на ее вход могут поступать 
нестационарные временные ряды, которые не приводятся к ста­
ционарным путем взятия конечных разностей. В операторном 
виде модель ОЛИМП (р, q) х {Р, Q) имеет вид: 

Ф(2?)Ф(в*)г;=в(дж/»')0,. 

с точки зрения общих соображений размерности операторов 
авторегрессии для модели ОЛИМП должны быть несколько 
больще, чем для модели Бокса—Дженкинса при моделировании 
одинаковых временных рядов. 

Если идентифицирована модель Бокса—Дженкинса с пара­
метрами р, d, q, то соответствующая модель ОЛИМП должна 
иметь параметры: p'=p+d. Если процесс удовлетворяет стохас-
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тическому разностному уравнению порядка р (авторегрес­
сионный процесс) 

£ф;; ' ,- , =«,, 
1=0 

где Ф, — коэффициент оператора авторегрессии; и, — последователь­
ность независимых одинаково распределенных случайных величин с 
дисперсией о^, / = 0,1,...,7, известны начальные значения у—р, у — 
-рН,...,у-\, 
то прогноз имеет вид: 

р 

Е(У,\у,,\,..-,Уо =-Z^->''-i' 
i = i 

где Е — оператор математического ожидания, 
будем иметь наименьшую дисперсию вне зависимости от значе­
ния корней характеристического уравнения. 

Сравнительные характеристики двух подходов к моделирова­
нию авторегрессионных процессов приведены в табл. 5.3. 

Таблица 5.3. Методы моделирования авторегрессионных процессов 

Характеристика Известная схема Новая схема 
Тип моделируе­
мых процессов 
Исходные пред­
посылки 

Базовое пред­
ставление на­
блюдений 
Офаничения 

Вид прогноза 

Стационарные 

Остатки независимы и оди­
наково распределены 

00 

1=0 

Корни характеристического 
уравнения вне единичного 
круга 

р 
E{yt\yi,---,yp) = -Y.^iy,-\ 

Стационарные и нестацио­
нарные 
Остатки независимы, одина­
ково распределены, заданы 
начальные условия 

/ р 

У, = ZS/"<-i + Zay>''-i 
1=0 ; = i 

Нет офаничений 

Е{у,\у,А.---.Ур) = -21^1У1-\ 
/=1 

В целом статистические оценки модели являются состоятель­
ными вне зависимости от значения корней характеристического 
уравнения. В практическом плане свойства состоятельности оце­
нок оказываются вполне достаточны для их использования. 

Оценка качества моделей. Проведем оценку качества модели 
по критериями точности и адекватности. Схема формирования 
интефированных критериев точности и адекватности, а также 
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общего критерия качества прогнозирования состоит в следую­
щем. С помощью механизма параметров пакета формируется 
состав отдельных критериев, на основе которых рассчитывается 
интегрированный показатель (так, точность можно характеризо­
вать только коэффициентом детерминации, или дисперсией и 
средней ошибкой аппроксимации, или всеми тремя перечислен­
ными выше критериями точности). 

Предварительно для каждого отдельного критерия разрабатыва­
ется процедура его нормировки. Нормированный критерий получает­
ся из исходной статистики критерия таким образом, чтобы выпол­
нялись условия: нормированный критерий равен 100, если модель 
абсолютно точная {адекватная); нормированный критерий равен О, 
если модель абсолютно неточная {неадекватная). 

Обобщенный критерий качества модели формируется как взве­
шенная сумма обобщенного критерия точности (его вес 0,75) и 
обобщенного критерия адекватности (его вес 0,25), т. е. точностным 
характеристикам придается большой вес. В качестве представителя 
характеристик точности используется нормированное значение 
средней относительной ошибки аппроксимации, а в качестве пред­
ставителя критериев адекватности — нормированное значение кри­
терия Дарбина—Уотсона и характеристики нормального закона 
распределения остаточной компоненты. Числовое значение обоб­
щенного критерия качества лежит в диапазоне от О до 100 
(минимум соответствует абсолютно плохой модели, а максимум — 
идеально отображающей развитие показателя). Опьгг применения 
этого показателя показывает, что достаточно надежными являются 
модели, имеющие оценку качества не менее 75. 

Так как формально-статистический выбор лучшей модели во 
многих случаях не дает полной уверенности в его правильности, то, 
кроме указанной программой модели, целесообразно просматри­
вать результаты прогнозирования других моделей, имеющих близ­
кое значение критерия качества. Адекватными моделями считаются 
такие, у которых остаточная компонента имеет свойства независи­
мости, случайности и нормальности распределения. Критерий Дар­
бина—Уотсона является наиболее распространенным критерием для 
проверки корреляции внутри ряда. Если 

Д = t(^.-«/-.)VIе,', 
где е, — расхождение между фактическими и расчетными уровнями, 
имеет значение, близкое к 2, то можно считать модель рефессии 
достаточно адекватной. 
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Для построения интервального прогноза необходимо выпол­
нение свойства нормальности распределения остаточной компо­
ненты, оцениваемого на основе коэффициентов асимметрии и 
эксцесса (см. табл. 5.1). 

При оценке адекватности уравнения регрессии учитывается 
также корреляционное отношение, которое характеризует долю 
дисперсии, зависимой переменной, объясняемой уравнением рег­
рессии. Корреляционное отношение рассчитывается по формуле: 

п = [1 - (S О-, - 3^)') / it (>-/ - >^-)')]''" ' 
1=1 1=1 

где у, — расчетные значения зависимой переменной; у,- — среднее 
значение. 

Точность модели характеризует близость расчетных наблюде­
ний фактическим на периоде аппроксимации. Считается, что 
модели с меньшим расхождением между фактическими и рас­
четными значениями отражают исследуемый процесс. Для ха­
рактеристики степени близости используются величины: среднее 
квадратическое отклонение (или дисперсия), учитывающее 
сложность модели; коэффициент детерминации (чем ближе к 1, 
тем более точнее модель); средняя относительная ошибка ап­
проксимации (чем ближе к О, тем точнее модель); среднее зна­
чение (должно быть близко к нулю); максимальное отклонение. 

Статистически точность прогнозов можно оценить, только 
используя ретропрогноз. Его суть состоит в построении модели 
по усеченному объему данных (N—k) точек с последующим 
сравнением прогнозных оценок с известными фактическими, но 
умышленно «забытыми* Л-уровнями ряда. По результатам срав­
нения вычисляются следующие показатели точности: среднее 
значение; среднеквадратическое отклонение; средний модуль 
ошибок прогнозирования (%); максимальное и минимальное 
отклонения. Чем меньше значения этих величин, тем выше ка­
чество ретропрогноза. Данный подход дает хорошие результаты, 
если на периоде ретропрогноза не содержится принципиально 
новых закономерностей. 

Построение обобщенного прогаоза. На практике часто встре­
чается ситуация, когда несколько моделей могут бьггь адекват­
ными, с малыми различиями между их характеристиками. В 
этом случае целесообразно строить обобщенный прогноз, фор­
мируемый как линейная комбинация частных прогнозов: 
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м 
yo = 2pjyj, 

где М — число объединяемых прогнозов; Pj — весовые коэффициенты 
частных прогнозов; yj — частные прогнозы. 

Весовые коэффициенты определяются из условия минимума 
дисперсии ошибок обобщающего прогноза (максимума его точно­
сти), которая находится как сумма всех элементов ков^шационной 
матрицы ошибок частных прогаозов с соответствующими весами: 

м м 

/=1 7=1 

ку = Gjajry 

где ку — корреляционный момент, характеризующий совместно распре­
деление ошибок / и у частных прогнозов; о, и Oj — средние квадрати-
ческие ошибки; Гу — коэффициент корреляции между рядами ошибок 
частных прогнозов у,- и У] 

Сумма весовых коэффициентов должна давать единицу (это 
необходимое условие того, чтобы дисперсия обобщающего 
прогноза не превышала дисперсии частных прогнозов. Ковариа­
ционная матрица ошибок частных прогнозов в этом случае будет 
иметь вид: 

к = 

а дисперсия обобщающегося прогноза соответствует сумме всех 
элементов матрицы: 

а? 
*21 

^Ul 

^12 •• 

al .. 

^ЛГ2 •• 

• ^IM 

•• ^2М 

afp? 

*2lAP2 

l^ilPlPl 

-.2 „2 
ОгРг 

^luPi 

^2UP2 

M-l 
^-HPJ 

j=\ 

f M-l \ ' f M-l \ ( M-\ \ 
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в точке минимума функции все (М-\) первые частные про­
изводные должны обращаться в нуль. 

Приравняв к нулю все (Л/—1) первые частные производные 
по переменным pi, Р2,—,Рм-ь получаем систему (А/-1) линей­
ных уравнений с (Л/-1) неизвестными: 

Piiaj-lkitf +о«)+ 'Zfiikii -А:|«-А:,дг+o^) = a5^-A:,J^; 

1=1 

Коэффициенты при переменных составят матрицу В, эле­
менты которой определяются так: 

bjj = bji = 
°M ~^^jM +^j • 

Вектор свободных членов будет состоять из элементов cj : 

Такую систему уравнений можно решить с помощью линей­
ной алгебры. Алгоритм объединения частных прогнозов имеет 
вид: 

1. Вычисляются дисперсии ошибок частных прогнозов и 
строится ковариационная матрица: 

< ^ y = ( S 4 ) / « ' J = h...,M, 
1=1 

где ej — ошибки частных прогнозов; t — порядковый номер наблюде­
ния, t = 1,...,л; 

2. Строятся матрица В и вектор С по формулам: 
bjj = bji = a^f + kf^ - kju - kj^i . 

3. Из решения системы линейных уравнений определяется 
(Л/—1) значение pj, при этом весовой коэффициент ри определя­
ется так: 

м-\ 

Рм = ^-TPJ-
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4. Производится проверка условия: 

Pj>0,j=l,..., М, 

при этом 
а) если условие не выполняется, прогнозы yj исключаются и 

производится перерасчет весовых коэффициентов (с возвратом к 
пункту 2); 

б) если все весовые коэффициенты положительны, то вы­
числяется значение обобщающего прогноза >'о и коэффициент 
условной эффективности и^^/^^ 

и 

где OQ — дисперсия ошибок комплексного прогноза; о? — дисперсия 
ошибок наилучшего частного прогноза. 

5. Так как в большинстве случаев точность прогнозов изме­
няется во времени, формулы оценки весовых коэффициентов 
модифицируются так, что более поздним ошибкам присваивает­
ся большее значение; этим производится корректировка обоб­
щенного прогноза путем изменения весовых коэффициентов в 
сторону наилучшего частного прогноза у^^. : 

и 
Уйт = 11.Р]тУ]т> 

где pjT — весовой коэффициент частного прогноза в момент времени Т; 
yjf — частный прогноз в момент времени Т, Уог — обобщенный про­
гноз в момент времени Т. 

Для повышения стабильности динамики изменения весов в 
алгоритме их корректировки можно использовать схему экспо­
ненциального сглаживания. 

В целом для проведения обобщения необходимо иметь не 
менее двух адекватных моделей, а для повышения устойчивости 
результатов количество обобщаемых частных прогнозов не 
должно превышать пяти. 

5.5. Многомерный анализ 

Корреляционный анализ обеспечивает: а) измерение степени 
связи двух или более явлений; б) отбор факторов, оказывающих 
наиболее существенное влияние на результативный признак на 
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основании измерения степени связности между явлениями; 
в) обнаружение ранее неизвестных причинных связей (кор­
реляция непосредственно не выявляет причинных связей между 
явлениями, но устанавливает численное значение этих связей и 
достоверность суждений об их наличии). 

При проведении корреляционного анализа вся совокупность 
рассматривается как множество переменных (факторов), каждая 
из которых содержит п наблюдений; хц^ — наблюдение / перемен­
ной к; х^ — значение к-й переменной; /=!,..., п. 

Основными средствами анализа являются парные, частные 
коэффициенты корреляции, множественные коэффициенты 
корреляции. Парные коэффициенты корреляции опосредованно 
учитывают влияние других факторов. Для исключения этого 
влияния определяют частные коэффициенты корреляции. 

Парный коэффициент корреляции между к-м и L-u факторами 
вычисляется так: 

_ / г я - 2 я _ 2""'''^ 

Он служит показателем тесноты линейной статистической 
связи, но только в случае совместной нормальной распределен­
ности случайных величин, выборками которых являются Л-й и 
L-й факторы. 

При этих же предпосылках для проверки гипотезы о равен­
стве нулю парного коэффициента корреляции используется 
/-статистика, распределенная по закону Стьюдента с я—2 степе­
нями свободы. Сначала критическое значение /-статистики, а на 
его основе критическое значение коэффициента корреляции 
рассчитывается так: 

Если расчетное значение больше критического, то гипотеза о 
равенстве нулю данного коэффициента корреляции отвергается 
на соответствующем вероятностном уровне. Аналогичные выво­
ды имеют место при проверке значимости частных коэффици­
ентов корреляции. 

Частный коэффициент корреляции первого порядка между А:-м 
и L-M факторами характеризует тесноту их линейной связи при 
фиксированном значении у-го фактора. Он определяется 

ruj = (ги - г^ - r„)/W - r^)4i - г ^ ) ' Р . 
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Он распределен аналогично парному коэффициенту при тех 
же предпосылках, и для проверки его значимости используется 
/-статистика, но в которой число степеней свободы равно я—3. 

Частный коэффициент рассчитывается в общем виде при ус­
ловии, что все переменные фиксированные, следующим обра­
зом: 

Гц (части.) = -DtL I (Ои^ОиУ^\ 
где Djf — определитель матрицы, образованной из матрицы парных ко­
эффициентов корреляции вычеркиванием /-й строки и у-го столбца. 

Для каждого частного коэффициента корреляции аналогично 
парному рассчитываются /-значение для проверки значимости 
коэффициента, а также доверительные интервалы. При этом 
дисперсия г-преобразованной величины равняется 1/(л—Z-3), где 
L — число фиксированных переменных (в профамме L=m—2). 

Для определения тесноты связи между текущей Л-й перемен­
ной и оставшимися (объясняющими) переменными использует­
ся выборочный множественный коэффициент корреляции: 

А, = (l-^)/Z)t t)^/^ 

где D - определитель матрицы парных коэффициентов корреляции. 
Для проверки статистической значимости коэффициента 

множественной корреляции используется величина 

{l-R')/in-L-2)' 

имеющая /"-распределение с I и (n—L—2) степенями свободы 
соответственно. 

Если рассчитанное /"-значение больше значения /"-распреде­
ления на соответствующем вероятностном уровне (0,9 и выше), 
то гипотеза о линейной связи между k-Pi переменной и осталь­
ными переменными не отвергается. В профамме для каждого 
коэффициента множественной корреляции выводятся F-
значение и процентная точка /"-распределения, которая ему со­
ответствует. 

Регрессионный анализ. При регрессионном анализе решаются 
следующие задачи: а) установление форм зависимости (положитель­
ная, отрицательная, линейная, нелинейная); б) определение 
функции регрессии. Важно не только указать общую тенденцию 
изменения зависимой переменной, но и выяснить, каково было 
бы действие на зависимую переменную главных факторов, если 
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прочие (второстепенные, побочные) факторы не изменялись 
(находились на одном и том же среднем уровне) и исключены 
случайные элементы; в) оценка неизвестных значений зависи­
мой переменной. 

Уравнение множественной линейной регрессии имеет вид: 
y = aQ + aiXi+....+a,„x,„. 

В каждом виде рефессионного анализа необходимо выбрать 
зависимую переменную Y (для которой строится уравнение рег­
рессии) и одну или несколько независимых переменных х, 
(/=1,2,... т). Это уравнение позволяет установить статистиче­
скую взаимосвязь изучаемых показателей и в случае ее устойчи­
вости дать аналитические и прогнозные оценки. 

На базовом периоде времени строится уравнение зависимой 
переменной. Далее производится расчет прогнозных значений 
зависимой переменной по рассчитанному уравнению регрессии. 
При этом для всех регрессоров заранее должны быть получены 
их прогнозные оценки и дописаны в конец исходных данных. 
Для зависимой переменной в исходных данных на глубину пе­
риода прогнозирования необходимо дописать нулевые значения. 

Известны различные виды множественной рефессии — ли­
нейная, пошаговая, фебневая и др. 

В линейном регрессионном анализе рассматривается зависимость 
случайной величины Y от ряда исходных факторов (рефессоров) 
Х\, Х2,..., Хщ, которая в силу влияния неучтенных факторов будет 
стохастической. В матричной записи она имеет вид: 

где Y — вектор значений переменной, X — матрица независимых пере­
менных, р — подлежащий определению вектор параметров; е — вектор 
случайных отклонений. 

В регрессионном анализе действуют следующие предположения: 

Л/[Е,-• Е; ] = О, j * l , Л/[е, •еу] = а^, j = \,...,m, 

матрица А"детерминирована и ее столбцы линейно независимы. 
МНК-оценки находятся из условия минимума функционала: 

{Y-X^fiY-Щ. 
Оценки параметров имеют вид: 
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и являются несмещенными и эффективными. 
Если у = X-^ — эмпирическая аппроксимирующая регрес­

сия, то элементы вектора е = Y-Y называются остатками. 
Анализ остатков позволяет судить о качестве построенного 
уравнения регрессии. 

Пошаговая регрессия — один из методов определения наи­
лучшего подмножества рефессоров для объяснения Y. Реализу­
ется пошаговая процедура с последовательным включением пе­
ременных в уравнение рефессии. 

Пусть в уравнение регрессии включено L переменных, т. е. 
сделано L шагов алгоритма, и осуществляется L+\ шаг. Основ­
ной вопрос, который решается на каждой итерации, — это во­
прос о том, какую переменную включать в уравнение рефес­
сии. 

Для каждой переменной регрессии, за исключением тех 
переменных, которые уже включены в модель, рассчитывает­
ся величина Cj, равная относительному уменьшению суммы 
квадратов зависимой переменной. При включении перемен­
ной в уравнение регрессии она интерпретируется как доля 
оставшейся дисперсии независимой переменной, которую 
объясняет у-я переменная. Пусть к — номер переменной, 
имеющей максимальное значение у-го элемента. Тогда, если 
Cj < р, где р — определенная константа, то анализ переменных 
прекращается, и больше переменных не вводится в модель. В 
противном случае к-я переменная вводится в уравнение рефес­
сии. Константа р является параметром метода и может быть изме­
нена пользователем. 

Гребневая регрессия основана на фебневых оценках, направ­
ленных на оценивание множественных линейных рефессии в 
условиях мультиколлинеарности, т. е. сильной корреляции неза­
висимых переменных. 

Как известно, следствием мультиколлинеарности является 
обусловленность матрицы Х'Х и бесконечное возрастание по 
этой причине дисперсии оценок линейной рефессии. 

Матрица Х'Х регуляризуется путем добавления малого поло­
жительного числа к диагональным элементам. В программе реа­
лизован алгоритм построения однопараметрической фебневой 
оценки вида: 
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а{к) = {X'X + kD)X-Y, k>Q, 

где к — параметр регуляризации; D — матрица регуляризации, в каче­
стве которой может быть выбрана единичная матрица или диагональ­
ная матрица, составленная из диагональных элементов XX. 

Для автоматического расчета параметра к выбрана формула: 
к = ms / а' а, 

где а — вектор оценок регрессии по МНК; s — оценка остаточной дис­
персии по МНК. 

Парная регрессия устанавливает связь между откликом Y и 
функцией, зависящей от одной входной переменной X, т. е. рег­
рессия имеет вид: Y =У(А). 

Функции /, включенные в парную рефессию в настоящем 
пакете, удовлетворяют двум основным условиям: они распро­
странены в практике экономических исследований, каждое из 
уравнений рефессии путем преобразований типа логарифмиро­
вания и возведения в степень сводится к линейной модели. 

Для реализации функции парной рефессии необходимо вы­
брать переменную Y (зависимая переменная), переменную X 
(объясняющая переменная), а также сформировать список 
функций парной рефессии (табл. 5.4). 

Для каждой функции параметры вычисляются по методу 
наименьших квадратов, а также рассчитывается критерий вида: 

1=1 ' 
1{п-к) 

где к - число оцениваемых параметров функции. 
Та функция, которой соответствует минимальное значение 

критерия, считается оптимальной, и для нее рассчитываются все 
параметры. 

Заметим, что с помощью коэффициентов рефессии нельзя 
сопоставить факторы по степени их влияния на зависимую пе­
ременную из-за различий единиц измерения и степени колебле­
мости. Для усфанения этого применяют коэффициент эластич­
ности, дельта-коэффициент, бета-коэффициент. 

Как с помощью частных коэффициентов эластичности, так и 
с помощью бета-коэффициентов можно проранжировать факто­
ры по степени их влияния на зависимую переменную, т. е. со­
поставить их между собой по величине этого влияния. Вместе с 
тем нельзя непосредственно оценить долю влияния фактора в 
суммарном влиянии всех факторов. Для этой цели используются 
дельта-коэффициенты. 
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Таблица 5.4. Основные функции парной регрессии 

Модель Преобразование Матрицы 

Y--a+bX 

Y=a+bX-^cXX 

Y=a+b/X 

Y=\/{a+bX) 

}'=1/(о+*ехр(-Л)) 

Нет 

Нет 

Нет 

Возведение в 
степень (-1) 

Возведение в 
степень (-1) 

^ 1 ^ 

^п1 
1 Х\ Х\ 2\ 

A i j Л , 

1\ 

л / 

1/^1 1 
1/х, 

\ 
^1 

^2 

^ Л / 

ехр(- X,)' 
ехр(- Xj) 

\п ехр(-х„). 

\/У2 

ri/3'.l 

\/Уп. 

Y-afxpibX) 

r=a+*lg(A) 

Логарифмиро­
вание 

Нет 

'1 
2 

,« 

Х] 

^2 

^л^ 

'ln(yi)' 

.1п(Ул), 
А 1п(х,)^ 
2 1п(х2) 

\п ln(x„)j 
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Продолжение табл. 5.4 

1 
Y=ab'c' 

Y = a>^ 

Y=a+bAn{x) 

Y=aXi> 

У=а+*ЛГ+с(Л)'/2 

Y=J(/(a+bX) 

2 
Логарифмиро­

вание 

Логарифмиро­
вание 

Нет 

Логарифмирова­
ние 

Нет 

Нет 

1 

2 

л 

1 
2 

п 

'1 
2 

.« 

/1 
2 

'1 

2 

'1 
2 

3 1 4 
2 \ 

.̂2 Х2 Х2 

^П ^П ; 

^2 

^п. 
1/1п(х,) 
1/1п(Х2) 

1/1п(х„) 

1П(ДГ,)] 
1п(Х2) 

1П(Х„); 

[ЫУХ)\ 
\п{Уг) 

.!"(>'«)/ 

fln(yi)] 
1п(>'2) 

НУП), 
\ — 

1 

Х2 -Jxi 

1̂ 
^2 

х„ 

рп(л)] 
1п(^2) 

Хг/ У1 

и„/л 
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Продолжение табл. 5.4 

1 
r=flexp(VA) 

Y=a+b)^ 

Г=и+*ЛГ-+сДаГ+...4гйГ* 

2 
Логарифмирова­

ние 

Нет 

Нет 

1 
2 

2 

л 

fl 
2 

3 4 

1 / Х 2 

1/х 
г* 1 

^2 

X* 

п , 

MyiY 
\П(У2) 

НУП), 

Х 2 . . . Х2 

X X* 

Для экономической интерпретации нелинейных связей 
обычно пользуются коэффициентом эластичности (табл. 5.5), 
который характеризует относительное изменение зависимой пе­
ременной при изменении объясняющей переменной на 1%. Ес­
ли уравнение регрессии имеет вид у=/(,х), то коэффициент эла­
стичности рассчитывается так: 

r,_df X 
ах у 

где X — среднее значение переменной х; у — среднее значение пере­
менной у, производная берется в точке х . 

Дельта-коэффициент. Доля вклада каждого фактора в сум­
марное влияние составляет: 

к 

где R^ ~ коэффициент множественной детерминации; г, — коэффици­
ент парной корреляции между /-м фактором и зависимой переменной; 
Р, — р-коэффициент. 
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Таблица 5.5. Расчет коэффициентов эластичности 

№ 
п/п 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 

16 

Функция 

Y=a+bx 
Y=a+bx+cx^ 
Y=a+b/x 
Y=l/{a+bx) 
Y=l/{a+b)e-'' 
Y=ae'"' 
Y=a+b ln(x) 
Y=abV' 
Y=ab^ 
Y=a+bAn(x) 

Y=ax'' • 

Y=a+bx+c(xy/^ 
Y=oc/ia+bx) 
Y=ae(»/=^> 
Y=a + bx'' 

/=00 +aix'+....+a^x* 

Формула коэффициента эластичности 

Э=Ь(х/у) 
Э={Ь + 2сх){х/у) 
Э=Ь/{ах + Ь) 
Э= Ьх/(а + Ьх) 
Э=Ьхе-'' /{а + Ье-^) 
Э= Ьх 
Э=Ь/у 
Э= a(ln(/))eV42*^xe^'ln(c))(x/y) 
Э=а1п(*)е'(х/:и) 
Э=*/(1п2(х)х>') 
Э-=Ь 
Э={Ь-с){х)^/^{х/у) 
Э=а/{а+Ьх) 
Э=Ь/х 
Э=Ькх'^ /(а + *х*) 

Э=(^аох>)/у 
( = 1 

При корректно проводимом анализе величины дельта-
коэффициентов положительны, т. е. все коэффициенты регрес­
сии имеют тот же знак, что и соответствующие парные коэффи­
циенты корреляции. 

Тем не менее в случаях сильной коррелированности объяс­
няющих переменных некоторые дельта-коэффициенты могут 
быть отрицательными вследствие того, что соответствующий ко­
эффициент регрессии имеет знак, противоположный парному 
коэффициенту корреляции. 

Бета-коэффициент. Для устранения различий в измерении и 
степени колеблемости факторов используется р-коэффициент 
или коэффициент регрессии в стандартизованном виде: 

^j=bjSj/S^, 
где bj — коэффициент регрессии при у-й переменной, Sj — оценка 
среднеквадратического отклонения у-й переменной, Sy — оценка сред-
неквадратического отклонения независимой переменной. 
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Коэффициент показывает, на какую часть величины сред­
него квадратического отклонения меняется среднее значение 
зависимой переменной с изменением соответствующей незави­
симой переменной на одно среднеквадратическое отклонение 
при фиксированном на постоянном уровне значений остальных 
независимых переменных. 

Факторный и компонентный анализ. Методом определения 
структурной зависимости между случайными переменными слу­
жит компонентный анализ. В результате его использования по­
лучается сжатое описание малого объема, несущее почти всю 
информацию, содержащуюся в исходных данных. Главные ком­
поненты Y\, Y2,..., Y„ получаются из исходных переменных Х\, 
Xi,..., Х„ путем целенаправленного вращения, т. е. как линейные 
комбинации исходных переменных. Вращение производится та­
ким образом, чтобы главные компоненты были ортогональны и 
имели максимальную дисперсию среди возможных линейных 
комбинаций исходных переменных X. При этом переменные Yi, 
Y2,..., Y„ некоррелированы между собой и упорядочены по убы­
ванию дисперсии (первая компонента имеет наибольщую дис­
персию). Кроме того, общая дисперсия после преобразования 
остается без изменений. Итак, /-я главная компонента Yf. 

т т 

Пусть R — корреляционная матрица переменных X. Тогда 
a-ij — первый собственный вектор матрицы R и т.д. Кроме того, 
дисперсия первой главной компоненты равна первому собствен­
ному числу матрицы R, дисперсия второй главной компоненты 
равна второму собственному числу матрицы R и т.д. 

Факторный анализ является более общим методом преобразо­
вания исходных переменных по сравнению с компонентным 
анализом. Модель факторного анализа имеет вид: 

X, = t ̂•ц Fj + ei, 

где Xjj — постоянные величины, называемые факторными нагрузками, 
Fj — общие факторы, используемые для представления всех р исходных 
переменных, в/ — специфические факторы, уникальные для каждой 
переменной, р s т. 

Задачами факторного анализа являются: определение числа 
общих факторов, определение оценок X, определение общих и 
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специфических факторов. Для получения оценок общностей и 
факторных нафузок исполюуется эмпирический итеративный 
алгоритм, сходящийся к истинным оценкам параметров, суть 
которого сводится к следующему: 

1. Первоначальные оценки факторных нафузок определяют­
ся с помощью метода главных факторов. На основании корре­
ляционной матрицы R формально определяются оценки главных 
компонент: 

т 
, 2 Yi='^ayXj; Х « * = 1 ; i = l,...,m. 

1=1 j=\ 

2. Оценки общих факторов ищутся в виде: 
/;. = Г /(>.,)^/^ / = 1,...,р , 

где А, — соответствующее собственное значение матрицы R. 
3. Оценками факторных нафузок служат величины 

^i? =^i/(^<)'^^; / = l , . . . ,m; j = l,...,p, 

где Cij — оценки ад; L,j — оценки Я,у. 

4. Оценки общностей получаются как 

;= | 
5. На следующей итерации модифицируется матрица R — 

вместо элементов главной диагонали подставляются оценки 
общностей, полученные на предьщущей итерации; на основании 
модифицированной матрицы R с помощью вычислительной 
схемы компонентного анализа повторяется расчет главных ком­
понент (которые не являются таковыми с точки зрения компо­
нентного анализа), ищутся оценки главных факторов, фактор­
ных нафузок, общностей, специфичностей. Факторный анализ 
можно считать законченным, когда на двух соседних итерациях 
оценки общностей меняются слабо. 

Преобразования матрицы R могут нарушать положительную 
определенность матрицы R и как следствие некоторые собст­
венные значения R могут быть отрицательными. Для лучшей 
интерпретации полученных общих факторов к ним применяется 
процедура варимаксного вращения. 

Если факторный анализ ведется в терминах главных компо­
нент, то значения факторов могут быть вычислены непосредст-
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венно. Главные компоненты (без вращения) могут быть пред­
ставлены в виде: 

/̂> = Ё ( ' ' У Л ) / ^ / > ; Р = 1,....т, 

где Ojp — коэффициенты при общих факторах; Хр — собственные зна­
чения; Xj — исходные данные (вектор-столбцы); Fp — главные компо­
ненты (вектор-столбцы). 

В случае вращения главных компонент соотношения, связы­
вающие исходные переменные и значения факторов, несколько 
усложняются. Ниже в матричном виде приведено соотнощение, 
оптимальное по скорости вычисления, а также не зависимое от 
метода вращения факторов: 

где В^ — повернутая матрица А; А — матрица коэффициентов при 
общих факторах; \„ — диагональная матрица т собственных членов; 
X — матрица исходных данных; F — матрица /и повернутых факторов. 

При определении числа общих факторов руководствуются 
следующими критериями: число существенных факторов можно 
оценить из содержательных соображений, в качестве р берется 
число собственных значений, больших либо равных единице (по 
умолчании), выбирается число факторов, объясняющих опреде­
ленную часть общей дисперсии или суммарной мощности. 

Кластерный анализ. Классификация объектов по осмыслен­
ным группам, называемая кластеризацией, является важногй про­
цедурой в различных областях научных исследований. Кластер­
ный анализ (КА) — это многомерная статистическая процедура, 
упорядочивающая исходные данные (объекты) в сравнительно 
однородные группы. Общим для всех исследований, исполь­
зующих КА, являются пять основных процедур: 1) отбор выбор­
ки для кластеризации; 2) определение множества признаков, по 
которым будут оцениваться объекты в выборке; 3) вычисление 
значений той или иной меры сходства между объектами; 4) 
применение метода КА для создания групп исходных данных; 5) 
проверка достоверности результатов кластерного решения. 

Каждый из перечисленных шагов играет существенную роль 
при использовании КА в прикладном анализе данных. При этом 
шаги 1, 2 и 5 целиком зависят от решаемой задачи и должны 
определяться пользователем. Шаги 3 и 4 выполняются програм­
мой КА. 
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в целом многие методы КА — довольно простые эвристиче­
ские процедуры, которые не имеют, как правило, строгого ста­
тистического обоснования, но позволяют свести к минимуму 
вероятность допущения ошибки при трактовке результатов КА. 

Разные кластерные методы могут порождать различные реше­
ния для одних и тех же данных. Это обычное явление в большин­
стве прикладных исследований. Окончательным критерием счи­
тают удовлетворенность исследователя результатами КА. 

Разработанные кластерные методы образуют семь основных 
семейств: иерархические агломеративные методы; иерархические 
дивизимные методы; итеративные методы фуппировки; методы 
поиска модальных значений плотности; факторные методы; ме­
тоды сгущений; методы, использующие теорию фафов. 

По данным ряда исследований, около 2/3 приложений КА 
используют иерархические агломеративные методы. Рассмотрим 
его сущность на примере наиболее простого метода одиночной 
связи. 

Процесс кластеризации начинается с поиска двух самых 
близких объектов в матрице расстояний. На последующих шагах 
к этой фуппе присоединяется объект, наиболее близкий к од­
ному из уже находящихся в фуппе. По окончании кластериза­
ции все объекты объединяются в один кластер. 

Отметим несколько важных особенностей иерархических аг-
ломеративных методов: 1) все эти методы просматривают мат­
рицу расстояний размерностью Л̂  • Л̂  (где Л̂  — число объектов) и 
последовательно объединяют наиболее схожие объекты. Именно 
поэтому они называются агломеративными (объединяющими); 2) 
последовательность объединения кластеров можно представить 
визуально в виде древовидной диафаммы, часто называемой 
дендрограммой; 3) для понимания этого класса методов не нужны 
обширные знания матричной алгебры или математической ста­
тистики. Вместо этого дается правило объединения объектов в 
кластеры. 

Для «ОЛИМП:СтатЭксперт» разработана профамма кластер­
ного анализа, основанная на иерархической агломеративной 
процедуре и позволяющая пользователю управлять процессом 
кластеризации. Кратко поясним суть предлагаемого метода. 

Сначала ищутся два наиболее близких объекта (предположим, 
А и В). Предположим, что расстояние между объектами А и В 
равно R. В один кластер объединяются объекты, расстояние ме­
жду которыми меньше чем (10—Q/J, где С — четкость класси-
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фикации, параметр управления процессом, принимающий зна­
чения от 1 до 10, который может меняться пользователем. При 
0=10 на каждом шаге объединяются только два самых близких 
элемента, т. е. имеет место иерархическая агломеративная про­
цедура в чистом виде. Однако, как показывает практика исполь­
зования КА, пользователю важнее вьщелить в пространстве 
фуппы объектов с разной плотностью. В этом случае величину 
С необходимо уменьшать. Минимальное расстояние R пересчи-
тывается на каждом шаге КА. 

Объединение. На каждом шаге КА происходит объединение 
объектов, т.е. из нескольких объектов образуется один кластер. 
Процедура кластеризации заканчивается, когда все первичные 
объекты исчерпаны. Допустим, на каждом шаге объединяются п 
объектов. Из этих объектов образуется один кластер как центр 
тяжести этих объектов (среднее арифметическое по каждой ко­
ординате). 

Размерность задачи уменьшается на величину л-1 (я объек­
тов удаляются, один добавляется). Далее производится пересчет 
матрицы расстояний. 

В профамме реализован кластерный анализ наблюдений, т.е. 
в результате вычислительной процедуры каждое наблюдение 
относится к той или иной фуппе. Кластеризация проводится на 
основе одной из двух метрик: 

1) евклидово расстояние: 

^ = ll(^i-yif' 
2) корреляционное расстояние: 

R = \\-r^, 

где x={xi, Х2,..., х̂ } и У'НУХ, У2,-, Ук) — две точки; г^у — парный коэф­
фициент корреляции между хну. 

В профамме реализованы три метода классификации.- метод 
«ближайшего соседа», метод «ОЛИМП», метод А-средних. 

Метод ^ближайшего соседа» представляет иерархический аг-
ломеративный метод. Процесс кластеризации начинается с по­
иска двух самых близких объектов в матрице расстояний, далее 
к этой фуппе присоединяется объект, наиболее близкий к од­
ному из уже находящихся в фуппе. По окончании кластериза­
ции все ближайшие объекты объединены в один кластер. 
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Метод <(ОЛИМП» основан на иерархической агломеративной 
процедуре. На каждом шаге КА происходит объединение объек­
тов, т. е. из нескольких объектов образуется один кластер. Про­
цедура кластеризации заканчивается, когда все первичные объ­
екты исчерпаны. Допустим, на каждом шаге объединяются п 
объектов. Из этих объектов образуется один кластер как центр 
тяжести этих объектов (среднее арифметическое по каждой ко­
ординате). Размерность задачи уменьшается на величину (л—1), 
так как п объектов удаляются, а один добавляется. Далее произ­
водится пересчет матрицы расстояний. 

Метод К-средних относится к итеративным методам фуппи-
ровки. Его достоинство — возможность управления количеством 
групп (ЛГ-фупп), на которые должны быть разнесены наблюде­
ния. Алгоритм метода: 

1. Начать с исходного разбиения данных не некоторое за­
данное число кластеров; вычислить центры тяжести этих класте­
ров (в программе исходное разбиение выполняется методом 
ближайшего соседа). 

2. Поместить каждую точку данных в кластер с ближайшим 
центром тяжести. 

3. Вычислить новые центры тяжести кластеров; кластеры не 
заменяются на новые до тех пор, пока не будут просмотрены 
полностью все данные. Шаги 2 и 3 повторяются до тех пор, по­
ка не перестанут меняться кластеры. 

Содержательно этот метод направлен на поиск разбиения 
выборки с минимальным разбросом. В отличие от иерархиче­
ских агломеративных методов, которые требуют вычисления и 
хранения матрицы сходств между объектами размерностью 
N • N, итеративные методы работают непосредственно с пер­
вичными данными. Поэтому с их помощью возможно обрабаты­
вать довольно большие множества данных. Более того, итера­
тивные методы делают несколько просмотров данных и могут 
компенсировать последствия плохого исходного разбиения дан­
ных, тем самым устраняя самый главный недостаток иерархиче­
ских агломеративных методов. Эти методы порождают кластеры 
одного ранга, которые не являются вложенными, и поэтому не 
могут быть частью иерархии. Большинство итеративных методов 
не допускают перекрытия кластеров. 

На результаты кластеризации существенное влияние оказы­
вает выбор меры расстояния. На практике их лучше бы называть 
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мерами несходства: для большинства используемых коэффици­
ентов большие значения соответствуют большему сходству, в то 
время как для мер расстояния все наоборот. Считается, что два 
объекта идентичны, если описывающие их переменные прини­
мают одинаковые значения. В этом случае расстояние между 
ними равно нулю. Меры расстояния обычно не ограничены 
сверху и зависят от выбора шкалы (масштаба) измерения. В 
программе кластеризация проводится на основе метрик: евкли­
дово расстояние; корреляционное расстояние; расстояние город­
ских кварталов (манхеттенское); расстояние Махаланобиса 
(обобщенное расстояние), вычисляемых по формулам табл. 5.6. 

Главным недостатком коэффициента корреляции как меры 
сходства является его чувствительность к форме при сниженной 
чувствительности к величине различий между переменными. Он 
также часто не удовлетворяет неравенству треугольника, и кор­
реляция, вычисленная этим способом, не имеет статистического 
смысла, так как среднее значение определяется по совокупности 
всевозможных разнотипных переменных, а не по совокупности 
объектов (смысл «среднего» по разнотипным переменным дале­
ко не ясен). Однако данный коэффициент широко используется 
в приложениях кластерного анализа [37, 38, 40, 44 и др.]. 

Таблица 5.6. Расчетные формулы мещ>ик кластеризации 

№ 
п/п Показатель Формула расчета * 

1 Евклидово расстояние Fk Г 

2 Корреляционное расстояние R = \\- г 1 

3 Расстояние городских кварта- Р 
лов dij = ZjW'k ~ ^ д | 

4 Расстояние Махаланобиса / \'v^-i/ \ 
dy = [xi-xj) 2^ [Xi-Xj] 

* В табл.5.6 введены следующие обозначения: для пп. 1 и 2 JC = 
={xi,X2,..., дс*} и у={у\,У2, ..., Ук) — две точки; г^у — парный коэффициент 
корреляции между х vi у, для пп. 3 и 4 Е — общая внутригрупповая 
дисперсионно-ковариационная матрица, а Xi, Xj — векторы значений 
переменных для объектов / и / 
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Несмотря на важность евклидовой и других метрик, они 
имеют серьезные недостатки. Наиболее важный состоит в том, 
что оценка сходства сильно зависит от различий в сдвигах дан­
ных. Переменные, у которых одновременно велики абсолютные 
значения и стандартные отклонения, могут подавить влияние 
переменных с меньшими абсолютными размерами и стандарт­
ными отклонениями. Более того, метрические расстоящм изме­
няются под воздействием преобразованной шкалы измеренрш 
переменных, при которых не сохраняется ранжирование по евк­
лидову расстоянию. Чтобы уменьшить влияние относительных 
величин переменных, обычно перед вычислением расстояния 
переменные нормируют к единичной дисперсии и нулевому 
среднему. 

В отличие от евклидовой и других аналогичных метрик мет­
рика расстояния Махаланобиса с помощью матрицы дисперсий-
ковариаций связана с корреляциями переменных. Когда корре­
ляция между переменными равна нулю, расстояние Махалано­
биса эквивалентно квадратичному евклидову расстоянию. 

Для графической интерпретации результатов кластерного 
анализа приводится график расположения исходных объектов в 
пространстве первых двух главных компонент. При этом объек­
ты, попавшие в один кластер, отображаются одним цветом. 
Иногда объекты из разных кластеров расположены столь близко, 
что может создаться иллюзия неправильной классификации. Это 
связано с тем, что классификация проводится по большому чис­
лу переменных, а фафик строится по двум координатам, хотя и 
отражающим основные особенности данных, поэтому расхожде­
ния между результатом классификации и фафическим отобра­
жением неизбежны. 

Частотный анализ. Вместе с долговременными изменениями 
во временных рядах часто появляются некоторые регулярные 
колебания, изменения наблюдаемых значений которых могут 
бьггь строго периодическими или близкими к таковым, оценива-
ясь в частотном аспекте. Для вьювления наличия и устойчивости 
периода этих колебаний обычно используется математический 
аппарат частотного анализа: гармонический анализ, спектраль­
ный анализ, частотная фильтрация, кросс-спектральный анализ, 
который в совокупности позволяет с разных позиций анализи­
ровать исследуемый показатель, но он эффективен лишь при 
достаточно большом объеме данных (желательно иметь 200— 
300 наблюдений, но не менее 50 наблюдений), из которых пред-
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варительно исключена тенденция (за исключением методов час­
тотной фильтрации). 

При гармоническом анализе временной ряд наблюдений пред­
ставляется линейными комбинациями функций sin car—cos шГ на 
основании конечного преобразования Фурье с выявлением наи­
более существенных гармоник. Если Y{t) — временной ряд 
t=l,2,...,T, то имеем: 

y. = y^t[ajOo{y-t) + bjSin[^tjy[ar/2i-\)]^ S = (T-l)/2 , 

где у — оценка математического ожидания ряда Y{t), а последнее сла­
гаемое добавляется в том случае, когда Т — четное число. 

Коэффициенты oj, bj, атд вычисляются так: 

аг/2= ^^^(^^(-ОТ-
Итак, временной ряд можно представить в виде суммы гар­

моник, при этом мощность каждой из них определяется как 
Л* ~ а* "̂  ^*' ^ Л-я гармоника считается статистически значимой, 
если она вносит существенный вклад в дисперсию временного 
ряда (т.е. если отвергается статистическая гипотеза о том, что 
Rk=Q). Для проверки гипотезы вычисляется критерий вида: 

TRl/^], 
1енка дисперсии 

фактических: 
где о\ — оценка дисперсии отклонения вычисляемых значений от 

cT|=[l>'?-7>-(7'/fi)/2]/(7'-3). 

Вычисляемая величина имеет /"-распределение с V|=2 и V2 = 
-Т—Ъ степенями свободы. Гипотеза отвергается (гармоника счита­
ется значимой), если вычисленная величина больще чем 95%-ная 
точка /"-распределения с соответствующими степенями свободы. 

При спектральном анализе периодофамму x{t), /=0,/,..., Г вре­
менного ряда можно рассчитать так: 

4^'(/) = 
' r-i • ' » 

/=о 
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Если исходные данные квантованы с интервалом 1 и часто­
той Найквиста, равной для них 0,5, то периодофамма и спек­
тральная плотность рассчитываются на интервале от О до 0,5 в 
точках / (/) =y/2Af, у=0,1,..., М. 

Спектральную плотность можно определить по оценке Барт-
летта, являющейся усреднением периодограмм, вычисленных по 
непересекающимся отрезкам временных рядов. В профамме 
«СтатЭксперт» спектральная плотность при T=LV оценивается 
аналогично, при условии пересечения временных интервалов. 
Пусть имеем, что 

2\ 

I%\f.l) = 
V-\ 
2x(v + /К)ехр{- /27i(v + IV)] 
v=0 

/V; / = 0,1, . . . ,1-1, 

где V — ширина временного интервала; / — номер интервала; S -
смещение текущего временного интервала относительно предыдущего. 

Тогда оценка спекфальной плотности получается так: 

Л 
V/=0 

•(У) I'^\f.l) /L. 

Спектральные оценки можно сглаживать при помощи окон, 
обеспечивающих уменьшение дисперсии выборочной спектраль­
ной плотности. На практике из множества известных окон обьи-
но используются: а) прямоугольное окно вида: X,;t = \, О < к < т\ 
б) окно Тьюки-Хеннинга вида: >.,( = \ / 2[\ + со&кп / т\; в) окно 
Парзена следующего вида: 

[l -ек^{\ -к/т)/т^ при 0.йк<т/2 ; 
[2(1 -к / т) при т/ 2< к й т . 

Параметры, необходимые для расчета спектра мощности, 
рассчитываются по следующему алгоритму: 1) вычисляют значе­
ние V. V=n/3 (« — число наблюдений); если К<10, то принима­
ют К=10; если К>50, то принимают У=50; 2) определяют вели­
чину смещения: S== V/2. 

При кросс-спектральном анализе оценивается связь между 
частотными составляющими двух временных рядов на основе 
параметров когерентности, фазового сдвига и коэффициента 
усиления (табл. 5.7). 

Аналогично спектру /^ можно получить оценку спектра fy 
для ряда у. Интерпретация результатов кросс-спектрального 
анализа — тонкий процесс. Например, когерентность аналогич-
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на квадрату коэффициента корреляции на соответствующей час­
тоте, коэффициент усиления — коэффициенту линейной регрес­
сии процесса по процессу на соответствующей частоте, фазовый 
сдвиг характеризует временное смещение между составляющими 
двух процессов. 

Таблица 5.7. Расчетные параметры 1д>осс-спекп^ального анализа 

, Показатель Формула расчета 
п/п 

Взаимные (п-к / | п "-* М 
коварна- С^ДА:) = \ Y,x,y,^^ - ^ У, £ Jc, [ / (л - Л); 
ЦИОННЫе [»=1 ^"~'^l=k + \ /=1 /J 
функции г^ . ^ ^., . . 

[/=1 Ч Я - л , = * + 1 ,=1 yj 

Ш^Т ?(w>) = ^{С..у (0) + СА^)) + 
тельная 

3 Квадратур- , 1 v^^ /^ ^i,\ ^ li,\\ • ь t 
ный 1̂™ у) = у - Z ^* (Суу (^) + Сух [к)) sm юу А:, Щу = —, 
спектр ^^ *=1 '" 
(мнимая J = 0,1,. . . , /я 
часть спек­
тра) 
^огерент - j ^ ^ ^ ^ [с(а)уf + q((iijf J / /Ди ; ) / ^©; ) 

' S r " $(co,) = a r c t g [ . > , ) / c > , ) ] 

' u^et^Jc-H- Л^(<о>) = Л(<»;)С(со,)/Л(со,) 
ления 

Спектр 7 , ^ д ^ ^ ^ L ^^Q^ ̂  2 £ ^,C,(*)cos Ш; к/2п ; 
для ряда X L itTi 

при частотной фильтрации, осуществляемой посредством 
высокочастотного (ВУФ) и низкочастотного (НУФ) фильтра, 
для каждого из них рассчитываются соответствующие силовая и 
фазовая характеристики (табл. 5.8). Низкочастотный фильтр 
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предназначен для устранения тренда (низкочастотной состав­
ляющей временного ряда наблюдений). Высокочастотный 
фильтр, наоборот, предназначен для вьщеления тренда из ис­
ходных данных. 

№ 
п/п 
1 

2 

Таблица 5.8. Расчетные формулы параметров филыпров* 

Показатель 

Выход НУФ 

Выход ВУФ 

Расчетная формула 

jc,-2x^.,+x^2=aoe/-,+d,«^, + 02*̂ -2; 
ао = \ + к' + к42\ fl, = 2(A:^-l); 

ai^l + k^-k^l; 
* = tg(Q/2) 

flo = 1 + Л̂  + Л>/2 ; а, = 7{к} +1); 

a2 = l + /t'-/fe>/2 

» П — частота отсечки; е, — оценка ВЧ (НЧ) составляющей для НУФ 
(ВУФ), при их оценке теряются два первых наблюдения. Оценкой 
тренда в этом случае является ряд у^х, — е„ который может быть ис­
пользован для прогнозирования. 
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Глава 6 
Структурный анализ, обработка нечисловой 
информации и критерии принятия решений 
Проведение социально-экономической политики государства 
отражается в изменении пропорций между отраслями, региона­
ми, территориями, социальными фуппами населения и др. Для 
принятия эффективных решений часто необходимо определять 
наличие структурных изменений, оценивать их существенность 
в целом и в различных сравниваемых периодах, определять ди­
намику и тенденции структурных сдвигов. 

6.1. Стру1аурный анализ 

Для проведения статистического анализа изменения структу­
ры необходимо иметь данные об исследуемом показателе не ме­
нее чем за два сравниваемых периода либо данные о двух объек­
тах за один и тот же период. Исходные данные могут быт|> пред­
ставлены в виде временных рядов наблюдений либо в фиксиро­
ванный момент времени. Изменение структуры во времени на­
зывается структурным сдвигом, а различия между объектами в 
конкретный момент времени — структурными различиями. В за­
висимости от исходных данных с использованием статистиче­
ских средств анализа можно оценить: а) структурные сдвиги во 
времени (за ряд лет) по одному показателю; б) структурные раз­
личия объектов исследования (например, предприятий, районов, 
областей) в конкретный момент времени. 

При наличии данных по нескольким показателям (объем 
продукции, капитальные вложения, основные фонды и числен­
ность в одном разрезе, например, в разрезе отраслей) можно для 
каждого из них провести исследование, а затем, интегрировав 
полученные результаты, получить более полную информацию. 

Указанные задачи нельзя решить средствами описательной 
статистики, включая графические средства, так как они способ-
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ны лишь констатировать факт изменения отдельных элементов 
структуры. Изменение структуры любого экономического пока­
зателя происходит постоянно, но важно иметь количественную 
меру этих изменений, характеризующую их существенность и 
сравнимость по отношению к другим периодам наблюдения, 
тенденцию изменения структуры. 

Анализ структурных сдвигов. Так как структурным является 
любой показатель, состоящий из суммы нескольких элементов и 
выражаемый в относительных величинах (обычно процентах), 
то математически его структуру можно записать так: 

ДМ), ДГ,2), ..., ntjX..., F{t,M), 

где М — количество элементов в структурном показателе; j — номер 
элемента в структурном показателе (/ = 1,2,..., Af); N — количество 
уровней наблюдений; / — порядковый номер наблюдений (t = 1,2,..., N); 
Y{t,J) — у-й элемент показателя в t-м периоде наблюдения. 

Если показатель задан абсолютными значениями, то для пе­
рехода от абсолютных к относительным значениям следует про­
суммировать для каждого момента времени все элементы, вхо­
дящие в состав сводного показателя, а затем разделить сумму на 
все эти наблюдения. В результате будем иметь F (/, у) — для всех 
элементов у структуры и всех периодов наблюдения. Структура в 
момент времени г запишется как Fit,l), F(t,2),..., F(t, М). 

С учетом введенных обозначений постановку задачи анализа 
структурных сдвигов можно формулировать следующим образом. 
При помощи статистических средств на основе данных F{t, у), 
характеризующих изменение структуры из М элементов за N пе­
риодов, провести анализ изменений структуры по сравнению с 
каким-либо конкретным моментом времени, а также определить 
особенности ее изменения в целом на периоде наблюдения и 
возможное состояние структуры в будущем. 

Для сравнения структур двух наблюдений можно использо­
вать абсолютные и относительные показатели. Абсолютные при­
росты показывают скорость изменения удельных весов, а отно-
сителы1ые (темпы роста) — интенсивность их изменения. Эти по­
казатели не пропорциональны, характеризуют разные стороны 
изучаемой структуры и потому должны использоваться совместно. 

Для характеристики изменения структуры в одном периоде 
по сравнению с базисным периодом целесообразно использовать 
линейные (Л) и квадратичные (К), абсолютные (А) и относитель-
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ные (О) показатели (Л). В математическом виде эти коэффици­
енты выглядят следуюицсм образом: 

ЛОП = j;[(Я,, J) - F{to,J)]; ЛАП = ЛОП / М; 

КОП = |;[(f(r,,y)- F(/o,y))/ /•(/o.y)]lOO%; 

где f{t\,J) — структура сравниваемого периода; f{tQ, J) — структура на­
чального периода; f ] — знак по модулю, показывающий, что все сла­
гаемые берутся со знаком «плюс». 

Таким образом, показатель ЛАП является средней арифмети­
ческой из абсолютных приростов удельных весов всех элементов 
структуры, показатель КАП — средней квадратической из абсо­
лютных отклонений удельных весов всех элементов структуры 
(оба эти показателя указывают, на сколько процентов в среднем 
отклоняются друг от друга удельные веса одноименных элемен­
тов сравниваемых структур; если они близки к нулю, то измене­
ний не произошло). 

Показатель ЛОП равен сумме абсолютных значений разности 
удельных весов, а КОП показывает, на сколько в среднем откло­
няются темпы роста отдельных частей целого от их среднего зна­
чения, равного 100%. Близость значений этих показателей к нулю 
свидетельствует об отсутствии структурных изменений. 

Показатели ЛАП и ЛОП проще КАП и КОП, но последние 
точнее отражают степень структурных сдвигов. Опыт показал, 
что оценки по ним существенно не различаются, поэтому на 
практике предпочтение обычно отдают наиболее простым пока­
зателям. 

Два сравниваемых уровня наблюдений могут отстоять друг от' 
друга более чем на один шаг. Поэтому для всех этих показателей 
целесообразно вычислять средние значения за указанный период 
наблюдений. В отличие от общих значений они характеризуют не 
величину изменений структуры, а интенсивность ее изменения. 
Средние показатели позволяют более точно сравнивать изменения 
структуры периодов, которые имеют различный интервал. Выбор 
периодов сравнения может определяться календарными сроками 
(например, при использовании месячных данных исследовать 
сдвиги за квартал, а годовых данных — за пятилетку) либо кон-
1фетными экономическими соображениями (например, сравнить 
изменение структуры до начала и после некоторого периода дей­
ствия нового хозяйственного механизма). 
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Показатели изменения динамики. Для оценки особенностей 
изменения структуры во времени t =1,2,...,Л^ используются сле­
дующие динамические коэффициенты: 

а) коэффициент 51(/), измеряющий структурный сдвиг за весь 
период с первого наблюдения до момента t. Он вычисляется как 
сумма абсолютных отклонений всех элементов структуры в пе­
риоде t от базового года и аналогичен базисному темпу прирос­
та. Если ежегодно за весь период наблюдается высокая интен­
сивность структурных сдвигов, а результирующий сдвиг незна­
чителен, то состояние структуры близко к исходному, а сдвиги 
имели в основном колебательный характер: 

S{t)-J:F{t,j)-F{\j); 

б) коэффициент Дг), измеряющий изменение структуры за 
два соседних периода наблюдений (аналогичен цепному темпу 
прироста, показывая, произощел ли структурный сдвиг в перио­
де Г и какой именно): 

в) коэффициент монотонности M{t), показывающий, сохра­
нил ли структурный сдвиг существующие тенденции изменения 
элементов структуры или нарушил их; если все элементы струк­
туры меняют свое направление, то коэффициент принимает свое 
минимальное значение Л/(/)=Ю, а если изменяются монотонно, 
то М(/)=1: 

М(0=С(/) / т, 
где C{t) — вычисляется как Pif)^ но только для тех элементов, у которых 
сохраняется направление изменения. 

Значение M{t) тем выше, чем больше компонент с заметным 
удельньп{ весом сохраняют направление своего изменения. Если 
средний коэффициент монотонности больше 0,7, то изменения 
структуры считаются устойчивыми (монотонными). Если он 
меньше 0,3, то можно утверждать, что изменения носили устой­
чивый характер, но в противоположном начальному направле­
нии. Значение коэффициента в интервале от 0,3 до 0,7 свиде­
тельствует о немонотонном изменении структуры. Для этих по­
казателей вьиисляются средние значения, причем для Pit) и 
M{t) — средние арифметические, а для S{t) — средняя геометри­
ческая. 

193 



Попарное сравнение отдельных наблюдений позволяет дать 
оценку изменения структуры в фиксированные, наиболее инте­
ресные для пользователя моменты времени. Однако оно не по­
зволяет выявить динамику, а следовательно, и тенденции этих 
изменений. При помощи статистических средств можно полу­
чить ответы на два вопроса: как сильны структурные сдвиги и 
насколько устойчивы изменения структуры. 

Если имеется достаточно длинный период наблюдений, 
можно воспользоваться математическими методами для получе­
ния прогнозных оценок изменения структуры. В данном случае 
они рассчитываются для всех элементов структуры по линейной 
модели, параметры которой определены методом наименьших 
квадратов. При исследовании структурных сдвигов шаг наблю­
дения может быть любым (год, квартал, месяц и др.), но для 
прогнозирования он должен быть одинаковым. В целом про­
гнозные оценки, полученные на основе математических мето­
дов, опираются на закономерности прошлого развития и потому 
более точны при плавном, а не скачкообразном изменении 
структуры. Если же исследование провести по нескольким взаи­
мосвязанным показателям, то можно получить характеристику 
их взаимных структурных сдвигов. 

Исследованне структурных различий. Задача исследования 
структурных различий аналогична описанно!^ выше с той лишь 
разницей, что время здесь фиксировано, а объектами исследова­
ния (уровней) выступают районы, области, формы собственно­
сти и др. Для этого вместо индекса / для обозначения уровней 
наблюдений используют /. При помощи статистических средств 
на основе данных F (/, у), характеризующих изменение структу­
ры из М элементов и N объектов, можно провести анализ разли­
чия структуры какого-то конкретного объекта по сравнению с 
другими и ответить, например, как сильно отличаются друг от 
друга государства, регионы, области, районы, отрасли по струк­
туре потребления населением товаров и услуг. Специфика дан­
ных отражается на статистических показателях. Часто не нужны 
почти все динамические характеристики (кроме коэффициента 
структурных сдвигов S(t)) и прогнозов, а иногда целесообразно 
использовать лишь показатели сравнения двух наблюдений. 

Пример 6.1. Необходимо провести анализ безубыточности и струк­
турных сдвигов производства двух видов продукции — А, В, выпускае­
мых предприятием ABC (табл. 6.1). 

Р е ш е н и е . Реализацию продукции рассмотрим как набор от­
носительных долей продукции в общей сумме выручки от реализации. 
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Если структура меняется, то объем выручки может достигать задан­
ной величины, а прибыль может быть меньше. Влияние на прибыль 
может определяться сдвигом в ассортименте — в сторону низко- или 
высокорентабельной продукции. 

Как следует из табл. 6.1, на реализацию одной единицы продукции 
А приходится 2 шт. продукции В. Тогда при достижении критической 
точки объема реализации потребуется х шт. продукции /4 и 2х шт. про­
дукции В. Подставляя исходные данные в уравнение определения чис­
той прибьии (ЧП) от реализации продукции 

ЧП = ВРП - ПрЗ Ui-N- np3i - ПЗ , 

где ВРП — выручка от реализации продукции, ПрЗ — переменные за­
траты за этот же объем реализации, ПЗ — постоянные затраты в обшей 
сумме, Л'̂  — количество единиц продукции, Щ — цена единицы про­
дукции, np3i — переменные затраты на единицу продукции, при усло­
вии, что в критической точке 4IF=0, получаем: 

4n=NUi-Nnp3i-n3; 
(2000 • X + 4000 • 2х) - (1500 • д; + 2000 • 2х) - 3000000 = 0. 

Отсюда ЮОООх -5500х=30000000; х= 6666. 
Таким образом, в критической точке объем продукции А составляет 

6666 шт., объем продукции В — 13332 шт. Критическая точка объема 
реализации продукции предприятия ABC составит 19998 шт. 
(6666+13332=19998). 

Таблица 6.1. Продукция А, В предприятия ABC 

Показатели финансово-сбытовой 
деятельности В Итого 

1. Объем реализации продукции, шт. 
2. Цена за единицу продукции, шт. 
3. Выручка от реализации, тыс.руб. 
4. Переменные расходы на шт.,руб. 
5. Переменные расходы на весь объем реали­

зации, тыс.руб. 
6. Маржинальный доход, тыс.руб. 
7. Постоянные расходы, тыс.руб. 
8. Чистая прибыль, тыс.руб. 

10000 20000 30000 
2000 4000 -
20000 80000 100000 
1500 2000 -
15000 40000 55000 
5000 40000 45000 

X X 30000 
X X 15000 

Пусть в течение времени произошли изменения структуры реализо­
ванной продукции, приведенные в табл. 6.2. 
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Таблица 6.2. Продукция А, В предприятия ЛВС 
в резулыпате структурных сдвигов 

Показатели финансово-сбытовой 
деятельности 

В Итого 

1. Объем реализации продукции, шт. 
2. Цена за единицу продукции, шт. 
3. Выручка от реализации, тыс.руб. 
4. Переменные расходы на шт., руб. 
5. Переменные расходы на весь объем реали­

зации, тыс.руб. 
6. Маржинальный доход, тыс.руб. 
7. Постоянные расходы, тыс.руб. 
8. Чистая прибыль, тыс.руб. 

8000 22000 30000 
2000 4000 -
16000 88000 104000 
1500 2000 -
12000 44000 56000 
4000 44000 48000 

X X 30000 
X X 18000 

Сопоставление структуры продукции и финансовых показателей в 
этой ситуахдаи дает увеличение чистой прибыли и доли продукции с вы­
соким маржинальным доходом. Расчет критической точки объема реали­
зации продукции в этом случае составит: 

(2000х + 2,75 • 4000х) - (1500x + 2000 • 2,75х) - 30000000 = О ; 

(X+11X)-1,5X+5,5JC) -30000=0; 
12x-7x=30000; x=6000. 

Таким образом, критическая точка объема реализации соответствует 
6000 шт. продукции А, 16500 шт. продукции В при общем объеме про­
дукции 22500 шт. (6000 + 16500 = 22500). 

Сравнивая полученные результаты с первоначальным вариантом, 
отметим, что критическая точка изменилась на 3502 шт. продукции в 
сторону увеличения объема (при неизменном объеме реализации в на­
туральном выражении). Следовательно, даже при контроле обшего объ­
ема продаж необходим анализ структурных сдвигов, так как он дает 
отклонение фактической прибыли от запланированной. Максимизация 
реализации продукции рассматривается и с позиций обеспеченности 
ресурсами (дополнительные производственные мощности могут ока­
заться бесполезными). 

Если воспользоваться при расчетах методом маржинального дохода (МД) 
МД--ВРП - ПрЗ; КТ=ПЗ/ .\fMi, 

где КТ — критическая точка объема продаж, Л/Д — маржинальный до­
ход на единицу продукции. 
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то для нашего примера получим следующие результаты: 
КТ= ПЗ/ МД= 30000000 /48000000/30000 = 9000/0,48 = 18750 шт. 
В целом маржинальный подход обеспечивает менеджера дан­

ными о постоянных расходах, о возможности их возмещения об­
щей маржой, о величине маржинального дохода от каждого вида 
продукции, о маржинальности каждого продукта (маржинальный 
доход, приходящийся на единицу продукции). Он лежит в осно­
ве управленческих решений, связанных с пересмотром цен, из­
менением ассортимента выпускаемой продукции, установлением 
размера премий, стимулирующих реализацию продукции, прове­
дением рекламной кампании и др. 

6.2. Обработка нечисловой информации 

Во многих экономико-статистических исследованиях, наряду 
с количественными показателями, используются качественные 
характеристики, обработка которых требует применения специ­
ального математического аппарата. 

Каждый элемент выборки одновременно классифицируется с 
помощью двух факторов или признаков; А (г классов или уров­
ней) и В (с классов), это позволяет получить (гх^с) — таблицу 
сопряженности признаков для выборки объема п, где fjj обозна­
чает число индивидов с i-M уровнем признака А и у-м уровнем 
признака В, fi — общее число индивидов в строке с, а fj — в 
столбце;, / = 1,..., r;j = 1,..., с. 

После построения этой таблицы можно проверить гипотезы 
о факторах А и В, причем эти гипотезы можно сформулировать 
в терминах независимости факторов А и В. В этом контексте не­
зависимость означает, что доля общего числа индивидов в стро­
ке (столбце), принадлежащая произвольному(ой), но фиксиро-
ванному(ой) столбцу (строке), одна и та же для всех строк 
(столбцов). 

В некоторых ситуациях уровни одного фактора (например, 
А) являются непересекающимися подпопуляциями iVi, Wi,... ,Wr 
популяции W. В этом случае гипотезу независимости можно 
формулировать и как гипотезу об однородности фактора В по 
отнощению к уровням фактора А. Заметим, что в больщинстве 
случаев уровни А, расслаивающие W на подпопуляции, измеря­
ются в шкале наименований, а уровни В могут измеряться как в 
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шкале наименований, так и в порядковой шкале. Кроме того, 
непрерывные случайные величины, измеряемые в интервальной 
или относительной шкалах, могут быть преобразованы в поряд­
ковую шкалу. 

Таблицу сопряженности признаков для двух случайных вели­
чин можно использовать для оценки совместного распределения 
этих двух величин. Поэтому частотная таблица классификации 
по двум признакам обобщает понятие гистограммы, а критерий 
независимости признаков Аи В — и для случайных величин X и 
Y. Если они обладают двумерным нормальным распределением, 
то более желательно вычислить выборочный коэффициент кор­
реляции между ними и уже с его помощью проверить независи­
мость. 

Для проверки гипотезы как об однородности, так и о незави­
симости часто используется процедура, состоящая в вычислении 
ожидаемой частоты Fy в ячейке ij: F^ = f\(f • j)/п с вычислени­
ем значения: 

1 = 1 y = l 

Если верна нулевая гипотеза, то это значение имеет прибли­
зительно распределение х-квадрат с v = (г— 1) (с —1) степенями 
свободы, а /"-значение равно площади под кривой плотности (v) 
справа от точки XQ . Нулевая гипотеза отвергается, если Р мень­
ше заранее выбранного уровня значимости. 

Виды статистики и меры связанности. Рассмотрим простей­
ший, но достаточно распространенный случай классификации 
гипотез по двум факторам А и В, каждый с двумя классами (oi, 
«г) и (Ь], bi). Пусть fij — наблюдаемая частота в ячейке ij, fi — 
сумма частот в строке /, /у — в столбце j , а п — общий объем вы­
борки (/, j =1, 2). Проверяется нулевая гипотеза об отсутствии 
зависимости между An В. Для таблиц сопряженности необходи­
мо рассчитать ряд следующих статистик (табл. 6.3). 

Для 2х2-таблицы — обычную статистику х-квадрат или ста­
тистику с учетом поправки Йетса, которая при больших п рас­
пределена приблизительно как х-квадрат с одной степенью сво­
боды, а также функции разности D=f\\ — f\ -fx/n между наблю­
даемой и ожидаемой частотами, статистиками которых являются 
коэффициенты связанности Юла Q и Y. 
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Таблица 6.3. Расчетные статистики для таблиц сопряженности 
Виды статистик Формула расчета 

Для таблиц 2x2. 
о(бычная х-квадрат 

с учетом поправки Йетса 
коэффициенты связанности Юла Q 
и Y 

Q = 2Y/{l^Yf;Y = [( /„Л2) ' ' ' - (/2./,2)"'] / 1/2 

асимптотические станоартные оценки 
отношение перекрестных 
произведений (шансов) 

/ 2 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Хо = (/ll/22 - fixfnfn / hhhh 

ХО = (/ll/22 - /21/12 - 0 > f Я / /1/2/1/2 

Q = (/./22 - /21/12) / (/и/22 + /2./.2) -nD/ ( / „ Л , + Л,/,2) 

Vn/22)"' 
+ (/21/12) 

{Ьесли AvxB полностью связаны, 
О,если А к В независимы, 
- 1, если У4 и 5 полностью отрицательно связаны. 

ASE{Q) = 1 / 2(1 - G^)(l / /1 , +1 / /12 +1 / /21 +1 / /22)'^' 

ASE{y) = 1 / 4{l - r^)(l / / , + 1 / /,2 + 1 / /21 + 1 / /22)' 

ASE[o) = ф / / „ + 1 / /,2 + 1 / /21 + 1 / /22]'^' ; о = /„ /22 / /,2/21 (7) 

(5) 

(6) 

Для (гхс)-таблиц: 
меры на х-квадрате: 

коэффициент сопряженности 
признаков Пирсона 
степень связанности Крамера 

У -[xV(i^-^))f' •, ASE{V) = [r{g-l)] 1/2 

v = 0 при отсутствии связанности АнВ, 
1 при полной связанности У4 и В 

(8) 

(9) 



мера Кендалла при г=с 

мера Кендалла при S=P—Q 

мера Стюарта при г<с или г>с 

коэффициент ранговой 
корреляции Спирмана 

Продолжение 

i=\j=\ \k>il>j ) / = ly = l \k>il>j ) 

ma&i. 6.J 

(10) 

T* = ̂  / {[л / 2(л - 1) - Г, 1[я / 2(л - 1) - Tj]}'^' (11) 

?;=^1/(/-1)>г;=^1/а-1) <i2) 
/15£(т,) = [{4л +10) / in" - я)]'^' (13) 

Тс =2/и5/я^(/и-1);5' = / ' - е ; /и = min(r,c) (14) 

/15£(т^) = 1т / л > - 1 ) (15) 

k>il>j k<il<j 

k>ii>j k<it<j 

н 
11л)+(/,/2)-{/./2) (S / /J+(^/2) - ( ' ' /2 ) / 

«^-«-!(//-у;)р-«-Е(//-л) ; (18) 

^5%) = ((1-г/)/(я-2)Р (19) 



Полезную меру связанности дает отношение перекрестных 
произведений, называемое еще отношением шансов. Его важность 
состоит в том, что он служит мерой относительного риска вход­
ного признака А и выходного признака В. Отношение шансов 
определяется из логистической модели и ему можно приписать 
следующий смысл. Если исходный фактор А имеет уровни 
(fli, «2). а результирующий фактор В — уровни (bi, bi), то отно­
шение шансов о можно интерпретировать следующим образом: 
шансы на то, что индивид выйдет на уровень Ь\, если известно, 
что он начинал с уровня а\ ъ о раз больше, чем если бы он на­
чинал с 02-

Рассмотрим теперь общий случай {г у. с) — таблицы сопря­
женности признаков. Пусть fy — наблюдаемая частота в ячейке 
ij,fi — сумма в строке i,fj — сумма в столбце (/ = I,..., г, J = 1,..., с), 
an — общий объем выборки. 

Две меры, основанные на х-квадрат, используются как пока­
затели степени связанности между признаками. Одной из них 
является введенный Пирсоном коэффициент сопряженности 
признаков. Эта статистика обладает рядом удобных свойств, так 
как она находится в [0;1], однако нежелателен тот факт, что 
верхний предел С зависит от размера таблиц. Уровень значимо­
сти для критерия Е (Q = О тот же, что и для критерия незави­
симости хи-квадрат. 

Другая мера степени связанности была введена Крамером, 
который показал, что процент выборочного распределения мож­
но получить простой заменой переменных в распределении 
Х-квадрат. 

Можно вычислять также меры связанности для упорядоченных 
таблиц сопряженности признаков, в которых уровни А упорядоче­
ны от 1 до г, а уровни 5 — от 1 до с. Эти меры — мера Кендалла, 
мера Стюарта и мера Спирмана, относятся к корреляционному 
анализу и используются как непараметрические меры, причем мера 
Кендалла применяется в случае г = с, мера Стюарта, если г< с или 
г> с. Все три меры изменяются в диапазоне [—1;+1]. 

Таким образом, статистики х-квадрат (обычная и скорректи­
рованная), коэффициент сопряженности, мера Крамера, а также 
меры Стюарта, Кендалла и Спирмана обычно вычисляются 
всегда. Однако для корректного использования трех последних 
мер необходима уверенность в упорядоченности таблиц сопря­
женности. 
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Заметим, что для таблицы 2x2, кроме этих мер, вычисляются 
метрики Q-Юла, У-Юла и относительных шансов. 

6.3. Принятие решений 

Система поддержки принятия решений, осуществленная в 
профамме «СтатЭксперт», предназначена для реализации окон­
чательного принятия решений, когда уже определены цели и 
условия развития процессов и необходимо сделать выбор одного 
из некоторого конечного множества рассматриваемых вариан­
тов: Ei еЕ. Каждым вариантом Е/ (Ei, Е2,...Е/,..., Е„) однозначно 
определяется некоторый результат е,- — выифыш, полезность, 
надежность и др. Эти результаты должны допускать количест­
венную оценку, и для их простоты можно отождествлять с соот­
ветствующими результатами, обозначая одним и тем же симво­
лом е,. Обычно ищется вариант с экстремальным значением ре­
зультата, т. е. max е,- или min е,. 

Под результатом решения ву можно понимать оценку, соот­
ветствующую варианту £,• и условиям Fj и характеризующую 
экономический эффект (прибыль) или полезность решения. Се­
мейство решений можно описать, например, некоторой матри­
цей, содержащей / вариантов при /=1,..., « иу условий решений 
приу=1,..., т. 

Исходными данными при принятии решений выступает мат­
рица решений, в которой каждому варианту (Ej) поставлены в 
соответствие условия решений (/)). В последней строке матрицы 
решений («Вероятность») представлена вероятность реализации 
решений. 

Пример 6.2. Пусть предприятие ABC решает вопрос: производить ли 
ему на имеюшемся оборудовании 250 тыс. комплектующих деталей или 
покупать их на стороне по цене 370 руб./шт. (исходные данные для 
расчета себестоимости приведены в табл. 6.4). 

Приобретая деталь на стороне, предприятие сможет избежать пере­
менных издержек в сумме 75 млн. руб. и снизить постоянные расходы 
на 10 млн. руб. Необходимо проанализировать ситуацию и выбрать 
наиболее выгодный для предприятия вариант решения: а) изготавли­
вать всю партию деталей самостоятельно; б) изготавливать самостоя­
тельно максимально возможное гарантированное количество — 200 тыс. 
шт. деталей, а остальные — приобретать на стороне; в) приобретать все 
детали на стороне и использовать высвободившееся оборудование для 
производства других деталей, что может принести прибыль в размере 
18 млн. руб. 
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Таблица 6.4. Основные затраты предприятия ABC 

Показатели затрат Сумма, млн. руб. 
Прямые материалы на весь объем производства 
деталей _4о о 

Прямая зарплата 20,0 
Переменные накладные расходы 15,0 
Постоянные расходы 50,0 
Итого 125,0 

Р е ш е н и е. На принятие решения оказывают влияние следую­
щие факторы. 

1) Есть сомнения в том, что комплектующие для собственного про­
изводства будут поставлены в срок. В этом случае предприятие сможет 
произвести только 200 тыс. шт. деталей; за каждую недопоставленную 
деталь предприятие выплатит 1 тыс. руб. неустойки. Вероятность этого 
события (событие а) составляет а= 0,3. 

2) При определенном стечении обстоятельств партнер сможет обес­
печить в срок поставку 125 тыс. шт. деталей. Как и в предыдущем слу­
чае, за каждую недопоставленную деталь предприятие выплатит 1 тыс. 
руб. неустойки. Вероятность этого события (событие Р) составляет 
Р=0,2. В этих условиях возможно также приобретение небольшой пар­
тии изделий в 500 тыс. шт. по цене 600 руб./ шт. Постоянные расходы 
остаются на первоначальном уровне (50 млн. руб), а все переменные 
затраты уменьшаются пропорционально изменению объема, т. е. на 
20%. Таким образом, общие затраты по данному варианту не зависят от 
вероятностных факторов и составляют: 

50000 • 600 + 0,8(40 + 20 -(-15) • 10^ = 30 + (50 + 60) = 140 млн.руб. 

Считая, что события а и р независимы, составим матрицу 
полезности (табл.6.5). 

Таблица 6.5. Матрица решений для предприятия ABC, млн.руб. 

Вариант 

El 
Ег 
Ез 

Вероятность 

Себестоимость продукции, млн. 
^i(«iPi) 

-125 
-140 

-114,5 
0,56 

-160 -125 
-140 -140 

-114,5 -193,5 
0,24 0,14 

руб 
/ч(ар ) 

-160 
-140 

-193,25 
0,06 
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в качестве элементов матрицы возьмем расчетные значения себестои­
мости варианта со знаком «минус» (чем ниже себестоимость, тем лучше 
вариант). В верхней строке таблицы приведено событие, которому соответ­
ствует расчет в столбце, а в нижней строке — оценка вероятности этого 
события. Так, запись « а р » соответствует событию НБа. И Я£р, которое в 
условиях задачи /"i совершится с вероятностью (1-а)(1-р)=(1—0,3)(1-
-0,2)=0,56. Условие /1 означает, что все комплектующие будут поставлены 
в срок и партнер сможет обеспечить в срок поставку готовых деталей. 

Отметим, что при расчете себестоимости вариантов, связанных с 
событием а, учитывается, что постоянные расходы останутся на преж­
нем уровне, что приведет к увеличению себестоимости единицы про­
дукции. При расчете всех вариантов, связанных с неблагоприятными 
событиями, неустойка складывается с расчетной себестоимостью. 

Критерии принятия решений. Всякое 'решение в условиях не­
полной информации (сознательно или неосознанно) принимает­
ся в соответствии с какой-либо оценочной функцией, выбор ко­
торой должен осуществляться с учетом количественных характе­
ристик ситуации, в которой принимаются решения. В настоящее 
время применяют следующие критерии принятия решений: ми­
нимаксный критерий, критерий Байеса—Лапласа, критерий Сэ-
виджа, критерий Гурвица, критерий Ходжа—Лемана, критерий 
Гермейра и критерий произведений. 

Эти критерии можно использовать поочередно, причем по­
сле вычисления их значений среди нескольких вариантов при­
ходится все-таки волевым образом вьщелять некоторое оконча­
тельное решение, что позволяет, во-первых, лучше проникнуть 
во все внутренние связи проблемы принятия решений и, во-
вторых, ослабить влияние субъективного фактора. 

При минимаксном критерии используют оценочную функцию 
•^лш, соответствующую позиции крайней осторожности: 

^мм = max е;г; е„ = miii Су . 
' J 

Матрица решений ||е,у|| дополняется еще одним столбцом из 
наименьших ржзультатов в/г каждой строки. Выбрать надлежит те 
варианты Ею, в строках которых стоят наибольшие значения е,>. 
этого столбца. 

Выбранные таким образом варианты полностью исключают 
риск. Это означает, что принимающий решение не может столк­
нуться с худшим результатом, чем тот, на который он ориентирует­
ся. Какие бы условия Fj ни встретились, соответствующий результат 
не может оказаться ниже ZMM- Это свойство заставляет считать ми­
нимаксный критерий одним из фундаментальных. 
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Критерием Байеса—Лапласа учитывается каждое из возмож­
ных следствий. Если qj — вероятность появления внешнего со­
стояния Fj, то для данного критерия имеем следующую оценоч­
ную функцию Zfii,; 

п 

ZBL = max е,,; ei, = Y.e,jgj. 

Исходная позиция ЛПР в этом случае оптимистичнее, чем в 
случае минимаксного критерия, однако она предполагает более 
высокий уровень информированности и достаточно длинные 
реализации. 

Оценочная функция критерия Сэвиджа Zs имеет вид: 
Zg = min e/r = minlmax(maxej -е^)], 

ay = max ey - ву . e^ = max a,j = max (max Су - e^). 

Величину ay = max Cy - ey можно трактовать как максималь­
ный дополнительный выигрыщ, который достигается, если в 
состоянии Fj вместо варианта Ei выбрать другой, оптимальный 
для этого внешнего состояния вариант. Можно интерпретиро­
вать й,у и как потери (штрафы), возникающие в состоянии Fj при 
замене оптимального для нее варианта на вариант £(. При ин­
терпретации о,у в качестве потерь величина «,> представляет со­
бой максимальные возможные (по всем внешним состояниям) 
потери в случае выбора варианта £•,-. Эти максимально возмож­
ные потери минимизируются за счет выбора подходящего вари­
анта £•/. Соответствующее критерию Сэвиджа правило выбора в 
этом случае интерпретируется так: каждый элемент матрицы 
решений ||е,у|| вычитается из наибольшего результата max ву со­
ответствующего столбца. Разности ау образуют матрицу остатков 
||о,у||. Эта матрица пополняется столбцом наибольших разностей 
е,>. Выбираются те варианты EJQ, В строках которых стоит наи­
меньшее для этого столбца значение. 

Наиболее уравновешенную позицию занимает критерий Гур-
вица, оценочная функция ZHW которого находится где-то между 
точками зрения предельного оптимизма и крайнего пессимизма: 

Zfj^, = max Cj ; е,, = с min с, + (1 - с) max е,,, 
'• j J 

где с — весовой множитель, значение которого изменяется в интервале [0;1]. 
Правило выбора по критерию Гурвица формулируется сле­

дующим образом. Матрица решений ||e/J дополняется столбцом, 
содержащим средние взвешенные наименьшего и наибольшего 
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результатов для каждой строки. Выбираются те варианты Ею, в 
строках которых стоят наибольшие элементы е,у этого столбца. 
Для с=\ критерий Гурвица превращается в минимаксный крите­
рий, при с=0 он превращается в критерий азартного игрока. 
Чаще всего с=0,5 без возражений принимается в качестве неко­
торой средней точки зрения. 

При критерии Ходжа—Лемана происходит одновременный 
учет свойств минимаксного критерия и критерия Байеса— 
Лапласа. С помощью параметра v, значение которого изменяется 
в интервале [0;1], выражается степень доверия к используемому 
распределению вероятностей. Если это доверие велико, то пред­
почтение отдается критерию Байеса—Лапласа, в противном слу­
чае - минимаксному критерию. Оценочная функция Z/fi этого 
критерия определяется: 

л 

Zni = max ejr . BJ^ = vT e,-,g ,• + (1 - v) min eu , 0 < v < 1. 

Правило выбора, соответствующее данному критерию, фор­
мулируется следующим образом. Матрица рещений ||е,̂ ]| допол­
няется столбцом, составленным из средних взвешенных (с по­
стоянными весами) математического ожидания и наименьшего 
результата каждой строки. Отбираются те варианты решений Ею, 
в строках которых стоит наибольшее значение этого столбца. 
При v=l критерий Ходжа—Лемана переходит в критерий Байе­
са—Лапласа, а для v=0 — в минимаксный критерий. 

В качестве оценочной функции критерия Гермейра выступает 
функция ZQ: 

ZG = max е,/, е,, = min вуд,. 
Этот критерий ориентирован на величины потерь, т. е. на 

отрицательные значения всех еу. Поскольку в хозяйственных 
задачах преимущественно имеют дело с ценами и затратами, ус­
ловие е,у < О обычно выполняется. В случае же, когда среди ве­
личин еу встречаются и положительные значения, можно перей­
ти к строго отрицательным значениям с помощью преобразова­
ния {еу—а) при соответствующим образом подобранном а < О 
(заметим, что оптимальный вариант решения зависит от а). 

Правило выбора согласно критерию Гермейра при этом 
формулируется следующим образом. Матрица решений ||е,у|| до­
полняется еще одним столбцом, содержащим в каждой строке 
наименьшее произведение имеющегося в ней результата на ве­
роятность соответствующего состояния Fj. Выбираются те вари-
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анты E/Q, в строках которых находится наибольшее значение ejr 
этого столбца. В некотором отношении критерий Гермейра 
обобщает минимаксный критерий. В случае равномерного рас­
пределения qj= \/n,j=\,..., п они становятся идентичными. 

При критерии произведений, ориентированном на величины 
выифышей, т. е. на положительные значения еу, оценочная 
функцию Zp имеет следующий вид: 

Zp = max е,,; р^ = П ец д,-
' J 

Правило выбора в этом случае формулируется следующим обра­
зом. Матрица решений дополняется новым столбцом, содержащим 
произведения всех результатов каждой строки. Выбираются те ва­
рианты Ejo, в строках которых находятся наибольшие значения 
этого столбца. Критерий произведений адаптирован в первую оче­
редь на случаи, когда все е,у>0. Если указанное условие нарушается, 
то следует вьшолнить некоторый сдвиг (е^ +а) с некоторой кон­
стантой а >\ min еу |. Разумеется, результат применения критерия су-

ij 
щественно зависит от этой константы а. На практике в качестве зна­
чения а обьино используют величину |min е;.|+1. Если же констан-

ij 
та а не имеет содержательного смысла, то к таким проблемам 
критерий произведений неприменим. 

Более подробно практическое применение этих критериев в 
процессах пришггия решений рассмотрено в разд. П1 настоящей 
книги. 



Глава 7 
Системы массового обслуживания 
и их модели в экономике, финансах 
и банковском деле 

Одним из видов моделей, с помощью которых можно описы­
вать финансово-экономические процессы и банковскую сферу, 
являются системы массового обслуживания (СМО). Ими можно 
описывать функционирование множества предприятий, банков, 
кредитных учреждений, страховых организаций, налоговых ин­
спекций, организаций сферы обслуживания (магазинов, больниц 
и др.), деятельность которых связана с многократной реализаци­
ей исполнения каких-то однотипных задач и операций [2, 13, 
130, 137-140]. 

7.1. Структура и параметры эффективности и качества 
функционирования СМО 

Кажцая СМО (рис. 7.1) включает в свою структуру некоторое 
число обслуживающих устройств, называемых каналами обслу­
живания (к их числу можно отнести лиц, выполняющих те или 
иные операции, —кассиров, операторов, менеджеров и т. п.), 
обслуживающих некоторый поток заявок (требований), посту­
пающих на ее вход в случайные моменты времени. Обслужива­
ние заявок происходит за неизвестное, обычно случайное время 
и зависит от множества самых разнообразных факторов. После 
обслуживания заявки канал освобождается и готов к приему 
следующей заявки. Случайный характер потока заявок и време­
ни их обслуживания приводит к неравномерности загрузки 
СМО —перефузке с образованием очередей заявок или не-
дофузке — с простаиванием ее каналов. 

Таким образом, в СМО имеются: входящий поток заявок, 
очередь, поток необслуженных (покинувших очередь) заявок, 
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каналы обслуживания и выходной поток обслуженных заявок. 
Каждая СМО в зависимости от своих параметров (характера по­
тока заявок, числа каналов обслуживания и их производитель­
ности) и правил организации ее работы обладает определенной 
эффективностью функционирования {пропускной способностью), 
позволяющей ей более или менее успещно выполнять предна­
значенные ей функции. Случайность характера потока заявок и 
длительности их обслуживания порождает в СМО случайный 
процесс, для изучения которого необходимы построение и анализ 
его математической модели. Изучение функционирования СМО 
упрощается, если случайный процесс является марковским 
(процессом без последействия, или без памяти), когда работа 
СМО легко описывается с помощью конечных систем обыкно­
венных линейных дифференциальных уравнений первого по­
рядка, а в предельном режиме (при достаточно длительном 
функционировании СМО) — посредством конечных систем ли­
нейных алгебраических уравнений. В итоге показатели эффек­
тивности функционирования СМО выражаются через параметры 
СМО, потока заявок и дисциплины работы СМО. 

Каналы 
обслуживания 

Входящий поток 
заявок 

Поток 
необслуженных 

заявок ' 

1 

2 

л 

Выход 
• - • • • ' • • • • 

Поток 
обслуженных 

Рис. 7.1. Структура СМО 

Из теории известно, чтобы случайный процесс являлся мар­
ковским, необходимо и достаточно, чтобы все потоки событий 
(потоки заявок, потоки обслуживании заявок и др.), под воздей­
ствием которых происходят переходы системы из состояние в 
состояние, являлись пуассоновскими, т. е. обладали свойствами 
последействия (для любых двух непересекающихся промежутков 
времени число событий, наступающих за один из них, не зави­
сит от числа событий, наступающих за другой) и ординарности 
(вероятность наступления за элементарный, или малый, проме-
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жуток времени более одного события пренебрежимо мала по 
сравнению с вероятностью наступления за этот промежуток 
времени одного собыгия). Для простейшего пуассоновского по­
тока случайная величина Т (промежуток времени между двумя 
соседними событиями) распределена по показательному закону, 
представляя собой плотность ее распределения или дифферен­
циальную функцию распределения. 

Если же в СМО характер потоков отличен от пуассоновско­
го, то ее характеристики эффективности можно определить при­
ближенно с помощью марковской теории массового обслужива­
ния, причем тем точнее, чем сложнее СМО, чем больше в ней 
каналов обслуживания. В большинстве случаев для обоснован­
ных рекомендаций по практическому управлению СМО совсем 
не требуется знаний точных ее характеристик, вполне достаточ­
но иметь их приближенные значения. 

В зависимости от совокупности специфических факторов 
СМО можно классифицировать следующим образом: а) по ха­
рактеру потоков — марковские и немарковские; б) по числу ка^ 
налов — одно- и многоканальные; в) по дисциплине обслужива­
ния — СМО с отказами (нулевым ожиданием или явными поте­
рями), СМО с ожиданием (неограниченным ожиданием или 
очередью), СМО смешанного типа (ограниченным ожиданием 
— длиной очереди, временем пребывания в очереди или общим 
временем пребывания заявки в СМО), причем их обслуживание 
в СМО может бьггь как упорядоченным, так и неупорядочен­
ным, а также с обслуживанием по приоритету; г) по ограниче­
нию потока заявок — на замкнутые и открытые (незамкнутые); 
д) по количеству этапов обслуживания — на одно- и многофаз­
ные СМО. 

Эффективность функционирования СМО характеризуют три 
основные группы показателей: 

1) эффективность использования СМО — абсолютная или относи­
тельная пропускные способности, средняя продолжительность пе­
риода занятости СМО, коэффициент использования СМО; 

2) качество обслуживания заявок — среднее время (среднее 
число заявок, закон распределения) ожидания заявки в очереди 
или пребывания заявки в СМО; вероятность отказа заявке в об­
служивании без ожидания; вероятность того, что поступившая 
заявка немедленно примется к исполнению; 

3) эффективность функционирования пары «СМО — потреби­
тель», причем под потребителем понимается как совокупность 
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заявок или их некоторый источник (например, средний доход, 
приносимый СМО за единицу времени эксплуатации, и др.). 

Рассмотрим разновидности и типы СМО, показатели качества 
и надежности их функционирования, причем для основных видов 
СМО (одноканальной и многоканальной СМО с отказами) при­
ведем более детальные результаты, а по некоторым иным типам 
СМО все расчетные показатели сведем в приложение к книге 
(табл. П1—П7). Ими можно воспользоваться при реализации 
конкретных относительно долговременных ситуаций, присущих 
функционированию реальных экономических объектов, систем 
или организационных структур управления разнообразных субъек­
тов рьшка. Так как внешние неконтролируемые воздействия со сто­
роны окружающей деловой среды меняются в зависимости от самых 
раздичных факторов (политических, экономических, социальных, 
рыночных и т. п.), то желательно, чтобы структуры систем управле­
ния могли адаптироваться к ним, осуществляя свою реструктуриза­
цию в соответствии с поставленными целями, динамикой изменения 
внешних факторов и имеющимися офаничениями на каждый фик­
сируемый момент времени. При этом особенности функционирова­
ния субъектов рынка могут описываться раздичными типами СМО, 
и цель высших менеджеров предприятий состоит в выборе такой 
структуры, которая позволила бы добиваться наивысшей эффектив­
ности и качества работы предприятий и фирм. 

7.2. Эффективность и качество функционирования 
разновидностей СМО 

Одноканальная и многоканальная СМО с отказами. Однока-
нальная СМО содержит один канал (л = 1), и на ее вход посту­
пает пуассоновский поток заявок Явх, интенсивность (среднее 
число событий в единицу времени) которого inlJ^x = ^- Так как 
интенсивность входящего потока может изменяться во времени, 
то вместо X записывают X(t). Тогда время обслуживания каналом 
одной заявки Гоб распределено по показательному закону и за­
писывается в виде: /{t)= X е^', где X —интенсивность отказов. 

Состояние СМО характеризуется простаиванием или занято­
стью ее канала, т. е. двумя состояниями: SQ — канал свободен и 
простаивает, s\ — канал замят. Переход системы из состояния 5о в 
состояние si осуществляется под воздействием входящего потока 
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заявок Явх, а из состояния S] в состояние JQ систему переводит 
поток обслуживании Поб- если в данный момент времени система 
находится в некотором состоянии, то с наступлением первого по­
сле данного момента времени СМО переходит в другое состояние. 
Плотности вероятностей перехода из состояния 5̂  в î и обратно 
равны соответственно X и ц. Граф состояний подобной СМО с 
двумя возможными состояниями приведен на рис. 7.2, а. 

Х(И = ^. X.OI = X 

5. >--S, S. » S 

А.10 = Ц 

а ) 

т: X j: 

X„i - X 

X\Q = ^^ 2̂1 = 2ц А.„-1,„-2 = (я-1)ц 

б) 

Рис. 7.2. Графы состояний одноканальной (а) и многоканальной (б) СМО 
Для многоканальной СМО с отказами (л > 1) при тех же ус­

ловиях состояния системы обозначим по числу занятых каналов 
(по числу заявок, находящихся в системе под обслуживанием, 
так как каждый канал в СМО либо свободен, либо обслуживает 
только одну заявку). Таким образом, подобная СМО может на­
ходиться в одном из следующих (л+1) состояний: SQ — все п ка­
налов свободны; s\ — занят только один из каналов, остальные 
(л-1) каналов свободны; s, — заняты / каналов, (w—/) каналов 
свободны; s„ —заняты все п каналов. Граф состояний такой 
СМО приведен на рис. 7.2, б. При этом имеет место 

Хо1 = А.12 = ... = 'к„\= X, а Х,_ /.| = к\х, к= 1,..., п. 
Пользуясь общим правилом составления дифференциальных 

уравнений Колмогорова, можно для приведенных на рис. 7.2, а, б 
фафов состояний составить системы дифференциальных уравнений: 

а) например, для одноканальной СМО (рис. 7.2, а) имеем: 
Фо(ОМ = - W ) + ̂ ^1(0; 
Ф,(/)/л = -цр,(0 •+ WO; 
Po(0+PiW = l,^^0; 

б) для многоканальной СМО (рис. 7.2, б) соответственно 
имеем: 

Фо(ОМ = - ХА)(0 + HPiC); 
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dPkit)/dt = Xpk-\{i) - (Я. + kv) Pkit) + (k+Dm+iU), к = 1,..., я-1; 

dp„ (t)/dt = Ap„-iit) - щхр„ (/); 

Решив первую систему уравнений, можно найти значения 
Po(t) и p\{t) для одноканальной СМО и построить фафики 
(рис.7..3, я-в) при трех случаях: 1") Х> ц; 2) Х= ц; 3) Я, < ц. Можно 
также определить предельную пропускную способность СМО 
(рис. 7.3, г). Решение второй системы уравнений для многока­
нальной СМО в аналитическом виде получить вручную сложно, 
и его обычно получают с помощью ЭВМ в численном виде. Бо­
лее подробно методы решения данных уравнений рассматрива­
ются в специальной литературе, например, в [13]. 

Ро(0; л « 

А 
Aix)=sik) 

Рис. 7.3. Трафик функцийро(0, p^t): А>ц (а), А.=ц (б), ^<ц (в), А=^Я) (г) 
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в целом характеристики одноканальной СМО с отказами 
приведены в табл. 7.1, 7.2 и особых пояснений не требуют. 

Таблица 7.1. Характеристики эффективности функицонирования 
одноканальной СМО с отказами 

Характеристика в ^_ 
момент времени t Обозначения, формулы 

1. Вероятность того, ' р [А ̂  -L-L + х еЧ^*»')'), / s О 
что канал свободен ^ ' А. + ц ^ ' 

2. Вероятность того, р (Л = р 1А = —L. L + x e<^^^^>); Г s О 
что поступившая за- " А. + ц ^ ' 
явка будет принята к 
обслуживанию 
3. Вероятность заня- ,̂ (Л = 1 - р . (t) = — ^ ( l - ке-*^*^''') ; f ̂  О 
тости канала " ̂ ' X. + ц ^ ' 

4. Вероятность отказа р 1А = /»,(/) = ! - ;>„(/) = - ^ f l - Я, е"'^*"'') ; / ̂  О 
заявке " ^ ' Х + ц ^ / 

5. Относительная QlA = „ (Л = _ 1 _ L+x с'^^^^М; / ̂  О 
пропускная способ- " X. + ц ^ ' 
ность СМО (средняя 
доля обслуженных 
заявок Среди посту­
пивших) 

6 Абсолютная пропу- A{t) = X Q(t) = А/>„ (t) = - ^ L + X e<''*^^)'); г i О 
скная способность " Х + ц^^ ' 
CMC (среднее число 
обслуживаемых заявок 
за единицу времени) 

7. Интенсивность in Ям«Ч') = 4/) = ^oW = " " ^ { ^ ^ + ^е"'^""' '); ' ^ О 
выходящего потока Я. + ц >• ' 
Явых обслуженных 
заявок 
8. Среднее время об- j^ = — 
служивания заявок Ц 

9. Среднее время пре- - (A^plA.j; = _ ! _ Г i + Аg-^^^") ' ! / ^ 0 бывания заявки в ' сие»,'/ РоУЧ / о б х + ц 1 ц j ' ' ^ " -
системе 
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Таблица 7.2. Предельные характеристики эффективности 
функционирования одноканалшой СМО с отказами 

Характеристика в Обозначения, формулы 
момент времени t 

1. Вероятность того, Тр 
что канал свободен р^ = Нт Р (t) '- —— 

' - " »^ ' Х + ц Г.^ + Гпр 
2 Вероятность того, ^ 
что поступившая р^ = lim р^ (̂ ) = ;,„ = ^ = - "% 
заявка будет принята л. + ц Тае, + Гпр 
к обслуживанию 
3. Вероятность заня- _ у , \ А, Т 
тости канала Pi ~ j ' l " ^i ( п = 1 - /'о = "; = = — ^ = — 

4. Вероятность отказа ,. X т 

5 Относительная ' у; 
пропускная способ- Q = limQf?) =/>п = — -̂— = = — ^ — 
ностьСМО •-*" ^ + И Гоб + Гпр 
6. Абсолютная пропу- А,и 1 
скная способность .̂  = lim-4(^) = А.(Э = Х,/>о = 
С М О '-*" ^ + Ji Гоб + Г пр 

7. Интенсивность Х,ц 1 выходящего потока v = l im v{/) = А = Хр^ = _ _ 
Пвых обслуженных '-*" ^ + ** Гоб + Гпр 
заявок 
8. Среднее время _ ] 
обслуживания заявок Гоб ~ ~ 

Г * 

9 Среднее время . у; . у; 
пребывания заявки в f ({)= = — 2Е. 

' сие V / 1 4 . , , ^ 4. TF; системе л + ц Тоб ^ Гпр 

Поясним применение СМО с отказами для оценки эффективно­
сти деятельности субъектов рынка на ряде следующих примеров. 

Пример 7.1. Пусть на телефонную линию филиала банка произво­
дительностью ц = 0,8 вызовов/мин и простейшим потоком обслужива­
ния поступает простейший поток вызовов клиентов с интенсивностью 
X = 0,9 вызовов/мин. Определить предельные значения относительной 
пропускной способности Q, абсолютной пропускной способности А и 
вероятности отказа р^^ телефонной линии, влияюшие на итоговый до­
ход филиала. Определить также среднее время обслуживания одного 
вызова, среднее время простоя канала и вероятность того, что канал 
свободен или занят. 
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Р е ш е н и е . Так как математической моделью телефонной ли­
нии является одноканальная СМО с отказами, характеризующаяся па­
раметрами — интенсивностью входящего потока inlJ^^ = X = 0,9 и ин­
тенсивностью потока обслуживания тПо^ = ц = 0,8, то можно по фор­
муле из табл. 7.2 определить предельную вероятность отказа так: 

Ротк = V(^ + ц) = 0,9 / (0,9 + 0,8) = 0,9/1,7 = 0,529, или 52,9%, т. е. 

в установившемся предельном режиме из каждых 100 заявок в среднем 
3 получают отказ. 

Далее определим предельное значение относительной Q и абсолют­
ной А пропускной способности СМО, используя формулы табл. 7.2: 

е = 1 - / ' о т к = 1-0,529 = 0,471; 

/1 = ?1-0 = 0,9-0,471 =0,424. 

Итак, из расчета следует, что случайный характер поступления те­
лефонных вызовов и случайный характер длительности разговоров по­
рождают ситуацию, что абсолютная пропускная способность 
А =0,424 разговора/мин почти в два раза меньше производительности 
телефонной линии ц = 0,8 вызовов/мин (0,8:0,424 = 1,88). 

Определим: 
а) среднее время обслуживания (в мин) Гоб : 

Тоб= 1/ц= 1/0,8 = 1,25 мин; 
б) среднее время простоя канала Т„р (в мин): 

7^0?= 1/>-= 1/0,9= 1,11 мин; 
в) вероятность того, что канал свободен: 

Ро = Т„р /(Гоб + Т„р) = 1,11 / (1,25 + 1,11) = 0,47, 

или Ро = ^^/{X + ц) = 0,8 /(0,9 + 0,8) = 0,47; 
г) вероятность того, что канал занят/>|: 

Pi = l-po = Х/(Х + ц) = 0,529, 

или/;, = ГобДГоб + Т„р) = 1,25 /(1,25 + 1,11) = 0,529. 
Таким образом, вероятность того, что канал занят, больше вероят­

ности того, что канал свободен, т. е. ру > ро, и этого следовало ожидать, 
так как интенсивность входящего потока X — 0,9 больше интенсивности 
производительности канала ц= 0,9. 

Пример 7.2. Пусть в филиале X банка города N постоянно работают 
три оператора. Если клиент заходит в банк, когда все операторы заня­
ты, то он сразу уходит, не ожидая обслуживания. Среднее число клиен­
тов, обращающихся в банк за 1 ч, составляет 24 чел. Среднее время, 
затрачиваемое оператором на обслуживание одного клиента, составляет 
5 мин. Определить основные характеристики эффективности функцио-
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нирования данного филиала банка в предельном режиме: а) вероят­
ность того, что клиент получит отказ р^^^ или будет обслужен Po^; б) 
среднее число клиентов А , обслуживаемых филиалом в течение 1 ч; в) 
среднее число занятых операторов К. 

Р е ш е н и е . Рассмотрим этот филиал как многоканальную СМО 
с отказами, так как клиенту в центре города некогда ждать обслуживания в 
очереди, и если все операторы заняты обслуживанием ранее пришедших 
клиентов, то вновь прибывший клиент уходит необслуженным. Параметры 
имеющейся в наличии СМО таковы: я = 3; Я. = 24 (чел./ч); ц = l/Tg^ = 
=1/5 (чел./мин) = 12 чел./ч; р = Х/ц =24/12 = 2 (эрланга). 

Вычисление предельных вероятностей состояний системы удобно 
проводить по формулам, приведенным в [13]. Результаты вычислений 
сведем в табл. 7.3. 

Таблица 7.3. Резулыпаты расчета параметров многоканальной СМО 
с отказами 

Значения случайной вели 
чины к {число занятых опе­
раторов филиала банка) 

Основные вычисления вероятностей отказов 
при числе занятых каналов к (к = 0,1,2,3) 

Рк/Ра Рк >4>к 
0 
1 
2 
3 

Итого (Z) 

1,000 
2,000 
2,000 
1,333 
6,333 

0,158 
0,316 
0,316 
0.211 
1,001 

0 
0,316 
0,632 
0,633 
1,581 

Итак, вероятность того, что все операторы свободны, составляет: 
/>о = 1/1 = 1/6,333 = 0,158. 

Значения предельной вероятности /̂ ^ определяются как />* = 
-рк/Рй-Ро^ т. е. умножением значений столбца 2 табл. 7.3 на вероятность 
PQ. Сумма элементов столбца 4 табл. 7.3 соответствует среднему числу 
занятых каналов к =1,581. 

Вероятность того, что клиент получит отказ, равна вероятности то­
го, что все три оператора банка заняты, т. е. р^= 0,211. Тогда вероят­
ность того, что клиент будет обслужен, т. е. относительную пропускную 
способность филиала Л" банка, можно определить следующим образом: 

G = 1 - /"отк = 1 - 0,211 = 0,789 = 78,9%. 
Таким образом, имеем, что из 100 обращающихся в филиал банка 

клиентов 79 чел. будут обслужены и 21 чел. получит отказ. 
Абсолютная пропускная способность А филиала банка составит: 

^ = XQ = 24-0,789= 18,936. 
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Заметим, что аналогичным способом./4 можно подсчитать по иной 
формуле, как А = \iK= 12'1,581 = 18,972 (имеющее место расхождение 
связано с ошибкой округления при вычислении). 

В заключение можно отметить, что оптимальное финансовое 
решение об организации филиала банка должно приниматься с 
учетом затрат на содержание каждого оператора и потерь в по­
тенциальном доходе, связанных с долей необслуженных клиен­
тов. Рассмотрим и этот аспект на следующем примере. 

Пример 7.3. Пусть банк принимает решение об открытии своего 
филиала в городе N, рассматривая его как многоканальную СМО с от­
казами и равномерной взаимопомощью между каналами (табл. 7.3), на 
вход которой поступает простейший поток заявок с интенсивностью X. 
Производительность каждого канала равна ц. Обслуживание одной за­
явки (клиента) приносит средний доход Cj. Создание одного канала 
обслуживания (оператора) требует средних издержек Ci, а эксплуатация 
одного канала в единицу времени — Су Требуется определить время т, 
через которое филиал банка (система) начнет приносить прибыль. 

Р е ш е н и е . Пусть случайный процесс, протекающий в СМО, 
перешел в предельный стационарный режим. Тогда СМО начнет при­
носить доход лишь в случае, если средний доход от обслуживания зая­
вок одним каналом в единицу времени превысит средние издержки 
эксплуатации одного канала в единицу времени. Из условия задачи это 
условие имеет вид: Q ц> С^. 

Средний доход, приносимый СМО за время т ее эксплуатации в 
предельном режиме, можно определить как /1С|Т, где А — абсолютная 
пропускная способность СМО (среднее число заявок, обслуж1<ваемых в 
единицу времени), /4т—среднее число заявок, обслуживаемых за время 
эксплуатации т. Согласно [13] абсолютная пропускная способность А 
определяется по формуле: 

А = V. К, 

где К — среднее число занятых каналов. 
ТТоэтому средний доход Дт) за время т составит: 

Дт) = СщТт, т > 0. 

Таблица 7.4. Парамещы многоканальной СМО с отказами 
и равномерной взаимопомощью между каналами 

Параметры Обозначения, значения, формулы 
1 2 

1. Число каналов обслуживания л>2 
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Продолжение табл. 7.4 
1 

2. Интенсивность входящего 
простейшего потока заявок Я^̂  
3. Интенсивность простейшего 
«потока обслуживания» каждым 
каналом 
4. Интенсивность суммарного 
потока обслуживания п каналами 
5. Дисциплина юаимопомощи 
между каналами 

in Явх=А.=соп81 (X не зависит от 
времени t) 

H=const (ц не зависит от времени () 

«Равномерная» 

Если использовать графическую интерпретацию задачи (рис. 7.4), 
то график Дт) представляет собой прямую 7, проходящую через 
начало координат под углом а, причем ^ а = Сщ К. 

/1(0; С2 л) 
^̂ * 

Ф •• 

.,-<Р 
0 

-Сгп 

вА^ 

/. а ; у/ 

/ ' 0 
* 

1/ 
3 

Tl 

^2 

X 

Рис. 7.4. Зависимость между доходом (1), средними издержками 
(2) и средней щ>ибьишостью (3) 

Средние издержки за это же время С(т), состоящие из 

издержек Cin на создание п каналов и средних издержек С^К т 
на их эксплуатацию за время т, соответственно составят: 

~С{т) = Cj(x+ С^п. 

На графике средние издержки С (т) от СМО представляют 
собой прямую 2, проходящую через точки Аф; Ciri) и 5 (1; 
Сз АГ + Сгй) под углом р, причем tgp = С-^К. 
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Так как tgP < tga и, следовательно, р < а, то прямые 7 и 2 
пересекутся между собой в первом квадранте. Абсциссу то точки 
пересечения В, в которой средний доход равняется средним из­
держкам, можно определить из равенства: Дто)= С (то), т. е. 

Qn KXQ— С3Ц К XQ + С2П, 

откуда получаем 
То= С 2 Я / ( С , М - С з ) Т . 

Таким офазом, точка В выступает точкой безубьпх)чности, т. е. 
через время то СМО начнет приносить среднюю прибыль Р, рав­
ную: 

Т(т) = "D (т) - "С(т) = (Qn -Су) ~Кх - Q/i. 

Если прямая средней прибыли (прямая 3) пересекается с 
прямой средних издержек (прямой 2), то абсцисса т| точки пе­
ресечения Е определяется из равенства: 

Т(т,) = 'С(т,) или С,цТт| - СзТт, - Сгя = CJTT, + CjW, 
откуда 

т, = 2С2Я /(С,ц — 2Сз) Т . 
Так как TI > О, то из вышеприведенного соотношения имеем: 

Сцх —2Сз > О, откуда Сщ > 2Сз. 
Сравнив ординаты точек Вк Е, получим, что в момент вре­

мени Ti средний доход вдвое больше средних издержек. 
Если же условие Сщ > 2Q не выполняется, т. е. Cin < 2Сз, 

то прямые 2 и J в первом квадранте не пересекаются. Если Ci\i= 
= 2С3, то эти прямые параллельны. 

7.3. Прочие разновидности СМО 
в зависимости от дополнительных условий, налагаемых на 

характер и особенности функционирования, можно вьщелить 
следующие типы СМО [13]: 

• одно- и многоканальные СМО с ожиданием; 
• одно- и многоканальные СМО с ожиданием и офаниче-

нием на длину очереди; 
• многоканальные СМО с офаничением времени ожида­

ния и без офаничения на длину очереди; 
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• замкнутые одно- и многоканальные СМО; 
• многоканальные СМО с отказами и взаимопомощью ме­

жду каналами типа «все как один»; 
• многоканальные СМО с ожиданием и взаимопомощью 

между каналами типа «все как один»; 
• многоканальные СМО с ожиданием, офаничением на 

длину очереди и взаимопомощью между каналами типа 
«все как один»; 

• многоканальные СМО с отказами и «равномерной» взаи­
мопомощью между каналами (табл. 7.4); 

• многоканальные СМО с ожиданием и «равномерной» 
взаимопомощью между каналами; 

• многоканальные СМО с ожиданием, ограничением на 
длину очереди и «равномерной» взаимопомощью между 
каналами. 

Кратко рассмотрим особенности функционирования некото­
рых из этих систем. 

1. СМО с ожиданием характеризуется тем, что в системе из п 
(я > 1) каналов обслуживания любая заявка, поступивщая в 
СМО в момент, когда все каналы заняты, становится в очередь 
и ожидает своего обслуживания, причем любая прищедшая за­
явка будет обслужена. Такая система может находиться в одном 
из бесконечного множества состояний: s^ (к = 0,1,..., п) — к ка­
налов заняты и очереди нет; s„+r (г = 1,2,...) — все каналы заня­
ты и в очереди находится г заявок (/• -»оо). Граф состояний рас­
сматриваемой СМО имеет вид рис. 7.5, а, а формулы для расчета 
параметров приведены в табл. П1.1. 

• • *~i__i_*— • '*~ " г*~ 

а) СМО с ожиданием 
X. А. XX X X 

^0 - _ ^> * - . . . • - -^t 

2ц ЛЦ (Л + 1)ц ЯЦ ц ЯЦ лц яц яц яц 

/2Ц П\1 
t̂ ::: 

лц 

лц 

яц 

б) СМО с ожиданием и ограничением на длину очереди 
X XX XX X XX X 

So . S •:.:t '» J '̂ «+r t 
2ц k\i (к + 1)ц лц яц + (О лц + 2й) лц + по яц + (г + !)« 

в) СМО с нетерпеливыми заявками 
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Ы = л мг = ('• - !)>• Х.21 = ('• - 2)х X»-, , = ( (•- (л - !))>. А.» »-1 = ('• - «)>. х„+1 „•г - (' - (и + !))>• '"-' 

•Уо 
' 

,̂ ^ 
^2 

._ 
' ^ 

-
\ 

* 
^ 

•^«+1 

^10 = Ц X2I = 2|д 

Х01 = >^ 

\-П = Зм Х„л-1 = пц Х„+1 „ = т Х„+2л + 1 = яц Х,-,,_1 ~ ЙЦ 

г) замкнутая СМО 

^0 , S 

Мо = <Р(я) 

д) СМО с отказами и взаимопомощью между каналами 
типа «все как один» 

^0 

' 
•S, ^ 2 

' 
S, * 

Ч * 4 

е) СМО с отказами и «равномерной» взаимопомощью между каналами 
X А. XX XX X XX 

[Г^...ч ^» *- '̂ "̂ 1 Р-
лц яц йц яц яц лц йц яц яц 

ж) СМО с ожиданием, ограничением на длину очереди и 
«равномерной» взаимопомощью между каналами 

X X X X X 

^:::г[ t::: 
яц лц лц яц иц 

з) СМО с ожиданием и «равномерной» взаимопомощью 
между каналами 

Рис. 7.5. Графы состояний разновидностей многоканальной СМО 

2. СМО с ожиданием и ограничением на длину очереди отлича­
ется от вышеприведенной тем, что эта система может находить­
ся в одном из и + m + 1 состояний. В состояниях SQ, SI,..., S„ 
очереди не существует, так как заявок в системе или нет вообще 
и каналы свободны (5io), или в системе есть несколько / (/ е 1,..., л) 
заявок, которые обслуживает соответствующее число каналов, 
но очереди все равно в системе нет. В состояниях s„+i, s„+2,..., 
Sn+m В системе имеется соответствующее (я+1, я+2,..., п+г,..., 
п+т) число заявок и (1, 2,..., г,..., т) заявок, стоящих в очереди. 
Заявка, пришедшая на вход СМО в момент времени, когда в 
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очереди стоят уже т заявок, получает отказ и покидает систему 
необслуженной. Граф состояний СМО можно представить в ви­
де рис. 7.5, б, а формулы расчета параметров подобных СМО 
приведены в табл. П1.2, П1.3. 

3. На практике могут встречаться так называемые СМО с не­
терпеливыми заявками (с ограничением на время ожидания в очере­
ди и без ограничения на длину очереди), имеющие место при спе­
цифических ограничениях, налагаемых на порядок проведения 
банковских операций, например, на срочность и приоритетность 
обслуживания крупных и солидных клиентов, исполнения плате­
жей и т. п. Граф состояний такой СМО приведен на рис. 7.5, в, а 
формулы расчета параметров подобных СМО — в табл. П1.4. 

4. Замкнутые СМО. Все рассмотренные выше СМО характе­
ризуются одним общим свойством, состоящим в том, что вхо­
дящий поток заявок и его интенсивность не зависят от состоя­
ний системы, так как источник поступающих заявок находится 
вне системы. Если же интенсивность потока поступающих зая­
вок определяется состоянием конкретной системы, то такие сис­
темы называются замкнутыми СМО. 

Такая система может содержать конечное число источников 
заявок, каждый из них может находиться в одном из двух со­
стояний — активном (состояние, при котором уже обслужена 
поданная им последняя заявка) или пассивном (состояние, при 
котором поданная источником последняя заявка еще не обслу­
жена: она либо стоит в очереди, либо находится под обслужива­
нием). В активном состоянии источник может подавать заявки, 
в пассивном — не может. Отсюда интенсивность общего потока 
заявок зависит от того, сколько источников находится в пассив­
ном состоянии, и связана с процессом обслуживания (стоит в 
очереди или непосредственно обслуживается). 

Граф состояний подобной замкнутой многоканальной СМО 
(рис. 7.5, г) может включать в себя следующие состояния: so — 
все / источников находятся в активном состоянии, все п каналов 
свободны, очереди нет; s\ — один источник находится в пассив­
ном состоянии, один канал занят обслуживанием заявки, по­
данной этим источником, остальные /—1 источников находятся в 
активном состоянии, л—1 каналов свободны, очереди нет; 2̂ —2 
источника находятся в пассивном состоянии, два канала заняты, 
/—2 источника в активном состоянии, л—2 канала свободны, 
очереди нет; .... s„ —все п источников находятся в пассивном 
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состоянии, все п каналов заняты, i—n источников в активном 
состоянии, очереди нет; s„+i —и+1 источников находятся в пас­
сивном состоянии, п каналов — заняты, одна заявка в очереди, 
/-(я+1) источников находятся в активном состоянии;... s, — все / 
источников находятся в пассивном состоянии, и каналов заняты, 
i-n заявок в очереди. Формулы расчета параметров подобных 
СМО приведены в табл. П5. 

Все ранее рассмотренные СМО имели то свойство, что каж­
дая заявка могла обслуживаться только одним каналом, что на 
практике соблюдается не всегда, и есть такие СМО, в которых 
одна и та же заявка может обслуживаться несколькими канала­
ми. Каналы работают с взаимопомощью типа «все как один», т. е. 
при появлении первой заявки ее начинают обслуживать все « 
каналов, которые будут заняты до полного исполнения заявки. 
Если во время занятости каналов поступает заявка, то она полу­
чает отказ и покидает систему. После завершения обслуживания 
все п каналов оказываются свободными, пока не поступит сле­
дующая заявка, на обслуживание которой переключатся опять 
все каналы и т. д. 

Таким образом, мноканальная СМО работает по сути как 
одноканальная, когда все « каналов работают как один с дисци­
плиной взаимопомощи, называемой «все как один», но с более 
высокой интенсивностью обслуживания. Граф состояний подоб­
ной системы (рис. 7.5, д) содержит всего два состояния: о̂ (̂ i) — 
все я каналов свободны (заняты). Параметры такой СМО рас­
считываются по формулам, приведенным в табл. П6. 

Анализ различных видов СМО с взаимопомощью типа «все 
как один» показывает, что такая взаимопомощь сокращает сред­
нее время пребывания заявки в системе, но ухудщает ряд других 
таких характеристик, как вероятность отказа, пропускная способ­
ность, средние число заявок в очереди и время ожидания их вы­
полнения. Поэтому для улучшения этих показателей используется 
изменение дисциплины обслуживания заявок с «равномерной» 
взаимопомощью между каналами следующим образом: а) если 
заявка поступает в СМО в момент времени, когда все каналы 
свободны, то все п каналов приступают к ее обслуживанию; б) 
если в это время приходит следующая заявка, то часть каначов 
переключается на ее обслуживание; в) если во время обслужива­
ния этих двух заявок поступает третья заявка, то часть каналов 
переключается на обслуживание этой третьей заявки и т. д., до 
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тех пор, пока каждая заявка, находящаяся в СМО, не окажется 
под обслуживанием только одного канала. При этом заявка, по­
ступившая в момент занятости всех каналов, в СМО с отказами 
и «равномерной» взаимопомощью между каналами (рис. 7.5, е, 
табл. П7), может получить отказ и вынуждена покинуть систему 
необслуженной, в других комбинациях более сложных СМО 
может или ожидать в очереди определенной длины (СМО с ожи­
данием, ограничением на длину очереди и «равномерной» взаимо­
помощью между каналами, рис. 7.5, ж), или находиться в ней 
сколько угодно длительное время (СМО с ожиданием и 
«равномерной»взаимопомощью между каналами, рис. 7.5, з). 

Таким образом, учет специфики моделей разновидностей 
СМО в практической деятельности субъектов рынка позволяет 
провести более глубокий анализ особенностей функционирова­
ния сложных систем и оценить их качество и эффективность с 
получением конкретных количественных оценок, вскрыть 
имеющиеся резервы и возможности по оптимизации протекаю­
щих процессов, экономии финансовых и прочих ресурсов, сни­
жению рисков в условиях неопределенности деловой внешней и 
внутренней среды. Рассмотрим эти вопросы подробнее. 

7.4. Адаптация организационных структур управления 

Переход к рынку требует от всех субъектов хозяйствования 
повышенной надежности и эффективности функционирования 
производств, гибкости и живучести в ответ на динамичные из­
менения внешней деловой среды, снижения разновидностей 
рисков и потерь от запоздалых и некомпетентных управленче­
ских решений. 

Организационные структуры управления (ОСУ) призваны опера­
тивно отслеживать колебания рынка и принимать в зависимости от 
складывающихся ситуаций компетентные управленческие решения. 
Так как математической моделью ОСУ являются системы массо­
вого обслуживания (СМО), рассмотренные выше, то становится 
понятным то внимание, которое уделяется в мире выбору эффек­
тивно функционирующих ОСУ субъектами рынка, будь то транс­
национальная корпорация, промышленный гигант, коммерческие 
банк, фирма или организация, малое предприятие и т. п. 

Взамен широко распространенных в 50—90-е гг. ОСУ пред­
приятий (иерархических, матричных, дуальных, параллельных и 
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др.) сегодня в мире эффективно используются альтернативные 
формы многофункциональных структур, базирующихся на прин­
ципах самоорганизации, адаптации, автономности отдельных 
подразделений с мягкими связями между ними. Подобной 
структурой обладает множество передовых зарубежных фирм, в 
составе которых насчитывается множество рабочих групп с сете­
выми их взаимоотнощениями. Популярными в последнее время 
считаются организации, ориентированные на минимизацию по­
требления ресурсов, имеющие явно выраженную горизонтальную 
форму с координацией, осуществляемой не по иерархическому 
признаку, а самими рабочими группами, организованными в сеть. 

Альтернативными моделями, противостоящими структурам 
ОСУ, созданным на базе организационной логики и жесткого 
регулирования, являются нечеткие структуры без иерархических 
уровней и структурных подразделений, основанные на коорди­
нации личной ответственности и профилировании самоуправ­
ляемых групп со следующими признаками [79,137]: а) наличием 
относительно независимых рабочих групп с участием представите­
лей различных подразделений, создаваемых для решения опре­
деленных проектов и проблем, при широкой свободе действий и 
автономии в области координации задач и принятия решений; 
б) ликвидацией жестких связей между подразделениями ОСУ с 
введением гибких взаимосвязей. 

На аналогичных принципах базируется современная концеп­
ция минимизированного по ресурсам производства: на пбдобных 
предприятиях в качестве организационных единиц используют 
рабочие фуппы с широкими полномочиями и большими воз­
можностями самоуправления с конечной целью, заключающейся 
в создании разумной гибкой организации труда, опирающейся 
на самостоятельно действующих исполнителей, а не на синтези­
рованные специалистами рациональные структуры; сотрудника­
ми оцениваются возникающие проблемы, определяются воз­
можности контактов со специалистами внутри и за пределами 
системы. Самоуправляемый персонал основной упор делает на 
самоорганизацию, заменяющую собой привнесенную извне 
(задаваемую сверху) жесткую упорядоченную структуру. 

Крайним случаем такого подхода является создание безорга­
низационной, постоянно «размороженной», структуры со сле­
дующими свойствами: широкое творческое обсуждение любых 
обрабатываемых процедур и поступающих извне сигналов без 
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учета шаблонных решений и прошлого опыта; автономная рабо­
та членов групп с самостоятельной организацией временных 
взаимосвязей и производственных соглашений между партнера­
ми по мере необходимости для решения возникающих проблем. 
Заметим, однако, что чрезмерное увлечение одной системной 
функцией — гибкостью при полном игнорировании прочих 
функций — интеграции, идентификации, учета и контроля, 
всегда о п а с н о для устойчиво функционирующих систем, 
так как трудно обеспечить успешную координацию в рамках 
данной организации без высокой квалификации сотрудников, их 
способности к обучению и совершенствованию, к установлению 
эффективных контактов и координации. 

При подобной форме организации основное внимание 
должно уделяться созданию условий для максимального исполь­
зования интеллекта человеческих ресурсов и повышения их ква­
лификации, выделению высоквалифицированных специали­
стов — системщиков, увязывающих действия членов организа­
ции для достижения конечной цели. При этом в сфере систем­
ной координации существует вероятность возможных срывов, 
конфликтов и негативных последствий, так как ориентация на 
способность персонала к самоорганизации и самокоординации 
носит слишком общий характер. Хотя высокая компетентность, 
инициатива и сила воли каждого работника и влияет на жизне­
способность любой децентрализованной организации, но в це­
лом они не могут заменить регулирующей функции целой орга­
низационной структуры. 

Сегодня в мире интенсивно развивается новое направление 
синтеза ОСУ как обучающихся систем, характеризующихся сле­
дующими характерными особенностями: а) привлечением высо­
коквалифицированных экспертов-специалистов к процессам 
восприятия и накопления информации, а также к обучению и 
расширению способностей персонала; б) постоянным изменени­
ем в процессе функционирования, расширением своих способ­
ностей взаимодействия с окружающей деловой средой и быст­
рой адаптацией к постоянно меняющимся внешним и внутрен­
ним условиям; в) широким распространением открытых компь­
ютерных сетей, охватывающих не только отдельные организа­
ции, предприятия или их конгломераты, но и целые крупные 
регионы и даже совокупности стран (ЕЭС, СВИФТ и др.), что 
обусловливает новые возможности организации и повышения 
эффективности работы предприятий и отраслей в масштабах 
всей страны и даже всего мира. 
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Считается, что ОСУ должна создаваться на принципах мно­
гофункциональности и многоаспектности, позволяющих эффек­
тивно контролировать сложные рынки и распределять имею­
щиеся ресурсы. Из анализа мирового опыта функционирования 
ОСУ в условиях рынка применительно к российской экономике 
и ее субъектам хозяйствования можно выделить следующие ре­
комендации [89,137]: 

1) иерархическую ОСУ можно сохранять и применять с ми­
нимумом риска для предприятия, если высшее руководство 
фирмы способно выступать в качестве координаторов проблем, а 
их подчиненные — в качестве «маленьких предпринимателей»; 
при этом предпринимательская инициатива и ответственность 
перемещаются с верхних в нижние эшелоны фирменной власти 
при исполнении иерархами действительно координаторских 
функций; 

2) матричную ОСУ можно сохранять, если в фирме отсутст­
вует механическое дублирование служебных инстанций и суще­
ствует органичная сетевая структура с оптимальной коммуника­
цией; 

3) дуальную ОСУ следует применять при ясности и контро­
лируемости как ключевых связей между основными и сопутст­
вующими структурами, так и прозрачности функций самой сис­
темы сопутствующих вторичных структур, причем они должны 
быть многофункциональными и многоцелевыми (типа «учебных 
центров»), а не специализированными, ориентированными лишь 
на собственные потребности; 

4) параллельную ОСУ следует применять при сформированной 
конструктивной конкурентной культуре, сотрудничестве партне­
ров на базе доверия, терпимости, готовности разрешать конфлик­
ты, а в острых ситуациях иметь нейтральную «третейскую» ин­
станцию. 

При наличии средних предприятий, состоящих из слабо ин­
тегрированных функциональных подразделений, на вторичные 
структуры можно возложить решение интеграционных проблем, 
но эффект от реализации этого механизма получится при осоз­
нании руководством подразделений создания структурной над­
стройки как средства поддержки их собственной позиции, а не 
как угрозу для их существования. 

Развитие на стыке кибернетики, вычислительных сетей, ме­
неджмента и социальной психологаи направления Groupware 
(США), связанного с электронными информационными систе-

228 



мами, локальными диалоговыми сетями и средствами их под­
держки, обеспечивает распределенную работу больших коллекти­
вов людей в режиме прямого доступа, позволяя хранить в ма­
шинной памяти огромный объем информации (любую деловую, 
производственно-техническую и прочую документацию, сове­
щания, переговоры организации и даже обычные разговоры ее 
сотрудников, а также всю предысторию и опыт работы), исполь­
зуя ее при необходимости для корректировки структуры, функ­
ций, задач, стратегии и тактики управления в деятельности кон­
кретной организации. Такой подход по-новому раскрывает по­
нятие обучающейся организации, обеспечивает проведение ана­
логий между процессами, протекающими в живых и в диалого­
вых компьютерных системах. 

Если обучение и память обусловливают выживание живых 
систем, то аналогично организационное обучение и память 
влияют на эффективность деятельности любой организации при 
изменении деловой внешней среды. Обучение как живых, так и 
организационных систем обязательно ведет к структурным из­
менениям. Организационно правильно построенная компьютер­
ная сеть может вызывать качественный сдвиг в улучшении кор­
поративной деятельности. Гибкость и широта функциональных 
возможностей рабочих групп, реализующих управление проекта­
ми при минимуме затрат на координацию их работы, обуслов­
ливают рост и качество исполнения крупных задач, стоящих пе­
ред фирмами, необходимость оптимизации функциональных 
подразделений и организационных структур в целом, изменения 
связей между функциональными единицами в зависимости от 
складывающихся ситуаций. 

Качество реструктуризации в живых и организационных сис­
темах определяется совокупностью унаследованного и приобре­
тенного поведения, эффективностью обучения и памяти, орга­
низации инфраструктур, обеспечивающих совершенствование 
взаимосвязей и диалогов между людьми. 

Повышение скорости обучения и эффективности памяти 
организации зависит от способа управления взаимоотношения­
ми и диалогами между людьми. Сегодня коммуникации —это 
координация действий, а не передача информации. Организаци­
онные инфраструктуры должны расширять возможности форми­
рования и поддержки диалогов между людьми независимо от их 
традиций, культуры и др. Пример тому организация и распро­
странение сети Internet и ей подобных. 
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Глава 8 
Управление портфелем ценных бумаг 
в банковском бизнесе 
Стабильность финансово-банковской системы — основа разви­
тия экономики любой страны. Главная трудность в создании 
стабильной финансовой системы России, например, имеет субъ­
ективно-объективный характер, состоящий в некомпетентности 
управления банковскими активами и пассивами. К руководству 
российскими банками должны прийти компетентные честные 
специалисты, соответствующие мировым стандартам. 

8.1. Основные стратегии эффективной деятельности 
банков 

Основными условиями эффективной деятельности банков на 
финансовом рынке страны сегодня являются [4—12,18—21,28— 
36,78,137]: 

1) качественное управление, служащее критерием оптималь­
ного функционирования банка в сочетании с положительными 
личностными качествами руководителей и менеджеров банка; 

2) использование комплекса разработанной стратегии и де­
лового бизнес-планирования банка в его текущей деятельности с 
тщательным анализом отклонений и учетом реальности рещае-
мых задач; 

3) управление кредитным портфелем как основным источни­
ком банковских рисков, оптимизация операций с активами и 
пассивами банка, эффективная инвестиционная и трастовая по­
литика; 

4) запрет рискованной и ненадежной банковской практики в 
сочетании с достаточностью контроля и аудита, ответственно­
стью кредитования, обеспечением ликвидности ресурсов финан­
сирования операций, достаточности капитала, резервов по ссу­
дам и лизингу и др. 
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приход иностранных банков на финансовый рынок России 
обострил конкуренцию, обусловил применение банками методов 
стратегического планирования и управления. Любой коммерче­
ский банк как деловой субъект хозяйствования может избрать 
для себя следующие стратегии (рис. 8.1): а) традиционную 
(поступать по аналогии с большинством банков, довольствуясь 
досгигнутым); б) оппортунистическую (поиск новых сегментов 
финансового рынка на основе глубоких знаний ситуации на то­
варном, фондовом, валютном, денежном рынках); в) оборони­
тельную (стремление не отстать от других банков) или зависи­
мую, присущую обычно мелким банкам; г) наступательную 
(завоевание ведущей позиции на рынке банковских услуг через 
нестандартные решения, глубокий и обширный анализ и марке­
тинг рынка и другие новации). 

Для российских банков наиболее перспективна наступатель­
ная стратегия, проявляющаяся не столько в расширении присут­
ствия на финансовом рынке через создание сети своих филиалов 
и отделений, сколько в расширении спектра банковских услуг. 
Если в среднем зарубежные банки сегодня оказывают своим 
клиентам до 300 операций, то российские —лишь 15—20. Одна­
ко до ввода на рынок нового финансового продукта необходимо 
осуществить анализ всех связанных с ним рисков, и если при 
этом цена на новый продукт не дает разумной доходности, от 
него следует отказаться. 

Сегодняшнее сдерживание процессов трансформации накоп­
лений и инвестиций в России определяется высокими макроэко­
номическими рисками, отставанием институциональных преобра­
зований, неопределенностью прав собственности, слабостью ин­
ститутов государственной власти, неразвитостью рынка капита­
ла. Сокращения уровня макроэкономического риска можно достичь: 
а) поиском равновесия между совокупным спросом и совокуп­
ным предложением; б) путем сопоставления выгод и издержек, 
оценки и моделирования риска при изменениях одного (ряда) 
параметра(ов) в деятельности банков; в) применением стратеги­
ческого планирования, обеспечивающего взаимосвязь макро- и 
микромоделей, улучшение распределения ресурсов, внутреннюю 
согласованность и координацию, организационное предвидение, 
обоснованность прогнозов. Реализация стратегии привлечения 
иностранных и отечественных инвестиций в развитие производ­
ства требует разработки комплексной системы мер по миними­
зации рисков. 
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Цели управления 
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Внешний анализ Внутренний анализ 
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Синергическая 
стратегия 

Рис. 8.1. Этапы разработки стратегического плана 
Крайне важен анализ инвестиций, ценных бумаг, предостав­

ления кредитов, организации эмиссии и распространения цен­
ных бумаг. Финансовая устойчивость и риски клиентов банков 
должны рассматриваться с учетом стабильности и надежности 
банковской системы, приближения экономических нормативов 
ведения банковских операций, бухгалтерского учета и других 
видов отчетности к международным стандартам, а также ввода 
жестких ограничений на рискованные вложения. 

Минимизации рисков добиваются на основе комплексного 
метода расчета риска, включающего: соблюдение экономиче­
ских нормативов банковской ликвидности; определение размера 
допустимого совокупного риска банка, а также прогнозирование 
их развития. 

Частные методы расчета рисков базируются на создании 
шкал коэффициентов риска или субъективном взвешивании 
риска по отдельной операции или их группам (например, опе­
рации с ценными бумагами, с краткосрочными межбанковскими 
депозитами, с остатками средств на корреспондентских счетах 
и т. п.). 

Банковский риск — индивидуальная конкретная величина, 
определяемая обычно из субъективной позиции каждого банка 
по каждой банковской операции. 

По времени основные банковские операции подвержены 
прошлому, текущему, а иногда и будущему риску. Текущий риск 
включает операции по выдаче гарантий, акцепты переводных 
векселей, документальные аккредитивные операции и др. При 
наступлении времени оплаты, если банк не учел вероятность 
потерь, он несет ответственность за вьщачу гарантий. Распреде­
ление риска во времени играет важную роль в прогнозировании 
возможных потерь, й его учет позволяет банку избежать воздей-
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ствия прошлых рисков и ошибок в будущей деятельности. Часто 
кредитный риск, возникающий по балансовым операциям, 
влияет на внебалансовые операции (например, при банкротстве 
предприятий, когда важно учитывать величину возможных по­
терь по одной и той же деятельности, проходящей по балансовым 
и внебалансовым счетам одновременно); при валютных операциях 
следует учитывать не только валютный риск, но и рыночные рис­
ки по операциям с ценными бумагами, с вексельными и казна­
чейскими обязательствами, биржевыми индексами и др. 

По степени управления риски подразделяются: 
а) на открытые, управляемые с помощью методов взвешива­

ния и дифференциации рисков при учете внешних, страновых, 
отраслевых, региональных рисков, анализа состояния клиента 
банка, его платежеспособности, рефинансирования кредитов и 
их диверсификации, выдачи крупных кредитов на консорцион-
ной основе, использования плавающих процентных ставок и др., 
что позволит банкам избежать непредусмотренных потерь и чет­
ко определить их совокупный размер; 

б) на внутренние риски, возникающие при совершении фи­
нансово-денежных и валютных операций, подразделяемые на 
кредитные, финансовые, операционные, контрольные за пра­
вильностью проведения валютных операций. 

В фуппе кредитных рисков обязательны проверка репутации 
контрагентов, наличия соответствующего покрытия по установ­
ленным лимитам, получение гарантии платежа. В группе финан­
совых рисков обязателен учет сроков торговли валютой, действия 
форвардных сделок. В группе операционных рисков необходим 
учет качества работы персонала банка, использование методов 
кадрового планирования, ротации, рекруитмента и маркетинга 
кадров, аудиторской проверки, распределения ответственности, 
создания систем обеспеченности информацией [146—151]. Кон­
трольные риски связаны с диагностикой соответствия заключе­
ния и аннулирования сделок, противоречащих международным 
нормам валютных рынков, правилам обмена информацией, ве­
дения бухгалтерского учета. 

Страхование в банковской деятельности покрывает две раз­
новидности рисков — экономические, или коммерческие, и поли­
тические, зависящие от деятельности конкретных заемщиков и 
действий государства. Вьщеляют также риски активных и пас­
сивных операций коммерческих банков, заключающиеся в опас-
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ности потерь от неплатежей по основному долгу и проценту, 
причитающемуся кредитору. 

Объектами страхования обычно являются коммерческие кре­
диты, банковские ссуды, обязательства и поручительства по кре­
диту и др. При неплатежеспособности должника или неоплате 
долга по иным причинам задолженность погашается страховой 
организацией. 

Страхование может проводиться в формах: а) страхование 
ответственности заемщиков за непогашение кредитов 
(страхователем выступает заемщик, объектом страхования — его 
ответственность перед банком-кредитором за своевременность и 
полноту погашения кредита, в том числе процентов); б) страхо­
вание риска непогашения кредита (страхователем выступает банк, 
объектом страхования — ответственность всех (части) заемщи­
ков перед банком за погашение кредита). 

При оценке инвестиционных рисков необходимо учитывать: 
неопределенность интересов и поведения участников рынка 
(проекта); неполноту или неточность информации о финансо­
вом положении, деловой репутации предприятий, о возможно­
сти неплатежей, срывов договорных обязательств, банкротств. 
Снижения этого вида рисков можно достичь за счет дополни­
тельных затрат на создание резервов, на совершенствование тех­
нологий, на повышение качества продукции и ее патентозащи-
щенности и сертификации. 

Рассмотрим методы оптимизации и управления деятельно­
стью банков на фондовом рынке и формирования портфеля 
ценных бумаг, являющихся относительно новым для России 
финансовым инструментом. 

8.2. Управление капиталом, активами и пассивами банка 

Управление собственным капиталом коммерческого банка 
должно исходить из сочетания прибыльности и ликвидности. 
Источники формирования собственного капитала банка, как 
правило: выпуск акций, продажа долговых обязательств, прирост 
резервов на покрытие непогашенных ссуд и распределенная 
прибыль, внебалансовая деятельность банка. Наиболее привле­
кательно увеличение собственного капитала через выпуск акций, 
так как по существующему законодательству банк-эмитент не 
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обязан выкупать акции у акционеров и даже при положительном 
сальдо может отказаться от выплаты дивидендов, мотивируя это 
решение необходимостью повышения устойчивости банка. В то 
же время при увеличении резервов собственного капитала растет 
уровень безопасности банка и его ликвидности, но при этом при 
прочих равных условиях снижается их доходность. 

Анализ рынка банковских услуг позволяет получить инфор­
мацию об условиях привлечения вкладов другими банками оп­
ределенного региона (государства). Банк окажется более конку­
рентоспособным, если сможет предложить более выгодные усло­
вия вкладов, новые финансовые инструменты и продукты, более 
высокий уровень обслуживания, консалтинг и др., надежность и 
конфиденциальность вкладов. 

Портфельный подход управления активами банка можно вы­
разить целевой функцией вида: 

М* = p-f(r^, Н, г«,..., W'*) -» max Z) V miii R, 
где Л/'' — стоимость активов банка; р — абсолютный уровень цен; г^ — 
ставка доходности денег; И — ставка доходности актива А; г^ — ставка 
доходности актива В (абсолютный уровень цен); W* — норма доходно­
сти от величины богатства банка; D — доход банка; R — уровень сово­
купного риска; V — логический знак ИЛИ. Активы А, В— ликвидные 
ценные бумаги, акции, облигации, векселя, обязательства и др. 

Структура портфеля активов — функция от нормы доходно­
сти денег, активов А, В, W* (богатство банка, выраженное в 
труднореализуемых активах — недвижимости, драгоценных ме­
таллах, антиквариате и т. п.). Из целевой функции следует, что 
средний доход от портфеля активов —это средневзвешенная .ве­
личина доходов от отдельных активов (банковские депозиты, 
ссуды, ценные бумаги, акции, облигации, векселя, государст­
венные казначейские облигации и др.); недвижимость и другие 
объекты материальной собственности, принадлежащие банку. 
Структура портфеля активов должна строиться таким образом, 
чтобы получить максимально возможную в конкретной ситуа­
ции на финансовом рынке прибыль от активов. 

Портфельный подход в формировании активов заключается в 
максимизации полезности (максимизации доходности активов) 
при одновременной минимизации рисков за счет диверсификации. 
Снижение риска путем сочетания активов (диверсификации 
портфеля) является обычным эффектом при хранении портфеля. 

Управление портфелем активов; изменение его структуры с 
целью достижения максимума дохода базируется на методах 
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прогнозирования и анализа динамики процентной ставки по 
банковским депозитам, так как предельный доход от таких акти­
вов как разновидности ценных бумаг, недвижимости и др. дол­
жен быть не ниже доходности, получаемой от банковских депо­
зитов. При изменении процентной ставки и уровня доходности 
по различным активам изменяется структура активов. При 
портфельном управлении активами соотношения между актива­
ми определяются стремлением банков свести к минимуму риски 
и добиться максимума доходности. Так как это противоречивая 
задача (рис. 8.2,а), то кривая OF отражает зависимость сочетания 
доходности и риска от различных активов. 

Поскольку формирование портфеля активов во многом оп­
ределяется избранной стратегией банка, корректируемой с уче­
том складывающейся ситуации на финансовом рынке, то про­
цесс управления портфелем включает в себя следующий алго­
ритм. 

1. Четкое определение и формализация целей банка в виде 
математических критериев оптимизации при рациональном со­
четании офаничений по уровням доходности и риска. 

2. Разработка стратегии банка на основе анализа текущей си­
туации на финансовом рынке, предложения новых финансовых 
инструментов и продуктов и выбора оптимального сочетания 
направлений диверсификации и новых направлений деятельно­
сти банка. 

3. Реализация определенной стратегии банка с формирова­
нием оптимального портфеля активов на базе качественного 
прогноза наступления той или иной ситуации на финансовом 
рынке и определения вероятности ее наступления. 

Заметим, что чем точнее определены текущие ситуации на фи­
нансовом рынке, тем меньще уровень риска и неопределенности — 
уровня инфляции, изменения процентной ставки, номинальной и 
реальной норм процента, определяемых по формулам: 

г = ЛР',М/Р, Y), 
где Р ' — ожидаемые темпы инфляции, М/Р —реальные денежные ос­
татки (номинальная денежная масса / уровень цен); Y — фактически 
полученный внутренний валовой продукт; 

'> = ' • - / ; ' , 

где Гр (г) —реальная (номинальная) ставка процента; р' —темпы 
роста инфляции. 
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Рис. 8.2. Управление портфелем ценных бумаг: 

а — оптимизация величины риска в зависимости от объема активов; 
б — оптимизация портфеля ценных бумаг; г — распределение уровней 
рисков 

Анализируя долю ценных бумаг в структуре активов, необхо­
димо учитывать, что норма процента на абсолютно надежные 
ценные бумаги обусловлена неопределенностью будущих про­
центных ставок. В целом структура активов должна изменяться в 
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зависимости от ситуации на финансовом рынке. «Старение» ак­
тивов (т. е. снижение темпов их роста применительно к стоимо­
сти акции) является предупредительным сигналом о неэффек­
тивности управления портфелем активов, поэтому для расчета 
нормы дохода по портфелю применяют формулы: 

SA = ОДо • (1 + 1)/{К-Т) = 0Д„ -{R-T), 
где SA — стоимость акции; ОДо (ОД,) — последний выплаченный ди­
виденд в предыдущий период (дивиденды в течение я периодов); 
R —известная ожидаемая доходность от повторного инвестирования 
акции; Г—постоянный ожидаемый темп роста дивидендов по акциям; 

й„ = д,-Л1 +Д2-/г2 +... + д*-л* = Ед.-Л/, 
где R„ — норма доходности всего портфеля; Л, — нормы доходности 
отдельных активов; Д — доли соответствующих активов в портфеле. 

8.3. Управление портфелем ценных бумаг 

Как уже отмечалось, целью формирования портфеля ценных 
бумаг является стремление к максимизации полезности портфе­
ля и к достижению возможно более высокой кривой безразли­
чия. Если отобразить взаимодействие величины активов банка, 
определяющих его возможности на рынке ценных бумаг, и кри­
вых риска Ui (рис. 8.2,а), то можно утверждать, что с ростом 
уровня доходности возрастает и уровень риска (их соотношение 
показано на кривых риска U\ > f/2 > Щ или траекториях линий 
безразличия между риском и доходами). Линия QA (касательная 
из начала координат к кривой риска Щ отражает потенциаль­
ные возможности банка, определяемые объемом активов, пред­
ставленных в ценных бумагах. В точке пересечения кривой без­
различия Ui и линии возможностей ОЛ достигается оптимальное 
сочетание соотношений уровня риска и доходности при данных 
темпах рорта активов. 

Формирование портфеля ценных бумаг осуществляется с 
учетом: 

а) равенства предельных полезностей по всем видам активов 
(т. е. прирост дохода от дополнительных инвестиций в акции 
должен быть не ниже, чем прирост дохода в облигации или 
другие ценные бумаги): 
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б) преобладающего соотношения уровня дохода над уровнем 
риска (см. рис. 8.2, а), т. е. чем больше размер портфеля, тем 
больше его полезность. 

Фактор неопределенности выступает источником повышенной 
прибыли и высокого риска при формировании портфеля ценных 
бумаг. В этой ситуации следует учитывать: а) капитальный риск 
(риск вложения в ценные бумаги по сравнению с другими акти­
вами, например, в недвижимость); б) селективный риск (риск 
вложения в конкретные акции компаний, облигации и др.); в) 
временной риск, связанный с выбором момента времени покупки 
определенного типа ценных бумаг; г) риск законодательных из­
менений (изменение правил приватизации через акционирова­
ние, налоговой политики и др.); д) процентный риск (изменение 
процента по банковским вкладам, влияющее на текущую стои­
мость ценных бумаг); е) риск ликвидности (возможные потери 
капитала из-за сложности реализации ценных бумаг); ж) кре­
дитный риск (угроза невыплаты процентов по ценным бумагам, 
например, по процентным векселям компаний, которые после 
их эмиссии не могут выплатить проценты); з) инфляционный 
риск (обесценение доходов с ценных бумаг с течением времени). 

Перечисленные виды рисков можно существенно уменьшить 
путем формирования диверсификационного портфеля, содержа­
щего самые разнообразные типы ценных бумаг. Однако полно­
стью устранить инвестиционный риск нельзя, так как кроме ди-
версификационных рисков (т. е. специфических рисков, прису­
щих конкретным корпорациям или финансовым активам и ис­
ключаемых посредством диверсификации инвестиций) при вло­
жениях капиталов присутствуют еще и недиверсификационные, 
или систематические, риски, присущие конкретной экономиче­
ской системе в целом или отдельному рынку и не поддающиеся 
диверсификации. Мерой диверсификационного риска по тому 
или иному финансовому активу выступает коэффициент р, по­
зволяющий спрогнозировать возможные изменения на финансо­
вом рынке, определить наиболее благоприятные условия для 
инвестирования, сделать выбор набора ценных бумаг для порт­
феля: 

Недиверсификационный (систематический) риск актива 
Р = 

Риск рыночного портфеля 
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Как меру систематического риска коэффициент р можно оп­
ределить по следующей формуле: 

Р = (п - 7 ) (г„ -7 j / ( r„ - 7 J ^ 
где г,- —ставка доходности по конкретным ценным бумагам (акциям); г 
(г „) — средний доход по конкретным акциям (по рынку); г„ — факти­
ческий доход по рынку. 

Заметим, что понятие «рыночный портфель ценных бумаг» ха­
рактеризуется двумя основными требованиями: 1) максимально 
большим количеством самых разных ценных бумаг, 2) высокой 
степенью риска активов портфеля. 

Если р>1, то степень риска актива или всего портфеля цен­
ных бумаг считается высокой, при р=1 — средней, а при р<1 — 
низкой. Коэффициент р зависит только от систематического 
риска, поэтому стабильность риска рыночного портфеля доста­
точно высока из-за пересмотра его через фиксированные интер­
валы времени. Чем больше разнообразие ценных бумаг, входя­
щих в портфель, тем меньше риск (см. рис. 8.2,г), причем мак­
симальный эффект диверсификация дает на 10—12 видах цен­
ных бумаг, присущих различным компаниям или предприятиям, 
функционирующим в различных относительно независимых от­
раслях, что может дать дополнительный эффект. Следует учиты­
вать, что при большом числе ценных бумаг (л>18) диверсифика-
ционный риск становится ничтожным, и общий риск определя­
ется его систематической составляющей. Поэтому при правиль­
ной оценке систематического риска и правильном расчете объе­
мов и количества ценных бумаг эффективность портфеля цен­
ных бумаг может оказаться максимальной. 

Следовательно, управление портфелем ценных бумаг — 
искусство выбора набора ценных бумаг и распоряжения им так, 
чтобы он не только сохранял свою стоимость, но и приносил 
высокий доход инвестору, не зависящий от уровня инфляции. 

Выбор наилучшей тактики при управлении портфелем ценных 
бумаг. Процесс управления портфелем ценных бумаг в общем 
случае включает в себя следующие процедуры [23,24,78]: 

1) формализацию целей инвестирования, задание предпочте­
ний инвесторов для последующего выбора той или иной стра­
тегии управления портфелем ценных бумаг; 

2) создание портфеля ценных бумаг с выбором средств так­
тики управления; 
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3) отслеживание, анализ и контроль социо-техно-экономических 
факторов, влияющих или могущих вызвать изменения в структу­
ре портфеля ценных бумаг; 

4) измерение параметров эффективности портфеля (оценки 
соотношения уровней дохода и рисков). 

Четкость формулировки целей инвестиций обусловливает 
правильность учета условий формирования портфеля ценных 
бумаг, ориентацию субъекта рынка на долго-, средне- или крат­
ковременную отдачу от капиталовложений в виде соответствен­
но стабильного, умеренного или высокого уровня доходов. 
Оценки инвестиций подразделяются на относительные (оценка, 
например, доходности акций по сравнению с доходностью об­
лигаций и денег), факторные (анализ доходов, дивидендов, де­
нежного потока) и динамические (анализ предьщущей деятельно­
сти, текущих операций и прогнозирование перспектив роста). 

Относительные оценки инвестиций. Оценка доходов акций и 
облигаций неразрывна с оценкой рисков; при этом обычно 
применяют оценки гибкого реагирования, предусматривающие: 
а) формирование частных показателей (отдельных видов ценных 
бумаг); б) определение веса каждого показателя (с общей сум­
мой весов по всем показателям, равной единице); в) разработку 
шкал относительной важности или таблицы с указанием набора 
видов ценных бумаг, их количественной оценкой и расчетом 
удельных весов по каждому частному показателю (уровням до­
ходности D, ликвидности L, стабильности Си др.) и удельных 
весов конкретного вида актива в портфеле ценных бумаг. Уро­
вень риска при этом по каждому активу определяется как функ­
ция R, = У(Д, L,, С,) по каждой альтернативе инвестирования в 
ценные бумаги. Суммарный уровень общего риска R портфеля 
ценных бумаг можно определить по формуле: 

п т 
R = ^^\Li.Dj,с)-'тт. 

Оценивая возможные или выбранные варианты инвестиций 
в ценные бумаги с позиций максимизации эффективности и 
минимизации риска, можно определить области их «согласия» и 
«компромиссов», т. е. построить кривую безразличия, на кото­
рой значения рангов предпочтения доходности и ликвидности 
для лиц, принимающих решения, равноценны (рис. 8.2^). Если по 
оси ординат отложить облигации определенных эмитентов, а по 
оси абсцисс — акции, то прямая Of/означает полезность отдель-
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ных активов, кривые 05 и 0/1 — совокупную полезность всех ак­
ций и облигаций соответственно. Откладывая количество акций 
и облигаций, получим фафик, любая точка которого /'(л:,, у,) 
означает некоторый набор акций и облигаций, а ее проекция на 
ось Ои — величину полезности, обеспечиваемую данным набо­
ром активов. Соединив все проекции вершин точек Р фафика 
на ось О и, получим плоскость полезности (доходности) активов, 
на которой кривые безразличия £/j, U2, Щ означают равенство 
предпочтения доходности и ликвидности (см. рис. 8.2,6), т. е. 
любая точка на кривой Ui дает одинаковую доходность активов. 
Если провести линию бюджетных офаничений ВС, определяе­
мую стоимостью активов всего портфеля (из акций и облига­
ций), то получим точку A{XQ, УО), В которой сочетание активов 
при заданном объеме портфеля является оптимальным. Если в 
результате изменения ситуации на финансовом рынке удельный 
вес ценных бумаг в общей стоимости активов банка изменится, 
то с кривой Ui перейдем на более высокую Щ (при росте доли 
ценных бумаг) или на более низкую U\ (при уменьшении этой 
доли). Заметим, что анализ соотношения уровней доходности и 
риска по ценным бумагам различных эмитентов может вестись 
непрерывно. 

Факторные оценки. При факторном анализе эффективности 
инвестиций в ценные бумаги учитывают следующие показатели: 

1) срок окупаемости инвестиций Т, определяемый отношени­
ем цены ценной бумаги р/ к чистой прибыли df. 

T^pjdr, 
2) коэффициент покрытия К„,; определяемый как отношение 

чистого дохода на одну акцию d,- к дивиденду на одну акцию V/: 

K„i=^d,/V, 

Если An, равен 1 или близок к единице, то на следующий год 
доходы упадут, и дивиденд окажется непокрытым. Коэффициент 
покрытия должен быть таким, чтобы AJ,,- > 2, так как если компания 
не финансирует свой рост, то она должна выпускать новые акции 
или брать займ, или она отмирает и исчезает с рынка; 

3) доходность акций В/ определяется отношением чистого до­
хода на одну акцию d,- к рыночной цене акции ;;,: 

Di = di/pr 100%. 
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Далее этот доход на собственность акционеров сравнива­
ется с доходностью акций и определяется как дивидендный 
доход, отнесенный к курсовой цене акции. Пусть 50% чистого 
дохода идет на выплату дивидендов, тогда доходность акций 
составляет 2-11,1 :45 = 4,9%. Эту величину сравниваем с до­
ходностью по депозитным вкладам. Если же при росте чис-
тих доходов доход на одну акцию снижается, то это рас­
сматривается как положительный показатель, свидетельст­
вующий о развитии компании. 

Эксперты могут проводить наиболее оптимальные варианты 
инвестиций в ценные бумаги, осуществляя поиск перспектив­
ных, но не замеченных пока рынком компаний, прогноз буду­
щих доходов и дивидендов, дисконтируя их на настоящее время, 
определяя текущую стоимость будущих доходов и сопоставляя 
их с затратами на инвестирование. 

При долгосрочном инвестировании банк должен проводить 
глубокий анализ на следующих трех уровнях экономики с целью 
прогноза своих будущих доходов и неизбежных рисков: 

1) изучение состояния экономики страны, ее финансового 
рынка и прогнозирование возможных вариантов их развития; 

2) детализированный тщательный анализ отраслей и подот­
раслей экономики страны с целью определения наиболее пер­
спективных сфер вложения; 

3) анализ макроэкономической информации с комплексом 
показателей, характеризующих инвестиционные риски в регио­
нальном и отраслевом разрезе. 

При определении основных направлений инвестиционной 
политики некоторые российские банки учитывают следующие 
показатели: принадлежность к инвестиционно-привлекательной 
отрасли, региону; привлекательность для иностранного капи­
тала; капитализация (степень реализации) проекта; сочетание 
инвестиционного капитала и участия в собственности пред­
приятия; финансовое положение участников проекта; показа­
тели эффективности (внутренняя норма доходности, срок оку­
паемости, денежное покрытие, показатели устойчивости про­
екта). 

Оценку факторов регионального риска (табл. 8.1, 8.2) можно 
вести с учетом вероятностей наступления событий, оцениваемых 
в баллах (чрезвычайно высокая угроза стабильности района — 
10 баллов; отсутствие угрозы —1 балл). 
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Таблица 8.1. Расчет оценки факторов регионального риска 

Разновидности Оценка уровней критериев 
ценных бумаг „ их удельный вес 

Удельный вес 
актива 

ликвидности доходности стабильности портфелями 

балл балл балл 
вес вес 

Акции 
эмитент 1 

эмитент п 
Облигации 

эмитент 1 

эмитент т 
Векселя 

эмитент 1 

эмитент q 
Прочие 

уд. 
вес 

100% 

Таблица 8.2. Оценка факторов регионального риска 

Анализируемые Оценка, 
показатели балл 

Перспе1ггивы экономического размгтия: 
развитие инфраструктуры 
энергетический потенциал 
наличие квалифицированной рабочей силы 
производственно-технический потенциал 
сырьевая база и ее перспективы 

Риск законодательных изменений 
Стабильность администрации региона 
Социально-экономическая стабильность 
Риск изменения налоговой политики 
Экспортный потенциал 
Емкость рынка для импорта 
Интегральный показатель регионального риска 

Направление Удельный 
экстремума вес 

max 
max 

стабильно 
max 
max 

стабильно 
max 
max 
min 
max 

стабильно 
min 

Анализ инвестиционного риска no отраслям связан с исследо­
ванием в динамике следующего перечня показателей: 

1) объема Q реализованной продукции 
Q = I.4i-Po I Т.ЯО • А), 

где ро — цена базисного года; о̂ ~ объем продукции базисного года; 
Qj — объем реализации продукции в периоде /; 
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2) темпов роста цен реализации 
^ = 1 9 О " А 7 5:9О-/'О; 

3) темпов производительности труда в отрасли 

где г — затраты на единицу продукции, определяемые из статей затрат 
сферы управленческого учета; 

4) качества продукции, ее конкурентоспособности на внут­
реннем рынке; 

5) емкости внутреннего рынка на продукцию отрасли, ос­
новных производителей; 

6) материалоемкости, энергоемкости, фондоотдачи, фондо­
емкости продукции отрасли, ее экспортных возможностей, зави­
симости от импорта, перспектив развития потребности мирового 
рынка в продукции отрасли. 

На основании тщательного финансового и управленческого 
анализа данных показателей за ряд лет и прогнозирования их 
развития на будущее определяют интегральный показатель инве­
стиционного риска, оцениваемого по модели множественной 
корреляции: 

где у — уровень инвестиционного риска, х, (i = 1, я ) — множество 
факторов, определяющих инвестиционный риск в отрасли. 

По окончании расчета регионального и отраслевого рисков 
необходим расчет дополнительных технико-экономических по­
казателей. Подробнее алгоритмы управления рисками и расчеты 
вышеприведенных показателей рассмотрены в работах [12, 23, 
24, 126, 127, 137, 143]. 

Тактика управления портфелем ценных бумаг. При определе­
нии наиболее эффективных альтернатив инвестиций необходи­
мо в зависимости от стратегии банка дифференцировать инве­
стиции: по объектам (реальное производство, финансовые акти­
вы, нематериальные инвестиции — реклама, обучение); по целям 
(создание предприятий, замена и восстановление изношенных 
основных производственных фондов, проведение рационализа­
ции); по срокам (кратко-, средне- и долгосрочные). 

Инвестиции могут быть портфельными и венчурными, имею­
щими свои особенности в достижении определенной доходности 
и уровня риска. Применение банками системы перекрестного 
владения акциями способствует дальнейшему развитию процес 
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сов концентрации и централизации банковского капитала, сра­
щивания его с промышленным и корпоративным, но в период 
экономического кризиса подобная взаимозависимость обуслов­
ливает нестабильность финансового рынка. 

Тактику управления портфелем ценных бумаг можно выбирать 
на основе матрицы (табл. 8.3), учитывающей способности инвесто­
ра как в вопросах выбора наборов ценных бумаг, так и умения 
прогнозирования складывающихся ситуаций на рынке, с осуществ­
лением комплекса оперативных действий. Например, если инвестор 
плохо выбирает ценные бумаги, учитывает время, ему рекомендует­
ся делать упор на анализе и оценке общего уровня риска для его 
портфеля, а затем на созцании хорошо диверсифицированного 
портфеля с постоянным уровнем риска. Если инвестор уверен в 
своем умении прогнозирования ситуаций на рьшке, он может ме­
нять состав своего портфеля в зависимости от рыночных измене­
ний. Если же инвестор способен на эффективный выбор ценных 
бумаг, ему следует отказаться от диверсификации и создавать порт­
фель из ценных бумаг с высоким уровнем дохода. 

В зависимости от принятой стратегии банки используют ме­
тоды и тактику активного или пассивного управления портфелем 
ценных бумаг. 

Таблица 8.3. Рекомендации по выбору эффективного портфеля 
ценных бумаг 

Способность ЛПР по Способность ЛПР предсказать 
выбору ценных бумаг состояние рынка ЦБ 

хорошая плохая 
1. Сконцентрировать сред-

Хорошая ства в выбранных ценных 
бумагах без диверсифика­
ции 
2. Сместить коэффициент р 2. Держать коэффициент 3 
выше или ниже желаемого на желаемом долгосрочном 
долгосрочного уровня, ос- уровне 
нованного на прогнозе 
рынка 
1. Создать диверсифициро- 1. Создать максимально 

Плохая ванный портфель диверсифицированный 
2. Сместить коэффициент р портфель 
выше или ниже желаемого 2. Держать коэффициент р 
долгосрочного уровня, ос- на желаемом долгосрочном 
нованного на прогнозе уровне 
рынка 
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1. Пассивное управление базируется на предположении, что 
рынок достаточно эффективен для достижения успеха в подборе 
ценных бумаг или в учете времени и не следует забегать вперед 
(как при активном управлении). Суть тактики пассивного 
управления состоит в создании хорошо диверсифицированного 
портфеля с заранее заданными уровнями риска и в сознательном 
поддержании стабильного состояния портфеля ценных бумаг 
(они характеризуются, как правило, низким оборотом, миниму­
мом накладных расходов и низким уровнем рисков). Важней­
шим элементом при этом является создание индексного фонда, 
обеспечивающего контроль за риском и нормальную деятель­
ность портфеля {индексный фонд — это портфель, зеркально ото­
бражающий движение выбранного индекса, характеризующего 
состояние фондового рынка; если доля /-й компании при под­
счете индекса Доу—Джонсона составляет, к примеру, 10%, то 
инвестор, стремящийся к созданию портфеля ценных бумаг, 
адекватно отображающего состояние всего рынка ценных бумаг, 
должен также иметь в своем активе 10% акций данной компа­
нии из общего числа ценных бумаг портфеля). 

Другим методом пассивного управления выступает метод 
сдерживания портфелей, суть которого состоит в инвестировании 
в неэффективные ценные бумаги, когда выбираются акции с 
минимальным соотношением цены к доходу, позволяя получать 
доход от спекулятивных операций на бирже (при падении цены 
их покупают, а при росте цены их продают). 

2. Активное управление портфелем ценных бумаг основано на 
использовании сложных технологий сокращения риска и приме­
нении форвардных сделок, опционов, фьючерсов и свопов 
[12,18,78,137 и др]. 

Своповые операции при активном управлении портфелем 
ценных бумаг применяются с целью предотвратить обесценение 
портфеля активов. Классический своп — это взаимодействие ди­
леров на фондовом рынке, придерживающихся различных пози­
ций по тенденциям изменения процентных ставок и их влияния 
на будущую стоимость ценных бумаг, выбору набора кратко-, 
средне- или долгосрочных операций, обусловливающего полу­
чение высокой прибыли. Операции свопинга означают постоян­
ный обмен, ротацию ценных бумаг через финансовый рынок с 
использованием операций, основанных на продвижении учетной 
ставки, «подмены», «сектор-свопа» и др. Например, свопинго-
вые операции «подмена» базируются на том, что обмениваются 
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две похожие, но не идентичные ценные бумаги. Например, об­
лигации компании ABC с 15%-ным доходом и сроком погаше­
ния 10 лет и облигации финансовой компании на 8 лет с 10% 
дохода, причем первая ценная бумага продается на 10 пунктов 
больше, чем вторая. Менеджер, имеющий ценные бумаги вто­
рого вида, может провести свопирование ценных бумаг первого 
вида, так как 10 пунктов добавочного дохода с продлением сро­
ка действия облигации на два года являются довольно высокой 
прибавкой. 

Довольно сложные операции «сектор-свопа» обеспечивают 
перемещение ценных бумаг из разных секторов экономики с 
различным сроком действия, доходом и т. п., а также ценных 
бумаг, отличающихся своими показателями от бумаг со средни­
ми показателями. При получении информации об исчезновении 
факторов, вызывающих эти отличия в характеристиках ценных 
бумаг, банк может осуществлять оперативные операции купли-
продажи. В целом операции свопинга позволяют практически 
устранять такие виды рисков, как селективный, процентный, 
временной, инфляционный, но при условиях качественной про­
работки и выбора наилучшей стратегии банка и долгосрочных 
прогнозов состояния финансового и фондового рынков. 



Раздел III 
Модели и методы оценки 
выгодности и качества принятия 
инвестиционных решений 

в повседневной деятельности любого субъекта рынка необходимо 
принимать решения. От грамотности и компетентности выбора той или 
иной модели или метода принятия решений зависят благополучие и 
процветание фирмы. По виду отражения объективной реальности эти 
модели могут подразделяться на математические, фафические и 
физические. К наиболее сложным и важным в смысле оптимальности 
относятся математические модели принятия решений. Рассмотрим 
некоторые из этих моделей и методов более подробно [55—125]. 



Глава 9 
Разновидности методов принятия решений 
при выборе инвестиционных объектов 
9.1. Основы теории принятия решений и модели выбора 

инвестиций 

Модель принятия решений обычно содержит следующие эле­
менты: а) цели (систему целей), охватывающие(ую) как сово­
купность целевых функций, так и приоритетные соотношения, 
показывающие, с какой относительной интенсивностью дости­
гаются различные целевые функции, а также разнообразные ха­
рактерные проявления целевых функций; б) альтернативы 
(модели или отдельные варианты действий или комплекс этих 
действий); в) состояния внешней среды (состояние в будущем, 
факторы влияния); г) функции результативности. 

Все состояния внешней среды, взаимоисключающие друг дру­
га, формируют пространство состояний. В случае необходимости 
учета нескольких вариантов состояния внешней среды имеет 
место либо ситуация риска, при которой проявляется объектив­
ная или субъективная вероятности наступления событий внеш­
него характера, либо ситуация неопределенности. 

Прогноз влияния варианта принятия решений при опреде­
ленном состоянии внешней среды оценивается с помощью 
функции результативности: относительно ее ситуации могут 
подразделяться на ситуации определенности, риска или неопреде­
ленности. Для комбинации из альтернативы и состояния внеш­
ней среды однозначные последствия возникают только в ситуа­
ции определенности, а в ситуациях неопределенности и риска 
возможно несколько результатов. Неопределенность в отношении 
состояния внешней среды и функций результативности можно 
отразить в виде «неясных качеств». 

При включении в модель принятия решения лишь одной це­
левой функции и наличия одной ситуации определенности 
можно предположить, что результат одного варианта решения 

250 



совпадает с полезностью для лиц, принимающих рещения 
(ЛПР). Однако в большинстве случаев результаты, вытекающие 
из специфических действий при определенных состояниях ок­
ружающей среды и рассчитанные с помощью функции результа­
тивности, требуют оценки в отношении приоритетов, устанавли­
ваемых ЛПР (для их учета применяются функции полезности, 
оценки и установления приоритетов; с помощью функции по­
лезности каждому результату или совокупности возможных ре­
зультатов присваивается показатель полезности). Функции ре­
зультативности и полезности могут совмещаться в одной целе­
вой функции. 

J^aлиз моделей принятия решений (табл. 9.1) в упрощенном 
виде предусматривает следующие этапы: определения проблемы 
(характеристики ситуации, при которой принимается решение); 
создания модели (определения степени сходства между ситуаци­
ей, при которой принимается решение, и моделью); обеспече­
ния данными; оценки моделей. 

Таблица 9.1. Признаки моделей принятия решений 
Специфика проявления Критерий 

Определенность Неопределенность 

Единичное или программное 
решения 

Полная 
неопреде­
ленность 

Ситуация 
риска 

Неяс­
ность 

Степень 
(не) опре­

делен­
ности 

Абсо­
лютная 
выгода 

Относи­
тельная 
выгода 

Срок 
экс-

плуата-
ПИИ 

Единичное решение 
Программное решение 

Альтер-

Одна цель Несколько целей Цели 
Статические модели 

Динамические модели 

Динамические модели 
Односту­
пенчатые Многоступенчатые 

жесткие гибкие 

Аспект 
времени 

Разновидности моделей принятия решений в инвестищюнной 
сфере деятельности. При решении инвестиционных проблем су­
щественное значение имеют различные целевые функции, фак­
торы влияния и варианты принятия решения. При создании мо­
дели требуется ряд упрощений в отношении действительности, 
поэтому не все цели, альтернативы, факторы влияния, ограни­
чения и взаимосвязи могут быть учтены в соответствующей дей­
ствительности форме. Так, к примеру, в рамках стратегического 
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инвестиционного планирования преследуется цель создания по­
тенциала успеха. Преобразование этой целкой установки в опе­
рационные и по возможности количественные целевые функ­
ции — очень важная и трудоемкая проблема. Особенно трудным 
является количественное отражение факторов влияния и расчета 
данных в случае осуществления инвестиций нематериального 
характера или включения в модель новых технологий или новых 
рынков, а также учет в модели фактора доступа к источникам 
информации или влияния внешних факторов и вероятности их 
наступления. 

Вьщеленные при создании модели варианты решения, со­
стояния внешней среды, функции результативности и полезно­
сти обусловливают определенные требования к обеспечению 
данными. Информация прогнозного характера приоритетна при 
обеспечении данными, причем особенно важно применение оп­
ределенного круга методов составления прогнозов и сценариев 
развития внешней среды предприятия. Для одноразовых инве­
стиций наиболее применимы интуитивные методы. Для дина­
мичных моделей расчета инвестиций характерны такие данные, 
как будущие поступления и платежи, относящиеся к определен­
ным периодам и срокам, расчетные процентные ставки для кон­
кретных периодов, вероятности для определенных сценариев в 
условиях риска. 

Сведения, получаемые при оценке модели относительно 
влияния инвестиционных альтернатив, составляют основу для 
принятия решения. Несмотря на упрощение по отношению к 
реальности, анализ модели — более полезный процесс по срав­
нению с интуитивным подходом: он позволяет определить сте­
пень влияния нескольких альтернатив в понятной форме и ин­
тегрировать в модель фактор неопределенности в будущем. Ус­
пех анализа модели зависит от множества факторов: расчета 
данных, оценок и частоты их использования; лежащей в основе 
модели ситуации, при которой происходит планирование; при­
емлемости достигнутых результатов для ЛПР и др. 

Инвестиции и их разновидности. Под инвестициями, как пра­
вило, понимают комплекс сложных явлений, классифицируемых 
по различным признакам и проявляемых в формах платежей, 
имущества, сочетаний приобретенных или уже имеющихся ос­
новных средств и др. 

По критерию объект инвестиций различают инвестиции: 
а) финансовые (инвестиции спекулятивного характера, ориенти-
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рованные на долгосрочные вложения и имеющие место при свя­
зывании капитала в формах банковских вкладов, облигаций, ин­
вестиционных сертификатов, долей в фондах недвижимости или 
участия); б) реальные, материальные (или вещественные^ пред­
ставляющие собой средства производства (машины, ЭВМ, стан­
ки, участки земли, здания, транспорт и др.); в) нематериальные 
(или потенциальные), отображающие потенциал знаний (обучение 
или переподготовка персонала, научно-исследовательские и проект-
но-конструкторские работы). 

По критерию причина инвестиций в классе реальных экономи­
ческих инвестиций, различают инвестиции по созданию предпри­
ятия (компании, банки, организации), текущие инвестиции (по 
замене изношенного и устаревшего оборудования, капитальному 
и прочему ремонту) и дополняющие инвестиции, подразделяемые 
на группы инвестиций: а) на расширение производства; б) на цели 
изменения (по рационализации производства, процессов и техно­
логий; по переходу на иную производственную программу; по ди­
версификации); в) инвестиции на обеспечение безопасности (для 
устранения источников опасности или подготовки к ним). 

По 1фитерию сфера инвестиций раздичают инве-стиции в сферах 
запасов (закупок), производства, сбыта, управления, кадров, иссле­
дований и разработок. Применительно к другим критериям можно 
заметить, что во временном аспекте инвестиции можно подразде­
лить на определенные и неопределенные, одноразовые и многора­
зовые, по степени взаимосвязей —изолированные, нормальные и 
взаимосвязанные; по степени неопределенности —относительно на­
дежные и относительно рискованные; по степени влияния на управ­
ление предприятием —инвестиции стратегического и нестратегиче­
ского характера (отличаются масштабностью действий и объемом 
используемых ресурсов, весомостью и множественностью целей, 
влиянием на итог годовой деятельности, степенью неопределенно­
сти, уровнем и периодом планирования, степенью влияния прини­
маемых решений и т.п.) [55]. 

9.2. Статические модели принятия единичных решений 
в условиях определенности 

в подобных моделях принятия единичных решений разли­
чают: а) абсолютную выгодность, если предпочтение отдается 
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инвестициям вместо альтернативы отказа от них; б) относитель­
ную выгодность, если /-й инвестиционный объект самый пред­
почтительный из группы взаимоисключающих объектов по оп­
ределенным критериям —виду, объему капиталовложений, сроку 
эксплуатации и др. [55—60]. 

Рассмотрим некоторые статические модели принятия решений. 
Статические модели принятия решений о вьпх>дности инвестиций 

при одной целевой функции. В статических моделях рассматрива­
ют либо определенный срок эксплуатации, либо гипотетический 
средний период, а в качестве целевых функций — издержки, 
прибыль, рентабельность, срок амортизации. В соответствии с 
этим модели и методы в условиях определенности подразделя­
ются на расчеты по сопоставлению: затрат (сравнительный учет 
затрат); прибыли (сравнительный учет прибыли); рентабельности 
(сравнительный учет рентабельности); статические амортизаци­
онные расчеты. 

Рассмотрим эти указанные модели подробнее с пояснением 
их специфики на ряде примеров. 

1, Метод сравнительного учета затрат. В сравнительном уче­
те затрат различают следующие виды издержек: расходы на пер­
сонал, сьфье и материалы; амортизационные отчисления; про­
центы; налоги, сборы, взносы; затраты на услуги третьих лиц. 
Величина этих издержек исчисляется для каждой альтернативы 
инвестирования как среднее значение в течение планового пе­
риода. При этом различают издержки переменные, зависящие от 
будущего объема производства или продаж, и постоянные 
(оклады управленческому персоналу, амортизационные отчисле­
ния, выплаты по процентам и др.). Оценка выгодности инвести­
ций с помощью метода издержек формулируется следующим 
правилом: объект инвестиций абсолютно {относительно) выгоден, 
если его издержки ниже затрат при альтернативе отказа от ин­
вестирования {на любой другой предлагаемый на выбор объект). 

Пример 9.1. Для изготовления нового вида продукции и освоения 
производства требуются инвестиции в объекты А vi В, характеризую­
щиеся следующими данными (табл. 9.2). Альтернативой инвестирова­
нию выступают закупки объектов со стороны (альтернатива С) по цене 
12,5 руб./ед. Провести сравнительный учет затрат и принять оконча­
тельное решение по инвестированию. 

Р е ш е н и е . Для решения поставленной задачи в отношении 
инвестиционных альтернатив требуется провести различие между по­
стоянными и переменными издержками. Затраты на сырье и зарплату 
представляют собой переменные издержки. Пусть используются ак-
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кордные заработки, а наемные работники могут использоваться в дру­
гих сферах производства при простоях производственных мощностей. 
Затем должны быть определены среднегодовые переменные и постоян­
ные издержки инвестиционных альтернатив. 

Таблица 9.2. Сравнительные характеристики 
альтернатив инвестирования 

Основные показатели Объект А Объект В 
Затраты на приобретение, тыс.руб. 24 60 
Срок эксплуатации, лет 6 6 
Выручка от ликвидации, тыс.руб. О 6 
Максимум объема производства.тыс. ед./год 8 10 
Оклады, тыс.руб./год 5 5 
Прочие постоянные издержки, тыс.руб./год 4 16 
Заработная плата, тыс.руб./год 22 8 
Сырье и материалы, тыс.руб./год 40 45 
Прочие переменные издержки, тыс.руб./год 3 3 
Расчетная процентная ставка, % 8 8 

Переменные издержки ПерИдля вариантов А и В соответ­
ственно определяются как сумма затрат на сырье, зарплату и 
прочих переменных затрат: 

ЯерЯА(л=8ооо) = 40 + 22 + 3 = 65 тыс.руб./год; 
ЛерИщх'Юооо) = 45 + 8 + 3 = 56 тыс.руб./год. 

Так, если приведенные переменные издержки для варианта В со­
ответствуют максимальному объему производства в 10 тыс.ед./ год, а 
в варианте А максимум объема производства составляет 8 тыс. 
ед./год, то вариант В необходимо перерассчитать для объема, 
адекватного объему варианта А: 

ПерИ^ (х=8ооо) = 56 • 8/10 = 44,8 тыс.руб./год. 
Постоянные издержки включают расходы на выплату окла­

дов управленческому персоналу, амортизационные отчисления, 
выплаты по процентам и прочие постоянные издержки. 

Средние амортизационные отчисления {САО) имеющихся 
вариантов инвестиций определим по линейному методу как 
САО = (Закупочная цена - Выручка от ликвидации)/Срок эксплуатации. 

Тогда имеем, что САО^ = (24 - 0)/6 = 4 тыс.руб./год; 
САОв = (60 - 6)/6 = 9 тыс. руб. год. 
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Заметим, что метод амортизации и определяемый им про­
цент начисления амортизации могут влиять на величину сред­
них затрат капитала и величину процента. 

Определение выплат по процентам в сравнительном учете 
затрат необходимо в том случае, если затраты на приобретение, 
а вместе с ними и объемы инвестируемого капитала различны 
по вариантам инвестиций. Величина процентов определяется пу­
тем умножения средних затрат капитала на процентную ставку. 

Для исчисления средних затрат капитала можно применять 
различные методы. Упрощенно можно предположить, что в 
промежутке между привлечением капитала в размере затрат на 
приобретение в начале планового периода и привлечением ка­
питала в размере выручки от ликвидации в конце планового пе­
риода происходит его непрерывная амортизация (на рис. 9.1,а 
приведен фафик процесса инвестирования для варианта А); при 
этом показатель средних затрат капитала (СЗК) определяет­
ся так: 

СЗК = (Затраты на приобретение + Выручка от ликвидации)/!. 
В нашем случае для варианта инвестирования А имеем: 

СЗКл = (24 - 0)/2 = 12 тыс.руб./год. 
Проценты для варианта А при заданной процентной ставке в 

8% составляют в среднем 12 • 0,08 = 0,96 тыс.руб./год. 
Для варианта В соответственно имеем (рис.9.1,б): 
средние затраты капитала {СЗК) составляют: СЗКв = (60 + 

+6)/2 = 3 3 тыс.руб./год, а средняя величина процентов для ва­
рианта В составляет: 

33 • 0,08 = 2,64 тыс.руб./год. 
Далее определим средние величины совокупных постоянных 

издержек (СВСПИ) по вариантам инвестиций: 
СВСПИ^ = 5 + 4 + 4 = 0,96 = 13,96 тыс.руб./год; 
СВСПИв = 5 + 16 + 9 + 2,64 = 32,64 тыс.руб./год. 

Тогда средняя величина совокупных издержек (СВСИ) при 
объеме выпуска 8 тыс.ед./год по вариантам инвестиций А VL В 
равна: 

CBCHji = ПерИ^ + СВСПИ^ = 65 + 13,96 = 78,96 тыс.руб./год; 
СВСИв = ПерИв + СВСПИв = 44,8 + 32,64 = 77,44 тыс.руб./год. 
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Для варианта С (приобретения закупкой со стороны по цене 
12,5 руб./ед. для объема производства в 8000 ед.) получаем: 

СВСИс = 12,5 • 8 = 100 тыс.руб./год. 

Затраты капитала 

сзк 

Срок Срок 
а) б) 

Рис. 9.1. Инвестирование для альтернативы А при выручке 
cm ликвидации £=Ц) (а) и для алыпернативы В при L'>0 (б) 

Таким образом, из сравнения вариантов инвестиций видим: 
СВСИв < СВСИА < СВСИс, 

т.е. альтернатива В является наиболее предпочтительной по 
сравнению с альтернативами А и С. 

Если оценить данную модель, то можно отметить следующее: 
а) сравнительный учет затрат относительно прост; 
б) наибольшие трудности связаны с обеспечением необходи­

мых и надежных данных как по общей проблеме инвестиционных 
расчетов, так и по качеству информации и адекватности модели 
реальной действительности (нет взаимосвязи с другими сферами 
функционирования предприятия; вьфаботка решения ограничена 
одной целевой функцией; применена единая ставка процента для 
любого момента времени и любых размеров капитала); 

в) применение единого срока эксплуатации, игнорирование 
фактора загрузки мощностей и состава издержек (наличие сво­
бодных производственных мощностей, различий в составе сово­
купных издержек по отдельным компонентам постоянных и пе­
ременных издержек могут иметь важное значение для приняггия 
решения по предприятию); 

г) при отклонении фактических объемов производства от 
прогнозируемых относительная выгодность инвестиций может 
изменяться вследствие различий в показателях переменных и 
постоянных затрат; 
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д) абстрагирование от результатов производства (неюзможность 
вьщачи оценки абсолютной выгодности для всех видов инвести­
ций; продукция, производимая в рамках различных вариантов 
инвестирования, предполагается равноценной по качеству и др.)-

2. Метод сравнительного учета прибыли. В сравнительном 
учете прибыли наряду с издержками учитываются и результаты 
производства. Целевой функцией является средняя прибыль, 
оцениваемая как разница между результатами и издержками. 
Часто производственные результаты отождествляются с оборо­
том. В остальном остаются допущения, принятые для сравни­
тельного учета издержек, и действует следующее правило: объект 
инвестиций абсолютно (относительно) выгоден, если его прибыль 
выше нуля (выше прибыли любого другого предлагаемого на 
выбор объекта). Поясним данный метод на примере. 

Пример 9.2. Пусть для фирмы имеется две альтернативы инвести­
ций А и В { табл. 9.3). Требуется оценить абсолютную и относитель­
ную выгодность этих вариантов и выбрать лучший вариант. 

Таблица 9 3. Сравнительные характеристики альтернатив 
инвестирования 

Основные показатели Объект А Объект В 
Затраты на приобретение, тыс.руб. 180 200 
Срок эксплуатации, лет 
Выручка от ликвидации, тыс.руб. 
Объемы производства и сбыта, тыс.ед./год 
Цена продажи, руб./год 
Прочие постоянные издержки, тыс.руб/год 
Транспортные издержки, тыс.руб./год 
Расходы на монтаж, тыс.руб./год 
Переменные издержки за ед.прод.,руб./год 
Расчетная процентная ставка, % 

Р е ш е н и е . Для оценки абсолютной и относительной выгодно­
сти обоих вариантов требуется определить средние величины оборота 
издержек. Годовые обороты {ГО) обоих вариантов инвестирования со­
ставляют-

ГО^ = 9 • 10 = 90 тыс.руб./год; ГОд =12 • 10 = 120 тыс.руб./год. 
Средние издержки можно рассчитать аналогично алгоритму, приве­

денному выше в примере 9.1 (для сокращения расчетов вычисленные 
значения отдельных компонентов и величины средних совокупных из­
держек альтернатив А к В сведены в табл. 9.4). 
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Таблица 9.4. Сравнительные компоненты издержек 
вариантов инвестиций 

Объекты инвестиций, 
Компоненты и виды издержек тыс.руб./год 

Амортизационные отчисления 
Проценты 
Прочие постоянные издержки 
Переменные издержки 
Совокупные издержки (СИ) 

А 
37,0 
6,27 
5,0 
18,0 

66,27 

В 
42,0 
7,32 
20,0 
22,8 

91,12 

Отсюда средние значения прибыли (СЗП) для вариантов инвести­
ций Атл В составят: 

СЗПл = ГОл - СИ^ = 90 - 66,27 = 23,73 тыс.руб./год; 

СЗПв = ГОв - СЯд = 120 - 92,12 = 27,88 тыс.руб./год. 

В итоге средние значения прибыли для обоих вариантов положи­
тельны, поэтому оба варианта А и В абсолютно выгодны, но относи­
тельно более выгодной является альтернатива В, так как СЗПд > 
>СЗП4 (.ВС& замечания, сделанные при оценке модели сравнительного 
учета затрат, за исключением пункта о производственных результатах 
вариантов инвестиций, применимы и к этому методу). 

3. Метод сравнительного учета рентабельности. Сравнитель­
ный учет рентабельности отличается от сравнительного учета 
прибьши лишь видом целевой функции (под рентабельностью 
понимается отношение величины прибыли к объему инвести­
руемого капитала). Величина прибыли и объем инвестируемого 
капитала могут определяться по-разному: затраты на приобрете­
ние, учитываемые при расчете средних значений амортизацион­
ных отчислений и процентов, складываются из цены закупки и 
дополнительных затрат на приобретение (затрат на монтаж, 
транспортных расходов и др.). Вполне целесообразно в качестве 
объема инвестируемого капитала взять среднюю величину затрат 
капитала. Величину прибыли можно рассчитать как сумму сред­
ней прибыли и средних процентов, тогда рентабельность опре­
деляется так: 

Рентабельность — Средние (прибыль + проценты)/Средние затраты 
капитала = Прирост выручки /Средние затраты капитала. 

Этим определением рентабельности устанавливаются сово­
купные проценты, уплачиваемые на среднюю величину инве-
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стируемого капитала. Средние проценты рассчитываются как 
проценты, уплачиваемые со средних затрат капитала в размере 
расчетной процентной ставки (будучи компонентами издержек, 
они вычитаются из оборота при расчете средней величины при­
были). Но сумма средней прибыли и средних процентов пред­
ставляет собой прирост выручки, отношение которого к средним 
затратам капитала определяется при расчете рентабельности, 
при этом справедливо следующее правило: инвестиционный 
объект абсолютно (относительно) выгоден, если его рентабель­
ность выше заданного предельного значения (выше рентабель­
ности любого иного предлагаемого на выбор объекта). Предель­
ное значение устанавливается ЛПР и зависит от имеющихся ин­
вестиционных возможностей (если допустить возможность сво­
бодно вкладывать и брать взаймы финансовые средства по рас­
четной процентной ставке, то последняя представляет собой 
подходящую предельную величину). 

Пример 9.3, Исходными данными по деятельности предприятия 
служат условия примера 9.2. Требуется определить абсолютную и отно­
сительную выгодность имеющихся для него альтернатив инвестирова­
ния А и В. В качестве предельной величины возьмем расчетную про­
центную ставку в размере 6%. 

Р е ш е н и е . Для определения рентабельности требуются сред­
ние значения прибыли, процентов и затрат (в примере 9.2 СЗП^ = 
-23,73 тыс.руб./год; СЗПв = 27,78 тыс.руб./год; средние значения про­
центов —6,27 тыс.руб./год (вариант А), 7,32 тыс.руб./год (вариант В); 
СДАГ̂  =104,5 тыс.руб./год; С5А> =122,0 тыс.руб./год. Тогда показатели 
рентабельности Рен для обоих вариантов равны: 

Рея^= (23,73 + 6,27)/104,5 = 0,2871 = 28,71%; 
Ренв = (27,78 + 7,32)/122) = 0,2885 = 28,85%. 

Таким образом, оба варианта инвестирования абсолютно выгодны, 
так как начисляемый по ним совокупный процент (рентабельность) выше 
минимально уплачиваемой 6%-ной ставки,-но относительно более выгоден 
вариант инвестирования В, у которого более высокая рентабельность — 
28,85% (28,71% для варианта А). 

Оценка этой модели схожа с моделями сравнительного учета 
затрат и прибыли, но в отличие от первого метода явно учиты­
ваются результаты инвестиционных проектов, а от второго мето­
да отличается видом целевой функции и предположением об 
уравновешивании различий в объеме инвестирования (при срав­
нительном учете прибыли допускается компенсация путем на­
числения процентов по расчетной процентной ставке, а при 
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учете рентабельности — дифференцированный подход к ком­
пенсации различных объемов вкладываемого капитала). 

В целом при большом числе вариантов инвестиций с очень 
высоким уровнем рентабельности, конкурирующих между собой 
за ограниченные финансовые ресурсы, рекомендуется использо­
вать сравнительный учет рентабельности. Если же этих вариан­
тов немного и справедливо предположение о применении мето­
да сравнительного учета прибыли (вложение капитала по рас­
четной процентной ставке), то этот метод более предпочтителен. 
Путем приближения расчетной ставки процента к показателям 
рентабельности инвестиционных вариантов можно достигнуть 
высокого уровня адекватности результатов сравнительного учета 
прибыли и рентабельности. 

4. Метод статических амортизационных расчетов. При амор­
тизационном расчете целевой функцией выступает срок амор­
тизации (в течение которого вложенный капитал восстанавлива­
ется за счет притока денежных средств или превышения поступ­
лений от эксплуатации объекта над платежами) или восстанови­
тельный срок объекта инвестиций с определением как среднего 
значения, так и суммарного (кумулятивного) расчета. Срок 
амортизации является мерой, определяющей риск, связанный с 
инвестированием. Определение выгодности в рамках амортиза­
ционных расчетов можно вести на основе следующего правила: 
объект инвестиций абсолютно (относительно) выгоден, если его 
амортизационный срок ниже какой либо заранее заданной пре­
дельной величины (ниже амортизационного срока любого дру­
гого предлагаемого на выбор объекта). 

Срок амортизации (СА) можно рассчитать так: 

СА=ОВ/ СВПДС, 
где ОВ — объем вложения инвестируемого капитала (затраты на приоб­
ретение), СВПДС— средняя величина притока денежных средств 
(сальдо текущих поступлений и платежей). 

Если СВПДС выводится из средней прибыли (С/7), то к это­
му показателю средней прибыли следует прибавить величину 
амортизационных отчислений {АО): СВПДС = СП + АО. Иногда 
к СВПДС следует прибавлять и проценты: это зависит от того, 
являются ли проценты одновременно и платежами, как в случае 
привлечения заемного капитала, или нет, как при использова­
нии собственного капитала. Проиллюстрируем расчет амортиза­
ционных сроков на примере. 

261 



Пример 9.4. Исходные данные для расчета срока амортизации возь­
мем из примера 9.2 (они сведены в табл. 9.5). Необходимо оценить 
выгодность обоих вариантов инвестирования А vi В по критерию 
сроков эксплуатации, если для определения абсолютной выгодности 
вариантов взять предельный показатель в 4 года. 

Р е ш е н и е . Амортизационные сроки Tj по вариантам инвести­
ций А и В соответственно составляют: 

Тл = ОВ/СВПДС= ОВ/(СП+ АО) = 197 / (23,73 + 37,00) = 3,24 лет; 
Тв = 227,00 / (27,88 + 42,00) = 3,25 лет. 

Таблица 9.5. Исходные данные по предприятию 

Показатели деятельности предприятия Объекты инвестирования 
В 

Средняя прибыль, тыс. руб./год 23,73 27,88 
Амортизационные отчисления, руб./год 37,00 42,00 
Объем инвестирования, тыс. руб. 197,00 227,00 

Расчет показал, что оба объекта инвестирования абсолютно 
выгодны, имеют примерно равные сроки амортизации, но вари­
ант А незначительно относительно выгоден по сравнению с ва­
риантом В. 

Если оценить приведенную модель, то можно отметить, что 
здесь выводы аналогичны приведенным выше методам, но из-за 
абстрагирования от последствий, проявляющихся по истечении 
срока амортизации, данные расчеты не должны быть единствен­
ным критерием для принятия инвестиционных решений. В то 
же время амортизационные расчеты могут использоваться для 
оценки возможной степени связанного с инвестициями риска, а 
амортизационный срок можно рассматривать как критический 
показатель срока эксплуатации или как результат анализа чувст­
вительности системы. 

9.3. Простые динамические модели принятия решений 
о выгодности инвестиций при одной целевой функции 

Инвестиционные объекты при использовании динамических 
моделей связаны с многократными поступлениями и выплатами 
во времени. Эти поступления и выплаты имеют определенные 
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значения и их можно спрогнозировать и соотнести с конкрет­
ными сроками. Исследование динамики показателей поступле­
ний и выплат по нескольким периодам — существенная специ­
фика отличия динамических моделей от статических моделей. 
Рассмотрим их подробнее с классификацией моделей. 

Некоторые финансово-математические преобразования. В ди­
намических моделях платежи производятся в различные сроки, 
причем из-за зависимости размера платежей от срока их реали­
зации их нельзя предварительно суммировать, а необходимо 
проводить финансово-математические преобразования, напри­
мер, ревальвацию или дисконтирование [7,21,55,130,131]. Рас­
смотрим их более подробно. 

При ревальвации, или премии (дисконтировании, или вычете), 
определяют, какую стоимость С приобретет инвестированная к 
определенному моменту времени сумма капитала (здесь момент 
времени t = 0) ъ более поздний срок времени (t = t„) с учетом 
начисления процентов и сложных процентов. Если процентная 
ставка / для всех периодов (исчисление времени в годах) посто­
янна, то показатель С определяется так: 

для ревальвации 
С= N-(\ +/)', 

для дисконтирования 
С= N-i\ + i)~', 

где Л'̂  — инвестируемый капитал, (1 + /)' —коэффициент ревальвации, 
(1 + /)~' — коэффициент дисконтирования (для сокращения записи 
часто принимается q= I + i, тогда получаем ^ = (1 + 00-

При неодинаковых процентных ставках (qi, q^,..., дт) для 
всех периодов наблюдений {t;, t2,...,tr) имеем, что стоимость ин­
вестированного капитала С определяется так: 

C=N-{1 +/,)(1 +/2). . . (]+/». 
Для подсчета фактической стоимости, т.е. вычисления стоимо­

сти в начальный момент времени (t = 0) для ряда платежей одина­
кового размера N, которые ежемесячно осуществляются в конце 
каждого года в течение t лет, применяется следующая формула: 

C=iV-[(l + О'-11/(1 +/)'•/, 
здесь А'(А'= [(1 + О' - 1] /(1 + /) '• ' и на него умножается сумма платежа 
N) называется коэффициентом фактической стоимости периодических по­
ступлений, где fc = \/К — коэффициент восстановления. 
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Подобным образом можно произвести расчет периодических по­
ступлений путем преобразования имеющейся на нулевой момент 
времени стоимости Л̂  в ряд отнесенных на конец года платежей IV 
равной величины, которые осуществляются до момента t. 

W= N- (1 + i)<-i/[{\ + / ) ' - ! ] . 
Пример 9.5. Пусть первоначальный объем инвестируемого капитала 

составляет 10 тыс. руб. Определить его стоимость через три года, если 
происходит ревальвация (дисконтирование) и ежегодные процентные 
ставки составляют: а) постоянную величину, равную ^ = 10%; б) вели­
чины, изменяющиеся по годам и соответственно равные q\ = 10%, qi = 
=12%, 93 ~ 15%. Определить фактическую стоимость капитала по став­
ке 10% и размер периодических поступлений IV. 

Р е ш е н и е . Подставив численные значения в приведен­
ные выше формулы, получим величину инвестированного капитала при 
ревальвации через три года: 

а) при постоянной ежегодной процентной ставке 
С= 10 000 • (1 + 0,10)3 = 13 300 руб.; 

б) при изменяющихся процентных ставках 
С= 10 000 • (1 + 0,1)(1 +0,12)(1 + 0,15) = 14 168 руб. 

Аналогичные показатели при дисконтировании составляют: 
а) при постоянной ежегодной процентной ставке 

С= 10 000 • (1 + 0,10)-з = 7 513,15 руб.; 
б) при изменяющихся процентных ставках 

С= 10 000 • (1 + 0,1)-'{1 +0,12)-'(1 + 0,15)-' = 7 058,16 руб. 
Фактическая стоимость инвестиций при ежегодной процентной 

ставке в 10%, ежегодных платежах в размере 10 тыс. руб. составит: 
С= N • [(1 + /У-1]/(1 + /)'•/= 10 000- [(1 +0,1)3-1]/ 

/(1 +0,1)3 .0,1 = 24 868,85 руб. 

Размер периодических поступлений составляет: 
W= N • (1 +/•)' - / / [ (1 + / ) ' - 1] = 

= 10 000 • (1 +0,1)3 •0,1/1(1 +0,1)3- 1]= 4 021,15 руб. 

Динамические модели оценки выгодности инвестиций. Этот 
класс динамических моделей можно подразделить на две основ­
ные фуппы: в моделях первой группы предполагается существо­
вание рынка совершенного капитала, когда платежи ревальви-
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руются или дисконтируются по единой ставке процента; в моде­
лях второй фуппы процентные ставки различаются при вложе­
нии и привлечении финансовых средств, что применимо в дея­
тельности банков. 

Рассмотрим перечисленные модели более подробно с воз­
можным пояснением на конкретных примерах. 

1. Метод определения стоимости капитала предполагает на­
личие совершенного рынка и служит для оценки альтернатив 
инвестиций относительно целевой функции стоимости капита­
ла, представляющей собой сумму всех дисконтируемых или ре­
вальвируемых по единой процентной ставке на какой-либо мо­
мент времени поступлений и выплат, возникших при инвести­
ровании объекта. Таким образом, по сути стоимость капитала 
представляет собой фактическую стоимость, характеризующую 
прирост имущества в денежной форме, приносимый инвестици­
онным объектом в начале планового периода с учетом процен­
тов. При этом можно использовать следующее правило: инве­
стиционный объект абсолютно (относительно) выгоден, если 
стоимость его капитала выше нуля (выше подобного показателя 
любого иного, предлагаемого на выбор объекта). 

Так как расчетная процентная ставка одинакова для всех пе­
риодов, то стоимость капитала (СК) на начало планового перио­
да (t = 0) определяется так: 

где t — индекс времени; Г—последний момент времени, в который 
осушествляются платежи; в, (а,) — поступления (выплаты) в момент 
времени t; q~* —коэффициент дисконтирования на момент времени t 

Рассчитанная для отдельных моментов времени разница (е, — о,) 
называется чистым платежом (может представлять превышение 
либо поступлений над выплатами, либо выплат над поступле­
ниями). 

Если имеются следующие допущения: а) можно пренебречь 
налогами и трансфертными платежами; б) с помощью объекта 
инвестирования выпускают лишь один вид продукции, причем 
объем производства совпадает с объемом сбыта; в) платежи про­
изводятся в следующие сроки: выплаты на приобретение — в 
начале первого периода (t = 0), текущие поступления и выпла-
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ты — по окончании каждого периода, выручка от ликвидации — 
по окончании срока эксплуатации (/ = 7), то определить стои­
мость капитала можно по формуле: 

СК = -Ао+ ШР, - av,)x, - Afl)q'' + Lq-' ^ 
1=0 

где /—индекс времени; Г—окончание срока эксплуатации; Ад —вы­
платы на приобретение; р, —цена продажи в момент времени t, Оу, — 
выплаты за единицу в момент времени t, определяемые объемами сбыта 
или производства; х, —объем сбыта или производства в момент вре­
мени /; Afi —выплаты в момент времени /, не зависящие от объемов 
сбыта или производства; L —выручка от ликвидации; q~' — 
коэффициент дисконтирования на момент времени t 

Относительную выгодность двух инвестиционных объектов А 
и В можно определить как разницу стоимостей их капита­
лов, т.е. 

АСК = СКА - СКв = К е м - аы)?'' - Z(e« " а,в)ч'' • 
1=0 1=0 

Если АСК > О, то объект А является относительно более вы­
годным по сравнению с объектом В, в противном случае — на­
оборот (при определении разницы можно пренебречь величина­
ми, одинаково влияющими на оба объекта инвестирования, что 
упрощает расчет). 

Абсолютную выгодность нельзя оценить с помощью инве­
стиций для определения разницы, а при большом числе альтер­
натив следует сформировать и оценить множество инвестиций 
такого рода. 

Пример 9.6. Для расширения производства на предприятии можно 
применить два инвестиционных проекта А и В, имеющих данные, при­
веденные в табл. 9.6. Требуется оценить абсолютную и относительную 
выгодность инвестиционных проектов с помощью метода стоимости 
капитала. 

Р е ш е н и е . Определим стоимость капитала инвестиционных 
объектов А VI В согласно вышеприведенной формуле: 

т 
СКА = -АО+ ^{et - a,)q~' = -100000 + 28000 • 1,08"' + 30000 • 1,08-2 + 

/=о 
+ 35000 • 1,08-3 + 32000 • 1,0В'* + 5 000 • 1,08"* = 26 771,59 руб. 
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Таблица 9.6. Основные сравнительные показатели 
двух инвестиционных объектов 

1. 
2. 
3. 
4. 

5. 

Основные показатели денежных потоков 

Выплаты на приобретение, тыс. руб. 
Срок эксплуатации, лет 
Выручка от ликвидации, тыс. руб. 
Приток денежных средств, тыс. руб.: 
в период / = 1 

t=-2 
/ = 3 
Г = 4 
t=5 

Расчетная процентная ставка, % 

Объекты 

А 

100,0 
5 

5,0 

28,0 
30,0 
35,0 
32,0 
30,0 

8 

инвестиций 

В 

60,0 
4 
0 

22,0 
26,0 
28,0 
28,0 
— 
8 

Аналогачным образом 

СКв=-60000 + 22000 • 1,08"' +26000 • 1,08-2 + 

+28000 -1,08-3 + 28000 • 1,08-"= 1 302,27 руб. 

Так как СК^ > О и СКд > О, то можно сделать вывод об абсолютной 
выгодности инвестиционных объектов Аи R. полученная стоимость ка­
питала в 26 771,59 руб. (1 302,57 руб.) — это прирост имущества в де­
нежной форме, приносимый в результате инвестирования объекта А 
(объекта В) при Г = О с учетом выплаты по расчетной процентной став­
ке в 8%, не зависящий от типа финансирования и осуществляемый за 
счет собственных или заемных средств. Однако объект А имеет более 
высокую стоимость капитала по сравнению с объектом В и поэтому он 
вроде бы относительно более выгоден. 

Пусть финансирование производится полностью за счет заемных 
средств в сумме 126 771,59 руб., включающих кредит, взятый на приоб­
ретение, равный 100 тыс. руб., и потребительский кредит в размере 
26 771,59 руб. В конце каждого отчетного периода должна производить­
ся уплата процентов в размере расчетной процентной ставки в 8% с 
оставщейся суммы кредита на начало периода и превыщение поступле­
ний над выплатами идет немедленно на погашение задолженности 
(табл. 9.7). 
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Таблица 9.7. Показатели планов поступлений и выплат 
денежных задолженностей, руб. 

Срок Нетто-
выпаа- плате-
ты де- жи 

нег (без AQ) 

Выплата Поступ-
денег ления 

денег 
Изменения в денеж­

ных средствах 
Денезкиое 
имущество 

по процентам 
Погаше­
ние кре­

дита 

Форми­
рование 
актива 

Кредит Активы 

N, 
О 
28000 
30000 
35000 
32000 
35000 

О О 
-10141,7 
-8713,07 
-7010,11 
-4770,92 
-2592,59 

О 
2240,0 
4819,2 
8004,7 
11205 

4К,= 
О 

17858,27 
2128,693 
27989,89 
27229,08 
32407,41 

N,+ 1, 
О 

28000,00 
32240,00 
39819,20 

400014,74 
46205,12 

V,''V,-,+dV, 
-126771,59 

-108913,32 
-87626,39 
-59636,50 
-32407,42 

-0,01 

О 
28000,00 
60240,00 

100059,20 
140063,94 
186269,06 

Как следует из табл. 9.7, в конце срока эксплуатации HnBecraunoti-
ного объекта инвестор имеет в своем распоряжении оборотные средст­
ва, выступающие конечной стоимостью имущества (КСИ) на сумму 
186 269,06 руб. (ее нельзя сравнивать с инвестированной суммой 
100 тыс. руб., так как оба эти значения относятся к различным момен­
там времени). При дисконтировании конечной стоимости имущества 
на начало планового периода по 8%-ной ставке получаем: 

КСИ= 186 269,06 • 1,08-5 = 126 771,59 руб. 

Разница между этой суммой и показателем инвестированного капи­
тала в размере 100 тыс. руб. соответствует стоимости капитала, равного 
26 771,59 руб. При учете условия реинвестирования при финансирова­
нии с привлечением собственных средств инвестиционный объект при­
носит прирост имущества в денежной форме в размере 26 771,59 руб. в 
момент / = О, т.е. конечная стоимость имущества составляет: 

КСИ= 100 000 • 1,08' = 146 932,81 руб. 

Разница между значениями КСИ при реализации объекта А и при 
инвестировании по расчетной процентной ставке составляет 
39 336,25 руб. Дисконтируя эту сумму на момент / = О, получаем раз­
ницу в стоимости имущества, равную 26 771,59 руб., соответствующую 
стоимости капитала: 

39 336,25 • 1,08-5 = 26 771,59 руб. 

Это также свидетельствует о том, что в модели определения стои­
мости капитала при оценке абсолютной выгодности в неявной форме 
производится сопоставление с инвестированием по расчетной ставке 
процента. Это вложение капитала представляет собой альтернативу от­
каза от реальных инвестиций. 
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По относительной выгодности объектов А к В Следует отметить: 
а) в объект В можно инвестировать меньше капитала (60 тыс. руб. вме­
сто 100 тыс. руб. в объект А); б) его срок эксплуатации на один год 
меньше (4 года); в) есть возможность совмещенных инвестиций. 

Интересно исследовать, как значения стоимости капитала, 
рассчитанные из платежных рядов отдельных инвестиционных 
объектов, подходят для оценки относительной выгоды, если есть 
различия в затратах капитала на начало эксплуатации (выплаты 
на приобретение) и в период срока эксплуатации, а также в сро­
ках эксплуатации сравниваемых объектов. 

Такие исследования между инвестиционными объектами 
могут не проводиться, если компенсация различий в этих усло­
виях производится посредством вложения (привлечения) финан­
совых средств, и ее можно не учитывать, так как это не оказы­
вает влияния на выгодность альтернатив, если проценты в бу­
дущем начисляются по расчетной ставке процента и стоимость 
капитала при • этом равна нулю. В целом стоимость капитала 
представляет собой сумму фактических стоимостей выплат на 
приобретение, притока денежных средств и показателей выруч­
ки от ликвидации. 

При наличии конкретных данных о будущих инвестицион­
ных объектах метод определения стоимости капитала модифи­
цируется в так называемые инвестиционные цепи (они могут со­
стоять из одинаковых или различных объектов и относиться к 
разным периодам —конечные или бесконечные инвестиционные 
цепи). 

При оценке метода определения стоимости капитала необхо­
димо учитывать следующие факторы: 

а) затраты на вычисления (но они малы из-за необходимости 
проведения относительно несложных арифметических действий); 

б) затраты на сбор данных (заметим, что все методы приня­
тия решений трудоемки, так как требуется подготовка ряда 
прогнозов по всем моделям инвестиционных расчетов, а в дан­
ной модели определения стоимости капитала нужно спрогнози­
ровать выплаты на приобретение, компоненты притока денеж­
ных средств в будущем, расчетную процентную ставку, срок 
эксплуатации и выручку от ликвидации в конце этого срока); 

в) принятые в модели допущения (наличие лишь одной це­
левой функции — стоимости капитала; заданный срок эксплуа­
тации; надежность данных; принадлежность платежей к опреде­
ленным моментам времени; существование совершенного рынка 
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капитала; начисление процентов на будушие инвестиции по 
расчетной процентной ставке и вложение высвобождающихся 
средств; существование значимых решений относительно других 
инвестиций в других сферах функционирования предприятия и 
связанная с этим принадлежность платежей к отдельным инве­
стиционным объектам). Относительно указанных допущений 
следует отметить следующее. 

При принятии решений в инвестиционной сфере обычно 
приходится учитывать не одну, а несколько целевых функций, 
поэтому их можно учитывать вне процесса расчета стоимости 
капитала или применять модели принятия многоцелевых реше­
ний (об этих проблемах см. § 9.4). 

Срок эксплуатации устанавливается при анализе выгодности 
до начала применения метода определения стоимости капитала, 
при этом можно определить оптимальный срок эксплуатации, 
если только он не задан заранее посредством правовых или тех­
нических условий. 

Решения относительно других видов реализуемых объектов 
инвестирования в смежных с ними сферах (производстве, фи­
нансировании, сбыте, закупках и т.п.) оказывают влияние на 
выгодность инвестиционных объектов, учитываемых обычно в 
форме заданных величин, влияющих на характер динамики по­
ступлений денежных средств и платежей. При отсутствии дан­
ных о принадлежности поступлений или одинаковых величинах 
этих показателей для оценки выгодности можно определять 
фактическую стоимость выплат или производить учет фактиче­
ских издержек. При низкой надежности исходных данных мож­
но использовать методы инвестиционных расчетов в условиях 
неопределенности [55]. 

Если сроки платежей составляют менее одного года, то про­
центы следует начислять чаще, но в этой ситуации возрастают 
затраты на прогнозирование и расчеты, хотя можно производить 
и непрерывное начисление процентов (постоянное, моменталь­
ное начисление). 

Допущение о вложении высвобождающихся средств, а также 
компенсации разницы в затратах капитала и сроках эксплуата­
ции вложений или будущих инвестиций с начислением на них 
процентов по единой процентной ставке рассматривалось в ре­
шенном выше примере определения стоимости капитала и не 
соответствует реальной действительности, в которой существу­
ет неопределенность относительно инвестиционных возможно­
стей в будущем. 
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Проблематично также допущение о совершенном рынке ка­
питала, на котором финансовые средства имеются в любом объ­
еме и в любой момент могут быть привлечены или вложены по 
единой расчетной процентной ставке: в реальности процентные 
ставки при инвестировании и заимствовании существенно отли­
чаются друг от друга, составляя основу банковской прибыли, и 
важно определить наиболее подходящий размер этой ставки, 
влияющей как на сравнимость альтернатив, так и на инвестици­
онные возможности в настоящем и будущем. При ее расчете 
можно использовать средневзвешенную величину издержек соб­
ственного и заемного капитала, средний показатель долгосроч­
ной рентабельности, а также дифференцированные ставки по 
вложению и привлечению финансовых средств и получаемые 
величины реальных доходов и расходов. 

2. Метод аннуитетов аналогичен методу определения стои­
мости капитала при использовании в качестве целевой функции 
аннуитета, под которым понимаются: а) последовательность 
платежей одинаковой величины, которые производятся в каж­
дый период рассматриваемого интервала времени; б) сумма, ко­
торую инвестор может изымать в каждый период при осуществ­
лении какого-либо проекта. Аннуитет инвестиционного объекта 
эквивалентен стоимости капитала того же объекта; они преобра­
зуются друг в друга по правилам финансовой математики сле­
дующим образом: 

Ann = КСИ-.К^ос = СЛ: • (1 + 0^ • / / [(1 + 0^-1], 
где Ann —аннуитет, СК —стоимость капитала, / —расчетная процентная 
ставка, К,^ — коэффициент восстановления, КСИ — конечная стои­
мость имущества. 

Для метода аннуитетов действуют следующие правила вы­
годности.- инвестиционный объект абсолютно (относительно) 
выгоден, если его аннуитет выше нуля (выше, чем у любого дру­
гого предлагаемого на выбор объекта). 

При вычислении аннуитета платежи, представленные в оп­
ределенной последовательности, обычно относятся к концу пе­
риода, причем в качестве интервала времени всегда выбирается 
срок эксплуатации объекта. Рассмотрим это положение на сле­
дующем примере. 

Пример 9.7. Пусть в качестве исходных данных рассматриваются 
данные табл. 9.6 примера 9.6. Определить аннуитеты и выгодность ин­
вестиционных объектов А и В. 
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Р е ш е н и е . Для альтернативных объектов А vi В имеем сле­
дующие значения аннуитетов: 

Аппл = 26 771,59 • 1,08' • 0,08 / (1,085 _ i ) = g 705,12 руб.; 
Аппв = 25 469,32 • 1,08" • 0,08 / (1,08" -1 ) = 7 689,72 руб. 

Так как оба объекта (А и В) имеют положительный аннуитет, то 
они абсолютно выгодны. При оценке относительной выгодности нужно 
учитывать, что аннуитеты относятся к разным срокам эксплуатации объ­
ектов, охватывая различное число платежей. В нашем случае аннуитет 
объекта В выше аннуитета объекта А, т.е. Лппв > Апп^, однако объект В 
имеет более короткий срок эксплуатации (поэтому метод аннуитета здесь 
можно применять лишь в порядке исключения); если же объект с более 
длительным сроком эксплуатации имеет также более высокое значение 
аннуитета, то он, несомненно, является относительно выгодным. 

Если исходить из возможности осуществления в будущем инвести­
ций, приносящих проценты по расчетной процентной ставке, то вместо 
метода аннуитетов следует применять метод определения стоимости 
капитала. Если же исходить из бесконечного числа идентичных повто­
рений реализации объектов инвестирования, то следует эти методы 
применять совместно, вычисляя фактическую стоимость, или стоимость 
капитала постоянной ренты, определяемую как СК = Ann/i. 

Подставив, например, рассчитанные выше значения аннуитетов в 
эту формулу, получим: 

СА"̂  = 6 705,12 / 0,08 = 83 814 руб.; 
СКв = 7 689,72 / 0,08 = 96 121,50 руб. 

Таким образом, в данной ситуации инвестиционный объект В явля­
ется относительно выгодным. 

В целом оценка метода аннуитетов совпадает с оценкой опреде­
ления стоимости капитала, принятыми допущениями и правилами 
оценки вьп-одности инвестиционных объектов. Аннуитет — отне­
сенная к определенным периодам величина, представляющая 
собой особую форму> «̂средней прибыли». 

3. Метод определения внутренней процентной ставки аналоги­
чен методу определения стоимости капитала (СК), отличие со­
стоит в компенсации различий в затратах и сроках эксплуата­
ции, а также в применении иной целевой функции — внутрен­
ней процентной ставки (BUQ г, которая в качестве расчетной 
процентной ставки обеспечивает нулевое значение стоимости 
капитала: 
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1=1 

В данном методе определения ВПС используются следующие 
правила выгодности; инвестиционный объект абсолютно (отно­
сительно) выгоден, если его ВПС выше расчетной ставки процен­
та (выше, чем у любого другого предлагаемого на выбор объекта). 

Соотношение между результатами определения СК и ВПС зави­
сит от платежного ряда и вида инвестиций. Можно выделить, на­
пример, изолированно осуществляемые инвестиции, имеющие место 
в том случае, если превышение поступлений над выплатами на 
протяжении всего планового периода направляется исключительно 
на выплату процентов (по BHQ и на амортизацию затраченного 
капитала. А это означает, что в плановый период капитал не реин­
вестируется (инвестирование происходит изолированно, а ВПС не 
зависит от процентной ставки, по которой могут быть вложены вы­
свобождающиеся средства). 

При изолированно осуществляемом инвестировании (инвести­
ции, платежный ряд которых имеет только однократное чередо­
вание знака) стоимость предназначенного для инвестиций иму­
щества, рассчитанная на основе ВПС, в любой момент плано­
вого периода меньше или равна нулю. Это соответствует действи­
тельности, если: а) сумма всех нетто-платежей больше или равна 
нулю; б) сумма всех приходящихся на моменты времени t = 
=0,1,...,7* нетто-платежей всякий раз меньше или равна нулю 
(7* — момент времени, на который приходится последнее пре­
вышение выплат над поступлениями), т.е. 

т; т 
а) 2.Л^г^0; б) ^/V,^О для Г =0,1,...,7*. 

/=1 '=1 

Динамика стоимости капитала в зависимости от расчетной 
процентной ставки для двух изолированно осуществляемых ин­
вестиций А и В (рис. 9.2,а) показывает, что результаты мето­
дов определения СК и ВПС в отношении абсолютной выгодно­
сти совпадают, т.е. стоимость капитала всегда положительна, 
если ВПС превышает расчетную процентную ставку (/). 

При сравнении же относительной выгодности альтернатив 
инвестиций А н В могут получиться разные по сравнению с ме­
тодом определения стоимости капитала оценки (на рис. 9.2,я 

273 



согласно методу определения стоимости капитала следовало бы 
выбрать объект А, так как СК^ > CKg, а по методу определения 
ВПС — объект В, так как гд > г^). Какой же объект инвестирова­
ния относительно более выгоден? 

В данной ситуации метод определения ВПС можно исполь­
зовать для оценки не относительной выгодности предлагаемых 
на выбор объектов инвестирования, а для определения разницы в 
инвестициях. Так, из рис. 9.2,а следует, что ВПС инвестиций для 
определения разницы соответствует точке гд, при которой 
СКА = СКд, и rj)> i, если стоимость капитала объекта А с более 
высокими затратами на приобретение будет также более высо­
кой. При этом применяется следующее правило оценки выгод­
ности; инвестиционный объект А является относительно выгод­
ным по сравнению с объектом В, если ВПС инвестиции для оп­
ределения разницы выше расчетной ставки процента (т.е. гд > /). 
Если же ВПС гц < О, то объект В считают относительно выгод­
ным при всех / > 0. 

При комплексных (неизолированно осуществляемых) инве­
стициях могут быть как несколько положительных процентных 
ставок, так их может и не быть вообще. В этом случае исполь­
зуют методы приблизительного вычисления ВПС, например, 
метод интер(экстра)поляции. При этом сначала определяется 
стоимость капитала СК\ для процентной ставки /]. Если эта 
стоимость положительна (отрицательна), то выбирается более 
высокая (более низкая) ставка ii, для которой также вычисляет­
ся СК2. Процентные ставки с соответствующими им показателя­
ми стоимости капитала можно использовать для примерного 
расчета ВПС. Далее осуществляется интерполяция (если один 
из CKi > О, а другой CKj < 0) или экстраполяция (если оба пока­
зателя СК имеют одинаковые знаки). Формула интер(экстра)-
поляции базируется на теореме об отрезках, по которой рассчи­
тывается ВПС (рис. 9.2,6). Она имеет следующий вид: 

('•• - hWh - 'i) = CKi I (C/Ti - CKi), 
откуда получаем: 

г = г « /i + KC^ih - '1 ЖКС^ -KCi). 
Точность полученного приблизительного решения зависит от 

интервала межцу значениями процентных ставок /2 и /i, з также 
от отклонений значений КС\ и KCi от нуля. Для получения бо­
лее точного решения могут потребоваться несколько ВПС. 
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Стоимость капитала 
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б) 

в) 

Процентная 
И0„ ставка 

Процентная 
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Процентная 
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Рис.9.2. Динамика стоимости капитала в зависимости от расчетной 
процентной ставки при изолированно осуществляемых инвестициях (а, в) 

и интерполяция для определения внутренней г^центной ставки (б) 
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Возможности метода определения ВПС связаны как с оцен­
кой выгодности инвестиционных объектов, так и с расчетом 
фактического процента по операциям в сфере финансирования. 
5ЯС. платежного ряда /-го объекта финансирования представля­
ет собой ставку фактического начисления процентов на него. 
Рассмотрим это на примере. 

Пример 9.8. Пусть в качестве исходных данных используются дан­
ные табл. 9.6 примера 9.6. Определить ВПС методом интерполяции и 
выгодность инвестиционных объектов А и В. 

Р е ш е н и е . Как было рассчитано ранее в примере 9.6, стои­
мость капитала объекта А при процентной ставке /, = 8% составляет 
CK^j = 26 771,59 руб. Пусть в качестве второй процентной ставки возь­
мем /2 = 18%. Тогда получим, что CK^Q - ~1 619,51 руб.: 

т 
СКлг = - У4О + S (е/ - а) q' = 

(=0 
= -100 000 + 28000-1,18-' + 30000 • 1,18"̂  + 35000 • 1,18-̂  + 32000 х 

хЦв--» + 5000 • 1,18-5 == -1 619,51 руб. 
Так как разница между ВПС /, и /j слишком велика, то для более 

точного решения возьмем /i = 17%, при которой имеем, что в этом слу­
чае СК/^х = 740,69 руб. Подставив эти значения в формулу интерполя­
ции для г, получим: 

г^«0,17 + 740,69 / (740,69 -(-1619,51)) -(0,18 - 0,17) = 0,1731, 
или 17,31%. 

Таким образом, г̂  = 17,31% > / = 8%, то данная альтернатива абсо­
лютно выгодна. 

Для инвестиционного объекта В можно также рассчитать лример-
ное значение ВПС. Если при интерполяции ставок взять 25% и 26%, то 
получим гв.— 25,04%. Таким образом, инвестиционный объект ^как 
абсолютно, так и относительно выгоден. 

Пример 9.9. Предприятие берет кредит в размере 400 тыс. руб. сро­
ком на четыре года, платежи по процентам производятся ежегодно по 
ставке 9%, а погашение задолженности — в конце срока действия кре­
дита. Оплата осуществляется с 6%-ным дисконтом в начале рассматри­
ваемого интервала времени. Необходимо рассчитать размер ВПС и оп­
ределить размер фактического процента для объекта финансирования. 

Р е ш е н и е . Согласно условиям задачи платежный ряд объекта 
финансирования имеет вид: 

376 000 -36 000 -36 000 -36 000 -436 000 
I 1 1 1 1 1—• , 
0 1 2 3 4 

Рис. 9.3. Платежный ряд объекта фииаисцрования 
При 10%-ной ставке /) стоимость капитала CKi = -11 320,54 руб. 

Так как стоимость капитала при 10%-ноЙ ставке отрицательна 
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(рис. 9.2,в), то можно предположить, что размер ВПС будет выше 10%. 
При /2 = 11% стоимость капитала составит: CKi = 819,57 руб. Исполь­
зуя для интерполяции следующие формулы, получим: 

/•« /, + А : С , ( / 2 - /i )/(АГС, - /ГСг) = 0,10 + (-11 320,54- (0,11-0,10)/ 
/(-11 320,54 -819,57) = 0,1093, или г = 10,93%. 

При оценке метода определения ВПС, как и при методе оп­
ределения капитала, требуются одни и те же данные и допуще­
ния, за исключением условия рефинансирования и различий в 
затратах капитала и сроке эксплуатации. Его не следует приме­
нять для оценки абсолютной выгодности, если имеют место 
комплексные инвестиции, и относительной выгодности на ос­
нове сравнения ВПС отдельных объектов. Вместо этого следует 
проанализировать инвестиции для определения разницы: если 
это изолированно осуществляемые инвестиции, то на основе 
сравнения ВПС с расчетной можно оценивать сравнение выгод­
ности; если это комплексные инвестиции, то метод определения 
внутренней процентной ставки применять не следует для оцен­
ки выгодности. В целом ВПС можно рассматривать как критиче­
скую процентную ставку для определения абсолютной выгодно­
сти инвестиционных альтернатив в сочетании с методом опреде­
ления капитала при условии ненадежных данных. 

4. Метод динамических амортизационных расчетов в рамках 
модели определения стоимости капитала позволяет определить 
срок амортизации — период времени, за который инвестируемый 
капитал восстанавливается благодаря превышению поступлений 
от эксплуатации объекта над выплатами. 

Правило определения выгодности инвестиционных объектов 
гласит: инвестиционный объект абсолютно (относительно) выго­
ден, если срок его амортизации ниже заранее заданной предель­
ной величины (ниже подобного показателя любого другого 
представленного на выбор объекта). 

Определение динамического срока амортизации проводится 
путем поэтапного вычисления кумулированной (суммарной) 
фактической стоимости нетто-платежей для каждого периода 
срока эксплуатации, начиная с первого периода, причем пока 
значение этого показателя отрицательно, срок амортизации еще 
не достигнут; если же он становится равным нулю (больше ну­
ля), то срок амортизации достигнут (превышен). Путем интер­
поляции можно примерно определить время, требуемое для 
амортизации, а также срок амортизации. 



Пример 9.10. Исходные данные соответствуют табл. 9.6 примера 9.6. 
Провести поэтапный расчет динамического амортизационного срока 
эксплуатации для инвестиционных объектов АУЛ В. 

Р е ш е н и е . Сведем в табл. 9.8 заданные нетто-платежи для ин­
вестиционного объекта А по пяти моментам времени, а также вычис­
ленные по соответствующим формулам их фактическую стоимость и 
кумулированную фактическую стоимость нетго-платежей. Из выпол­
ненных расчетов видно, что срок амортизации для объекта А превышен 
в течение четырех периодов (кумулятивная фактическая стоимость объ­
екта А впервые становится больше нуля). 

Относительное точное значение срока амортизации (С4) объекта А 
можно определить с помощью следующей формулы интерполяции: 

САА'^Г+СК^/^СК^-СК^^Х), 

где f —период, в который последний раз кумулированная фактическая 
стоимость меньше нуля. 

Таким образом, для инвестиционного объекта А динамический срок 
эксплуатации составляет: 

САл «3 + (-20 569,77) / (-20 569,77 - 2 951,19) = 3,87 года. 
Проведенный расчет для объекта В показал, что его динамический 

срок амортизации составляет около 2,78 года. Отсюда следует, что объ­
ект В относительно выгоден по сравнению с объектом Ах Если заданная 
предельная величина составляет, к примеру, четыре года, то оба объек­
та можно характеризовать как абсолютно выгодные. 

Таблица 9.8. Расчет динамического срока амортизации 
инвестиционного объекта А 

Момент 
времени t 

0 
1 
2 
3 
4 

Нетто-
платежи 
N, , руб. 

-100000 
28000 
30000 
35000 
32000 

Фактическая стои­
мость объектов 
(ФС) N, д-'руб. 

-100000 
25925,93 
25720,17 
27784,13 
23520,96 

Кумулятивная ФС 
п 

'^Ni-q-'.руб. 
/=1 

-100000 
-74074,07 
-48353,90 
-20569,77 

2951,19 

В целом динамические амортизационные расчеты следует 
проводить лишь в качестве дополнительного метода включения 
фактора неопределенности, касающегося определения срока 
эксплуатации. 
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9.4. Более сложные динамические методы принятия 
решений о выгодности инвестиций 
при одной целевой функции 

Метод определения конечной стоимости имущества. Конечная 
стоимость имущества (КСИ) — это прирост имущества в денеж­
ной форме, вызванный реализацией инвестиционного объекта в 
завершающий момент планового периода, при этом предполага­
ется наличие двух процентных ставок — привлечения s и вложе­
ния h в неограниченном размере финансовых средств. Правила 
выгодности сравниваемых при этом объектов гласят: инвестици­
онный объект абсолютно (относительно) выгоден, есди его КСИ 
выше нуля (выше подобного показателя для любого другого 
представленного на выбор объекта). 

Так как при использовании этого метода предполагается су­
ществование двух процентных ставок, то можно определить, ка­
кая часть положительных нетто-платежей используется для по­
гашения задолженности по обязательствам и какая часть имею­
щихся денежных активов идет на финансирование отрицатель­
ных нетто-платежей. В общем случае для каждого момента вре­
мени необходимо регламентировать величину соответствующих 
долей при двух возможных ситуациях, связанных как с запре­
том, так и с разрешением сальдирования. 

При допущении запрета сальдирования считается, что не 
происходит ни погашения задолженности из положительных 
нетто-платежей, ни финансирования из имеющихся денежных 
активов отрицательных нетто-платежей до конца планового пе­
риода. При этом рекомендуется открывать два счета — для по­
ложительных Nt нетто-платежей {счет имущества КСИ^) и от­
рицательных NJ нетто-платежей (счет обязательств КСИ~), 
тогда на счете имущества до конца планового периода по поло­
жительным нетто-платежам начисляются проценты по ставке А 
вложения финансовых средств, а на счете обязательств по отри­
цательным нетто-платежам — проценты по ставке s привлечения 
финансовых средств. Расчет показателей счетов имущества и 
обязательств в конце планового периода ведут по следующим 
формулам: 
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кет = TNt{i + hf''; ксит = i yvr (i + s{ 

где КСИт (КСИт) — сумма положительных N* (отрицательных N,) 
нетто-платежей, ревальвированных на конец планового периода по 
ставке Л {$). 

Окончательное салвдо имущества и обязательств производится 
лишь в конце планового периода, при этом КСИт= КСИт "*" КСИт • 

При разрешении немедленного сальдирования положительные 
нетто-платежи полностью идут на погашение существующей за­
долженности, а имеющееся имущество можно полностью ис­
пользовать для финансирования отрицательных нетто-платежей 
При этом достаточно иметь только счет имущества с учетом на 
нем как положительных, так и отрицательных нетто-платежей, 
тогда КСИт может иметь любые (положительные и отрицатель­
ные) значения. Начисление процентов в периоде t в конце этого 
периода по ставке привлечения s финансовых средств, если зна­
чение КСИт — отрицательно, и по ставке вложения Л, если зна­
чение КСИг положительно. 

Итак, конечная стоимость имущества к моменту времени t 
определяется по формулам: 

КСИ,= Nt+ КСИ,-1 • (1 + Л), если KCH^i > 0; 

КСИ, = Nt+ KCH^i • (1+5), если КСИ^у < 0. 

К концу планового периода конечную стоимость имущества 
определяют так: 

КСИ, = N,+ КСИ,-1 • (1 + К), если КСИ^у > 0; 

КСИ, = N,+ КСИ,-1 • (1 + S), если АГСЯ̂ , <0. 

Пример 9.11. Пусть исходные данные по нетто-платежалцаналогич-
ны примеру 9.10, ставка привлечения финансовых средств s = 10%, а 
ставка вложения —А = 6%. Определить конечную стоимость имущества 
как с запретом, так и с разрешением немедленного сальдирования. 

Р е ш е н и е . Так как расчет по методу КСИ можно вести как с 
запретом, так и с разрешением сальдирования, то покажем их приме­
нение последовательно друг за другом. 
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Сначала paccMotpHM метод определения КСИ с учетом запрета 
сальдирования. Проведем подробный расчет КСИ для инвестиционного 
объекта А, при этом имеем следующее: 

Т 
КСИ^л = 'Z^t(l+hf~'=2S 000 • 1.06" + 30 000 • 1,06̂  + 

+ 35 000 • 1,062 + 32 000 • 1,06 + 30 000 • 0,06 = 179 325,83 руб.; 

г 
КСЩА = 'ZN7{I + SY~' = 100 000,00 • 1,10' = -161 051 руб. 

t=o 

КСИл = KCHtA + KCHsA = 179 325,83 -161 051 = 18 274,83 руб. 

Аналогичным образом можно вычислить КСИ для инвестиционного 
объекта В. Опуская промежуточные расчеты, приведем окончательный 
результат: КСИв = 25 249,95 руб. 

По окончательным значениям КСИ инвестиционных объектов А и 
В можно сказать, что оба объекта являются абсолютно выгодными. 

Относительную выгодность этих объектов можно определить, если 
объекты А VI В привести к одинаковым моментам времени. Для этого 
в объекте В нужно отменить запрет на сальдирование и ревальвировать 
конечную стоимость его имущества на момент времени 5, в этом случае 
получим: 

КСИв = 25 249,95 • 1,06 = 26 764,95 руб. 

Так как имеем, что у объекта В при запрете сальдирования получается 
более высокая конечная стоимость имущества {КСИв > КСИ^ или 
26 764,95 руб. > 18 274,83 руб.), то объект В является относительно вы­
годным. 

При использовании способа немедленного сальдирования открывает­
ся, как указывалось ранее, только счет имущества КСИ, на котором 
учитываются положительные и отрицательные нетто-платежи Л̂ , (в ка­
честве примера в табл. 9.9 приведены результаты расчета КСИ для объ­
екта У4). 

В результате расчета получено, что КСИ объекта А при использова­
нии метода сальдирования составляет: КСИ^ = 32 423,80 руб. 

Если аналогичным образом оценить КСИ для объекта В, то она со­
ставит величину, равную КСИв =31 561,60 руб., а с учетом ревальвации 
(на момент времени / = 5) —величину 33 455,30 руб. 

Таким образом, получаем, что и при использовании метода немед­
ленного сальдирования объект В является относительно выгодным. 
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Таблица 9.9. Результаты расчетов КСИ 
для инвестиционного объекта А 

Момент 
времени 

t 

0 -
1 
2 
3 
4 
5 

Нетто-
платежи 
N„ руб. 

-100 000 
28 000 
30 000 
35 000 
32 000 
35 000 

Проценты, руб Изменения к денежному 
I=h • КСИ,-1 имуществу, руб. 
I^s-КСИ,-, ЛКСИ, = 1, + Ы, 

0,00 
-10 000,00 
- 8 200,00 
- 6 020,00 
- 3 122,00 

-234,20 

-100 000,00 
18 000,00 
21 800,00 
28 980,00 
28 878,00 
34 765,80 

Денежное 
имущество, руб 

=KCff,-, +ЛКСИ, 

-100 000,00 
-82 000,00 
-60 200,00 
-31 220,00 

- 2 342,00 
32 423,80 

В заключение отметим, что на практике необходимо учиты­
вать возможности компенсации различий в затратах капитала и 
сроках эксплуатации, уровни процентных ставок на привлечение 
и вложение финансовых средств, допущения способов сальдиро­
вания и начисления процентов на инвестиции в будущем. Дан­
ный метод определения КСИ более соответствует реальной дей­
ствительности по сравнению с методом определения стоимости 
капитала. Но при этом необходимо решить проблему допущения 
относительно сальдирования: при малых различиях между став­
ками вложения и привлечения финансовых средств можно по­
лучить примерно одинаковые результаты КСИ, чего нельзя ска­
зать о значениях результатов при значительных различиях между 
величинами процентных ставок и о стремлении субъектов рынка 
применять метод немедленного сальдирования с целью получе­
ния более высоких результатов КСИ. 

Метод определения процентной ставки привлечения финансо­
вых средств. В качестве целевой функции метод использует кри­
тическую процентную ставку привлечения финансовых средств 
(сокращенно КПСПФС), представляющую собой такую ставку, 
при применении которой конечная стоимость имущества {КСИ) 
равнайнулю. 

Практический расчет КПСПФС (аналогично расчету внут­
ренней процентной ставки) можно вести по формуле: 

КПСПФС = СПФС\ + КСИ\ • {СПФС2 - СПФС^) 1{КСЩ - КСИ2), 
где СПФС) — ставка привлечения финансовых средств; KCHi — соот­
ветствующая ей конечная стоимость имущества (/ = 1,2). 
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Точность приблизительного решения зависит от отклонений ставок 
СПФС и КСИ друг от друга и от нуля. При изолированно осуществ­
ляемых инвестициях' и способе немедленного сальдирования КПСПФС 
совпадает с внутренней процентной ставкой, рассчитываемой с помо­
щью метода интерполяции. В случае применения меюда запрета саль­
дирования и наличия только отрицательных нетго-платежей КПСПФС 
можно легко рассчитать и без интерполяции. Рассмотрим подробнее 
суть данного метода на рещении следующего примера. 

Пример 9.12. Исходные данные для этого примера приведены в 
примере 9.11. Необходимо определить значения КПСПФС для инвести­
ционных объектов А и 5 методами как запрета, так и разрещения саль­
дирования. 

Р е щ е н и е. Рассчитаем сначала значение КПСПФС методом 
запрета сальдирования для инвестиционного объекта А. В этом случае, 
как следует из примера 9.11, имеем следующее соотношение: 

г 
1^СИ%А = ^Nt{\ + hf~'=2i 000 • 1,06" + 30 000 • 1,06̂  + 

/=о 

+35 000 • 1,062 + 32 000 • 1,06 + 30 000 • 0,06 = 179 325,83 руб. 

Известно соотношение, что КСИ$^ = - KCMSA ' КПСПФС^. Под­

ставляя данные примера, получаем: KCfIsA = N7(l + s) , т.е. 
-100 000,00 [1 + (КПСПФС^)^] = -179 325,83 руб. Отсюда вычисляем, 
что КПСПФС^ = 0,1239, или 12,39%. 

Вычисляя аналогичным образом данные КСИ и КПСПФС для ин­
вестиционного проекта В, получаем, что КПСПФС в = 17,17%. 

Так как СПФС = 10% < КПСПФС^ = 12,39% < КПСПФСв = 17,7%, 
то оба инвестиционных объекта А и В являются абсолютно выгодными. 

При немедленном сальдировании в примере 9.11 конечная стоимость 
имущества при инвестиционном объекте А составляет: KCHyi = 
=32 423,80 руб. 

Как было показано выше (пример 9.8), подходящее примерное ре­
шение КПСПФС может быть получено на основе формулы интерполя­
ции при ставках СПФС1= 17% и СПФС2 = 18% и соответствующих им 
показателях KCM^i = 1 623,93 руб. и КСИ^ = -3 705,04 руб., рассчиты­
ваемое по следующей формуле: 
КПСПФС^ = СПФС1 + KCM^i • (СПФС2 - СПФСО /{КСИм - КСИм) = 

= 0,17+1 623,93 • (0,18 - 0,17) / (1 623,93 - (-3 705,04)) = 
= 0,17 + 0,003 = 0,173, или 17,3%. 

283 



Аналогичным образом можно вычислить КПСПФС для инвестици­
онного объекта В, которая при ставках привлечения финансовых 
средств Cn0Ci= 25% и СПФС^ = 26% и соответствующих им значени­
ях АГСЯ составит 25,04%. 

Из расчетов получается, что оба инвестиционных объекта Ал В аб­
солютно выгодны, так как СПФС = 10% < КПСПФС^ = 17,3% < 
<КПСПФСд = 25,04%. Причем их значения КПСПФС совпадают с со­
ответствующими значениями внутренней процентной ставки {BHQ, 
что подтверждено выше расчетами, проведенными при решении при­
мера 9.8. 

В целом оценка метода определения ставки и привлечения 
финансовых средств вытекает из методов определения ВПС и 
КСИ, причем затраты на обеспечение данными примерно совпа­
дают, а затраты на проведение расчетов незначительно превы­
шают аналогичные затраты в модели КСИ. 

Метод составления полных финансовых планов. Для данного 
метода (ПФП-метода) присуще составление полного финансо­
вого плана в форме табл. 9.10, в которой отражаются платежи, 
относящиеся к одному финансовому объекту (вложению) и 
включающие как платежные ряды этого инвестиционного объ­
екта, так и платежи, относящиеся к выплатам финансового ха­
рактера по данному объекту (так называемые деривативные пла­
тежи). Благодаря этому могут быть созданы условия транспа­
рентности для привлечения и вложения финансовых средств, 
компенсации различий в затратах капитала и сроках эксплуата­
ции, а также выполнен учет следующих допущений: а) отраже­
ние долей финансирования за счет собственных и привлеченных 
средств; б) в какой степени в определенные моменты времени 
долги погашаются из превышения поступлений над выплатами, 
и превышение выплат над поступлениями финансируется за 
счет имеющихся денежных средств (сальдирование); в) отличие 
ставок вложения собственного капитала от ставок реинвестиро­
вания будущих финансовых поступлений; г) наличие многооб­
разных условий, проявляющихся в различных объектах финан­
сирования за счет привлечения финансовых средств с разнооб­
разными процентными ставками, способами погашения задол­
женности и сроками финансирования. 

284 



Таблица 9. JO. ПФП-таблица для инвестиционного объекта 
при многообразии условий 

Финансовые показатели Моменты времени эксплуатации обь-
' екта 

^=o r=ii ... t=n 
Платежный ряд 
Собственный капитал 

— изъятия 
+ вложения 

I^edum с погашением 
в рассрочку 

+ привлечение кредита 
— погашение 
— % по кредиту 

Кредит с погашением в конце срока 
+ привлечение кредита 
— погашение 
— % по кредиту 

Кредит с погашением путем 
ежегодных равных платежей 

+ привлечение кредита 
— погашение 
— % по кредиту 

Контокоррентный кредит 
+ привлечение кредита 
— погашение 
— % по кредиту 

Финансовые вложения в целом 
— денежные вложения 
+ ликвидация 
+ проценты по вкладам 

Сальдо финансирования 
Параметры состояния кредита 

погашение в рассрочку 
погашение в конце срока 
погашение путем ежегодных 
равных платежей 
контокоррентный кредит 

* Состояние активов в целом 
Сальдо 

В качестве целевой функции в ПФП-методе могут выступать: 
конечная стоимость (имущество), первоначальная или промежу-

285 



точная стоимость, изъятие финансовых средств (для личных це­
лей) или специфические показатели рентабельности. Чаще всего 
в качестве целевой функции в ПФП-методе из-за высокой сте­
пени наглядности используют конечную стоимость (величину 
денежных активов или состояние кредита в конце периода экс­
плуатации или вложения финансовых средств) или стоимость 
имущества (прирост денежных средств, относящийся к данному 
моменту времени и получаемый из полного финансового плана). 

Для ПФП-метода применимы следующие правила оценки 
выгодности: инвестиционный объект абсолютно (относительно) 
выгоден, если его конечная стоимость превышает конечную стои­
мость собственного капитала, относящегося к инвестиционному 
объекту на начало планового периода (конечную стоимость любого 
другого представленного на выбор объекта). 

Расчет конечной стоимости конкретного инвестиционного 
объекта А производят следующим образом: 

1) для начального момента времени / = О в расчет включают­
ся выплаты на приобретение для объекта А и относящийся к 
этому моменту времени собственный капитал, а также суммы 
кредита, которые необходимо привлечь, превышение поступле­
ний, которое следует вложить, при учете состояния кредита и 
финансовых вложений; 

2) для всех последующих (/ = 1, 2,...,п) моментов времени 
регистрируются нетто-платежи инвестиционного объекта, ведет­
ся расчет начисления процентов, финансовой диспозиции по 
привлечению или погашению кредита, учет состояния кредита и 
денежных средств. 

Рассмотрим реализацию и применение СПФП-метода на 
примере. 

Пример 9.13. Исходные данные по инвестиционным объектам А и 
В приведены в табл. 9.11, причем в начальный момент времени (f=0) 
есть 20 тыс. руб. собственного капитала, что принесло бы начисление 
7% годовых. Процентная ставка для краткосрочных вложений высвобо­
ждаемых финансовых средств должна составлять в каждом периоде 6%. 
Для финансирования инвестиционных объектов А н В привлекаются 
сроком на четыре года кредит с погашением в конце срока и кредит с 
уплатой в рассрочку в размере 25% от затрат на приобретение. Начис­
ление процентов по кредитам составляет 9%. Недостающие финансо­
вые средства покрываются привлечением контокоррентного кредита по 
ставке 11%. При всех видах кредита проценты должны уплачиваться в 
конце периода, а их начисление должно производиться на капитал, за­
трачиваемый в начале периода. Составить ПФП-таблицы для обоих 
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инвестиционных объектов А 
годности. 

к В и осуществить сравнение их вы-

Таблица 9.11. Основные сравнительные показатели 
двух инвестиционных проектов 

Основные показатели денежных пото­
ков Объект инвестиций 

1. 
2. 
3. 

Выплаты на приобретение, тыс. руб. 
Срок эксплуатации, лет 
Приток денежных средств, тыс. руб.: 
в период / = 1 

Г = 2 
Г = 3 
Г = 4 
t=S 

А 
100,0 

5 

28,0 
30,0 
35,0 
32,0 
30,0 

В 
60,0 

4 

22,0 
26,0 
28,0 
28,0 

— 

Р е ш е н и е . Составим полный финансовый план (табл. 9.12, 
9.13) для инвестиционных объектов А к В при указанных исходных 
данных и условии, что высвобождаемые финансовые средства немед­
ленно идут на погашение контокоррентного кредита. 

Таблица 9.12. ПФП-таблица для инвестиционного объекта А 
при многообразии условий 

Финансовые показатели, 
тыс руб. 

1 
t=0 
2 

Момент времени эксплуатации объектов 
/=1 /=2 /=3 t=4 
3 4 5 6 

Р=5 
7 

Платежный ряд 
Собственный капитал 

—изъятия 
+вложения 

Кредит с погашением в 
рассрочку 

+ привлечение кредита 
- погашение 
- % по кредиту 

1федит с погашением в 
конце срока 

+ привлечение кредита 
- погашение, руб. 
- % по кредиту, руб. 

Контокоррентный кредит 
+ привлечение кредита 
-погашение 
- % по кредиту 

-100,0 28,0 30,0 35,0 

20,0 

32,0 35,0 

25,0 

25,0 

30,0 

-6,25 
-2,25 

-2,25 

-13950 
-3300 

-6,25 
-1,687 

-2,25 

-16050 
-1765,5 

-6,25 
-1,125 

-2,25 

0 
0 

-6,25 
-562,5 

-25,0 
-2,25 

0 
0 

0 
0 

0 

0 
0 
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Продолжение табл. 9.12 

1 
Финансовые влож/гния в 
{елом 

— денежные вложе­
ния, руб. 
+ ликвидация, руб. 
+ проценты по вкла­
дам, руб. 

Сальдо финансирования 
Параметры состояния 
кредита 

погашение в рассрочку 
погашение в конце 
срока 
контокоррентный 
кредит 

Состояние активов в 
целом, руб. 
Сальдо, руб. 

2 

0 

25,0 

25,0 

30,0 

-80000 

3 

0 

18,75 

25,0 

16,05 

-59800 

4 

-1997 

0 

12,5 

25,0 

0 

1997,0 
-35503 

5 

-25494,82 

119,82 
0 

6,25 

25,0 

0 

27491,82 
-3758,18 

6 

412,99 

1694,51 
0 

0 

0 

0 

27078,83 
27078,83 

7 

- 36624,73 

1624,73 
0 

0 

0 

0 

63703,56 
63703,56 

Таблица 9.13. ПФП-таблица для инвестиционного объекта В 
при многообразии условий 

Финансовые показатели, 
тыс. руб. Г=0 

Момент времени эксплуатации объектов 
/=1 t=Q. Г=3 /=4 

1 
Платежный ряд —60,0 
Собственный капитал 

—изъятие 
+вложения 20,0 

Кредит с погашением 
в рассрочку 

+ привлечение кре­
дита 15,0 
— погашение 
— Яб по кредиту, руб. 

Кредит с погашением 
в конце срока 

+ привлечение кре­
дита 15,0 
— погашение 
— % по кредиту 

Контокоррентный 
кредит 

+ привлечение кре­
дита 10,0 
— погашение 
— % по кредиту 

22,0 26,0 

-3,750 
-1350,0 

-3,750 
-1012,5 

28,0 28,0 

-3,750 
-675,0 

-1.350 -1,350 -1,350 

-10,0 
-1.1 

-3,750 
-337,5 

-15,0 
-1,350 

288 



Продолжение табл. 9.13 

1 
"финансовые вложения в 
щеяш,ру6. 

- денежные вложе­
ния, руб. 
+ ликвидация, руб. 
+ проценты по 
вкладам, руб. 

Сальдо финансирования 
П1дмметры состояния 
кредита 

погашение в рас­
срочку 
погашение в конце 
(фока 
контокоррентный 
|д>еяит 

Состояние активов в 
цшт,ру6. 
Смыю, руб. 

2 

0 

15,0 

15,0 

10,0 

-40000,00 

3 

-4450 

0 

11,25 

15,0 

0 

4450,00 
-21800,00 

4 

-20154,5 

267 
0 

7,5 

15,0 

0 

24604,50 
-2104,50 

5 

-23701,27 

1476,27 
0 

3,75 

15,0 

0 

48305,77 
29555,77 

6 

-10460,85 

2898,35 
0 

0 

0 
0 

58766,62 
58766,62 

Из расчета ПФП получено, что конечная стоимость инвестици­
онного объекта А (В) составляет 63703,56 (58766,62) руб. Так как она 
превосходит стоимость оппортуните/па (вложения собственного капи­
тала, относящиеся на начало планового периода) в размере 28051,03 
(̂ 26212,92) руб., то инвестиционный объект А (В) яачяется абсолютно 
выгодным. 

Какой инвестиционный объект относительно выгоднее при этом, 
определить нельзя из-за различий в затратах на приобретение и сроков 
эксплуатации. Для компенсации разницы в сроке эксплуатации следует 
провести ревальвацию капитала, имеющегося в распоряжении по окон­
чании эксплуатации инвестиционных объектов с более коротким сро­
ком эксплуатации, по индивидуально устанавливаемой процентной 
ставке. Если ревальвировать конечную стоимость объекта В на один 
период для сопоставления с объектом А, то при процентной ставке 7% 
конечная стоимость для момента времени =̂5 составит: 

КСИв = 58766,62 • 1,07 = 62880,28 руб; 

Так как КСИ^ = 63703,56 > КСИв = 62880,28 руб., то объект А отно­
сительно более выгоден по сравнению с объектом В. 

В целом ПФП-метод более эффективен в применении по 
сравнению с другами динамическими методами: здесь исполь­
зуются несложные арифметические расчеты из набора данных, 
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содержащего платежные ряды, показатели собственного и при­
влеченного капитала, включая виды погашения кредитов и про­
центные ставки, начисление процентов на оппортунитет и про­
центы по срочным вкладам. Этот метод позволяет определить 
оптимальные сроки эксплуатации и замены с включением фак­
тора неопределенности в модели инвестиционных расчетов, а 
также интегрировать как различия между процентной ставкой 
по привлечению и вложению финансовых средств (например, в 
модели конечной стоимости имущества), так и самофинансиро­
вание, учесть многообразие условий при привлечении кредитов, 
дифференцированность процентных ставок при вложении соб­
ственных средств (для оппортунитета и краткосрочных денеж­
ных вложений). При этом меры по финансированию могут от­
носиться к определенным инвестиционным объектам, прибли­
жаясь к реальной картине денежных вложений и кредитования 
объектов. 

Учет нал<№ов в модели стоимости капитала. В любой оптими­
зационной динамической модели инвестирования важно учиты­
вать налоговый компонент, существенно влияющий на выбор 
решений при оценке альтернатив инвестиционных вложений и 
приоритета покупки или лизинга приобретения материальных 
средств. При этом в модель стоит включать лишь налоги, размер 
которых непосредственно зависит от прибыли (разности между 
доходами и расходами), причем ее размер должен быть доста­
точным для немедленного покрытия убытков в периодах yix воз­
никновения вследствие реализации рассматриваемого инвести­
ционного проекта. 

Расчет стоимости капитала с учетом налогов предусматрива­
ет два дополнительных шага, не учитываемых в ранее рассмот­
ренных моделях: а) первоначальный платежный ряд следует мо­
дифицировать на платежи, связанные с налогообложением; 
б) расчетная процентная ставка должна быть изменена. 

Покажем сначала, как реализуется процедура изменения 
первоначального платежного ряда. Нетто-платежи платежного 
ряда до отчисления налогов Л'', корректируются на величину из­
менения налоговых платежей 5,, при этом нетто-платежи N* по­
сле уплаты налогов получаются путем разницы или умножения 
налоговой ставки Sf на относящееся к данному инвестиционному 
объекту изменение прибыли AG,, т.е. 

N; = N,- 5,,Ш1И N* = N,-S, • ДС>. 
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Изменение налоговых отчислений, а также нетго-платежей 
до уплаты налогов зависит от того, дает ли реализация инвести­
ционного проекта в конкретном периоде увеличение прибыли 
(АСг/ > 0) или ведет к убыткам (ДС> < 0). 

Далее необходимо все нетго-платежи Nf до уплаты налогов 
разделить на компоненты, как влияющие на результат (Л/̂ *), так 
и нейтральные к нему (N/') (к последним относятся, к примеру, 
выплаты на приобретение и выручка от ликвидации). Таким об­
разом, изменение прибыли AG, определяется нетто-платежами, 
влияющими на результат, до уплаты налогов Nt' и скорректиро­
ванными на сумму амортизационных отчислений предметов 
имущества At, т.е. 

де, = N,' - А,; N; = N,-S,- (Nf - А,), t = 0,1 Т. 

Включение налогов в модель влияет не только на платежный 
ряд инвестиционного объекта, но и изменяет используемую рас­
четную процентную ставку. Независимо от вида финансирова­
ния при применении модели стоимости капитала с учетом на­
логов необходимо использовать модифицированную расчетную 
процентную ставку /*, рассчитываемую как /* = / —5/ • /. 

С учетом изменений платежного ряда и расчетной процент­
ной ставки можно определить и стоимость капитала СА* по 
формулам: 

CK*=^Nr(l+i*)~ .или СК' --ZlN.-SiiN',- A>)](l+i-sriy. 

В модели стоимости капитала с учетом налогов действуют те 
же правила определения выгодности инвестиционных объектов, 
что и в модели без учета налогов. Учет налогов изменяет вели­
чину стоимости капитала, причем возникающие изменения 
влияют на оценки абсолютной и относительной выгодности 
сравниваемых объектов инвестиций. Негативно влияют на стои­
мость капитала более низкие значения нетто-платежей, чему 
противостоит более низкое значение дисконтирования из-за мо­
дификации расчетной процентной ставки. Какой из факторов 
окажет более сильное влияние, определяется структурой пла­
тежного ряда. Покажем это на следующем примере. 

Пример 9.14. Пусть исходные данные по инвестиционным объектам 
А тл В приведены в табл. 9.14. Налоговая ставка составляет s,= 50%, 
амортизационные отчисления являются линейными. Определить вы­
годность альтернатив объектов А н В с учетом налогов. 
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Р е ш е н и е . Для расчета стоимости капитала альтернативы А 
необходимо определить величину амортизационных отчислений. Они 
составляют в данном случае 19 тыс.руб. в год (100,0 = 19,0 • 5 + 5.0). 

По приведенным выше формулам произведем расчет остальных ин­
тересующих нас показателей, сведенных для удобства в табл. 9.15. 

Рассчитаем модифицированную расчетную ставку процента для 
нашего случая: t = i - s, • / = 0,08 —0,5 • 0,08 = 0,04, или 4%. 

С учетом изменений платежного ряда и расчетной процентной 
ставки определим стоимость капитала СК' альтернативы А: 

СК* = J i V ; • (l+/*) ' = -100,0 + 23,5 • (1+ 0,04)-' + 24,5 • 1,04"̂  + 

+ 27 • 1,04-3 +25,5 • 1,04-" +29,5 • 1,04-̂  = 15295,04 руб. 

Расчет стоимости капитала объекта В аналогичен (табл. 9.16). 
С учетом изменений платежного ряда и расчетной процентной ставки 
определим стоимость капитала CIC альтернативы В: 

т 
1 
f=0 

СК'-= Хлг; •(!+/*) ' = -60,0 + 18,5 • (1+ 0,04)-' + 20,5 • 1,04-̂  + 

+ 21,5 • 1,04-3 +21,5 • 1,04-"= 14233,58 руб. 

Таким образом, оба объекта А и В абсолютно выгодны, но отно­
сительно более выгодным является объект А. 

Таблица 9.14. Основные сравнительные показатели 
двух инвестиционных проектов 

1. 
2. 
3. 
4. 

5. 

Основные показатели денежных потоков 

Выплаты на приобретение, тыс. руб. 
Срок эксплуатации, лет 
Выручка от ликвидации, тыс. руб. 
Приток денежных средств, тыс. руб.: 
в период / = 1 

/ = 2 
/ = 3 
/ = 4 
г=5 

Расчетная процентная ставка, % 

Объект 
А 

100,0 
5 

5,0 

28,0 
30,0 
35,0 
32,0 
30,0 

8 

инвестиций 
В 

60,0 
4 
0 

22,0 
26,0 
28,0 
28,0 
— 
8 
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Таблица 9.15. Результаты расчета стоимости капитала 
для инвестиционного объекта А 

Финансовые показатели, 
тыс. руб 

Платежный ряд до 
отчисления налогов Л', 
Амортизационные от­
числения по годам Ai 
Нетто-платежи, 
влияющие на стои­
мость капитала JVf 
Нетто-платежи, не 
влияющие на стои­
мость капитала N" 
Величина прибьши 
(дс , = л^;-^,) 
Изменения из-за на­
логовых платежей 
S,= S,- ^G, 
Изменения платежного 
ряда после уплаты на­
логов Nt 

{N', = N,- S,-^G,) 

Момент времени эксплуатации 
Г=0 

-100,0 

— 

— 

-100,0 

— 

— 

-100,0 

t=l 

28,0 

19,0 

28,0 

— 

9,0 

4,5 

23,5 

/=2 

30,0 

19,0 

30,0 

— 

11,0 

5,5 

24,5 

t=3 

35,0 

19,0 

35,0 

— 

16,0 

8,0 

27,0 

объекта 
Г=4 

32,0 

19,0 

32,0 

— 

13,0 

6,5 

25,5 

t=S 

35,0 

19,0 

35,0 

5,0 

11,0 

5,5 

29,5 

Таблица 9.16. Результаты расчета стоимости капитала 
для инвестиционного объекта В 

Момент времени эксплуатации 
Финансовые показатели, объекта 

тыс. руб. . f=0 t=\ t=2 /^3 /=4 
Платежный ряд до отчисления налогов N, —60,0 22,0 26,0 28,0 28,0 
Аморгазационные отчисления по годам ^ — 15,0 15,0 15,0 15,0 
Нетто-платежи, влияющие на стои­
мость капитала N' - 22,0 26,0 28,0 28,0 
Нетто-платежи, не влияющие на стои­
мость капитала Л'̂ }' -60,0 _ _ _ _ 
Величина прибыли (Д Gt = N'- At] 
Изменения из-за налоговых платежей 
S, = S, AG, 
Изменения платежного ряда после упла­
ты налогов л'̂ * ( л^ ;=м-5 /Да ) 

— 

— 

-60,0 

7,0 

3,5 

18,5 

11,0 

5,5 

20,5 

13,0 

6,5 

21,5 

13,0 

6,5 

21,5 



Глава 10 
Модели принятия единичных решений 
о выгодности инвестиций при нескольких 
целевых функциях 

Как правило, при решении множества проблем инвестиций 
лица, принимающие решения (ЛПР), преследуют не одну, а сра­
зу несколько, причем противоречивых между собой целей. Осо­
бенно это присуще стратегическим инвестициям, ориентирую­
щимся на серьезное повышение эффективности и качества 
функционирования сложных производственно-технологических 
и социально-экономических систем. 

Рассмотрим некоторые аспекты из теории принятия решений. 

10.1. Основы теории измерений и полезности 
при формировании целей и принятии решений 

при оценке альтернатив (инвестиционных объектов) по не­
скольким целевым функциям ЛПР часто применяют количест­
венные величины или величины полезности, подходящие для 
сравнения целевых функций шкалы измерения (далее они распо­
ложены в порядке возрастания уровня измеряемости): а) нами-
налыгые шкалы (объекты подразделяют на классы, к которым их 
можно однозначно причислить; при этом нельзя проводить ни­
каких арифметических действий; пример такой шкалы — номера 
счетов банка); б) шкала порядковых числительных (зц^сь можно 
составить мнение «больше — меньше» или «много — мало», 
нельзя проводить сложение рангов или расчета среднего значе­
ния, однако можно сравнивать качественные свойства и специ­
фику); в) шкалы интервалов (здесь единицы шкалы можно изме­
рять, допустимы операции сложения. Вычитания, определения 
среднего значения; так как расстояния между единицами шкалы 
и нулевой отметкой могут быть установлены произвольно, то 
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нельзя сформировать соотношения; пример — время и дата); г) 
шкалы относительных величин (здесь имеется естественная нуле­
вая отметка, поэтому относительные оценки (формирование со­
отношений) —конкретные числовые характеристики; пример — 
длина и вес); д) шкалы абсолютных величин (шкала реальных чи­
сел с безразмерной величиной, например, абсолютные вероят­
ности). Последние три типа шкал относятся к шкалам количест­
венных числительных. 

Для альтернатив, представленных на выбор при принятии 
решений, характерны операции приоритетности соотношений и 
частичного или полного упорядочения. Из элементов множества 
А всех альтернатив можно сформировать множество упорядо­
ченных пар (о, Ь), причем 

AxA'={a,b\aeA,beA). 
Для множества альтернатив А можно сформировать бинар­

ные приоритетные соотношения R, характеризующие взаимосвя­
зи между упорядоченными парами элементов. Если есть взаимо­
связь между элементами а и Ь, то данное соотношение можно 
обозначить как aRb или bRa. 

Соотношения элементов множества альтернатив А в обоб­
щенном виде характеризуются следующими признаками: 

полноты (если для всех пар (а, Ь) из элементов множества 
А есть хотя бы одно соотношение aRb или bRa); 

транзитивности (если для всех элементов а, Ь, с е А действу­
ет правило, что из aRb и bRc следует aRc); 

рефлексивности (если для всех а е А следует aRa; например, 
а^а); 

иррефлексивности (если для всех а е А несправедливо соот­
ношение aRa; например, а > а); 

симметричности (если для всех а, b е Аиз aRb следует bRa; 
например, если а — Ь, то и b = а); 

асимметричности (если для всех а, b е А из aRb не следует 
bRa; например, если о > 6, то не следует, что b > а); 

антисимметричности (если для всех а, b е А действует, что 
из aRb и bRa вытекает, что а = Ь; например, этот признак дейст­
вует для соотношения «больше или равно», т. е. если ai^b, Ь^а, 
то а =6). 

Дифференцированные таким образом (приоритетные) соот­
ношения называются (приоритетными) порядками. К их числу 
относятся: 
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а) порядок эквивалентности, имеющий место, если соотно­
шение aRb характеризуется признаками транзитивности, реф­
лексивности и симметричности, и обозначающийся знаком ~; 
запись а ~ b означает, что а и b —равноценные, эквивалентные 
альтернативы; 

б) сильный, или иррефлексивный, порядок, имеющий место, ес­
ли соотношение aRb характеризуется признаками полноты, 
транзитивности и асимметричности; если эти признаки присущи 
приоритетному соотношению, то имеет место строгий (сильный) 
порядок, обозначающийся знаком «>-»; например, а УЬ означает, 
что а имеет преимущество перед Ь); 

в) слабый порядок, имеющий место при выполнении условий 
полноты, транзитивности, рефлексивности и антисиммметрич-
ности и обозначаемый знаком « > » (запись а > b означает, что а 
либо лучше Ь, либо равноценно ему); кроме того, при наличии 
признака полноты соотношение свидетельствует о полном поряд­
ке, а в остальных случаях — о частичном порядке. 

При наличии приоритетного соотношения с признаками 
слабого порядка его можно представить функцией полезности, 
приоритетности или ценности N. Функция полезности для всех 
а, b е А трансформирует приоритетные соотношения эквива­
лентности и строгости в числовые соотношения слабости или 
равенства, позволяя определять предпочтение одной альтернати­
вы перед другой: 

а > b < • N{a)> N (b); 
a~b < • N(a) = N(*). 

Для учета в модели интервалов необходимо ввести функцию 
относительных чисел, применяемую при определенных допуще­
ниях. 

10.2. Разновидности методов решения проблем принятия 
многоцелевых решений 

Множество моделей и методов нахождения единичных решений 
при нескольких целевых функциях (Multi(ple) Criteria Decision 
Making, далее в тексте сокращенно —MCDM) можно подразде­
лить на две большие фуппы: а) многоцелевые единичные решения 
(Multi(ple) Attribute Decision Making —MADM); 6) многообъект-
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ные решения, или проблемы векторного максимума (Multi(ple) 
Objective Decision Making —MODM). 

Поиск решения при нескольких целевых функциях касается 
всех этапов планирования, формирования целей, оценки и при­
нятия решений, требуя детального анализа для определения це­
лей, их значений, приоритетов, конфликтов между ними и пу­
тей достижения целей с учетом имеющихся предпочтений у лиц, 
принимающих решения. 

Рассмотрим более подробно многоцелевые единичные решения. 
Многоцелевые методы принятия решений можно подразде­

лить по ряду отличительных признаков. Например, в [55J мето­
ды подразделяются на: а) классические (существование слабого 
порядка и упорядочение множества альтернатив с целью оты­
скания оптимальной(ых) из них) и технологические (отсутствие 
слабого порядка в альтернативах, например, методы Outranking, 
Fuzzy-Set) методы; б) компенсаторные (неблагоприятные прояв­
ления в отношении одной целевой функции можно компенси­
ровать благоприятным проявлением другой целевой функции) и 
некомпенсаторные методы; в) методы, подразделяемые по виду 
имеющейся в распоряжении ЛПР и используемой информации, 
при этом речь может идти как об уровне требований или норм 
замены, информации о порядковых или количественных вели­
чинах, так и об отсутствии сведений о каких-либо предпочтени­
ях ЛПР (более подробно эти методы рассмотрены в [55—59], 
поэтому ниже анализируются лишь наиболее интересные из 
этих методов). 

10.3. Метод анализа полезной стоимости альтернатив 

При использовании метода полезной стоимости, предложен­
ного Цангемайстером [55,60], учитывают несколько целевых 
функций, взвешенных по их значимости для ЛПР. При этом 
стремятся определить степень достижения отдельных целей по­
средством ряда инвестиционных объектов, указывая их в форме 
частичной полезной стоимости и сводя в единую полезную 
стоимость для каждой альтернативы с присвоением весов крите-
|4иям. Это позволяет скомпенсировать неб|лагоприятные прояв­
ления отдельных целевых функций. 

В целом анализ полезной стоимости включает в себя этапы: 
а) определения и взвешивания целевых критериев; б) определения 
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показателей частичной полезной стоимости и полной полезной 
стоимости; в) оценки выгодности инвестиционных объектов. 

При определении целевых критериев необходимо: выбрать 
шкалу измерений, на которой можно определить степень дости­
жения целей в номинальном, порядковом или количественном 
отношениях; обеспечить независимость полезной стоимости 
всех целевых критериев путем указания пределов изменения ка­
ждого из критериев без условия достижения других целевых 
критериев. Это обусловливает отказ от включения в анализ по­
лезной стоимости монетарных критериев, так как поступления и 
выплаты (доходы и расходы) подвержены влиянию множества 
признаков инвестиционных объектов. Определение целевых 
критериев обычно связано с тщательным анализом и структури­
рованием системы целей, разбиением целевых функций на от­
дельные группы и созданием многоступенчатой иерархии целей, 
в которой с уменьшением уровня иерархии возрастает степень 
конкретизации целей. 

При взвешивании целевых критериев с целью учета разли­
чий в их значимости и придания весов критериям используются 
разнообразные методы, например, прямое и косвенное взвеши­
вание на шкале интервалов [55,60,61]. 

Прямое взвешивание на шкале интервалов осуществляется 
присвоением значений целевым критериям с учетом отражения 
различий в предпочтениях ЛПР. При косвенном взвешивании на 
шкале интервалов сначала формируется ранговый порядок целе­
вых критериев. В соответствии с положением в этом ранговом 
порядке каждый целевой критерий получает ранговое значение, 
причем самому важному критерию присваивается значение 
К {К—число всех целевых критериев), а самому второстепенно­
му —I. Затем эти значения преобразуются в веса, вычисляемые с 
помощью шкалы интервалов. Для этого необходимо принять 
допущение относительно различий в приоритетах между ранго­
выми показателями по их расположению. Если между следую­
щими друг за другом рангами существует одинаковое различие в 
приоритетах и производится вышеуказанное упорядочение, то 
ранговые показатели можно использовать в качестве весов. При 
этом нормировании суммам присваиваются значения 1—100. 
При многоступенчатой иерархии целей процесс взвешивания 
производится на кажцом уровне и предполагается, что веса объ­
ективно отражают предпочтения ЛПР. 

Определение показателя частичной полезности для каждой 
альтернативы и каждого критерия низшего уровня производится 
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двумя фазами: сначала измеряют проявления отдельных альтер­
натив в отношении различных целевых критериев (например, с 
помощью номинальной шкалы, шкалы порядковых или количе­
ственных показателей), а затем полученные подобным способом 
Показатели степени достижения преобразуются в показатель час­
тичной полезности, выражаемой в количественном отношении и 
в единой для всех целевых критериев форме. Так как данное 
преобразование производится в рамках субъективных оценок, то 
эту операцию рекомендуется осуществлять с помощью опреде­
ленной функции преобразования для улучшения процесса ее 
понимания. 

Известны три вида функций преобразования: а) дискретные, 
при которых специфическим классам достижения целей при­
сваиваются определенные показатели частичной полезности с 
измерением степени достижения цели в порядковом выражении 
или с преобразованием номинально измеренных данных в по­
рядковые показатели; б) частично постоянные, при которых все 
показатели определенного .интервала преобразуются в специ­
фичный показатель частичной полезности с измерением степени 
достижения цели в количественном отношении; в) постоянные, 
при которых даже незначительные различия в показателях сте­
пени достижения целей обусловливают различия в показателях 
частичной полезности. 

При определении полезности предполагается, что целевые 
критерии условно независимы друг от друга относительно пока­
зателя полезности, и оценка показателей частичной полезности 
происходит с помощью единой шкалы количественных измере­
ний. Показатели частичной полезности пц^ альтернатив / в отно­
шении критериев к низшего уровня иерархии делаются сопоста­
вимыми посредством умножения на веса критериев wi^, а затем 
суммируются друг с другом. Полезная стоимость л̂ д,, альтерна­
тивы / является суммой взвешенных показателей частичной по­
лезности, рассчитываемой как 

к 
NNI = Y^riikWk-

к=\ 
Оценка шлгодносги альтернатив производится на базе следую­

щего правила: инвестиционный обьект абсолютно (относителыю) 
выгоден, если его показатель полезности превышает заранее за­
данный критический показатель полезности (выше подобного 
показателя любого другого представление о на выбор объекта). 
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Иногда при оценке выгодности альтернатив используются не 
только показатель полезности, но и другие показатели. 

Рассмотрим процесс анализа полезности на конкретном 
примере. 

Пример 10.1. Необходимо исследовать процесс анализа полезности 
на основе оценки относительной выгодности трех альтернатив место­
положения /4i, /4̂  и Ai промышленного предприятия. 

Р е ш е н и е . Пусть в процессе определения целевых критериев 
сформирована иерархия целей (рве. 10.1), которая, наряду с главной 
целью первого уровня иерархии (выбором оптимального местоположе­
ния предприятия —ВОПП), содержит четыре подцели второго уровня: 
земельный участок —ЗУ, персонал —Я, материальные ресурсы и транс­
порт—Л/ЛГ, влияние государства—Д/'), конкретизируемые группой 
критериев на третьем уровне иерархии: для земельного участка —его 
размер {РЗУ), цена (ЦЗУ), расходы на освоение (,РО); для персонала — 
его потенциал {ПП) и конкуренция на рынке (КР) рабочей силы; для 
материальных ресурсов и транспорта —транспортная инфраструктура 
{ТИ) и виды транспортно-экспедиторских фирм (ТЭФ), потенциал по­
ставщиков (ППс) и предложение банковских услуг (ПБУ); для влияния 
государства —меры стимулирования (AfQ и ставка налога на деятель­
ность (СЦД). 

На этапе взвешивания целевых критериев необходимо определить ве­
са как для подцелей, так и для критериев низшего уровня. Пусть они 
составляют значения, указанные на рис. 10.1. 

II уровень; 
подцели 

Ш уровень:̂ , . 
целевые [РЗУ] [цЗУ] (РО 

Рис. 10.1. Сп^уктура uept^xuu целей 
Определение показателей частичной полезности покажем на 

примере критерия «размер земельного участка»—/*ЗУ Пусть рас­
сматриваемые альтернативы имеют следующие значения РЗУ, 
тыс. м^: 60 —А\, 42,5 —А^ и 35 —А^. Для преобразования этих 
проявлений в показатели частичной полезности можно приме­
нить частично постоянные функции преобразования согласно 
рис. 10.2, на котором показатели частичной полезности альтер­
натив составляют 1,0 —для А\, 0,2 —для ^2 и О —для Ау Показа-
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тели частичной полезности, определенные для остальных целе­
вых критериев, сведены в табл. 10.1. 

Далее определим значения показателей полезности, для чего 
необходимо взвесить показатели частичной полезности, которые 
рассчитываются путем умножения показателя частичной полез­
ности на веса принадлежащего критерия и подчиненной цели. 
Например, для альтернативы Ai и критериев РЗУтл /(ЗУ эти по­
казатели составляют: 

P3y^i = 1,0 • 0,3 • 0,2 = 0,06; ЩУ^, = 0,4 • 0,2 • 0,5 = 0,04; 
Р0^1 = 1,0-0,2-0,2 = 0,04. 

Посредством расчета соответствующих показателей для всех 
других критериев и суммированием этих показателей можно оп­
ределить показатели полезности м^, альтернативы А/: 

Мы, =0,48; NN, =0,61; NN, =0,67. 
Таким образом, имеем, что альтернатива А^ относительно, 

выгодна по сравнению с остальными альтернативами. 
Частичная 
полезность 

1,0 
0,8 
0,6 
0.4 
0,2 

Н 
-> РЗУ, тыс. м^ 

40 45 50 55 60 
Рис. J0.2. Функция преобразования для /дттерия 

«размер земельного участка» (РЗУ) 

Таблица 10.1. Показатель частичной полезности для целевьа iqmmepuee 
по главной цели — выбору оптимального положения пред/^иятия 

Аль­
терна­
тивы 

Ai 

Аг 
Аз 

РЗУ 
1,0 
0,2 
0 

ЦЗУ 
0,4 
0.4 
О.б 

РО 
1.0 
0,2 
0,8 

ПП 
0,2 
0.6 
0,9 

Целевой 

КР 
0.4 
0,8 
1,0 

ТИ 
0,6 
0,4 
0,8 

критерии 

ТЭФ 
0.4 
0 
1.0 

ППс 
0.6 
1,0 
0,2 

ПБУ 
0,8 
0,8 
0,8 

мс 
0,4 
0,8 
0,4 

снд 
0,6 
1,0 
0,4 
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в целом анализ полезности является относительно простым 
способом нахожцения решений при многоцелевых проблемах, 
ведущим к их системному структурированию, относительно лег­
кой интерпретации результатов как нормы процента максималь­
ной величины этого показателя. Сложно здесь определять целе­
вые критерии, их веса, показатели степени достижения цели и 
в большинстве случаев — функции преобразования. Для пока­
зателей весов целей и частичной полезности, рассчитываемых 
с помощью функций преобразования, необходимо введение 
измерений в количественном выражении, а это можно сделать 
лишь на основе субъективных оценок (получение этих субъек­
тивных оценок связано с высоким уровнем затрат). Влияние 
неопределенности в практических ситуациях можно исследо­
вать комбинацией анализа полезности и других методов инве­
стиционных расчетов (например, анализа чувствительности и 
риска [61,621). 

10.4. Аналитическое определение иерархии целей 

АНР-метод предложен Т.Л. Саати в [63] для структурирова­
ния и анализа сложных ситуаций, а также подготовки решений 
проблем с несколькими целевыми функциями. 

Этот метод предусматривает декомпозицию проблемы на от­
дельные ее части, обеспечивая ее структурирование и упрощение 
с вьщелением иерархии, содержащей различные главные цели, 
подцели, критерии или уровни мероприятий (альтернативы и ин­
вестиционные объекты), подлежащие оценке [64]. Относитель­
ная значимость различных количественных и качественных кри­
териев определяется в отдельности для каждого вышестоящего 
элемента путем сопоставления пар. Таким же образом в модель 
интегрируется фактор выгодности мероприятий. Для частичных 
целевых функций типа альтернативы можно определить общий 
показатель, отражающий относительную значимость или выгод­
ность альтернатив в отношении совокупной иерархии и тем са­
мым главной цели. 

Алгоритм реализации АНР-метода включает в себя следую­
щие этапы: а) формирование иерархии целей; б) определение 
приоритетов; в) расчет локальных векторов приоритетов, или 
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факторов взвешивания; г) проверка органичности оценки при­
оритетов; д) расчет приоритетов целей и мероприятий для ие­
рархии в совокупности. Некоторые из этапов могут выполняться 
многократно, особенно при неправильной оценке приоритетов. 

При формировании иерерхии целей производится декомпози­
ция проблемы принятия решений с выделением главных целей, 
подцелей и различных целевых функций (альтернатив или инве­
стиционных объектов). Элементы одинаковых уровней должны 
быть сопоставимыми друг с другом и обладать полнотой (учетом 
всех существенных альтернатив и целевых функций) и одинако­
вой степенью значимости. 

При определении приоритетов относительная значимость ка­
ждого элемента определяется в отношении каждого элемента 
вышестоящего уровня иерархии посредством сравнения альтер­
натив со всеми другими элементами того же уровня. Значимость 
при этом может интерпретироваться в отношении целевых кри­
териев как вклад в достижение главной цели. Необходимым ус­
ловием является то, что ЛПР может присвоить всем парам ink 
из множества элементов А одного уровня одно измеренное на 
шкале относительных показателей значение v, показывающее, во 
сколько раз / более значимо, чем к, в отношении определенного 
элемента следующего более высокого уровня. Этого необходимо 
добиться для всех элементов более высокого уровня и всех про­
чих уровней. При этом должен действовать принцип обратной 
пропорциональности (относительное значение / и к должно со­
ответствовать обратному значению этого показателя, получае­
мому при сравнении к с L В отношении элемента следующего, 
более высокого уровня действует правило: 

'Vik- ^ / v*/ ДЛЯ всех /, к ^ А. 
Относительная величина vu^ не должна быть бесконечной, 

так как тогда соответствующие целевые критерии или альтерна­
тивы несопоставимы, обусловливая тем самым повтор анализа 
проблемы целей. В [63] прехшожена следующая шкала сравнения 
пар (табл. 10.2), с помощью которой преобразуются суждения о 
сопоставимости в количественные показатели таким образом, 
что измерения проводятся на шкале относительных показателей. 
При использовании данной шкалы сравнения могут проводиться 
по значениям как от 1 до 9, так и от 1/9 до 1. 
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Таблица 10.2. Девятибалльная шкала сравнения альтернатив по Т. Саати 
Баллы Определение Пояснение 

1 Одинаковая значимость Оба сравниваемых элемента имеют одинако­
вую значимость для элемента следующего, 
более высокого уровня 

3 Чуть более высокая Опыт и оценка говорят о немного большей 
значимости одного элемента по сравнению 
с другим 

5 Более высокая значи- Опыт и оценка говорят о более высокой 
мость значимости одного элемента по сравнению 

с другим 
7 Очень высокая значи- Очень высокая значимость элемента явно 

мость проявилась в прошлом 
9 Абсолютно домини- Речь идет о максимально возможном разли-

руюшая значимость чии между двумя элементами 
2, 4, 6, 8 Промежуточные значе­

ния 

Результаты сравнения пар в отношении элементов более вы­
сокого уровня можно представить в форме матрицы V. Для эле­
ментов А"составляется матрица К^ К со значениями сравнения. 
Значения основных диагоналей этой матрицы равны соответст­
венно 1. 

Для составления матрицы сравнения пар необходимо провес­
ти сравнение пар по элементам АГ уровня 0,5К (К—1). Это число 
рассчитывается таким образом, что вычисление значения v,̂  не 
требуется, если обратно пропорциональное значение v̂ fe,-извест­
но, так как значения основных диагоналей равны 1, и предпо­
лагается обратная зависимость. Безошибочная оценка всех срав­
нений пар имеет место, если для каждого элемента матрицы v,-̂  
справедливо правило: 

где /, J, к —элементы рассматриваемого уровня. 
Если предположить такую безошибочную оценку, то после­

дующие оценки можно определять из уже сделанных выводов 
таким образом, что потребуется проведение сравнения только 
(К-1) пар. 

При расчете локальных векторов приоритетов (факторов 
взвешивания) для каждой матрицы сравнения пар определяется 
сравнительная значимость элементов (альтернатив, целевых кри­
териев), представляемая в форме вектора приоритетов. Каждая 
составляющая этого вектора указывает, какой сравнительной 
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значимостью обладает данный элемент в отношении рассматри­
ваемого элемента более высокого уровня. 

Расчет векторов приоритетов W можно проводить на основе 
метода определения собственного вектора, состоящего в следую­
щем. 

Исходят из матрицы сравнения пар V, для которой сначала 
предполагается безошибочная оценка. Если значимость ŵt от­
дельных элементов к известна, то элементы матрицы УЦ^ опреде­
ляются так: 

"л ~ '•'/ /*•'* Д̂ я всех /, к е А. 
Кроме того, действует правило: 

S vik Wk/ Wi= к , 
*=i 

^Vik • w* = Â  • w/ для всех /, к e A. 
k=l 

Так как эта взаимосвязь характерна для всех строк / (/ = 1,..., К) 
матрицы сравнения пар, то имеем следующую систему уравне­
ний К, записанную в матричной форме записи и представляю­
щую собой проблему определения собственной стоимости: 

1ы вида: 

Vll Vi2 •• 

V21 V22 •• 

VA-IVA-2'-

У w= к- w. 

•ViK 

•V2K 

•VKK 

) W = 
Wx 
W2 

WK 

v= 

проблема определения собственной стоимости в общем виде 
формулируется следующим образом [55]. 

Для какой-то матрицы К "х- К и матрицы В находятся ре­
альные числа L и относящиеся к матрице векторы X, выпол­
няющие условия следующего уравнения: 

В-Х=- L-X, 
где числа L —собственные значения В, а векторы X — собственные век­
торы. 

Известно, что сумма собственных значений проблемы иден­
тична следу матрицы (сумме значений главных диагоналей). В 
рассматриваемой матрице сравнений пар все значения главных 
диагоналей равны 1, так что след матрицы сравнений пар соот-
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ветствует ее измерению К. В случае совершенно органичных 
оценок существует только положительное собственное значение, 
равное следу матрицы. 

Однако при решении многоцелевой проблемы оценки при­
оритетов часто неорганичны, а векторы взвешивания неизвест­
ны. При неорганичных оценках приоритетов существует не­
сколько собственных значений и векторов. При применении 
АНР-метода определяется максимальное собственное значение 
Iniax матрицы сравнения пар и соответствующего ей собствен­
ного вектора (его необходимо составить так, чтобы сумма его 
компонентов равнялась 1, причем он может рассматриваться как 
вектор взвешивания W). 

Расчет вектора такого рода целесообразен и при существова­
нии неорганичной матрицы сравнений пар. Незначительные 
проявления фактора неорганичности не сильно сказываются на 
векторе взвешивания. 

Для определения максимального собственного значения и 
вектора взвешивания можно проблему определения собствен­
ного значения решить следующим образом: 

V-W=L-W yim(V- L-E)-W=Q, 
в рамках которой Охарактеризует /Гх А" как матрицу единства. 
Для собственных значений L действует правило, что детерминанта 
матрицы (V—L'E) равна нулю, т. е. det I К - L • £'1=0. 

Максимальное значение L, соответствующее данному усло­
вию, является максимальным собственным значением /.max- По­
сле подстановки этого значения в приведенное выше уравнение 
может быть рассчитан искомый собственный вектор или вектор 
взвешивания. Его можно вычислить следующим образом: 

{V-L^,^.E)-W=0, 2^„ = \. 

Точный расчет максимального собственного значения и век­
тора взвешивания часто связан с объемными арифметическими 
действиями, из-за чего используют ряд методов приблизитель­
ного их решения. 

Проверка органичности оценок приоритетов производится для 
всех матриц сравнения пар. Эта процедура необходима, так как 
не всегда можно исходить из органичности всех оценок. Если 
при органичной оценке максимальное собственное значение со-
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ответствует значению К, то при неорганичности их характера 
получается более высокое максимальное собственное значение 
•''-'max- Это значение L^ax неизвестно, если собственные векторы 
рассчитываются методами определения приблизительного реше­
ния. Разница между /.„ах и К возрастает с растущей неорганич­
ностью в такой мере, что подходит в качестве меры определения 
степени органичности оценок. 

Проведя дополнительное нормирование, можно определить ин­
декс органичности KI, определяемый как KI = (Z,niax "" К)/{К— 1). 

При оценке органичности матрицы учитывается, как степень 
отклонений зависит от величины матрицы. Рассчитывается зна­
чение органичности {KQW), определяемое как 

K^W=KI/RI, 
где KI — индекс органичности; RI — средний показатель индексов 
органичности равных по величине обратно пропорциональных матриц, 
приведенных в табл. 10.3. 

Таблица 10.3. Значения средних показателей RI в зависимости 
от размера матриц (РМ) 

РМ 1;2 3 4 5 6 7 8 9 10 И 12 13 14 15 

Ш 0,0 0,58 0,9 1,12 1,24 1,32 1,4 1,45 1,49 1,5 1,48 1,56 1,57 1,59 

Критическое значение показателя органичности составляет 0,01, 
при этом матрицы сравнения пар с KQW < 0,1 рассматриваются в 
качестве достаточно органичных, а для матриц с KQW> 0,1 следует 
проводить гфоверку и пересмотр оценок сравнения пар. 

При определении приоритетов целей и мероприятий для 
всей иерархии целей необходимо обобщить векторы взвешива­
ния в отношении всех элементов вышестоящего уровня и всех 
последующих уровней, что является условием для оценки гло­
бального приоритета (значимости отдельных целевых критериев 
или выгодности определенных альтернатив в отношении глав­
ной цели). 

Результатом сравнения пар является вектор взвешивания для 
уровня, непосредственно подчиненного главной цели, который 
характеризует относительную значимость соответствующих це­
левых критериев' относительно главной цели, представляющей 
собой глобальный приоритет. Этот вектор взвешивания — нача­
ло определения глобальных приоритетов для элементов после-
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дующих уровней. Он умножается на матрицу весов, составляе­
мую из вектора взвешивания последующих уровней. Результатом 
этого также является вектор взвешивания, представляющий для 
элементов последующего уровня их глобальный приоритет. По­
следовательное продолжение данной операции ведет к опреде­
лению глобального приоритета для альтернатив, учтенных на 
самом нижнем уровне иерархии целей. Процесс определения 
глобальных приоритетов для альтернатив Ai можно интерпретиро­
вать как величину полезности N^, рассчитываемую по формуле: 

к 
*ЛГ^/= Zi^kriik, 

*=| 
где индекс / означает элементы следующего вышестоящего уровня, ко­
торые должны представлять собой целевые критерии; W/^ — глобальный 
приоритет этих целевых критериев;. И/̂  — относительная значимость 
(выгодность) альтернативы /1/. 

Таким образом, глобальный приоритет (аналогично показа­
телю полезности при анализе полезности) определяется как 
сумма частичных приоритетов. Определенные в итоге глобаль­
ные приоритеты представляют собой веса в отношении целевых 
критериев. Для учитываемых на низшем уровне альтернатив они 
характеризуют то, как они по оценке ЛПР способствуют дости­
жению главной цели. Для оценки относительной выгодности 
инвестиционных альтернатив при их главной цели, состоящей в 
максимизации, действует следующее правило: инвестиционный 
объект относительно выгоден, если его приоритет выше, чем при­
оритет любого другого объекта. 

Рассмотрим применение АИР-метода на конкретном примере. 
Пример 10.2. Необходимо исследовать выгодность альтернатив 

А\—А^ на основе применения АНР-метода (рис. 10.3). 
Р е ш е н и е . При формировании иерархии целей выступают: на 

первом уровне иерархии — выбор оптимального местоположения пред­
приятия (ВОПП); на втором уровне — четыре подцели: земельный уча­
сток (ЗУ), персонал (/7), материальные ресурсы и транспорт (МРиТ) и 
влияние государства (ВГ); на третьем уровне —целевые критерии: для 
земельного участка — его размер (РЗУ), цена ЩЗУ), расходы на освое­
ние (РО); для персонала — его потенциал (Я/7) и конкуренция на рын­
ке {КР) рабочей силы; для материальных ресурсов и • транспорта — 
транспортная инфраструктура (ТИ) и виды транспортно-экспедиторских 
фирм (ТЭФ), потенциал поставщиков (ППс) и предложение банковских 
услуг {ПБУ}; для влияния государства — меры стимулирования (А/С) и 
ставка налога на деятельность {СЦЩ; на низшем, четвертом, уровне — 
альтернативы размещения производства А\, A^vi Ay 
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I уровень: 
цели 

II уровень: 
подцели 

Рис. 10.3. И^/^хия решений 

Определение приоритетов, локальных векторов приоритетов 
(факторов взвешивания), проверку органичности оценок приоритетов 
рассмотрим ниже на примере целевого критерия — размера земельного 
участка (РЗУ). 

Сначала необходимо рассмотреть уровень альтернатив А^, Ai и >4з, 
который согласно данным расчетов в примере 15 составил: V̂yy, = 0,48; 
tiif^ =0,61; lif,^ = 0,67. В соответствии с ними применительно к РЗУ 
даются следующие приведенные ниже оценки сравнения пар в отноше­
нии выгодности альтернатив: 

1 4 5 
У= 1 /4 1 3 

1/5 1 / 3 , 1 

Для точного определения вектора взвешивания сначала необходимо 
рассчитать максимальное собственное значение Ь^^х матрицы сравне­
ния пар V. Для всех собственных значений L матрицы действует, что 
детерминанта нижеприведенной матрицы (У — L' Е) равна нулю, т. е. 
det I y—L '£1 = 0. Вычисление детерминанты третьего порядка произво­
дится по правилу Саррюса (приписываются первые два столбца) и про­
изводится следующее вычисление: 

det V— + aiJ 021 an ~ 0x3022 031 
-On 023 032 -Ol202\ 033 • 

Используя приведенную формулу для нашей матрицы, получим: 
1 - £ 4 5 1-Z, 4 

dct (У-L-E) = 
1/4 1-1 3 
1/5 1/3 l-L 

- + 

1/4 l-L 
1/5 1 /3 

=(l-i)3 + 4 • 3 • 1/5 + 5 • 1/4 • 1/3 -5 • ( l - I ) • 1/5 -(l-L) • 3 • 1/3 -
-4-1/4-(l-L) = (l-L)^ -3(1-/,) + 2,8167. 
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На основе условия det | Ĵ  — £ • £ | = О рассчитаем величину Lmax. 
которая составляет L^ax - 3,0858. 

Соответствующий собственный вектор, или вектор взвешивания, 
можно определить из уравнения (У- Z-max* Е)- И''= 0: 

(1 -3,0858) wi+ 4w2 + Swi =0 

1/4 w, + (1 -3,0858) W2 + 3 wj = О 

1/5 Wi + 1/3 W2 + (1 -3,0858) wj = 0. 
С помощью условия W] + W2 + W3 = 1 можно определить следующие 

локальные факторы взвешивания: 
wi = 0,6738; W2 = 0,2255; и̂ з = 0,1007. 

Эти значения характеризуют выгодность (локальный приоритет) 
альтернатив Ау А2И Aj относительно критерия РЗУ. 

Из максимального собственного значения L^^ можно определить 
индекс органичности {К1): 

К1= dmax - К)КК- 1) = (3,0858 - 3)/(3 - 1) = 0,0429. 

Значение органичности Ai)Посоставляет: 

KQW= KI/ Rl = 0,0429 / 0,58 == 0,0740. 

Так как t^W < 0,1, оценки этой матрицы сравнения пар можно 
рассматривать как достаточно органичные. 

В соответствующей форме можно представить (табл. 10.4—10.8) и оце­
нить также матрицы сравнения пар для сопоставления альтернатив в 
отношении других указанных на рис. 10.3 целевых критериев (хотя рас­
чет JLn,ax матриц 4 X 4 без ЭВМ затруднителен). Ниже приведены эти 
исходные матрицы и рассчитанные для них L^^, векторы взвешивания 
Wi-W3 и показатели органичности KQW. 

Таблица 10.4. Матрица цены земельного участка — ЦЗУ 
(расходы на освоение — РО) 

Альтернатива А/ Ai -, A3 
1^ ПТ) ЗТТ) 1/473) 
Аг 1/3 (1/7) 1 (1) 1/6 (1/4) 
Аъ 4 (1/3) 6 (4) 1 (1) 

Апах=3,0536 (3,0323); w,=0,2176 (0,6586); W2=0,0914 (0,0786); 
W3=0,6910 (0,2628); Ai)^=0,0462 (0,0278). 
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Таблица 10.5. Матрица потенциала персонала — ПП 
(конкуренции на рынке — КР) 

Альтернатива 
Ai 1 (1) 
А2 4 (5) 
Аз 9 (7) 

1/4 (1/5) 
1(1) 
5(3) 

1/9 (1/7) 
1/5 (1/3) 

1(1) 

imax=3,0713 (3,0649); w,=0,0633 (0,0719); W2=0,1939 (0,2790); 
W3=0,7428 (0,6491); АЬИ^=0,0615 (0,0559). 

Таблица 10.6. Матрицы транспортной инфраструктуры — ТИ 
(транспортно-экспедиторских фирм — ТЭФ) 

Альтернатива А/ А2 Aj 
'А, Г(Т) 1/2 (8) 1/2 (4) 
Аг . 2 (1/8) 1 (1) 1 (1/3) 
Аъ 2 (1/4) 1_(3) 1(1) 

imax=3,0000 (3,0183); Wi=0,2000 (0,7167); W2=0,4000 (0,0782); 
W3=0,4000 (0,2051); K^W^Q (0,016). 

Таблица 10.7. Матрица потенциала поставщиков — ППс 
(банковских услуг — ПБУ) 

Альтернатива А/ А2 Aj 
î Г(1) 80) 4(3) 

Аг 1/8 (1/3) 1 (1) 1/3 (1) 
Аз 1/4 (1/3) 3_(1) 1(1) 

Апах=3,0093 (3,0000); w,=0,7166 (0,6000); W2=0,0783 (0,2000); 
и'з=0,2051 (0,2000); А'оИ'=0,0080 (0,00). 

Таблица 10.8. Мапюицы мероприятий по стимулированию — МС 
(ставки налога на деятельность — СНД) 

Альтернатива Aj^ А2 A3 
Ai 1(1) 1/7(6) 1/2(4) 
А2 7 (1/6) 1 (1) 6 (1/3) 
A3 2 (1/4) 1/6 (3) 1(1) 

L„„=3,0324 (3,0536); w,=0,0905 (0,6910); W2=0,7583 (0,0914); 
W3=0,1512 (0,2176); ^^«^=0,0279 (0,0462). 
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Соответствующие оценки и расчеты необходимо провести для вы­
шестоящих уровней. В табл. 10.9—10.12 приведены результаты сравне­
ния для подцелей — земельного участка, персонала, материальных ре­
сурсов и транспорта, влияния государства, а в табл. 10.13 — для главной 
цели — выбора оптимального местоположения 

Таблица 10.9. Матрицы земелыюго участка 

Альтернатива 
РЗУ 
ЦЗУ 
РО 

РЗУ 
1(1) 

2 (1/8) 
2 (1/4) 

ЦЗУ 
1/2 (8) 
1(1) 
1(3) 

(ЗУ) 

РО 
1/2 (4) 
1 (1/3) 
1(1) 

Z,„^=3,0093; ^,=0,2499; ^2=0,6813; W3=0,0688; А^>Г=0,0008. 

Таблица 10.10. Матрица персонала (П) 

Альтернатива ПП 
ПП 1 
КР 1/5 

КР 
5 
1 

^тах=2,0; w,=0,8333; ^2=0,1667; KQW=Q. 

Таблица 10.11. Матрицы материальных ресурсов 

Альтернатива 
ТИ 

ТЭФ 
ППс 
ПБУ 

ТИ 
1 

1/7 
1/5 
1/9 

ТЭФ 
7 
1 
4 

1/3 

и транаюрта (МРиТ) 

ЦЗУ 
5 

1/4 
1 

1/5 

ПБУ 
9 
3 
5 
1 

imax=4,2314; w, =0,6474; ^2=0,0899; 4-3=0,2165; ^4=0,0462; 
АЬИ^=0,0857. 

Таблица 10.12. Матрица 

Альтернатива 
МС 
снд 

влияния государства 

МС 
1 

1/3 

(В1) 

снд 
3 
1 

imax=2,0; ^,=0,7500; ^2=0,2500; KQW=Q. 
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Таблица 10.13. Выбор 

Альтернатива 
ЗУ 
П 

МРиТ 
ВГ 

оптимального положения 

ЗУ 
1 
8 
3 

1/2 

П 
1/8 
1 

1/4 
1/6 

предприятия (ВОПП) 

МРиТ В Г 
1/3 2 
4 6 
1 5 

1/5 1 

imax=4,1670; wi=0,0871; W2=0,6238; ^3=0,2281; W4=0,06i0; ЛоЖ=0,0619. 
Определение приоритетов целей и мер для всей иерархии целей прово­

дится аналогично методу анализа полезности. Например, вклад, вносимый 
альтернативой Ai, через ]фитерий «размер земельного участка» — РЗУ для 
достижения главной цели определяется таким образом, что локальный тфи-
оритет этой альтернативы, составляющий Wi = 0,6738, умножается на соответ­
ствующие локальные приоритеты 1фитерия P3y(wx = 0,2499 из табл. 10.9) и 
подчиненной главной цели ЗУ (wi = 0,0871 из табл. 10.13). Таким образом, 
этхя вклад составляет: w^^ = 0,6738 • 0,2499 • 0,0871 = 0,0147. 

Рассчитав и просуммировав соответствующие значения альтернати­
вы Aj для всех критериев, можно определить глобальный приоритет 
каждой из альтернатив и сравнить их между собою. Альтернатива с са­
мым высоким значением глобального приоритета выступит как самая 
относительно выгодная альтернатива. 

Относительно оценки АНР-метода можно отметить следующее: 
а) трудоемкость расчетов здесь очень высока по сравнению с 

методом анализа полезности, поэтому целесообразно примене­
ние ЭВМ, особенно при большом количестве элементов и срав­
нения пар в отношении каждого отдельно взятого элемента вы­
шестоящего уровня; 

б) в отношении этих пар допускается измерение на шкале от­
носительных показателей при девятибалльной шкале; однако ее 
применение при отсутствии естественной нулевой отметки может 
привести к ошибкам при составлении мнения о сравнении пар; 
неясно также, в какой степени ЛПР может делать различия между 
такими оценками, как «очень большая значимость» (значение по 
шкале 5) и «очень высокая степень значимости» (значение по 
шкале 7), включая еще в модель и промежуточное значение; 

в) важным является допущение об учете лишь существенных аль­
тернатив, так как полученный на основе сравнения пар ранговый 
порядок зависит от наличных альтернатив, и их последующее вклю­
чение может изменить ранговый порядок; результат АНР-метода 
пригоден только для множества стоящих на выбор альтернатив; 

г) для этих альтернатив посредством определения собствен­
ного значения довольно точно учитываются приоритеты ЛПР, 
несмотря на неточности метода нахождения приблизительных 

313 



решений; этому способствует также проверка органичности, 
представляющая важную часть АНР-метода; 

д) в отношении структурирования проблемы, функции общей 
полезности, интерпретации весов критериев АНР-метод идентичен 
методу анализа полезности; недостатком обоих этих методов явля­
ется отсутствие теоретического обоснования их применения (не 
установлено, например, что есть одна суммарная функция совокуп­
ной полезности; для суммарных функций совокупной полезности в 
качестве условия для применения АНР-метода действует шкала ин­
тервалов вместо шкалы относительных показателей); 

е) однако на практике АНР-метод можно применять и вне 
сферы нахождения решения при наличии многоцелевых про­
блем, например, для прогнозирования тенденций будущего раз­
вития, маркетинга рынка, различных сценариев в иерархии це­
лей и др. [57,59,65,66]. 

В заключение отметим, что, помимо рассмотренных методов, 
на практике часто применяются методы теории полезности с 
многими признаками (Multi Attribute Utility Theory, сокращенно 
MAUT-метод, разработанный для ситуаций в условиях неопреде­
ленности, но применимый и в ситуациях определенности (Multi 
Attribute Value Theory, MAVT-метод), что имеет место, напри­
мер, при составлении прогнозов в условиях определенности, в 
которых вместо теории полезности применяется теория ценно­
сти с многими признаками. 

Для MAUT-метода, например, характерно то, что многоцеле­
вая проблема решается с помощью (единичных) функции по­
лезности (ценности, приоритетов), выраженных в количествен­
ном отношении и основывающихся на нормах замены между 
признаками. Он является теоретически обоснованным методом, 
обеспечивающим стабильный ранговый порядок при нахожде­
нии решения при нескольких целевых функциях по сравнению с 
методом анализа полезности и АНР-методом. 

Из более слабых условий исходит РКОМЕТНЕЕ-м&юл (Preference 
Ranking Organisation Method for Enrichment Evaluations), относя­
щийся к методам определения преимуществ одной альтернативы 
над другой (Quatranking-методы). Исходным в этих методах яв­
ляется то условие, что ЛПР не располагают полной и непроти­
воречивой информацией о проблеме, что не позволяет им сфор­
мировать ни сильный, ни слабый порядок при определении оп-
тимальных(ой) альтернатив(ы), но позволяет помочь идентифи­
цировать несколько подходящих альтернатив при принятии ре­
шения. При желании читателя ознакомиться с этими методами 
рекомендуется литература [55—66]. 
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Глава 1 1 
Методы принятия 
инвестиционно-финансовых программных 
решений в условиях определенности 
ситуаций 
При вложении инвестиций в реальную экономику банкам и 
другим инвесторам целесообразно учитывать не только инвести­
ционную программу, но и финансовую, производственно-
хозяйственную и социально-экономическую деятельность пред­
приятий. Поэтому ЛПР и его команде интересно исследовать 
взаимосвязь инвестиций с другими сферами (рис. 11.1) и прежде 
всего с финансированием и производством. Из литературы из­
вестно множество фупп моделей синхронного планирования, 
связывающих воедино с инвестициями политику сбыта, управ­
ления персоналом, производством, налогообложением, разме­
щения производственных мощностей и др. [55,61, 70—77]. 

1 — управление предпри­
ятием 

2 — финансирование 
3 — производство 
4 — сбыт 
5 — инвестиции 
6 — логистика 
7 — персонал 
8 — сбор и обработка 

данных 
9 — закупки, запасы 

Рис. 11.1. Система т^едщшятие» в разрезе по основным сферам 
его деятельности 

Все множество методов синхронного планирования можно 
объединить в группы моделей, позволяющих сформировать [55]: 

а) оптимальную инвестиционную программу при заданной 
для отдельного инвестиционного объекта производственной 
программе и с заданным производственным бюджетом; 
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б) одновременно как инвестиционную, так и финансовую 
профаммы при заданной производственной программе для от­
дельного инвестиционного объекта; 

в) одновременно оптимальные инвестиционную и финан­
совую программы при заданных финансовых средствах и при 
вовлечении в модель различных альтернатив финансирования. 

Рассмотрим отдельные из этих методов, в которых в качестве 
целевой функции выступают стоимость капитала, конечная стои­
мость имущества или периодические изъятия финансовых средств. 

11.1. Модель формирования оптимальной 
инвестиционной профаммы при заданных бюджете 
и программе производства 

в данной модели в качестве целевой функции выступает 
стоимость капитала инвестиционной программы, причем здесь 
при заданных ограничениях (конкретной производственной 
программе для отдельных инвестиционных объектов и при 
наличии некоторых финансовых средств) требуется сформи­
ровать и определить оптимальную инвестиционную профамму. 

Этот метод аналогичен методу стоимости капитала (см. гл. 
9) при следующих допущениях: а) представленные на выбор ин­
вестиционные объекты равнозначимы для ЛПР; б) финансовые 
средства нельзя привлечь в неофаниченном размере по расчет­
ной процентной ставке; в) инвестиционная профамма определя­
ется только на начало планового периода, при этом начальные 
расходы не должны превышать капитальный бюджет, а инвести­
ционные объекты реализуются только как единое целое. 

В целом модель имеет вид задачи целочисленного профам-
мирования, подробное решение которой рассмофено в [78 —82]: 

Y,CjXj-* max 

Y^AojXjuKE 
J'l 
Xje{0;\}; J = l,J, 

Общая стоимость капитала 
Требуемые финансовые средства 
AQ/ ^ капитального бюджета (КБ) 

где Xj — бинарная переменная, значение которой определяет, будет ли реа­
лизована инвестиция {Xj= 1) или нет (xj ~ 0) для всех альтернатив; Cj — 
стоимость капитала инвестиционного объекта; AQJ — затраты на приоб­
ретение инвестиционного объекта; КБ —объем капитального бюджета. 
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пример 11.1. Пусть предприятие имеет пять реальных инвестици­
онных объектов, характеризующихся приведенными в табл. 11.1 нетто-
платежными рядами. Заданный капитал составляет 340 тыс. руб., рас­
четная процентная ставка —10%. Требуется сформулировать модель 
синхронного планирования и определить оптимальную инвестицион­
ную программу при заданных ограничениях. 

Р е ш е н и е . Так как расчетная процентная ставка одинакова 
для всех периодов, то стоимость капитала (СА) на начало планового 
периода (/ = 0) определяется по формуле 

т 
CK = -AQ+^{e,-a,)q~', 

1=0 

где t —индекс времени; Г—последний момент времени, в который 
осуществляются платежи; е, (а,) — поступления (выплаты) в момент 
времени г, д~' — коэффициент дисконтирования на момент времени t 

Таблица 11.1. Платежные нетто-ряды для пяти инвестиционных 
объектов и стоимость капитала 

Инвестиционный 
объект 

1 
2 
3 
4 
5 

Нетто-платежи в моменты 

t=0 
-90 
-45 
-80 

-170 
-100 

времени, 
t=\ 
45,0 
24,0 
35,0 
75,0 
40,0 

тыс. руб. 
/=2 
40,0 
23,0 
35,0 
80,0 
50,0 

/=3 
40,0 
14,0 
40,0 
85,0 
50,0 

Стоимость ка­
питала, руб. 

14 019,53 
13 858,00 
10 796,39 
28 159,28 
15 251,69 

Для составления модели синхронного планирования требует­
ся определить по вышеприведенной формуле значения стоимо­
сти капитала инвестиционных объектов (их значения приведены 
в правой колонке табл. 11.1). Например, для HOi стоимость ка­
питала составит: 

= -90,0 + 45,0-1,1-' + 40,0-1,1-2 + 40,0-1,1-3 = 
=- 90 + 40,90905 + 33,05784 + 30,0536 = 14 019,53 руб. 

Остальные значения стоимости капитала инвестиционных 
объектов определяются аналогичным образом. Результаты расче­
тов стоимости капитала И02—И0^ занесем в табл. 11.1. 
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Тогда формальную модель можно записать в виде целевой 
функции и совокупности ограничений и граничных условий: 

14019,53х, + 13858x2 + 10796.39хз + 28159,28x4 + 15251x5-> max; 
90 ОООх, + 45 000x2 + 80 OOOxj + 170 ОООх* + ЮО OOOxj < 340 000; 

ху€{0;1}; у=Т5 ' . 
Как показано в [55], решение данной системы с помощью 

ЭВМ обусловливает, что оптимальная инвестиционная програм­
ма состоит из инвестиционных объектов 2, 4 и 5: 

Х] = 0; Х 2 = 1 ; Хз = 0; Х 4 = 1 ; xs = 1. 

Реализация инвестиционной программы ведет при общих затра­
тах на приобретение на о̂ мму 315 000 руб. (45 + 170 + 100 = 315 тыс. 
руб.) к общей стоимости капитала в объеме 57 268,28 руб. 
(13858,00 + 28159,28 + 15251,00 = 57268,28 руб.). 

Отсюда можно определить выгодность проекта, оцениваемую 
нормативом стоимости капитала (НСК), рассчитываемую через 
отношение стоимости капитала к затратам на приобретение. 
Этот показатель в нашем случае составит: НСК = 57268,28 / 
/315000 = 0,18. 

11.2. Статическая модель синхронного 
инвестиционно-финансового планирования 

Между инвестиционной и финансовой сферой существует важ­
ная для принятия решений сильная взаимосвязь, поэтому выгодность 
привлечения финансовых средств зависит от имеющихся инвестици­
онных возможностей и связанных с ними издержек. Рассмотрим рад 
подобньк моделей, предложенных в [83, 84]. 

Статаческая модель. Данная относительно простая модель пред­
ложена Дж. Дином в [183] при следующих действующих допущени­
ях: а) вьщеляется только один релевантный (существенный) пери­
од, на начало и конец которого приходятся платежи, характери­
зующие инвестиционные и финансовые объекты; б) эти объекты 
реализуемы и по усмотрению делимы до определенного задан­
ного объема (затраты на приобретение или максимальная вели­
чина кредита). Целевая функция ориентируется на максимиза­
цию конечной стоимости имущества (КСИ) общей инвестици­
онной и финансовой программ. КСИ определяется в конце рас-
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сматриваемого периода как сальдо инвестиционных поступле­
ний и выплат на финансирование. В этот момент времени исхо­
дят из того, что на инвестиционных объектах есть поступления, 
превышающие выплаты, а на финансовых объектах нужно осу­
ществить платежи по процентам и основному долгу (негативные 
нетто-платежи). К началу рассматриваемого периода необходимо 
предоставление требуемых финансовых средств на цели инве­
стирования. 

Математически целевая функция данной модели для момен­
та времени t = 1 записывается в следующем виде: 

J J 

; = i 1=1 

где Xj —объем реализации инвестиционного объекта (/ = 1,..., J); yi — 
объем использования объекта финансирования (/ = 1,..., У); Ду- (rf,i) — 
нетто-платежи за единицу инвестиционного объекта у (объекта финан­
сирования /) в момент времени / (Г = 0,1). 

Содержательно целевую функцию можно интерпретировать 
так, что сумма нетто-платежей инвестиционных объектов и нет­
то-платежей объектов финансирования должна стремиться к 
максимуму. 

Условием финансирования проекта для начального момента 
времени г = О является: 

> | (=1 
т. е. сумма нетто-платежей инвестиционных объектов и объектов 
финансирования в начальный момент времени реализации про­
ектов равна нулю. 

Граничные условия реализации инвестиционно-финансового 
проекта: 

0 < х , < 1 ; О <>-,< 1; у = Т 7 , / = "Г7. 

Заметим, что инвестиционные объекты и объекты финанси­
рования могут быть реализованы в любых долях от максималь­
ного общего объема {Xj = 1; yi = 1). Рассмотрим этот метод на 
примере. 

Пример 11.2. У предприятия есть четыре делимых инвестиционных 
объекта (ИО\-ИО^) и четыре объекта финансирования (ОФ1-ОФ4) с 
приведенными значениями нетто-платежей на момент / = 0,1 и други­
ми данными (табл. 11.2). Требуется составить модель оптимизации за­
дачи и определить оптимальную инвестиционную и финансовую про­
грамму. 
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Таблица 11.2. Нетто-платежи для четырех инвестиционных (ИО) 
и четырех объектов финансирования (ОФ) 
и расчеты промежуточных результатов 

Исходные данные 

ИО, ОФ 

ИОх 
И02 
ИОз 
ИО4 
ОФх 
0Ф2 
ОФ^ 
ОФ^ 

Нетто-платежи, 
тыс 

Я/П (^Я) 
-100,0 
-60,0 
-50,0 
-30,0 

25,0 
60,0 

100,0 
20,0 

•РУО-

а,\ (rf,i) 
113,0 
66,0 
58,0 
33,0 

-27,0 
-64,0 

-120,0 
-21,0 

Расчетные данные 

Внутренняя 
процентная 
ставка. 

13,0 
10,0 
16,0 
12,0 
8,0 
6,6 

20,0 
5,0 

% 
Приоритет 

объекта 

2 
4 
1 
3 
3 
2 
4 
1 

Суммарное 
значение 

спроса ка­
питала 

150 000 
240 000 

50 000 
180 000 
105 000 
80 000 

205 000 
20 000 

Р е ш е н и е . Модель оптимизации проектов можно записать в 
виде: 
целевая функция 

ПЗх, + 66;с2 + 58^3 + 33,6x4 - Пу\ - (Лу2 - \2йуг - 21;'4 -* max; 
дополнительные условия финансирования 

-ЮОх, - 60x2 - 50хз - 30x4 + 25у, + 60j'2 + ЮОуз + Idy^ = 0; 
условия реализации проекта 

О < х , < 1; О <yiS\; у , / = " М . 

Для определения оптимума инвестиционной и финансовой про­
граммы рассчитаем внутреннюю процентную ставку tj для инвестици­
онного объекта и г, для объекта финансирования по следующим фор­
мулам: rj= Iflyi/fljol - 1 или Г/= |</,|/</да| - 1 и занесем данные резуль­
таты расчетов в табл. 11.2. Например, для первых по счету И0\ и 
ОФх соответственно имеем: Г] = 13% (113 - 100)/100-100 = 13,0; rf, = 
=8,0% (27 - 25)/25 • 100 = 8,0. 

Заметим, что на основе делимости всех объектов из уровня начис­
ления процентов можно сделать заключение об относительной выгоде 
или приоритете анализируемых объектов как инвестирования, так и 
финансирования. Причем выгодность объектов финансирования в отли­
чие от инвесгационных объектов убывает при растущем начислении процен­
тов. При ставке JJ > 16% вообще отсутствует спрос на капитал, так как реа­
лизовать ЯОз при таких условиях становится невыгодно (при ставке rj = 
=16% наблюдается состояние индифферентности относительно реализации 
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или отказа от реализации И0{), при этом затраты на финансирование сов­
падают с начислением процентов. Начиная с уровня 16% общий спрос на 
капитал, который соответствует максимальным затратам на приобретение 
ЯОз (озо = 50 тыс. руб.), составит 50 тыс. руб. При меньших уровнях про­
центных ставок объект ИО-^ следует обязательно реализовать. 

Инвестиционный объект HOi имеет приоритет 2 с начислением 
процентов по ставке /) = 13%, которая является пределом выгодности 
ИО^, при этом общий спрос на капитал составит уже 150 тыс. руб. 
(50 тыс. руб. для ЯОз + 100 тыс. руб. для HO-ii. Аналогичным образом 
могут быть включены в рассмотрение остальные ИО, при этом общий 
спрос на капитал для ИО^ составит 180 тыс. руб. (150 + 30 = 180), а для 
liOi - 240 тыс. руб. (180 + 60 = 240) при условии, что спрос на капитал 
зависит от процента. В целом график спроса на капитал при четырех 
рассмотренных ИО с соответствующими процентными ставками приве­
ден на рис. 11.2, а. 

Аналогичным образом можно рассчитать предложения капитала и 
построить график зависимости максимальных сумм объектов финанси­
рования 001 с соответствующими фактическими процентными ставка­
ми г, (рис. 11.2, б). Суммарное значение предложения капитала при 
этом составит: для ОФ4 (приоритет 1, о = 5%) — 20 тыс. руб., для 
002 (приоритет 2, г, = 6,6%) — 80 тыс. руб. (20 + 60 = 80), для 
001 (приоритет 3, г, = 8%) — 105 тыс. руб. (80 + 25 = 105), для 
002 (приоритет 4, /> = 20%) — 205 тыс. руб. (105 + 100 = 205). 

Оптимальная инвестиционно-финансовая профамма получа­
ется при равенстве спроса и предложения капитала, когда, с од­
ной стороны, необходимо финансировать инвестиционную 
профамму, а с другой — желательно брать кредит в требуемом 
объеме и не платить за него лишние деньги. Учитывая найден­
ные приоритеты инвестиционных объектов и объектов финан­
сирования, выбор следует начинать с инвестиционного объекта 
с наибольшим.приоритетом и включать далее поэтапно все ос­
тальные ИО до тех пор, пока их процент будет не выше, чем 
процент объектов финансирования, подлежащих реализации. 
Это соответствует движению по графикам (см. рис. 11.2, а, б) до 
точки пересечения спроса и предложения капитала, являющейся 
оптимумом реализуемой инвестиционно-финансовой профам-
мы. Следует реализовать все ИО и ОФ, лежащие слева от точки 
пересечения спроса и предложения капитала. При этом обычно 
расположенные на точке оптимума ИО или ОФ реализуются 
лишь частично. 

Таким образом, в состав оптимальной инвестиционно-
финансовой профаммы входят объекты финансирования ОФ^, 
ОФг, ОФх и инвестиционные объект ИОз и частично ИО^ на 
11/21 часть (105 -50)/105 = 55/105 = 11/21). 
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Прюцентная 
ставка, % 

3 /<(13;105)-точка 
оптимума инвестиционно-

финансовой программы 

Сумма капитала, 
*тыс. руб. 

Рис. 11.2. Графики г^едложения (а) и спроса (б) капитала 
при синхронном инвестиционно-финансовом планировании 

Конечная стоимость имущества (КСИ) этой программы 
складывается из положительного сальдо поступлений оптималь­
ных инвестиционных объектов за вычетом платежей по процен­
там и основному долгу в момент времени г = 1, составляющего в 
нашем случае: КСИ = 58,0 + 11/21.113,0 - 21,0 - 64,0 - 27,0 = 
=5,190 тыс. руб.; КСИ= ИОг + ИОх - ОФ^ - ОФ2 - ОФу. 

Критическая (эндогенная) процентная ставка, равная процент­
ной ставке оптимальной точки спроса и предложения, составляет 
13% и представляет порог {предел) выгодности. Из анализа возмож­
ных ситуаций можно сформулировать следующее правило. 

Инвестиционные объекты (объекты финансирования) реали­
зуются: а) полностью, если их процентная ставка больше 
(меньше) критической ставки; б) частично, если их процентная 
ставка соответствует критической процентной ставке; в) ИО 
(ОФ) не реализуются вообще, если их процентные ставки меньше 
(больше) критической процентной ставки программы. 

В целом метод стоимости капитала может применяться при 
несовершенных рынках капитала (как в нашем примере) для 
нахождения решения при условии определения «правильной» 
процентной ставки. Критическая же процентная ставка может 
быть найдена лишь в процессе оптимизации, применяясь в ос­
новном для оценки проектов, которые рассматриваются допол­
нительно уже после осуществления процесса оптимизации. 

Однако если исключить предположение о делимости инве­
стиционных объектов, то из фафического отображения процесса 
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оптимальную инвестиционно-финансовую профамму получить 
вообще нельзя, и неизвестно, какую из возможных альтернатив 
(полную реализацию ИО1 или ее отмену с заменой на другой 
инвестиционный объект с более высокой процентной ставкой) 
следует выбрать. Тогда необходимо сначала сформулировать все 
возможные инвестиционные профаммы, затем для каждой по­
добной профаммы установить очередность реализации финан­
совой профаммы так, чтобы ее оборот соответствовал сумме ин­
вестиционных выплат, и далее рассчитать стоимость капитала 
для каждого сочетания инвестиционно-финансовой профаммы, 
определяемой как разницы между поступлениями и выплатами в 
момент времени t=l. При этом, конечно, сразу пренебрегают ин­
вестиционной профаммой, которая является невыгодной. Тогда 
профамма с максимальной конечной стоимостью имущества 
является оптимальной. Покажем подобный вариант выбора на 
рещении следующего примера. 

Пример 11.3. Исходными значениями объемов инвестиционных объек­
тов {ИО) и объектов финансирования (ОФ) являются данные, приведенные 
выше в табл. 11.2 примера 11.2. Требуется найти варианты сочетаний ИО и 
ОФ и выбрать оптимальную инвестиционно-финансовую программу по 
критерию максимума конечной стоимости имущества. 

Р е ш е н и е . Сформируем множество сочетаний инвестицион­
ных объектов и покрывающих их по объему комбинации объектов фи­
нансирования. 

Таблица 11.3. Выбор вариантов инвестиционных и финансовых программ 
и размеры конечной стоимости имущества их реализации 

Варианты инве­
стиционных 

программ 

Спрос на 
капитал, 
тыс. руб. 

Варианты финансовых про­
грамм покрытия 

Расчетные 
значения 

КСИ, 
тыс. руб. 

ИОх 
MOi 
ИОу+ИОз 
ИОз+ИО^ 
ИО2+ИО3 
ИОх+ИО^ 
И01+И0з+И0^ 

100,0 
50,0 

150,0 
80,0 

110,0 
130,0 
180,0 

0,8001 + 002+004 6,4 
0,5002+004 5,0 
О0[+002+0,45 003+004 5,0 
002+004 6,6 
00,+002+0,05 003+004 6,0 
001+002+0,25003+004 2,6 
О0,+О0г+О,75О0з+О04 4,6 

На основании сформированных вариантов инвестиционных и фи­
нансовых программ, приведенных в табл. U.3, рассчитаем величины 
конечной стоимости имущества (КСИ) по каждой синхронной реализа-
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ции с учетом значений а,1 и dn (результаты расчетов занесем в табл. 
П.З). В итоге получаем: 

а) для первого варианта 
КСИ = MOi - (0,8 • 001 + 002+ ОФ4) = 

=113.0 - (0,8 • 27,0 + 64,0 + 21,0) = 113,0 - 106,6 = 6,4 тыс. руб.; 

б) для второго варианта 
КСИ = ЯО, + ИОз -iO0^ + 002 + 0,45 • ОФз + ОФ4) = 
=58,0 - (0,5 • 64,0 + 21,0) = 58,0 - 53,0 = 5,0 тыс. руб.; 

в) для третьего варианта 
КСИ = HOi + ИО3 -(001 + 002 + 0,45 • 003 + ОФ4) = 

=113,0 + 58,0 - (27,0 +64,0 + 0,45 • 120,0 + 21,0) = 5,0 тыс. руб.; 

г) для четвертого варианта 
КСИ = ИОз + ИО4 - (002 + 004) = 

=58,0 + 33,6 - (64,0 + 21,0) = 6,6 тыс. руб.; 
д) для пятого варианта 

КСИ = И02 + ИОз -(00, + 002 + 0,05 • О0з + 00^) = 
=66,0 + 58,0 - (27,0 + 64,0 + 6,0 + 21,0) = 6,0 тыс. руб.; 

е) для шестого варианта 
КСИ = ЯО, + ЯО4 -(001 + 002 + 0,25 • 003 + 00^) = 

=113,0 + 33,6 - (27,0 + 64,0 + 30,0 + 21,0) = 4,6 тыс. руб.; 
ж) для седьмого варианта 
КСИ = ЯО, + ИОз + ИО^ -(001 + 002 + 0,75 • ОФ3 + ОФ4) = 
=113,0 + 58,0 + 33,6 - (27,0 + 64,0 + 90,0 + 21,0) = 2,6 тыс. руб. 
Таким образом, получаем, что наилучшей из рассмотренных 7 ва­

риантов по критерию КСИ является синхронная реализация инвести­
ционных объектов ИОз и ЯО4 и объектов финансирования 002 и ОФ4, 
дающая результат в 6,6 тыс. руб. 

В целом рассмотренная статическая модель относительно про­
ста, но не учитывает реальные инвестиционные и финансовые 
возможности программ в будущем, поэтому более реалистичны 
одно- и многоступенчатые динамические модели. Рассмотрим 
некоторые их них более подробно. 
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11.3. Одноступенчатая динамическая модель 
оптимизации принятия решений при синхронном 
инвестиционно-финансовом планировании 

Одноступенчатая динамическая модель синхронного инвести­
ционно-финансового планирования предложена впервые в [85] 
Г. Албахом при учете цели максимизации общей стоимости ка­
питала инвестиционной и финансовой профамм и ряда офани-
чений, приведенных в §11.1 и дополнительных, перечисленных 
ниже. С помощью условий ликвидности гарантируется финан­
совое равновесие для всех учитываемых моментов планового пе­
риода. По условиям ликвидности собственные средства пред­
приятия, выделяемые для инвестиционной деятельности, долж­
ны быть четко определены, а для производственной профаммы, 
заданной для отдельных инвестиционных объектов, фебуется, 
чтобы для каждого вида продукции ее выпуск не превышал объ­
ема ее сбыта. 

Учет значений стоимости капитала в целевой функции пре­
допределяет реалистичность условий модели стоимости капита­
ла, устанавливая, к примеру, что возможные положительные 
сальдо финансовых средств с начислением процента можно 
вкладывать по расчетной процентной ставке. К числу дополни­
тельных условий-офаничений относятся следующие [55]: а) все 
инвестиционные объекты (ИО) и объекты финансирования 
(ОФ) произвольно делимы и до указанной верхней фаницы 
могут быть осуществлены многократно; б) платежный ряд еди­
ницы и вместе с тем стоимость капитала на единицу при всех 
ИО и ОФ не зависят от числа реализуемых единиц; в) количест­
во видов продукции, производимой определенным ИО, а также 
максимальный объем сбыта продукции конкретного вида одно­
значно можно отнести к определенному периоду или моменту 
времени; г) рассмофению подлежат только те альтернативы, ко­
торые можно реализовать к началу планового периода времени. 

Математически (ниже приведены содержательные интерпре­
тации математических выражений) данную модель можно запи­
сать в следующем виде. 

Целевая функция 
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Стоимость капитала Стоимость капитала 
инвестиционной + финансовой -^ max, 

программы программы 

где Xj — количество единиц инвестиционного объекта {MO),J = 1,..., /; 
у, —объем использования объектов финансирования (ОФ) (руб.) для / = 
= 1,..., /; Cj(vi) —стоимость капитала на единицу МО {ОФ). 

Отметим, что платежный ряд ИО и ОФ с параметрами ар и 
djv в отличие от статической модели здесь представляется в фор­
ме отрицательного сальдо платежей. Количество всех ЯОу, а 
также использование всех ОФ, (руб.) не должно быть отрица­
тельным или превышать верхней границы. Оптимальное реше­
ние данной модели можно найти с помощью симплекс-метода 
(см., например, [78]), который далее сам по себе не излагается. 

Рассмотрим формулировку данной модели на следующем 
примере. 

Пример 11.4. Предприятие ABC намерено спланировать оптималь­
ную синхронную инвестиционно-финансовую программу для своих 
производственных подразделений А w В т основе одноступенчатой 
динамической модели с использованием пяти инвестиционных объек­
тов {ИО) (табл. 11.4) и двух объектов финансирования (ОФ), являю­
щихся кредитами КхК KiC лимитами 1 350 тыс. руб. и 800 тыс. руб. 
каждый, выданными банком под процентные ставки 14 и 12% соответ­
ственно. При получении кредитов поступления происходят в полном 
размере в момент времени / = О, а погашение кредитов и уплата про­
центов, а также процентов на проценты осуществляются в последний 
период (=Ъ. Расчетная процентная ставка составляет 10%. Инвестици­
онные объекты И0^ и MOi предназначены для выпуска продукции типа 
Г объемом 16,0 и 4,5 тыс. ед. соответственно, имеющей лимит сбыта 
продукции в 70 тыс. ед., а инвестиционные объекты ЯОз, И0^ и ИО^ — 
для выпуска продукции типа Д объемом 17,5, 20,0 и 20,0 тыс. ед. соот­
ветственно, имеющей лимит сбыта в 130 тыс. ед. MOi может реализо-
вываться максимум три раза. В момент времени f = О в распоряжении 
предприятия имеется 50 тыс. руб. собственных средств. Требуется со­
ставить математическую модель данной синхронной инвестиционно-
финансовой программы и получить оптимальное рещение симплекс-
методом. 

Р е ш е н и е . Так как значения нетго-платежей по инвестицион­
ным объектам в разные периоды времени соответствуют условиям при­
мера 20 (см. § 11.1), то и расчетные значения стоимости капитала с, по 
соответствующим ИО совпадают с данными табл. 11.1 и занесены в 
табл. 11.4. 

Расчет стоимости капитала для объектов финансирования 0Ф\ и 
ОФ2 проведем с учетом их кредитных процентных ставок. Так как по-
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ступления средств производятся в момент времени Г = О, а расчеты по 
кредитам —в последний период времени ? = 3 по ставкам в 14 и 12% 
соответственно, то для стоимости капитала {СКОФ ) 0Ф\ и ОФ^ имеем 
следующие значения-

СКоф, = 1 - 1,143 • 1,1-^ = 1 - 1,481544 • 0,7513148 = -0,113106, 

СКоф, = 1 -1,123-1,1-3= 1 _ 1,404928 -0,7513148 = -0,055543. 

Таблица 11.4. Платежные иетто-ряды для пяти инвестиционных 
объектов (тыс. руб.) и стоимость капитала (СК) этих альтернатив 

ИО, 

1 
2 
3 
4 
5 

Нетто-

t=0 
-90 
-45 
-80 

-170 
-100 

•платежи в момент 
времени 

/=1 
45-
24 
35 
75 
40 

t=2 
40 
23 
35 
80 
50 

f=3 
40 
14 
40 
85 
50 

Стоимость 
капитала, 

руб 

14 019,53 
13 858,00 
10 796,39 
28 159,28 
15 251,69 

Объем 
произ­

водства 

16 000 
4 500 

17 500 
20 000 
20 000 

Вид 
товара 

тип Г 
— I I — 

тип Д 
— I I — 

- 1 1 — 

Лимит сбы­
та, тыс. ед. 

70,0 

130,0 

Таким образом, целевая функция оптимальной инвестиционно-
финансовой программы предприятия имеет вид: 

14 019,53л:, +13 858,0x2 + Ю 796,39д:з + 28 159,28x4 + 15 251,69x5 -
-0,113106>'| - 0,055543^2 -^ max. 

Ограничения в части ликвидности для момента времени v = 0; v = 1 
имеют следующий общий и применительно к дримеру вид: 

J I I I I 

j=l v=0 /=| v=0 v=() 

Для нашего случая в общем виде можно записать, что для моментов 
времени v = О и v = 1 соответственно имеем: 

где Од) —отрицательные сальдо платежей j ИО в момент времени 
v= О (см. табл. 11.4); d^ —объектов финансирования Ц о ^ d-gj^ —1, так 
как оба объекта 0Ф\ и ОФ^ в момент времени v = О обеспечивают поступле­
ние (положительное сальдо) платежей: 

(fllO + Ди) X, + (^20 + «21) Х2 + («30 + «3l) ^3 + (Й4О + 041) ^4 + (^50 + 
+051X5) + (rf.o + ^п) У1 + №о + ^2i) У2 ^ ССо + СС\. 
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Применительно к нашему примеру имеем: 
а) для момента времени v = О 

90 ОООх, + 45 000x2 + 80 OOOxj + 170 ОООХ4 + 
+ 100 000x5 - yi- У2^50 000; 

б) для момента времени v = 1 
(90 000 + (-45 000)) X, + (45 000 + (-24 000)) Xj + (80 000 + (-35 000)) Xj + 

+ (170 000 + (-75 000)) Х4 + (100 000 + (-40 000)) Х5 + (-1 + 0) у, + 
+( -1 + 0) й s 50 000 + 0. 

Проведя подсчеты, при v = 1 в итоге получим: 

45 ОООх, + 16 000x2 + 45 ОООхз + 95 000x4 + 60 OOOxj -у1-у2< 50 000. 

Аналогичным образом, проведя подстановки значений из табл. 11.4, для 
последующих моментов времени v = 2; 3 получим следующие неравенства: 

в) для момента времени v = 2 

5 OOOxi - 2 000x2 + 10 000^3 + 15 ОООХ4 + 10 ОООХ5 -у1-у2< 50 000; 

г) для момента времени v = 3 

- 3 5 000Х,-26 000x2-30 OOQX3-70 ОООлц-40 000x5-^1->i < 50 000. 
Ограничения условий производства и сбыта продукции имеют вид: 

16 ОООх, + 4 500x2 ^ 75 000; 
17 500хз + 20 000x4 + 20 OOOxj < 130 000. 

Граничные условия реализации проекта (программы) имеют вид: 

X, < 3; 
Xj > О для у = 1,...,5; 

у, < 1 350 000; 
У2 < 800 000; 

У! > 0 д л я / = 1;2. 
Итак, мы получаем следующую математическую модель: 
1) целевую функцию F = 14 019,53х, + 13 858,0x2+ 10 796,39хз + 

+ 28 159,28x4 + 15 251,69x5 - 0,113106;^, - 0,055543^ ^ max; 
2) ограничения для моментов времени v = 0,...,3 
а) в части ликвидности инвестиционных и финансовых объектов: 

90 ОООх, + 45 000x2 + 80 ОООхз + 170 000x4 + 100 OOOxj -
- У\-У2^ 50 000; 

45 ОООх, + 16 000x2 + 45 ОООхз + 95 000x4 + 60 OOOxs -
-У\-У2^ 50 000; 

5 ОООх, - 2 000x2 + 10 ОООхз + 15 000x4 + 10 OOOxj -
-У\ -Уг ^50 000; 
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-35 OOOxi - 26 000x2 - 30 ОООхз - 70 ОООДС4 - 40 ОООд̂  -
- У1 - У2 ^ 50 000; 

б) в части условий производства и сбыта продукции 
16 ОООх, + 4 500x2 < 75 000; 

17 500хз + 20 000x4 + 20 ОООх, < 130 000; 
3) граничные условия реализуемости проекта 

xi <, 3; 
Xj > О для у = 1,...,5; 

у, < I 350 000; 
У2 < 800 000; 

у, > Одля / = 1;2 
Используя симплекс-метод и решая эту систему на ЭВМ или вруч­

ную, получаем следующие результаты: 
Х] == 0; Х2 = 15,56; Хз = 0; Х4 = 6,5; Xs = 0; 

Ух = 955 000; уг = 800 000. 
Если подставить значения данных переменных в целевую функцию, 

то получим: 
т̂ах = 14 019,53х, + 13 858,0x2 + 10 796,39хз + 28 159,28x4 + 

+ 15 251,69x5 -0,113106^1 - 0,055543̂ /2 = 13 858-15,56 +28 159,28-6,5 -
-0,113106 - 955 000 -0,055543 - 800 000 = 215 630,48 + 183 035,32 -

-108 016,23 - 4 4 434,4 = 246 215,17 руб. 
Таким образом, оптимум инвестиционно-финансовой программы со­

ответствует максимальной стоимости капитала, равной 246 215,17 руб. 
В целом одноступенчатая динамическая модель имеет высо­

кую степень реалистичности, требуя более высоких затрат для 
нахождения оптимального решения, что обусловливает приме­
нение машинных методов расчета и применения ЭВМ для его 
нахождения. Устранить допущения о независимости ИО и ОФ, 
не всегда имеющих место на практике, а также некоторые про­
тиворечия в предпосылках, принятых в отношении целевой 
функции и условий ликвидности, помогает многоступенчатая 
динамическая модель. 

11.4. Многоступенчатая динамическая модель 
оптимизации принятия решений при синхронном 
инвестиционно-финансовом планировании 

Динамическая многоступенчатая модель предложена в [86, 87] 
Г. Хаксом и Г. Вайгартнером; при этом инвестиционные и фи-
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нансовые мероприятия могут быть реализованы в различные 
моменты времени. Целевая функция модели связана с максими­
зацией конечной стоимости имущества инвестиционной и фи­
нансовой профамм. Полученное перед окончанием планового 
периода положительное сальдо финансовых средств может быть 
инвестировано на какой-то период в форме краткосрочных фи­
нансовых инвестиций под конкретный постоянный процент в 
неограниченном объеме. Следовательно, в данной модели не 
требуется, как в одноступенчатой модели, расчетная процентная 
ставка. Здесь предполагается, что в условиях ликвидности по­
ступления платежей и выплаты рассматриваются в определен­
ные моменты времени; при этом инвестиционные объекты и 
объекты финансирования могут реализовываться неоднократно; 
ИО, как правило, являются неделимыми, а платежные ряды ИО 
и ОФ независимы от степени их реализации. 

Целевая функция многоступенчатой динамической модели 
может быть сформулирована различными способами: 

а) как функция максимизации конечной стоимости имущества 
(КСИ), представляющей собой положительное сальдо платежей в 
последний учитываемый момент времени планового периода Т. 

/ -1 / 
КСИ = ССг - 2] OjT xj + X diT • J',- + (l - Л) • XjT-1 -* max , 

где CCf —собственные средства; ^ QJT • xy + XI dir • У; ~ отрицательные 

сальдо платежей (ОСП) ИО или ОФ; (I + А) • XJT i ~ ревальвированные 
краткосрочные финансовые инвестиции предыдущего периода 
(РКФИПП); А — процентная ставка краткосрочной финансовой инве­
стиции; 

б) если положительные сальдо в другие моменты времени 
учитываются в форме краткосрочных финансовых инвестиций 
(КФИ), то КСИ интерпретируется как гипотетическая кратко­
срочная финансовая инвестиция, и при введении соответствующей 
переменной xjj- целевая функция имеет вид: 

КСИ = Xjj- -> max. 
К дополнительным относятся: 
а) условия ликвидности в момент времени t = 0: 

j - \ I 

YJ ajQ Xj + S '^'C >'<• "•" XJ<> ~ CCo I 
y = l Ы 

ОСПИО ОСПОФ КФИ CC 
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б) условия ликвидности в любой другой момент времени / = 
=1 Т 

1 , . . . , ± . 
J-1 I 

Z aji Xj + Х di, Vi + xj, - (1 + Л) • xj,-1 = CC,; 
ОСПИО ОСПОФКФИ РКФИПП CC 

в) условия реализации проекта 

О < X, < X,; О < у, < Yf, Xj, >0J= 1, У-1 ; / = 1, / ; Г= О, Т-1 , 

где Ху — количество единиц инвестиционных объектов; у, — объем исполь­
зования /-Г0 ОФ (руб.); Xjf — объем реализации КФИ (руб.) в момент вре­
мени t, XJ — максимально реализуемые единицы у-го инвестиционного объ­
екта; Yj — максимально реализуемый объем /-го объекта финансирования; 
СС, — имеющиеся в момент времени / собственные средства. 

Оптимальное решение по многоступенчатой динамической моде­
ли находится с помощью одного из методов линейного профамми-
рования по аналогии с вьпиерассмотренным, причем из оптималь­
ного решения определяются расчетные процентные ставки. 

Пример 11.5. У предприятия ABC (пример 11.4, § 11.3) расширено 
число инвестиционных объектов до 7, а объектов финансирования — до 
3 (табл. 11.5); при этом есть следующие дополнительные возможности: 
а) две возможности инвестиций в момент времени t = 1 {ИО^, ИОу) 
б) ОФз — кредит в момент t = 1с верхней границей 1,0 млн. руб. 
в) краткосрочные финансовые инвестиции (КФИ), при которых поло­
жительное сальдо финансовых средств может инвестироваться в неог­
раниченном объеме на один период под 8%. Пределы сбыта в данном 
случае несущественны. В момент времени Г = О в распоряжении пред­
приятия есть собственные средства (CQ) в объеме 50 тыс. руб. Требует­
ся отыскать оптимальную инвестиционно-финансовую программу ме­
тодом синхронного планирования и с помощью многоступенчатой ди­
намической модели. 

Таблица 11.5. Платежные нетто-ряды для семи инвестиционных 
объектов и трех объектов финансирования 

ИОр 0Ф1 

1 
У=1 

2 
3 
4 
5 

Нетто-
/=0 
2 

-90,0 
-45,0 
-80,0 

-170,0 
-100,0 

платежи в момент времени, тыс. руб. 
t=l 
3 

45,0 
24,0 
35,0 
75,0 
40,0 

t=2 t=3 
4 5 

40,0 40,0 
23,0 14,0 
35,0 40,0 
80,0 85,0 
50,0 50,0 
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Продолзкение табл. 11.5 

1 
6 
7 

/ • = 1 

2 
3 

2 
0 
0 
1 
1 
0 

3 
-60,0 
-40,0 

0 
0 
1 

4 
40,0 
23,0 

0 
0 

-0,12 

5 
40,0 
24,0 

-1,481544 
-1,404928 

-1.12 

Р е ш е н и е . Сформируем многоступенчатую динамическую модель: 
1) целевая функция F = Х8з -> max; 
2) дополнительные условия: 
а) условия ликвидности 

Г = 0: 90 ОООх, + 45 ОООхг + 80 ОООхз + 170 000x4 +100 OOOxj -
-У1- У2 + х^ = 50 000; 

/ = 1: -45 ОООх, - 24 OOOxj - 35 OOOxj - 75 ОООХ4 - 40 OOOxj + 
+60 ОООхб + 40 000x7 - Уъ- l.OSxgo + Xg, = 0; 

t = 2: -40 ОООх, - 23 ОООхг - 35 OOOxj - 80 ОООХ4 - 50 OOOxj -
-40 ОООХб - 23 000x7 + 0,12уз - 1,08x8, + Xgz = 0; 

/ = 3: -40 ОООх, - 24 ОООх̂  - 40 ОООхз - 85 000x4 " 50 OOOxj -
-40 000J% - 24 000x7 + 1,481544;̂ , + 1,404928^2 + \,Пу^-

- 1,08x82+ Х8з = 0; 
б) условия реализации проекта; 

X, <. 3; 
X, > О и в целых числах, для у = 1,...,7; 

;;, < 1 350 000; 
У2 < 800 000; 

Уз < 1 000 000; 
У1 > О д л я / = 1,2,3; 

Xg, > Одля / = 0 2. 

Если решить данную систему, то получим следующее оптимальное 
решение: х, = 0; Хг = 48; Хз = 0; Х4 = 0; xs = 0; х̂  = 36; Ху = 0; Х8о = 
=7 407,41; Xg, = 0; Xgz = 2 424 000; xgj = 1 014 180,56; 

у, = 1 317 407,41; У2 = 800 000; Уз = 1 000 000. 

Таким образом, по данному решению рекомендуется: 
а) реализовать 48 ед. MOj и 36 ед. ИО^, 
б) взять кредаш в размере 1 317 407,41 руб.; 800 000 руб. и 1 000 000 руб.; 
в) в моменты времени t = 0, t= 2и t= 2 использовать краткосрочные 

финансовые инвестиции в объеме 7 407,41; 2 424 000 и 1 014 180,56 руб. 
Финансовые инвестиции при / = 3 одновременно соответствуют 

значению целевой функции, или конечной стоимости имущества, для 
оптимальной целевой программы. 
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в [35] показано, что если отказаться от целочисленности парамет­
ров инвестиционных объектов, допустив их делимость, то оптимальное 
решение.примет вид: 

xi = 0; JC2 = 48,89; xj = 0; х^ = 0; х^ = 0; х^ = 36,22; дсу = 0; %, = 0; 
8̂1 = 0; ;^2 = 2 453 333,33; Xgj = 1 027 795,42; 

У1 = 1 350 000; У2 = 800 000; j-j = 1 000 000. 
Многоступенчатая динамическая модель позволяет также опре­

делять теневые цены вторичных условий ликвидности в момент вре­
мени t, давая информацию о возможном увеличении значения це­
левой функции (КСИ), если в распоряжении инвестора дополни­
тельно есть определенная денежная единица (собственных средств), 
интерпретируемая как фактор начисления процентов на приме­
нение этой денежной единицы в интервале [/, 7], позволяющая 
проводить расчет расчетных процентных ставок, подробно рас­
смотренный в [55]. 

В целом введение условия целочисленности затрудняет на­
хождение оптимального решения, обусловливая даже при не­
большом числе переменных необходимость применения эффек­
тивных программ линейной оптимизации в целых числах на 
ЭВМ с учетом ряда предположений о характере краткосрочных 
финансовых инвестиций, взаимонезависимости ИО, заранее за­
данных производственной программы, сроков эксплуатации 
объектов и др. Взаимосвязь производственных и инвестицион­
ных переменных налагает дополнительные условия необходимо­
сти учета загрузки производственных мощностей изготовлением 
определенной продукции, выбора методов производства и т. д. 
Подобные модели, дифференцируясь по структуре, подразделя­
ются на линейные [188—190] и нелинейные [91—97] модели оп­
тимизации. Специфика их составления и нахождения оптималь­
ных решений отражена в [55]. 
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Заключение 
Сегодня всеми в мире признается приоритет экономики в обеспечении 
внутренней и внешней безопасности государств, в регулировании соци­
альных отношений, складываюшихся в отношении производства и рас­
пределения благ в обществе на базе основополагающих принципов: 
эффективности производства, выражающегося в снабжении граждан 
государства максимальным количеством продуктов при заданном объе­
ме затрат или в выпуске заданного количества продуктов при мини­
мальном объеме затрат; справедливости распределения благ, выражаю­
щегося в стремлении сгладить неравенство доходов граждан страны и в 
увеличении доходов каждого по его вкладу в рост эффективности про­
изводства; стабильности экономической жизни государства при низких 
темпах инфляции и безработицы. 

Конечный продукт для граждан государства или конечный продукт 
производственного назначения складывается из: продукта для потреби­
тельского рынка; продукта для развития социальной инфраструктуры — 
науки, культуры, здравоохранения, жилищно-коммунального хозяйства, 
бытового обслуживания, пассажирского транспорта и связи; продукта 
оборонного назначения; продукта для резервов на случай чрезвычайных 
ситуаций; продукта для внешнеэкономической деятельности. Исходя из 
государственных приоритетов должно определяться оптимальное рас­
пределение национальных ресурсов по каждому непроизводственному 
направлению конечного продукта. 

В соответствии с принципом эффективности производства жела­
тельно использовать национальные ресурсы таким образом, чтобы по­
лучить быстрый рост конечного продукта непроизводственного назна­
чения в оптимальном ассортименте при справедливом распределении 
доходов и стабильности государства. Координация роста доходов граж­
дан в зависимости от их вклада в рост эффективности производства и 
сглаживание неравенства их доходов становятся основой внутренней 
экономической безопасности. Для гарантии стабильности государства 
нужен не быстрый рост, а устойчивое увеличение темпов экономиче­
ского роста на базе развития отраслей, как определяющих научно-
технический прогресс, так и обеспечивающих сбалансированное разви­
тие экономики и достижение полной занятости исходя из динамики 
структуры конечного спроса. Естественно, что при таком ходе событий 
обеспечивается и стабильность национальной валюты. 

Для решения этих и других более конкретных задач и применимы 
экономико-математические методы, рассмотренные в этой книге. 
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Приложение 
Основные расчетные формулы 
характеристик разновидностей 
систем массового обслуживания 
Принятые условные обозначения 

Явх Входящий поток заявок 
Явых Выходящий поток заявок 
Лоб Поток обслуживании заявок 
Яух Поток уходов заявок из очереди необслуженными 
1пЯ Интенсивность потока Я 
Я Интенсивность входящего потока Я^^ 
V Интенсивность выходящего потока заявок П^^^ 
ц Интенсивность потока обслуживании Яоб 
а Интенсивность потока уходов Яух 
Р Приведенная интенсивность потока уходов 
Р Показатель нагрузки системы (график) 
W Показатель нагрузки системы, приходящейся на один канал 
т Максимальное число мест в очереди, ограничивающее длину 

очереди заявок 
/ Число источников заявок 
Sk к-е состояние системы, характеризующееся к заявками в сис­

теме 
Pi^ Вероятность А:-го состояния системы 
PQ Вероятность простаивания всей системы, т.е. вероятность то­

го, что все каналы свободны 
Репс Вероятность принятия заявки в систему 
Ро̂ .̂  Вероятность отказа заявке в принятии ее в систему 
Роб Вероятность того, что заявка будет обслужена 
Ру^ Вероятность ухода заявки из очереди необслуженной 
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Ракт Коэффициент активности (готовности) 
А Абсолютная пропускная способность системы 
Q Относительная пропускная способность системы 
No4 Случайное число заявок в очереди 
-̂ 4)6 Случайное число заявок под обслуживанием 
Л'сис Случайное число заявок в системе 
1у Среднее число заявок в очереди 

тт Среднее число заявок под обслуживанием 
yV об 
77 Среднее число заявок в системе 
/V сие 
Гоч Случайное время ожидания заявки в очереди 
7"об Случайное время пребывания заявки под обслуживанием, от­

носящееся ко всем заявкам, как обслуженным, так и полу­
чившим отказ 

7'снс Случайное время пребывания заявки в системе 
Гож Случайное время, ограничивающее ожидание заявки в очере­

ди 
j ; Среднее время ожидания заявки в очереди 

Y' Среднее время пребывания заявки под обслуживанием, отно­
сящееся ко всем заявкам, как обслуженным, так и получив­
ш и м отказ 

7^ ^ Среднее время обслуживания заявки, относящееся только к 
/ о б _ 

обслуженным заявкам 
j : Среднее время пребывания заявки в системе 
J, Среднее время, ограничивающее ожидание заявки в очереди 
К Случайное число занятых каналов 
~7 Среднее число занятых каналов 

Л'пас Случайное число источников заявок, находящихся в пассив­
ном состоянии 

-п Среднее число источников заявок, находящихся в пассивном 
yV пас состоянии 
л/акт Случайное число источников заявок, находящихся в активном 

состоянии 
тт Среднее число источников заявок, находящихся в активном 
yV акт состоянии 
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Таблица TJl. Предельные характеристики эффективности 
функционирования одноканальной СМО с ожиданием 

№ Параметры Обозначения, значения 
п/п 
1 Среднее время обслуживания т^ -т -\ / 

одной заявки °̂  
2 Нагрузка (трафик) системы Р = (̂  / ц) < 1 
3 Вероятности состояний Рк = Р i}~ Р)'^ А: = 0,1, 2,... 
4 Вероятность отказа 
5 Вероятность того, что заявка 

будет принята в систему 
6 Относительная пропускная спо­

собность СМО 
7 Абсолютная пропускная спо­

собность СМО 
8 Интенсивность выходящего по­

тока заявок 
9 Среднее число заявок в очереди 
10 Среднее число заявок под об­

служиванием 
11 Среднее число заявок в системе 
12 Среднее время ожидания заявки f^ ^Jj^ /х = р^ / h(\ _ р)1 = 

в очереди ^ ^ 
-z'/Hi-/')] 

13 Среднее время пребывания за- f^^ = т'о + 7"об = 
явки в системе (как в очереди, ='(Г/5^)^сис = Р / f Л(1 - р)! = 
так и под обслуживанием) , , >'/ i \ f/j 

= 1/И1-р)| 

/'.^к = 0 , 

Рейс = • 

е = 1 
А = \ 

v = X 

77O4 = P V ( I - P ) 

Л'̂ об = Р 

Л'̂ сис = Л'̂ оч + Л о̂Ь = р / (1 --р) 



Таблица П2. Предельные характеристики эффективности 
функщонирования одноканальной СМО с ожиданием 

и оу>аничением на длину очереди 

№ Предельные 
п/п характеристики 

Обозначения, формулы 

1 
1 Показатель нагрузки 

(трафик) системы 
2 Вероятности состоя­

ний СМО, выражен­
ные через показатель 
нагрузки р 

3 Вероятности состоя­
ний СМО, выражен­
ные через средний 
интервал времени Т 
между соседними 
поступающими заяв­
ками, и среднее вре­
мя Г об обслужива­
ния одной заявки 

4 Вероятность отказа 

р = Х / ц 

/'0 = 

5 Вероятность того, 
что заявка будет 
принята в систему 
(не получит отказ) 

6 Относительная про­
пускная способность 
СМО 

7 Абсолютная пропу­
скная способность 
СМО 

!-г-, если р * 1 
1 - р'"*^ 

т + 2 
, если р = 1 

Ро 

Рк~Р Ро! к. = 1,...,т + 1 

i — ^ - l - , если ТФТ^ 
т-^-т":^ _ 

, если Т * Гоб т + 2 

Т Рк = | - ^ Ро; к = 1,...,т + 1 

Р"'^'(1-Р) 

1 

Рейс = 1 - Рогк = 

l -p"*' 

если р = 1 

т + 1 

, если р * 1 

т + 2 
, если р = 1 

Q = /"сие = 1 - Ро 
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Продолжение табл. П2 

1 
8 Интенсивность выхо­

дящего потока заявок 
9 Среднее число зая­

вок в очереди 

10 Среднее число зая­
вок, находящихся 
под обслуживанием 

11 Среднее число зая­
вок, находящихся в 
системе (как в оче­
реди, так и под об­
служиванием) 

12 Среднее время ожи­
дания заявки в оче­
реди 

13 Среднее время пре­
бывания заявки в 
системе (как в оче­
реди, так и под об­
служиванием) 

14 Среднее время об­
служивания одной 
заявки, относящееся 
только к обслужен­
ным заявкам 

15 Среднее время об­
служивания одной 
заявки, относящееся 
ко всем заявкам, как 
обслуженным, так и 
получивщим отказ 

in Я»„, = V = /1 

^ 0 4 = 

рЧ1-р'> + 1-/яр)1 
—S ^, ^— . если р*\ 

{1-р-^)(1-Р) 
/я(/я + 1) 
2(т + 2) , если р = I 

N^ = pQ = \ 1-Р' 
т + 1 

р(1-р'"^') 
^ 2 ^ , если р # 1 

если р = 1 lm + 2 ' 

p[l-(ff» + 2)p'"^'+(w + l)p'"^^] 

О-р-^^К'-р) 

если р * 1 
т + 1 

если р = 1 

1 тт Тт = — Л'̂ оч (формула Литтла) 
К 

IT Теле = —Л̂ сис (формула Литтла) 

Гоб = — 

—V 1 — 
У об = — Л̂ об (формула Литтла) 

К 
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Таблица ПЗ. Характеристики эффективности функцшишроваиия 
яаюгоканамтй СМО с ожиданием ираеширааюй 

«заияитомощью между каналами 

Предельные характеристики Обозначения, формулы 
1 . 2 "~ 

1 Показатель (коэффициент) 
нагрузки системы 

2 Показатель нагрузки системы, 
приходящейся на один канал 

3 Вероятности состояний 

4 Вероятность отказа 
5 Вероятность приема в систему 
6 Вероятность того, что заявка 

будет обслужена 
7 С>гносителы1ая пропуосная 

способность 
8 Абсолютная пропускная спо­

собность 
9 Интенсивность выходящего 

потока 
10 Среднее число заявок, ожи­

дающих в очереди 
11 Среднее число заявок, нахо­

дящихся в состоянии обслу- j ^ ='wll-w''\/(l-yv) 
живания '*'*•* V '* г ^ ^> 

и Среднее число заявок, нахо- дГ , ^ + iVoe . = V / (1 - v) 
дящихся в системе , «.. \ / 

13 Среднее число занятых каналов К+ '^ "У 
14 Среднее щжмя ожидания за- _ /, , , ч _ _., , , - , . 

явки в очереди Т'о,,. * (1 / ^) Л̂ в,.̂  - V /Щ-w) 
15 Среднее врййя пребывания = -h/iMj =« , /1Й „Л 

заявки в системе Гсис..-11/^Мс-с.. = V /HI-Wj 
16 Равномерная взаимопомощь 

между каналами не изменяет ^ ^ ^ 
вероятности отказа Pan.,* * Pan. * 

17 Равномерная взаимопомощь 
между каналами не изменяет ^ , 
вероятности приема в систему 'Р^ясл " Р<ж " 

18 Равномерная взаимопомощь 
между каналами не изменяет 
вероятности того, что заявка _ _ _ i 
будет обслужена **•* ~ Р«^~ 

340 

р = Х / ц 

Ц1 *= р / Л " 

Pk.*'w''{i 
/> ,« . . -0 
Рсиел " J 

/'об,* = J 

а. = 1 
А*'к 

V+ = X 

ЛГо,.. = ¥ " ' 

Я./ЛЦ 

- У М 

' / ( 1 -

<1 

= 0,1,2,... 

¥ ) 



•Продолжение табл. ПЗ 

1 
19 Равномерная взаимопомощь 

между каналами не изменяет 
относительную пропускную 
способность СМО 0+ *= б = 1 

20 Равномерная взаимопомощь 
между каналами не изменяет 
абсолютную пропускную спо­
собность СМО Я+ в >4 = X 

21 Равномерная взаимопомощь 
между каналами не изменяет 
среднего числа занятых кана­
лов 

22 Равномерная взаимопомощь 
между каналами уменьшает 
среднюю длину очереди 

23 Равномерная взаимопомощь 
между каналами уменьшает 
среднее число заявок под об- — _ 
служиванием Л̂ об,+ "^ Nc6 

24 Равномерная взаимопомощь 
межда каналами уменыиает _ _ 
среднее число заявсж в системе NeHe,+ '^ NCHC 

25 Равномерная вэаимопомшць 
между каналами уменьшает 
среднее время ожидания заяв- — — 
ки в очереди 7̂ оч,+ Точ 

26 Равномерная взаимопомощь 
между каналами уменьшает 
среднее время пребывания за- _ _ 
явки в системе Т'сис,+ '̂  Тем 



Таблица П4. К/^актеристики фуихционщрования многоканальной СМО 
с ожиданием без ограничения на длину очереди и с о^аиичением 

на время ожидания в очереди 

N9 
п/п 

Предельные характеристики Обозначения, формулы 

1 
1 Показатель (коэффициент) нагрузки СМО 

(трафик) 
2 Показатель (коэффициент) нагрузки, прихо­

дящейся на один'канал 
3 Приведенная интенсивность потока «уходов» 
4 Вероятность того, что все л каналов свободны 

(вероятность простаивания всей системы) 

5 Вероятности состояний 

6 Среднее число заявок в очереди 

р = Х / ц 

Ч/ = р / л 

Ро 
к-п 

То* / )fc! + — У 
ро • я!*= '̂.1(я + РХя + 2р)...[л + (А:-л)рр 

Рк = 

— Ро к = 1,...,п 

1 . f Р! 
и! *=,.! (л + РХЛ + 2р)... [л + (А: - л)р] 
к = л + 1,л + 2,... 

•Ро 

— р ^ {к - п)р к-п р-К 
л! \ ^ . 1 {п + РХЛ + 2р)...[л + {к- л)р] Р 



Продолжение табл. П4 

1 
7 Среднее число заявок под обслуживанием (т.е. 

среднее число занятых каналов) 

8 Среднее число заявок в системе 
9 Абсолютная пропускная способность 
10 Относительная пропускная способность 
И Всроятиость того, что заявка будет обслужена 

12 Вероятность ухода заявки из очереди нсобслу-
женной 

я-1 - _ _ / л-1 ^ 

к=1 \ *-0 / 

WcHC = No4 + Л̂ об = (1 - Р) ^оч + Р = 

0 = v4/5i = l - ( o ) / X ) ^ o 4 
1-1 р* _ 1 

РоЕтГ'^*^" 0<Гож < — 

Р + (Р -1 )А: 

Ро6 = 0 = 

* = 0 ' 
1 .^ 

у £ . + 1 . у _ Р Ро-

если (/ -1) / (лц) ^ Гож < /(лц),' ^ 3 

Р « = 1 - Роб 



Продолдкение табл. П4 

1 
13 Среднее время ожидания заявки в очереди 

14 Среднее время пребывания заявки в системе 
15 Среднее время обслуживания одной заявки, 

относящееся ко всем заявкам — как обслу­
женным, так и ушедшим из очереди необслу-
женными 

16 Среднее время обслуживания одной заявки, 
относящееся только к обслуженным заявкам 

' 04 

Гож • у Pi, если О < Гож < — 

1 — * 1 — 2 
— р„ + Гож • У Рк, если — < Гож < — 

I 1 Я+1-2 ас 

n\i- n\i. t^„^, k=n*i-l 

если <, Гож < — , ' ^ 3 
/1Ц П\И 

Гсис Гоч Гоб 

Г о б = » / й 



Таблица П5. Характериапшт фунщшящоваиия зая1ккутЫ1 ммгекашмяиЛ СМО 

№ Предельные характеристики Обозначения, формулы 
п/п 

1 2 - 3 
1 Показатель (коэффициент) нагрузки системы, 

порождаемой каждым источником заявок Р = ^ / Ц 
2 Показатель (коэффициент) нагрузки системы, 

порождаемой всеми / источниками заявок 'Р = '^ / ^̂  

„ л Г V р* ,«" ^ р* у 
3 Вероятность того, что все и каналов свободны Р^ Л Z- /иГ/-/к\! и"" * f/ _ jfeV I 

^ У ^ р * ; , о , * = !,...,/» 

- j , ; ^ ^ p * p „ , * = « . ! , . . . , / 

_ ""' 
5 Среднее число заявок под обслуживание — 7Vo6 = ^ = " - Х^""" *)^* ~ 

среднее число занятых каналов *=о 

6 Среднее число заявок в системе (в очереди и _ ' /"? / \ 
под обслухсиванием) — среднее число источ- ^сис = Л̂пас ~ 2J * /'* ~ ' ~ ('̂  / Р) 
ников в пассивном состоянии 

4 Вероятность состояний СМО Рк =' 



Продолжение табл. 1J5 

7 Среднее число заявок в очереди ^оч ~ Ncm ~ Л̂ об ~ ' " ^ 0 / Р + О = 2 (* ~ ") ̂ * 
*=я+1 

8 Абсолютная пропускная способность СМО А = K^x = ^i - Л̂ сис)х, 
9 Интенсивность выходящего потока обслужен- v = A = ^u = (i- Л'сиск 

ных заявок ^ ^ 
10 Относительная пропускная способность СМО Q = 1 
11 Средняя интенсивность среднего суммарного л = /1 = Jfji = (/ - TfcmV- = v 

входящего потока заявок ^ ' 
12 Коэффищ1Снт готовности — вероятность того, 

что произвольный источник находится в ак- i _ 1( А ^ 
тивном ч:осгоянии Лет-1 - -г yv сие ~ "^ ~ й1 ~ йС 

13 Вероятность того, что в момент поступления (/ _ k) р^ 
заявки СМО находилась в состоянии 5|- Рк-~—=—> А: = 0Д,...,;-1 

'-Nc»c 
14 Вероятность того, что поступившая заявка тут я-i Ир "-* р* 

же будет принята к обслуживанию /'об = S ?* ~":—=— X ТГ—Г,—7л 
15 Вероятность того, что поступившая заявка ,-i „ я-i _* 

встанет в очередь для ожидания начала обслу- Роч-^~Роб = ~.—=— S " 
живания 

'-iVcHc*=oA:![/-(* + !)]! 

= V7; - ^-'̂ ""Vo Y P* 



Продолжение табл. П5 

1 
_ 1 1-1 

16 Среднее время ожидания заявки в очереди т̂ оч = S (* ~ " •*" 0^* ~ 

17 Среднее время обслуживания заявки Гоб = 1 / М = (1 / л) дг^ 

18 Cpeiwee <вр»«я пребывания заявки в системе Гсис ~ Т'оч •*" Т'об ~У^^) NCKC 

19 Средняя производительность Группы исгочни- — i = {i-~M \ i = {i-'K / oV 
ков, находящихся в активном состоянии /Vaicr \ /Vnac/ \ г 

20 Средняя потеря производительности за счет — i = (i -Ц /DV 
группы источников, находящихся в пассивном "пас V г 
состоянии 



Таблица IJ6. Характершстшш эффективности фунюдююфовтшя лшогтсанамыюй СМО 
с тпказалш взтиштолищыо между кюшламш типа *все как один» 

№ Предельные характеристики Обозначения, формулы 
п/п 

1 2 3 
1 Показатель (коэффициент) нагрузки системы 

2 Вероятность Т№о, что все л каналов свободны 

3 Вероятность того, что все л каналов заняты 

4 Вероятность того, что поступившая заявка будет 
принята к обслуживанию 

5 Вероятность опсаза 

6 Относительная пропускная способность 

7 Абсолютная пропускная способность 

8 Среднее число занятых каналов 

9 Среднее число заявок под обслуживанием 

р = 

л,+ 

Р\,* 

Рл,л 

Ропс, 

Q.-

А^--

к^ 

iVo6 

х / ц 
лц 

Я. + ЛЦ 

к 
Х + лц 

.-Р,..^ 

•^'Ри.-

л 
р + л 

Р 
р + л 

пц л 
+ ЛЦ р + л 

X . р 
Х + лц р + л 

= XG+ = 

лХ 
Х + Щ1 

к 
'* Х+ , 

Хлц _ Хл 
X + яц р + я 
_ яр 

р + Я 

_ р 
яц р + Я 

я 
+ я 



Продолжение табл. П6 

1 

10 Среднее число заявок в системе У̂сис,+ ~ iVo6,+ ~ Т Т 
лц р + я 

11 Cpe^iee ц>шя обслуживания одной заявки, относя- j . s i / (лц) -а/ (Хл) 
щееся 1шшв} к обслуженным заявкам °^'* 

12 Среднее Ц}емя о6служивш1ия одной заявки, относя- _у <2̂  1 1 
щееся ко «со* заявкам, как обслуженным, так и по- '̂  °* ^ "̂  
лучившиндзтказ 

13 Средам время пребывания заявки в системе 

14 При введении взаимопомощи типа «все как один» 
вероятность отказа увеличивается 

15 При введении взаимопомощи типа «все как один» 
относительная пропускная способность уменьшается 

16 При введении взаимопомощи типа «все как один» 
абсолютная пропускная способность уменьшается 

17 При введении взаимопомощи типа «все как один» 
среднее щжмя пребывания заявки в системе умень- _ _ 
шается Гсис,+ < Г, 

1о 6,+ 

7̂  сис,+ • 

Рткл> 

Q. 

А. 

<Q 

<А 

щ 

об,+ 

Рт% 

Х + пц 

лц 

ц(р + л) 

1 
Х+Щ1 ц(р + л) 



Таблица 117. Характеристики эффективности функционирования многоканальной СМО с отказами 
и с равномерной взаимопомощью между каналами 

№ 
п/п 

Предельные характеристики Обозначения, формулы 

1 
1 Показатель (коэффициент) нагрузки системы р = Х / ц 
2 Показатель нагрузки системы, приходящейся на ч/ = р / я = А./лц 

один канал 

3 Вероятности состояний 

v"^ ' " ( i -4 ' ) 

4 Вероятность отказа Ратк,+ ~ Рп+т,+ ~ ' 1 
n+m+1 , если \\1 ^ 1; 

Я + /И + 1 
, если \^1 = 1 

Рк,* =V Рол'' к = \,...,п + т 
5 Вероятность приема в систему, или, что то же, р^^^ + == /'об + = * ~ Ртк + ~ 

1 - 4/"+"" 
, если ц/ * 1 

вероятность того, что заявка будет обслужена 

n+m+l 1-4/ 
п + т 

п + т + \ 
, если у = 1 



Продолжение табл. П7 
1 

6 Относительная пропускная способность Q* = ^сис,+ = Ро6,+ = 1 - Ртк,* = 

1 - 4 / " 

п + т 

TUTi-^^ V " ! 

7 Абсолютная пропускная—снособность, равная 4̂+ = v+ = ^Q+ = 
.июенеивноспГвыходящего потока 

п + т + 1 
= v+ = M 

, если v|/ =s 1 

n+ffl+l 

Х(я + m) 

, если ч» # 1 

8 Среднее число заявок, ожш1аюших в очереди 
п + т + 1 

.я+1 

, если \|/ = 1 

JVO4,+ я+т 

*-1 

4>*"'[l-i|/''(wfl-/m);)] 

^ (1-Ч,—'){1-Ч,) 

Я|(/Я + 1) 

2(л + m +1)' 

если Ц1 * 1 

если ц/ = 1 



Продолжение табл П7 
1 

9 Среднее число заявок, находящихся под обслу­
живанием 

10 Среднее число занятых каналов 

11 Среднее число заявок в системе 

Ыы^.^ = • 

* - 1 

S/ * = 0 

1 - V ( / - / I V | / + Л \ | / I 

(1 -Ч ,—)(1-Ч . ) 

и(л + 2 т +1) 
2{/1 + /и + 1) ' 

лч;(1 + я ч»""̂ ") 

1-ц, 
и(я + т) 

Л+Я1 + 1 

, если ч/ ?* 1 

если \)/ = 1 

, если \|/ * 1 

если ч/ = 1 
Я + /Я + 1 ' 

4/[l - (я + Я1 + О ч/""^" + (я + т ) ч/""̂ """"] 

п + т 
(1-ч/''-^'-+1)(1-ч/) 

если ч* = 1 

; если ч/ ^ 1; 



Продоажение табл. 777 
1 

12 Среднее время пребывания заявки в системе 

13 Среднее время ожидания заявки в очереди 

vJl - (л + /Я + I) v"*" + (я + m) ч*"*"*'] 

х(1-ч/"^"^')(1-М/) 
, если \|/ * 1 

2Х 
•, если v|/ = 1 

Гоч,+ = 0/Я.)л^оч,+ = 

vij''*'fl-4;'" + (m + l-mv)] 

ffi(m+l) 

14 Равномерная взаимопомощь между каналами 
уменьшает вероятность отказа 

15 Равномерная взаимопомощь между каналами 
увеличивает относительную пропускную спо­
собность СМО 

16 Равномерная взаимопомощь между каналами 
увеличивает абсолютную пропускную способ­
ность СМО 

17 Равномерная взаимопомощь между каналами _ — 
увеличивает среднее число занятых каналов АГ+ > ^ 

18 Равномерная взаимопомощь между каналами 
уменьшает среднюю длину очереди 

2Х(л + /я +1) 

"отк,+ 7'отк 

А+> А 

, если »|/ = 1 

No4.+ "̂  Л̂ оЧ 

если v|; Ф 1 



Продолжение табл. П7 
\ 

19 Равномерная взаимопомощь между каналами 
уменьшает среднее число заявок, находящихся в 
состоянии обслуживания 

20 Равномерная взаимопомощь между каналами 
уменьшает среднее число заявок в системе 

21 Равномерная взаимопомощь между каналами 
уменьшает среднее время ожидания заявки в 
очереди 

22 Равномерная взаимопомощь между каналами 
уменьшает среднее время пребывания заявки в 
системе 

JV сис,+ " с и 

Точл То 

М сис,+ - /с 
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