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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 
История развития экономико-математических методов и моделей непо-

средственно связана с развитием и распространением знаний человечества в 
области математики и установлении экономических закономерностей разви-
тия общества. Разумеется, освоение методов и принципов построения и ре-
шения математических моделей возможно лишь при определенном уровне 
подготовки исследователей. Сложно описать математическим языком эконо-
мический процесс, если не представлять его сущности, и уж совсем невоз-
можно это сделать, если не владеть языком математики.  

Назначение экономико-математических моделей различно. Авторы в 
своей работе постарались отразить как можно полнее весь спектр их приме-
нения. Однако следует сказать, что модели всегда останутся моделями. Они 
способны отражать основные тенденции в деятельности объекта, моделиро-
вать общие условия экономической ситуации. Конечно, реальная картина бо-
лее многогранна. Тем не менее, главной задачей экономико-математического 
моделирования является поиск основных взаимосвязей явлений, механизма 
взаимодействия сил во всем многообразии проявления экономических, соци-
альных, общественных ситуаций и выражение этого взаимодействия точным 
языком математики. 

Учебное пособие призвано помочь студентам овладеть необходимы-
ми знаниями в области применения экономико-математических методов и 
моделей при принятии оптимальных решений в организации и планирова-
нии производства, а также выборе стратегий поведения на рынке. Следуя 
этой цели, авторы стремились в доходчивой форме изложить суть матема-
тических методов, основы построения экономико-математических моделей 
и на конкретных примерах и задачах рассмотреть их применение в эконо-
мических расчетах для внутрихозяйственного планирования, моделирова-
ния ситуаций на рынке товаров и услуг, изучения базовых пропорций эко-
номики. 

Освоение материала учебного пособия способствует формированию у 
студента следующих  компетенций:  

– способен осуществлять сбор, анализ и обработку данных, необходи-
мых для решения профессиональных задач (ОПК-2); 

– способен выбирать инструментальные средства для обработки эко-
номических данных в соответствии с поставленной задачей, анализировать 
результаты расчетов и обосновывать полученные выводы (ОПК-3); 
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– способен выполнять необходимые для составления экономических 
разделов планов расчеты, обосновывать их и представлять результаты рабо-
ты в соответствии с принятыми в организации стандартами (ПК-3);  

– способен на основе описания экономических процессов и явлений 
строить стандартные теоретические и эконометрические модели, анализиро-
вать и содержательно интерпретировать полученные результаты (ПК-4);  

– способен анализировать и интерпретировать финансовую, бухгалтер-
скую и иную информацию, содержащуюся в отчетности предприятий раз-
личных форм собственности, организаций, ведомств и т.д., и использовать 
полученные сведения для принятия управленческих решений (ПК-5); 

– способен использовать для решения аналитических и исследователь-
ских задач современные технические средства и информационные техноло-
гии (ПК-8). 

При написании учебного пособия авторы использовали многолетний 
опыт преподавания экономико-математических методов и моделей студентам 
вузов экономических специальностей и направлений подготовки с различ-
ными требованиями к объему изучаемого материала и уровню его владения. 
Часть материала, вошедшего в пособие, опубликована ранее [26] и сущест-
венно переработана. В пособие включены четыре новые главы: «Сетевое 
планирование и управление», «Динамическое программирование», «Модели-
рование систем массового обслуживания», «Элементы теории игр в задачах 
моделирования экономических процессов». 

Данное учебное пособие состоит из введения, четырех разделов, за-
ключения, тестовых вопросов для самопроверки. В приложение вынесен ме-
тод модифицированных жордановых исключений для решения систем ли-
нейных уравнений. 

Во введении освещены основные понятия и дана классификация эко-
номико-математических методов, рассмотрены базовые положения управле-
ния и теории оптимального планирования. 

Первый раздел «Методы линейной оптимизации» включает в себя че-
тыре главы: «Основная задача линейного программирования», «Целочислен-
ность в линейном программировании», «Двойственность в линейном про-
граммировании», «Решение задач линейного программирования транспорт-
ного типа».  

В первой главе дана классификация методов линейного программиро-
вания, рассмотрена основная задача линейного программирования и ее мо-
дель, представлены способы решения: графический, симплекс-метод. Рас-
смотрены вопросы разработки и построения экономико-математических мо-
делей.  

Вторая глава посвящена вопросам целочисленности в линейном про-
граммировании. Рассмотрены теоретические аспекты проблемы постановки и 
решения задач, приведен ряд экономических задач.  
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Третья глава раскрывает особенности постановки и модели двойствен-
ной задачи, освещает методы решения, основные теоремы двойственности и 
экономическое содержание. 

В четвертой главе изучаются специальные задачи линейного програм-
мирования на примере транспортной задачи. Изложены основные моменты 
постановки задачи, алгоритм их решения. Рассмотрены приближенные рас-
пределительные методы. Предложены различные варианты применения дан-
ного типа задач. 

Второй раздел учебного пособия включает в себя главы: «Сетевое пла-
нирование и управление», «Динамическое программирование», «Балансовые 
модели». 

В пятой главе представлены этапы сетевого планирования и управле-
ния, раскрыты особенности метода, даны основные понятия и определения, 
рассмотрены примеры оптимизации сетевых моделей. 

Шестая глава рассматривает базовые понятия динамического програм-
мирования, постановку задачи, ее геометрическую интерпретацию. 

Седьмая глава посвящена основным понятиям балансового метода в 
экономических исследованиях, описана схема межотраслевого баланса. Рас-
смотрена экономико-математическая модель в статической постановке, опи-
сывается порядок расчета коэффициентов прямых и полных материальных 
затрат. Приводятся примеры использования балансовых моделей для анализа 
экономических показателей. 

Третий раздел «Математические методы принятия управленческих ре-
шений в условиях неопределенности» содержит две главы: «Моделирование 
систем массового обслуживания» и «Элементы теории игр в задачах модели-
рования экономических процессов». 

Восьмая глава содержит основные понятия об элементах и задачах, ре-
шаемых в рамках теории массового обслуживания; дается классификация 
систем массового обслуживания, рассмотрены их основные свойства, приве-
дены примеры расчета основных характеристик.  

В девятой главе изложены основные положения теории игр, проведена 
классификация игр, выделены основные свойства решений матричных игр. 

Четвертый раздел «Моделирование нелинейных экономических про-
цессов» содержит две главы: «Функции полезности и спроса», «Производст-
венные функции». 

В десятой главе рассмотрены некоторые модели потребительского вы-
бора с двумя товарами; постановка и решение задачи потребительского вы-
бора; эффекты замены, дохода и компенсации, описанные уравнением Слуц-
кого. 

Одиннадцатая глава посвящена производственным функциям. Дается 
общее представление о производственных функциях и рассматриваются их 
свойства, описаны наиболее распространенные типы функций выпуска. Осо-
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бое внимание уделено изучению функции Кобба – Дугласа. Рассмотрены 
особенности динамических производственных функций. 

В пособии развернуто дается применение представленных теорий к ма-
тематической постановке задач принятия оптимальных управленческих ре-
шений. Реализация процесса расчета представлена как с применением соот-
ветствующих методов, так и с использованием программного продукта MS 
Excell. Пошаговый процесс расписан подробно, что позволяет освоить прак-
тическое решение в сущности самостоятельно. 

Каждая глава содержит упражнения и ответы для самостоятельной ра-
боты студентов, а в конце имеются контрольные вопросы для самопроверки. 
Большое количество разобранных примеров и пояснение смысла вводимых 
понятий и соотношений дают возможность студентам самостоятельно полу-
чить необходимые знания, освоить методы построения экономико-математи-
ческих моделей и их анализ. 

В заключении авторы постарались отразить роль системного модели-
рования в оптимальном планировании и управлении производством. 

Особое место занимает раздел «Тестовые вопросы». Тесты охватывают 
весь материал, изложенный в данном учебном пособии, и могут быть исполь-
зованы как для самопроверки, так и при проведении промежуточных атте-
стаций. 
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ВВЕДЕНИЕ 
 

МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ КАК СРЕДСТВА  
ПРИНЯТИЯ ОПТИМАЛЬНЫХ РЕШЕНИЙ 

Основные понятия. Классификация  
экономико-математических методов 

Искусство принятия наилучших решений, основанное на опыте и ин-
туиции, является сущностью любой сферы человеческой деятельности. 
Человек хорошо или плохо решает все возникающие перед ним задачи. Лицо, 
принимающее решение, должно всегда выбирать альтернативу с максималь-
но ожидаемой полезностью. Рационализировать процесс принятия решений – 
это цель общей теории принятия решений, которая как самостоятельная дис-
циплина сформировалась в начале 60-х годов XX века. Сам процесс принятия 
решений может быть ненормализованным и формализованным. 

Принятие ненормализованных решений – это своего рода творчество. 
Чтобы принять такое решение, человеку достаточно подумать и решить, од-
нако никакой гарантии правильности решения при этом нет. 

Принятие формализованных решений – это наука, и этому можно на-
учить. Формализованные решения принимаются по четким рекомендациям, 
руководствуясь которыми различные люди будут принимать одни и те же 
решения. В настоящее время теория принятия решений применяется пре-
имущественно для анализа тех деловых проблем, которые можно легко и од-
нозначно формализовать, а результаты исследования адекватно интерпрети-
ровать. Так, например, методы теории принятия решений используют в са-
мых различных областях управления: при проектировании сложных техниче-
ских и организационных систем, планировании развития городов, выборе 
программ развития экономики и энергетики регионов и т.п. Принятие фор-
мализованных решений базируется на двух основных методах: логическом 
моделировании и оптимизации.  

При логическом моделировании используются составленные высоко-
квалифицированными специалистами правила с применением логических 
функций: И, ИЛИ, ЕСЛИ, НЕ. Правила определяют, что надо делать в тех 
или иных случаях. Применяют их те люди, которые должны принимать ре-
шения. 
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Оптимизация – это целенаправленная деятельность, заключающаяся в 
получении наилучших результатов при соответствующих условиях. Оптими-
зация решения – это процесс перебора множества факторов, влияющих на ре-
зультат. Оптимальное решение – это выбранное по какому-либо критерию 
оптимизации наиболее эффективное из всех альтернативных вариантов ре-
шение. В математике оптимизация связана с нахождением оптимума 
(т.е. максимума или минимума) некоторой функции. В данном контексте ме-
тоды оптимизации будем рассматривать как средства принятия оптималь-
ных решений. Они входят в состав экономико-математических методов. 

Термин экономико-математические методы понимается как обоб-
щающее название комплекса экономических и математических научных дис-
циплин, объединенных для изучения социально-экономических систем и 
процессов. 

Под социально-экономической системой будем понимать сложную ве-
роятностную динамическую систему, охватывающую процессы производст-
ва, обмена, распределения и потребления материальных и других благ. Она 
относится к классу кибернетических систем, т.е. систем управляемых. 

Единого определения понятия система нет, но возможна следующая 
формулировка: системой называется комплекс взаимосвязанных элементов 
вместе с отношениями как между элементами, так и между их атрибутами. 
Исследуемое множество элементов можно рассматривать как систему, если 
выявлены следующие четыре признака: 

1) целостность системы, т.е. принципиальная несводимость свойств 
системы к сумме свойств составляющих ее элементов; 

2) наличие цели и критерия исследования данного множества элемен-
тов; 

3) наличие более крупной, внешней по отношению к данной, системы, 
называемой «средой»; 

4) возможность выделения в данной системе взаимосвязанных частей 
(подсистем). 

Основным методом исследования систем является метод моделирова-
ния, т.е. способ теоретического анализа и практического действия, направ-
ленный на разработку и использование моделей. Экономико-математи-
ческое моделирование – это описание знаковыми математическими средства-
ми социально-экономических систем. Практическими задачами экономико-
математического моделирования являются: 

– анализ экономических объектов и процессов; 
– экономическое прогнозирование, предвидение развития экономиче-

ских процессов; 
– выработка управленческих решений на всех уровнях хозяйственной 

иерархии. 
При разработке и принятии управленческих решений применяется 

сложный комплекс экономико-математических моделей, которые решаются 
при помощи определенных методов моделирования.  
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В составе экономико-математических методов можно выделить сле-
дующие разделы: 

1) экономическая кибернетика (системный анализ экономики, теория 
экономической информации и теория управляющих систем); 

2) математическая статистика (выборочный метод, дисперсионный 
анализ, корреляционный анализ, регрессионный анализ, многомерный стати-
стический анализ, факторный анализ, теория индексов и др.); 

3) математическая экономия и изучающая те же вопросы с количест-
венной стороны эконометрия (теория экономического роста, теория произ-
водственных функций, межотраслевые балансы, национальные счета, анализ 
спроса и потребления, региональный и пространственный анализ, глобальное 
моделирование и др.); 

4) методы принятия оптимальных решений (подробно раскрываются 
в данном пособии), в том числе исследование операций в экономике; 

5) методы и дисциплины, специфичные отдельно как для централизо-
ванно планируемой экономики, так и для рыночной (конкурентной) экономи-
ки (оптимальное планирование, теория оптимального ценообразования, мо-
дели монополии, модели индикативного планирования, модели теории фир-
мы и т.д.). Многие из методов, разработанных для централизованно плани-
руемой экономики, могут оказаться полезными и при экономико-математи-
ческом моделировании в условиях рыночной экономики; 

6) методы экспериментального изучения экономических явлений (ма-
тематические методы анализа и планирования экономических эксперимен-
тов, методы машинной имитации (имитационное моделирование), деловые 
игры, методы экспертных оценок). 

Экономико-математические методы следует понимать как инструмент, 
а экономико-математические модели – как продукт процесса экономико-
математического моделирования. 

Управление и оптимальное планирование 

Управление – сознательное целенаправленное воздействие со стороны 
государства, экономических субъектов на людей и экономические объекты, 
осуществляемое с целью направить их действия в нужное русло и получить 
желаемые результаты.  

Управление должно соответствовать сформулированной цели и осуще-
ствляться в направлении ее достижения. Этот процесс требует решения таких 
задач управления как: 

 оценка состояния для определения места объекта управления относи-
тельно стоящих перед ним целей; 

 планирование действий посредством определения путей и направле-
ний перемещения объекта в новое состояние, более приближенное к стоящим 
перед ним целям; 
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 организация работы путем создания необходимых условий, формиро-
вания структур и коллективов, обеспечения ресурсами и прочим для выпол-
нения запланированных мероприятий; 

 мотивация, или создание побудительных мотивов для людей, которые 
выполняют работу для достижения необходимого результата; 

 контроль результатов, то есть проверка выполненных работ с точки 
зрения достижения поставленных целей. 

Если цель достигнута, то вырабатывается следующая последователь-
ность управляющих воздействий для достижения новой цели. Если нет, то 
ведется работа по выявлению несоответствия желаемого и действительного, 
устранению ошибок на различных этапах продвижения и корректировки, по-
сле чего процесс повторяется. Наглядное изображение представлено на ри-
сунке 1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 1 – Последовательность задач, решаемых в процессе управления  
в соответствии с поставленной целью 

 
Методы оптимальных решений имеют непосредственное отношение к 

этапу планирования. 
Планирование – это составная часть управления, которая подразумевает 

разработку и практическую реализацию планов, определяющих будущее со-
стояние экономической системы, путей, способов и средств его достижения. 
Характерно и планирование отдельных видов ресурсов. 

Основой оптимального управления является оптимальное планирование. 
Оптимальное планирование – планирование на основе экономико-

математических методов и моделей, позволяющее выбрать из всех возмож-
ных и допустимых наилучший план, характеризуемый максимальным значе-
нием целевой функции (критерия оптимальности). 

Так, главной задачей планирования развития АПК являются максими-
зация объема конечной продукции АПК и приближение объема и структуры 
производства продукции к объемам и структуре потребностей в ней. В состав 
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конечной продукции АПК входит продукция, используемая на личное по-
требление населения, производственное потребление в отраслях, не входя-
щих в АПК, прирост запасов, резервов, экспорт.  

Использование экономико-математических методов и моделей позво-
ляет решать следующие задачи, возникающие в процессе управления АПК: 

 оптимизация развития и размещения сельскохозяйственного произ-
водства; 

 размещение государственных закупок сельскохозяйственной продук-
ции; 

 оптимизация использования минеральных удобрений; 
 специализация сельскохозяйственных предприятий и сочетание от-

раслей; 
 обоснование оптимальной структуры межхозяйственных и аграрно-

промышленных объединений и предприятий; 
 расчет оптимальных рационов кормления скота и птицы; 
 обоснование рациональной структуры машинно-тракторного парка; 
 планирование урожайности, продуктивности животных, производи-

тельности труда. 
Приведенный перечень постоянно расширяется и дополняется. Задачам 

управления можно поставить в соответствие экономико-математические мо-
дели АПК. 

Заметим, что переход к рыночным условиям в экономике страны зна-
чительно сместил акценты в сфере планирования, перенеся центр тяжести с 
общегосударственного, глобального уровня на уровень основного хозяйст-
вующего субъекта, то есть предприятия. Главной задачей, которую должно 
решать планирование на уровне хозяйствующего субъекта (предприятия), яв-
ляется обеспечение согласованной и бесперебойной работы его на протяже-
нии всего периода функционирования. 

Методы принятия оптимальных решений. Структура модели 

Перечисленные выше методы применяются адаптивно к задачам, воз-
никающим в процессе принятия того или иного решения. Остановимся под-
робнее на четвертом разделе классификации экономико-математических ме-
тодов (методы принятия оптимальных решений), который является наибо-
лее объемным, включающим в себя такие дисциплины и методы как опти-
мальное (математическое) программирование, методы ветвей и границ, сете-
вые методы планирования и управления, программно-целевые методы пла-
нирования и управления, теорию и методы управления запасами, теорию 
массового обслуживания, теорию игр, теорию расписаний.  

Оптимальное (математическое) программирование – раздел приклад-
ной математики, изучающий задачи условной оптимизации. В экономике та-
кие задачи возникают при практической реализации принципа оптимально-
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сти в планировании и управлении. В оптимальное (математическое) про-
граммирование входят:  

а) линейное программирование; 
б) нелинейное программирование; 
в) динамическое программирование; 
г) дискретное (целочисленное) программирование; 
д) дробно-линейное программирование; 
е) параметрическое программирование; 
ж) сепарабельное программирование; 
з) стохастическое программирование; 
и) геометрическое программирование. 
Для успешного принятия оптимального решения необходимо знать, что 

такое математическая модель, уметь отбирать данные для ее построения и 
представлять, каким образом компьютер находит это решение (т.е. владеть 
информацией о возможных методах решения различных типов моделей и 
применяемых при этом алгоритмах). 

Математическое моделирование имеет два существенных преимущест-
ва: 1) дает быстрый ответ на поставленный вопрос, на что в реальной обста-
новке могут потребоваться иногда даже годы; 2) предоставляет возможность 
широкого экспериментирования, осуществить которое на реальном объекте 
зачастую просто невозможно.  

Содержательная постановка задачи часто оказывается перенасыщенной 
сведениями, которые совершенно излишни для ее последующей формализа-
ции. Чтобы моделирование было успешным, надо учитывать главные свойст-
ва моделируемого объекта, пренебрегать его второстепенными свойствами и 
уметь отделить их друг от друга.  

При формализации постановки задачи (т.е. перевода ее на язык матема-
тики с конечным количеством неизвестных и возможных ограничений) необ-
ходимо провести различие между теми величинами, значения которых мож-
но варьировать и выбирать с целью достижения наилучшего результата 
(управляемыми переменными), и величинами, которые фиксированы или оп-
ределяются внешними факторами. Одни и те же величины, в зависимости от 
выбранных границ оптимизируемой системы и уровня детализации ее описа-
ния, могут оказаться либо управляемыми переменными, либо нет. 

Определение тех значений управляемых переменных, которым соот-
ветствует наилучшая (оптимальная) ситуация, и представляет собой задачу 
оптимизации.  

Модель экономической задачи оптимизации состоит из 3 частей. 
I. Целевая функция (критерий оптимальности). Здесь описывается ко-

нечная цель, преследуемая при решении задачи. В качестве такой цели может 
быть или максимум получения каких-либо показателей, или минимум затрат. 

II. Система ограничений. Ограничения бывают основные и дополни-
тельные. Основные, как правило, описывают расход основных производст-
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венных ресурсов (это консервативная часть модели). В модели они обяза-
тельно присутствуют. Дополнительные могут иметь различный характер, яв-
ляются изменяемой частью модели и отражают особенность моделирования 
задачи. 

III. Условие неотрицательности переменных величин. А также гранич-
ные условия, которые показывают, в каких пределах могут быть значения ис-
комых переменных в оптимальном решении. 

Решение задачи, удовлетворяющее всем ограничениям и граничным 
условиям, называется допустимым. Если математическая модель задачи оп-
тимизации составлена правильно, то задача будет иметь целый ряд допусти-
мых решений. Чтобы из всех возможных решений выбрать только одно, не-
обходимо договориться, по какому признаку мы это будем делать. То есть 
речь идет о критерии оптимальности, который выбирает человек, прини-
мающий решение. Таким образом, оптимальное решение – это решение, наи-
лучшее из допустимых с точки зрения выбранного признака. 

Однако следует иметь в виду, что решение не всех оптимизационных 
проблем сводится к построению математических моделей и соответствую-
щим вычислениям. Это связано с тем, что могут появиться обстоятельства, 
являющиеся существенными для решения, но, тем не менее, не поддающиеся 
математической формализации и, следовательно, не учитываемые в матема-
тической модели. Одним из таких обстоятельств является человеческий фак-
тор. В этой связи можно привести классический пример так называемой 
«проблемы лифта»: «Служащие одной из фирм жаловались на слишком дол-
гое ожидание лифта. Была попытка решить эту проблему математическими 
методами. Решение в силу ряда причин оказалось неприемлемым, а даль-
нейшие исследования показали, что время ожидания лифта невелико. Тогда 
возникла идея поставить на каждом этаже рядом со входом в лифт большие 
зеркала. Как только это было сделано, жалобы прекратились. Теперь люди 
рассматривали себя в зеркале и забывали о долгом ожидании лифта». Этот 
пример показывает необходимость правильно оценивать возможности мате-
матического описания исследуемых процессов и помнить, что в сфере орга-
низационного управления не все и не всегда поддается математической фор-
мализации и может быть адекватно отражено в математической модели. 
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I  Р а з д е л  

МЕТОДЫ И МОДЕЛИ ЛИНЕЙНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 
 
 
 
 
 
 
 

Глава 1 ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА ЛИНЕЙНОГО 
ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

1.1 Классификация методов линейного программирования 

Большое число экономических задач сводится к линейным математиче-
ским моделям. Традиционно оптимизационные линейные математические 
модели называются моделями линейного программирования. Этот термин 
появился из-за не очень удачного перевода английского «programmation», ко-
гда программирование на компьютере еще не было развито. Линейное про-
граммирование возникло в СССР. В конце 30-х годов XX века советский 
экономист-математик Леонид Витальевич Канторович открыл класс этих за-
дач и придумал некоторые частные методы их решения. В 1975 г. фактиче-
ски за это открытие он был удостоен Нобелевской премии по экономике, что 
уже свидетельствует о большой важности задач линейного программирова-
ния. 

С чисто математической точки зрения задачи линейного программиро-
вания интересны тем, что здесь неприменимы методы нахождения экстрему-
мов с помощью производной. 

Под линейным программированием понимается линейное планирова-
ние, т.е. получение оптимального плана-решения в задачах с линейной 
структурой. 

Задачами линейного программирования называются задачи, в которых 
линейны как целевая функция, так и ограничения в виде равенств и нера-
венств и для которых методы математического анализа оказываются непри-
годными. Линейное программирование представляет собой наиболее часто 
используемый метод оптимизации.  

Методы линейного программирования подразделяются на группы: 
1) группа симплексных методов (точные); 
2) группа распределительных методов (точные и приближённые). 
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Точные – методы перебора вариантов решения задачи, в итоге дающие 
оптимальный вариант. Используются при машинном решении задач. 

Приближённые позволяют получить только один из допустимых вари-
антов решения задачи. Используются для получения первого варианта в точ-
ных распределительных методах или для ручного решения задачи. 

Каждая группа методов имеет свою базовую задачу. Для группы сим-
плекс-методов базовой является «Основная задача линейного программиро-
вания», для группы распределительных методов – «Транспортная задача». 

1.2 Основная задача линейного программирования  
и ее модель в различных формах записи 

Постановка задачи 

Пусть некоторое предприятие имеет m видов производственных ресур-
сов. Порядковый номер ресурсов – i, т.е. i = 1, 2,…, m. 

Наличие каждого вида ресурсов известно и обозначается bi. 
Предположим, что предприятие может производить n видов продук-

ции. Порядковый номер продукции – j, т.е. j = 1, 2, …, n. 
Необходимо определить, какое количество единиц продукции каждого 

вида надо производить (xj), чтобы получить максимум выхода этой продук-
ции в стоимостном выражении, если известны затраты каждого вида ресурса 
на производство единицы продукции (aij) и цена реализации (cj). 

Развернутая форма записи модели 

I. Целевая функция – описывает выход продукции в стоимостном вы-
ражении: 
 Z = c1x1 + c2x2 +…+ cnxn  max. (1.1) 

II. Система основных ограничений – описывает с помощью математи-
ческой зависимости тот факт, что расходы производственных ресурсов не 
должны превышать их наличие:  

a11x1 + a12x2 +…+ a1nxn  b1; 
a21x1 + a22x2 +…+ a2nxn  b2; (1.2) 

 …………………………. 
am1x1 + am2x2 +…+ amnxn  bm. 

III. Условие неотрицательности переменных величин: 
 x1  0, x2  0, …, xn  0. (1.3) 

Замечание 
В постановке с выбором другого критерия оптимальности целевая функция 

может стремиться к минимуму. Кроме того, система ограничений может быть сме-
шанной, т.е. содержать не только неравенства (, ), но и равенства. 
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Структурная форма записи модели 

В такой форме модели даются в специализированной литературе. 
В этой форме записи отражается структура и тип ограничений, структура 
функции, какие переменные входят в функцию Z и в ограничения. 

I. .max
1




n

j
jj xcZ   (1.4) 

II. ....,,2,1,
1

mibxa i

n

j
jij 


 (1.5) 

III. xj  0, j = 1, 2,…, n.  (1.6) 

Замечание: одной формулой можно описать ограничения, имеющие одинако-
вую структуру и тип и включающие в себя одни и те же переменные. 

Существуют также векторная, матричная и табличная формы записи 
модели. 

1.3 Графический метод решения задачи  
линейного программирования 

Графический метод основан на геометрической интерпретации задач 
линейного программирования и применяется в основном при решении задач 
двумерного пространства, так как довольно трудно, а чаще практически не-
возможно изобразить графически многогранник решений, который образует-
ся в результате пересечения полупространств. Поэтому сущность графиче-
ского метода решения задач линейного программирования рассмотрим на 
примере задачи, заданной в двумерном пространстве, т.е. ее ограничения со-
держат две переменные. 

Упражнения 

Задача 1 

Найти максимальное значение линейной функции Z = 50x1 + 40x2 при 
ограничениях: 

2x1 + 5x2 ≤ 20 
8x1 + 5x2 ≤ 40 
5x1 + 6x2 ≤ 30 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Решение 
Построим многоугольник решений (рис. 1.1), для этого в системе коор-

динат x10x2 на плоскости изобразим граничные прямые:  
2x1 + 5x2 = 20 (l1) 
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8x1 + 5x2 = 40 (l2) 
5x1 + 6x2 = 30 (l3) 
x1 = 0; x2 = 0 
Эти прямые рекомендуется строить по двум точкам пересечения с осями 

координат. Например, для l1 такими точками будут точки A (0; 4) и E (10; 0).  
Взяв какую-нибудь точку (удобнее всего взять начало координат), ус-

танавливаем, какую полуплоскость определяет каждое из неравенств, соот-
ветствующее уравнениям граничных прямых (эти полуплоскости на рисун-
ке 1.1 показаны стрелками, штриховкой выделяется общая часть (пересече-
ние) указанных полуплоскостей). Многоугольником решений или областью 
допустимых решений данной задачи является ограниченный пятиугольник 
OABCD. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 

 
Рисунок 1.1 – Многоугольник решений 

 
Далее строим одну из линий уровня целевой функции как прямую ли-

нию, соответствующую уравнению Z = const. В нашей задаче можно постро-
ить прямую 50x1 + 40x2 = 200 (l4). Через точку О проводим прямую, парал-
лельную l4, ей соответствует уравнение Z = 0 или 50x1 + 40x2 = 0. Таким обра-
зом, определяем направление движения по линиям уровня целевой функции, 
соответствующее ее наибыстрейшему возрастанию (на рисунке 1.1 это на-
правление отмечено стрелкой на прямой l4). Осуществляя перемещение пря-
мой l4 параллельно самой себе в выбранном направлении, получаем, что 
функция Z принимает максимальное значение на многоугольнике решений в 
точке C. Этот вывод следует из теоремы: если оптимальное решение зада-

с 
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Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



18 
 

чи существует, то оно достигается, по крайней мере, в одной из вершин 
области допустимых решений. 

Точка C лежит на пересечении прямых l2 и l3, и следовательно, для оп-
ределения ее координат нужно решить систему уравнений: 

8x1 + 5x2 = 40 
5x1 + 6x2 = 30 

Подставим найденные значения x1 и x2 в функцию Z (50 · 90/23 +  
+ 40 · 40/23). 

Ответ: оптимальное решение задачи Zmax = 6100/23 при x1 = 90/23;  
x2 = 40/23. 

Замечания: 
– область допустимых решений системы неравенств может быть пустой, одной 

точкой, выпуклым многоугольником или неограниченной выпуклой многоуголь-
ной областью; 

– уравнение c1x1 + c2x2 = Z при фиксированном значении Z определяет прямую, 

а при изменении Z – семейство параллельных прямых с параметром Z. Вектор с  = 
= (c1, с2), перпендикулярный ко всем этим прямым, показывает направление воз-
растания параметра Z; 

– если бы при тех же исходных данных требовалось достичь минимума функ-
ции Z, то, очевидно, линию уровня следовало бы перемещать в направлении, про-

тивоположном вектору с . Получили бы оптимальное решение в точке O (0, 0), ко-
торой соответствует Zmin = 0; 

– если экспериментальное значение Z достигается в двух вершинах (случай 
альтернативного оптимума), то то же экстремальное значение достигается в любой 
точке, лежащей на отрезке, соединяющем эти вершины; 

– в случае неограниченной области максимум (минимум) функции Z либо не 
существует (если Z неограниченна сверху (снизу)), либо достигается, по крайней 
мере, в одной из вершин области. 

Задача 2 

Найти максимальное значение линейной функции Z = 10x1 + 3x2 при ог-
раничениях: 

2x1 + 3x2 ≤ 33 
x1 + 6x2 ≥ 14 
5x1 – 4x2 ≥ 2 
x1 – 2x2 ≤ 6 

Задача 3 

Найти минимальное значение линейной функции Z = 10x1 + 3x2 при ог-
раничениях: 

2x1 + 3x2 ≤ 33 
x1 + 6x2 ≥ 14 
5x1 – 4x2 ≥ 2 
x1 – 2x2 ≤ 6 
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Задача 4 

Найти минимальное значение линейной функции Z = 2x1 + x2 при огра-
ничениях: 

– 2x1 + 3x2 ≤ 9 
x1 + 2x2 ≥ 8 
x1 + x2 ≤ 8 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Задача 5 

Найти минимальное значение линейной функции Z = 4x1 – 3x2 при ог-
раничениях: 

x1 + 2x2 ≤ 6 
2x1 + 4x2 ≥ 8 
2x1 – x2 ≥ 2 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Задача 6 

Найти максимальное значение линейной функции Z = –2x1 – 4x2 при ог-
раничениях: 

3x1 – 2x2 ≤ 6 
5x1 + 4x2 ≥ 20 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Задача 7 

Найти максимальное значение линейной функции Z = x1 + x2 при огра-
ничениях: 

2x1 + x2 ≥ 2 
x1 + 3x2 ≥ 3 
x1 – x2 ≥ –1 
3x1 – x2 ≤ 6 
x1 + x2 ≤ 5 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Решение 
В зависимости от вида области допустимых решений и относительного 

положения линии уровня возможен следующий случай, показанный на ри-
сунке 1.2.  

Построим многоугольник решений (рис. 1.2), для этого в системе коор-
динат x10x2 на плоскости изобразим граничные прямые:  

2x1 + x2 = 2 (l1) 
x1 + 3x2 = 3 (l2) 
x1 – x2 = –1 (l3) 
3x1 – x2 = 6 (l4) 
x1 + x2 = 5 (l5) 
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x1 = 0; x2 = 0 
Многоугольником решений или областью допустимых решений дан-

ной задачи является ограниченный пятиугольник ABDEF. 
Далее строим одну из линий уровня целевой функции как прямую ли-

нию, соответствующую уравнению Z = const.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

 
 

Рисунок 1.2 – Выпуклый многогранник решений 
 
В зависимости от вида области допустимых решений и относительного 

положения линии уровня возможен следующий случай, показанный на ри-
сунке 1.2.  

На рисунке 1.2 максимум достигается в двух вершинах – А и В, а сле-
довательно, и в любой точке АВ. Произошло это потому, что линия уровня 
функции Z параллельна стороне АВ многоугольника области допустимых 
решений. Будем в подобных случаях говорить, что задача имеет альтерна-
тивный оптимум. 

Следовательно, для определения координат нужно решить систему 
уравнений, составленную из уравнений прямых, пересекающихся в точке А 
(x1 – x2 = – 1 (l3), x1 + x2 = 5 (l5)) либо в точке В (3x1 – x2 = 6 (l4), x1 + x2 = 5 (l5)): 

x1 – x2 = – 1 (l3) 
x1 + x2 = 5 (l5) 
Ответ: оптимальное решение задачи достигается в любой точке пря-

мой АВ, например в точке А: x1 = 2; x2 = 3. Подставляя значения x1 и x2 в ли-
нейную функцию, получаем Zmax = 5. 
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Итак, если область допустимых решений есть выпуклый многоуголь-
ник (ограниченная область), то максимум и минимум линейной функции Z 
достигаются по крайней мере в одной из вершин этого многоугольника. 

Задача 8 

Найти максимальное значение линейной функции Z = x1 – x2 при огра-
ничениях: 

– 2x1 + 3x2 ≤ 9 
x1 – x2 ≤ 2 
x1 + x2 ≤ 8 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Задача 9 

Найти минимальное значение линейной функции Z = 2x1 – 2x2 при ог-
раничениях: 

3x1 – 4x2 ≤ 12 
x1 + 2x2 ≥ 4 
x1 – x2 ≥ 3 
3x1 + 3x2 ≤ 18 

Задача 10 

Найти минимальное значение линейной функции Z = –3x1 – 2x2 при ог-
раничениях: 

3x1 – 2x2 ≥ –6 
4x1 – x2 ≥ 8 
x1 – 2x2 ≤ 8 
3x1 + x2 ≥ 9 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Решение 
Построим многоугольник решений (рис. 1.3), для этого в системе коор-

динат x10x2 на плоскости изобразим граничные прямые:  
3x1 – 2x2 = –6 (l1) 
4x1 – x2 = 8 (l2) 
x1 – 2x2 = 8 (l3) 
3x1 + x2 = 9 (l4) 
x1 = 0; x2 = 0 
Теперь область допустимых решений представляет собой неограничен-

ную фигуру (рис. 1.3). 
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Рисунок 1.3 – Выпуклый многогранник решений 
 
В этой области функция Z достигает максимума в точке B и не имеет 

минимума (Zmin→ – ∞). 

Задача 11 

Найти максимальное значение линейной функции Z = x1 + 2x2 при огра-
ничениях: 

– 2x1 + 3x2 ≤ 9 
x1 – 2x2 ≤ 2 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Задача 12 

Найти минимальное значение линейной функции Z = –2x1 + 3x2 при ог-
раничениях: 

3x1 – 2x2 ≥ – 6 
4x1 – x2 ≥ 8 
x1 – 2x2 ≤ 8 
3x1 + x2 ≥ 9 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Задача 13 

Найти максимальное значение линейной функции Z = – 2x1 + 3x2 при 
ограничениях: 

3x1 – 2x2 ≥ – 6 
4x1 – x2 ≥ 8 
x1 – 2x2 ≤ 8 
3x1 + x2 ≥ 9 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 
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Задача 14 

Найти максимальное значение линейной функции Z = x1 – x2 при огра-
ничениях: 

–2x1 + 3x2 ≥ 9 
x1 – 2x2 ≥ 2 
x1 + x2 ≤ 8 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0 

Решение 
Построим многоугольник решений (рис. 1.4). Для этого в системе ко-

ординат x10x2 на плоскости изобразим граничные прямые: 
–2x1 + 3x2 = 9 (l1) 
x1 – 2x2 = 2 (l2) 
x1 + x2 = 8 (l3) 
x1 = 0, x2 = 0 
В данном случае (рис. 1.4) не существует ни одной точки, одновремен-

но принадлежащей всем областям. То есть не существует единой области до-
пустимых значений. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 1.4 – Выпуклый многогранник решений 
 
Таким образом, построение целевой функции не имеет смысла. Задача 

решения не имеет. 

Задача 15 

Найти максимальное значение линейной функции Z = 5x1 + x2 при огра-
ничениях: 

2x1 + 3x2 ≥ 33 
x1 + 6x2 ≤ 14 
5x1 – 4x2 ≤ 2 
x1 – 2x2 ≤ 6 
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Задача 16 

Найти минимальное значение линейной функции Z = – x1 + x2 при огра-
ничениях: 

2x1 + x2 ≥ 4 
x1 + 3x2 ≤ 6 
2x1 ≥ 12 
4x1 + x2 ≤ 4 

Ответы 

№ 2 Z = 129, x1 = 12, x2 = 3; № 3 Z = 26, x1 = 2, x2 = 2; № 4 Z = 37/7,  
x1 = 6/7, x2 = 25/7; № 5 Z = 2, x1 = 2, x2 = 2; № 6 Z = – 124/11, x1 = 32/11,  
x2 = 15/11; № 8 Z = 2 (альтернативный оптимум); № 9 Z = 6 (альтернативный 
оптимум); № 11 Z = + ; № 12 Z = – ; № 13 Z = + ; № 15 нет оптимального 
решения; № 16 нет оптимального решения. 

1.4 Симплексный метод решения задачи  
линейного программирования 

Общая характеристика симплекс-метода  
и подготовка модели к решению 

Среди универсальных методов решения задач линейного программиро-
вания наиболее распространен симплексный метод (или симплекс-метод), 
разработанный американским ученым Дж. Данцигом. Суть этого метода за-
ключается в том, что вначале получают допустимый вариант, удовлетво-
ряющий всем ограничениям, но необязательно оптимальный (так называемое 
начальное опорное решение). Оптимальность достигается последовательным 
улучшением этого решения за определенное число этапов (итераций). На-
правление перехода от одного опорного решения к другому выбирается на 
основе критерия оптимальности (целевой функции) исходной задачи. 

Весь путь решения задачи симплекс-методом условно можно разбить 
на три этапа. 

I этап. Нахождение исходного варианта и исследование его на допус-
тимость, т.е. получение начального опорного решения. 

Допустимым вариантом решения задачи будем считать такие значения 
xj, при которых выполняются все требования системы ограничений (все не-
равенства верны и непротиворечивы). 

Если исходный вариант допустим, то опорное решение найдено и пере-
ходим на второй этап. Иначе, осуществляем перебор вариантов решения за-
дачи до получения допустимого (если такое возможно. Если нет, то задача 
решения не имеет). 
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II этап. Исследования допустимого варианта на оптимальность. 
Оптимальный вариант – это такое значение переменной xj, при кото-

ром будут выполняться не только требования системы ограничений, но и 
требования целевой функции.  

Если допустимый вариант окажется оптимальным, то задача решена, 
иначе переходим на третий этап. 

III этап. Перебор вариантов решения задачи до получения оптималь-
ного варианта (если такое возможно. Если нет, то задача не имеет оптималь-
ного решения). 

Замечание. Следует очень внимательно подходить к формулировке ответа в 
задаче. В случае невозможности получения допустимого варианта в ответ записы-
вается «решений нет» и дальнейших итераций не происходит. В случае невозмож-
ности получения оптимального варианта ответ – «нет оптимального решения». 

Нахождение начального опорного решения и переход к следующему 
опорному решению проводятся на основе применения различных методов. Мы 
будем использовать метод Жордана – Гаусса в модифицированном варианте 
для системы линейных уравнений в канонической форме (см. Приложение). 

Так как модель основной задачи линейного программирования содер-
жит систему линейных неравенств, то для использования метода модифици-
рованных Жордановых исключений (МЖИ) она должна быть предваритель-
но подготовлена. Суть подготовки заключается в том, чтобы перейти от сис-
темы неравенств к системе уравнений в канонической форме. Для этого в 
каждое ограничение-неравенство вводится дополнительная переменная yi, 
как разность между большей и меньшей частями неравенства. Очевидно, что 
значение yi не может быть отрицательным.  

Подготовленная модель основной задачи линейного программирования 
будет выглядеть следующим образом: 

I. Z = c1x1 + c2x2 +…+ cnxn  max. 
II. y1 = –a11x1 – a12x2 –…– a1nxn + b1; 
 y2 = –a21x1 – a22x2 –…– a2nxn + b2; (1.7) 
 ………………………………………………………… 
 ym = –am1x1 – am2x2 –…– amnxn + bm. 
III. x1  0, x2  0, …, xn  0. 
Из этого вида данные заносятся в табличную форму для осуществления 

решения. 

Алгоритм симплекс-метода 

I этап. Получение начального опорного решения. 
Для того чтобы получить исходный вариант, достаточно записать под-

готовленную модель в табличной форме. 
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Таблица 1.1 – Симплекс-таблица исходного варианта  

 
 

 –x1 –x2 … –xn Свободные члены

y1 a11 a12 … a1n b1 

y2 a21 a22 … a2n b2 

… … … … … … 

ym am1 am2 … amn bm 

Z –c1 –c2 … –cn 0 
 
Из каждой таблицы можно выписать один вариант решения задачи. Для 

этого надо помнить, что свободные переменные (верхняя строка таблицы) 
приравниваются к нулю, а базисные (крайний левый столбец) – к соответст-
вующим свободным членам. 

Исходный вариант (по таблице 1.1): 
1) основные переменные (xj): x1 = 0, x2 = 0,…, xn = 0; 
2) дополнительные переменные (yi): y1 = b1, y 2 = b2,…, ym = bm; 
3) Z = 0. 
Исследуем полученный вариант на допустимость. 
Теорема о допустимости: в таблице будет находиться допустимый 

вариант решения задачи, если среди свободных членов не будет отрицатель-
ных (элемент на пересечение столбца свободных членов и строки Z при ана-
лизе во внимание не принимается). 

Доказательство: свободные члены являются значениями базисных пе-
ременных, если среди базисных переменных есть xj, то они не могут быть от-
рицательными в силу условия неотрицательности (xj  0). Если в базисе yi, то 
оно не должно быть отрицательным, так как yi вводилась как разница между 
большей и меньшей частью неравенства. 

Если вариант допустим, то перейдем на второй этап и исследуем его на 
оптимальность. Если нет, то попытаемся получить допустимый вариант, вы-
брав разрешающий элемент по следующему правилу: 

 выбор разрешающей строки: среди отрицательных свободных членов 
(кроме строки Z) выбрать больший по абсолютной величине. Пусть это b2; 

 выбор разрешающего столбца: взять симплексные отношения, поде-
лив свободный член разрешающей строки на каждый ее коэффициент: 

 .,...,,
2

2

22

2

21

2

na

b

a

b

a

b
  (1.8) 

Наименьшее положительное из симплексных отношений укажет на 
столбец.  

Выбирая описанным способом разрешающие элементы, делаем шаги 
до получения допустимого варианта (если такое возможно). 

свободные переменные 
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Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



27 
 

Предположим, что на каком-то шаге нами будет получена таблица с 
допустимым вариантом, т.е. найдено опорное решение. 

II этап. Исследование допустимого варианта на оптимальность. 
Теорема об оптимальности: в таблице будет находиться оптималь-

ный вариант, если среди коэффициентов строки Z не будет отрицательных 
при Zmax и не будет положительных при Z  min (элемент на пересечение 
столбца свободных членов и строки Z при анализе во внимание не принима-
ется). 

Если вариант окажется оптимальным, то задача решена, если нет, то 
переходим на третий этап. 

Предположим, что наш допустимый вариант не оптимален.  
III этап. Нахождение оптимального варианта. 
Попытаемся получить оптимальный вариант, выбрав разрешающий 

элемент по следующему правилу: 
при Zmax: 
 выбор разрешающего столбца: среди отрицательных коэффициентов 

строки Z выбрать наибольший по абсолютной величине (например, пусть 
это cn);  

 выбор разрешающей строки: взять симплексные отношения, поделив 
свободные члены на соответствующие элементы разрешающего столбца, 
кроме строки Z: 

 .,...,,
2

2

1

1

mn

m

nn a

b

a

b

a

b
  (1.9) 

Наименьшее положительное из симплексных отношений укажет на 
строку: 

при Z  min: 
 выбор разрешающего столбца: среди положительных коэффициентов 

строки Z выбрать наибольший (например, пусть это c1);  
 выбор разрешающей строки: взять симплексные отношения, поделив 

свободные члены на соответствующие элементы разрешающего столбца, 
кроме строки Z: 
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b
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b
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  (1.10) 

Наименьшее положительное из симплексных отношений укажет на 
строку. 

Выбирая описанным способом разрешающие элементы, делаем шаги 
до получения оптимального варианта (если такое возможно). 

Замечание. Если при нахождении оптимального варианта разрешающая строка 
была выбрана не по наименьшему положительному симплексному отношению, то в 
следующей таблице будет получен недопустимый вариант. 
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Упражнения 

Задача 17 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 4800x1 + 6600x2 + 29700x3  max. 
II. 1,01x1 + 1,01x2 + 9,45x3 ≤ 136 

0,18x1 + 0,19x2 ≤ 21,4 
3,25x3 ≤ 16,25 
x1 ≥ 100 

III. x1  0, x2  0, x3  0. 

Решение 
Переходим от системы неравенств к системе уравнений: 

y1 = –1,01x1 – 1,01x2 – 9,45x3 + 136 
y2 = –0,18x1 – 0,19x2 + 21,4 
y3 = –3,25x3 + 16,25 
y4 = x1 – 100 

Запишем математическую модель в табличной форме (табл. 1.2). 
 

Таблица 1.2 – Математическая модель в табличной форме 

 –x1 –x2 –x3 Свободные члены 

y1 1,01 1,01 9,45 136 

y2 0,18 0,19 0 21,4 

y3 0 0 3,25 16,25 

y4 –1 0 0 –100 

Z –4800 –6600 –29700 0 
 

Для того чтобы вести параллельно проверку вычислений, необходимо в 
полученную таблицу 1.2 добавить столбец ∑ (табл. 1.3). 

Выберем разрешающий элемент (табл. 1.3). 
 

Таблица 1.3 – Выбор разрешающего элемента 
 

 –x1 –x2 –x3 Свободные члены ∑1 

y1 1,01 1,01 9,45 136 146,46 

y2 0,18 0,19 0 21,4 21,59 

y3 0 0 3,25 16,25 19,5 

y4 –1 0 0 –100 –99 

Z –4800 –6600 –29700 0 –36300 
 

Сделаем первую итерацию (табл. 1.4). 
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Таблица 1.4 – Результат первой итерации 
 

 –y4 –x2 –x3 Свободные члены ∑1 ∑2 

y1 1,01 1,01 9,45 35 38,02 46,47 

y2 0,18 0,19 0 3,4 3,77 3,77 

y3 0 0 3,25 16,25 16,25 19,5 

x1 –1 0 0 100 99 99 

Z –4800 –6600 –29700 480000 468600 438900 

 
Получен допустимый, не вырожденный, но и не оптимальный вариант. 

Сделаем вторую итерацию (табл. 1.5). 
 

Таблица 1.5 – Результат второй итерации 
 

 –y4 –x2 –y1 Свободные члены ∑1 ∑2 
x3 0,11 0,11 0,11 3,7 3,92 4,03 
y2 0,18 0,19 0 3,4 4,58 3,77 
y3 –0,35 –0,35 –0,34 4,21 3,52 3,17 
x1 –1 0 0 100 99 99 

Z 1625,71 –3425,71 3142,85 590000 591517,14 588091,43

 
Получен допустимый, не вырожденный, но и снова не оптимальный 

вариант. Сделаем третью итерацию (табл. 1.6). 
 

Таблица 1.6 – Результат третьей итерации 

 –y4 –y2 –y1 Свободные члены ∑1 ∑2 
x3 0,01 –0,58 0,11 1,73  1,27 
x2 0,95 5,26 0 17,89  24,1 
y3 –0,02 1,84 –0,34 10,47  11,96 
x1 –1 0 0 100  99 

Z 1619,70 18030,05 3142,85 651302,18  674094,78

 
Получен допустимый вариант, являющийся оптимальным. 
Ответ: Z = 651302,18 при: 
x1 = 100 y1 = 0 
x2 = 17,89 y2 = 0 
x3 = 1,73 y3 = 10,47 
 y4 = 0 

Замечание. Изначально, рассмотренная нами задача была сформулирована 
следующим образом: продукцией городского молочного завода являются молоко, 
кефир и сметана. На производство 1 т молока, кефира и сметаны требуется соот-
ветственно 1010, 1010 и 9450 кг молока. При этом затраты рабочего времени при 
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разливе 1 т молока и кефира составляют 0,18 и 0,19 машино-ч. На расфасовке 1 т 
сметаны заняты специальные автоматы в течение 3,25 ч. Всего для производства 
цельномолочной продукции завод может использовать 136000 кг молока. Основное 
оборудование может быть занято в течение 21,4 машино-ч, а автоматы по расфа-
совке сметаны – в течение 16,25 ч. Прибыль от реализации 1 т молока, кефира и 
сметаны соответственно равна 4800, 6600 и 29700 руб. Завод должен ежедневно 
производить не менее 100 т молока. Необходимо составить математическую мо-
дель задачи и определить объемы выпуска молочной продукции, позволяющие по-
лучить наибольшую прибыль. Таким образом, в результате полученного решения 
можно сделать вывод, что полученный нами ответ экономически интерпретируется 
как максимальная прибыль возможна в размере 651302,18 руб., оптимальный объ-
ем выпуска молока – 100 т, кефира – 17,89 т, сметаны – 1,73 т. 

Задача 18 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 2x1 + 8x2 – 5x3 + 15x4 → max. 
II. 3x1 – x2 + x3 + 10x4 ≤ 25 

 x1 + 2x2 + x3 + 5x4 ≤ 10 
 2x1 + 10x2 + 2x3 – 5x4 ≤ 26 

III. x1  0, x2  0, x3  0, x4 ≥ 0. 

Задача 19 

Решить симплексным методом: 
I. Z = x1 – 8x2 + x3 + x4 → min. 
II.  x1 – x2 + x3 + x4 ≤ 2 
 – x1 – x2 + x3 + x4 ≥ 2 
 x1 – x2 – x3 + x4 ≥ 2 
III. x1  0, x2  0, x3  0, x4 ≥ 0. 

Задача 20 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 50x1 + 40x2 → max. 
II.  2x1 + 5x2 ≤ 20 

 8x1 + 5x2 ≤ 40 
 5x1 + 6x2 ≤ 30 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

Задача 21 

Решить симплексным методом: 
I. Z = x1 + 4x2 + 3x3 → min. 
II.   x1 + x2 + x3 ≤ 10 

 2x1 – x2 ≥ 6 
 x1 + 2x2 + 3x3 ≥ 12 

III. x1  0, x2  0, x3  0. 
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Ответы 

№ 18 Z = 36, x1 = 0, x2 = 3, x3 = 0, x4 = 0,8, y1 = 20, y2 = 0, y3 = 0; 

№ 19 Z = 2, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 2, y1 = 0, y2 = 0, y3 = 0; № 20 Z = 265
23

5 , 

x1 = 3
23

21 , x2 = 1 
23

17 , y1 = 3 
23

11 , y2 = 0, y3 = 0; № 21 Z = 12, x1 = 3, x2 = 0, x3 = 3, 

y1 = 4, y2 = 0, y3 = 0.  
Помимо рассмотренных вариантов в задачах могут встречаться так на-

зываемые особые случаи. 

1.5 Особые случаи в симплекс-методе 

1. Неразрешимость модели (система неравенств не имеет решения). 
В этом случае невозможно найти допустимый вариант (в разрешающей стро-
ке симплекс-таблицы нет ни одного отрицательного элемента). С экономиче-
ской точки зрения это означает, что ограничения модели являются взаимоис-
ключающими, противоречащими друг другу требованиями. Задача не имеет 
решения. 

2. Неограниченность функционала (функция не имеет экстремаль-
ного значения). В этом случае в симплекс-таблице находится допустимый, 
но не оптимальный вариант, и в разрешающем столбце нет ни одного поло-
жительного элемента. С экономической точки зрения речь идет о неограни-
ченности какого-либо вида ресурса. Задача не имеет оптимального решения. 

3. Альтернативный оптимум. Такая ситуация возникает в случае воз-
можности неоднозначного выбора разрешающего элемента при соблюдении 
всех правил решения (т.е. разрешающим элементом в равной степени может 
выступать не одно значение). В этом случае вычисления, организованные по 
разным траекториям, могут привести как к полному совпадению ответов, так 
и к варианту совпадения значений целевых функций при разных наборах 
значений переменных. Именно в последнем случае говорят об альтернатив-
ности решения. С экономической точки зрения это означает, например, что 
если ассортимент выпускаемой нами продукции при разных его наборах дает 
одинаковую прибыль, то выбор управленческого решения из альтернативных 
вариантов остается за руководителем предприятия (например, с учетом мар-
кетинговой стратегии). 

4. Случай вырожденности. В симплекс-таблице будет находиться вы-
рожденный вариант, если среди свободных членов (кроме строки Z) появится 
ноль.  

Если вырожденный вариант не допустим, то разрешающий элемент на-
ходится обычным образом. Если вырожденный вариант будет допустимым, 
но не оптимальным, то необходимо после выбора разрешающего столбца по-
смотреть на коэффициент, находящийся на пересечении вырожденной строки 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



32 
 

и разрешающего столбца. Если этот коэффициент с положительным знаком, 
то мы берем его разрешающим элементом (в этом случае в следующей таб-
лице мы получим те же значения свободных членов при различном наборе 
базисных переменных), если нет, то вырожденная строка не берется в качест-
ве разрешающей. Тогда разрешающая строка выбирается по общему правилу, 
но среди других строк таблицы. 

5. Смешанная система ограничений. Система является смешанной, 
когда среди ограничений модели присутствуют строгие равенства. Такие мо-
дели решаются сначала методом модифицированных жордановых исключе-
ний, а потом симплекс-методом. 

В симплекс-таблице в качестве разрешающей строки берется строка, в 
которой было записано строгое равенство, разрешающий элемент в этой 
строке берется произвольно. Сделав шаг с этим разрешающим элементом, 
столбец, соответствующий разрешающему элементу, следует вычеркнуть из 
таблицы. Такие шаги повторяются для каждой строки, соответствующей 
строгому равенству. 

В симплекс-таблице, в которой был исключен последний столбец, со-
ответствующий равенству, вариант исследуем на допустимость и оптималь-
ность, продолжая решение симплекс-методом. 

Упражнения 

Рассмотрим подробно решение задач, имеющих смешанную систему 
ограничений, на примере задачи 22. 

Задача 22 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 2x1 +3x2 → max. 
II.  x1 + x2 + x3 = 5 

 x1 + x2 + x4 = 9 
 x1 + x5 ≤ 4 
 x1 + 2x2 + x6 = 8 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0, x5 ≥ 0, x6 ≥ 0. 

Решение 
Переходим от системы неравенств к системе уравнений: 

y1 = – x1 – x2 – x3 + 5 
y2 = – x1 – x2 – x4 + 9 
y3 = – x1 – x5 + 4 
y4 = – x1 – 2x2 – x6 + 8 

Запишем математическую модель в табличной форме (табл. 1.7). Раз-
решающий элемент выбирается произвольно, но в базис должен перейти yi, 
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который необходимо вычеркнуть. Выбор происходит произвольно между те-
ми y-ми, которым в исходной модели соответствует строгое равенство. 

 
Таблица 1.7 – Математическая модель задачи в табличной форме 

 – x1 – x2 – x3 – x4 – x5 – x6 Свободные члены Σ1 

y1 1 1 1 0 0 0 5 8 
y2 1 1 0 1 0 0 9 11 
y3 1 0 0 0 1 0 4 5 
y4 1 2 0 0 0 1 8 11 
Z –2 –3 0 0 0 0 0 –3 

Сделаем первую итерацию (табл. 1.8). 
 

Таблица 1.8 – Первая итерация 

 – y1 – x2 – x3 – x4 – x5 – x6 Свободные члены Σ1 Σ2 
x1 1 1 1 0 0 0 5 6 8 
y2 –1 0 –1 1 0 0 4 4 3 
y3 –1 –1 –1 0 1 0 –1 –1 –3 
y4 –1 1 –1 0 0 1 3 4 3 
Z 2 –1 2 0 0 0 10 12 13 

Сделаем вторую итерацию (табл. 1.9). 
 

Таблица 1.9 – Вторая итерация 

 – y4 – x3 – x4 – x5 – x6 Свободные члены Σ1 Σ2 
x1 –1 2 0 0 –1 2 3 2 
y2 0 –1 1 0 0 4 4 4 
y3 1 –2 0 1 1 2 2 3 
x2 1 –1 0 0 1 3 3 4 
Z 1 1 0 0 1 13 15 16 

Сделаем третью итерацию (табл. 1.10). 
 

Таблица 1.10 – Третья итерация 

 – x3 – y2 – x5 – x6 Свободные члены Σ1 Σ2 
x1 2 0 0 –1 2  3 
x4 –1 1 0 0 4  4 
y3 –2 0 1 1 2  2 
x2 –1 0 0 1 3  3 
Z 1 0 0 1 13  15 
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Мы вычеркнули три столбца (в соответствии с равенствами исходной 
модели). В результате проведенного анализа видно, что получен допустимый 
вариант, при этом являющийся и оптимальным. Следует отметить, что так 
получится далеко не всегда. В большинстве решений после вычеркиваний 
необходимо к оставшейся части таблицы применить непосредственно сим-
плекс-метод с выбором разрешающих элементов в соответствии с правилами 
допустимости и оптимальности.  

Ответ: Z = 13, при x1 = 2, x2 = 3, x3 = 0, x4 = 4, x5 = 0, x6 = 0, y1 = 0,  
y2 = 0, y3 = 2, y4 = 0. 

Далее рассмотрим задачи для закрепления навыка решения симплекс-
ным методом смешанных систем ограничений. 

Задача 23 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 2900x1 + 2000x2 + 2700x3 + 2100x4 → min. 
II.  x1 + x3 = 30 
 x2 + x4 = 36 
 1/3x1 +2/9x2 ≤ 15 
 1/2x3 + 1/4x4 ≤ 12 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0. 

Замечание 
Задача 23 в исходном виде была сформулирована следующим образом: дворец 

культуры заказал двум ателье пошить 30 мужских и 36 женских концертных кос-
тюмов. Производительность первого ателье по пошиву мужских и женских костю-
мов составляет соответственно 3 и 4,5 шт./день, а второго ателье – 2 и 4 шт./день. 
Фонд рабочего времени первой мастерской составляет 15 дней, а второй мастер-
ской – 12 дней. Цены первого ателье за 1 женский и мужской костюм составляют 
2000 и 2900 руб. за штуку, цены второго ателье составляют соответственно 2100 и 
2700 руб. Необходимо составить математическую модель задачи, позволяющую 
дворцу культуры оптимально распределить заказ между ателье, с целью минимизи-
ровать затраты на пошив костюмов. 

Задача 24 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 2x1 + 4x3 → min. 
II.  2x1 + x2 + 4x3 + x4 ≥ 5 
 x1 + 3x3 + x4 = 2 
 x2 – 4x4 = 5 
 x1 + 2x2 + x3 + x4 ≥ 6 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0. 
Рассмотрим подробно решение задач, имеющих случай вырожденно-

сти, на примере задачи 25. 
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Задача 25 

Решить симплексным методом: 
I. Z = – x1 + 10x2 + 4x3 → max. 
II.  x1 + x3 ≤ 1 
 2x1 + x2 + x3 ≤ 2 
 2x1 ≥ x2 + x3 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 

Решение 
Переходим от системы неравенств к системе уравнений: 

y1 = – x1– x3 + 1 
y2 = – 2x1 – x2 – x3 + 2 
y3 = 2x1 – x2 – x3 

 

Запишем математическую модель в табличной форме (табл. 1.11). Вы-
берем разрешающий элемент. 

 

Таблица 1.11 – Математическая модель задачи 

 – x1 – x2 – x3 Свободные члены Σ1 

y1 1 0 1 1 3 

y2 2 1 1 2 5 

y3 –2 1 1 0 0 

Z 1 –10 –4 0 –3 
 

Вариант сразу оказался допустим. Исследуем его на вырожденность. 
В данной симплекс-таблице находится вырожденный вариант, так как среди 
свободных членов (кроме строки Z) появился ноль. Выбираем разрешающий 
элемент и делаем первую итерацию (табл. 1.12). 

 

Таблица 1.12 – Первая итерация 

 – x1 – y3 – x3 Свободные члены Σ1 Σ2 

y1 1 0 1 1 2 3 

y2 4 –1 0 2 2 5 

x2 –2 1 1 0 2 0 

Z –19 10 6 0 16 –3 
 

Сделаем вторую итерацию (табл. 1.13). 
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Таблица 1.13 – Вторая итерация 

 – y2 – y3 – x3 Свободные члены Σ1 Σ2 

y1 –1/4 1/4 1 1/2  3/2 

x1 1/4 –1/4 0 1/2  1/2 

x2 1/2 1/2 1 1  3 

Z 19/4 21/4 6 19/2  51/2 
 

Получен допустимый вариант, являющийся оптимальным. 
Ответ: Z = 19/2, при: x1 = 1/2, x2 = 1, x3 = 0, y1 = 1/2, y2 = 0, y3 = 0. 

Задача 26 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 5x1 + 10x2 + 3x3 + 4x4 → max. 
II.  2x1 + 2x2 + 2,5x3 + x4 ≤ 75 
 0,5x1 + x2 + 0,2x3 + 0,1x4 ≤ 10 
 2x1 + 3x2 ≥ 3x3 + 4x4 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0. 

Задача 27 

Решить симплексным методом: 
I. Z = x1 + x2 + 3x3 + 6x4 → max. 
II.  x1 + x2 + 2x3 + x4 ≤ 15 
 x1 + x2 + x3 + x4 ≤ 20 
 4x1 + 4x2 ≥ 2x3 + 3x4 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0. 
Рассмотрим подробно решение задач, имеющих случай неразрешимо-

сти модели (система неравенств не имеет решения), на примере задачи 28. 

Задача 28 

Решить симплексным методом: 
I. Z = x1 + 0,2x2 + x3 → min. 
II.  0,1x1 + 0,2x2 ≤ 2 
 – x1 – 2x2 ≥ 5 
 2x2 + 3x3 ≤ 1 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 

Решение: 
Переходим от системы неравенств к системе уравнений: 

y1 = –0,1x1 – 0,2x2 + 2 
y2 = – x1 – 2x2 – 5 
y3 = –2x1 – 3x3 + 1 
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Запишем математическую модель в табличной форме (табл. 1.14). Вы-
берем разрешающий элемент. 

 
Таблица 1.14 – Математическая модель задачи в табличной форме 

 – x1 – x2 – x3 Свободные члены Σ1

y1 0,1 0,2 0 2  

y2 1 2 0 –5  

y3 2 0 3 1  

Z –1 –0,2 –1 0  

 
Исследуем полученный вариант на допустимость. В таблице находится 

недопустимый вариант решения задачи, потому что среди свободных членов 
имеется отрицательный элемент. При выборе разрешающего элемента полу-
чается, что среди симплексных отношений нет ни одного положительного. 
Следовательно, в данной задаче невозможно найти допустимый вариант. 
С экономической точки зрения это значит, что ограничения модели являются 
взаимоисключающими, противоречащими друг другу требованиями.  

Ответ: задача не имеет решения. 

Задача 29 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 12x1 + 14x2 + 10x3 + 8x4 → min. 
II.  2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 ≤ –10 
 x1 + 3x2 + 0,5x3 ≤ 5 
 x1 – 2x2 – 3x4 ≤ 3 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, x4 ≥ 0. 

Задача 30 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 25x1 +20x2 + 30x3 → max. 
II.  –10x1 – 8x2 – 15x3 ≥ 100 

2x1 + 2x2 + 3x3 ≤ 20 
0,2x1 + 0,3x2 + 0,25x3 ≤ 5 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 
Рассмотрим подробно решение задач, имеющих случай неограничен-

ности функционала (функция не имеет экстремального значения), на примере 
задачи 31. 

Задача 31 

Решить симплексным методом: 
I. Z = –2x1 – x3 → min. 
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II.  – x1 – x2 – x3 ≤ 5 
 –3x1 + x2 – 4x3 ≤ 2 
 6x2 – 8x3 ≤ 8 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 

Решение 
Переходим от системы неравенств к системе уравнений: 
y1 = x1 + x2 + x3 + 5 
y2 = 3x1 – x2 + 4x3 + 2 
y3 = –6x2 + 8x3 + 8 
Запишем математическую модель в табличной форме (табл. 1.15). Вы-

берем разрешающий элемент: 
 

Таблица 1.15 – Математическая модель в табличной форме 
 

 – x1 – x2 – x3 Свободные члены Σ1 

y1 –1 –1 –1 5  

y2 –3 1 –4 2  

y3 0 6 –8 8  

Z 2 0 1 0  

 
Исследуем полученный вариант на допустимость. В таблице находится 

допустимый вариант решения задачи, потому что среди свободных членов 
нет отрицательных элементов. 

Исследуем полученный вариант на оптимальность. В таблице находит-
ся неоптимальный вариант, так как коэффициенты строки Z положительные 
(Z  min) (элемент на пересечение столбца свободных членов и строки Z при 
анализе во внимание не принимается). Выбираем разрешающий элемент. 

При выборе разрешающего элемента получается, что среди симплекс-
ных отношений нет ни одного положительного. Следовательно, в данной за-
даче невозможно найти оптимальный вариант. С экономической точки зре-
ния речь идет о неограниченности какого-либо вида ресурса.  

Ответ: задача не имеет оптимального решения. 
 

Задача 32 
Решить симплексным методом: 
I. Z = 5x1 + 3x2 + 6x3 → max. 
II. 2x1 + x2 + 3x3 ≥ 25 
 x1 + x2 ≤ 20 
 x2 – x3 ≤ 10 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 
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Задача 33 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 8x1 + x2 + 10x3 → max. 
II.  2x1 + 2x2 – 4x3 ≤ 15 
 3x1 + x2 ≤ 20 
 6x2 – 11x3 ≤ 7 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 

Ответы 

№ 23 Z = 154200, x1 = 6, x2 = 36, x3 = 24, x4 = 0, y1 = 0, y2 = 0, y3 = 5, y4 = 0; 
№ 24 Z = 0, x1 = 0, x2 = 13, x3 = 0, x4 = 2, y1 = 10, y2 = 0, y3 = 0, y4 = 22; 
№ 26 Z = 127,27, x1 = 18,18, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 9,09, y1 = 29,55, y2 = 0, y3 = 0; 
№ 27 Z = 57,86, x1 = 3,21, x2 = 3,21, x3 = 0, x4 = 8,57, y1 = 0, y2 = 5, y3 = 0; 
№ 29 решения нет; № 30 решения нет; № 32 нет оптимального решения; 
№ 33 нет оптимального решения. 

1.6 Разработка экономико-математической модели 

Этапы разработки экономико-математической модели 

Среди этапов разработки экономико-математической модели выделяют: 
1) постановка задачи и обоснование критерия оптимальности; 
2) определение перечня переменных и ограничений; 
3) сбор информации и разработка технико-экономических коэффици-

ентов и констант; 
4) построение модели и ее математическая запись; 
5) перенесение информации на машинные носители, решение задачи 

на ЭВМ; 
6) анализ результатов решения, корректировка модели, повторное ре-

шение задачи на ЭВМ по скорректированной модели; 
7) экономический анализ различных вариантов и выбор проекта плана. 
В конкретных условиях в зависимости от характера задачи последова-

тельность этапов моделирования экономических процессов может изменяться. 

Постановка задачи и обоснование критерия оптимальности 

Постановка задачи предполагает четкую экономическую формулиров-
ку, включающую цель решения, установление планового периода, выяснение 
известных параметров объекта и тех, количественное значение которых нуж-
но определить, их производственно-экономических связей, а также множест-
ва факторов и условий, отражающих моделируемый процесс. 
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Цель решения задачи выражается количественно конкретным показа-
телем, называемым критерием оптимальности. Он должен соответствовать 
экономической сущности решаемой задачи.  

Существует достаточно большое количество локальных критериев оп-
тимизации, используемых как в промышленном производстве, так и в сель-
ском хозяйстве: 

 максимум производства валовой продукции в стоимостном выражении; 
 максимум валового дохода, представляющего разницу между вало-

вой продукцией в стоимостном выражении и суммой материальных затрат на 
ее производство; 

 максимум чистого дохода, измеряемого разницей между стоимостью 
валовой продукции и суммой издержек производства; 

 максимум прибыли, измеряемой разницей между суммой денежных 
поступлений от реализации продукции и ее полной себестоимостью; 

 минимум производственных затрат на заданный план производства 
продукции, исчисляемых по формуле: 
 C = S + ak, (1.11) 
где S – текущие производственные затраты;  

k – удельные капиталовложения;  
а – норма эффективности капиталовложений; 
 максимум приведенной прибыли, измеряемой разницей между вало-

вой выручкой за реализованную продукцию и приведенными затратами на ее 
производство; 

 максимум денежных поступлений от реализации продукции; 
 минимум производственных затрат на заданный план производства 

продукции. 

Определение перечня переменных и ограничений. Основные  
элементы базовой экономико-математической модели 

Базовая модель включает в себя следующие элементы: переменные, це-
левая функция, ограничения, коэффициенты переменных в ограничениях мо-
дели и целевой функции, объемные показатели ограничений. 

В постановке задачи должно быть четко определено, что является не-
известным, какие переменные величины и их численные значения необходи-
мо найти в процессе решения. 

Перечень переменных величин должен отражать характер, основное 
содержание моделируемого экономического процесса. 

Количество переменных зависит от выбора планового периода (долго-
срочный, среднесрочный, текущий), который оказывает существенное влия-
ние на степень их детализации. Чем ближе период, на который составляется 
модель, тем больше детализация переменных. При планировании на более 
отдаленную перспективу (пятилетний план, план организационно-
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хозяйственного устройства на перспективу) необходимости в столь подроб-
ной детализации переменных нет. 

Кроме того, количество переменных зависит и от того, насколько под-
робно в модели должны быть представлены следующие признаки: вид про-
дукции; направление ее использования; способы, каналы и сроки производ-
ства и реализации продукции. 

По экономической роли в моделируемом процессе все переменные 
классифицируются на основные и вспомогательные. Возможная классифика-
ция основных переменных приведена в таблице 1.16. 

 
Таблица 1.16 – Виды основных переменных  

в экономико-математических моделях 

Для промышленного производства Для сельского хозяйства 

1. Объемы производства продукции (быто-
вой техники, строительных и отделочных 
материалов, мебели, автомобилей и т.д.) 

1. Объемы производства продукции отрас-
лей растениеводства и животноводства  

2. Количество сырья, используемого для 
промышленного производства 

2. Поголовье сельскохозяйственных живот-
ных 

3. Количество промышленного оборудова-
ния 

3. Площади посева сельскохозяйственных 
культур, площади сельскохозяйственных 
угодий 

4. Количество сельскохозяйственной техни-
ки 

5. Количество минеральных удобрений 

6. Количество кормов 

 
Вспомогательные переменные привлекают для облегчения математиче-

ской формулировки условий, определения расчетных величин (объемов про-
изводства, показателей эффективности производства и т.д.). 

При математической реализации задач для преобразования неравенств 
в равенства вводятся дополнительные переменные, которые используются 
при анализе промежуточных решений и оптимального варианта. 

Единицы измерения переменных. Для каждой переменной устанавли-
вают конкретную единицу измерения (шт., га, ц, чел.-ч. и т.д.). При этом ру-
ководствуются следующими требованиями: 

1) целесообразно выбирать одинаковые единицы измерения по одно-
типным группам переменных; 

2) единицы измерения не должны затруднять анализ оптимального 
решения и вызывать дополнительные расчеты; 

3) технико-экономические коэффициенты нецелесообразно представ-
лять слишком большими или слишком малыми числами. 

После установления состава переменных определяют систему ограни-
чений модели, отражающих условия реализации задачи. Ограничения, пред-
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ставленные в виде линейных неравенств и уравнений, отражают организаци-
онно-экономические и технологические условия и требования, которые ха-
рактеризуют данное производство. 

Ограничения записываются тремя типами линейных соотношений: 
меньше или равно (≤), больше или равно (≥) и равно (=). По своей роли в мо-
дели они подразделяются на основные, дополнительные и вспомогательные. 

Основные ограничения выражают главные, наиболее существенные ус-
ловия задачи. Они накладываются на все или большинство переменных мо-
делей. К основным относятся ограничения по использованию производст-
венных ресурсов (сырья и материалов, энергоресурсов, оборудования, земли, 
рабочей силы, машинно-тракторного парка, удобрений, кормов, финансовых 
ресурсов и т. д.). 

Дополнительные ограничения накладываются на небольшое количество 
переменных величин или отдельные переменные. Обычно они формулиру-
ются в виде неравенств, ограничивающих снизу и сверху потребление жи-
вотными отдельных групп кормов, объемы производства некоторых видов 
промышленной и сельскохозяйственной продукции, удельный вес культур в 
полях севооборота, а также использование тракторов и сельскохозяйственной 
техники по маркам (промышленности – различных видов оборудования), 
площади под сельскохозяйственными культурами и др. При этом не следует 
перегружать модель дополнительными ограничениями, так как это приведет 
к сужению области допустимых решений. 

Вспомогательные ограничения вводят для облегчения разработки чи-
словой модели, обеспечения правильной формулировки экономических тре-
бований. Самостоятельного экономического значения не имеют. С помощью 
вспомогательных ограничений могут быть записаны условия пропорцио-
нальной связи между переменными или их группами. 

Размерность величин каждого ограничения определяется размерностью 
его правой части. Если она, например, означает запас ресурсов труда в чело-
веко-часах, то в левой части ограничения показатели по использованию тру-
довых ресурсов по всем видам деятельности также выражаются в человеко-
часах. 

Сбор информации и разработка технико-экономических  
коэффициентов 

В зависимости от задачи и объекта, по которому эта задача должна 
быть построена, необходимо определить характер и объем информации, ис-
точники ее сбора и методы обработки. 

Источниками информации служат годовые отчеты, производственно-
финансовые и перспективные планы, планы организационно-хозяйственного 
устройства, данные первичного учета, технологические карты производства 
различных видов продукции, а также различные нормативные справочники. 
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Целью переработки исходной информации являются разработка и 
обоснование системы технико-экономических характеристик объекта или 
процесса. Для любой модели эти характеристики формируются в виде техни-
ко-экономических коэффициентов aij, коэффициентов целевой функции сj и 
констант или объемных показателей ресурсов или продуктов bi. 

Технико-экономические коэффициенты представляют собой основную 
часть входной информации, которая поступает в модель как в преобразован-
ном, так и не преобразованном виде. Коэффициенты можно подразделить на 
три группы: удельные нормативы затрат или выхода продукции; коэффици-
енты пропорциональности. 

Удельные нормативы затрат или выхода продукции представляют со-
бой технико-экономическую характеристику видов (способов) деятельности. 
По экономическому содержанию выделяют коэффициенты, характеризую-
щие затраты i-гo ресурса на единицу j-го вида деятельности – аij (затраты 
труда на единицу произведенной продукции, на 1 га, на голову скота и т.д.) и 
коэффициенты выхода – vij (урожайность сельскохозяйственных культур, 
продуктивность животных, содержание питательных веществ в единице кор-
ма и т.д.). 

Удельные коэффициенты затрат и выхода рассчитывают на основе 
нормативных справочников, технологических карт, с использованием мето-
дов математической статистики и другими способами. От их достоверности 
зависит результат решения задачи. Единицы измерения этих величин опре-
деляются отношением единицы измерения bi к единице измерения xj. Если, 
например, ограничение отражает условие по использованию трудовых ресур-
сов, а переменные выражены в штуках, то величины аij означают затраты 
трудовых ресурсов в человеко-часах на 1 штуку. 

Коэффициенты пропорциональности (Wij) – это коэффициенты при пе-
ременных в тех ограничениях, которые предусматривают определенные про-
порции (соотношения) между зависимыми переменными. 

Экономическое содержание коэффициентов в целевой функции (сj) оп-
ределяется характером критерия оптимальности. Числовое значение крите-
рия оптимальности чаще всего исчисляется как сумма произведений коэф-
фициентов целевой функции и значений переменных, то есть ∑сjxj.  

Построение модели и ее математическая запись.  
Символика обозначений 

Модель можно описать развернуто в виде системы неравенств и урав-
нений. Однако при достаточно большом числе переменных и ограничений 
такая запись громоздка, уменьшает обозримость и затрудняет чтение. Для 
более компактной записи используют общепринятую систему условных обо-
значений переменных величин, технико-экономических коэффициентов, 
констант и коэффициентов при переменных в целевой функции. 
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Для обозначения переменных величин наиболее употребительным 
символом является строчная или заглавная латинская буква х, X. Каждая кон-
кретная переменная вводится в модель с соответствующим подстрочным ин-
дексом – порядковым номером – 1, 2, 3, ..., п. Она обозначается x1, x2, ..., xj, ..., 
xп, где п – порядковый номер последней переменной. Символ п показывает 
общее количество переменных в модели. Используя общий индекс j, необхо-
димо указать, в каких пределах изменяются номера переменных. Например, 
вместо обозначения переменных с порядковыми номерами вводится xj (j = 1, 
2, ..., п), то есть j изменяется от 1 до п. Такая запись показывает, что в группу 
с индексом j входит п переменных. Это же выражение можно записать с ис-
пользованием символа принадлежности к некоторому множеству (). На-
пример, xj ( Aj  ). Здесь индекс j принадлежит множеству А, в которое вхо-
дят переменные x1, x2, ..., xп. Для обозначения множества используют заглав-
ные или строчные буквы латинского алфавита – А, В, D, Е, I, J, M и др. Сим-
волы, обозначающие множества, могут иметь числовые или буквенные ин-
дексы. Например, A1, A2, ..., An. 

Для обозначения правых частей ограничений (или констант) чаще все-
го используют строчную или заглавную латинскую букву В, b. Как правило, 
все константы имеют один индекс, показывающий принадлежность к кон-
кретному ограничению. Например, b1, b2, ..., bm. Для обозначения порядково-
го номера ограничения используют чаще всего индекс i. Количество ограни-
чений обозначается буквой т (i = 1, 2, …, m). В общем виде константа запи-
сывается так: bi – (i = 1, 2, ..., i, ..., m), или bi ( Mi ), где M – множество, 
включающее номера указанных ограничений от 1 до т. 

Технико-экономические коэффициенты (типа удельных затрат) чаще 
всего обозначаются строчной латинской буквой аij, где i – номер ограниче-
ния, j – номер переменной. Коэффициенты могут также обозначать норму 
выпуска, выхода продукции (урожайность сельскохозяйственных культур, 
производительность оборудования и т.д.), производительность машин и др. – 
строчная латинская буква vij. Коэффициенты пропорциональности, с помо-
щью которых записывают соотношения между отдельными переменными 
величинами или их группами, чаще всего обозначаются символом Wij. 

В общем случае коэффициенты в ограничениях обозначаются соответ-
ственно аij, vij, Wij. 

Размерность указанных технико-экономических нормативов затрат – 
выпуска и коэффициентов – должна соответствовать размерности, принятой 
для i-го ограничения константы (bi), деленной на размерность переменной xj. 
Например, переменная x5 означает площадь посева многолетних трав на сено 
в гектарах, а константа b7 – объем кормов, выраженный в ц корм. ед., тогда 
размерность коэффициента в седьмом ограничении при пятой переменной 
(v75) будет выражаться в ц корм. ед. на 1 га. 

Коэффициент при переменных в целевой функции чаще всего имеет 
один индекс, который показывает его принадлежность j-й переменной. Обо-
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значается коэффициент целевой функции латинской строчной буквой с. На-
пример, по переменным х4, x5, х6 он будет обозначаться соответственно с4, с5, 
c6 или в общем случае сj (j = 4, 5, 6). 

Для компактной записи условий модели используют арифметические 
знаки «+», «–», знаки умножения и суммирования ∑. Так, произведение тех-
нико-экономического коэффициента a11 и переменной x1 записывают a11x1, а 
в общем случае – aijxj; произведение коэффициента целевой функции c1 и пе-
ременной x1 выглядит как c1x1, а в общем виде – сjхj. Если нужно записать 
суммы произведений коэффициентов и значений переменных, используют 
знак суммирования ∑. Например, компактную запись левой части условия 
a11x1 + a12x2 + a13x3 + a18x8 можно осуществить так: 

 



8

1
1

j
jj xa .  (1.12) 

Под индексом суммирования записывают индекс переменных, по кото-
рым идет суммирование, а над ним – номер последней переменной. Та же за-
пись может быть осуществлена иначе: 

 

 1

1
Aj

jj xa , (1.13) 

где А1 – множество, включающее в себя номера переменных (1, 2, ..., 8). 
Ограничения по использованию производственных ресурсов в ком-

пактном виде записывают следующим образом: 

 




8

1j
ijij bxa , (i = 1, 2,…, m), (1.14) 

или иначе: 

 




1Aj

ijij bxa , )( Ii ,  (1.15) 

где I – множество ограничений (например, по использованию трудовых ре-
сурсов, оборудования, земельных угодий). 
Оба вида математической записи показывают, что сумма затрат i-гo ре-

сурса по всем переменным от 1 до п (первая запись) или по всем перемен-
ным, номера которых входят во множество А1 (вторая запись), не должна 
превышать заданного объема этого ресурса bi. Справа от последнего нера-
венства в скобках указывают, каким номерам ограничений соответствует 
данное условие. Как видно из первой записи, таких условий в модели т. Вто-
рая запись показывает, что количество ограничений входит во множество I. 

Наряду с математической записью системы линейных соотношений 
должны быть текстовые пояснения, разъясняющие содержание индексов. 
Рассмотрим запись условий по использованию производственных ресурсов и 
пояснения к ней: 
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1Aj

ijij bxa , )( 1Ii , (1.16) 

где j – индекс (или номер) переменной;  
A1 – множество, включающее в себя номера этих переменных;  
i – индекс (номер) ограничения в модели;  
I1 – множество, элементами которого являются номера ограничений по 
использованию производственных ресурсов;  
хj – искомый размер переменной j-го вида;  
bi – константы, обозначающие заданный объем производственного ре-
сурса i-гo вида;  
аij – технико-экономический коэффициент, отражающий заданные 
удельные затраты производственных ресурсов i-гo вида в расчете на 
единицу j-й переменной. 
Запись ограничений по заданному (гарантированному) объему выпол-

нения работ или производства продукции осуществляется с использованием 
второго типа ограничений (≥): 

 
2

ij j i
j A

ν x b


 , )( 2Ii , (1.17) 

где A2 – множество, включающее в себя номера переменных, обеспечиваю-
щих обязательное выполнение заданных объемов i-го вида работ или j-
го вида продукции;  
I2 – множество, включающее в себя номера ограничений по гарантиро-
ванным объемам работ или продукции;  
vij – технико-экономический коэффициент, отражающий норму выпуска 
(выхода) продукции i-гo вида или производительность по i-й работе в 
расчете на единицу j-й переменной. 
Запись ограничений по соотношениям между переменными величина-

ми может быть осуществлена следующим образом: 

  
 


3 1Aj

j
Dj

ijjij xaxν , ( 3Ii ), (1.18) 

где A3 – множество, включающее номера переменных по растениеводству;  
D1 – множество, элементами которого являются номера переменных по 
животноводству;  
I3 – множество, включающее номера ограничений по балансу кормов;  
vij – технико-экономические коэффициенты, означающие выход пита-
тельных веществ i-го вида в расчете на единицу j-й переменной по от-
раслям растениеводства;  
аij – технико-экономические коэффициенты, отражающие потребность в 
питательных веществах i-го вида в расчете на единицу j-й переменной 
по отраслям животноводства. 
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В данной математической записи условий по кормовому балансу пока-
зано, что общий выход кормов в отраслях растениеводства должен быть не 
менее потребности в них отраслей животноводства. 

Для записи условий по соотношениям между переменными используют 
коэффициенты пропорциональности. Например, ограничение по удельному 
весу озимой ржи в общей площади зерновых культур записывается так: 

 



1Aj

jijj xWx , ( 4Ii ),  (1.19) 

где А'1 – множество, включающее в себя номера переменных, обозначающих 
площади посева зерновых культур;  
I4 – множество, элементами которого являются номера ограничений по 
соотношениям посевных площадей сельскохозяйственных культур; 
Wij – коэффициенты пропорциональности, отражающие удельный вес 
ограничиваемых культур в общей площади культур соответствующих 
групп. 
Целевую функцию можно записать по-разному: 

 
max(min))(  

Aj
jj xcxf ,  (1.20) 

или 

 
max(min),

n

j j
j A

Z с x


  ,  (1.21) 

где cj – коэффициент целевой функции, конкретно выражающий критерий 
оптимальности на единицу j-й переменной. 

Так, при математической записи целевой функции, обеспечивающей 
максимум валовой продукции в денежном выражении, коэффициент ее cj бу-
дет выражать стоимость валовой продукции. Произведение cjxj даст объем 
валовой продукции в стоимостном выражении, а сумма произведений 


Aj

jj xс  выражает общую стоимость валовой продукции по всем перемен-

ным, входящим в множество A. 
Таким образом, разработку экономико-математических моделей раз-

личных производственных, хозяйственных, социально-экономических и дру-
гих процессов необходимо осуществлять с использованием предложенной 
выше последовательности. 

Упражнения 

Задача 34 

Для производства продукции типа П1 и П2 предприятие использует два ви-
да сырья: С1 и С2. Данные об условиях производства приведены в таблице 1.17. 

Составить план производства по критерию максимум прибыли. 
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Таблица 1.17 – Исходные данные к задаче 1 

Сырье 
Расход сырья на единицу  

продукции, кг/ед. Количество 
сырья, кг 

П1 П2 

С1 1 3 300 

С2 1 1 150 

Прибыль на единицу про-
дукции, тыс. руб. 

2 3 - 

 

Решение 
1. Состав переменных 
x1 – количество (единиц) продукции П1; 
x2 – количество (единиц) продукции П2. 
2. Числовая модель 
I. Целевая функция. Критерий оптимальности – получение максимума 

прибыли от производственной деятельности. Следовательно, 
Z = 2x1 + 3x2 → max. 
II. Основные ограничения 
В таблице представлены данные по расходу основных производствен-

ных ресурсов (сырье С1 и С2) на производство продукции П1 и П2. Используя 
данные таблицы, составим ограничения:  

1x1 + 3x2 ≤ 300; 
1x1 + 1x2 ≤ 150. 
III. Условие неотрицательности переменных 
x1 ≥ 0, 
x2 ≥ 0. 
3. Общий вид экономико-математической модели 
I. Z = c1x1 + c2x2 → max. 
II. а11x1 + а12x2 ≤ b1 
  а21x1 + а22x2 ≤ b2 
III. хj ≥ 0, (j = 1, 2). 
4. Структурная форма экономико-математической модели 

I. max
2

1

 
j

jj xcZ . 

II. 2,1,
2

1




ibxа i
j

jij . 

III. xj ≥ 0, j = 1, 2. 
5. Решение задачи с использованием табличного редактора MS Excel. 
Чтобы решить задачу, используя табличный редактор MS Excel, необ-

ходимо: 
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1) открыть табличный редактор (Пуск  Программы  MS Excel); 
2) запишем числовую модель задачи на рабочий лист (рис. 1.5); 
Для этого необходимо выбрать ячейки, в которых будут находиться пе-

ременные. Допустим х1→С1 х2→С2 (выбор ячеек произволен).  
В ячейке А1 запишем целевую функцию Z = 2x1 + 3x2: А1: = 2 · С1+3 · С2. 
Примечание: запись формул всегда начинается со знака «=». 
В ячейку В1 запишем левую часть 1-го ограничения (1x1 + 3x2) 
В1: = С1 + 3 · С2 
В ячейку В2 запишем левую часть 2-го ограничения (1x1 + 1x2)  
В2: = С1 + С2 
 

 
Рисунок 1.5 – Запись числовой модели на рабочем листе MS Excel 

 
3) после того, как числовая модель записана, необходимо установить 

курсор в ячейку А1 (в ней расположена целевая функция). Выбираем вкладку 
«Сервис» → «Поиск решения…», при этом откроется диалоговое окно функ-
ции «Поиск решения»; 

4) в открывшемся окне необходимо установить целевую ячейку, а по-
скольку у вас курсор стоял на ячейке А1, то значение целевой ячейки будет 
правильным. В противном случае установите вручную адрес целевой ячейки 
(в данном случае программа использует абсолютные адреса, т.е. ячейка А1 
имеет абсолютный адрес $A$1) (рис. 1.6); 

5) установите маркер в положение, соответствующее критерию опти-
мальности: максимальному или минимальному значению; 

6) в окне «Изменяя ячейки» нужно указать адреса ячеек, соответст-
вующие переменным. Для этого необходимо выделить диапазон ячейки с С1 
по С2 (рис. 1.6); 
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Рисунок 1.6 – Работа в диалоговом окне «Поиск решения» 

 
7) в окне «Ограничения» активировать кнопку «Добавить». Откроется 

окно «Добавить ограничения» (рис. 1.7). Вводим первое ограничение: в окне 
«Ссылка на ячейку» указываем адрес ячейки, где находится левая часть 1-го 
ограничения – $B$1, затем выбираем знак ограничения « ≤ » и значение – 
300; 
 

 
Рисунок 1.7 – Диалоговое окно «Добавление ограничения» 

 
8) активируем клавишу «добавить» и аналогично вводим второе огра-

ничение. Затем вводим условие неотрицательности. Для этого в окне «Ссыл-
ка на ячейку» указываем диапазон ячеек, в которых находятся переменные 
($C$1:$C$2). После добавления всех ограничений выбираем «ОК». Програм-
ма возвращается в диалоговое окно «Поиск решения». Ввод числовой модели 
закончен (рис. 1.8); 
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Рисунок 1.8 – Завершение ввода числовой модели в диалоговом окне  
«Поиск решения» 

 
9) выбираем команду «Выполнить». На экране появится окно «Резуль-

таты поиска решения» (рис. 1.9). Если модель составлена правильно и имеет 
решение, в открывшемся окне будет сообщение: «Решение найдено. Все ог-
раничения и условия оптимальности выполнены». В окне «Тип отчета» вы-
берите «Результаты» и нажмите «ОК»; 
 

 

Рисунок 1.9 – Окно «Результаты поиска решения» 
 

10) результат решения задачи представлен в «Отчете по результатам» 
(рис. 1.10); 
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Рисунок 1.10 – Отчет по результатам 

 
11) решение задачи окончено, результаты можно распечатать. 

 

Замечания 
Если поиск не может найти оптимальное решение, в диалоговом окне «Резуль-

таты поиска решения» выводится одно из приведенных ниже сообщений. 
 Поиск не может улучшить текущее решение. Все ограничения выполне-

ны.  
В процессе поиска решения нельзя найти такой набор значений влияющих яче-

ек, который был бы лучше текущего решения. Приблизительное решение найдено, 
но либо дальнейшее уточнение невозможно, либо погрешность, заданная в диало-
говом окне «Параметры поиска решения», слишком высока. Измените погрешность 
на меньшее число и запустите процедуру поиска решения снова. 

 Поиск остановлен (истекло заданное на поиск время).  
Время, отпущенное на решение задачи, исчерпано, но достичь удовлетвори-

тельного решения не удалось. Чтобы при следующем запуске процедуры поиска 
решения не повторять выполненные вычисления, установите переключатель «Со-
хранить найденное решение» или «Сохранить сценарий».  

 Поиск остановлен (достигнуто максимальное число итераций).  
Произведено разрешенное число итераций, но достичь удовлетворительного 

решения не удалось. Увеличение числа итераций может помочь, однако следует 
рассмотреть результаты, чтобы понять причины остановки. Чтобы при следующем 
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запуске процедуры поиска решения не повторять выполненные вычисления, уста-
новите переключатель «Сохранить найденное решение» или нажмите кнопку «Со-
хранить сценарий».  

 Значения целевой ячейки не сходятся.  
Значение целевой ячейки неограниченно увеличивается (или уменьшается), 

даже если все ограничения соблюдены. Возможно следует в задаче снять одно ог-
раничение или сразу несколько. Изучите процесс расхождения решения, проверьте 
ограничения и запустите задачу снова.  

 Поиск не может найти подходящего решения.  
В процессе поиска решения нельзя сделать итерацию, которая удовлетворяла 

бы всем ограничениям при заданной точности. Вероятно, ограничения противоре-
чивы. Исследуйте лист на предмет возможных ошибок в формулах ограничений 
или в выборе ограничений.  

 Поиск остановлен по требованию пользователя.  
Нажата кнопка «Стоп» в диалоговом окне «Текущее состояние поиска решения» 

после прерывания поиска решения в процессе выполнения итераций.  
 Условия для линейной модели не удовлетворяются.  
Установлен флажок «Линейная модель», однако итоговый пересчет порождает 

такие значения, которые не согласуются с линейной моделью. Это означает, что 
решение недействительно для данных формул листа. Чтобы проверить линейность 
задачи, установите флажок «Автоматическое масштабирование» и повторно запус-
тите задачу. Если это сообщение опять появится на экране, снимите флажок «Ли-
нейная модель» и снова запустите задачу.  

 При поиске решения обнаружено ошибочное значение в целевой ячейке 
или в ячейке ограничения.  

При пересчете значений ячеек обнаружена ошибка в одной формуле или в не-
скольких сразу. Найдите целевую ячейку или ячейку ограничения, порождающие 
ошибку, и измените их формулы так, чтобы они возвращали подходящее числовое 
значение.  

Набрано неверное имя или формула в окне «Добавить ограничение» или в 
окне «Изменить ограничение», либо в поле «Ограничение» было задано целое 
или двоичное ограничение. Чтобы ограничить значения ячейки множеством це-
лых чисел, выберите оператор целого ограничения в списке условных операто-
ров. Чтобы установить двоичное ограничение, выберите оператор для двоичного 
ограничения.  

Интерпретация результатов задачи 

Полученные значения в ячейках, содержащих формулы целевой функ-
ции или ограничений, являются результатом расчета целевой функции и со-
ответствующих ограничений. 

Результат, полученный в ячейке А1, означает прибыль, полученную от 
производства продукции. 

Ячейки С1, С2 указывают нам на количество произведенной продукции. 
В ячейке В1 записано 1-е ограничение, характеризующее расход сырья 

С1 на производство всех видов продукции. При этом получился результат 
равный 300, разница равна 0, что указывает на полный расход сырья данного 
вида. 
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В ячейке В2 записано второе ограничение, характеризующее расход 
сырья С2 на производство продукции П1 и П2. Результат равен 150, разница 
равна 0, что полностью соответствует заданному ограничению (т.е. сырье С2 
израсходовано полностью). 

Значения ячеек С1, С2 превышают 0, т.е. условие неотрицательности 
переменных выполнено. 

Ответ: 
максимальная прибыль возможна в размере 375 единиц; 
объем выпуска продукции: П1 – 75 штук, П2 – 75 штук; 
сырье С1 и С2 израсходовано полностью; 
условие неотрицательности выполнено. 

Порядок оформления задачи 

1. Состав переменных 
x1 – количество продукции П1, единиц; 
x2 – количество продукции П2, единиц. 

2. Числовая модель 

I. max32 21  xxZ . 
II. x1 + 3x2 ≤ 300; 

x1 + 1x2 ≤ 150. 
III. x1 ≥ 0, 
 x2 ≥ 0. 

3. Общий вид экономико-математической модели 

I. max2211  xсxсZ . 
II. а11x1 + а12x2 ≤ b1; 
а21x1 + а22x2 ≤ b2. 

III. хj ≥ 0, (j = 1, 2). 
4. Структурная форма экономико-математической модели 

I. .max
2

1


j

jj xсZ  

II. .2,1,
2

1




ibxa i
j

jij  

III. xj ≥ 0, j = 1, 2. 
5. Ответ: 
максимальная прибыль возможна в размере 375 единиц; 
объем выпуска продукции: П1 – 75 штук, П2 – 75 штук; 
сырье С1 и С2 израсходовано полностью; 
условие неотрицательности выполнено. 
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Задача 35 

Для выпуска четырех видов продукции требуются затраты сырья, рабо-
чего времени и оборудования. Исходные данные приведены в таблице 1.18. 

 
Таблица 1.18 – Исходные данные к задаче 35 

Тип ресурса 

Нормы затрат ресурсов 
на единицу продукции Наличие 

ресурсов 
1 2 3 4 

Сырье 3 5 2 4 60 

Рабочее время 22 14 18 30 400 

Оборудование 10 14 8 16 128 

Прибыль на единицу 
продукции 

30 25 8 16  

 
Необходимо сформулировать экономико-математическую модель зада-

чи на максимум прибыли и найти оптимальный план выпуска продукции. 

Задача 36 

Для выпуска четырех видов продукции P1, P2, P3, P4 на предприятии 
используют три вида сырья: S1, S2 и S3. Объемы выделенного сырья, нормы 
расхода сырья и прибыль на единицу продукции при изготовлении каждого 
вида продукции приведены в таблице 1.19. Требуется определить план вы-
пуска продукции, обеспечивающий наибольшую прибыль. 

Составим экономико-математическую модель задачи оптимального ис-
пользования ресурсов на максимум прибыли. В качестве неизвестных при-
мем выпуск продукции j-го вида xj (j = 1, 2, 3, 4). 

 
Таблица 1.19 – Исходные данные к задаче 36 

Вид 
сырья 

Запасы 
сырья 

Вид продукции 

P1 P2 P3 P4 

S1 35 4 2 2 3 

S2 30 1 1 2 3 

S3 40 3 1 2 1 

Прибыль  14 10 14 11 
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Задача 37 

Фабрика выпускает три вида тканей, причем суточное плановое зада-
ние составляет не менее 90 м тканей первого вида, 70 м – второго и 60 м – 
третьего. Суточные ресурсы следующие: 780 единиц производственного обо-
рудования, 850 единиц сырья, 790 единиц электроэнергии, расход которых на 
один метр ткани представлен в таблице 1.20. 

 
Таблица 1.20 – Исходные данные к задаче 37 

Ресурсы 
Ткани 

I II III 

Оборудование  2 3 4 

Сырье  1 4 5 

Электроэнергия 3 4 2 

 
Цена за один метр ткани вида I равна 80 денежным единицам, II – 70 

денежным единицам, III – 60 денежным единицам. 
Необходимо определить, сколько метров ткани каждого вида следует 

выпустить, чтобы общая стоимость выпускаемой продукции была макси-
мальной. 

Задача 38 

На основании информации, приведенной в таблице 1.21, составить 
план производства, максимизирующий объем прибыли. 

 
Таблица 1.21 – Исходные данные к задаче 38 

Ресурсы 
Затраты ресурсов на единицу 

продукции Наличие 
ресурсов 

А Б 

Труд 2 4 2000 

Сырье 4 1 1400 

Оборудование 2 1 800 

Прибыль на единицу про-
дукции 

40 60  

Задача 39 

Составить рацион для молочных коров весом 500 кг, с суточным удоем 
10 кг так, чтобы стоимость рациона была минимальной. Исходные данные 
представлены в таблицах 1.22 и 1.23. 
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Таблица 1.22 – Потребность в питательных элементах 

Питательные 
элементы 

Затраты питательных  
элементов на поддержание 

жизни 

Затраты питательных  
элементов на 1кг молока 

Кормовые единицы, кг 5 0,5 

Протеин, г 300 70 

Кальций, г  20 3 

Фосфор, г 10 4 

Каротин, мг 150 25 

 
Таблица 1.23 – Питательность и себестоимость 1 кг корма 

Показатели 
Концентриро-

ванные 
Сочные Грубые 

Минеральные  
и прочие 

Кормовые единицы, кг 1,0 0,2 0,4 – 

Протеин, г 100 10 20 – 

Кальций, г 5 1 2 100 

Фосфор, г 5 1 2 200 

Каротин, мг 2 10 5 5 

Себестоимость, руб. 6,2 2 3 6,3 

 
Физиологические ограничения: дача сочных кормов в сутки не более 

30 кг. 
Экономические требования: дача концентрированных кормов в размере 

не менее 200 г на каждый кг молока суточного удоя. 

Решение 
Расчет рациона производится на 1 животное, исходя из средних физио-

логических характеристик животных. 
1. Состав переменных: 
x1 – количество концентрированных кормов, кг; 
x2 – количество сочных, кг; 
x3 – количество грубых, кг; 
x4 – количество минеральных и прочих кормов, кг. 
2. Числовая модель 
I. Целевая функция должна выражать стоимость рациона. Причем 

стоимость должна быть минимальной, следовательно 
Z = 6,2x1 + 2x2 + 3x3 + 6,3x4 → min. 
II. Основные ограничения 
Первый вид ограничения будет выражать суточную потребность жи-

вотных в кормовых единицах. Количество кормовых единиц, получаемых 
животным из концентрированных кормов, составит 1,0x1, из сочных – соот-
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ветственно 0,2x2, из грубых – 0,4x3. Минеральные корма не содержат кормо-
вые единицы. Следовательно, животное в день может получить из различных 
видов кормов 1,0x1 + 0,2x2 + 0,4x3 кг кормовых единиц. 

Потребность животного в кормовых единицах в сутки составит 10 кг 
(5 + 0,5 · 10, т.к. 5 кг тратится на поддержание жизни, 0,5·10 кг необходимо 
для производства молока). Тогда ограничение по содержанию кормовых еди-
ниц в суточном рационе животного будет иметь вид: 

1,0x1 + 0,2x2 + 0,4x3 ≥ 10. 
Аналогично составляем ограничения по содержанию других питатель-

ных веществ: 
по протеину: 100x1 + 10x2 + 20x3 ≥ 1000 
по кальцию: 5x1 + 1,0x2 + 2x3 + 100x4 ≥ 50 
по фосфору: 5x1 + 1,0x2 + 2x3 + 200x4 ≥ 50 
по каротину: 2,0x1 + 10x2 + 5x3 + 5x4 ≥ 400 
Дополнительные ограничения 
Условие, что суточная норма сочных кормов не должна превышать 

30 кг, будет иметь вид: x2 ≤ 30. 
Условие, что на каждый 1 кг суточного удоя должно приходиться не 

менее 200 г концентрированных кормов, будет иметь вид: x1 ≥ 2. 
III. Условие неотрицательности переменных 
х2 ≥ 0, 
х3 ≥ 0, 
х4 ≥ 0. 

3. Общий вид экономико-математической модели 
I. Z = с1x1 + с2x2 + с3x3 + с4x4 → min. 
II. а11x1 + а12x2 + а13x3 ≥ b1, 
 а21x1 + а22x2 + а23x3 ≥ b2, 
 а31x1 + а32x2 + а33x3 + а34x4 ≥ b3, 
 а41x1 + а42x2 + а43x3 + а44x4 ≥ b4, 
 а51x1 + а52x2 + а53x3 + а54x4 ≥ b5, 
 x2 ≤ b6, 
 x1 ≥ b7, 
III. xj ≥ 0, j = 2, 3, 4. 
4. Структурная форма экономико-математической модели 

I. .min
4

1


j

jj xсZ  

II. .2,1,
3

1




ibxa i
j

jij  

 .5...,,3,
4

1




ibxa i
j

jij  

 xj ≤ bi, j = 2, i = 6. 
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 xj ≥ bi, j = 1, i = 7. 
III. xj ≥ 0, j = 2, 3, 4. 

Ответ 
Оптимальный рацион для коров 500 кг и суточный удой 10 кг, концен-

трированные – 3,26 кг, сочные – 30,00 кг, грубые – 18,70 кг, минеральные – 
0 кг. Минимальная стоимость рациона 136,30 руб.  

Содержание кормовых единиц в рационе превышает минимально до-
пустимую норму на 6,74 кг, кальция – на 33,7 г, фосфора – 33,7 г, содержание 
протеина и каротина в рационе строго соответствует норме.  

Количество сочных кормов в рационе составило 30 кг, что соответству-
ет максимальной норме. Количество концентратов превысило минимальный 
уровень (2 кг) на 1,26 кг.  

Минеральные вещества не вошли в рацион животных, потребность в 
минеральных веществах (кальций, фосфор) удовлетворяется другими, более 
экономически эффективными кормами. 

Задача 40 

Определить оптимальное сочетание отраслей сельского хозяйства: рас-
тениеводства и животноводства, таким образом, чтобы получить максималь-
ный выход товарной продукции (в качестве товарной выступает продукция 
отрасли животноводства). Вся продукция отрасли растениеводства идет на 
корм скоту. 

Производственные ресурсы:  
пашня – 8000 га; 
трудовые ресурсы – 7500 ч. дн; 
энергоресурсы – 1000 тр. смен. 
Урожайность зерновых – 10 ц/га (содержание кормовых единиц в 1 ц – 

1,2 ц к.ед.), урожайность кукурузы на силос – 150 ц/га (содержание кормовых 
единиц в 1ц – 0,2 ц к.ед.). 

Годовой удой 1 коровы – 3500 кг, годовой прирост 1 свиньи – 0,9 ц. 
Удельные затраты производственных ресурсов приведены в таблице 1.24. 

 
Таблица 1.24 – Удельные затраты производственных ресурсов 

Показатели 
Затраты труда, 

чел. дн. 
Энергетические ре-
сурсы, тр. смены 

Расход кормовых еди-
ниц на 1 ц продукции, 

ц к.ед 

На 1 га зерновых 2 0,4 – 

На 1 га кукурузы  20 4,0 – 

На 1 ц молока 0,1 0,01 1,2 

На 1 ц прироста живой 
массы свиней 

1,5 0,02 7,0 
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Цена реализации 1 ц продукции:  
 зерна – 900 руб., 
 силоса – 150 руб., 
 молока – 1700 руб., 
 прирост свиней – 12000 руб. 
Валовое производство продукции животноводства равно произведению 

продуктивности животных (прирост живой массы от 1 головы, удой от 1 ко-
ровы) на поголовье. 

Задача 41 

Определить оптимальное сочетание отраслей сельского хозяйства: рас-
тениеводства и животноводства так, чтобы получить максимальный выход 
товарной продукции (в качестве товарной – выступает продукция отрасли 
животноводства – мясо КРС и свиней, молоко; продукция отрасли растение-
водства – зерно). На корм идет 20% валового сбора зерна и весь силос. 

Производственные ресурсы:  
пашня – 10000 га,  
трудовые ресурсы – 85000 ч. дн,  
энергоресурсы – 15000 тр. смен,  
пастбища – 1500 га. 
Урожайность зерновых – 20 ц/га (содержание кормовых единиц в 1 ц – 

1,2 ц к.ед.), кукурузы на силос – 150 ц/га (содержание кормовых единиц в 1 ц – 
0,2 ц к.ед.). С 1 га естественных пастбищ возможно получение 5 ц к.ед. Годо-
вой удой 1 коровы 3500 кг, прирост живой массы 1 коровы – 2,5 ц, свиньи – 
0,9 ц. Удельные затраты производственных ресурсов приведены в табли-
це 1.25. 

 
Таблица 1.25 – Удельные затраты производственных ресурсов 

Показатели 
Затраты труда, 

чел. дн. 

Энергетические 
ресурсы,  
тр. смены 

Расход кормовых 
единиц на 1 ц про-
дукции, ц к.ед 

На 1 га зерновых 2,1 0,4 – 

На 1 га кукурузы 20 4,0 – 

На 1 ц молока 0,1 0,01 1,2 

На 1 ц прироста живой массы 
КРС 

2,0 0,01 8,0 

На 1 ц прироста живой массы 
свиней 

1,5 0,02 7,0 

На 1 га естественных пастбищ 0,8 0,01 – 
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Цена реализации 1 ц продукции: зерна – 900 руб., силоса – 150 руб., 
молока – 1700 руб., прироста КРС – 15000 руб., прироста свиней – 12000 руб. 

Продать по договорам: зерна – не менее 2600 ц, молока – не менее 
800 ц, мяса – 150 ц. 

Задача 42 

Определить оптимальное сочетание отраслей сельского хозяйства: рас-
тениеводства и животноводства таким образом, чтобы получить максималь-
ный выход товарной продукции (в качестве товарной – выступает продукция 
отрасли животноводства – мясо КРС и свиней, молоко; продукция отрасли 
растениеводства – зерно).  

Производственные ресурсы:  
пашня – 10000 га,  
трудовые ресурсы – 85000 ч.-дн, 
энергоресурсы – 15000 тр. смен, 
пастбища – 1500 га. 
Возможная распашка естественных пастбищ до 400 га.  
Урожайность зерновых – 20 ц/га (содержание кормовых единиц в 1 ц – 

1,2 ц к.ед.), кукурузы на силос – 150 ц/га (содержание кормовых единиц в 
1 ц – 0,2 ц к.ед.). С 1 га естественных пастбищ возможно получение 5 ц к.ед. 
Годовой удой 1 коровы – 3500 кг, прирост живой массы 1 коровы – 2,5 ц, 
свиньи – 0,9 ц. Содержание кормовых единиц в 1 ц молока, которое идет на 
корм, – 0,4 ц к.ед. В таблице 1.26 приведены удельные затраты производст-
венных ресурсов. 

 
Таблица 1.26 – Удельные затраты производственных ресурсов 

Показатели 
Затраты 

труда, чел. 
дн. 

Энергетические 
ресурсы, 
тр. смены 

Расход кормовых 
единиц на 1 ц про-
дукции, ц к.ед 

На 1 га зерновых 2,1 0,4 – 

На 1 га кукурузы  20 4,0 – 

На 1 ц молока 0,1 0,01 1,2 

На 1 ц прироста живой массы КРС 2,0 0,01 8,0 

На 1 ц прироста живой массы сви-
ней 

1,5 0,02 7,0 

На 1 га естественных пастбищ 0,8 0,01 – 

На 1 га освоения пастбищ 1,5 1,2 – 

 
Структура использования продукции: 
а) зерна: продажа по договорам – 40%,  
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на корм скоту – 50%,  
прочая реализация – 10%; 

б) молока: продажа по договорам – 80%,  
 на корм скоту – 10%,  
 прочая реализация – 10%; 

в) мяса: продажа по договорам – 90%,  
 на внутрихозяйственные нужды – 10%. 

Планировать продажу продукции по договору не менее: зерна – 
12000 ц, молока – 1200 ц, мяса – 800 т. 

Цена реализации по договору 1 ц продукции: зерна – 900 руб., молока – 
1700 руб., прироста КРС – 15000 руб., прироста свиней – 12000 руб. 

Прочая цена реализации 1 ц продукции: зерна – 950 руб., молока – 
1800 руб., прироста КРС – 15500 руб., прироста свиней – 13500 руб. 

Задача 43 

Кожгалантерейная фабрика выпускает три вида продукции: кожаные 
перчатки, ремни и сумочки. Согласно заключенным с магазинами договорам 
фабрика должна еженедельно поставлять не менее 70 пар перчаток, 30 рем-
ней и 60 сумочек. Ресурсы на неделю следующие: 700 единиц труда, 580 еди-
ниц производственного оборудования, 600 единиц сырья, 540 единиц электро-
энергии, расход которых на одну номенклатурную единицу продукции пред-
ставлен в таблице 1.27. 

 
Таблица 1.27 – Исходные данные к задаче 43 

 

Ресурсы 
Вид продукции 

перчатки ремни сумочки 

Труд 3 3 4 

Оборудование 2 3 4 

Сырье 1 2 5 

Электроэнергия 3 4 2 

 
Цена перчаток равна 350 денежным единицам, ремней – 520 денежным 

единицам и сумочек – 700 денежным единицам. 
Необходимо определить, сколько единиц каждого вида продукции надо 

выпускать, чтобы общая стоимость выпускаемой продукции была макси-
мальной. 

Задача 44 

На основе имеющихся данных определить оптимальную структуру ак-
тивов и пассивов банка для максимизации текущей прибыли. Производст-
венные ресурсы: 
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1) трудовые ресурсы – 15000 чел. часов; 
2) офисные площади – 10000 клиентов в год. 
Собственный капитал – 100 млн руб. Норматив M1 (max Активы/СК) – 

10. Норма обязательных отчислений в резерв – 10% от привлеченных средств. 
Удельные затраты производственных ресурсов на 1 млн привлеченных 

и размещенных средств представлены в таблице 1.28. 
 

Таблица 1.28 – Исходные данные к задаче 44 

Показатели 
Затраты труда,  

чел. дней 
Использование офисных  
площадей, клиентов 

Кредиты, выданные физ. лицам 40 40 

Кредиты, выданные юр. лицам 20 5 

Облигации 1 0 

Депозиты привлеченные, физ. лиц 40 50 

Депозиты привлеченные, юр. лиц 20 10 

Межбанковский кредит 1 0 

 
Годовые процентные ставки:  
по кредитам, выданным: физ. лицам – 16%, юр. лицам – 12%, купонный 

доход по облигациям – 8%; 
по депозитам привлеченным: физ. лиц – 4%, юр. лиц – 6%, по межбан-

ковскому кредиту – 8%. Политикой банка установлено, что он должен иметь 
не менее 8000 клиентов – физ. лиц. Существуют ограничения по привлече-
нию межбанковского кредита – не более 200 млн рублей. 

Ответы 

№ 35 Z = 384, x1 = 12,8, x2 = 0, x3 = 0, x4 = 0. № 36 Z = 225, x1 = 0, x2 = 5, 
x3 = 12,5, x4 = 0. № 37 Z = 19075, x1 = 112,5, x2 = 70, x3 = 86,25. № 38 Z = 32000, 
x1 = 200, x2 = 400. № 40 Z 38430233, 1x 2100, 2x 0, 3x 382, 4x 1454. 
№ 41 Z 314252345, 1x 7972, 2x 2028, 3x 23, 4x 5283, 5x 0. 
№ 42 Z 371293227, 1x 9088, 2x 1312, 3x 43, 4x 7609, 5x 0, 6x  400. 
№ 43. Максимальная стоимость выпускаемой продукции возможна в размере 
101350 единиц; объем выпуска продукции: перчатки – 87 пар, ремни – 30 
штук, сумочки – 79 штук; сырье С2 израсходовано полностью, другие типы – 
нет, дополнительные ограничения и условие неотрицательности выполнены. 
№ 44. Максимальная прибыль равна 30,896 млн рублей при выдаче кредитов 
на суммы: физ. лицам – 200 млн рублей, юр. лицам – 179,31 млн рублей, по-
купка облигаций на сумму – 0 рублей. По депозитам привлеченным: физ. 
Лиц – 0 рублей, юр. лиц – 110,34 млн рублей, по межбанковскому кредиту – 
200 млн рублей. 
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Контрольные вопросы 

1. Постановка основной задачи линейного программирования. 
2. Из каких частей состоит экономико-математическая модель задачи? 
3. Этапы построения экономико-математической модели. 
4. Назовите критерии оптимальности, используемые при построении 

экономико-математических задач. 
5. Назовите основные элементы базовой экономико-математической 

модели. 
6. Назовите виды переменных. 
7. Что может являться основными переменными в задачах оптимизации 

производства? 
8. Назовите виды ограничений. 
9. Математическая запись модели. 
10. Особенности записи структурной формы модели. 
 
 
 

 
Глава 2 ЦЕЛОЧИСЛЕННОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ  

ПРОГРАММИРОВАНИИ 

2.1 Постановка и модель целочисленной задачи 

Большая группа экономических задач, решаемых методами линейного 
программирования, требует целочисленного решения. Например, при опре-
делении оптимального выпуска машин, агрегатов, размещения оборудования, 
если речь идет о фасованной продукции в определенном объеме, переменные 
характеризуют физически неделимые единицы и поэтому должны принимать 
только целые значения.  

Целочисленное программирование – это разновидность линейного 
программирования, подразумевающая, что искомые значения должны быть 
целыми числами.  

Постановка целочисленной задачи звучит так же, как и постановка ос-
новной задачи линейного программирования, и добавляется только одно ус-
ловие – целочисленность хj. 

Пусть некоторое предприятие имеет n видов производственных ресур-
сов. Порядковый номер ресурсов – i, т.е. i = 1, 2, …, m. Наличие каждого вида 
ресурсов известно и обозначается bi. Предположим, что предприятие может 
производить m видов продукции. Порядковый номер продукции – j, т.е. 
j = 1, 2, …, n. Необходимо определить, какое количество единиц продукции 
каждого вида надо производить (xj), чтобы получить максимум этой продук-
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ции в стоимостном выражении, если известно, что затраты на производство 
единицы продукции каждого вида ресурса равны aij единиц, а цена реализа-
ции – cj. Единицы производимой продукции должны принимать целые зна-
чения. Тогда модель задачи будет выглядеть следующим образом: 

I. Ζ = с1х1 + с2х2 + … + сnхnmax. 
II. a11х1 + а12х2 + … + а1nхn ≤ b1, 
 a21х1 + а22х2 + … + а2nхn ≤ b2, (2.1) 
 ……………………………… 
 am1х1 + аm2х2 + … + аmnхn ≤ bm. 
III. хj ≥ 0 и хj – целые, j = 1, 2, …, n. 
Методы решения задач линейного программирования не гарантируют 

целочисленности решения. Поэтому существуют подходы и методы, которые 
и будут рассмотрены в следующем пункте. 

2.2 Решение целочисленных задач  
линейного программирования 

Иногда задачи целочисленного программирования решают прибли-
женно. Сначала, отбросив условие целочисленности, решают задачу методом 
линейного программирования, а затем в полученном оптимальном решении 
округляют переменные до целых чисел. Такой прием можно использовать, 
если значения переменных достаточно велики и погрешностью округления 
можно пренебречь. Если значения переменных невелики, то округление мо-
жет привести к значительному расхождению с оптимальным решением. По-
этому разработаны специальные методы решения целочисленных задач, сре-
ди которых можно выделить два направления: методы отсечения (отсекаю-
щих плоскостей, состоят в построении дополнительных ограничений) и ком-
бинаторные методы (представление о них дает широко используемый на 
практике метод ветвей и границ). 

К методу отсекающих плоскостей относится аналитический метод ре-
шения полностью целочисленных задач – метод Гомори. Основная его идея 
заключается в том, что задача сначала решается без ограничения целочис-
ленности. Если решение получается целочисленным, то задача решена, если 
нет, то к задаче присоединяют новое дополнительное ограничение, которое 
называют сечением. Получают новую задачу, для которой множество допус-
тимых решений будет меньше, чем для исходной задачи, но будет содержать 
все допустимые целочисленные решения.  

Дополнительное ограничение отсекает часть области, содержащую не-
целочисленное оптимальное решение.  

Вновь полученную задачу решают методом линейного программирова-
ния. Процесс построения сечений и решения задачи повторяется до получе-
ния целочисленного оптимального решения.  
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Таким образом, сначала задачу будем решать симплексным методом 
без учета требования о целочисленности до получения оптимального вариан-
та. Если значения всех хj будут целыми, то задача решена. Если же есть хотя 
бы одно дробное значение, то составляется дополнительное ограничение по 
целочисленности этой переменной хj, которое присоединяется к исходным 
ограничениям задачи, и снова находится новый оптимальный вариант. Алго-
ритм Гомори позволяет прийти к оптимальному целочисленному решению за 
конечное число шагов. 

Предположим, что на каком-то шаге мы получили таблицу с оптималь-
ным вариантом решения задачи (табл. 2.1). 

 
Таблица 2.1 – Оптимальный вариант для исходной задачи  

без ограничения по целочисленности 

 –x1 –y1 … –xn Свободные члены  

х2 а11 а12 … а1n b1  

y2 а21 а22 … а2n b2  

… … … … … …  

ym аm1 аm2 … аmn bm  

Z c1 c2 … cn Q bi ≥ 0, cj ≥ 0. 

 
Пусть в полученном оптимальном варианте среди переменных хj есть 

дробное значение. Тогда необходимо составить дополнительное ограничение 
по целочисленности этой переменной. 

Для этого сначала через ij обозначается целое число, не превосходя-
щие коэффициенты и свободный член в строке, в которой находится пере-
менная хj с дробным значением. 

Для каждого коэффициента и свободного члена составляется разность 
αij = aij – βij (если само aij целое, то βij = aij и αij = 0). Очевидно, что все значе-
ния αij ≥ 0. 

Берется αij в качестве коэффициентов нового дополнительного ограни-
чения: 
 αi1x1 + αi2у1 + … + αinxn ≥ αi   (2.2) 

Это дополнительное ограничение записывается в виде равенства, с вве-
дением дополнительной переменной si ≥ 0: 
 si = αi1x1 + αi2у1 + … + αinxn – αi.  (2.3) 

Далее составляется расширенная симплекс-таблица, т.е. в таблицу с оп-
тимальным вариантом вводится дополнительная строка, в которой записыва-
ется дополнительное ограничение (табл. 2.2), после чего вычисления про-
должаются. 

 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



67 
 

Таблица 2.2 – Вариант решения для исходной задачи  
с добавленным ограничением 

 -x1 -y1 … -xn Свободные члены 

x2 а11 а12 … а1n b1 
y2 а21 а22 … а2n b2 
… … … … … … 

ym аm1 аm2 … аmn bm 
si – αi1 – αi2 … – αin – αi 

Z c1 c2 … cn Q 

 
Далее задача решается симплекс-методом с получением допустимого и 

оптимального вариантов. В случае необходимости в таблицу вводятся еще 
ограничения. 

Замечание. При работе с линейными целочисленными задачами оптимизации 
необходимо иметь в виду: 1) условие целочисленности распространяется только на 
основные переменные хj, а дополнительные переменные (остаток ресурсов) и целе-
вая функция (выход продукции в стоимостном выражении) не обязательно должны 
принимать целые значения; 2) условие целочисленности может только «ухудшить» 
результат решения задачи; 3) может оказаться, что задача без дополнительных ог-
раничений сразу является целочисленной или вовсе не может быть решена с усло-
вием целочисленности, но из постановки задачи это сложно увидеть заранее. 

2.3 Некоторые экономические задачи  
целочисленного программирования 

Рассмотрим наиболее значимые формулировки классических целочис-
ленных оптимизационных задач, которые подразумевают обязательное вы-
полнение условия целочисленности переменных величин и применяются с 
различными модификациями в экономике. 

Задача о ранце. Общий вес ранца заранее ограничен. Необходимо оп-
ределить, какие предметы положить в ранец, чтобы общая полезность ото-
бранных предметов была максимальна, если вес каждого предмета известен.  

Примем, что х1, х2, …, хn – предметы, с1, с2, …, сn – ценность каждого 
предмета, а1, а2, …, аn – масса каждого предмета (или какой-то характерный 
важный размер). Ранец может выдержать общую массу не более b. Если 
предмет кладется в ранец, то ему присваивается значение, равное единице, 
если нет, то равное нулю. В итоге получим линейную целочисленную задачу 
оптимизации: 

I. 
1

max .
n

j j
j

Z с x
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II. .
1

bxa
n

j
jj 


 

III. хj = {0,1}, j = 1, 2. 
Есть много эквивалентных формулировок. Например, можно вместо 

ранца рассматривать спутник, а в качестве предметов – научные приборы. 
Тогда задача интерпретируется как отбор приборов для запуска на орбиту. 
Правда, при этом предполагается решенной предварительная задача – оценка 
сравнительной ценности исследований, для которых нужны те или иные 
приборы. Или роль ранца может играть транспортный самолет. 

Задача о выборе оборудования. Пусть для приобретения оборудова-
ния, размещаемого на производственной площади 38 м2, фирма выделяет 
20 млн руб. Имеются единицы оборудования двух типов: типа А стоимо-
стью 5 млн руб., требующее производственную площадь 8 м2 и имеющее 
производительность 7 тыс. единиц продукции за смену, и типа Б – стоимо-
стью 2 млн руб., занимающее площадь 4 м2 и дающее за смену 
3 тыс. единиц продукции. Требуется рассчитать оптимальный вариант при-
обретения оборудования, обеспечивающий максимум производительности 
участка.  

Пусть х1 и х2 – количество приобретаемых машин типа А и типа Б соот-
ветственно, тогда модель задачи будет выглядеть следующим образом: 

I. Ζ = 7х1 + 3х2 → max. 
II.  5х1 + 2х2 ≤ 20, 
  8х1 + 4х2 ≤ 38. 
III. хj ≥ 0 и хj – целые, j = 1, 2. 
Решая задачу в MS Excel без ограничения целочисленности, получим, 

что Z = 29,5, при х1 = 1 и х2 = 7,5.  
Если же изначально при добавлении ограничений в соответствующем 

диалоговом окне в MS Excel дополнительно еще раз выбрать ячейки, соот-
ветствующие переменным величинам, и задать их целыми числами, то после 
активизации поиска решения ответ будет выглядеть так: Z = 29, при х1 = 2 и 
х2 = 5. Таким образом, приобретение двух машин типа А и пяти машин типа 
Б обеспечивает максимум производительности участка, равный 29 тыс. еди-
ниц продукции в смену. Заметим, что если бы в качестве плана был выбран 
вариант, получаемый в результате простого округления первоначального ре-
шения (т.е. х1 = 1 и х2 = 7), то суммарная производительность оказалась бы 
равной всего 28 тыс. единиц продукции.  

К задачам целочисленного программирования также относятся:  
– задача оптимального раскроя материалов: на предприятии произ-

водится раскрой нескольких различных партий материалов в заданных коли-
чествах единиц одинакового размера в каждой партии. Из материалов всех 
партий требуется изготовить максимальное число комплектов, в каждый из 
которых входит несколько различных видов деталей в заданном количестве, 
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если известно, что каждую единицу материала можно раскроить на детали 
определенным количеством различных способов для получения деталей раз-
ного вида; 

– задача о назначениях. С ее помощью можно получить ответ на во-
просы типа: как распределить рабочих по станкам, чтобы общая выработка 
была наибольшей или затраты на заработную плату наименьшими; как наи-
лучшим образом распределить экипажи самолетов; как назначить людей на 
различные должности и т.д. Математически такие задачи относятся к транс-
портным задачам, с той особенностью, что в них объемы наличных и тре-
бующихся ресурсов для выполнения каждой работы равны единице 
(aj = bi = 1), а все переменные xij либо равны единице, если i-й работник на-
значен на j-ю работу, либо равны нулю в других случаях. Исходные данные 
задачи о назначениях группируются в таблице, которая называется матрицей 
оценок, а результаты – в матрице назначений. При решении задачи о назна-
чениях используют алгоритмы и методы решения транспортных задач;  

– задача о коммивояжере. Она относится к задачам предыдущего вида 
и может быть сформулирована следующим образом: имеется n городов, про-
нумерованных числами от 1 до n. Коммивояжер, выезжая из города 1, должен 
побывать в каждом городе ровно один раз и вернуться в исходный пункт; при 

этом известны расстояния cij между городами (i = n,1 , j = n,1 , i ≠ j). Требует-
ся найти самый короткий маршрут. 

К задачам целочисленного программирования приводят также многие 
оптимальные задачи теории расписаний, в которой рассматриваются методы 
оптимизации оперативно-календарного планирования (например, задача оп-
ределения оптимальной очередности обработки изделий на различных стан-
ках или других рабочих местах и пр.). 

Упражнения 

Задача 1 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 4x1 + 5x2 + x3 → max 
II.  3x1 + 2x2 ≤ 10 

 x1 + 4x2 ≤ 11 
 3x1 + 3x2 + x3 ≤ 13 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0,  
x1, x2, x3 – целые. 

Решение 
Переходим от системы неравенств к системе уравнений: 

y1 = –3x1 – 2x2 + 10 
y2 = – x1 – 4x2 + 11 
y3 = –3x1 – 3x2 – x3 + 13 
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Запишем математическую модель в табличной форме (табл. 2.3). 
 
Таблица 2.3 – Математическая модель задачи в табличной форме 

 –x1 –x2 –x3 Свободные члены

y1 3 2 0 10 

y2 1 4 0 11 

y3 3 3 1 13 

Z –4 –5 –1 0 

 
Вариант допустимый, но не оптимальный. Выберем разрешающий эле-

мент. Сделаем первую итерацию (табл. 2.4). 
 

Таблица 2.4 – Первая итерация 

 –x1 – y2 –x3 Свободные члены

y1 5/2 –1/2 0 9/2 

x2 1/4 1/4 0 11/4 

y3 9/4 –3/4 1 19/4 

Z –11/4 5/4 -1 55/4 

 
Сделаем вторую итерацию (табл. 2.5). 
 

Таблица 2.5 – Вторая итерация 

 –y1 –y2 –x3 Свободные члены

x1 2/5 –1/5 0 9/5 

x2 –1/10 3/10 0 23/10 

y3 –9/10 –3/10 1 7/10 

Z 11/10 7/10 –1 187/10 

 
Сделаем третью итерацию (табл. 2.6). 
 

Таблица 2.6 – Третья итерация 

 – y1 – y2 – y3 Свободные члены 

x1 0,4 –0,2 0 1,8 

x2 –0,1 0,3 0 2,3 

x3 –0,9 –0,3 1 0,7 

Z 0,2 0,4 1 19,4 

 
Получен допустимый вариант, являющийся оптимальным. 
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Первый оптимальный вариант: 
Z = 19,4, при: 

x1 = 1,8 y1 = 0 
x2 = 2,3 y2 = 0 
x3 = 0,7 y3 = 0 

Вариант оптимальный, но не целочисленный. 
Составим дополнительные ограничения по целочисленности, напри-

мер, x3. 
Так, число, не превышающее (–0,9) и при этом наиболее близкое к не-

му целое, – это (–1). Поэтому: 
α31 = –0,9 – (–1) = 0,1. 
Далее аналогично: 
α32 = –0,3 – (–1) = 0,7; 
α33 = 1 – 1 = 0; 
α3св. = 0,7 – 0 = 0,7. 
Таким образом, мы получили дополнительное ограничение: 
0,1y1 + 0,7y2 + 0y3 ≥ 0,7. 
То есть s3 = 0,1y1 + 0,7y2 + 0y3 – 0,7. 
Добавим в таблицу 2.6 дополнительное ограничение s3 и получим таб-

лицу 2.7. Далее решаем симплекс-методом (табл. 2.8). 
 

Таблица 2.7 – Вариант с дополнительным ограничением 

 –y1 –y2 –y3 Свободные члены 

x1 0,4 –0,2 0 1,8 

x2 –0,1 0,3 0 2,3 

x3 –0,9 –0,3 1 0,7 

s3 –0,1 –0,7 0 –0,7 

Z 0,2 0,4 1 19,4 

 
Таблица 2.8 – Итог решения 

 –y1 –s3 –y3 Свободные члены

x1 3/7 –7/2 0 2 

x2 –1/7 3/7 0 2 

x3 –6/7 –3/7 1 1 

y2 1/7 –10/7 0 1 

Z 1/7 4/7 1 19 

 
После преобразования получаем оптимальный целочисленный вариант. 
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Второй оптимальный вариант: 
Z = 19, при: 

x1 = 2 y1 = 0 
 x2 = 2 y2 = 1 
 x3 = 1 y3 = 0 

Задача 2 

Решить симплексным методом: 
I. Z = x1 + 2x2 → max 
II.  3x1 + x2 ≤ 7 

x1 + 3x2 ≤ 7 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 

x1, x2 – целые. 

Задача 3 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 2x1 + x2 + x3 → max 
II.  x1 + 2x2 + 2x3 = 16 

x1 + x2 ≤ 7 
3x1 + 2x3 ≥ 18 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, 
x1, x2, x3 – целые. 

Задача 4 

Решить симплексным методом: 
I. Z = 110x1 + 90x2 → max 
II.  3x1 + 4x2 ≤ 10 

2x1 + x2 ≤ 8 
x2 ≤ 5 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 
x1, x2 – целые. 

Задача 5 

Решить симплексным методом: 
I. Z = x1 + 2x2 + 3x3 → max 
II.  6x1 + 4x2 + 3x3 ≤ 25 

5x1 + 3x2 + 2x3 ≤ 15 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, 

x1, x2, x3 – целые. 
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Задача 6 

Решить симплексным методом: 
I. Z = x1 – x2 → max 
II.  x1 – 2x2 + x3 = 1 

 x1 + 3x2 + x4 = 3 
III. x1≥ 0, x2≥ 0, x3≥ 0, x4 ≥ 0, 

x1, x2, x3, x4 – целые. 

Ответы 

№ 2 Z = 2, x1 = 1, x2 = 2; № 3 Z = 17, x1 = 6, x2 = 1,x3 = 4; № 4 Z = 330, 
x1 = 3, x2 = 0; № 5 Z = 21, x1 = 0, x2 = 0, x3 = 7; № 6 задача с условием целочис-
ленности не решается. 

Контрольные вопросы 

1. Какие экономические задачи относятся к задачам целочисленного 
программирования? 

2. Сформулируйте задачу целочисленного программирования и вос-
произведите ее модель. 

3. В чем состоит метод Гомори? 
4. Алгоритм решения задач линейного программирования. 
5. Приведите примеры конкретных задач, в ограничениях которых 

должна учитываться целочисленность. 
 
 
 
 
Глава 3 ДВОЙСТВЕННОСТЬ В ЛИНЕЙНОМ 

ПРОГРАММИРОВАНИИ 

3.1 Постановка и модель двойственной задачи 

С каждой задачей линейного программирования тесно связана другая 
линейная задача, называемая двойственной. Первоначальная задача называ-
ется исходной (или прямой). Связь исходной и двойственной задач заключа-
ется, в частности, в том, что решение одной из них может быть получено не-
посредственно из решения другой. 

Напомним, что в основе задачи линейного программирования рассмат-
ривается предприятие, имеющее ресурсы bi, где i = 1, 2, …, m. Оно тратит их 
на изготовление готовой продукции и эту продукцию реализует. При этом 
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ставится цель – получить максимум продукции в стоимостном выражении, не 
перерасходуя ресурсы.  

Модель задачи выглядит следующим образом: 
I. Ζ = с1х1 + с2х2 + … + сnхn  max. 
II. a11х1 + а12х2 + … + а1nхn ≤ b1 

 a21х1 + а22х2 + … + а2nхn ≤ b2 (3.1) 
 ……………………………… 
  am1х1 + аm2х2 + … + аmnхn ≤ bm 
III. хj ≥ 0, j = 1, 2, …, n. 
Предположим, что некоторое предприятие решило не тратить ресурсы 

на изготовление продукции, а продать эти ресурсы. Тогда возникает вопрос: 
по какой цене продавать ресурсы? Цена должна устраивать как продавца, так 
и покупателя. Интерес покупающей стороны заключается в том, чтобы за-
платить за ресурсы как можно меньше, а интерес продающей стороны – в 
том, чтобы получить за ресурсы не меньше того, что она получила бы за реа-
лизованный готовый товар. 

Тогда в так называемой двойственной модели целевая функция будет 
описывать интерес покупающей стороны, система ограничений – интерес 
продающей стороны (необходимо оценить ресурсы, которые пошли бы на из-
готовление единицы продукции, и стоимость этих ресурсов ограничить це-
ной реализованной единицы продукции). Третье условие (неотрицательность 
переменных величин) будет выполняться в силу того, что цена единицы ре-
сурса не может быть отрицательной. Введя в качестве цены единицы ресурса 
величину ui  0 (i = 1, 2, …, m), ее еще называют оценкой ресурса (или двой-
ственной оценкой), получим следующую модель:  

I. F = b1u1+ b2u2+ … + bmum  min. 
II. a11u1+ a21u2+ … + am1um  c1 
 a12u1+ a22u2+ … + am2um  c2 (3.2) 
 ……………………………… 
 a1nu1+ a2nu2+ … + amnum  cn 
III. ui  0, i = 1, 2, …, m. 
Сопоставим обе задачи: 
 первая – задача на максимум (Z → max), вторая – на минимум 

(F → min); 
 в первой система ограничений типа , во второй ; 
 в первой задаче n неизвестных и m ограничений, во второй m неиз-

вестных и n ограничений; 
 коэффициенты в целевых функциях и величины в правых частях не-

равенств при переходе из одной задачи в другую меняются местами (в пер-
вой задаче cj – коэффициенты целевой функции, во второй cj – свободные 
члены; в первой задаче bi – свободные члены, во второй bi – коэффициенты 
целевой функции); 
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 матрицы коэффициентов в первой и второй задачах являются транс-
понированными относительно друг друга (строки и столбцы поменялись мес-
тами соответственно). 

Таким образом, видно, что обе задачи тесно связаны между собой. Они 
образуют пару задач, называемую в линейном программировании двойст-
венной парой. Первую из них обычно называют прямой (или исходной) зада-
чей, а вторую – двойственной задачей (с чисто математической точки зрения 
за исходную может быть принята любая из задач двойственной пары). 

Алгоритм составления двойственной задачи 

Алгоритм состоит из четырех частей: 
1) тип экстремума целевой функции меняется; 
2) каждому ограничению исходной задачи ставится в соответствие пе-

ременная двойственной задачи; 
3) свободные члены исходной задачи становятся коэффициентами при 

переменных в целевой функции двойственной задачи; 
4) каждый столбец коэффициентов в системе ограничений формирует 

ограничение двойственной задачи, при этом тип неравенства меняется; ко-
эффициенты при переменных в целевой функции исходной задачи становят-
ся свободными членами в соответствующих неравенствах двойственной за-
дачи. 

Рассмотрим конкретный пример построения двойственной модели: 
 
 
 
 
 
 
Следует отметить, что математические модели пары двойственных за-

дач могут быть симметричными и несимметричными. В несимметричных 
двойственных задачах система ограничений исходной задачи задается в виде 
равенств, а двойственной – в виде неравенств, причем в последней перемен-
ные могут быть и отрицательными. В симметричных задачах система огра-
ничений как исходной, так и двойственной задачи задается неравенствами, 
причем на двойственные переменные налагается условие неотрицательности. 
Чаще рассматриваются симметричные взаимодвойственные задачи. 

3.2 Методы решения 

Каждая из задач двойственной пары формально является самостоя-
тельной задачей линейного программирования и может решаться независимо 
от другой. При этом используется как симплексный метод, так и графический 
(в случае, если задача содержит две переменные). Однако использование 

исходная задача: 
I. Z = 6x1 + 4x2 → max. 
II.  2x1 + 4x2 ≤ 8, 
 2x1 + x2 ≤ 6. 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

двойственная задача: 
I. F = 8u1 + 6u2 → min. 
II.  2u1 + 2u2 ≥ 6, 
 4u1 + u2 ≥ 4. 
III. u1 ≥ 0, u2 ≥ 0. 
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симплексного метода решения одной из двойственных задач двойственной 
пары автоматически приводит к решению другой задачи. Наглядным обосно-
ванием данного положения может служить возможность использования 
двойственной симплекс-таблицы для отыскания искомых значений целевых 
функций. 

Подготовленные для записи в симплекс-таблицу модели будут выгля-
деть так: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Обе модели записываются в двойственную симплекс-таблицу следую-
щим образом (табл. 3.1): 

 
Таблица 3.1 – Двойственная симплексная таблица 

  v1 v2 … vn F 

  –x1 –x2 … –xn Свободные члены

u1 y1 a11 a12 … a1n b1

u2 y2 a21 a22 … a2n b2

… … … … … … … 

um ym am1 am2 … amn bm

Свободные члены Z –c1 –c2 … –cn 0 

 
Замечания: 
– коэффициенты подготовленной двойственной модели располагаются по 

столбцам, то есть в одной таблице записаны обе двойственные модели. Решая мо-
дель прямой задачи симплекс-методом, параллельно решается и модель двойствен-
ной задачи. Получив оптимальный вариант для прямой задачи, мы получаем опти-
мальный вариант и для двойственной; 

– прежде чем составлять модель двойственной задачи, необходимо у исход-
ной модели «выровнять» знаки, т.е. если целевая функция стремится к max, то все 
знаки в системе ограничений должны быть ≤, а если к min, то ≥. Система приво-
дится в соответствие путем домножения обеих частей «неподходящего» неравен-
ства на (–1). 

 
 

исходная задача (введем yi  0): 
I. Ζ = с1х1 + с2х2 + … + сnхn → max. 
II.  y1 = –a11х1 – а12х2 – … – а1nхn + b1 

 y2 = –a21х1 – а22х2 – … – а2nхn + b2 

 ………………………………….. 
 ym = –am1х1 – аm2х2 – … – аmnхn + bm 
III. хj ≥ 0, j = 1, 2, …, n. 

двойственная задача (введем vj  0): 
I. F = b1u1 + b2u2 + … + bmum → min. 
II. v1 = a11u1 + a21u2 + … + am1um – c1 
 v2 = a12u1 + a22u2 + … + am2um – c2 
 …………………………………… 
 vn = a1nu1 + a2nu2 + … + amnum – cn 
III. ui  0, i = 1, 2, …, m. 
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Например, чтобы записать модель, двойственную к приведенной моде-
ли: 

I. Z = 4x1 + 2x2 + 3x3 → min. 
II.  –4x1 – 3x2 +x3 ≤ –4 
 5x1 + x2 + 2x3 ≥ 6 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0, 

необходимо исходную переписать в виде: 

I. Z = 4x1 + 2x2 + 3x3 → min. 
II. 4x1+ 3x2 – x3 ≥ 4 
 5x1 + x2 + 2x3 ≥ 6 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 

Тогда двойственная задача будет выглядеть так: 

I. F = 4u1 + 6u2 → max. 
II.  4u1 + 5u2 ≤ 4 
 3u1 + u2 ≤ 2 
 –u1 + 2u2 ≤ 3 
III. u1 ≥ 0; u2 ≥ 0; 

 в центр двойственной симплекс-таблицы (табл. 3.1) всегда ставится 
задача на максимум, вне зависимости от того, какова целевая функция ис-
ходной задачи. 

3.3 Основные теоремы теории двойственности  
и ее экономическое содержание 

В качестве основной теоремы двойственности выделяют следующую 
формулировку: если одна из взаимно двойственных задач имеет оптимальное 
решение, то и другая также имеет оптимальное решение, при этом соответст-
вующие им оптимальные значения целевых функций равны. 

Кроме этого варианта возможны следующие взаимоисключающие 
случаи: 

 в одной из пары двойственных задач допустимое множество не пусто, 
а целевая функция на этом множестве не ограничена, тогда у другой задачи 
из этой пары будет пустое допустимое множество (т.е. если в одной задаче 
функционал не ограничен, то задача, ей двойственная, не имеет решения); 

 обе из рассматриваемых задач имеют пустые допустимые множества 
(т.е. обе не имеют решения). 

С экономической стороны решение прямой задачи дает оптимальный 
план выпуска продукции, а решение двойственной задачи – оптимальную 
систему условных (или двойственных) оценок применяемых ресурсов. 
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Для экономических задач часто представляет интерес то, как повлияет 
на оптимальное решение изменение запасов сырья и изменение прибыли от 
единицы продукции. В связи с этим посредством двойственных оценок мож-
но выяснить: увеличение объемов какого вида ресурсов наиболее выгодно; 
на сколько можно увеличить запас сырья для улучшения полученного опти-
мального значения целевой функции; каков диапазон изменения того или 
иного коэффициента целевой функции, при котором не происходит измене-
ние оптимального решения; целесообразность включения в план новых изде-
лий.  

Центральный вопрос, который рассматривается в теории двойственно-
сти, – это вопрос о ценности ресурса. Но ценности его не рыночной, а ис-
ключительно с внутренней точки зрения данного предприятия, с точки зре-
ния эффективного использования этого ресурса в сложившейся структуре 
производства, определяемой технологической матрицей и удельными прибы-
лями. При этом оценка ценности производится только в процессе использо-
вания ресурса в одном цикле производства. Это является элементом условно-
сти. Однако из всего этого вытекает основополагающая оценка ценности ре-
сурса – сколько прибыли может принести вовлечение в производство еще 
одной единицы данного ресурса.  

В качестве примера рассмотрим следующую задачу: предприятие рас-
полагает тремя группами основного оборудования и может выпускать изде-
лия четырех видов – А, Б, В и Г. Все изделия имеют практически неограни-
ченный сбыт, и предприятие в данном случае может самостоятельно плани-
ровать ассортимент и величину выпуска, нет ограничений и в приобретении 
сырья. Лимитирующим фактором является лишь основное оборудование, 
плановый фонд времени работы которого задан и не может быть превышен. 
Известны также нормы времени на обработку каждого вида изделий на обо-
рудовании каждой группы. Известна величина прибыли, получаемой пред-
приятием за единицу каждого из изделий. Необходимо, чтобы план произ-
водства обеспечил предприятию наибольшую сумму прибыли. Числовые 
данные задачи приведены в таблице 3.2. 

 
Таблица 3.2 – Числовые данные задачи 

Группы 
оборудования 

Время в минутах на единицу изделия Месячный фонд 
времени (мин.) изделие А изделие Б изделие В изделие Г 

1-я группа 1 2 4 8 24000 

2-я группа 3 5 1 0 12000 

3-я группа 6 0 3 1 30000 

Прибыль за единицу из-
делия (руб.) 

0,4 0,2 0,5 0,8 – 
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Обозначим искомый выпуск изделий разного вида через x1, x2, x3 и x4, 
тогда модель задачи будет выглядеть следующим образом: 

I. Ζ = 0,4х1 + 0,2х2 + 0,5х3 + 0,8х4 → max. 
II.  х1 + 2х2 + 4х3 + 8х4 ≤ 24000 
 3х1 + 5х2 + х3 ≤ 12000 
 6х1 + 3х3 + х4 ≤ 30000 
III. х1 ≥ 0, х2 ≥ 0, х3 ≥ 0, х4 ≥ 0. 
Решение задачи в MS Excel дает результат: х1 = 4000, х2 = 0, х3 = 0, 

х4 = 2500, Ζ = 3600 руб. (рис. 3.1). 
 

 
Рисунок 3.1 – Результат решения исходной задачи 

 
Модель двойственной задачи запишется, согласно алгоритму, следую-

щим образом: 
I. F = 24000u1 + 12000u2 + 30000u3 → min. 
II.  u1 + 3u2 + 6u3 ≥ 0,4 
 2u1 + 5u2 ≥ 0,2 
 4u1 + u2 + 3u3 ≥ 0,5 
 8u1 + u3 ≥ 0,8 
III. u1 ≥ 0, u2 ≥ 0, u3 ≥ 0. 
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Результат решения двойственной задачи представлен на рисунке 3.2: 
u1 = 0,1, u2 = 0,1, u3 = 0, F = 3600. 

 

 
Рисунок 3.2 – Результат решения двойственной задачи 

 
Переменные ui обозначают оценки одной минуты времени работы обо-

рудования. Таким образом, для 1-й и 2-й групп оборудования эти оценки 
равны и составляют 0,1. Для 3-й группы оценка равна нулю, так как фонд 
времени этой группы оборудования в оптимальном плане используется не 
полностью (из рисунка 3.1 также видно, что ресурсы 1-й и 2-й групп исчер-
паны полностью («связанное»), а 3-й – нет («не связанное»)). 

При подстановке оптимальных значений оценок в ограничения двойст-
венной задачи получаем (это же отражает рисунок 3.2 в части «ограниче-
ния»): 

0,1 + 3·0,1 = 0,4; 
2·0,1 + 5·0,1 > 0,2; 
4·0,1 + 0,1 = 0,5; 
8·0,1 = 0,8. 
Ограничения двойственной задачи соблюдаются и выполняются как 

строгие равенства по отношению к видам продукции А, В и Г. Для этих ви-
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дов продукции оценка затрачиваемых ресурсов равна получаемому эффекту 
(прибыли). Хотя изделие В при решении исходной задачи не выпускалось 
(х3 = 0), тем не менее полученный результат оценок наводит на мысль, что 
мы имели дело с альтернативным оптимумом (в действительности, если вы-
пуск изделий А (х1) будет составлять 2182 шт., а изделий В (х3) 5455 шт. 
(х2 = 0, х4 = 0), то прибыль (Ζ) при данном варианте плана также составит 
3600 руб., однако получение данного результата возможно только при анали-
зе «ручного» решения задачи). Изделие Б невыгодно включать в план, так как 
это приведет к уменьшению общей величины прибыли, и строгое неравенст-
во в этом случае говорит о том, что оценка затрачиваемых ресурсов превы-
шает получаемый эффект.  

Отвечая на поставленный перед задачей вопрос, отметим, что, так как в 
нашем примере для 1-й и 2-й групп оборудования оценки равны 0,1, то это 
значит, что если располагаемый фонд времени работы 1-й и 2-й групп обору-
дования увеличится на 1 минуту, то можно будет построить новый опти-
мальный план, в котором общая прибыль будет на 0,1 руб. выше. Увеличение 
фонда времени на 10 минут привело бы к росту максимальной суммы прибы-
ли на 1 руб. и т.д. Для 3-й группы оборудования (оценка равна нулю), по-
скольку это оборудование оказывается не полностью используемым, то даль-
нейшее увеличение фонда его времени не повлияет на оптимальный план 
выпуска продукции и сумму прибыли. Однако оценки позволяют судить об 
эффекте сравнительно небольших изменений объема ресурсов в конкретных 
условиях данной задачи, иначе сами оценки могут стать другими.  

Если нашей целью является расширение производства и повышение 
эффективности плана путем привлечения дополнительных ресурсов, то ана-
лиз оценок может помочь при выборе правильного решения. Так, в нашем 
примере фонд времени 1-й группы оборудования вдвое больше, чем фонд 
времени 2-й группы, но оказывается, что с учетом всех условий дефицит-
ность того и другого оборудования одинакова (оценки равны). Из этого сле-
дует, что двойственные оценки отражают сравнительную дефицитность 
различных видов ресурсов в отношении принятого в задаче показателя эф-
фективности.  

Двойственные оценки могут служить тонким инструментом анализа 
и принятия правильных управленческих решений в условиях постоянно изме-
няющегося производства. Так, предположим, что в нашей задаче появилась 
возможность выпускать еще один вид изделий – изделия Д. Затраты времени 
на обработку единицы изделия Д составляют: на оборудовании 1-й группы –
 6 мин., на оборудовании 2-й группы – 2 мин., на оборудовании 3-й группы –
 5 мин. Прибыль за единицу изделия Д равна 0,7 руб. Так как критерием оп-
тимизации в задаче является прибыль, то необходимо определить, целесооб-
разно ли с точки зрения общей величины прибыли включать в план дополни-
тельно выпуск продукции Д.  
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Ответ на данный вопрос можно получить, включив новые условия в 
исходную задачу, но для практических задач большой размерности это де-
лать не целесообразно. Поэтому покажем возможность использования для 
этих целей двойственных оценок. Сопоставим «затраты» на единицу продук-
ции Д и прибыль за единицу. Оценка затрат времени составит: 

6·0,1 + 2·0,1 + 5·0 = 0,8. 
Эффективность единицы продукции Д в плане равна 0,7 руб., а услов-

ная «сумма затрат» – 0,8 руб. Это говорит о нецелесообразности включения в 
план данной продукции, так как это приведет к снижению общего эффекта по 
сравнению с прежним планом. Следовательно, отпадает и необходимость в 
повторном решении задачи, несмотря на изменившиеся условия. 

Двойственные оценки отражают сравнительную дефицитность различ-
ных видов ресурсов в отношении принятого в задаче показателя эффективно-
сти. Двойственные оценки могут служить тонким инструментом анализа и 
принятия правильных управленческих решений в условиях постоянно изме-
няющегося производства. Приведем некоторые общие положения, вытекаю-
щие из экономического смысла двойственности задач линейного программи-
рования и свойств оценок оптимального плана: 

 исчисленные в оптимальных оценках суммарные затраты на произ-
водство каждого ингредиента не могут быть меньше, чем оценка данного ин-
гредиента в конечном продукте; 

 в оптимальном плане, обеспечивающем максимум выпуска конечного 
продукта при изменяющихся ресурсах, суммарные затраты ресурсов на еди-
ницу конечной продукции минимальны (иначе за счет более экономичного 
их использования можно было бы увеличить выпуск и тем самым улучшить 
оптимальный план, что противоречит понятию оптимального плана как наи-
лучшего с точки зрения принятого критерия); 

 абсолютные значения оценок можно трактовать как некоторые рас-
четные «цены» ресурсов и потребностей, выраженные в тех же единицах, что 
и критерий, а знак «+» или «–» при этих «ценах» показывает, ведет ли увели-
чение данного фактора к возрастанию или уменьшению значения критерия; 

 использование двойственных оценок целесообразно, когда ограничи-
вающие условия не меняются, но возникает необходимость определить целе-
сообразность применения тех или иных новых технологических способов. 

Различные виды ресурсов, входящие в модель оптимального планиро-
вания, имеют свое конкретное содержание и специфику. Соответствующие 
им оценки также специфичны и рассматриваются в отдельности по каждой 
качественно отличной группе ресурсов. 

Таким образом, двойственные оценки являются важнейшим результа-
том, вытекающим из теории двойственности, которая широко применяется 
на практике. 
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Упражнения 

Задача 1 

Для прямой задачи постройте двойственную ей и найдите оптимальные 
решения этих задач. 

I. Z = 4x1 + 2x2 + 3x3 → min 
II.  4x1 + 3x2 – x3 ≥ 4 
 5x1 + x2 + 2x3 ≥ 6 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, x3 ≥ 0. 
Решение 
Двойственная задача имеет вид: 
I. F = 4u1 + 6u2 → max; 
II. 4u1 + 5u2 ≤ 4 
 3u1 + u2 ≤ 2 
 – u1 + 2u2 ≤ 3 
III. u1 ≥ 0, u2 ≥ 0. 
Переходим от системы неравенств к системе уравнений: 

v1 = –4u1 – 5u2 + 4 
v2 = –3u1 – u2 + 2 
v3 = u1 – 2u2 + 3 

Решая ее на основе составления симплекс-таблиц, имеем: 
 

Таблица 3.3 – Исходная таблица 

  y1 y2 Z 

  – u1 – u2 Свободные члены 

x1 v1 4 5 4 

x2 v2 3 1 2 

x3 v3 –1 2 3 

Свободные члены F –4 –6 0 

 
Таблица 3.4 – Первая итерация 

  y1 x1 Z 

  – u1 – v1 Свободные члены 

y2 u2 4/5 1/5 4/5 

x2 v2 11/5 –1/5 6/5 

x3 v3 –13/5 –2/5 7/5 

Свободные члены F 4/5 6/5 24/5 
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Получен допустимый вариант, являющийся оптимальным для двойст-
венной задачи: 

F (u) = 24/5, при: 
u1 = 0 v1 = 0 
u2 = 4/5 v2 = 6/5 
 v3 = 7/5 
На основании соответствия между переменными запишем оптимальное 

решение исходной задачи: 
Z (x) = 24/5, при: 
x1 = 6/5 y1 = 4/5 
x2 = 0 y2 = 0 
x3 = 0 
Заметим, что для решения исходной задачи симплекс-методом потре-

бовалось бы выполнить не менее двух итераций. Решение же двойственной 
задачи найдено за одну итерацию. 

При решении двойственных задач могут встретиться следующие 
случаи: 

а) обе задачи разрешимы; 
б) области допустимых решений обеих задач пустые; 
в) одна задача имеет неограниченную область допустимых решений, 

вторая – пустую. 

Задача 2 

Для прямой задачи постройте двойственную ей и найдите оптимальные 
решения этих задач. 

I. Z = 6x1 + 4x2 → max 
II.  2x1 + 4x2 ≤ 8 
 2x1 + x2 ≤ 6 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 
Решение 
Двойственная задача имеет вид: 
I. F = 8u1 + 6u2 → min 
II.  2u1 + 2u2 ≥ 6 
 4u1 + u2 ≥ 4 
III. u1 ≥ 0, u2 ≥ 0. 
Графическое решение исходной задачи приведено на рисунке 3.3, а 

двойственной – на рисунке 3.4. Максимальное значение функции Z = 56/3 ис-
ходной задачи достигается в точке X = (8/3;2/3), т.е. при x1 = 8/3 и x2 = 2/3. 
Минимальное значение функции F = 56/3 двойственной задачи достигается в 
точке U = (1/3;8/3), т.е. при u1 = 1/3 и u2 = 8/3. 
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Рисунок 3.3 – Графическое решение для прямой задачи 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 3.4 – Графическое решение для двойственной задачи 
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Задача 3 

Для прямой задачи постройте двойственную ей и найдите оптимальные 
решения этих задач графическим методом. 

I. Z = 6x1 + 3x2 → min 
II.  –3x1 – x2 ≥ 3 

–2x1 + x2 ≤ –2 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

Задача 4 

Для прямой задачи постройте двойственную ей и найдите оптимальные 
решения этих задач любым способом. 

I. Z = 6x1+2x2 → max 
II.  –x1 + 3x2 ≤ 3 

x1 – 3x2 ≤ –6 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

Задача 5 

Для прямой задачи постройте двойственную ей и найдите оптимальные 
решения этих задач любым способом. 

I. Z = 4x1 + 2x2 → max 
II.  x1 + x2 ≤ 6 

x1 ≤ 3 
2x1 + x2 ≤ 10 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

Задача 6 

Для прямой задачи постройте двойственную ей и найдите оптимальные 
решения этих задач любым способом. 

I. Z = 5x1 – 8x2 → min 
II.  2x1 + x2 ≤ 5 

x1 – x2 ≥ 1 
x1 + 3x2 ≤ 10 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

Задача 7 

Для прямой задачи постройте двойственную ей и найдите оптимальные 
решения этих задач любым способом. 

I. Z = 5x1 + 6x2 → max 
II.  5x1 + 9x2 ≤ 45 

 3x1 + 3x2 ≤ 19 
 2x1 + x2 ≤ 10 

III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 
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Ответы 

№ 3 нет решения; № 4 нет решения; № 5 Zmax = 18, x1 = 3, x2 = 3, y1 = 0, 
y2 = 0, y3 = 1; Fmin = 18, u1 = 2, u2 = 2, u3 = 0, V1 = 0, V2 = 0; № 6 Zmin = 2, x1 = 2, 
x2 = 2, y1 = 0, y2 = 0, y3 = 5; Fmax = 2, u1 = 1, u2 = 7, u3 = 0, V1 = 0, V2 = 0; 
№ 7 Zmax = 35, x1 = 3, x2 = 10/3, y1 = 0, y2 = 0, y3 = 2/3; Fmin = 35, u1 = 1/4, 
u2 = 5/4, u3 = 0, V1 = 0, V2 = 0. 

Контрольные вопросы 

1. Какие две задачи называются двойственными относительно друг 
друга? 

2. В чем сходства и отличия прямой и двойственной ей задачи? 
3. С какой целью необходимо исходную задачу приводить к виду ос-

новной задачи линейного программирования? 
4. Назовите этапы составления двойственной задачи. 
5. Сформулируйте основные теоремы двойственности. Выделите в них 

экономическую сущность. 
6. В чем заключается экономическое содержание теории двойственно-

сти? 
7. Сформулируйте общие положения, вытекающие из экономического 

смысла двойственности задач линейного программирования. 
 
 
 
 
Глава 4 РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ЛИНЕЙНОГО  

ПРОГРАММИРОВАНИЯ  
ТРАНСПОРТНОГО ТИПА 

4.1 Постановка и модель транспортной задачи  
в различных формах записи 

Среди проблем, для исследования которых успешно применяется ли-
нейное программирование, важное значение имеет так называемая транс-
портная задача. 

Общая постановка этой задачи применительно к экономической про-
блеме экономии издержек производства формулируется так: имеется не-
сколько пунктов назначения (предприятий, потребителей); требуется пере-
везти некоторое количество однородного товара из различных пунктов от-
правления в несколько пунктов назначения; каждый из поставщиков может 
выделить только определенное количество единиц товара и каждому потре-
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бителю требуется также определенное количество единиц этого товара; из-
вестны расстояния или стоимости перевозки единицы товара от каждого по-
ставщика к каждому потребителю. Задача состоит в том, чтобы найти такие 
маршруты перевозок, из всех возможных связей поставщиков и потребите-
лей, при которых общие транспортные расходы были бы минимальными 
(транспортная задача также может быть сформулирована с целевой функци-
ей, стремящейся к максимуму).  

Таким образом, пусть имеем m пунктов, в которых находится известное 
количество однородных грузов (поставщики). Порядковый номер поставщи-
ка обозначается i, то есть i = 1, 2,…, m. Наличие грузов у поставщика bi. Име-
ется n пунктов, испытывающих потребность в этих грузах (потребителей). 
Порядковый номер потребителя j = 1, 2,…, n. Потребность в грузах каждого 
потребителя aj. Известна «цена» перевозки единицы груза от каждого по-
ставщика к каждому потребителю (сij). Необходимо составить план перевоз-
ки грузов от поставщиков к потребителю, т.е. определить: какое количество 
груза необходимо перевезти от каждого поставщика к каждому потребителю 
(xij), причем значения xij должны отвечать следующим требованиям: 

1) общие затраты на перевозку грузов должны быть минимальными; 
2) все грузы от поставщиков должны быть вывезены; 
3) потребности потребителей в грузах должны быть удовлетворены. 
Требования 2-3 одновременно могут быть выполнены только в том 

случае, когда сумма грузов у всех поставщиков равна суммарной потребно-
сти всех потребителей, то есть: 

 



n

j
j

m

i
i ab

11
 – условие разрешимости задачи. (4.1) 

Если условие разрешимости выполняется, то задача будет являться за-
дачей так называемого закрытого типа (сбалансированной). Иначе – задача 
открытого типа (несбалансированная). Для того чтобы решить задачу откры-
того типа, надо ее «закрыть» (то есть привести к закрытому типу). Для этого 
вводится или фиктивный поставщик, или фиктивный потребитель.  

В случае, когда суммарные запасы превышают суммарные потребно-
сти, необходим дополнительный фиктивный пункт потребления, который 
будет формально потреблять существующий излишек запасов, то есть: 

 ф
1 1

.
m n

i j
i j

a b a
 

    (4.2) 

Если суммарные потребности превышают суммарные запасы, то не-
обходим дополнительный фиктивный пункт отправления, формально вос-
полняющий существующий недостаток продукции в пунктах отправления: 

 
1 1

.
n m

ф j i
j i

b a b
 

    (4.3) 
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Введение фиктивного потребителя или отправителя повлечет необхо-

димость формального задания фиктивных тарифов 
ф
ijc  (реально не сущест-

вующих) для фиктивных перевозок. Поскольку нас интересует определение 
наиболее выгодных реальных перевозок, то необходимо предусмотреть, что-
бы при решении задачи (при нахождении опорных планов) фиктивные пере-
возки не рассматривались до тех пор, пока не будут определены все реальные 
перевозки. Для этого надо фиктивные перевозки сделать невыгодными, что-
бы при поиске решения задачи их рассматривали в самую последнюю оче-
редь. Таким образом, если целевая функция стремится к минимуму, то затра-
ты берутся во всех фиктивных клетках таблицы произвольные, одинаковые и 
на порядок выше настоящих цен, т.е. величина фиктивных тарифов должна 
превышать максимальный из реальных тарифов, используемых в модели: 

 ф max  1, ; 1,ij ijc c i m j n   . Если целевая функция стремится к максиму-

му, то 
ф
ijc  берется равная нулю. 

Развёрнутая форма записи модели транспортной задачи 

Для удобства, прежде чем писать модель, запишем в виде матрицы цен 
все значения cij. А также в виде матрицы грузоперевозок переменные xij.  

Матрица цен:  

 

11 12 1

21 22 2

1 2

.

n

n

m m mn

с с c

c c c
С

c c c

 
 
   
  
 








 (4.4) 

Матрица С = (cij)m×n называется также матрицей тарифов (издержек или 
транспортных расходов). 

Матрица грузоперевозок:  
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 (4.5) 

Матрица Х = (хij)m×n, где каждое число хij обозначает количество единиц 
груза, которое надо доставить из i-го пункта отправления в j-й пункт назна-
чения, еще называется планом транспортной задачи. 

Модель транспортной задачи будет выглядеть следующим образом. 
I. Целевая функция описывает затраты на перевозку грузов: 

 Z = c11x11 + c12x12 + … + c1nx1n + c21x21 + c22x22 + … + c2nx2n + … 
 + cm1xm1 + cm2xm2 + … + cmnxmn  min. (4.6) 
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II. Система ограничений описывает второе и третье требования для xij 
из постановки задачи. 

1 группа: условие полного вывоза грузов от поставщиков (сумма гру-
зов, вывезенных от поставщика, должна быть равна наличию): 

x11 + x12 + … + x1n = b1, 
x21 + x22 + … + x2n = b2, 

 ………………………  (4.7) 
xm1 + xm2 + … + xmn = bm; 
2 группа: условие удовлетворения потребителя (сумма грузов, приве-

зенных потребителю, должна быть равна его потребности): 
x11 + x21 + … + xm1 = a1, 
x12 + x22 + … + xm2 = a2, 

 ……………………….  (4.8) 
xm1 + xm2 + … + xmn = аn. 
III. Условие неотрицательности переменных величин:  

 x11  0, x12  0, …, xmn  0.  (4.9) 

Структурная форма записи модели транспортной задачи 

В специализированной литературе модели даются в структурной форме. 
Модель транспортной задачи в таком виде будет выглядеть следующим обра-
зом: 

I. 
1 1

min.
m n

ij ij
i j

Z c x
 

   (4.10) 

II.  

1) ;,...,2,1,
1

mibx i

n

j
ij 


 (4.11) 

2) ;,...,2,1,
1

njax j

m

i
ij 


 (4.12) 

III. xij  0 (i = 1, 2,…, m, j = 1, 2,…, n). (4.13) 

Табличная форма записи модели транспортной задачи 

Чаще всего матрицы тарифов (транспортных расходов) и перевозок со-
вмещают в одну двойную матрицу – матрицу планирования. Общепринято в 
таблице информацию по поставщикам располагать по строкам, по потреби-
телю – по столбцам. Размер таблицы: cтрок m + 2, столбцов n + 2. 

Если в таблицу записана только исходная информация и нет значений 
xij, то это рабочая таблица или макет задачи. Если значения xij проставлены, 
то получаем первый вариант решения задачи. В такой форме задачи решают-
ся. Общий вид транспортной матрицы представлен в таблице 4.1. 

 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



91 
 

Таблица 4.1 – Общий вид транспортной матрицы 
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Модель транспортной задачи позволяет решать любые задачи, в кото-

рых параметры имеют одинаковые единицы измерения. Такие модели назы-
ваются однопродуктовыми. К ним можно отнести задачу оптимизации ис-
пользования машинно-тракторного парка в отдельные агротехнические сро-
ки, задачу оптимального размещения посевов сельскохозяйственных культур 
по участкам с различным плодородием почв и т.д. 

4.2 Алгоритм решения задачи 

Математическая модель транспортной задачи относится к задачам ли-
нейного программирования и может быть решена симплексным методом. 
Однако ввиду исключительной практической важности этой задачи и специ-
фики ограничений (ограничения заданы в виде уравнений; каждая неизвест-
ная входит лишь в два уравнения; коэффициенты при неизвестных – едини-
цы) для ее решения созданы специальные алгоритмы. Самым распространен-
ным методом решения транспортной задачи является метод потенциалов. 

Решение транспортной задачи разбивается на два этапа: 
1) определение начального допустимого базисного решения (первого 

опорного плана) – первоначальное распределение поставок. Достигается по-
средством распределительных методов; 

2) построение последовательных итераций (шагов), улучшающих 
опорные планы (каждый новый план не должен увеличивать суммарные за-
траты при Z  min и уменьшать при Z  max). Достигается посредством ме-
тода потенциалов. 

После выполнения первого этапа шаги второго проводятся до тех пор, 
пока не будет найдено оптимальное распределение поставок. 

потребители 

по
ст
ав
щ
ик
и 
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1-й этап. Построение первоначального опорного плана 

План составляется последовательным заполнением по одной клетке в 
таблице так, что каждый раз либо полностью удовлетворяется потребность 
одного из потребителей, либо полностью вывозится груз от некоторого по-
ставщика. В теории доказывается, что базисное решение системы ограниче-
ний (из m + n уравнений с mn переменными) в условиях транспортной задачи 
имеет m + n – 1 базисных переменных (ее ранг равен m + n – 1), поэтому, со-
вершив m + n – 1 указанных шагов, получим первый опорный план. Опорные 
планы получают несколькими методами, называемыми распределительными. 
Среди них можно выделить: метод северо-западного угла, метод наилучших 
цен и метод аппроксимации. Последние два метода относятся также к при-
ближенным распределительным методам и будут рассмотрены в пункте 4.3. 

Задача 1 

Заполнить рабочую таблицу методом северо-западного угла, при усло-
вии, что Z → min. 

b1 = 1500 a1 = 800  13  12  15  16 
b2 = 1000 a2 = 1200 С = 17  15  14  13  
b3 = 2000 a3 = 1400  15  14  13  16 
a4 = 1100  

Решение 
При этом методе на каждом шаге построения первого опорного плана 

заполняется верхняя левая клетка («северо-западный угол») оставшейся час-
ти таблицы. При таком методе заполнение таблицы начинается с клетки (1, 1) 
и заканчивается в клетке (m, n), то есть идет как бы по диагонали таблицы 
перевозок. 

Заполнение рабочей таблицы методом северо-западного угла представ-
лено в таблице 4.2. 

Zmin = 800·13 + 700·12 + 500·15 + 500·14 + 900·13 + 1100·16 = 62600.  
Методы наилучших цен и аппроксимации также можно использовать 

на данном этапе. 
 

Таблица 4.2 – Заполнение рабочей таблицы методом северо-западного угла 

 1 2 3 4 bi

1 
13 

800 
12

700 
15 16 

1500 

2 
17 

 
15

500 
14

500
13 

1000 

3 
15 

 
14 13

900 
16 

1100 
2000 

aj 800 1200 1400 1100 4500
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2-й этап. Метод потенциалов. Оптимальность  
базисного решения 

Полученный одним из распределительных методов опорный план сна-
чала необходимо проверить на вырожденность. Вариант будет невырожден-
ным, если число заполненных клеток N равно сумме поставщиков и потреби-
телей за вычетом единицы: 
 N = m + n – 1. (4.14) 

Если на каком-то этапе решения получится вырожденный план 
(т.е. N < m + n – 1), то его необходимо пополнить, проставив в недостающем 
числе клеток. Поскольку этим дополнительным клеткам будут отвечать ну-
левые перевозки, то общий баланс и суммарная стоимость перевозок плана 
при этом не изменится. Однако проводить пополнение плана, выбирая клетки 
произвольно, нельзя. Необходимо учитывать условие ацикличности. План 
называется ациклическим, если его базисные клетки (заполненные грузом) не 
содержат циклов. Циклом в транспортной таблице называется несколько кле-
ток, соединенных замкнутой ломаной линией так, что две соседние вершины 
ломаной расположены либо в одной строке, либо в одном столбце. Ломаная 
может иметь точки самопересечения, но не в клетках цикла.  

Невырожденный вариант необходимо проверить на оптимальность. 
Теорема об оптимальности. Вариант решения задачи будет опти-

мальным, если найдется такая система абстрактных чисел, называемых по-
тенциалами поставщиков и потенциалами потребителей, при которой для 
всех клеток таблицы будет выполняться условие: 
 vj – ui  cij (при Z  min) и vj – ui ≥ cij (при Z  mах), (4.15) 
где vj – потенциалы потребителей, 

ui – потенциалы поставщиков, 
cij – цена перевозки единицы груза (условные т/км). 
Причем vj – ui = cij для занятых клеток и vj – ui  cij (или vj – ui ≥ cij) для 

свободных клеток.  
На основании этой теоремы исследование на оптимальность проводит-

ся в 2 этапа: 
1) для каждой занятой клетки составляется уравнение vj – ui = cij, в ре-

зультате чего получается система из m + n – 1 таких уравнений, которая ре-
шается относительно потенциалов. Так как в данной системе число уравне-
ний меньше числа неизвестных (т.е. система имеет бесчисленное множество 
решений), а нам надо найти одно любое решение, то какому-либо потенциалу 
можно присвоить произвольное число и относительно него рассчитать ос-
тальные значения. Для удобства расчетов чаще всего берут u1 = 0; 

2) для свободных клеток таблицы проверяется условие vj –ui  cij (или  
vj – ui ≥ cij). Вариант будет оптимальным, если для всех свободных клеток это 
условие выполнится. 
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Для каждой клетки, в которой не выполняется условие vj – ui  cij (или  
vj – ui ≥ cij), рассчитывается оценка ij = (vj – ui) – cij. Клетка, содержащая ij, 
называется «плохой», а полученная оценка используется при перераспреде-
лении грузов. 

То есть исследование на оптимальность не только отвечает на вопрос, 
оптимален вариант или нет, но еще и подсказывает, в каком направлении на-
до его улучшать при необходимости. 

Перераспределение грузов и получение нового варианта 

Смысл перераспределения заключается в том, чтобы в самую «плохую» 
клетку (т.е. значение ij наибольшее) перераспределить какое-то количество 
груза. Перераспределение грузов должно отвечать следующим требованиям: 

1) должны выполняться требования системы ограничений модели; 
2) вариант решения задачи должен остаться ациклическим, т.е. не 

должна появиться лишняя заполненная клетка; 
3) должно выполняться условие неотрицательности в модели, т.е. 

xij  0. 
С учетом данных требований алгоритм перераспределения будет со-

стоять из двух шагов: 
1) наметить маршрут перераспределения груза. 
Для этого в таблице строится цикл перераспределения объектов пере-

возок. Цикл представляет собой замкнутую ломаную линию, которая начина-
ется в той свободной клетке, где условие оптимальности нарушается наибо-
лее сильно (т.е. там, где ij наибольшая). 

Некоторые разновидности циклов представлены на рисунке 4.1. 
При построении цикла можно проходить как через занятые, так и через 

свободные клетки таблицы, но повороты делаются только в занятых клетках 
и под прямым углом; 

2) определить порядок изменения объемов перевозок в вершинах цикла. 
Для этого в вершинах цикла расставляют знаки «+» и «–», причем в на-

чале цикла (клетка, где ij наибольшая) ставится знак «+», в следующей «–», в 
следующей «+» и т.д. Получаем чередование знаков. Направление движения 
при расстановке знаков от свободной клетки безразлично, так как количество 
вершин цикла является четной величиной. Наличие знака «+» в вершине цикла 
показывает, что объем перевозок необходимо увеличить, а «–» – уменьшить. 
Увеличение и уменьшение объемов перевозок в вершинах цикла производится 
на одинаковую величину, которая выбирается равной наименьшему из объ-
емов перевозок в тех клетках, где в вершине цикла стоит знак «–». Таким об-
разом, из отрицательной вершины контура необходимо выбрать наименьшее 
значение хij. В новой рабочей таблице получаем следующий вариант решения 
задачи: выбранное значение xij из отрицательных вершин контура предыдущей 
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таблицы отнимаем, а к положительным – прибавляем. Заполненные клеточки, 
не являющиеся вершинами контура, не меняют свое значение.  

 
а) б) в)   
 
 
 
 
г) д)  
 
 
 
 
 
 

 
 

Рисунок 4.1 – Некоторые разновидности циклов 
 

В итоге получаем новый вариант. Следующие шаги поиска оптималь-
ного варианта совершаются по аналогии с вышеизложенным. 

Замечание. Алгоритм перераспределения одинаков и при Z → min, и при 
Z → mах. 

Упражнения 

Задача 2 

Составить план перевозки картофеля из трех совхозов трем магазинам 
так, чтобы сумма расстояний на перевозку была минимальной. Наличие кар-
тофеля (в тоннах), потребность магазинов и расстояние от совхоза до магази-
на (в километрах) приведены в таблице 4.3. 

 
Таблица 4.3 – Исходные данные задачи 2 

Совхоз 
Магазин 

Запасы 
1 2 3 

1 2 8 7 300 
2 6 9 3 360 
3 5 2 1 180 

Потребности 210 450 310 
840

970 
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Дано: bi – наличие груза у i-го поставщика (i = 1, 2, 3), 
aj – потребность j-го потребителя (j = 1, 2, 3). 
Возможности поставщиков: 

.840
3

1


i

ib  

Возможности потребителей: 

.970
3

1


j

ja  

Так как 



3

1

3

1 i
i

j
j ba , а 130

3

1

3

1


 i

i
j

j ba , то задача является задачей 

открытого типа, которую надо «закрыть», для чего ввести фиктивного потре-
бителя с потребностью b4 = 130: 

x11 x12 x13 
X = x21 x22 x23 , 

x31 x32 x33 
x41 x42 x43 

где xij – количество груза, перевозимого от i-го поставщика к j-му потребителю. 
Тогда получим модель задачи: 

I. .min
4

1

3

1


 i j

ijij xcZ  

II. 1) i
j

ij bx 


3

1

(i = 1, 2, 3, 4) 

  2) j
i

ij ax 


4

1

 (j = 1, 2, 3) 

III. xij ≥ 0, 4,1i , 3,1j  
Или в развернутой форме:  
I. Z = 2x11 + 8x12 + 7x13 + 6x21 + 9x22 + 3x23 + 5x31 + 2x32 + 1x33 + 

+ 10x14 + 10 x15 + 10 x24 → min 
II. 1) условие вывоза груза: 
 x11 + x12 + x13 = 300 
 x21 + x22 + x23 = 360 
 x31 + x32 + x33 = 180 
 x41 + x42 + x43 = 130 

 2) условие удовлетворения потребностей:  
 x11 + x21 + x31 + x41 = 210 
 x12 + x22 + x32 + x42 = 450  
 x13 + x23 + x33 + x43 = 310 

III. xij ≥ 0, 4,1i , 3,1j  
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Получаем исходный вариант, в котором груз распределен методом се-
веро-западного угла (табл. 4.4). При этом фиктивному поставщику определи-
ли «цену» перевозки, исходя из правила для Z → min. 

 
Таблица 4.4 – Распределение груза методом северо-западного  

угла и первая итерация 

Совхоз 
Магазин 

Запасы 
1 2 3 

1 
2

210 
8

90 
7

300 

2 
6 –         9

360 
+          3

0 
360 

3 
5 2

α = 5 
1

180 
180 

4ф 
10

 
+       10
α = 6 

–       10
130 

130 

Потребности 210 450 310 
970

970 

 
Zфакт = 2·210 + 8·90 + 9·360 + 1·180 =420 + 720 + 3240 + 180 = 4560. 
Исследование на вырожденность. Вариант будет невырожденным, если 

число заполненных клеток N равно сумме поставщиков и потребителей за 
вычетом единицы: N = m + n – 1. 

N = 5, n + m – 1 = 4 + 3 – 1 = 6, 
т.е. N < m + n – 1   вариант вырожденный, следовательно, его необходимо 
пополнить, проставив ноль, например в клетку (2, 3). 

Исследуем вариант на оптимальность. Для этого: 
1) составим систему уравнений относительно потенциалов для запол-

ненных клеток таблицы: 
для клетки (1,1): v1 – u1 = с11 = 2; 
для клетки (1,2): v2 – u1 = с12 = 8; 
для клетки (2,2): v2 –u2 = с22 = 9; 
для клетки (2,3): v3 – u2 = с23 = 3; 
для клетки (3,3): v3 – u3 = с33 = 1; 
для клетки (4,3): v3 – u4 = с43 = 10. 
Если u1 = 0, то получим: 
v1 = 2; u2 = –1; 
v2 = 8; u3 = 1; 
v3 = 2; u4 = –8; 
2) с помощью найденных потенциалов проверим выполнение неравен-

ства vj – ui ≤ сij для свободных клеток и вычислим: α = │(vj – ui) – сij│ 
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для тех из них, для которых это неравенство не выполняется: 
для клетки (1,3): v3 – u1 ≤ с13, 2 – 0 ≤ 7, верно; 
для клетки (2,1): v1 – u2 ≤ с21, 2 – (–1) ≤ 6, верно; 
для клетки (3,1): v1 – u3 ≤ с31, 2 – 1 ≤ 5, верно; 
для клетки (3,2): v2 – u3 ≤ с32, 8 – 1 ≤ 2, неверно α32 = 5; 
для клетки (4,1): v1 – u4 ≤ с41, 2 – (–8) ≤ 10, верно; 
для клетки (4,2): v2 – u4 ≤ с42, 8 – (–8) ≤ 10, неверно α42 = 64 
Получим две «плохих» клетки: α32 = 5; α42 = 6. 
Следовательно, вариант, представленный в таблице 4.4, не оптималь-

ный. Для улучшения плана перевозок в таблице строится цикл перераспреде-
ления объектов перевозок. Цикл представляет собой замкнутую ломаную ли-
нию, которая начинается в той свободной клетке, где условие оптимальности 
нарушается наиболее сильно. В рассматриваемом примере такой клеткой яв-
ляется клетка (4,2), где α наибольшее (α42 = 6). 

При построении цикла можно проходить как через занятые, так и через 
свободные клетки таблицы, но повороты можно делать только в занятых 
клетках под прямым углом. Построим по указанным правилам цикл в табли-
це 4.4. Данный цикл показывает, что для улучшения плана перевозок, т.е. для 
уменьшения общей стоимости, необходимо изменить объем перевозок в тех 
клетках, где находятся вершины (углы поворота) цикла. 

Порядок изменения объемов перевозок в вершинах цикла определим по 
приведенному правилу перераспределения и получим новый вариант, пред-
ставленный в таблице 4.5.  

Zфакт = 2·210 + 8·90 + 9·230 + 3·130 + 1·180 = 420 + 720 + 2070 + 390 + 
+ 180 = 3780. 

Следующие шаги поиска оптимального варианта совершаются по ана-
логии с вышеизложенным. 

 
Таблица 4.5 – Вторая итерация 

Совхоз 
Магазин 

Запасы 
1 2 3 

1 
2

210 
8

90 
7

300 

2 
6 –         9

230 
+         3

130 
360 

3 
5 +         2
α = 5 

–         1
180 

180 

4ф 
10

 
10

130 
10

 
130 

Потребности 210 450 310 
970

970 
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Исследование на вырожденность. 
N = 6, n + m – 1 = 4 + 3 – 1 = 6, 

т.е. N = m + n – 1   вариант невырожденный. 
Исследуем вариант на оптимальность. Для этого: 
1) составим систему уравнений относительно потенциалов для запол-

ненных клеток таблицы: 
для клетки (1,1): v1 – u1 = с11 = 2; 
для клетки (1,2): v2 – u1 = с12 = 8; 
для клетки (2,2): v2 – u2 = с22 = 9; 
для клетки (2,3): v3 – u2 = с23 = 3; 
для клетки (3,3): v3 – u3 = с33 = 1; 
для клетки (4,2): v2 – u4 = с42 = 10. 
Пусть u1 = 0, тогда получаем: 
v1 = 2; u2 = –1; 
v2 = 8; u3 = 1; 
v3 = 2; u4 = –2; 
2) с помощью найденных потенциалов проверим выполнение неравен-

ства vj – ui ≤ сij для свободных клеток и вычислим α = │(vj – ui) – сij│ для тех 
из них, для которых это неравенство не выполняется: 

для клетки (1,3): v3 – u1 ≤ с13, 2 – 0 ≤ 7, верно; 
для клетки (2,1): v1 – u2 ≤ с21, 2 – (–1) ≤ 6, верно; 
для клетки (3,1): v1 – u3 ≤ с31, 2 – 1 ≤ 5, верно; 
для клетки (3,2): v2 – u3 ≤ с32, 8 – 1 ≤ 2, неверно, α32 = 5; 
для клетки (4,1): v1 – u4 ≤ с41, 2 – (–2) ≤ 10, верно; 
для клетки (4,3): v3 – u4 ≤ с43, 8 – (–2) ≤ 10, верно; 
Получаем: одну «плохую» клетку, α32 = 5. 
Следовательно, вариант, представленный в таблице 4.5, не оптималь-

ный. Поэтому после перераспределения груза получаем новый вариант, 
представленный в таблице 4.6. 

 
Таблица 4.6 – Третья итерация 

Совхоз 
Магазин

Запасы 
1 2 3

1 2
210 

8
90

7 300 

2 6 9
50

3 
310 360 

3 5 2
180

1 180 

4ф 10
 

10
130

10 
 130 

Потребности 210 450 310 970
970 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



100 
 

 
Zфакт = 2·210 + 8·90 + 9·50 + 3·310 + 2·130 = 420 + 720 + 450 +910 + 360 = 2860. 

Исследование на вырожденность. 
N = 6, n+ m – 1 = 4 + 3 – 1 = 6, 

т.е. N = m + n – 1   вариант невырожденный. 
Исследуем вариант на оптимальность. Для этого: 
1) составим систему уравнений относительно потенциалов для запол-

ненных клеток таблицы: 
для клетки (1,1): v1 – u1 = с11 = 2; 
для клетки (1,2): v2 – u1 = с12 = 8; 
для клетки (2,2): v2 –u2 = с22 = 9; 
для клетки (2,3): v3 – u2 = с23 = 3; 
для клетки (3,2): v2 – u3 = с32 = 2; 
для клетки (4,2): v2 – u4 = с42 = 10. 
Пусть u1 = 0, тогда получаем: 
v1 = 2; u2 = –1; 
v2 = 8; u3 = 6; 
v3 = 7; u4 = –2; 
2) с помощью найденных потенциалов проверим выполнение неравен-

ства vj – ui ≤ сij для свободных клеток и вычислим: α = │(vj – ui) – сij│, для тех 
из них, для которых это неравенство не выполняется: 

для клетки (1,3): v3 – u1 ≤ с13, 7 – 0 ≤ 7, верно; 
для клетки (2,1): v1 – u2 ≤ с21, 2 – (–1) ≤ 6, верно; 
для клетки (3,1): v1 – u3 ≤ с31, 2 – 6 ≤ 5, верно; 
для клетки (3,3): v3 – u3 ≤ с33, 7 – 6 ≤ 1, верно; 
для клетки (4,1): v1 – u4 ≤ с41, 2 – (–2) ≤ 10, верно; 
для клетки (4,3): v3 – u4 ≤ с43, 7 – (–2) ≤ 10, верно; 
Мы не обнаружили ни одной «плохой» клетки, таким образом, в табли-

це 4.6 находится оптимальный вариант, на основе которого и дается ответ за-
дачи.  

Ответ: Zmin = 2860, 
210 90 0

0 50 310 .

0 180 0

X

 
   
 
 

 

В результате полученного решения можно сделать вывод, что мини-
мальная сумма расстояний на перевозку будет равна 2860 км, если 1-й совхоз 
перевезет 1-му и 2-му магазинам соответственно 210 и 90 т картофеля, 2-й 
совхоз 2-му и 3-му магазинам перевезет соответственно 50 и 310 т картофеля, 
а 3-й совхоз 2-му магазину – 180 т картофеля. Причем 2-му магазину недопо-
ставят 130 т картофеля. 
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Замечание. При решении задач, в которых Z → max, для свободных клеток 
таблицы проверяется выполнение неравенства vj – ui ≥ сij без изменения остальных 
принципов и подходов решения. 

Задача 3 

Найти оптимальное решение задачи: 
b1 = 100 a1 = 140   3 5 2 
b2 = 150 a2 = 170   4 7 8 
b3 = 130 a3 = 230  C = 6 3 2 
b4 = 200     8 9 3 
b5 = 180     4 2 8 
Решить на max. 

Задача 4 

Найти оптимальное решение задачи: 
b1 = 6 a1 = 4 1 2 4 3 
b2 = 8 a2 = 6 C = 4 3 8 5 
b3 = 10 a3 = 8 2 7 6 3 

a4 = 8 
Решить на min. 

Задача 5 

Найти оптимальное решение задачи: 
b1 = 200 a1 = 150 7 8 1 2 
b2 = 180 a2 = 130 C = 4 5 9 8 
b3 = 190 a3 = 150 9 2 3 6 

a4 = 140 
Решить на max. 

Задача 6 

Найти оптимальное решение задачи: 
b1 = 500 a1 = 150 3 3 5 3 1 
b2 = 300 a2 = 350 C = 4 3 2 4 5 
b3 = 100 a3 = 200 3 7 5 4 2 

a4 = 100 
a5 = 100 

Решить на min. 

Задача 7 

Найти оптимальное решение задачи: 
b1 = 150 a1 = 200 5 6 8 
b2 = 250 a2 = 100 C = 6 7 6 
b3 = 50 a3 = 250 8 9 7 
b4 = 100 5 5 6 
Решить на min. 
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Задача 8 

Найти оптимальное решение задачи: 
b1 = 130 a1 = 130 6 6 8 5 4 3 
b2 = 55 a2 = 75  2 4 3 9 8 5 
b3 = 80 a3 = 65 C = 3 5 7 9 6 11 
b4 = 65 a4 = 60 3 5 4 4 2 1 
b5 =135 a5 = 75 2 5 6 3 2 8 
 a6 = 60 
Решить на min. 

Ответы 
 0 0 0     
 0 0 150     
№ 3 А = 110 0 0 ; Z = 4270. 

 30 170 0     
 0 0 80     
        

 0 0 6 0    
№ 4 А = 2 6 0 0 ; Z = 78. 

 2 0 0 8    
        

 70 130 0 0    
№ 5 А = 0 0 150 30 ; Z = 4500. 

 80 0 0 110    
        

 50 250 0 100 100   
№ 6 А = 0 100 200 0 0 ; Z = 2300. 

 100 0 0 0 0   
        

 150 0 0     
№ 7 А = 50 0 200 ; Z = 3100. 

 0 0 50     
 0 100 0     
  

  
 
 

   

 0 50 0 0 20 60  
 0 0 55 0 0 0  

№ 8 А = 55 25 0 0 0 0  ;       Z = 1495. 
 0 0 10 0 55 0  
 75 0 0 60 0 0  
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4.3 Приближенные распределительные методы 

К приближенным распределительным методам можно отнести метод 
наилучших цен и метод аппроксимации. Приближенными они называются 
вследствие того, что полученное при помощи этих методов распределение 
груза в таблице не требует дополнительной проверки на оптимальность, так 
как либо сразу оказывается оптимальным, либо максимально к нему прибли-
жено. 

Метод наилучших цен 

Метод наилучших цен позволяет получить более выгодный опорный 
план, чем метод северо-западного угла. При распределении груза на каждом 
шаге этого метода выбирается клетка с наилучшей ценой. Наилучшей счита-
ется минимальная цена при Z → min и максимальная цена при Z → max. Если 
существует несколько клеток с одинаковыми лучшими тарифами, то из них 
для определенности можно выбрать клетку, находящуюся левее и выше ос-
тальных. 

Алгоритм метода наилучших цен:  
1) рассматривая рабочую таблицу, найти клетку с наилучшей ценой; 
2) проставить в эту клетку максимально допустимое значение хij; 
3) вычеркнуть свободные нерабочие клетки;  
4) откорректировать клетки bi и aj.  
На этом заканчивается один шаг (итерация) метода.  
Из оставшихся свободных рабочих клеток снова выбрать клетку с наи-

лучшей ценой и повторять до тех пор, пока полностью не будет распределен 
весь груз. Так, в таблице 4.7 представлен вариант заполнения рабочей табли-
цы по данным задачи 1 методом наилучших цен. 

 
Таблица 4.7 – Заполнение рабочей таблицы методом наилучших цен  

 1 2 3 4 bi 

1 
13 

300 
12

1200 
15

 
16 

1500 

2 
17 

 
15

 
14

 
13 

1000 
1000 

3 
15 

500 
14 13

1400 
16 

100 
2000 

aj 800 1200 1400 1100 4500 

 
Zmin = 300·13 + 1200·12 + 1000·13 + 500·15 +  

+ 1400·13 + 100·16 = 58600. 
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Замечание. Предлагаемый алгоритм метода можно использовать для решения 
задач небольшого размера. При решении задач большого размера алгоритм этого 
метода применяется не для всей рабочей таблицы, а либо для каждой строки, либо 
каждого столбца. 

Метод аппроксимации 

Данный метод, так же как и предыдущий, использует понятие «наи-
лучшая цена», но в отличие от него позволяет более однозначно сделать вы-
бор между равнозначными клетками при распределении груза. 

Алгоритм метода аппроксимации:  
1) в рабочей таблице задачи берем дополнительную строку и столбец 

«разностей»;  
2) заполняем эти строку и столбец разностями между двумя наилуч-

шими ценами по каждой строке и каждому столбцу; 
3) из всех разностей строки и столбца выбираем наибольшую, указы-

вая номер итерации;  
4) в соответствующей строке или столбце выбираем клетку с наилуч-

шей ценой, проставляем в эту клетку максимальное значение xij; 
5) корректируем свободные члены и вычеркиваем нерабочие свобод-

ные клетки;  
6) из оставшихся неиспользованных разностей снова выбираем наи-

большую и так до тех пор, пока или не будут использованы все разности, или 
не будет распределен весь груз.  

Если разности будут использованы все, а груз распределен не до кон-
ца, то в малых задачах дораспределение груза производится вручную. 
В больших же задачах приходится дочерчивать еще строку и столбец «раз-
ностей» и заполнять их, но теперь уже «разностями» между двумя наилуч-
шими ценами, только по свободным рабочим клеткам (табл. 4.8 по данным 
задачи 1).  

 
Таблица 4.8 – Заполнение рабочей таблицы методом аппроксимации  

 1 2 3 4 bi 
Столбец 
разностей 

1 
13 

300 
12

1200 
15

 
16

1500 1 

2 
17 

 
15

 
14

 
13

1000 
1000 1 

3 
15 

500 
14 13

1400 
16

100 
2000 1 

aj 800 1200 1400 1100 4500  

Строка 
разностей 

23 22 1 31   
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Zmin= 300·13 + 1200·12 + 1000·13 + 500·15 +  
+1400·13 + 100·16 = 58600. 

Разность 31 означает, что заполнение таблицы начинать следует с клет-
ки (2,4) (столбец выбран с учетом наибольшей разности, клетка в этом 
столбце выбрана с наименьшей ценой, так как Z → min). 

При заполнении таблицы следует помнить, что: 
1) если разности использованы все, а грузы распределены не до конца, 

то при существовании единственного варианта дораспределение происходит 
вручную. Если же дораспределять грузы можно разными способами, то чер-
тится еще одна строка и столбец разностей, которые заполняются разностями 
между наилучшими ценами только по свободным клеткам. Далее алгоритм 
действий повторяется; 

2) если в строке и столбце окажется несколько одинаковых разностей, 
то предпочтение надо отдать той, которая будет иметь «оптимальный эле-
мент». «Оптимальный элемент» – это цена, которая является наилучшей как 
по строке, так и по столбцу, на пересечении которых она стоит. Исследова-
ние на наличие «оптимального элемента» необходимо проводить после каж-
дой итерации; 

3) если «оптимальный элемент» имеется у нескольких одинаковых раз-
ностей, то предпочтение отдать тому из них, который будет иметь наиболь-
шую сумму «разностей» по строке и столбцу, на пересечении которых он 
стоит. Если и сумма окажется одинаковой, то заполнять можно клетку с лю-
бым «оптимальным элементом»; 

4) если мы имеем несколько одинаковых разностей и ни одна из них не 
имеет «оптимального элемента», то тогда в соответствующих строках и 
столбцах исчисляются новые разности, но между 1-й и 3-й наилучшими це-
нами. 

Замечание. В качестве недостатка этого метода можно отметить необходи-
мость в знании всех его особенностей, а также некоторую громоздкость таблиц. 

4.4 Моделирование экономических задач  
на основе транспортной задачи 

Этапы построения модели  
транспортной задачи 

В этапах построения модели транспортной задачи выделяют: 
1) проверку сбалансированности задачи; 
2) определение переменных; 
3) построение сбалансированной транспортной матрицы; 
4) задание целевой функции; 
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5) задание ограничений; 
6) решение задачи в Excel; 
7) анализ результатов решения задачи. 

Исходные параметры модели  
транспортной задачи 

1. Введение обозначений: 
а) m – количество пунктов отправления, n – количество пунктов назна-

чения; 
б) bi – запас продукции в пункте отправления (i = 1, 2, 3, …, m);  
в) aj – спрос на продукцию в пункте назначения (j = 1, 2, 3, …, n);  
г) cij – тариф (стоимость) перевозки единицы продукции из i-го пункта 

отправления в j-й пункт назначения:  
д) xij – количество продукции, перевозимой из i-го пункта отправления 

в j-й пункт назначения. Если по условию задачи введен фиктивный постав-
щик или потребитель, то необходимо ввести фиктивные переменные, кото-

рые обозначаются 
ф
ijx . 

2. Введение целевой функции: Z(x) – транспортные расходы на пере-
возку всей продукции [руб.] (целевая функция может быть обозначена любой 
латинской заглавной буквой). 

Задача сводится к тому, чтобы отыскать неотрицательные значения xij , 
при которых: 

целевая функция стремится к минимуму: 

I.  
1 1

( ) min
m n

ij ij
i j

Z x c x
 

   (4.16) 

и необходимо выполнение следующих основных условий: 
II. 1) от каждого поставщика можно вывезти столько груза, сколько у 

него имеется, то есть сумма искомых перевозок от каждого поставщика равна 
наличию у них груза (условия вывоза всех грузов из пунктов отправления): 

 
1

;
m

ij i
j

x b


  (4.17) 

2) каждому потребителю можно перевезти необходимое ему количест-
во груза, то есть сумма искомых объемов перевозок равна потребности по-
требителей (условия полного удовлетворения потребностей потребителей): 

 
1

,
m

ij j
i

x a


  (4.18) 

а также: 
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III. Условие неотрицательности переменных, исключающее обратные 
перевозки: 

 0 ( 1, ; 1, ).ijx i m j n     (4.19) 

Ограничения модели могут быть выполнены только при сбалансиро-
ванной задаче. 

Если условие задачи таково, что в результате ее решения искомые пе-
ременные должны будут иметь целые значения, то необходимо введение до-
полнительного условия целочисленности. 

Кроме основных условий, в транспортных задачах может встретиться ряд 
дополнительных, ограничивающих количественные связи между отдельными 
потребителями и поставщиками. Характер этих ограничений и способы решения 
задачи при наличии дополнительных ограничений заключаются в следующем: 

1) полное отсутствие связи между поставщиком и потребителем, то 
есть xij = 0. Это означает, что в данной клетке матрицы искомый объем пере-
возок должен быть равен нулю. В этом случае оценка переменной завышает-
ся на большую величину, обычно обозначаемую буквой М, и «попадание» 
груза в эту клетку нежелательно, так как целевая функция стремится к мини-
муму (и занижается, если Z  max); 

2) наличие частной заранее фиксированной связи между поставщиками 
и потребителями, то есть xij = q (искомый объем перевозок от i-го поставщи-
ка к j-му потребителю должен быть строго равен q). Тогда до начала решения 
задачи от величины грузов соответствующего поставщика и потребителя вы-
читается величина q, затем в соответствующую клетку пересечения постав-
щика и потребителя записывается завышенная оценка М (при Z  min и за-
ниженная при Z  max) и задача решается обычным методом; 

3) xij ≥ q, то есть искомый объем перевозок от i-го поставщика к j-му 
потребителю должен быть не меньше величины q. В этом случае до начала 
решения от величины грузов соответствующего поставщика и потребителя 
вычитается величина q, затем задача решается обычным путем. 

Упражнения 

Задача 9 

Требуется перевезти одноименный груз из трех пунктов отправления в 
три пункта назначения. Количество грузов, подлежащих отправлению с каж-
дого склада, потребности в них каждого потребителя и расстояния в кило-
метрах от каждого пункта отправления в каждый пункт назначения приведе-
ны в таблице 4.9. 
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Таблица 4.9 – Расстояния перевозки, км 

Поставщики 
Потребители Наличие  

грузов, т 1 2 3 

1 15 17 23 900 

2 9 19 8 800 

3 24 21 32 550 

Потребность в 
грузах, т 

700 800 750 
2250

2250 

 
Нужно определить, из какого пункта отправления следует удовлетво-

рять спрос потребителей, чтобы общая сумма объема перевозок (т.км) была 
минимальной. 

Решение 
1. Проверка сбалансированности задачи. 
Просуммируем наличие грузов у поставщиков: 




3

1i
ib = 900 + 800 + 550 = 2250. 

Просуммируем потребности потребителей в грузах: 




3

1j
ja  = 700 + 800 + 750 = 2250. 





3

1

3

1 j
j

i
i ab , следовательно, задача сбалансированная (закрытого типа). 

2. Определение переменных. 
Обозначим через xij [т] количество грузов, которые будут перевезены 

от i-го поставщика j-му потребителю. 
3. I. Целевая функция 
Формальная целевая функция имеет вид: 

11 12 13 21 22 23

31 32 33

( ) 15 17  23   9 19  8

         24 21 32 min 

Z x x x x x x x

x x x

      

   
 

II. Основные ограничения: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13 23 33

 900,

800,

550,

 700,

   800,

   750 .

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

  
   
   
   
   


  

 

III. Условие неотрицательности: 
).3,1;3,1(0  jixij  
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4. Модель задачи в общем виде: 

11 11 12 12 13 13

21 21 22 22 23 23

31 31 32 32 33 33

I. ( )        

          c c    

         c min .

Z x c x c x c x

x x c x

c x c x x

   

   
     

II. 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

11 21 31 1

12 22 32 2

13 23 33 3

 ,

,

,

 ,

   ,

   .

x x x b

x x x b

x x x b

x x x a

x x x a

x x x a

  
   
   
   
   


  

 

III. ).3,1;3,1(0  jixij  

5. Модель задачи в структурной форме: 

I. 
3 3

1 1

( ) min.ij ij
i j

Z x c x
 

   

II. 






















.3,1,

,3,1,

3

1

3

1

i
jij

j
iij

jax

ibx

 

III. ).3,1;3,1(0  jixij  

6. Для решения данной задачи в Excel необходимо: 
1) под запись целевой функции отвести ячейку A1; 
2) под запись ограничений – ячейки столбца B (количество ячеек совпа-

дает с количеством ограничений): B1, B2, B3, B4, B5, B6; 
3) под запись искомых переменных отвести ячейки столбцов С, D, E 

(количество потребителей совпадает с количеством столбцов, количество по-
ставщиков – с количеством строк). 

Примечание: искомые переменные xij будут находиться в следующих 
ячейках: 

(x11→ C1 x12 → D1 x13 → E1 
x21→ C2 x22 → D2 x23 → E2 
x31→ C3 x31 → D2 x33 → E3). 
Порядок выполнения работы: 
1) ввести в ячейку A1 формулу целевой функции (рис. 4.2): 
=15*C1+17*D1+23*E1+ 
+ 9*C2+19*D2 + 8*E2+ 
+24*C3+21*D3+32*E3;  
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Рисунок 4.2 – Ввод целевой функции в Excel 

 

2) а) ввести в ячейку B1 левую часть 1-го ограничения: = C1+D1+E1 
(рис. 4.3); 

 

 
Рисунок 4.3 – Ввод ограничений в Excel 

 

б) ввести в ячейку B2 левую часть 2-го ограничения: = C2+D2+E2; 
в) ввести в ячейку B3 левую часть 3-го ограничения: = C3+D3+E3; 
г) ввести в ячейку B4 левую часть 4-го ограничения: = C1+C2+C3 

(рис. 4.4); 
д) ввести в ячейку B5 левую часть 5-го ограничения: = D1+D2+D3; 
е) ввести в ячейку B6 левую часть 6-го ограничения: = E1+E2+E3; 
 

 
Рисунок 4.4 – Ввод ограничений в Excel (продолжение) 

 
3) на панели инструментов выбрать опцию «Сервис», а в ней вкладку 

«Поиск решения». 
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Замечание. Если «Поиск решения» отсутствует, нужно выполнить команду 
«Сервис» – «Надстройки». В окне диалога «Надстройки» нужно установить фла-
жок напротив строки «Поиск решения». 

4) в окне диалога «Поиск решения» в поле ввода «Установить целевую 
ячейку» нужно ввести ссылку на ячейку A1. Необходимо выбрать способ ад-
ресации ячеек в абсолютной системе координат (т.е. указать не A1, а $A$1). 
Так же нужно поступать с другими переменными; 

5) в окне диалога «Поиск решения» нужно установить переключатель 
(рис. 4.5); 

 

 
 

Рисунок 4.5 – Работа в диалоговом окне «Поиск решения» 
 
6) в поле ввода «Изменяя ячейки» нужно указать ссылки на ячейки, 

содержащие искомые переменные, т.е. диапазон ячеек $С$1 : $E$3 
(рис. 4.6); 

 

 
 

Рисунок 4.6 – Поле ввода ячеек, обозначающих искомые переменные 
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7) в поле ввода «Ограничения» при нажатии кнопки «Добавить» появ-
ляется окно диалога «Добавить ограничения». В поле ввода «Ссылка на 
ячейку» вводится $B$1. В поле ввода «Ограничение» вводится = и число 900. 
При помощи кнопки «Добавить» таким же образом вводятся все остальные 
ограничения (ячейки $B$2:$B$6) (рис. 4.7); 

 

 
Рисунок 4.7 – Диалоговое окно «Добавление ограничения» 

 

8) для ввода ограничений на неотрицательность искомых переменных в 
окне диалога «Добавить ограничения» в поле ввода «Ссылка на ячейку» 
нужно ввести ссылку на ячейку $С$1, а в поле ввода «Ограничения» нужно 
ввести >= и число 0. При помощи кнопки «Добавить» таким же образом вво-
дятся условия неотрицательности оставшихся искомых переменных. Либо 
выделяется диапазон ячеек $С$1: $E$3 и задается >= и число 0. После ввода 
последнего ограничения нажмите «ОК». 

Замечание. Если в задаче имеется условие целочисленности искомых пере-
менных, то в диалоговом окне «Добавление ограничений» в поле ввода «Ссылка на 
ячейку» нужно ввести ссылку на ячейку $С$1, а в поле ввода знака ограничения 
нужно ввести «цел». При помощи кнопки «Добавить» таким же образом вводятся 
условия целочисленности оставшихся искомых переменных. Либо выделяется диа-
пазон ячеек $С$1: $E$3 и задается «цел». После ввода последнего ограничения на-
жмите «ОК». 

9) после нажатия кнопки «Выполнить» Excel рассчитывает результат и 
открывает окно диалога «Результаты поиска решения». В этом диалоге в ок-
не «Тип отчета» нужно выбрать «Результаты» и нажать OK. Перед листом, 
где записана постановка задачи, будет вставлен лист «Отчет по результа-
там 1», а на экране будет выдан результат решения задачи (рис. 4.8). 

 

 
Рисунок 4.8 – Результаты решения задачи 
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Интерпретация результатов задачи 

Полученные значения в ячейках, содержащих формулы целевой функ-
ции и ограничений, являются результатом расчета целевой функции и соот-
ветствующих ограничений. 

Результат, полученный в ячейке А1, означает общую сумму объема 
грузоперевозок в т.км. 

Ячейки В1, В2, В3 показывают выполнение условия полного вывоза 
груза от поставщика. Ячейки В4, В5, В6 показывают выполнение условия 
полного удовлетворения потребностей потребителя.  

Значения ячеек в диапазоне $С$1: $E$3 показывают количество груза 
(в тоннах), перевезенного от соответствующего поставщика соответствую-
щему потребителю. Значения данного диапазона превышают 0, следователь-
но, условие неотрицательности искомых переменных выполнено. 

Ответ. Оптимальные перевозки грузов предусматривают перевозку от 
1-го поставщика 1-му потребителю 650 т, от 1-го поставщика 2-му потреби-
телю – 250 т, от 2-го поставщика 1-му потребителю – 50 т, а 3-му потребите-
лю – 750 т. 3-й поставщик отвезет свой груз только 2-му потребителю в ко-
личестве 550 т. Минимальный объем перевозок составит 32000 т.км. 

Порядок оформления задачи 

1. Проверка сбалансированности задачи: 




3

1i
ib  = 900 + 800 + 550 = 2250, 




3

1j
ja  = 700 + 800 + 750 = 2250, 





3

1

3

1 j
j

i
i ab , задача закрытого типа. 

2. Состав переменных: 
xij – количество продукции (т), перевозимой из i-го пункта отправления 

в j-й пункт назначения. 
3. Числовая модель: 

11 12 13 21 22 23

31 32 33

I. ( ) 15 17 23   9 19  8

         24 21 32 min 

Z x x x x x x x

x x x
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II. 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

11 21 31

12 22 32

13 23 33

 900,

800,

550,

 700,

   800,

   750 .

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

  
   
   
   
   


  

 

III. ).3,1;3,1(0  jixij  

4. Общий вид экономико-математической модели: 

11 11 12 12 13 13 21 21 22 22 23 23

31 31 32 32 33 33

I. ( )      c c   

         c min .

Z x c x c x c x x x c x

c x c x x

      

   
 

II. 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

11 21 31 1

12 22 32 2

13 23 33 3

 ,

,

,

 ,

   ,

    .

x x x b

x x x b

x x x b

x x x a

x x x a

x x x a

  
   
   
   
   


  

 

III. ).3,1;3,1(0  jixij  

5. Структурная форма экономико-математической модели: 

I.  
3 3

1 1

min,ij ij
i j

Z x c x
 

   

II. 






















.3,1,

,3,1,

3

1

3

1

i
jij

j
iij

jax

ibx

 

III. ).3,1;3,1(0  jixij  

6. Ответ: минимальный объем перевозок составит 32000 т.км. При 
этом матрица грузоперевозок будет выглядеть следующим образом: 

.

05500

750050

0250650
















X
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Задача 10 

Составить план перевозки картофеля из 3 хозяйств 4 магазинам так, 
чтобы сумма расстояний на перевозку была минимальной. Наличие картофе-
ля, потребность магазинов и расстояние от хозяйств до магазинов приведены 
в таблице 4.10. 

 
Таблица 4.10 – Расстояния перевозок, км 

Хозяйства 
Магазин 

Запасы, т 
1 2 3 4 

1 8 6 9 2 280 

2 4 5 4 5 520 

3 3 4 6 4 400 

Потребности, т 300 250 340 210  

Задача 11 

Составьте план перевозок нефтепродуктов из 3 пунктов отправления в 
4 пункта назначения. План должен обеспечить минимальные транспортные 
издержки и полностью удовлетворить спрос потребителей на нефтепродук-
ты. Запас, потребности и стоимость перевозки 1 т нефтепродуктов приведены 
в таблице 4.11. 

 

Таблица 4.11 – Стоимость перевозок, руб. 

Пункт отправления 
Пункты назначения 

Запасы, т 
1 2 3 4 

1 36 28 20 12 175 

2 4 8 16 24 125 

3 32 40 48 4 140 

Потребности, т 180 110 60 40  

Задача 12 

Четырем предприятиям необходимо сырье в количестве 110, 100, 80 и 
40 т соответственно. Запасы сырья сосредоточены в трех пунктах хранения в 
количестве 90, 100 и 140 т соответственно. Известна матрица С расстояний 
между пунктами хранения и предприятиями: 

.

701308040

40703010

100604020
















C  

Необходимо составить план перевозок сырья так, чтобы общий объем 
перевозок (т-км) был минимальным. 
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Задача 13 

Требуется перевезти однородный груз из трех пунктов отправления в 
три пункта назначения. Качество груза, подлежащего отправлению с каждого 
склада, потребности в нем каждого потребителя и расстояния перевозки от 
каждого пункта отправления до каждого пункта назначения приведены в 
таблице 4.12. 

 

Таблица 4.12 – Расстояния перевозок, км 

Поставщики 
Потребители 

Наличие, т 
1 2 3 

I 15 17 23 900 

II 9 19 8 800 

III 24 21 32 550 

Потребность, т 500 700 650  
 

Необходимо составить оптимальный план перевозок так, чтобы объем 
транспортных работ (т.км) был минимальным. При этом обязательная по-
ставка от первого поставщика первому потребителю установлена в количест-
ве 300 т, второй поставщик должен поставить второму потребителю не менее 
200 т, а первый поставщик третьему – не более 400 т. 

Задача 14 

Необходимо разместить сорта озимой пшеницы по предшественникам 
таким образом, чтобы сбор озимой пшеницы был максимальным. 

Символ М (табл. 4.13) указывает на отсутствие данных урожайности  
i-го сорта по соответствующему j-му предшественнику (клетки с этим сим-
волом являются запретными). 

 
Таблица 4.13 – Урожайность озимой пшеницы, ц/га 

Сорта 
озимой пшеницы 

Предшественники 

Всего, 
га чистый 

пар 

кукуруза, убран-
ная в стадии мо-
лочно-восковой 

спелости 

однолет-
ние травы 
на зеленый 

корм 

бобо-
вые 
куль-
туры 

стерне-
вые по-
севы 

Безостая 1 30,7 13,6 18,4 18,9 16,1 9185 

Одесская 16 26,5 М 16,8 19,2 15,2 5583 

Белоцерковская 198 М 14,4 14,1 М 16,5 1114 

Мичуринка 16,8 10,8 М М М 65 

Всего, га 4503 2160 2884 2800 3600  
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Задача 15 

Необходимо составить оптимальный план проведения весенне-полевых 
работ для имеющейся техники в хозяйстве. Объем работ в гектарах мягкой 
пахоты, производительность имеющейся техники за период (гектары мягкой 
пахоты), затраты на единицу работы представлены в таблице 4.14.  

 
Таблица 4.14 – Затраты на 1 га мягкой пахоты, руб. 

Виды работ 
Марки тракторов Объем ра-

бот, га м. п.ДТ-75М МТЗ-821 Т-4А ДТ-175С 

Раннее боронование зяби 5,5 5,7 5,8 5,9 210 

Предпосевная культивация 4,8 5,0 5,7 6,0 1000 

Посев яровых зерновых 5,5 5,7 5,8 5,9 75 

Боронование озимой пшеницы 5,1 6,5 6,4 7,0 135 

Прикатывание М 5,4 5,3 5,6 40 

Объем работ, га м. п. 470 400 270 320  

 
Затраты на проведение весенне-полевых работ должны быть мини-

мальными. 

Задача 16 

Три филиала одного коммерческого банка «Форштадт» решили высту-
пить в качестве кредиторов трех предприятий – ОАО «Оренсот», ООО «Три-
умф» и ЗАО «Стимул». Наличие денежных средств в банках, потребности 
предприятий в денежных средствах и процентные ставки по кредитам приве-
дены в таблице 4.15. 

 
Таблица 4.15 – Исходные данные к задаче 16 

Филиалы 
КБ «Форштадт» 

Предприятия 
Наличие денежных 
средств, тыс. руб. ОАО 

«Оренсот» 
ООО 

«Триумф» 
ЗАО 

«Стимул» 

№ 1 13 15 21 1000 

№ 2 8 18 7 900 

№ 3 23 19 30 650 

Потребность в  
денежных средствах, 
тыс. руб. 

800 900 850 
2550

2550 
 
Необходимо определить план выдачи кредитов, удовлетворяющий 

спрос предприятий и позволяющий банку получить максимальный объем 
прибыли. 
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Задача 17 

Три предпринимателя приобретают акции трех компаний одной от-
расли. Количество акций компании, потребность предпринимателей в акци-
ях каждой компании, а также стоимость одной акции представлены в табли-
це 4.16. 

 
Таблица 4.16 – Исходные данные к задаче 17 

Акции компании 
Предприниматели Количество 

акций, шт. 1 2 3 

1 15 17 23 900 

2 9 19 8 800 

3 24 21 32 550 

Потребность в 
акциях, шт. 

700 800 850  

 
Необходимо определить, акции какой из компаний следует покупать 

предпринимателям, чтобы суммарные затраты на приобретение были мини-
мальны. 

Ответы 

№ 10  
0 0 0 210 70

0 150 340 0 30 ; 3830.

300 100 0 0 0

X Z x

 
   
 
 

 

№ 11  
0 110 60 0 5

125 0 0 0 0 ; 1675.

55 0 0 40 45

X Z x

 
   
 
 

 

№ 12  
10 0 80 0

0 100 0 0 ; 14800.

100 0 0 40

X Z x

 
   
 
 

 

№ 13 

300 500 51 49

1 200 599 0 ; ( ) 27550.

199 0 0 351

X X x
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№ 14  

4503 981 2884 0 817

0 0 0 2800 2783
; 330608,2.

0 1114 0 0 0

0 65 0 0 0

X Z x

 
 
  
 
 
   

№ 15 

0 0 0 210

335 400 232 33

; ( ) 7711.0 0 0 75

135 0 0 0

0 0 38 2

X Z x

 
 
 
  
 
 
 
 

 

№ 16 

















00650

09000

8500150

Х ; Z(x) = 50950. 

Таким образом, получение максимального объема прибыли филиалами 
коммерческого банка «Форштадт» может быть достигнуто путем наиболее 
оптимальной выдачи кредитов потребителям ОАО «Оренсот», ООО «Три-
умф» и ЗАО «Стимул». Целесообразный вариант выдачи денежных средств 
предусматривает следующие комбинации:  

 филиал № 1 выдаст денежные средства предприятию ОАО «Оренсот» 
в размере 150 тыс. руб. и предприятию ЗАО «Стимул» в размере 850 тыс. 
руб.; 

 филиал № 2 предоставит кредит только предприятию ООО «Триумф» 
в размере 900 тыс. руб.; 

 филиал №3 выдаст денежные средства только предприятию ОАО 
«Оренсот» в размере 650 тыс. руб. 

Данный план выданных кредитов позволит удовлетворить спрос пред-
приятий и получить банку максимальный объем прибыли в размере 
50 950 тыс. руб. 

№ 17 

















05500

750050

0250650

Х ; Z (x) = 32000 

Контрольные вопросы 

1. В чем заключается постановка транспортной задачи? 
2. Запишите модель транспортной задачи в различных формах. 
3. Что обозначают переменные в транспортной задаче? 
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4. Что выражают коэффициенты в целевой функции стандартной 
транспортной задачи? 

5. Каково содержание основных ограничений и целевой функции 
транспортной задачи? 

6. Какие дополнительные ограничения возможны в транспортной зада-
че? 

7. Какое условие должно выполняться, чтобы транспортная задача бы-
ла сбалансированной (закрытой)? 

8. В каком случае в задаче вводится фиктивный пункт отправления? 
9. В каком случае в задаче вводится фиктивный пункт потребления? 
10. Для какой ситуации характерно введение фиктивных тарифов? 
11. Как выбирается фиктивный тариф? 
12. Для какой ситуации характерно введение запрещающих тарифов? 
13. Как выбирается запрещающий тариф? 
14. Какие экономические задачи решаются с помощью транспортной 

задачи? 
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I I  Р а з д е л  

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ  
ПЛАНИРОВАНИЯ И УПРАВЛЕНИЯ 

 
 
 
 
 
 
 

Глава 5 СЕТЕВОЕ ПЛАНИРОВАНИЕ  
И УПРАВЛЕНИЕ 

5.1 Особенности и основные этапы сетевого  
планирования и управления 

Сетевое планирование и управление – это комплекс графических и 
расчетных методов, организационных мероприятий, обеспечивающих моде-
лирование, анализ и динамическую перестройку плана выполнения сложных 
проектов и разработок, например, таких как: строительство и реконструкция 
каких-либо объектов; выполнение научно-исследовательских и конструктор-
ских работ; подготовка производства к выпуску продукции; перевооружение 
армии и др. 

Основная цель сетевого планирования – сокращение до минимума про-
должительности проекта. 

Задача сетевого планирования состоит в том, чтобы графически, на-
глядно и системно отобразить и оптимизировать последовательность и взаи-
мозависимость работ, действий или мероприятий, обеспечивающих своевре-
менное и планомерное достижение конечных целей. 

Характерной особенностью таких проектов является то, что они со-
стоят из ряда отдельных, элементарных работ. Они обусловливают друг 
друга так, что выполнение некоторых работ не может быть начато раньше, 
чем завершены некоторые другие. Например, укладка фундамента не может 
быть начата раньше, чем будут доставлены необходимые материалы; эти ма-
териалы не могут быть доставлены раньше, чем будут построены подъездные 
пути; любой этап строительства не может быть начат без составления соот-
ветствующей технической документации и т.д. 
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Сетевое планирование и управление включает три основных этапа: 
1)  структурное планирование; 
2)  календарное планирование; 
3)  оперативное управление. 
Структурное планирование начинается с разбиения проекта на четко 

сформулированные операции, для которых определяется продолжительность. 
Затем строится сетевой график, который представляет взаимосвязи работ 
проекта. Это позволяет детально анализировать все работы и вносить улуч-
шения в структуру проекта еще до начала его реализации. 

Календарное планирование предусматривает построение календарного 
графика, определяющего моменты начала и окончания каждой работы и дру-
гие временные характеристики сетевого графика. Это позволяет, в частности, 
выявлять критические операции, которым необходимо уделять особое вни-
мание, чтобы закончить проект в строго отведенный срок. Во время кален-
дарного планирования определяются временные характеристики всех работ с 
целью проведения в дальнейшем оптимизации сетевой модели, которая по-
зволит улучшить эффективность использования какого-либо ресурса. 

В ходе оперативного управления используются сетевой и календарный 
графики для составления периодических отчетов о ходе выполнения проекта. 
При этом сетевая модель может подвергаться оперативной корректировке, 
вследствие чего будет разрабатываться новый календарный план остальной 
части проекта. 

Сетевой моделью называется экономико-компьютерная модель, отра-
жающая комплекс работ (операций) и событий, связанных с реализацией не-
которого проекта (научно-исследовательского, производственного и др.), в 
их логической и технологической последовательности и связи. 

Анализ сетевой модели, представленной в графической или табличной 
(матричной) форме, позволяет:  

1) более четко выявить взаимосвязи этапов реализации проекта;  
2) определить наиболее оптимальный порядок выполнения этих этапов 

в целях, например, сокращения сроков выполнения всего комплекса работ. 

5.2 Основные понятия и определения  

Основными понятиями сетевых моделей являются понятия «работа» и 
«событие». 

Работа – это некоторый процесс, приводящий к достижению опреде-
ленного результата, требующий затрат каких-либо ресурсов и имеющий про-
тяженность во времени. По своей физической природе работы можно рас-
сматривать как: 

 действие: разработка чертежа, изготовление детали, заливка фунда-
мента бетоном, изучение конъюнктуры рынка; 

 процесс: старение отливок, выдерживание вина; 
 ожидание: ожидание поставки комплектующих. 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



123 
 

По количеству затрачиваемого времени работа может быть: 
 действительной, т.е. требующей затрат времени; 
 фиктивной, т.е. формально не требующей затрат времени и представ-

ляющей связь между какими-либо работами, например: передача изменен-
ных чертежей от конструкторов к технологам; сдача отчета о технико-
экономических показателях работы цеха вышестоящему подразделению. 

Событие – это момент времени, когда завершаются одни работы и на-
чинаются другие. Например, фундамент залит бетоном, комплектующие по-
ставлены, отчеты сданы и т.д. Событие представляет собой результат прове-
денных работ и, в отличие от работ, не имеет протяженности во времени. 

На этапе структурного планирования взаимосвязь работ и событий, не-
обходимых для достижения конечной цели проекта, изображается с помо-
щью сетевого графика (сетевой модели). На сетевом графике работы изо-
бражаются стрелками, которые соединяют вершины, изображающие собы-
тия. Начало и окончание любой работы описываются парой событий, кото-
рые называются начальным и конечным событиями. Поэтому для идентифи-
кации конкретной работы используют код работы (i, j), состоящий из номе-
ров начального (i-го) и конечного (j-го) событий (рис. 5.1). 

 

 

Рисунок 5.1 – Кодирование работы 
 
Любое событие может считаться наступившим только тогда, когда за-

кончатся все входящие в него работы. Поэтому работы, выходящие из неко-
торого события, не могут начаться, пока не будут завершены все работы, 
входящие в это событие. 

Событие, не имеющее предшествующих ему событий, т.е. с которого 
начинается проект, называют исходным. Событие, которое не имеет после-
дующих событий и отражает конечную цель проекта, называется завершаю-
щим. 

При построении сетевого графика необходимо следовать следующим 
правилам: 

1) длина стрелки не зависит от времени выполнения работы; 
2) стрелка может не быть прямолинейным отрезком; 
3) для действительных работ используются сплошные, а для фиктив-

ных – пунктирные стрелки; 
4) каждая операция должна быть представлена только одной стрелкой; 
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5) между одними и теми же событиями не должно быть параллельных 
работ, т.е. работ с одинаковыми кодами; 

6) следует избегать пересечения стрелок; 
7) не должно быть стрелок, направленных справа налево; 
8) номер начального события должен быть меньше номера конечного 

события; 
9) не должно быть висячих событий (т.е. не имеющих предшествую-

щих событий), кроме исходного; 
10) не должно быть тупиковых событий (т.е. не имеющих последую-

щих событий), кроме завершающего; 
11) не должно быть циклов. 
Важное значение для анализа сетевых моделей имеет понятие пути.  
Путь – это любая последовательность работ в сетевом графике (в част-

ном случае это одна работа), в которой конечное событие одной работы сов-
падает с начальным событием следующей за ней работы. Различают сле-
дующие виды путей. 

Полный путь – это путь от исходного события до завершающего. 
Критический путь – максимальный по продолжительности полный 

путь. Работы, лежащие на критическом пути, называют критическими.  
Подкритический путь – полный путь, ближайший по длительности к 

критическому пути. 
Построение сети является лишь первым шагом на пути к построению 

календарного плана. Вторым шагом является расчет сетевой модели, который 
выполняют прямо на сетевом графике, пользуясь простыми правилами. 

5.3 Временные параметры событий,  
работ и путей 

К временным параметрам событий относятся: 
 Tр(i) – ранний срок наступления события i. Это время, которое необ-

ходимо для выполнения всех работ, предшествующих данному событию i. 
Оно равно наибольшей из продолжительности путей, предшествующих дан-
ному событию; 

 Tп(i) – поздний срок наступления события i. Это такое время наступ-
ления события i, превышение которого вызовет аналогичную задержку на-
ступления завершающего события сети. Поздний срок наступления любого 
события i равен разности между продолжительностью критического пути и 
наибольшей из продолжительностей путей, следующих за событием i; 

 R(i) – резерв времени наступления события i. Это такой промежуток 
времени, на который может быть отсрочено наступление события i без нару-
шения сроков завершения проекта в целом. Начальные и конечные события 
критических работ имеют нулевые резервы событий. 
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Рассчитанные численные значения временных параметров записыва-
ются прямо в вершины сетевого графика (рис. 5.2). 

T
р
(i)

T
п
(i)R(i)

i

 
Рисунок 5.2 – Отображение временных параметров событий  

в вершинах сетевого графика 
 
Расчет ранних сроков свершения событий Tр(i) ведется от исходного 

(И) к завершающему (З) событию. 

Замечания. Поскольку длительность работы может быть как нормальной Тн, 
так и ускоренной Ту, то для общности изложения будем в дальнейшем обозначать 
текущую длительность работы буквой t с соответствующим кодом работы, напри-
мер, t(i, j), t(k, j) и т.д.: 

1) для исходного события И: Тр (И) = 0; 
2) для всех остальных событий i: Тр (i) = max [Tр(k) + t(k, i)], где максимум бе-

рется по всем работам (k, j), входящим в событие i.  
То есть ранний срок наступления событий – это максимальная суммарная дли-

на пути от исходного события до данного события.  
Поздние сроки свершения событий Tn(i) рассчитываются от завершающего к 

исходному событию. 
3) Для завершающего события З: Тп (З) = Тр (З). 
4) Для всех остальных событий: Ti(i) = min[Ti(j) – t(i, j)], где минимум берется 

по всем работам (i, j), выходящим из события i. 
5) R (i) = Tп (i) – Tр (i) – резерв времени наступления событий. 

Иными словами, поздний срок наступления событий есть разность ме-
жду продолжительностью критического пути и максимальной продолжи-
тельностью работ, лежащих на пути от данного события до завершающего. 

К наиболее важным временным параметрам работ относятся: 
– Tрн (i, j) – ранний срок начала работы; 
– Tпн (i, j) – поздний срок начала работы; 
– Tро (i, j) – ранний срок окончания работы; 
– Tпо (i, j) – поздний срок окончания работы. 
Для критических работ Tрн(i, j) = Tпн(i,j) и Tро(i, j) = Tпо(i, j); 
– Rп(i, j) – полный резерв работы показывает максимальное время, на 

которое может быть увеличена продолжительность работы (i, j) или отсроче-
но ее начало, чтобы продолжительность проходящего через нее максималь-
ного пути не превысила продолжительности критического пути. Важнейшее 
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свойство полного резерва работы (i, j) заключается в том, что его частичное 
или полное использование уменьшает полный резерв у работ, лежащих с ра-
ботой (i, j) на одном пути. Таким образом, полный резерв принадлежит не 
одной данной работе (i, j), а всем работам, лежащим на путях, проходящих 
через эту работу; 

– Rc(i, j) – свободный резерв работы показывает максимальное время, 
на которое можно увеличить продолжительность работы (i, j) или отсрочить 
ее начало, не меняя ранних сроков начала последующих работ. Использова-
ние свободного резерва одной из работ не меняет величины свободных ре-
зервов остальных работ сети. 

Временные параметры работ сети определяются на основе ранних и 
поздних сроков событий: 

1) Tрн (i, j) = Tр (i); 
2) Tро (i, j) = Tр (i) + t (i, j) или Tро (i, j) = Tрн (i, j) + t (i, j); 
3) Tпо (i, j) = Tп (j); 
4) Tпн (i, j) = Tп (j) – t (i, j) или Tпн (i, j) = Tпо (i, j) – t (i, j); 
5) Rп (i, j) = Tп (j) – Tр (i) – t (i, j); 
6) Rc (i, j) = Tр (j) – Tр (i) – t (i, j). 
Временные параметры работ вносятся в таблицу. При этом коды работ 

записывают в определенном порядке: сначала записываются все работы, вы-
ходящие из исходного, т.е. первого, события, затем – выходящие из второго 
события, потом – из третьего и т.д. 

Резервами времени, кроме работ и событий, обладают полные пути сете-
вой модели. Разность между продолжительностью критического пути T(Lкр) и 
продолжительностью любого другого полного пути T(Lп) называется полным 
резервом времени пути Lп, т.е. R(Lп) = T(Lкр) – T(Lп). Этот резерв показывает, на 
сколько в сумме может быть увеличена продолжительность всех работ данного 
пути L, чтобы при этом не изменился общий срок окончания всех работ. 

5.4 Оптимизация сетевых моделей 

Методика оптимизации загрузки сетевых моделей  
по критерию «Минимум исполнителей» 

При оптимизации использования ресурса рабочей силы чаще всего се-
тевые работы стремятся организовать таким образом, чтобы: 

 количество одновременно занятых исполнителей было минимальным; 
 выровнять потребность в людских ресурсах на протяжении срока вы-

полнения проекта. 
Суть оптимизации загрузки сетевых моделей по критерию «минимум 

исполнителей» заключается в следующем: необходимо таким образом орга-
низовать выполнение сетевых работ, чтобы количество одновременно рабо-
тающих исполнителей было минимальным. Для проведения подобных видов 
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оптимизации необходимо построить и проанализировать график привязки и 
график загрузки. 

График привязки отображает взаимосвязь выполняемых работ во вре-
мени и строится на основе данных либо о продолжительности работ (Тн), ли-
бо о ранних сроках начала и окончания работ. При первом способе построе-
ния необходимо помнить, что выполнение работы (i, j) может начаться толь-
ко после того, как будут выполнены все предшествующие ей работы (k, j).  

По вертикальной оси графика привязки откладываются коды работ, по 
горизонтальной оси – длительность работ (раннее начало и раннее оконча-
ние работ). 

На графике загрузки по горизонтальной оси откладывается время, на-
пример в днях, по вертикальной – количество человек, занятых работой в 
каждый конкретный день.  

Для построения графика загрузки необходимо: 
 на графике привязки над каждой работой написать количество ее ис-

полнителей; 
 подсчитать количество работающих в каждый день исполнителей и 

отложить на графике загрузки. 
Для удобства построения и анализа графики загрузки и привязки следу-

ет располагать один над другим. 
Описанные виды оптимизации загрузки выполняются за счет сдвига во 

времени некритических работ, т.е. работ, имеющих полный и (или) свобод-
ный резервы времени. Полный и свободный резервы любой работы можно 
определить без специальных расчетов, анализируя только график привязки. 
Сдвиг работы означает, что она будет выполняться уже в другие дни (т.е. из-
менится время ее начала и окончания), что в свою очередь приведет к изме-
нению количества исполнителей, работающих одновременно (т.е. уровня 
ежедневной загрузки сети). 

Методика оптимизации сетевых моделей  
по критерию «Время – затраты» 

Целью оптимизации по критерию «Время – затраты» является сокра-
щение времени выполнения проекта в целом. Эта оптимизация имеет смысл 
только в том случае, когда время выполнения работ может быть уменьшено 
за счет подключения дополнительных ресурсов, что приводит к повышению 
затрат на выполнение работ (рис. 5.3).  

Для оценки величины дополнительных затрат, связанных с ускорением 
выполнения той или иной работы, используются либо нормативы, либо дан-
ные о выполнении аналогичных работ в прошлом. Под параметрами работ 
Сн(i, j) и Сп(i, j) понимаются так называемые прямые затраты, непосредствен-
но связанные с выполнением конкретной работы: 

Сн(i, j) – прямые затраты при нормальном течении событий; 
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Сп(i, j) – прямые затраты при сокращении времени совершения событий 
до уровня подкритического. 

С
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н
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T
y
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Z
max
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н
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С
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Ту(i, j) – ускоренное время выполнения события,  
Tн(i, j) – нормальное время выполнения события. 

 
Рисунок 5.3 – Зависимость прямых затрат на работу  

от времени ее выполнения 
 
Таким образом, косвенные затраты (типа административно-управлен-

ческих) в процессе сокращения длительности проекта во внимание не при-
нимаются, однако их влияние учитывается при выборе окончательного ка-
лендарного плана проекта. 

Важными параметрами работы (i, j) при проведении данного вида оп-
тимизации являются: 

– коэффициент нарастания затрат: 

      
   

п н
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 (5.1) 

который показывает затраты денежных средств, необходимые для сокраще-
ния длительности работы (i, j) на один день; 

– запас времени для сокращения длительности работы в текущий мо-
мент времени: 
 ZT(i, j) = tT(i, j) – Ty(i, j), (5.2) 
где tT(i, j) – длительность работы (i, j) на текущий момент времени. 

Максимально возможное значение запаса времени работы равно: 
 Zmax(i, j) = Tн(i, j) – Ty(i, j). (5.3) 

Эта ситуация имеет место, когда длительность работы (i, j) еще ни разу 
не сокращали, т.е. tT(i, j) = Tн(i, j). 
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Общая схема проведения оптимизации «Время – затраты» 

1. Исходя из нормальных длительностей работ Tн(i, j), определяются 
критические Lкр и подкритические Lп пути сетевой модели и их длительности 
Tкр и Tп. 

2. Определяется сумма прямых затрат на выполнение всего проекта 0
прC  

при нормальной продолжительности работ. 
3. Рассматривается возможность сокращения продолжительности про-

екта, для чего анализируются параметры критических работ проекта. 
3.1. Для сокращения выбирается критическая работа с минимальным 

коэффициентом нарастания затрат k(i, j), имеющая ненулевой запас времени 
сокращения ZT(i, j). 

3.2. Время ∆t(i, j), на которое необходимо сжать длительность работы 
(i, j), определяется как 
 ∆t(i, j) = min [ZT(i, j), ∆T], (5.4) 
где ∆T = Tкр – Tп – разность между длительностью критического и подкри-

тического путей в сетевой модели.  
Необходимость учета параметра ∆T вызвана нецелесообразностью со-

кращения критического пути более чем на ∆T единиц времени. В этом случае 
критический путь перестанет быть таковым, а подкритический путь, наобо-
рот, станет критическим, т.е. длительность проекта в целом принципиально 
не может быть сокращена больше, чем на ∆T. 

4. В результате сжатия критической работы временные параметры се-
тевой модели изменяются, что может привести к появлению других критиче-
ских и подкритических путей. Вследствие удорожания ускоренной работы 
общая стоимость проекта увеличивается на величину: 
 ΔСпр = k(i, j)·Δt(i, j).  (5.5) 

5. Для измененной сетевой модели определяются новые критические и 
подкритические пути и их длительности, после чего необходимо продолжить 
оптимизацию с шага 3. При наличии ограничения в денежных средствах их 
исчерпание является причиной окончания оптимизации. Если не учитывать 
подобное ограничение, то оптимизацию можно продолжать до тех пор, пока 
у работ, которые могли быть выбраны для сокращения, не будет исчерпан 
запас времени сокращения. 

Упражнения 

Задача 1  

Комплекс работ по проекту строительства зернохранилища состоит из 
11 работ, информация о которых представлена в таблице 5.1. Построить се-
тевую модель. Определить критический путь, резервы времени работ и собы-
тий. Исходные данные включают название и продолжительность каждой ра-
боты, а также описание упорядочения работ. 
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Упорядочение работ: 
1) работы C, I, G являются исходными работами проекта, которые мо-

гут выполняться одновременно; 
2) работы E и A следуют за работой C; 
3) работа H следует за работой I; 
4) работы D и J следуют за работой G; 
5) работа B следует за работой E; 
6) работа K следует за работами A и D, но не может начаться прежде, 

чем не завершится работа H; 
7) работа F следует за работой J. 
 

Таблица 5.1 – Исходные данные к задаче 1 

Название работы 
Продолжительность 

работы
Название работы 

Продолжительность 
работы

A 10 G 5 

B 8 H 8 

C 4 I 3 

D 12 J 9 

E 7 K 10 

F 11   

 
Решение 
Построение и расчет сетевой модели. 
На рисунке 5.4 представлена сетевая модель, соответствующая данно-

му упорядочению работ. Каждому событию присвоен номер, что позволяет в 
дальнейшем использовать не названия работ, а их коды (табл. 5.2).  

 
Рисунок 5.4 – Сетевая модель 
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Численные значения временных параметров событий сети вписаны в 
соответствующие секторы вершин сетевого графика, а временные параметры 
работ сети представлены в таблице 5.3. 

 
Таблица 5.2 – Описание сетевой модели с помощью кодирования работ 

Номера событий 
Код работы 

Продолжительность 
работы начального конечного 

1 2 (1, 2) 4 

1 3 (1, 3) 3 

1 4 (1, 4) 5 

2 5 (2, 5) 7 

2 6 (2, 6) 10 

3 6 (3, 6) 8 

4 6 (4, 6) 12 

4 7 (4, 7) 9 

5 8 (5, 8) 8 

6 8 (6, 8) 10 

7 8 (7, 8) 11 

 
Таблица 5.3 – Временные параметры работ 

(i, j) t(i, j) Tрн(i, j) Tро(i, j) Tпн(i, j) Tпо(i, j) Rп(i, j) Rc(i, j) 

1,2 4 0 4 3 7 3 0 

1,3 3 0 3 6 9 6 0 

1,4 5 0 5 0 5 0 0 

2,5 7 4 11 12 19 8 0 

2,6 10 4 14 7 17 3 3 

3,6 8 3 11 9 17 6 6 

4,6 12 5 17 5 17 0 0 

4,7 9 5 14 7 16 2 0 

5,8 8 11 19 19 27 8 8 

6,8 10 17 27 17 27 0 0 

7,8 11 14 25 16 27 2 2 

 
Ответ 
По данным рисунка 5.4 и таблицы 5.3 можно отметить критический 

путь работ, т.е. полный путь работ, максимальный по продолжительности и 
критичный по резерву времени наступления события: это работы G, D и K. 
У этих работ резерв времени наступления события равен нулю. Длина крити-
ческого пути: T(Lкр) = max ∑t(i, j) = 27. 
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Задача 2  

На основе данных, представленных в таблице 5.4, и упорядоченного 
описания работ постройте сетевую модель и рассчитайте временные пара-
метры событий и работ. 

 
Таблица 5.4 – Исходные данные к задаче 2 

Название работы 
Продолжительность 

работы 
Название работы 

Продолжительность 
работы 

A 8 G 7 

B 6 H 7 

C 6 I 12 

D 8 J 9 

E 3 K 5 

F 4   

 
Упорядочение работ: 
1) A, E и F – исходные работы проекта, которые можно начинать одно-

временно; 
2) работы B и I начинаются сразу по окончании работы F; 
3) работа J следует за E, а работа C – за A; 
4) работы H и D следуют за B, но не могут начаться, пока не завершена C; 
5) работа K следует за I; 
6) работа G начинается после завершения H и J. 

Задача 3 

На основе данных, представленных в таблице 5.5, и упорядоченного 
описания работ постройте сетевую модель и рассчитайте временные пара-
метры событий и работ. 

 

Название работы 
Продолжительность 

работы
Название работы 

Продолжительность 
работы

A 12 F 9 

B 8 G 15 

C 15 H 10 

D 9 I 11 

E 14 J 13 

 
Упорядочение работ: 
1) C, J и D – исходные работы проекта, которые можно начинать одно-

временно; 
2) работа A следует за D, а работа I – за A; 
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3) работа H следует за I; 
4) работа F следует за H, но не может начаться, пока не завершена С; 
5) работа G следует за I; 
6) работа E следует за J, а работа B – за E. 

Задача 4 

На основе данных, представленных в таблице 5.6, и упорядоченного 
описания работ постройте сетевую модель и рассчитайте временные пара-
метры событий и работ. 

 
Таблица 5.6 – Исходные данные к задаче 4 

Название работы Продолжительность работы 

A 12 

B 6 

C 10 

D 7 

E 9 

F 8 

G 10 

H 10 

I 6 

J 5 

 
Упорядочение работ: 
1) D – исходная работа проекта; 
2) работы С, E и F начинаются сразу по окончании работы D; 
3) работы A и J следуют за C, а работа G – за F; 
4) работа I следует за A, а работа B – за G; 
5) работа H начинается после завершения E, но не может начаться, пока 

не завершены I и B. 

Решение задач с использованием  
табличного редактора MS Excel 

Приведем алгоритм создания файла для решения задач сетевого плани-
рования в Excel на условном примере. 

Задача 5 

В таблице 5.7 имеются исходные данные комплекса работ. Необходимо 
вычислить критический срок и критический путь. 
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Таблица 5.7 – Исходные данные к задаче 5 

№ работы 
Предшествующие 

работы 
Продолжительность работы 

1 – 5 

2 – 8 

3 – 6 

4 1, 2 10 

5 2, 3 4 

6 2, 3 7 

7 6 5 

8 4, 5, 7 9 

 
Решение 
Чтобы решить задачу, используя табличный редактор MS Excel, необ-

ходимо: 
1) открыть табличный редактор (Пуск – Программы – MS Excel); 
2) прежде всего, необходимо представить эти данные на листе книги 

Excel, для этого создаем таблицу взаимосвязи работ (рис. 5.5). Номера работ 
приводим в заголовках строк (в ячейках А1 по А10) и столбцов (в ячейках с 
С1 по J1); записываем в ячейки с В3 по В10 продолжительность работ; если 
работа aj является предшествующей для работы аi, то на пересечении соот-
ветствующих строки и столбца ставим «1» (в ячейки С3 по J10). 

 

 
Рисунок 5.5 – Таблица взаимосвязи работ 

 
Для вычисления критического срока и критического пути нам необхо-

димо вычислить временные параметры комплекса работ: ранние сроки нача-
ла и окончания работ, поздние сроки начала и окончания работ, полные и 
свободные резервы времени работ; 
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3) для расчета ранних сроков начала и окончания работ создадим таб-
лицу ранних сроков в новом листе Excel (рис. 5.6). 

 

 
 
 

Рисунок 5.6 – Таблица ранних сроков 
 
Для определения максимального из всех возможных сроков начала ра-

боты, исходя из ранних сроков окончания предыдущих работ, в первую 
ячейку «Ранние начала» (в нашем случае B3) вводим формулу 
«=МАКС(D3:K3)». С помощью функции МАКС можно найти максимальный 
уровень любого числового значения. Далее копируем эту формулу во все 
ячейки столбца «Ранние начала» B3:B10.  

Ранние сроки окончания работ вычисляются как сумма ранних сроков 
начал работ и продолжительности соответствующих работ, поэтому для вы-
числения параметров столбца «Ранние окончания» в первую ячейку данного 
столбца вводим формулу «= Ранние начала + Продолжительность», в нашем 
случае в ячейку С3 записываем формулу «B3+Лист1!B3», которая копирует-
ся во все ячейки столбца «Ранние окончания» (С3:С10). 

Полученные значения необходимо продублировать в области ячеек 
D2:K2. В последней ячейке области «Ранние окончания» будет получен срок 
окончания самой последней работы, который и определяет критический 
срок.  

Для вычисления значений параметров области ранних сроков оконча-
ния предыдущих работ, т. е. области D3:K10, в первую ячейку впишем фор-
мулу «=ЕСЛИ(Лист1!C3=0;;D$2)», которую затем копируем во все ячейки 
области «Ранние окончания предыдущих работ». Данная формула позволяет 
определить ячейки таблицы взаимосвязи между работами, имеющие значе-
ние «1», и вставляет в ячейки области «Ранние окончания предыдущих ра-
бот» соответствующие значения из области D2:K2. 

Расчет поздних сроков начала и окончания работ производится с по-
мощью таблицы поздних сроков свершения работ, которая создается на но-
вом листе аналогично таблице ранних сроков (рис. 5.7). 

Ранние сроки окончания предыдущих работ 
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Расчет параметров таблицы производится по следующему алгоритму. 
В последнюю ячейку столбца «Поздние окончания» указывается ссылка на 
последнюю ячейку столбца «Ранних окончаний», т.е. в ячейку С10 запишем 
ссылку «=Лист2!C10», данный параметр будет служить началом отсчета.  

 

 
 
 

Рисунок 5.7 – Таблица поздних сроков 
 

Для вычисления поздних сроков начал следующих работ в ячейку D2 
введем формулу «=МИН(D3:D10)», которую затем копируем во все ячейки 
области D2:K2, полученные параметры дублируем в столбце «Поздние окон-
чания» соответственно. Эта формула позволяет определить минимальный из 
всех возможных поздних сроков начала работы.  

Значения поздних сроков начала работ определяются как разность меж-
ду поздним сроком окончания работы и ее продолжительностью, следова-
тельно, для получения значений в столбце «Поздние начала» в первую ячей-
ку (B3) вводим следующую формулу: «=C3–Лист1!B3», которую затем копи-
руем по всей области столбца «Поздние начала».  

Для вычисления значений области поздних сроков начал следующих ра-
бот (D3:K10) в 1-ю ячейку (D3) впишем формулу «ЕСЛИ(Лист1!C3=0;;$B3)», 
которую затем копируем во всю область поздних сроков начал следующих ра-
бот (D3:K10). Функция ЕСЛИ возвращает одно значение, если заданное усло-
вие при вычислении дает значение ИСТИНА, и другое значение, если ЛОЖЬ. 
Функция ЕСЛИ используется при проверке условий для значений и формул. 
В результате вычисления ячейкам данной области присваиваются соответст-
вующие значения из столбца «Поздние начала». 

Для нахождения критического пути необходимо вычислить полный ре-
зерв времени каждой работы, который определяется как разность между ран-
ним и поздним сроками окончания этой работы. Под резервом времени пони-
мается время, на которое можно задержать окончание соответствующей рабо-
ты, не вызвав при этом задержку срока выполнения всего комплекса работ.  

Поздние сроки начала следующих работ 
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Что касается критического пути, то в него входят работы, полный 
резерв времени которых равен 0. 

Для вычисления критического пути вычислим сначала резервы време-
ни; для этого скопируем столбец «№ работ» таблицы взаимосвязи работ и 
вставим его на Лист 3. В следующий столбец внесем формулу для вычисле-
ния резерва времени соответствующей работы, т.е. для работы № 1 резерв 
времени вычисляется по формуле «=C3–Лист2!C3», для вычисления резервов 
времени остальных работ копируем данную формулу (рис. 5.8). 

 

 
Рисунок 5.8 – Таблица резерва времени соответствующей работы 
 

Чтобы отобразить только те работы, которые входят в критический 
путь, воспользуемся командой «Фильтр» (рис. 5.9, 5.10, 5.11).  

 

 
Рисунок 5.9 – Использование автофильтра (первый шаг) 

 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



138 
 

 
Рисунок 5.10 – Использование автофильтра (второй шаг) 

 

 
Рисунок 5.11 – Полученный результат при применении автофильтра 

 

На этом же листе одной из ячеек присваиваем имя «Критический срок» 
и указываем ссылку на последнюю ячейку из столбца «Ранние окончания» 
(рис. 5.12).  

 

 
Рисунок 5.12 – Критический срок 

 

Ответ 
На рисунке 5.12 представлен ответ на задачу. При этом рассчитали кри-

тический путь работ, т.е. полный путь работ, максимальный по продолжи-
тельности и критичный по резерву времени наступления события: это работы 
2, 6, 7 и 8. У этих работ резерв времени наступления события равен нулю. 
Длина критического пути (или критический срок выполнения работ) равна

 
29. 
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Задача 6 

В таблице 5.8 имеются исходные данные комплекса работ. Необходимо 
вычислить критический срок и критический путь. Решить задачу в Excel. 

 

Таблица 5.8 – Исходные данные к задаче 6 

№ работы 
Предшествующие 

работы 
Продолжительность работы 

1 – 4 

2 – 7 

3 1, 2 8 

4 – 9

5 1, 3 3 

6 2, 3, 5 9 

7 6 4 

8 4, 7 9 

 
Оптимизация сетевой модели по критерию «Минимум исполнителей» 

 

Задача 7 

Оптимизируйте данные комплекса работ по строительству ремонтно-
тракторной мастерской. Графики привязки и загрузки для исходных данных 
из таблицы 5.9 представлены на рисунке 5.13. 

 
Таблица 5.9 – Исходные данные для оптимизации загрузки (задача 7) 

Код работ Продолжительность работ Количество исполнителей 

(1, 2) 4 6 

(1, 3) 3 1 

(1, 4) 5 5 

(2, 5) 7 3 

(2, 6) 10 1 

(3, 6) 8 8 

(4, 6) 12 4 

(4, 7) 9 2 

(5, 8) 8 6 

(6, 8) 10 1 

(7, 8) 11 3 
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Решение 
Допустим, что организация, выполняющая проект, имеет в распоряже-

нии только N = 15 исполнителей. Но в соответствии с графиком загрузки 
(рис. 5.13) в течение интервала времени с 3 по 11 день для выполнения про-
екта требуется работа одновременно 19, 17 и затем 18 человек. Таким обра-
зом, возникает необходимость снижения максимального количества одно-
временно занятых исполнителей с 19 до 15 человек.  

 
 

 
Рисунок 5.13 – Графики загрузки (а) и привязки (b) до оптимизации 
 
Проанализируем возможность уменьшения загрузки (19 человек) в те-

чение 4-го дня. Используя Rc(3, 6) = 6, сдвинем работу (3, 6) на 1 день, что 
снизит загрузку 4-го дня до 11 человек, но при этом в 12-й день появится 
пик – 21 исполнитель. Для его устранения достаточно сдвинуть работу (5, 8) 
на 1 день, используя Rc(5, 8) = 8. 

код работ 

время, дни 

время, дни 

время, дни 

количество исполнителей 
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Проанализируем возможность уменьшения загрузки (18 человек) с 6-го 
по 11-й день, т.е. в течение интервала времени в 6 дней. Так, работа (2, 5) яв-
ляется единственной, которую можно сдвинуть таким образом, чтобы она не 
выполнялась в указанные 6 дней – с 6-го по 11-й день. Для этого, используя 
Rп(2, 5) = 8, сдвинем работу (2, 5) на 8 дней, после чего она будет начинаться 
уже не в 4-й, а в 12-й день, к чему мы и стремились. Но поскольку Rc(2, 5) = 0 
и для сдвига работы (2, 5) был использован полный резерв, то это влечет за 
собой обязательный сдвиг на 7 дней работы (5, 8), следующей за рабо-
той (2, 5). 

Ответ 
В результате произведенных сдвигов максимальная загрузка сетевой 

модели уменьшилась с 19 до 15 человек, что и являлось целью проводимой 
оптимизации. Окончательные изменения в графиках привязки и загрузки по-
казаны на рисунке 5.14 пунктирной линией. 

 
 

 
Рисунок 5.14 – Графики загрузки (а) и привязки (b) после оптимизации 

код работ 

время, дни 

время, дни 

время, дни 

количество исполнителей 
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Проведенная оптимизация продемонстрировала различие использова-
ния свободных и полных резервов работ. Так, сдвиг работы на время в пре-
делах ее свободного резерва не меняет моменты начала последующих за ней 
работ. В то же время сдвиг работы на время, которое находится в пределах ее 
полного резерва, но превышает ее свободный резерв, влечет сдвиг после-
дующих за ней работ. 

Задача 8 

С использованием вышеописанного материала оптимизируйте данные, 
полученные в задаче 1, если известно, что число исполнителей проекта не 
должно превышать 11 (N = 11), а количество исполнителей, занятых в кон-
кретной работе, представлено в таблице 5.10. Дайте экономическую интер-
претацию полученным результатам. 

 
Таблица 5.10 – Количество исполнителей по видам работ (задача 8) 

Название работы 
Продолжительность 

работы
Название работы 

Продолжительность 
работы

A 2 G 2 

B 2 H 2 

C 1 I 3 

D 4 J 5 

E 1 K 7 

F 7   

 

Задача 9 

Оптимизируйте данные, полученные в задаче 2, если известно, что чис-
ло исполнителей проекта не должно превышать 10 (N = 10), а количество ис-
полнителей, занятых в конкретной работе, представлено в таблице 5.11. Дать 
экономическую интерпретацию полученным результатам. 

 
Таблица 5.10 – Количество исполнителей по видам работ (задача 9) 

Название работы 
Продолжительность 

работы
Название работы 

Продолжительность 
работы

A 1 G 5 

B 4 H 5 

C 5 I 2 

D 2 J 6 

E 3 K 0 

F 3   
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Проведение оптимизации сетевой модели  
по критерию «Время – затраты» 

Задача 10 

Оптимизируйте данные комплекса работа по сельскохозяйственной 
ферме. Проведите максимально возможное уменьшение сроков выполнения 
проекта при минимально возможных дополнительных затратах для следую-
щих исходных данных (табл. 5.12, рис. 5.15). 

 
Таблица 5.12 – Исходные данные для оптимизации «Время – затраты» 

(i, j) 
Нормальный режим Ускоренный режим 

Тн(i, j)  Сн(i, j) Ту(i, j) Сп(i, j)  

(1, 2) 5 5 3 19 

(1, 4)  6 6 4 12 

(2, 3)  3 8 1 15 

(2, 4)  7 10 3 18 

(3, 5)  6 6 1 9 

(4, 5)  4 9 1 12 

Cк = 1,50 руб./день  C0 = 73,00 руб. 

 

 
Рисунок 5.15 – Исходная сетевая модель 

 

Решение 
Исходя из нормальных длительностей работ, получаем следующие ха-

рактеристики сетевой модели: 

– общие затраты на проект  
 

0
пр

,

, 44,00н
i j

С C i j


   руб.; 

– длительность проекта 
0
кр 16T   дней; 

– критический путь 0
кр 1,2, 4,5L   или      0

кр 1, 2 ; 2, 4 ; 4,5L  ; 

– подкритический путь 0
кр 1,2,3,5L   или      0

кр 1 2 ; 2 3 ; 3 5L , , , , 
0
п 14T   дней. 
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Кроме того, вычислим коэффициенты нарастания затрат и максималь-
ные запасы времени сокращения работ сетевой модели (табл. 5.13). 

 
Таблица 5.13 – Коэффициенты нарастания затрат работ сети 

(i, j) Zmax(i, j) [дни] k(i, j) [руб./день] 

(1, 2) 2 7,00 

(1, 4)  2 3,00 

(2, 3)  2 3,50 

(2, 4)  4 2,00 

(3, 5)  5 0,60 

(4, 5)  3 1,00 

 
I шаг. Для сокращения выбираем критическую работу (4, 5) с мини-

мальным коэффициентом k(4, 5) = 1,00 руб./день. Текущий запас сокращения 

времени работы (4, 5) на данном шаге равен     35,45,4 max
0  ZZТ  дня. 

Разность между продолжительностью критического и подкритического путей 
0 0 0

кр п 2T T T     дня. Поэтому сокращаем работу (4, 5) на  1 min 3,2t     

= 2 дня. Новая текущая длительность работы  1 4,5 4 2 2Тt     дня, а запас ее 

дальнейшего сокращения сокращается до   15,41 ТZ  дня. Измененный сете-
вой график представлен на рисунке 5.16. 

 

 

Рисунок 5.16 – Сетевая модель после первого шага оптимизации 
 
После ускорения работы (4, 5) возникли следующие изменения: 
– затраты на работу  5,4  возросли на 1,00 [руб./день] · 2 [дня] = 2,00 руб. 

и общие затраты на проект составили 1
пр 44,00 2,00 46,00С     руб.; 

– длительность проекта 1
кр 14T   дней; 

– критические пути 1
кр 1,2,3,5L   и 5,4,2,11

р кL ; 

– подкритический путь 1
п 1,4,5L  , 81 пT  дней. 
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II шаг. Одновременное сокращение двух критических путей можно 
провести либо ускорив работу (1, 2), принадлежащую обоим путям, либо од-
новременно ускорив различные работы из каждого пути. Наиболее дешевым 
вариантом является ускорение работ (3, 5) и (4, 5) – 1,60 руб./день за обе ра-
боты, тогда как ускорение работы (1, 2) обошлось бы в 7 руб./день. Посколь-

ку 
1 1 1

кр п 6T T T    , то сокращаем работы (3, 5) и (4, 5) на 

  16,1,5min2 t  день. Запасы дальнейшего сокращения времени работ со-

кращаются до   45,32 ТZ  и   05,42 ТZ  дней. Измененный сетевой график 
представлен на рисунке 5.17. 

После ускорения работ (3, 5) и (4, 5) возникли следующие изменения: 
– общие затраты на проект составили: 

2
пр 46,00 0,60 1 1,00 1 47,60С        руб.; 

– длительность проекта 
2
кр 13T   дней; 

– два критических пути 2
кр 1,2,3,5L   и 2

кр 1,2,4,5L  ; 

– подкритический путь 2
п 1,4,5L  , 2

п 7Т   дней. 
 

 
Рисунок 5.17 – Сетевая модель после второго шага оптимизации 

 
III шаг. Поскольку на данном шаге работа (4, 5) исчерпала свой запас 

ускорения, то наиболее дешевым вариантом сокращения обоих критических 
путей является ускорение работ (3, 5) и (2, 4) – 2,60 руб./день за обе работы. 
Сокращаем работы (3, 5) и (2, 4) на ∆t3 = min [4, 4, 6] = 4 дня. Запасы даль-
нейшего сокращения времени работ (3, 5) и (2, 4) обнуляются. Измененный 
сетевой график представлен на рисунке 5.18. 

После ускорения работ (3, 5) и (2, 4) возникли следующие изменения: 
– общие затраты на проект составили: 

3
пр 47,60 0,60 4 2,00 4 58,00С        руб.; 

– длительность проекта 
3
кр 9T   дней; 

– два критических пути 3
кр 1,2,3,5L   и 3

кр 1,2,4,5L  ; 

– подкритический путь 3
п 1,4,5L  , 

3
п 7T   дней. 
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Рисунок 5.18 – Сетевая модель после третьего шага оптимизации 
 
IV шаг. Поскольку кроме работы (1, 2) все остальные работы критиче-

ского пути 3
кр 1,2,4,5L   исчерпали свой запас времени ускорения, то единст-

венно возможным вариантом сокращения обоих критических путей является 
ускорение работы (1, 2). Сокращаем работу (1, 2) на ∆t4 = min [2, 2] = 2 дня. 
Запас дальнейшего сокращения времени работы (1, 2) обнуляется. Изменен-
ный сетевой график представлен на рисунке 5.19. 

 

 
 

Рисунок 5.19 – Сетевая модель после четвертого шага оптимизации 
 
После ускорения работы (1, 2) возникли следующие изменения: 
– общие затраты на проект составили  

4
пр 58,00 7,00 2 72,00С      руб.; 

– длительность проекта 
4
кр 7T   дней; 

– три критических пути 4
кр 1,2,3,5L  , 4

кр 1,2,4,5L   и 4
кр 1,4,5L  ; 

– подкритические пути отсутствуют. 
Дальнейшая оптимизация стала невозможной, поскольку все работы 

критического пути 4
кр 1,2,4,5L   исчерпали свой запас времени ускорения, а 

значит, проект не может быть выполнен меньше, чем за 4
кр 7T   дней. 
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Ответ 
Таким образом, при отсутствии ограничений на затраты минимально 

возможная длительность проекта составляет 7 дней. Сокращение длительно-
сти проекта с 16 до 7 дней потребовало 28,00 рублей прямых затрат. В отли-
чие от прямых затрат при уменьшении продолжительности проекта косвен-
ные затраты (Ск = 1,50 руб./день) убывают, что показано на графике 
(рис. 5.20). Минимум общих затрат (точка А) соответствует продолжитель-
ности проекта 14 дней. 

Если же учитывать ограничение по средствам, выделенным на выпол-
нение проекта, С0 = 73,00 рубля, то оптимальным является выполнение про-
екта за 9 дней (точка B).  

Задача 11 

Оптимизируйте данные комплекса работ по сельскохозяйственной 
ферме. Проведите максимально возможное уменьшение сроков выполнения 
проекта при минимально возможных дополнительных затратах для следую-
щих исходных данных (табл. 5.14). 

 

Таблица 5.14 – Исходные данные к задаче 11 

Название 
работы 

Нормальная 
длительность 

Нормальная
стоимость

Сокращенная
длительность

Повышенная
стоимость

A 2 6 1 9 

B 3 4 1 6 

C 6 9 4 11 

D 4 7 3 9 

E 5 8 4 10 

F 2 6 1 7 

J 2 4 1 8 
 

Ск = 1,50 руб./день, С0 = 44,00 руб. 
Упорядочение работ: 
1) работа D и B – исходные; 
2) A и C следуют за D; 
3) E следует за B; 
4) F следует за A, но не может начинаться, пока не завершена E; 
5) работа J следует за C. 

Задача 12 

Оптимизируйте данные комплекса работ по сельскохозяйственной 
ферме. Проведите максимально возможное уменьшение сроков выполнения 
проекта при минимально возможных дополнительных затратах для следую-
щих исходных данных (табл. 5.15). 
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Рисунок 5.20 – График «Время – затраты» 
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Таблица 5.15 – Исходные данные к задаче 12 

Название 
работы 

Нормальная 
длительность 

Нормальная
стоимость

Сокращенная
длительность

Повышенная
стоимость

A 8 8 3 10 

B 6 3 2 5 

C 6 4 1 5 

D 8 5 7 7 

E 3 5 2 7 

F 4 10 1 12 

G 7 12 3 17 

H 7 4 2 10 

I 12 7 8 11 

J 9 6 6 9 

K 5 3 3 6 

 
Ск = 1,20 руб./день, С0 = 99,00 руб. 
Упорядочение работ: 
1) A, E и F – исходные работы проекта, которые можно начинать одно-

временно; 
2) работы B и I начинаются сразу по окончании работы F; 
3) работа J следует за E, а работа C – за A; 
4) работы H и D следуют за B, но не могут начаться, пока не завершена C; 
5) работа K следует за I; 
6) работа G начинается после завершения H и J. 

Ответы 

№ 2 

 
 

Рисунок 5.21 – Решение задачи 2 
 

T(Lкр) = max ∑t(i, j) = 28 – длина критического пути. 
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Таблица 5.16 – Временные параметры работ 

(i, j) t(i, j) Tрн (i, j) Tро(i, j) Tпн(i, j) Tпо(i, j) Rп(i, j) Rc(i, j) 
1 2 3 4 5 6 7 8 
   2+3 6–2  6–3–2  

(1, 2) 8 0 8 0 8 0 0 
(1, 3) 4 0 4 4 8 4 0 
(1, 4) 3 0 3 9 12 9 0 
(2, 5) 6 8 14 8 14 0 0 
(3, 5) 6 4 10 8 14 4 4 
(3, 6) 12 4 16 11 23 7 0 
(4, 7) 9 3 12 12 21 9 9 
(5, 7) 7 14 21 14 21 0 0 
(5, 8) 8 14 22 20 28 6 6 
(6, 8) 5 16 21 23 28 7 7 
(7, 8) 7 21 28 21 28 0 0 

 
№ 3 

 
Рисунок 5.22 – Решение задачи 3 

 

T(Lкр) = max ∑t(i, j) = 51 – длина критического пути. 
 

Таблица 5.17 – Временные параметры работ 

(i, j) t(i, j) Tрн(i, j) Tро(i, j) Tпн(i, j) Tпо(i, j) Rп(i, j) Rc(i, j) 
   2+3 6–2  6–3–2  

(1, 2) d 9 0 9 0 9 0 0 
(1, 3) j 13 0 13 16 29 16 0 
(1, 6) c 15 0 15 27 42 27 27 
(2, 4) a 12 9 21 9 21 0 0 
(3, 7) e 14 13 27 29 43 16 0 
(4, 5) i 11 21 32 21 32 0 0 
(5, 6) h 10 32 42 32 42 0 0 
(5, 8) g 15 32 47 36 51 4 4 
(6, 8) f 9 42 51 42 51 0 0 
(7, 8) b 8 27 35 43 51 16 16 
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№ 4 

 
Рисунок 5.23 – Решение задачи 4 

 
T(Lкр) = max ∑t(i, j) = 45 – длина критического пути. 
 

Таблица 5.18 – Временные параметры работ 

(i, j) t(i, j) Tрн (i, j) Tро (i, j) Tпн (i, j) Tпо (i, j) Rп (i, j) Rc (i, j)
   2+3 6–2 6–3–2 

(1, 2) D 7 0 7 0 7 0 0

(2, 3) F 8 7 15 11 19 4 0
(2, 4) C 10 7 17 7 17 0 0
(2, 7) E 9 7 16 26 35 19 19
(3, 6) G 10 15 25 19 29 4 0
(4, 5) A 12 17 29 17 29 0 0
(4, 8) J 5 17 22 40 45 23 23
(5, 7) I 6 29 35 29 35 0 0
(6, 7) B 6 25 31 29 35 4 4
(7, 8) H 10 35 45 35 45 0 0

 

№ 6  

Таблица 5.19 – Решение задачи 6 

№ работ Резерв времени Критический срок 
2 0 40 
6 0  
7 0  
8 0  

 

№ 8 Rп(1, 3) = 4, Rп(1, 4) = 9, Rп(3, 5) = 4 = Rc(3, 5), Rп(3, 6) = 7, Rп(4, 7) = 
9 = Rc, Rп(5, 8) = 6 = Rc, Rп(6, 8) = 7 = Rc. 
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Рисунок 5.24 – График «Время – затраты» к задаче 8 
 
№9 N = 10, Rп(1, 3) = 16, Rc(1, 6) = Rп(1, 6) = 27, Rп(3, 7) = 16, Rп(5, 8) = 4 

= Rc(5, 8), Rп(7, 8) = 16 = Rc(7, 8). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

время, дни 

время, дни 
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Рисунок 5.25 – График «Время – затраты» к задаче 9 

 
№ 11  

 
 

Рисунок 5.26 – Решение задачи 11 
 
Т2

кр = 9, Ткр = 8. Косвенные затраты Ск · Т
2
кр = 1,50 · 9 = 13,5 руб., Спр + 

Спр
к = 51,00 + 13,5 = 54,50 руб. 

время, дни 

время, дни 

код 
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Дальнейшее сокращение времени приведет к превышению лимита за-
трат, т.к. косвенные затраты на 1 день не могут превышать прямых, что при-
ведет к неизменному удорожанию проекта. 

 
№ 12 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 5.27 – Решение задачи 12 
 

4 критических пути, 2 подкритических: 
;194

кр T  ;85,2,,14
кр L  ;85,,3,14

кр L  ;134
пкр T  ∆Т4 = 19 – 13 = 6 дней. 

Сокращение возможно за счет работ E, J, G, H, I, K, работы A, C, F, B 
не вовлекаются, т.к. входят в подкритические пути. Наиболее дешевый вари-
ант – это сокращение за счет работ G и I, т.к. стоимость 1 дня составит 
1,25 + 1 = 2,25 руб. Δt5 = min[6, 4, 4] = 4 дня, 4 · 2,25 = 9 руб.: 

дней15419,руб.44,81944,72 55  крпр ТС . 

Дальнейшее сокращение времени ограничено денежными средствами, 
так, 15 [дней] · 1,20 [руб./день] = 18 руб., 81,44 [руб.] + 18 [руб.] = 99,44 руб., 
а стоимость 1 дня косвенных расходов (1,20 руб.) не может быть больше 
прямых расходов (т.к. последняя стоимость дня равна 2,25 руб.). 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение понятия «Сетевое планирование и управление». 
2. Сформулируйте основную цель сетевого планирования и управле-

ния. 
3. В чем заключается основная задача сетевого планирования и управ-

ления? 
4. Перечислите этапы сетевого планирования и управления. 
5. Что означает термин «Структурное планирование»? 
6. Что означает термин «Календарное планирование»? 

1    0 
0    0 

4    3 
5    8 

7   12
0   12

8   19 

0   19 

3    2 
0    2 

6   14
0   14

E 
3 

J 

9 

F 
2 

I 

12 

K 
5 

A 

4 

7 
C 

2    4 
0    4 

5    5 

0    5 
C 
1 

B 
3 

D 
8 

Н 
7 
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7. Что означает термин «Оперативное планирование»? 
8. Что такое сетевая модель? 
9. Приведите примеры сфер применения сетевых моделей в экономике. 
10. Дайте характеристику основным элементам сетевого графика. 
11. Приведите классификацию понятия «работа». 
12. Приведите правила и процедуры построения сетевых графиков. 
13. Перечислите временные параметры событий, работ и путей. 
14. Что обозначают временные параметры событий, работ и путей? 
15. Дайте пример расчета ранних сроков свершения событий. 
16. Дайте пример расчета поздних сроков свершения событий. 
17. Приведите наиболее важные временные параметры работ. 
18. Охарактеризуйте методику оптимизации загрузки сетевых моделей 

по критерию «минимум исполнителей». 
19. Охарактеризуйте методику оптимизации сетевых моделей по кри-

терию «время – затраты». 
20. Запишите общую схему проведения оптимизации по критерию 

«время – затраты». 
 
 
 
 
Глава 6 ДИНАМИЧЕСКОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ 

6.1 Основные понятия динамического  
программирования 

В задачах линейного и нелинейного программирования экономический 
процесс считается статическим, т.е. не зависящим от времени, поэтому опти-
мальное решение находится только на один этап планирования. Такие задачи 
получили название одноэтапных или одношаговых. 

В задачах динамического программирования экономический процесс 
зависит от времени (от нескольких периодов (этапов) времени), поэтому на-
ходится ряд оптимальных решений (последовательно для каждого этапа), 
обеспечивающих оптимальное развитие всего процесса в целом. Задачи ди-
намического программирования называются многоэтапными или многоша-
говыми.  

Динамическое программирование представляет собой математиче-
ский аппарат (разработанный для решения некоторого класса задач матема-
тического программирования путем их разложения на относительно неболь-
шие и, следовательно, менее сложные задачи), позволяющий осуществлять 
оптимальное планирование многошаговых управляемых процессов и процес-
сов, зависящих от времени.  
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Экономический процесс называется управляемым, если можно влиять 
на ход его развития. Управлением называется совокупность решений, прини-
маемых на каждом этапе, для влияния на ход процесса. В экономических 
процессах управление заключается в распределении и перераспределении 
средств на каждом этапе. Например, выпуск продукции любым предприяти-
ем – управляемый процесс, так как он определяется изменением состава обо-
рудования, объемом поставок сырья, величиной финансирования и т.д. Сово-
купность решений, принимаемых в начале каждого года планируемого пе-
риода по обеспечению предприятия сырьем, замене оборудования, размерам 
финансирования и т.д., является управлением.  

С одной стороны, для получения максимального объема выпускаемой 
продукции проще всего вложить максимально возможное количество средств 
и использовать на полную мощность оборудование. Но с другой – это приве-
ло бы к быстрому изнашиванию оборудования и, как следствие, к уменьше-
нию выпуска продукции. Поэтому выпуск продукции надо спланировать так, 
чтобы избежать нежелательных эффектов. Необходимо предусмотреть меро-
приятия, обеспечивающие пополнение оборудования по мере изнашивания, 
т.е. по периодам времени. Последнее хотя и приводит к уменьшению перво-
начального объема выпускаемой продукции, но обеспечивает в дальнейшем 
возможность расширения производства.  

Таким образом, экономический процесс выпуска продукции можно 
считать состоящим из нескольких этапов (шагов), на каждом из которых 
осуществляется влияние на его развитие. 

Началом этапа (шага) управляемого процесса считается момент приня-
тия решения (о величине капитальных вложений, о замене оборудования оп-
ределенного вида и т.д.). Под этапом обычно понимают хозяйственный год. 

Планируя многоэтапный процесс, исходят из интересов всего процесса 
в целом, т.е. при принятии решения на отдельном этапе всегда необходимо 
иметь в виду конечную цель. 

Для большинства задач динамического программирования классиче-
ские методы анализа или вариационного исчисления оказываются неэффек-
тивными, поскольку приводят первоначально поставленную задачу отыска-
ния максимального значения функции к задаче, которая не проще, а сложнее 
исходной.  

Динамическое программирование, используя поэтапное планирование, 
позволяет не только упростить решение задач, но и решить те из них, к кото-
рым нельзя применить методы математического анализа. Упрощение реше-
ния достигается за счет значительного уменьшения количества исследуемых 
вариантов, так как вместо того, чтобы один раз решать сложную многовари-
антную задачу, метод поэтапного планирования предполагает многократное 
решение относительно простых задач. 

Однако динамическое программирование имеет и свои недостатки. 
В отличие от линейного программирования, в котором симплексный метод 
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является универсальным, в динамическом программировании такого метода 
не существует. Каждая задача имеет свои трудности, и в каждом случае не-
обходимо найти наиболее подходящую методику решения. Недостаток ди-
намического программирования заключается также в трудоемкости решения 
многомерных задач.  

6.2 Общая постановка задачи динамического  
программирования 

Пусть некоторая физическая управляемая система S находится в перво-
начальном состоянии S0  0

~
S  (где 0

~
S  – область начальных состояний). С те-

чением времени ее состояние меняется и система приходит в конечное со-
стояние Sk  kS

~  (где kS
~  – область конечных состояний). С процессом измене-

ния состояния системы связан некоторый численный критерий W. Необхо-
димо так организовать процесс, чтобы критерий достиг оптимального значе-
ния. 

Обозначим множество возможных управлений через U. Тогда задача 
состоит в том, чтобы из множества возможных управлений U найти такое 
управление U*, которое позволит перевести систему S из начального состоя-
ния S0  0

~
S  в конечное Sk  kS

~ , так что критерий W(U) примет оптимальное 
значение W*. 

Некоторые операции естественно распадаются на этапы, в других это 
деление приходится вводить искусственно. Примером «естественно много-
этапной» операции может служить планирование работы предприятия на не-
который период времени, состоящий из нескольких хозяйственных лет или 
кварталов. 

Принцип динамического программирования предполагает, что управ-
ление на каждом шаге должно выбираться с учетом всех его последствий в 
будущем. Однако из этого правила есть исключение. Среди всех шагов суще-
ствует один, который может планироваться «без оглядки на будущее», – это 
последний шаг. Спланировав оптимальным образом этот последний шаг, 
можно к нему «пристраивать» предпоследний, затем предыдущий и т.д. 

Поэтому процесс динамического программирования разворачивается 
от конца к началу. Сначала делаются различные предположения о том, чем 
кончится предпоследний шаг, и для каждого из них выбирается управление 
на последнем. Затем делаются различные предположения о том, чем кончит-
ся предпредпоследний шаг, т.е. рассматриваются различные состояния сис-
темы на третьем от конца шаге и выбирается управление на втором от конца 
шаге так, чтобы оно вместе с уже выбранным управлением на последнем ша-
ге обеспечивало наилучший эффект на двух последних шагах, и так далее, 
вплоть до первого от начала шага, с которого начинался процесс. 
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В начале процесса состояние системы нам известно, и делать какие-то 
предположения не нужно. Поэтому, имея в виду, что все последующие шаги 
спланированы для различных состояний системы, остается выбрать управле-
ние на первом шаге так, чтобы оно было оптимальным с учетом всех управ-
лений, уже принятых наилучшим образом на всех последующих шагах. 

Принцип, положенный в основу построения такого решения (искать 
всегда оптимальное продолжение процесса относительно того состояния, ко-
торое достигнуто в данный момент), принято называть принципом оптималь-
ности. 

6.3 Геометрическая интерпретация задачи  
динамического программирования 

Состояние физической системы S можно описать числовыми парамет-
рами, например расходом горючего и скоростью, количеством вложенных 
средств и т.д. Назовем эти параметры координатами системы; тогда состоя-
ние системы можно изобразить точкой S, а переход из одного состояния S1 в 
другое S2 – траекторией точки S. Управление U означает выбор определенной 
траектории перемещения точки S из S1 в S2, т.е. установление определенного 
закона движения точки S. Совокупность состояний, в которые может перехо-
дить система, называется областью возможных состояний. В зависимости от 
числа параметров, характеризующих состояние системы, область возможных 
состояний системы может быть различной.  

Пусть, например, состояние системы S характеризуется одним пара-
метром – координатой х. Следовательно, областью возможных состояний 
системы является совокупность значений х, а управлением – закон движения 
точки S из начального состояния S0  0

~
S  в конечное Sk  kS

~  по оси Ох или ее 
части (рис. 6.1).  

 

 
Рисунок 6.1 – Состояние системы S, характеризуемое  

одним параметром (координатой х) 
 
Если состояние системы S характеризуется двумя параметрами (x1 и х2), 

то областью возможных состояний системы служит плоскость х1Ох2 или ее 
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часть, а управление изобразится линией на плоскости, по которой точка S пе-
ремещается из S0  0

~
S  в Sk  kS

~
(рис. 6.2). 

 
Рисунок 6.2 – Состояние системы S,  

характеризуемое двумя параметрами (x1 и х2) 
 

В общем случае, когда состояние системы описывается п параметрами 
xi (i = 1, 2, ..., п), областью возможных состояний служит n-мерное про-
странство, а управление изображается перемещением точки S из какой-то 
начальной области 0

~
S  в конечную kS

~  по некоторой «траектории» этого про-
странства. 

Таким образом, задаче динамического программирования можно дать 
следующую геометрическую интерпретацию. Из всех траекторий, принад-
лежащих области возможных состояний системы и соединяющих области 0

~
S  

и kS
~ , необходимо выбрать такую, на которой критерий W принимает опти-

мальное значение. 

Упражнения 

Задача 1  

Предприятие изготавливает сельскохозяйственные машины, спрос на 
которые в каждом из месяцев равен Dt  Tt ,1  единиц. Запас машин на 
складе предприятия на начало планируемого периода i0  единиц. Пусть общие 
затраты ct(xt, it) состоят из затрат c(xt) на производство машин и затрат hit на 
их содержание до отправки потребителю, т.е.  
 ct(xt, it) = c (xt) + hit. (6.1) 

В свою очередь затраты c (xt) на производство машин складываются из 
условно-постоянных k и пропорциональных l·xt (где l – затраты на производ-
ство каждой единицы продукции). Таким образом, для любого месяца: 
 c(xt) = k + l·xt. (6.2) 
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Затраты на хранение единицы продукции равны h, поэтому затраты на 
содержание запасов численно равны уровню запасов на конец месяца, умно-
женному на h.  

Складские площади предприятия ограничены, и хранить можно не бо-
лее M единиц продукции. Производственные мощности также ограничены, и 
в каждом месяце можно изготовить не более B единиц продукции. 

Требуется определить производственную программу изготовления ма-
шин xt, удовлетворяющую спрос в каждом из месяцев планируемого периода 
Dt  Tt ,1  и обеспечивающую минимальные затраты на производство 
продукции и содержание запасов. Запас продукции на складе в конце плани-
руемого периода должен быть равен нулю. 

Решения 
Для решения задачи методом динамического программирования и за-

писи рекуррентного соотношения будем использовать следующие обозначе-
ния: 

– n  Nn ,1  – номер планового отрезка времени (соответствует об-
ратной нумерации месяцев); 

– j – уровень запаса на конец отрезка; 
– dn – спрос на продукцию на n-м отрезке (d1 = DT, d2 = DT–1, …, dn = D1);  
– cn(x, j) – затраты, связанные с выпуском x единиц продукции на n-м 

отрезке и с содержанием запасов, объем которых на конец n-го отрезка равен 
j единиц; 

– fn(i) – значение функции, равное затратам на производство и хранение 
продукции за n последних месяцев при условии, что уровень запасов на на-
чало n-го месяца составляет i единиц; 

– xn(i) – производство продукции на n-м отрезке, если уровень запасов 
на начало отрезка равен i единиц. 

Плановый период изобразим на рисунке 6.3 и для наглядности нанесем 
на него некоторые параметры условия задачи. 

В данном примере число шагов решения задачи совпадает с числом ме-
сяцев (количеством плановых отрезков времени n). 

 

 
Рисунок 6.3 – Графическое представление планового периода 

 

Пусть T = 3 – число периодов;  
D1 = 3, D2 = 4, D3= 3 – спрос на продукцию в первый, второй и третий 

периоды одновременно; 
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h = 2 – стоимость хранения единицы продукции на складе в один вре-
менной период; 

M = 4 – максимально допустимый объем хранения продукции в месяц;  
B = 6 – максимальная производственная мощность предприятия в один 

временной период; 
i0 = 1 – объем продукции на складе на начало периода; 
k = 8 – условно-постоянные издержки производства; 
l = 2 – условно-переменные издержки; 
J = 0 – объем продукции на складе на конец планируемого периода. 
Далее произведем непосредственные расчеты, пользуясь формулой ре-

куррентного соотношения: 

 )](),([min)( 1 nnnn
x

n dxifdxixcif   . (6.3) 

Так как c (x) = k + lx, то: c (0) = 0 – продукция не производится,   c (1) = 
8 + 2 · 1 = 10, c (2) = 8 + 2 · 2 = 12, c (3) = 14, c (4) = 16, c (5) = 18, c (6) = 20. 

Рассмотрим n = 0 (отрезок за пределом планового периода). Так как 
уровень запасов на конец планового периода равен нулю, f0 (0) = 0. 

Для n = 1, d1 = 3 (спрос в последний временной период); 
x1 (i) = d1 – i;     i изменяется от 0 до 3, т.к. 
f1 (i) = c1 (x1, j1) = c1 (d1 – i, 0) = c1 (3 – i),    спрос в периоде равен 3, а 
i = 0, 1, 2, 3.      остаток на конец периода 0. 
Расчет всех значений f1 (i) выполним в таблице 6.1, где f1 (i) = c1 (3 – i). 
 

Таблица 6.1 – Расчет значений f1(i) 

i x1 (i) f1 (i) 

0 3 14 

1 2 12 

2 1 10 

3 0 0 

 
Для второго отрезка (n = 2) значения функции f2(i) вычисляются по 

формуле рекуррентного соотношения:  
f2 (i) = 

x
min [c2 (x, i + x – d2) + f1 (i + x – d2)], 

где i = 0, 1, … , min (d1 + d2, M);  
d2 – i ≤ x ≤ min (d1 + d2 – i, B);  
c2 (x, i + x – d2) = c2(x) + h·(i + x – d2), т.е. затраты в текущем периоде 

равны сумме затрат на производство продукции и затрат на хранение про-
дукции. 

В таблице 6.2 приведены все возможные значения сумм c2(x) + h(i + x – 
– d2) + f1(i + x – d2). Здесь предусмотрено по одной строке для каждого воз-
можного значения начального уровня запаса i, который не должен превы-
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шать min(d1 + d2, M), и по одному столбцу для возможных значений 
выпуска x. 

 
Таблица 6.2 – Все возможные значения сумм  

c2 (x) + h(i + x – d2) + f1(i + x – d2) 

x 
i 

0 1 2 3 4 5 6 x2(i) f2(i)

0     16+0+14 18+2+12 20+4+10 4 30 

1    14+0+14 16+2+12 18+4+10 20+6+0 6 26 

2   12+0+14 14+2+12 16+4+10 18+6+0  5 24 

3  10+0+14 12+2+12 14+4+10 16+6+0   4 22 

4 0+0+14 10+2+12 12+4+10 14+6+0    0 14 

 
Поскольку спрос на продукцию в каждом месяце должен быть удовле-

творен, а уровень запасов на конец каждого отрезка не может превысить 4 
единиц, некоторые клетки в таблице пустые. Эти клетки соответствуют не-
допустимым сочетаниям значений i и x. Так, если i = 0, то спрос удается 
удовлетворить только при условии x ≥ 4. Если i = 4, то x ≤ 3, иначе запас на 
конец планового периода будет больше нуля. В каждой клетке таблицы слева 
от двойной черты записана сумма трех слагаемых. Первое слагаемое – значе-
ние c(x) = k + lx. Второе слагаемое – затраты на содержание запасов, равные 
уровню запасов на конец отрезка, умноженному на h = 2. Так, например, при 
i = 3 и x = 1 уровень запасов на конец отрезка равен нулю, поэтому в соответ-
ствующей клетке второе слагаемое равно нулю. При i = 2 и x = 5 уровень за-
пасов на конец отрезка равен 3, следовательно, в соответствующей клетке 
таблицы второе слагаемое равно 6. Наконец, третье слагаемое есть ранее вы-
численное значение f1(i + x – d2) = f1(i + x – 4), взятое в таблице 6.1. 

Значение функции f2(i), записанное в правом крайнем столбце таблицы 
6.2, представляет собой минимальную из всех сумм в клетках строки для ка-
ждого фиксированного i, а x2 (i) – соответствующий выпуск продукции. На-
пример, при i = 0 оптимальный выпуск равен 4 единицам, так как наимень-
шая сумма в этой строке (16 + 0 + 14) находится в столбце, соответствующем 
x = 4. 

Для n = 3 рекуррентное соотношение имеет вид: 
f3 (i) = 

x
min [c3 (x) + h·(i + x – d3) + f2 (i + x – d3)]; 

i = i0; 
d3 – i0 = 2 ≤ x ≤ 4 = min(d1 + d2 + d3 – i0, B). 
Расчет значений f3(i) приведен в таблице 6.3. Таблица состоит из двух 

строк: заглавной и предназначенной для записи вычислений при начальном 
уровне запаса i0 = 1. Здесь не делается предположений о значениях i, так как 
запас на начало первого месяца планового периода известен. 
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Таблица 6.3 – Расчет значений f3(i) 

x 
i 

0 1 2 3 4 5 6 x3 (i) f3(i) 

i0 =1   12+0+30 14+2+26 16+4+24 18+6+22 20+8+14 
2 
3 
6 

42 

 
Заметим, что при вычислении значений f3(i) использованы значения  

f2 (i + x – d3) из предыдущей таблицы. 

Ответ 
Минимальные затраты, связанные с производством и хранением про-

дукции за три месяца, f3(i) = 42. Оптимальными являются три решения: 
1) при x3 = 2 уровень запасов на начало второго месяца (конец первого) 

равен i0 + x3 – d3 = 1+2–3 = 0. Рассматривая строку таблицы 6.2, соответст-
вующую i = 0, видим, что x2 = 4. Поскольку запас продукции на начало 
третьего месяца также равен нулю (i1 = i2 + x2 – d2 = 0 + 4 – 4 = 0), из табли-
цы 6.3 находим x1= 3; таким образом, чтобы достичь оптимальных затрат, 
равных 42 единицам, требуется в первый месяц изготовить 2 машины, во 
второй – 4 и в третий – 3; проводя аналогичные рассуждения, находим еще 
два оптимальных решения; 

2) при x3 = 3 (см. табл. 6.3) x2= 6 и x1= 0; 
3) при x3 = 6 x2= 0 и x1= 3. 

Задача 2 

Решите задачу, аналогичную задаче 1, но по следующим данным: 
T = 3 – число периодов;  
D1 = 3, D2 = 1, D3 = 4 – спрос на продукцию в первый, второй и третий 

периоды одновременно; 
h = 1 – стоимость хранения единицы продукции на складе в один вре-

менной период; 
M = 4 – максимально допустимый объем хранения продукции в месяц;  
B = 5 – максимальная производственная мощность предприятия в один 

временной период; 
i0 = 2 – объем продукции на складе на начало периода; 
k = 9 – условно-постоянные издержки производства; 
l = 2 – условно-переменные издержки; 
J = 0 – объем продукции на складе на конец планируемого периода. 

Задача 3 

Определить оптимальную производственную программу изготовления 
тракторов xt, удовлетворяющую спрос в каждом из месяцев планируемого 
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периода Dt и обеспечивающую минимальные затраты на производство про-
дукции и содержание запасов.  

Затраты на производство продукции составляют: 
с(0) = 0, с(1) = 13, с(2) = 15, с(3) = 17, с(4) = 19, с(5) = 21, с(6) = 23. 
Плановый период состоит из четырех месяцев (t = 1, 4), D1 = 3, D2 = 4, 

D3 = 4, D4 = 2, i0 = 2, h = 2, B = 6, M = 4. 

Задача 4 

Сельскохозяйственному объединению из четырех организаций выделя-
ется банковский кредит в сумме 60 млн ден. ед. для реконструкции и модер-
низации производства с целью увеличения выпуска продукции. Значения 

gi(xi) ( 4,1i ) дополнительного дохода, получаемого в организациях в зави-
симости от выделенной суммы xi, приведены в таблице 6.4. Распределить вы-
деленный кредит между организациями так, чтобы дополнительный доход 
объединения был максимальным. 

 
Таблица 6.4 – Условия задачи 4 

Средства c,  
млн ден. ед. 

Организации 

№ 1 № 2 № 3 № 4 

Получаемый доход, млн ден. ед. 

g1(xi) g2(xi) g3(xi) g4(xi) 

20 9 11 16 13 

40 18 19 32 27 

60 24 30 40 44 

 
Решение 
Пусть n = 1. В соответствии с формулой (f1(x) = max(g1(x)) = g1(x)) в за-

висимости от начальной суммы c получаем (с учетом таблицы 6.4) значения 
f1(c), помещенные в таблицу 6.5 (x1(c)* – оптимизированное значение). 

 
Таблица 6.5 – Расчет значений f1(c) 

x1(c)* f1(c) 

20 9 

40 18 

60 24 

 
Предположим теперь, что средства вкладываются в две организации. 

Тогда воспользуемся формулой рекуррентного соотношения: 
 fn(с) = 

cx0
max(gn(x) + fn-1 (c – x)). (6.4) 
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И очередная задача – найти значения функции f2(с) для всех допусти-
мых комбинаций c и x. Для упрощения расчетов значения x будем принимать 
кратными 20 тыс. ден. ед. и для большей наглядности записи оформлять в 
виде таблиц. Каждому шагу будет соответствовать своя таблица. Рассматри-
ваемому шагу соответствует таблица 6.6. 

Для каждого значения (20, 40, 60) начальной суммы c распределяемых 
средств в таблице 6.6 предусмотрена отдельная строка, а для каждого воз-
можного значения x (0, 20, 40, 60) распределяемой суммы – столбец. Некото-
рые клетки таблицы останутся незаполненными, так как соответствуют недо-
пустимым сочетаниям c и x. Такой, например, будет клетка, отвечающая 
строке c = 20 и столбцу x = 40, т.к. при наличии 20 тыс. ден. ед. естественно 
отпадает вариант, при котором одной из организаций выделяется 40 тыс. 
ден. ед. 

 
Таблица 6.6 – Все возможные значения сумм 

x 
c 

0 20 40 60 f2(c) x2(c)* 

20 0+9 11+0   11 20 

40 0+18 11+9 19+0  20 20 

60 0+24 11+18 19+9 30+0 30 60 

 
В каждую клетку таблицы будем вписывать значение суммы g2(x) + 

f1(c, x). Первое слагаемое берем из условий задачи (см. табл. 6.4), второе – из 
таблицы 6.5. Так, например, при распределении начальной суммы с = 60 тыс. 
ден. ед. одним из вариантов может быть следующий: второй организации 
выделяется 40 тыс. ден. ед. (х = 40), тогда первой – 60 – 40 = 20 тыс. ден. ед. 
При таком распределении первоначальной суммы во второй организации бу-
дет обеспечен прирост продукции на сумму в 19 тыс. ден. ед. (см. табл. 6.4), в 
первой – 9 тыс. ден. ед. (см. табл. 6.5). 

Общий прирост составит (19 + 9) тыс. ден. ед., что и записано в соот-
ветствующей клетке таблицы 6.6. В двух последних столбцах таблицы про-
ставлены максимальный по строке прирост продукции (в столбце f2(c)) и со-
ответствующая ему оптимальная сумма средств, выделенная второй органи-
зации (в столбце x2(c)*). Так, при начальной сумме с = 40 тыс. ден. ед. мак-
симальный прирост выпуска продукции составляет 20 тыс. ден. ед. (11 + 9), и 
это достигается выделением второй организации 20, а первой = 20 – 20 = 0 
тыс. ден. ед. 

Расчет значений f3(c) приведен в таблице 6.7. Здесь использована фор-
мула, получающаяся из (fn(с) = 

cx0
max(gn(x) + fn – 1(c – x))) при n = 3: 

f3(с) = 
cx0

max(g3(x) + f2(c – x)). 
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Первое слагаемое в таблице 6.7 взято из таблицы 6.4, второе – из таб-
лицы 6.6. 

 
Таблица 6.7 – Расчет значений f3(c) 

x 
c 

0 20 40 60 f3(c) x3(c)* 

20 0 + 11 16 + 0   16 20 

40 0 + 20 16 + 11 32 + 0  32 40 

60 0 + 30 16 + 20 32 + 11 40 + 0 43 40 

 
Аналогичным образом находятся значения f4(c) (табл. 6.8). 
 

Таблица 6.8 – Расчет значений f4(c) 

x 
c 

0 20 40 60 f4(c) x4(c)* 

20 0 + 16 13 + 0   16 0 

40 0 + 32 13 + 16 27 + 0  32 0 

60 0 + 43 13 + 32 27 + 16 44 + 0 45 20 

 
Полученные результаты можно сравнить с теми, которые приведены в 

сводной таблице (табл. 6.9, последние два столбца), составленной на основе 
расчетных таблиц, начиная с таблицы 6.4. 

 
Таблица 6.9 – Сводная таблица 

c x1(c)* f1(c) x2(c)* f2(c) x3(c)* f3(c) x4(c)* f4(c) 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 

20 20 9 20 11 20 16 0 16 

40 40 18 40 20 40 32 0 32 

60 60 24 60 30 40 43 20 45 

 
Таблица 6.9 содержит много информации и позволяет единообразно 

решать целый ряд задач. Например, из таблицы 6.9 видно, что наибольший 
дополнительный доход объединения из четырех организаций может дать 
распределение между ними 60 тыс. ден. ед. (с = 60) и составит 45 тыс. ден. 
ед. (f4(60) = 45). При этом четвертой организации должно быть выделено 20 
тыс. ден. ед. (x4(60)* = 20), а остальным трем: 60 – 20 = 40 тыс. ден. ед. Из той 
же таблицы видно, что оптимальное распределение оставшихся 40 тыс. ден. 
ед. (с = 40) между тремя организациями обеспечит увеличение дополнитель-
ного дохода на сумму 32 тыс. ден. ед. (f3(40) = 32) при условии, что третьей 
организации будет выделено 40 тыс. ден. ед. (x3(40)* = 40), а остальным 
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двум – 40 – 40 = 0 тыс. ден. ед. Следовательно, на долю первого и второго 
средств не останется. 

Ответ 
Максимальный дополнительный доход при распределении между че-

тырьмя организациями 60 тыс. ден. ед. составит 45 тыс. ден. ед. и будет по-
лучен, если первой и второй организациям средств не выделять, третьей вы-
делить 40 тыс. ден. ед., а четвертой – 20 тыс. ден. ед. 

Задача 5 

Производственному объединению из трех сельскохозяйственных пред-
приятий выделяется банковский кредит в сумме 60 млн ден. ед. для реконст-
рукции и модернизации производства с целью увеличения выпуска продук-

ции. Значения gi(xi) ( 3,1i ) дополнительного дохода, получаемого на сель-
хозпредприятиях объединения в зависимости от выделенной суммы xi, при-
ведены в таблице 6.10. Распределить выделенный кредит между сельхоз-
предприятиями так, чтобы дополнительный доход объединения был макси-
мальным. 

 
Таблица 6.10 – Условия задачи 5 

Средства c,  
млн ден. ед. 

Предприятие 

№ 1 № 2 № 3 

Получаемый доход, млн ден. ед. 

g1(xi) g2(xi) g3(xi) 

20 9 11 13 

40 17 34 28 

60 29 46 37 

Задача 6 

Требуется перевезти зерно из города А в город В. Сеть дорог, связы-
вающих эти города, изображена на рисунке 6.4. Стоимость перевозки груза 
(в условных денежных единицах) из города s ( 1,9s  ) в город j ( 2,10s  ) 
проставлена над соответствующими дугами сети. Необходимо найти мар-
шрут, связывающий города А и В, для которого суммарные затраты на пере-
возку груза были бы наименьшими. 

Решение  
На рисунке 6.4 вершинам сети поставлены в соответствие города, а ду-

гам – транспортные магистрали. 
Разобьем все множество вершин (городов) на подмножества. В первое 

подмножество включим исходную вершину 1. Во второе – вершины, в кото-
рые входят дуги, выходящие из вершины 1. В третье – вершины, в которые 
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входят дуги, выходящие из вершин второго подмножества. Таким образом, 
продолжая разбиение дальше, получим пять подмножеств: {1}, {2,3,4}, 
{5,6,7}, {8,9}, {10}. 

 

 
Рисунок 6.4 – Графическое представление условия задачи 6 

 
Перенумеруем этапы от конечной вершины сети к начальной (рис. 6.4) 

и введем обозначения:  
– n – номер шага (n = 1, 2, 3, 4);  
– fn(s) – минимальные затраты на перевозку груза от города s до конеч-

ного города, если до конечного города осталось n шагов;  
– jn(s) – номер города, через который нужно ехать из города s, чтобы 

достичь fn (s);  
– csj – стоимость перевозки груза из города s в город j. 
Здесь все обозначения несут важную смысловую нагрузку:  
– f – целевая функция;  
– s – состояние системы (номер города);  
– индекс n несет динамическую информацию о том, что из города s до 

конечного города осталось n шагов. 
Предположим, что груз доставлен в город 10, следовательно, число ос-

тавшихся шагов равно нулю (n = 0) и fn (s) = f0 (10) = 0, так как из города 10 
груз везти не надо. 

Рассмотрим последний шаг (n = 1) и вычислим для него значение 
функции. Очевидно, что в город 10 груз может быть доставлен или из города 
8, или из города 9. Вычислим затраты на перевозку для этих двух состояний: 

f1 (8) = c8,10 + f0 (10) = 5 + 0 = 5, s = 8, j1(8) = 10; 
f1 (9) = c9,10 + f0 (10) = 3 + 0 = 3, s = 9, j1(9) = 10. 

Чтобы произвести расчет для n = 2, выдвинем гипотезы о месте нахож-
дения груза: 1-я гипотеза – груз находится в городе 5; 2-я гипотеза – груз на-
ходится в городе 6; 3-я гипотеза – груз находится в городе 7. 

Из города 5 в город 10 можно провезти груз или через город 8, или че-
рез город 9. Поэтому оптимальный маршрут из города 5 найдется из выраже-
ния: 
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f2 (5) = 
j

min (c58 + f1 (8); c59 + f1 (9)) = min (9 + 5; 8 + 3) = 11. 

Здесь s = 5 и j2(5) = 9, т.е. условно-оптимальный маршрут проходит че-
рез город 9. 

Аналогично находим значения функции для s = 6 и s = 7: 
f2 (6) = c 69 + f1 (9) = 8; 

f2 (7) = 
j

min (c78 + f1 (8); c79 + f1 (9)) = 12. 

Все вычисления удобно выполнять в таблицах. Расчеты первого (n = 1, csj + 
+ f0 (j)) и второго (n = 2, csj + f1 (j)) этапов помещены в таблицы 6.11 и 6.12 соот-
ветственно. 

 
Таблица 6.11 – Расчеты первого этапа 

j 
s 

10 j1(s) f1 (s) 

8 5+0 10 5 

9 3+0 10 3 

 
Таблица 6.12 – Расчеты второго этапа 

j 
s 

8 9 j2(s) f2 (s) 

5 9+5 8+3 9 11 

6  5+3 9 8 

7 7+5 12+3 8 12 

 
Цифры в столбцах таблиц, находящиеся слева от двойной вертикаль-

ной черты, представляют собой сумму стоимости csj доставки груза из горо-
да s в город j и стоимости fn–1 (j) доставки груза от города j до города B. В ка-
ждой строке выбирается наименьшая из этих сумм. Этим определяются ус-
ловно-оптимальные затраты на доставку груза из города s в конечный город. 
Затраты (значение функции) обозначены fn (s) и записаны в первом столбце 
справа от вертикальной черты, а город, через который проходит условно-
оптимальный маршрут, обозначен jn (s). 

Рекуррентное соотношение для n = 3 имеет вид: f3 (s) = 
js,

min (csj + f2 (j)). 

Отметим, что для подсчета условно-оптимальных значений использу-
ется значение f2 (j), полученное на предыдущем шаге, из таблицы 6.12. 

Вычисления для третьего шага (n = 3, csj + f2 (j)) приведены в таблице 
6.13. Здесь две клетки пустые, поскольку из городов 2 и 3 нельзя попасть в 
город 7. 
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Таблица 6.13 – Расчеты третьего этапа 

j 
s 

5 6 7 j3(s) f3 (s) 

2 3+11 4+8  6 12 

3 1+11 6+8  5 12 

4 4+11 6+8 4+12 6 14 

 
Вычисления для четвертого шага (n = 4, csj + f3 (j)) приведены в таблице 

6.14, из которой видно, что минимальные затраты на перевозку груза f4(1) = 16 
и оптимальный маршрут проходит через второй город, так как j4(1) = 2. 

Далее из таблицы 6.13 при s = 2 следует, что оптимальный маршрут 
проходит через город 6, так как j3(2) = 6. 

 
Таблица 6.14 – Последний этап 

j 
s 

2 3 4 j4(s) f4 (s) 

1 4+12 11+12 3+14 2 16 

 
Продолжая рассмотрение таблиц, для n = 2 определяем, что оптималь-

ный маршрут проходит через город 9 (j2(6) = 9). Наконец, из города 9 груз 
доставляется в конечный город 10 (место назначения).  

Ответ 
Двигаясь от последней таблицы к первой, мы определили оптимальный 

маршрут μ = (1 – 2 – 6 – 9 – 10), затраты на перевозку зерна составляют  
f4 (1) = 4 + 4 + 5 + 3 = 16 условных денежных единиц. 

Задача 7 

Определить маршрут перевозки удобрений из города А в город В, для 
которого затраты на перевозку были бы наименьшими (схема маршрутов 
приведена на рисунке 6.5). 

 

 
Рисунок 6.5 – Графическое представление условия задачи 7 
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Задача 8 

Найти путь минимальной длины между начальной и конечной верши-
нами сети методом динамического программирования (цифры, приписанные 
дугам сети, означают расстояния между соответствующими вершинами) по 
данным, изображенным на рисунке 6.6. 

 
 

Рисунок 6.6 – Графическое представление условия задачи 8  

Решение задач с использованием 
табличного редактора MS Excel 

Задача 9 

Требуется перевезти груз сельскохозяйственного назначения из пунк-
та 1 в пункт 10 с минимальными затратами на перевозку. Сеть дорог изобра-
жена на рисунке 6.7. 

 

 
Рисунок 6.7 – Сетевой график дорог к задаче 9 
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Стоимость перевозки груза из пункта s (s = 1, 2, … 9) в пункт j (j = 2, 3, 
…10) представлена в таблице 6.15. 

Все множество вершин (пунктов) разбивается на подмножества: {1}, 
{2, 3, 4}, {5, 6, 7}, {8, 9}, {10}. Процесс решения разбивается на 4 этапа. На 
первом этапе принимается решение, через какой пункт, принадлежащий вто-
рому подмножеству, везти груз из пункта 1. На втором этапе определяют, че-
рез какой пункт третьего подмножества везти груз из некоторого пункта, 
принадлежащего второму подмножеству, и т.д.  

 
Таблица 6.15 – Условие задачи 9 

Маршрут Расстояние Маршрут Расстояние 

1–2 5 2–7 - 

1–3 10 3–7 - 

1–4 2 4–7 6 

2–5 4 5–8 10 

3–5 5 6–8 - 

4–5 3 7–8 7 

2–6 8 5–9 14 

3–6 6 6–9 8 

4–6 5 7–9 6 

  8–10 5 

  9–10 4 
 

Введем обозначения:  
n – номер шага (n = 1, 2, 3, 4); 
fn(s) – минимальные затраты на перевозку груза от пункта s до конечно-

го пункта, если до него осталось n шагов; 
jn(s) – номер пункта, через который нужно ехать из пункта s, чтобы 

достичь fn(s); 
csj – стоимость перевозки груза из пункта s в пункт j. 

Решение 
Чтобы решить задачу, используя табличный редактор MS Excel, необ-

ходимо: 
1) открыть табличный редактор (Пуск – Программы – MS Excel); 
2) прежде всего, необходимо представить данные на листе книги Excel 

(рис. 6.8). Исходные данные сформированы так, что все дуги, входящие в 
любую из вершин, записаны одним блоком: 2–5; 3–5; 4–5. В несуществую-
щие связи между пунктами приписаны большие расстояния (в данном случае 
1000); 
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Рисунок 6.8 – Исходные данные 

 
3) находим значение fn(s) для п = 0 (в ячейку C17 ставим 0) (рис. 6.9); 
 

 
Рисунок 6.9 – Значение fn(s) для п = 0 

 
4) находим значение fn(s) для п = 1 (рис. 6.10): 
а) в ячейку В24 записываем формулу =СУММ(D11;C$17) и копируем в 

ячейку В25; 
б) в ячейки С24 и С25 записываем расстояния из таблицы 6.15; 

 

 
Рисунок 6.10 – Значение fn(s) для п = 1 

 

5) находим значение fn(s) для п = 2 (рис. 6.11): 
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а) в ячейку В34 записываем формулу =СУММ(D5;C$24) и копируем в 
ячейки В35 и В36; 

б) в ячейку С34 записываем формулу =СУММ(D8;C$25) и копируем в 
ячейки С35 и С36; 

г) в ячейку D34 записываем формулу =МИН(B34:C34) и копируем в 
ячейки D35 и D36; 

д) в ячейку E34 записываем формулу =ЕСЛИ(B34<C34;$B$33;$C$33) и 
копируем в ячейки E35 и E36; 

 

 
Рисунок 6.11 – Значение fn(s) для п = 2 

 
6) находим значение fn(s) для п = 3 (рис. 6.12): 
а) в ячейку В44 записываем формулу =СУММ(B5;D$34) и копируем в 

ячейки В45 и В46; 
б) в ячейку С44 записываем формулу =СУММ(B8;D$35) и копируем в 

ячейки С45 и С46; 
г) в ячейку D44 записываем формулу =СУММ(D2;D$36) и копируем в 

ячейки D45 и D46 
д) в ячейку Е44 записываем формулу =МИН(B44:D44) и копируем в 

ячейки Е45 и Е46 
е) в ячейку F44 записываем формулу =ЕСЛИ(И(B44<C44;B44<D44); 

$B$43; ЕСЛИ(И(C44<D44;C44<B44);$C$43;$D$43)) и копируем в ячейки F45 
и F46; 

 
Рисунок 6.12 – Значение fn(s) для п = 3 

 
7) находим значение fn(s) для п = 4 (рис. 6.13): 
а) в ячейку В54 записываем формулу =СУММ(B2;E44);  
б) в ячейку С54 записываем формулу =СУММ(B3;E45);  
г) в ячейку D54 записываем формулу =СУММ(B4;E46); 
д) в ячейку Е54 записываем формулу =МИН(B54:D54); 
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е) в ячейку F54 записываем формулу =ЕСЛИ(И(B54<C54;B54<D54); 
B53; ЕСЛИ(И(C54<B54;C54<D54);C53;D53)). 

 

Рисунок 6.13 – Значение fn(s) для п = 4 
 

Результаты решения представлены на рисунке 6.14. 
 

 
Рисунок 6.14 А – Результаты решения  
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Рисунок 6.14 Б – Результаты решения 

 
Ответ 
Из рисунка 6.14 видно, что минимальное расстояние из пункта 1 в 

пункт 10 найдено при 18)1()(,4 44  FsFn , а оптимальный маршрут про-
ходит через вершины 1 – 4 – 7 – 9 – 10. 

Задача 10 

Требуется перевезти груз из пункта 1 в пункт 10 с минимальными за-
тратами на перевозку. Сеть дорог изображена на рисунке 6.15. 

 

 
 

Рисунок 6.15 – Сетевой график дорог для задачи 10 
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Стоимость перевозки груза из пункта s (s = 1, 2, … 9) в пункт j (j = 2, 3, 
… 10) представлена в таблице 6.16. Решить с помощью MS Excel и дать эко-
номическую интерпретацию полученным результатам. 

 
Таблица 6.16 – Условия задачи 

Маршрут Расстояние Маршрут Расстояние 

1–2 10 2–7 8 

1–3 8 3–7 6 

1–4 3 4–7 3 

2–5 4 5–8 14 

3–5 5 6–8 18 

4–5 4 7–8 8 

2–6 6 5–9 9 

3–6 4 6–9 7 

4–6 4 7–9 17 

  8–10 5 

  9–10 3 

Ответы 

№ 2 В 1-й месяц необходимо произвести 3 изделия, во 2-й – 0, в  3-й – 3 
изделия.  

№ 3 Чтобы достичь оптимальных затрат, равных 56 единицам, требует-
ся в первый месяц изготовить 5 тракторов, во второй – 0, в третий – 6 и в чет-
вертый – 0.  

№ 5 Максимальный дополнительный доход на трех сельхозпредприя-
тиях при распределении между ними 60 тыс. ден. ед. составляет 47 тыс. ден. 
ед. и будет получен, если первому сельхозпредприятию средств не выделять, 
второму выделить 40 тыс. ден. ед., а третьему – 20 тыс. ден. ед.  

№ 7 Оптимальный путь из города А в город В проходит через пункты 4 
и 8. Затраты на перевозку составляют 6 условных денежных единиц.  

№ 8 Двигаясь от последней таблицы к первой, определен оптимальный 
маршрут – (1 – 2 – 5 – 7 – 9), затраты на прохождение пути составляют: 
f4(1) = 2 + 4 + 3 + 7 = 16.  

№ 10 Минимальное расстояние из пункта 1 в пункт 10 найдено при 
17)1()(,4 44  FsFn , а оптимальный маршрут проходит через вершины  

1 – 3 – 6 – 9 – 10. 
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Контрольные вопросы 

1. Для решения каких экономических задач предназначен метод дина-
мического программирования? 

2. В чем заключена суть метода динамического программирования? 
3. Сформулируйте общую постановку задачи динамического програм-

мирования. 
4. Перечислите достоинства и недостатки метода. 
5. В чем заключается принцип оптимальности? 
6. Сформулируйте геометрическую интерпретацию задачи динамиче-

ского программирования. 
7. Что называется областью возможных состояний? 
8. Сформулируйте основные этапы решения задачи методом динамиче-

ского программирования.  
9. Обоснуйте использование теории динамического программирования 

в экономической практике. 
 
 
 
 
Глава 7 БАЛАНСОВЫЕ МОДЕЛИ 

7.1 Схема межотраслевого баланса производства  
и распределения продукта 

Балансовые модели, как статические, так и динамические, широко 
применяются при экономико-математическом моделировании экономиче-
ских систем и процессов. В основе создания этих моделей лежит балансовый 
метод, т.е. метод взаимного сопоставления имеющихся материальных, тру-
довых и финансовых ресурсов и потребностей в них. 

Под балансовой моделью понимают систему уравнений, которые удов-
летворяют требованиям соответствия наличия ресурса и его использования. 
Можно также указать такие примеры балансового соответствия, как соответ-
ствие наличия рабочей силы и количества рабочих мест, платежеспособного 
спроса населения и предложения товаров и услуг и т.д. При этом соответствие 
понимается либо как равенство, либо менее жестко – как достаточность ресур-
сов для покрытия потребности и, следовательно, наличие некоторого резерва. 

Важнейшие виды балансовых моделей: 
 частные материальные, трудовые и финансовые балансы для народ-

ного хозяйства и отдельных отраслей; 
 межотраслевые балансы; 
 матричные техпромфинпланы предприятий и фирм. 
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Теоретические основы межотраслевого баланса были разработаны  
В.В. Леонтьевым. Ученый показал, что коэффициенты, выражающие связи 
между отраслями экономики, достаточно стабильны и их можно прогнозиро-
вать. В 30-е годы XX века Василий Леонтьев применил метод анализа меж-
отраслевых связей с привлечением аппарата линейной алгебры. Метод стал 
известен под названием «затраты – выпуск».  

Межотраслевой баланс (МОБ, метод «затраты – выпуск») – это эконо-
мико-математическая балансовая модель, характеризующая межотраслевые 
производственные взаимосвязи в экономике страны. Характеризует связи 
между выпуском продукции в одной отрасли и затратами, расходованием 
продукции всех участвующих отраслей, необходимых для обеспечения этого 
выпуска. Межотраслевой баланс составляется в денежной и натуральной 
формах. Межотраслевой баланс представлен в виде системы линейных урав-
нений.  

Балансовые модели строятся в виде числовых матриц – прямоугольных 
таблиц чисел. В связи с этим балансовые модели относятся к матричному ти-
пу экономико-математических моделей. Наглядно межотраслевой баланс 
представляет собой таблицу, в которой отражен процесс формирования и ис-
пользования совокупного общественного продукта в отраслевом разрезе. 
Таблица показывает структуру затрат на производство каждого продукта и 
структуру его распределения в экономике. По столбцам отражается стоимо-
стной состав валового выпуска отраслей экономики по элементам промежу-
точного потребления и добавленной стоимости. По строкам отражаются на-
правления использования ресурсов каждой отрасли. 

Основу информационного обеспечения балансовых моделей в эконо-
мике составляет матрица коэффициентов затрат ресурсов по конкретным на-
правлениям их использования. Например, в модели межотраслевого баланса 
такую роль играет так называемая технологическая матрица – таблица меж-
отраслевого баланса, составленная из коэффициентов (нормативов) прямых 
затрат на производство единицы продукции в натуральном выражении. По 
многим причинам исходные данные реальных хозяйственных объектов не 
могут быть использованы в балансовых моделях непосредственно, поэтому 
подготовка информации для ввода в модель является весьма серьезной про-
блемой. Так, при построении модели межотраслевого баланса используется 
специфическое понятие чистой (или технологической) отрасли, т.е. условной 
отрасли, объединяющей все производство данного продукта независимо от 
ведомственной (административной) подчиненности и форм собственности 
предприятий и фирм. Переход от хозяйственных отраслей к чистым отраслям 
требует специального преобразования реальных данных хозяйственных объ-
ектов, например, агрегирования отраслей, исключения внутриотраслевого 
оборота и др. 
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Принципиальная схема межотраслевого баланса производства и рас-
пределения совокупного общественного продукта в стоимостном выражении 
представлена в таблице 7.1. 

 
Таблица 7.1 – Принципиальная схема межотраслевого баланса (МОБ) 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный 
продукт 

Валовой 
продукт 1 2 3 … n 

1 х11 х12 х13 … х1n Y1 X1

2 х21 х22 х23 … х2n Y2 X2 
3 х31 х32 х33 … х3n Y3 X3 
… … … … … … … … 
n хn1 хn2 хn3 … хnn Yn Xn 

Амортизация c1 c2 c3 … cn   
Оплата труда v1 v2 v3 … vn 
Чистый доход m1 m2 m3 … mn 

Валовой продукт X1 X2 X3 … Xn   
 


n

i

n

j
ji XХ

1 1

 
В основу этой схемы положено разделение совокупного продукта на 

две части: промежуточный и конечный продукт. Все народное хозяйство 
представлено в виде совокупности n отраслей (имеются в виду чистые отрас-
ли), при этом каждая отрасль фигурирует в балансе как производящая и как 
потребляющая. 

В МОБ выделяют четыре части, имеющие различное экономическое 
содержание, они называются квадрантами баланса. В первом отражается 
промежуточное потребление и система производственных связей, во вто-
ром – структура конечного использования ВВП, в третьем – стоимостная 
структура ВВП, а в четвертом – перераспределение национального дохода. 
Остановимся на каждом из них более подробно. 

Первый квадрант МОБ – это шахматная таблица межотраслевых мате-
риальных связей. Показатели, помещенные на пересечениях строк и столб-
цов, представляют собой величины межотраслевых потоков продукции и в 
общем виде обозначаются хij, где i и j – соответственно номера отраслей про-
изводящих и потребляющих. Таким образом, первый квадрант по форме 
представляет собой квадратную матрицу порядка n, сумма всех элементов 
которой равняется годовому фонду возмещения затрат средств производства 
в материальной сфере. 

Во втором квадранте представлена конечная продукция всех отраслей 
материального производства, при этом под конечной понимается продукция, 
выходящая из сферы производства в область конечного использования (на 
потребление и накопление). В таблице этот раздел дан укрупненно в виде од-
ного столбца величин Yi 
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Третий квадрант МОБ также характеризует национальный доход, но 
со стороны его стоимостного состава как сумму чистой продукции и аморти-
зации; чистая продукция понимается при этом как сумма оплаты труда и чис-
того дохода отраслей. Сумму амортизации (сj) и чистой продукции (vj + mj) 
некоторой j-й отрасли будем называть условно чистой продукцией этой от-
расли и обозначать в дальнейшем Zj. 

Четвертый квадрант баланса находится на пересечении столбцов вто-
рого квадранта (конечной продукции) и строк третьего квадранта (условно 
чистой продукции). Этим определяется содержание квадранта: он отражает 
конечное распределение и использование национального дохода. В результа-
те перераспределения первоначально созданного национального дохода об-
разуются конечные доходы населения, предприятий, государства. Данные 
четвертого квадранта важны для отражения в межотраслевой модели баланса 
доходов и расходов населения, источников финансирования капиталовложе-
ний, текущих затрат непроизводственной сферы, для анализа общей структу-
ры конечных доходов по группам потребителей. Общий итог четвертого 
квадранта, так же как второго и третьего, должен быть равен созданному за 
год национальному доходу. 

Таким образом, в целом межотраслевой баланс в рамках единой модели 
объединяет балансы отраслей материального производства, баланс совокуп-
ного общественного продукта, балансы национального дохода, финансовый, 
баланс доходов и расходов населения.  

Итог материальных затрат любой потребляющей отрасли и ее условно 
чистой продукции равен валовой продукции этой отрасли. Данный вывод 
можно записать в виде соотношения: 

 
....,,1,

1

njZxХ j

n

i
ijj 

  
(7.1) 

Напомним, что величина условно чистой продукции Zj равна сумме 
амортизации, оплаты труда и чистого дохода j-й отрасли.  

Валовая продукция той или иной отрасли равна сумме материальных 
затрат потребляющих ее продукцию отраслей и конечной продукции данной 
отрасли: 

 

....,,1,
1

niYxХ i

n

j
iji 

  
 (7.2) 

Формула описывает систему из n уравнений, которые называются 
уравнениями распределения продукции отраслей материального производст-
ва по направлениям использования. 

Просуммируем по всем отраслям уравнения (7.1), в результате полу-
чим: 
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j
j
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Аналогичное суммирование уравнений (7.2) дает: 

 

 


n

i
i

n

i

n

j
ij

n

i
i YxХ

11 11
. (7.3) 

Левые части обоих равенств равны, так как представляют собой весь 
валовой общественный продукт. Первые слагаемые правых частей этих ра-
венств также равны, их величина равна итогу первого квадранта. Следова-
тельно, должно соблюдаться соотношение 

 




n

i
i

n

j
j YZ

11
. (7.4) 

Левая часть данного уравнения есть сумма третьего квадранта, а правая 
часть – итог второго квадранта.  

7.2 Коэффициенты прямых и полных  
материальных затрат 

Величины aij называются коэффициентами прямых материальных за-
трат и рассчитываются следующим образом: 

 
....,,1,...,,1, njni

X

x
a

j

ij
ij 

 
(7.5) 

Коэффициенты прямых материальных затрат aij показывают, какое 
количество продукции i-й отрасли необходимо (если учитывать только пря-
мые затраты) для производства единицы продукции j-й отрасли. 

С учетом формулы (7.5) систему уравнений баланса (7.2) можно пере-
писать в виде: 

 
niYXaX i

n

j
jiji ...,,1;

1




. (7.6) 

Система уравнений (7.6) в матричной форме примет вид: 
 X = AX + Y. (7.7) 

Система уравнений (7.6), или в матричной форме (7.7), называется эко-
номико-математической моделью межотраслевого баланса (моделью Леон-
тьева, моделью «затраты – выпуск»). С помощью этой модели можно выпол-
нять три варианта расчетов: 

 задав в модели величины валовой продукции каждой отрасли (Хi), 
можно определить объемы конечной продукции каждой отрасли (Yi): 
 Y = (E – A)X; (7.8) 

 задав величины конечной продукции всех отраслей (Yi), можно опре-
делить величины валовой продукции каждой отрасли (Хi): 
 Х = (E – A)–1Y; (7.9) 
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 для ряда отраслей задав величины валовой продукции, а для всех ос-
тальных отраслей задав объемы конечной продукции, можно найти величины 
конечной продукции первых отраслей и объемы валовой продукции вторых, 
в этом варианте расчета удобнее пользоваться не матричной формой модели 
(7.7), а системой линейных уравнений (7.6). В формулах (7.8) и (7.9) Е обо-
значает единичную матрицу п-го порядка, а (Е – А)–1 обозначает матрицу, об-
ратную матрице (Е – А). Если определитель матрицы (Е – А) не равен нулю, 
т.е. эта матрица невырожденная, то обратная к ней матрица существует. Обо-
значим эту обратную матрицу через В, тогда систему уравнений в матричной 
форме (7.9) можно записать в виде: 

Х = ВY.        (7.9') 
Элементы матрицы В будем обозначать через bij, тогда из матричного 

уравнения (7.9') для любой i-й отрасли можно получить следующее соотно-
шение: 
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 (7.10) 

Из соотношений (7.10) следует, что валовая продукция выступает как 
взвешенная сумма величин конечной продукции, причем весами являются 
коэффициенты bij, которые показывают, сколько всего нужно произвести 
продукции i-й отрасли для выпуска в сферу конечного использования едини-
цы продукции j-й отрасли. В отличие от коэффициентов прямых затрат aij ко-
эффициенты bij называются коэффициентами полных материальных затрат 
и включают в себя как прямые, так и косвенные затраты всех порядков. Если 
прямые затраты отражают количество средств производства, израсходован-
ных непосредственно при изготовлении данного продукта, то косвенные от-
носятся к предшествующим стадиям производства и входят в производство 
продукта не прямо, а через другие (промежуточные) средства производства.  

Коэффициенты полных материальных затрат bij показывают, какое 
количество продукции i-й отрасли нужно произвести, чтобы с учетом прямых 
и косвенных затрат этой продукции получить единицу конечной продукции 
j-й отрасли. 

Основные свойства матрицы коэффициентов  
прямых материальных затрат А 

Коэффициенты прямых затрат по определению являются неотрица-
тельными, следовательно, матрица А в целом может быть названа неотрица-
тельной (А ≥ 0); так как процесс воспроизводства нельзя было бы осуществ-
лять, если бы для собственного воспроизводства в отрасли затрачивалось 
большее количество продукта, чем создавалось, то очевидно, что диагональ-
ные элемента матрицы А меньше единицы: aij < 1. 
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Понятие продуктивности матрицы коэффициентов прямых материаль-
ных затрат: будем называть неотрицательную матрицу А продуктивной, если 
существует такой неотрицательный вектор Х ≥ 0, что 
 Х > АХ.  (7.11) 

Очевидно, что условие (7.11) означает существование положительного 
вектора конечной продукции Y > 0 для модели межотраслевого баланса (7.7). 

Для того чтобы матрица коэффициентов прямых материальных затрат 
А была продуктивной, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось усло-
вие: матрица (Е – А) неотрицательно обратима, т.е. существует обратная 
матрица (Е – А)–1 ≥ 0. 

Более простым, но только достаточным признаком продуктивности 
матрицы А является ограничение на величину ее нормы, т.е. на величину 
наибольшей суммы элементов матрицы А в каждом столбце. Если норма 
матрицы А строго меньше единицы, то эта матрица продуктивна; повторим, 
что данное условие является только достаточным, и матрица А может ока-
заться продуктивной и в случае, когда ее норма больше единицы. 

7.3 Балансовые модели в анализе  
экономических показателей 

К числу важнейших аналитических возможностей балансового метода 
относится определение прямых и полных затрат труда на единицу продукции 
и разработка на этой основе балансовых продуктово-трудовых моделей, ис-
ходной моделью при этом служит отчетный межпродуктовый баланс в нату-
ральном выражении. В этом балансе по строкам представлено распределение 
каждого отдельного продукта на производство других продуктов и конечное 
потребление (первый и второй квадранты схемы межотраслевого баланса). 
Отдельной строкой дается распределение затрат живого труда в производст-
ве всех видов продукции; предполагается, что трудовые затраты выражены в 
единицах труда одинаковой степени сложности. 

Обозначим затраты живого труда в производстве j-го продукта через Lj, 
а объем производства этого продукта (валовой выпуск), как и раньше, 
через Xj. Тогда прямые затраты труда на единицу j-го вида продукции (коэф-
фициент прямой трудоемкости) можно задать следующей формулой: 

 
.,1; nj

X

L
t

j

j

j   (7.12) 

Из данной формулы следует, что  

 jjj tXL  . (7.13) 

Если межотраслевые прямые затраты труда обозначить через ijl , то они 

будут соответственно равны: 

 iijij txl  . (7.14) 
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Введем понятие полных затрат труда как суммы прямых затрат живо-
го труда и затрат овеществленного труда, перенесенных на продукт через из-
расходованные средства производства. Если обозначить величину полных за-
трат труда на единицу продукции j-го вида через Tj, то произведения вида 
aijTj отражают затраты овеществленного труда, перенесенного на единицу  
j-го продукта через i-е средство производства; при этом предполагается, что 
коэффициенты прямых материальных затрат aij выражены в натуральных 
единицах. Тогда полные трудовые затраты на единицу j-го вида продукции 
(коэффициент полной трудоемкости) будут равны: 
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Введем в рассмотрение вектор-строку коэффициентов прямой трудо-
емкости t = (t1, t2,…, tn) и вектор-строку коэффициентов полной трудоемко-
сти Т = (Т1, Т2, …, Тп). 

Тогда с использованием уже рассматриваемой выше матрицы коэффи-
циентов прямых материальных затрат А (в натуральном выражении) систему 
уравнений (7.15) можно переписать в матричном виде: 
 T = TA + t. (7.16)  

Произведя очевидные матричные преобразования с использованием 
единичной матрицы Е 

Т – ТА = ТЕ – ТА = Т(Е – А) = t, 
получим следующее соотношение для вектора коэффициентов полной трудо-
емкости: 
 Т = t(E – A)–1. (7.17)  

Матрица (Е – А)–1 – это матрица В коэффициентов полных материаль-
ных затрат, так что последнее равенство можно переписать в виде: 
 Т = tB.   

Обозначим через L величину совокупных затрат живого труда по всем 
видам продукции, которая с учетом формулы (7.12) будет равна  
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(7.18) 

Используя соотношения (7.18), приходим к следующему неравенству: 
 tX = TY,  (7.19)  
где t и T – вектор-строки коэффициентов прямой валовой и конечной про-

дукции соответственно. 

Замечание. На основе коэффициентов прямой и полной трудоемкости могут 
быть разработаны межотраслевые и межпродуктовые балансы затрат труда и ис-
пользования трудовых ресурсов. Схематически эти балансы строятся по общему 
типу матричных моделей. 

Развитие основной модели межотраслевого баланса достигается также 
путем включения в нее показателей фондоемкости продукции. В простей-
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шем случае модель дополняется отдельной строкой, в которой указаны в 
стоимостном выражении объемы производственных фондов Фj, занятые в 
каждой j-й отрасли. На основании этих данных и объемов валовой продукции 
всех отраслей определяются коэффициенты прямой фондоемкости продук-
ции j-й отрасли: 
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Стоимость производственных фондов, занятых в каждой j-й отрасли, 
соответственно равна: 

 jjj fXФ  . (7.21) 

Стоимость производственных фондов j-й отрасли, занятых при произ-
водстве продукции для i-й отрасли, будет равна: 

 iijij fxф  . (7.22) 

Коэффициент прямой фондоемкости показывает величину производ-
ственных фондов, непосредственно занятых в производстве данной отрасли, 
в расчете на единицу ее валовой продукции. В отличие от этого показателя 
коэффициент полной фондоемкости Fj отражает объем фондов, необходи-
мых во всех отраслях для выпуска единицы конечной продукции j-й отрасли. 
Если aij – коэффициент прямых материальных затрат, то для коэффициента 
полной фондоемкости справедливо равенство, аналогичное равенству (7.13) 
для коэффициента полной трудоемкости: 

 
,1;

1

njfFaF j

n

i
iijj  



.
 

(7.23) 

Если ввести в рассмотрение вектор-строку коэффициентов прямой 
фондоемкости f = (f1, f2,…, fn) и вектор-строку коэффициентов полной фондо-
емкости F = (F1, F2, …, Fп), то систему уравнений (7.23) можно переписать в 
матричной форме: 
 F = FA + f, (7.24) 
откуда с помощью преобразований, аналогичных применяемым выше для ко-
эффициентов трудоемкости, можно получить матричное соотношение 
 F = f В, (7.25) 
где В = (Е – А)-1 – матрица коэффициентов полных материальных затрат. 

Другим представителем класса линейных моделей экономики является 
модель, построенная в середине 1930-х годов австрийским математиком 
Джоном фон Нейманом. По сравнению с моделью Леонтьева, которую мож-
но использовать для планирования производства на одном плановом периоде 
в целом (год, пятилетка и т.д.), модель Неймана отслеживает производствен-
ный процесс внутри планового периода, т.е. затраты и выпуск, осуществляе-
мые в каждый период времени (от квартала в квартал, от года в год и т.д.). 
Поэтому она обобщает модель Леонтьева в двух аспектах: в динамическом 
плане и в плане многопродуктовых отраслей. В модели Неймана предполага-
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ется, что экономика функционирует эффективным образом сколь угодно дол-
го. Логическим следствием такой предпосылки является рост производствен-
ных возможностей во времени с нарастающими темпами. Поэтому модель 
Неймана описывает «расширяющуюся» экономику. 

Отметим, что модель экономики страны развертывается в систему ба-
лансов с помощью разработки планового межотраслевого баланса производ-
ства и распределения продукта. Разработка межотраслевого баланса позволя-
ет оценить влияние на экономику последствий различных изменений в тех-
нологии, объемах и структуре производства, потребительском спросе, соот-
ношениях цен и доходов, внешней торговле и других областях хозяйственной 
жизни. С помощью расчетов по межотраслевому балансу прогнозируются 
последствия в экономике, вызываемые проведением различных вариантов 
налоговой, денежно-кредитной, инвестиционной, внешнеэкономической и 
т.д. политики государства. 

В зарубежных развитых странах прогнозирование и планирование опи-
рается на сформированную из статистической информации схему основных 
взаимосвязей в национальном хозяйстве, получившую название системы на-
циональных счетов (СНС). СНС построена в форме балансовых таблиц и 
счетов, создающих макет функционирования звеньев национального хозяй-
ства. Переход РФ к использованию СНС в качестве исходной базы разработ-
ки прогнозов и формирования на их основе государственной социально-
экономической политики в полной мере соответствует плановой модели ин-
дикативного стратегического планирования, применяемой во многих разви-
тых странах со смешанной рыночной экономикой. 

Упражнения 

Задача 1 

Закончите составление схемы отчетного баланса по имеющимся дан-
ным, представленным в таблице 7.2. 

 
Таблица 7.2 – Исходные данные к задаче 1 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие 
отрасли Конечный 

продукт Уi 
Валовой 
продукт Xi 

1 2 

1 20  30  

2 60 10   

Условно чистая продукция Zj  70   

Валовой продукт Xj 100    

 
Решение 
1) если i = j, то Xj = Xi     если i = j = 1, то Xj = Xi = 100. 
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2) i

n

j
iji YxХ 
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 111112 хУХх  , 50203010012 х . 
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, 1307010502 X , 
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i
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4)  i

n

j
iji YxХ 

1    
 




2

1
222

j
jxXY  , 60)1060(1302 Y . 

Результат сведем в таблицу 7.3. 
 

Таблица 7.3 – Результат решения задачи 1 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие 
отрасли Конечный  

продукт Уi 
Валовой  
продукт Xi 

1 2 

1 20 50 30 100 

2 60 10 60 130 

Условно чистая продукция Zj 20 70   

Валовой продукт Xj 100 130   

 
Задача 2 
Закончите составление схемы отчетного баланса по имеющимся дан-

ным, представленным в таблице 7.4. 
 

Таблица 7.4 – Исходные данные к задаче 2 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие 
отрасли Конечный  

продукт 
Валовой 
продукт 

1 2 

1  176  370 

2 222   457 

Условно чистая продукция 74 245   

Валовой продукт     

Задача 3 

Закончите составление схемы отчетного баланса по имеющимся дан-
ным, представленным в таблице 7.5. 
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Таблица 7.5 – Исходные данные к задаче 3 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный 
продукт 

Валовой 
продукт 1 2 

1  100   

2 55   450 

Условно чистая продукция 215 185   

Валовой продукт 300    

Задача 4  

Закончите составление схемы отчетного баланса по имеющимся дан-
ным, представленным в таблице 7.6. 

 
Таблица 7.6 – Исходные данные к задаче 4 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный 
продукт 

Валовой 
продукт 1 2 3 

1 15 33 50   

2 28  27 233 315 

3 15 17  121  

Условно чистая продукция 230  76   

Валовой продукт    172   

Задача 5 

Закончите составление схемы отчетного баланса по имеющимся дан-
ным, представленным в таблице 7.7. 

 
Таблица 7.7 – Исходные данные к задаче 5 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный 
продукт 

Валовой 
продукт 1 2 3 

1    712  

2 103 57   1100 

3 200 78 35 675 988 

Условно чистая продукция 645 853 700   

Валовой продукт  1015     

Задача 6 

Используя данные баланса (табл. 7.8), определите объемы производст-
ва валовой продукции, коэффициенты прямых и полных материальных за-
трат. 
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Таблица 7.8 – Исходные данные к задаче 6 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие 
отрасли Конечный 

продукт 
1 2 

1 90 100 60 

2 50 110 40 

 
Решение 
1) Определим объемы производства валовой продукции (Хi) по фор-

муле: 

....,,1,
1

niYxХ i

n

j
iji 


 

Х1 = 90 + 100 + 60 = 250;   Х2 = 50 + 110 + 40 = 200. 

2) Вычислим коэффициенты прямых затрат (aij) по формуле: 

....,,1,,...,1, njni
X

x
a

j

ij
ij   

а11 = 90 : 250 = 0,36;   а12 = 100 : 200 = 0,5; 
а21 = 50 : 250 = 0,2;    а22 = 110 : 200 = 0,55. 
3) Рассчитаем матрицу полных материальных затрат по формуле: 
В = (Е – А)–1; 
а) найдем матрицу Е – А: 
































45,02,0

5,064,0

55,02,0

5,036,0

10

01
АЕ ; 

б) рассчитаем определитель матрицы. 
Определителем квадратной матрицы 2-го порядка А называется число 

а11а22 – а12а21. Определитель обозначается (А) или 
2221

1211

аа

аа
. 

(Е – А) = 0,640,45 – (–0,5)(–0,2) = 0,288 – 0,1 = 0,188; 
в) вместо каждого элемента матрицы поставим его алгебраическое до-

полнение:  









64,05,0

2,045,0
. 

Алгебраическим дополнением некоторого элемента определителя назы-
вается минор этого элемента, умноженный на (–1)s, где s – сумма номеров 
строки и столбца, на пересечении которых расположен этот элемент. 

Минором некоторого элемента определителя называется определитель, 
получаемый из данного определителя вычеркиванием строки и столбца, на 
пересечении которых расположен этот элемент; 
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г) полученную матрицу транспонируем: 









64,02,0

5,045,0
; 

д) каждый элемент полученной матрицы делим на определитель исход-
ной матрицы и получаем матрицу обратную данной: 









 

40,306,1

66,239,2
)( 1АЕВ . 

В качестве проверки можно рассчитать матрицу Х: 





























200

250

40

60

40,306,1

66,239,2
ВYХ , 

X1 = 2,3960 + 2,6640 = 249,8; 
X2 = 1,0660 + 3,4040 = 199,6. 

Решение задач с использованием  
табличного редактора MS Excel 

Выполненные расчеты возможно провести с использованием специали-
зированных программ или более широко распространенных инструментов, 
таких как Excel. Рассмотрим решение этого примера в среде Excel. При этом 
будут использованы такие функции как МОБР (расчет обратной матрицы) и 
МУМНОЖ (умножение матриц). 

Решение 
Заносим исходные данные на рабочий лист Excel (рис. 7.1). 
 

 
Рисунок 7.1 – Исходные данные 

 
1) Определим объемы производства валовой продукции (Хi) по фор-

муле: 

....,,1,
1

niYxХ i

n

j
iji 
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Для этого в ячейку D1 заносим формулу: =СУММА(А1:С1), в ячейку 
D2: =СУММА(А2:С2) (рис. 7.2). 

 

 
Рисунок 7.2 – Расчет Хi 

 
2) Вычислим коэффициенты прямых затрат (aij) по формуле: 

....,,1,...,,1, njni
X

x
a

j

ij
ij   

Для этого в ячейки А3 и В3 переносим значения Хi, рассчитанные в 
столбце D (можно набрать с клавиатуры, можно использовать функцию 
«Правка → специальная вставка… → вставить значения, транспонировать»). 

В ячейку Е1 записываем формулу: =А1/А$3, копируем эту формулу в 
диапазоне Е1:F2. Результатом будет являться матрица коэффициентов пря-
мых А (рис. 7.3). 

 

 
Рисунок 7.3 – Расчет матрицы коэффициентов прямых затрат 

 
3) Рассчитаем матрицу полных материальных затрат по формуле: 

В = (Е – А)–1; 
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а) найдем матрицу (Е – А) (рис. 7.4), в диапазоне А6:В7запишем еди-
ничную матрицу и в диапазоне С6:D7 матрицу А. В ячейку Е6 запишем фор-
мулу: =А6-С6, копируем эту формулу в диапазоне Е6:F7, результатом явля-
ется матрица (Е – А); 

 

 
Рисунок 7.4 – Расчет матрицы (Е – А) 

 
б) найдем матрицу обратную (Е – А), для этого на листе Excel выделим 

диапазон G6:H7. Дадим команду «Вставка → Функция…». В открывшемся 
окне «Мастер функций» необходимо выбрать категорию «Математические», 
из математических – МОБР (рис. 7.5). 

 

 
Рисунок 7.5 – Окно «Мастер функций» 
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Нажмите ОК. Откроется окно «Аргументы функции». Необходимо за-
дать массив, в котором находится матрица (Е – А). Вводим массив Е6:F7   
(рис. 7.6). 

 

 
Рисунок 7.6 – Ввод данных при расчете обратной матрицы 

 
Для отображения результата в виде матрицы нажмите Shift+Ctrl+Enter 

(если нажать ОК, то в ячейке G6 будет одно число). Массив G6:Н7 будет со-
держать искомую матрицу В = (Е – А)–1 (рис. 7.7). 

 

 
Рисунок 7.7 – Результат расчета обратной матрицы 

 
В качестве проверки можно рассчитать матрицу Х. Матрица Х рассчи-

тывается по формуле Х = BY. Введем в диапазон I6:I7 матрицу У. Выделим 
диапазон J6:J7, выберем команду «Вставка → Функция…». В открывшемся 
окне «Мастер функций» выберем категорию «Математические» и из них 
МУМНОЖ (рис. 7.8). 
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Рисунок 7.8 – Окно «Мастер функций» 

 
Нажмите ОК. Откроется окно «Аргументы функции». Необходимо ука-

зать массивы, в которых находятся перемножаемые матрицы (порядок ввода 
массивов имеет значение), в нашем примере это массивы G6:H7 и I6:I7 
(рис. 7.9). 

 

 
Рисунок 7.9 – Ввод данных при перемножении матриц 

 
После окончания ввода данных нажмите Shift+Ctrl+Enter. Массив J6:J7 

будет содержать искомую матрицу Х (рис. 7.10). 
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Рисунок 7.10 – Результат расчета матрицы Х 

Задача 7 

Используя данные баланса (табл. 7.9), определите объемы производст-
ва валовой продукции, коэффициенты прямых и полных материальных за-
трат. 

 
Таблица 7.9 – Исходные данные к задаче 7 

Производящие  
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 1 2 

1 10 17 23 

2 20 15 35 

Задача 8 

Используя данные баланса (табл. 7.10), определите объемы производ-
ства валовой продукции, коэффициенты прямых и полных материальных за-
трат. 

 
Таблица 7.10 – Исходные данные к задаче 8 

Производящие  
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 1 2 

1 70 45 25 
2 25 30 40 

Задача 9 

Используя коэффициенты прямых материальных затрат и объемы ко-
нечного продукта по отраслям: 
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26,038,0

54,022,0
А , 










17

20
У , 

требуется рассчитать коэффициенты полных материальных затрат и объемы 
производства валовой продукции. 

Задача 10 

Используя коэффициенты прямых материальных затрат и объемы ко-
нечного продукта по отраслям: 











25,040,0

15,036,0
А , 










50

70
У , 

требуется рассчитать коэффициенты полных материальных затрат и объемы 
производства валовой продукции. 

Задача 11 

На основании данных, приведенных в нижеследующих таблицах 
(7.11 а, б, в), рассчитать коэффициенты прямых и полных материальных за-
трат.  

 
Таблица 7.11 – Исходные данные к задаче 11 

а) 

Производящие  
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт  1 2 3 

1 50 60 80 60 

2 25 90 40 105 

3 25 60 40 85 

б) 

Производящие  
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 1 2 3 

1 40 18 25 71 

2 16 9 25 36 

3 40 45 50 115 

в) 

Производящие  
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт  1 2 3 

1 18 36 25 61 

2 45 90 25 20 

3 36 36 50 30 
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Задача 12 

Даны коэффициенты прямых материальных затрат и объемы конечной 
продукции в межотраслевом балансе для трех отраслей: 


















4,02,02,0

2,03,04,0

1,02,02,0

А , 

















30

40

50

У . 

Требуется рассчитать коэффициенты полных материальных затрат и 
найти объемы валовой продукции отраслей. 

Задача 13 

Даны коэффициенты прямых материальных затрат и объемы конечной 
продукции в межотраслевом балансе для трех отраслей: 


















2,02,01,0

3,01,02,0

2,04,03,0

А , 

















10

15

40

У . 

Требуется рассчитать коэффициенты полных материальных затрат и 
найти объемы валовой продукции отраслей. 

Задача 14 

На основе данных задачи 12 восстановите схему межотраслевого мате-
риального баланса. 

Задача 15 

На основе данных задачи 13 восстановите схему межотраслевого мате-
риального баланса. 

Задача 16 

Межотраслевой баланс производства и распределения продукции пред-
ставлен в таблице 7.12. 

 
Таблица 7.12 – Исходные данные к задаче 16 

Производящие  
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 232,6 51,0 291,8 200,0 775,3 

2 155,1 255,0 0,0 100,0 510,1 

3 232,6 51,0 145,9 300,0 729,6 

Условно чистая 
продукция 

155,0 153,1 291,9   

Валовой продукт 775,3 510,1 729,6   
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Заданы затраты живого труда (трудовые ресурсы) в трех отраслях: 
L1 = 1160, L2 = 460, L3 = 875 в некоторых единицах измерения трудовых за-
трат. Требуется определить коэффициенты прямой и полной трудоемкости.  

Решение 
1) находим коэффициенты прямой трудоемкости: 

j

j
j X

L
t 

 
 1 2 3

1160 460 875
1,5; 0,9; 1,2;

775,3 510,1 729,6
t t t       

2) рассчитываем матрицу коэффициентов полных материальных за-
трат: 

1)(  AEB  

















684,1510,0867,0

408,0245,2816,0

020,1612,0041,2

В ; 

3) находим коэффициенты полной трудоемкости: 

Т = t  ).92,3;55,3;84,4(

684,1510,0867,0

408,0245,2816,0

020,1612,0041,2

)2,1;9,0;5,1( 















Т  

Замечания 

Расчет элементов матрицы Т:

 

.

.92,3684,12,1408,09,0020,15,1

;55,3510,02,1245,29,0612,05,1

;84,4867,02,1816,09,0041,25,1





















 

Задача 17 

По данным межотраслевого баланса, представленного в таблице 7.13, и 
затратам живого труда L1 = 80, L2 = 45, L3 = 90 определить коэффициенты 
прямой и полной трудоемкости. 

 
Таблица 7.13 – Исходные данные к задаче 17 

Производящие  
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 18 7 5 21 51 

2 6 8 2 20 36 

3 3 15 14 23 55 

Задача 18 

По данным межотраслевого баланса, представленного в таблице 7.14, и 
затратам живого труда L1 = 300, L2 = 290, L3 = 450 определить коэффициенты 
прямой и полной трудоемкости. 
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Таблица 7.14 – Исходные данные к задаче 18 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 90 56 64 240 450 

2 45 85 210 310 650 

3 83 98 101 518 800 

Задача 19 

По данным межотраслевого баланса, представленного в таблице 7.15, и 
стоимости основных производственных фондов Ф1 = 1250, Ф2 = 1700, 
Ф3 = 1010 определить коэффициенты прямой и полной фондоемкости. 

 
Таблица 7.15 – Исходные данные к задаче 19 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 180 210 115 243 748 

2 250 80 170 620 1120 

3 112 87 35 276 510 

Задача 20 

По данным межотраслевого баланса, представленного в таблице 7.16, и 
стоимости основных производственных фондов Ф1 = 83, Ф2 = 58, Ф3 = 75 оп-
ределить коэффициенты прямой и полной фондоемкости. 

 
Таблица 7.16 – Исходные данные к задаче 20 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 9 5 6 37 57 

2 4 7 1 23 35 

3 11 8 6 45 70 

Задача 21 

По данным схемы межотраслевого баланса (табл. 7.17) и затрат труда 
L1 = 1160, L2 = 460, L3 = 875 составить схему межотраслевого баланса труда. 
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Таблица 7.17 – Исходные данные к задаче 21 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 232,6 51,0 291,8 200,0 775,3 
2 155,1 255,0 0,0 100,0 510,1 
3 232,6 51,0 145,9 300,0 729,6 

Условно чистая 
продукция 

155,0 153,1 291,9   

Валовой продукт 775,3 510,1 729,6   

 
Решение 
1) находим коэффициенты прямой трудоемкости: 

j

j
j X

L
t   1 2 3

1160 460 875
1,5; 0,9; 1, 2;

775,3 510,1 729,6
t t t       

2) умножая первую, вторую и третью строки первого и второго квад-
рантов межотраслевого материального баланса на соответствующие коэффи-
циенты прямой трудоемкости, получаем схему межотраслевого баланса тру-
да (в трудовых измерителях): 

:iijij txl   

9,3485,16,23211 l ; 5,765,10,5112 l ; 7,4375,18,29113 l ;  

3005,12001 уl ; 6,1399,01,15521 l ; 5,2299,00,25522 l ; 

09,00,023 l ; 909,01002 уl ; 1,2792,16,23231 l ;  

2,612,10,5132 l ; 1,1752,19,14533 l , 3602,13003 уl . 

 
Таблица 7.18 – Межотраслевой баланс затрат труда 

Отрасль 
Межотраслевые затраты 
овеществленного труда 

Затраты труда  
на конечный 
продукт 

Затраты труда 
в отраслях 

1 2 3 
1 348,9 76,5 437,7 300,0 1163,0 
2 139,6 229,5 0,0 90,0 459,1 
3 279,1 61,2 175,1 360,0 875,5 

 
Незначительные расхождения между данными таблицы и исходными 

данными вызваны погрешностями округления при вычислении. 
 
Задача 22 
По данным схемы межотраслевого баланса (табл. 7.19) и затрат труда 

L1 = 2950, L2 = 3100, L3 = 1500 составить схему межотраслевого баланса труда. 
 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



202 
 

Таблица 7.19 – Исходные данные к задаче 22 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 830 715 390 1980 3915 

2 650 817 235 1200 2902 

3 350 185 148 737 1420 

Задача 23 

По данным схемы межотраслевого баланса (табл. 7.20) и затрат труда 
L1 = 100, L2 = 102, L3 = 163 составить схему межотраслевого баланса труда. 

 
Таблица 7.20 – Исходные данные к задаче 23 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 15 22 12 31 80 

2 17 13 23 15 68 

3 35 15 10 37 97 

Задача 24 

По данным схемы межотраслевого баланса (табл. 7.21) и стоимости ос-
новных производственных фондов каждой из отраслей Ф1 = 1053, Ф2 = 1200, 
Ф3 = 3090 составить схему межотраслевого баланса производственных фон-
дов. 

 
Таблица 7.21 – Исходные данные к задаче 24 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 250 345 127 682 1404 

2 101 485 320 809 1715 

3 713 305 513 1044 2575 

Задача 25 

По данным схемы межотраслевого баланса (табл. 7.22) и стоимости ос-
новных производственных фондов каждой из отраслей Ф1= 809, Ф2 = 673, 
Ф3 = 1005 составить схему межотраслевого баланса производственных фон-
дов. 
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Таблица 7.22 – Исходные данные к задаче 25 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный  
продукт 

Валовой  
продукт 1 2 3 

1 310 218 415 790 1733 

2 98 170 53 315 636 

3 436 275 119 710 1540 

Задача 26 

На основании схемы отчетного баланса (табл. 7.23) и стоимости основ-
ных производственных фондов отчетного периода Ф1 = 40, Ф2 = 12, Ф3 = 38 
определите, сколько потребуется капитальных вложений для производства 
конечного продукта в размере Y1 = 45, Y2 = 36, Y3 = 15.  

 
Таблица 7.23 – Исходные данные к задаче 26 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный 
продукт 1 2 3 

1 30 45 18 20 

2 15 18 27 23 

3 28 8 13 47 

Задача 27 

На основании схемы отчетного баланса (табл. 7.24) и трудовых затрат 
отчетного периода L1 = 290, L2 = 204, L3 = 56 определите, сколько потребуется 
привлечь трудовых затрат для производства конечного продукта в размере 
Y1 = 200, Y2 = 250, Y3 = 190. 

 
Таблица 7.24 – Исходные данные к задаче 27 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли Конечный 
продукт 1 2 3 

1 155 230 175 185 

2 250 180 137 215 

3 50 168 80 150 

Ответы 

№ 2 х11 = 74; х22 = 36; У1= 120, У2 = 199.  
№ 3 х11 = 30; х22 = 165; У1 = 170; У2 = 230.  
№ 4 Х1 = 288; У1 = 190; х22 = 27; х33 = 19; Z2 = 238.  
№ 5 х11 = 67; х12 = 112; х13 = 118; х23 = 135; У2= 805.  
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№ 7 Х1= 50, Х2 = 70; 









214,0400,0

243,0200,0
А ; 










505,1752,0

457,0479,1
В .  

№ 8 Х1= 140, Х2 = 95; 









316,0172,0

474,0500,0
А ; 










920,1660,0

820,1626,2
В .  

№ 9 









097,2022,1

452,1989,1
В ; Х1 64,462; Х2  56,075.  

№ 10 









524,1952,0

357,0786,1
В ; Х1 142,857; Х2  142,857.  

№ 11 а) 

















190,0231,0100,0

190,0346,0100,0

381,0231,0200,0

А ; 

















507,1626,0267,0

573,0838,1301,0

883,0829,0464,1

В ;  

 б) 

















200,0523,0260,0

100,0105,0104,0

100,0222,0260,0

А ; 

















459,1015,1655,0

193,0292,1249,0

255,0525,0515,1

В ;  

 в) 

















329,0200,0257,0

164,0500,0321,0

164,0200,0129,0

А ; 

















057,2250,1067,1

083,1004,3426,1

636,0925,0677,1

В . 

№ 12 

















124,2885,0973,0

885,0035,2239,1

487,0619,0681,1

В ; Х1 123,451; Х2  169,912; Х3  147,788.  

№ 13 

















528,1500,0361,0

694,0500,1528,0

333,8000,1833,1

В ; Х1 96,667; Х2  50,556; Х3  37,222.  

№ 14 
Таблица 7.25 – Результат решения задачи 14 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли 
Уi Xi 

1 2 3 

1 24,690 33,982 14,779 50 123,451 

2 49,381 50,973 29,558 40 169,912 

3 24,690 33,982 59,115 30 147,788 

Zj 24,690 50973 44,336   

Xj 123,451 169,912 147,788   
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№ 15 
Таблица 7.25 – Результат решения задачи 15 

Производящие 
отрасли 

Потребляющие отрасли 
Уi Xi 1 2 3 

1 29,000 20,222 7,444 40 96,667 
2 19,333 5,056 11,167 15 50,556 
3 9,667 10,111 7,444 10 37,222 
Zj 38,667 15,167 11,167   
Xj 96,667 50,556 37,222   

 
№ 17 t1 = 1,57; t2 = 1,25; t3 = 1,64; Т = (3,391; 3,890; 2,803).  
№ 18 t1 = 0,67; t2 = 0,45; t3 = 0,56; Т = (1,166; 0,805; 0,989).  
№ 19 f1 = 1,67; f2 = 1,52; f3 = 1,98; F = (4,283; 2,854; 4,183).  
№ 20 f1 = 1,46; f2 = 1,66; f3 = 1,07; F = (2,088; 3,040; 1,863). 

№ 22 
Таблица 7.25 – Результат решения задачи 22 

Отрасль 
Межотраслевые 
затраты труда Затраты труда на 

конечный продукт 
Затраты труда в 

отраслях 
1 2 3 

1 622,50 536,25 292,50 1485,00 2936,25 
2 695,50 874,19 251,45 1284,00 3105,14 
3 371,00 196,10 156,88 781,22 1505,20 

№ 23  
Таблица 7.25 – Результат решения задачи 23 

Отрасль 
Межотраслевые 
затраты труда Затраты труда на 

конечный продукт 
Затраты труда в 

отраслях 
1 2 3 

1 18,75 27,50 15,00 38,75 100 
2 25,50 19,50 34,50 22,50 102 
3 58,80 25,20 16,80 62,16 163 

№ 24 
Таблица 7.25 – Результат решения задачи 24 

Отрасль 
Стоимость межотраслевых 
производственных фондов 

Стоимость производст-
венных фондов  

на конечный продукт 

Стоимость 
производственных 

фондов 1 2 3 
1 187,50 258,75 95,25 511,50 1053,00 
2 70,70 339,5 224,00 566,30 1200,50 
3 855,60 366,00 615,60 1252,8 3090,00 
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№ 25 
Таблица 7.25 – Результат решения задачи 25 

Отрасль 
Стоимость межотраслевых 
производственных фондов 

Стоимость производст-
венных фондов  

на конечный продукт 

Стоимость 
производственных 

фондов 1 2 3 

1 145,70 102,46 195,05 371,30 815,51 

2 103,88 180,20 56,18 333,90 674,16 

3 283,40 178,75 77,35 461,50 1001,00 

 
№ 26 Ф1= 53,560; Ф2 = 14,115; Ф3 = 28,324.  
№ 27 L1 = 334,204; L2 = 238,706; L3 = 67,090. 

Контрольные вопросы 

1. Что содержит первый квадрант схемы МОБ? 
2. Что выражает второй квадрант схемы МОБ? 
3. Что содержит третий квадрант схемы МОБ? 
4. Что отражает четвертый квадрант МОБ? 
5. Назовите основные балансовые пропорции. 
6. Что называется коэффициентами прямых материальных затрат? 
7. Как рассчитываются коэффициенты прямых материальных затрат? 
8. Что называется коэффициентами полных материальных затрат? 
9. Как рассчитываются коэффициенты полных материальных затрат? 
10. Какой вид имеет балансовая модель? 
11. Какие задачи можно решать при помощи балансовой модели? 
12. Как рассчитываются коэффициенты прямой трудоемкости? 
13. Как рассчитываются коэффициенты полной трудоемкости? 
14. Как по данным МОБ построить баланс труда? 
15. Как рассчитываются коэффициенты прямой фондоемкости? 
16. Как рассчитываются коэффициенты полной фондоемкости? 
17. Как по данным МОБ построить баланс капитальных вложений? 
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I I I  Р а з д е л  

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ПРИНЯТИЯ  
УПРАВЛЕНЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ В УСЛОВИЯХ  

РИСКА И НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ 
 
 
 
 
 
 
 

Глава 8 МОДЕЛИРОВАНИЕ СИСТЕМ  
МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ 

8.1 Основные элементы и задачи, решаемые  
в рамках теории массового обслуживания 

Многие экономические задачи связаны с системами массового обслу-
живания (СМО), т.е. такими системами, в которых, с одной стороны, возни-
кают массовые запросы (требования) на выполнение каких-либо услуг, с дру-
гой – происходит удовлетворение этих запросов. 

С позиции моделирования процесса массового обслуживания ситуации, 
когда образуются очереди заявок (требований) на обслуживание, возникают 
следующим образом. Поступив в обслуживающую систему, требование при-
соединяется к очереди других (ранее поступивших) требований. Канал об-
служивания выбирает требование из находящихся в очереди, с тем, чтобы 
приступить к его обслуживанию. После завершения процедуры обслужива-
ния очередного требования канал обслуживания приступает к обслуживанию 
следующего требования, если таковое имеется в блоке ожидания. 

Цикл функционирования системы массового обслуживания подобного 
рода повторяется многократно в течение всего периода работы обслуживаю-
щей системы. При этом предполагается, что переход системы на обслужива-
ние очередного требования после завершения обслуживания предыдущего 
требования происходит мгновенно, в случайные моменты времени. 

Методами теории массового обслуживания могут быть решены многие 
задачи исследования процессов, происходящих в экономике. Так, в организа-
ции торговли эти методы позволяют определить оптимальное количество 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



208 
 

торговых точек данного профиля, численность продавцов, частоту завоза то-
варов и другие параметры. 

Примерами систем массового обслуживания могут служить: 
1) магазины; 
2) банки; 
3) ремонтные мастерские; 
4) почтовые отделения; 
5) посты технического обслуживания автомобилей, посты ремонта ав-

томобилей; 
6) персональные компьютеры, обслуживающие поступающие заявки 

или требования на решение тех или иных задач; 
7) аудиторские фирмы; 
8) отделы налоговых инспекций, занимающиеся приемкой и проверкой 

текущей отчетности предприятий; 
9) телефонные станции и т.д. 
СМО включает в себя следующие элементы (рис. 8.1):  
– источник требований (ИС);  
– входящий поток требований;  
– очередь; 
– обслуживающие устройства (каналы обслуживания);  
– выходящий поток требований.  

 
Рисунок 8.1 – Элементы системы массового обслуживания 

 
Основным признаком систем массового обслуживания является нали-

чие некоторой обслуживающей системы, которая предназначена для осуще-
ствления действий согласно требованиям поступающих в систему заявок. 
Заявки поступают в систему случайным образом. Поскольку обслуживающая 
система, как правило, имеет ограниченную пропускную способность, а заяв-
ки поступают нерегулярно, то периодически создается очередь заявок в ожи-
дании обслуживания, а иногда обслуживающая система простаивает в ожи-
дании заявок. И то и другое в экономических системах влечет непроизводи-
тельные издержки (потери), поэтому при проектировании систем массового 
обслуживания возникает задача нахождения рациональной пропускной спо-
собности системы, при которой достигается приемлемый компромисс между 
издержками от простоя в ожидании выполнения заявки и простоя системы от 
недогрузки. Впервые задачи такого типа были решены в работах А.К. Эрлан-
га в начале прошлого века и легли в основу «Теории массового обслужива-
ния», которая успешно развивается в настоящее время. 

входной
поток очередь

каналы
обслуживания

выходной
поток
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8.2 Классификация систем массового обслуживания 

Предметом теории массового обслуживания является установление 
зависимости между факторами, определяющими функциональные возможно-
сти системы массового обслуживания, и эффективностью ее функционирова-
ния. В большинстве случаев все параметры, описывающие системы массово-
го обслуживания, являются случайными величинами или функциями, поэто-
му эти системы относятся к стохастическим системам. 

Системы массового обслуживания могут быть классифицированы по 
ряду признаков. 

1. В зависимости от условий ожидания начала обслуживания разли-
чают: 

– СМО с потерями (отказами); 
– СМО с ожиданием (неограниченное ожидание или очередь);  
– СМО смешанного типа (с ограниченным ожиданием). 
В СМО с потерями (отказами) требования, поступающие в момент, ко-

гда все каналы обслуживания заняты, получают отказ и теряются. Классиче-
ским примером системы с отказами является телефонная станция. Если вы-
зываемый абонент занят, то требование на соединение с ним получает отказ 
и теряется. 

В СМО с ожиданием заявка, поступившая в момент занятости всех ка-
налов, становится в очередь и ожидает освобождения канала, который при-
мет ее к обслуживанию. Каждая заявка, поступившая на вход, в конце концов 
будет обслужена. 

СМО смешанного типа – это такие системы, в которых на пребывание 
заявки в очереди накладываются некоторые ограничения. Эти ограничения 
могут накладываться на длину очереди, т.е. максимально возможное  число 
заявок, которые одновременно могут находиться в очереди. СМО, допус-
кающие очередь, но с ограниченным числом требований в ней, называются 
системами с ограниченной длиной очереди. СМО, допускающие очередь, но 
с ограниченным сроком пребывания каждого требования в ней, называются 
системами с ограниченным временем ожидания. 

2. По числу каналов обслуживания СМО делятся на: 
– одноканальные; 
– многоканальные. 
3. По месту нахождения источника требований СМО делятся на: 
– разомкнутые, когда источник требования находится вне системы; 
– замкнутые, когда источник находится в самой системе. 
Примером разомкнутой системы может служить ателье по ремонту те-

левизоров. Здесь неисправные телевизоры – это источник требований на их 
обслуживание, находятся вне самой системы, число требований можно счи-
тать неограниченным. К замкнутым СМО относится, например, станочный 
участок, в котором станки являются источником неисправностей, а следова-
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тельно, источником требований на их обслуживание, например, бригадой на-
ладчиков. 

4. По дисциплине обслуживания выделяют: 
– однофазные; 
– многофазные.  
Методы и модели, применяющиеся в теории массового обслуживания, 

можно условно разделить на: 
– аналитические;  
– имитационные.  
Аналитические методы теории массового обслуживания позволяют 

получить характеристики системы как некоторые функции параметров ее 
функционирования. Благодаря этому появляется возможность проводить ка-
чественный анализ влияния отдельных факторов на эффективность работы 
СМО.  

Имитационные методы основаны на моделировании процессов массо-
вого обслуживания на ЭВМ и применяются, если невозможно применение 
аналитических моделей. 

8.3 Основные свойства простейшей системы  
массового обслуживания 

В настоящее время теоретически наиболее разработаны и удобны в 
практических приложениях методы решения таких задач массового обслу-
живания, в которых входящий поток требований является простейшим (пу-
ассоновским). 

Для простейшего потока частота поступления требований в систему 
подчиняется закону Пуассона, т.е. вероятность поступления за время t ровно 
k требований задается формулой: 

 
( )

( ) .
!

k
t

k
t

P t e
k


  (8.1) 

Простейший поток обладает тремя основными свойствами: ординарно-
сти, стационарности и отсутствием последействия. 

Ординарность потока означает практическую невозможность одно-
временного поступления двух и более требований. Например, достаточно 
малой является вероятность того, что из группы станков, обслуживаемых 
бригадой ремонтников, одновременно выйдут из строя сразу несколько стан-
ков. 

Стационарным называется поток, для которого математическое ожи-
дание числа требований, поступающих в систему в единицу времени (обо-
значим λ), не меняется во времени. Таким образом, вероятность поступления 
в систему определенного количества требований в течение заданного проме-

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



211 
 

жутка времени ∆t зависит от его величины и не зависит от начала его отсчета 
на оси времени. 

Отсутствие последействия означает, что число требований, посту-
пивших в систему до момента t, не определяет того, сколько требований по-
ступит в систему за промежуток времени от t до t + ∆t. 

Важная характеристика СМО – время обслуживания требований в 
системе. Время обслуживания одного требования является, как правило, 
случайной величиной и, следовательно, может быть описано законом рас-
пределения. Наибольшее распространение в теории и, особенно, в практиче-
ских приложениях получил экспоненциальный закон распределения времени 
обслуживания. Функция распределения для этого закона имеет вид: 
 F(t) = 1 – e–t, (8.2) 
где  – параметр экспоненциального закона распределения времени обслу-

живания требований в системе (соответствует среднему количеству кли-
ентов в системе в единицу времени); 
1/ – среднее время обслуживания одного клиента; 
 = 1/tобс – интенсивность обслуживания (среднее число обслужива-
ний в единицу времени); 
tобс – среднее время обслуживания одной заявки. 

8.4 Расчет основных характеристик СМО 

Рассмотрим аналитические модели наиболее распространенных СМО с 
ожиданием, т.е. таких СМО, в которых требования, поступившие в момент, 
когда все обслуживающие каналы заняты, ставятся в очередь и обслужива-
ются по мере освобождения каналов. 

Общая постановка задачи состоит в следующем. Система имеет n об-
служивающих каналов, каждый из которых может одновременно обслужи-
вать только одно требование. 

В систему поступает простейший (пуассоновский) поток требований с 
параметром λ (λ – количество поступающих заявок в единицу времени, 1/λ – 
среднее время появления одного клиента). Если в момент поступления оче-
редного требования в системе на обслуживании уже находится не меньше п 
требований (т.е. все каналы заняты), то это требование становится в очередь 
и ждет начала обслуживания. 

Время обслуживания каждого требования 1/μ – случайная величина, 
которая подчиняется экспоненциальному закону распределения с параметром 
μ (количество обслуживаемых клиентов в единицу времени). 

СМО с ожиданием можно разбить на две большие группы: замкнутые и 
разомкнутые. К замкнутым относятся системы, в которых поступающий по-
ток требований возникает в самой системе и ограничен. Если питающий ис-
точник обладает бесконечным числом требований, то системы называются 
разомкнутыми. Примерами подобных систем могут служить магазины, кас-
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сы вокзалов, портов и др. Для этих систем поступающий поток требований 
можно считать неограниченным. Расчет характеристик работы СМО различ-
ного вида может быть проведен на основе расчета вероятностей состояний 
СМО (так называемые формулы Эрланга). 

Рассмотрим алгоритмы расчета показателей качества функционирова-
ния разомкнутой системы массового обслуживания с ожиданием. 

При изучении таких систем рассчитывают различные показатели эф-
фективности обслуживающей системы. В качестве основных показателей мо-
гут быть вероятность того, что все каналы свободны или заняты, математиче-
ское ожидание длины очереди (средняя длина очереди), коэффициенты заня-
тости и простоя каналов обслуживания и др. 

Введем в рассмотрение параметр  = λ/μ – нагрузка системы (среднее 
количество каналов, необходимое для обслуживания всех поступающих в 
единицу времени требований). Заметим, что если /n < 1, то очередь не рас-
тет безгранично. Это условие означает, что число обслуживающих каналов 
должно быть больше среднего числа каналов, необходимых для того, чтобы 
за единицу времени обслужить все поступившие требования. Для однока-
нальной системы (n = 1) данное условие будет выглядеть  < 1. Тогда основ-
ные характеристики системы массового обслуживания определяются по 
формулам: 

1) вероятность того, что все обслуживающие каналы свободны: 

 

11

0 ;
! !(1 / )

k nn

k

P
k n n

  
   
  (8.3) 

2) вероятность того, что занято ровно k обслуживающих каналов при 
условии, что общее число требований, находящихся на обслуживании, не 
превосходит числа обслуживающих аппаратов: 
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k

kP P
k


 , при 1 ≤  k ≤  n; (8.4) 

3) вероятность того, что в системе находится k требований в случае, ко-
гда их число больше числа обслуживающих каналов: 

 0,
!

k

k k n
P P

n n 


  при k ≥ n; (8.5) 

4) вероятность того, что все обслуживающие каналы заняты: 

 0 ; ( / 1)
!(1 / )

k

kP P n
n n


  

 ; (8.6) 

5) среднее время ожидания требованием начала обслуживания в систе-
ме (коэффициент простоя очереди): 

 1
0

; ( / 1);
( )

nP
E n

n
  
   (8.7) 

6) средняя длина очереди: 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



213 
 

 

1

2 02
; ( / 1);

(1 / ) ! (1 / )

n
nP

E P n
n n n n n

 
   

 
 (8.8) 

7) среднее число свободных от обслуживания каналов: 
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8) коэффициент простоя каналов: 
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9) среднее число занятых обслуживанием каналов: 

 4 3;E n E   (8.11) 
10) коэффициент загрузки каналов: 

 
4 .p

E
K

n
  (8.12) 

Замечание. Для замкнутых систем приведенные характеристики рассчитыва-
ются несколько иначе. 

Вышеописанные характеристики удобно использовать при проектиро-
вании СМО. После проведенных вычислений данные по различным полу-
ченным вариантам сводят в таблицы. Окончательное решение о выборе дис-
циплины очереди, количестве каналов их пропускной способности принима-
ется лицом, принимающим решение (ЛПР), и может зависеть от множества 
факторов, в том числе и субъективных.  

Упражнения 

Простейший поток событий 

Задача 1 

На телефон диспетчера предприятия поступает простейший поток вы-
зовов с интенсивностью λ = 1,2 вызовов в минуту. Найти вероятность того, 
что за 2 минуты: а) не придет ни одного вызова; б) придет ровно один вызов; 
в) придет хотя бы один вызов. 

Решение 
а) случайная величина X – число вызовов за две минуты – распределена 

по закону Пуассона с параметром λt =1,2 · 2 = 2,4. Вероятность того, что вы-
зовов не будет (k = 0), по формуле (Pk(t) = e−λτ): P0(2) = e−2,4 ≈ 0,091; 

б) вероятность одного вызова (k =1) по формуле ( t
k

k e
k

t
tP  

!

)(
)( ):  

P1(2) = 2,4·0,091 ≈ 0,218; 
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в) вероятность хотя бы одного вызова: P(X ≥1) = 1 – P(X = 0) = 1 –  
– P0(2) = 1 – 0,091 ≈ 0,909. 

Задача 2  

Секретарю в приемную директора поступает простейший поток вызо-
вов на телефон с интенсивностью λ =1,7 вызовов в минуту. Найти вероят-
ность того, что за 5 минут: а) не придет ни одного вызова; б) придет ровно 
один вызов; в) придет хотя бы один вызов. 

Одноканальная СМО с отказами 

Задача 3  

Дежурный по администрации города имеет один телефон. Телефонные 
звонки поступают с интенсивностью 90 заявок в час, средняя продолжитель-
ность разговора составляет 2 мин. Определить показатели СМО дежурного 
администратора. 

Решение 
Выбираем λ = 90 в час.; t = 2 мин. Исчисляем показатели обслуживания 

для одноканальной СМО: 
1) интенсивность потока обслуживания: μ = 60/2 = 30; 
2) интенсивность нагрузки:  = λ · tобс = 90 · 2/60 = 3. Интенсивность 

нагрузки  = 3 показывает степень согласованности входного и выходного 
потоков заявок канала обслуживания и определяет устойчивость системы 
массового обслуживания; 

3) вероятность, что канал свободен (доля времени простоя канала):         
p0 = μ/(λ + μ), p0 = 30/(90 + 30) = 0,25. Следовательно, 25% в течение часа ка-
нал будет не занят, время простоя равно tпр = 15 мин.; 

4) доля заявок, получивших отказ: p1 = 1 – p0 = 1 – 0,25 = 0,75. Значит, 
75% из числа поступивших заявок не принимаются к обслуживанию; 

5) относительная пропускная способность. Доля обслуживаемых зая-
вок, поступающих в единицу времени: Q = p0 = 0,25; 

6) абсолютная пропускная способность: A = Q · λ = 0,25 · 90 = 22,5 зая-
вок/час; 

7) среднее время простоя СМО: tпр = p1 · tобс = 0,75 · 0,0333 = 0,02 час; 
8) среднее число обслуживаемых заявок: Lобс =  · Q = 3 · 0,25 = 0,75 ед.; 
Число заявок, получивших отказ в течение часа: λ · p1 = 68 заявок в час. 

Номинальная производительность СМО: 1/0,0333 = 30 заявок в час. Фактиче-
ская производительность СМО: 22,5/30 = 75% от номинальной производи-
тельности. 

Задача 4 

Пусть одноканальная СМО с отказами представляет собой один пост 
ежедневного обслуживания (ЕО) для тракторов. Заявка – трактор, прибыв-
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ший в момент, когда пост занят, – получает отказ в обслуживании. Интен-
сивность потока тракторов равно 1,0 (трактор в час). Средняя продолжитель-
ность обслуживания – 1,8 часа. Поток тракторов и поток обслуживания яв-
ляются простейшими. Определить показатели СМО. 

Задача 5 

Дежурный ремонтной мастерской имеет пять телефонов. В среднем по-
ступает 90 телефонных звонков в час. Длительность разговора в среднем – 2 
минуты. Требуется определить показатели эффективности работы дежурно-
го. 

Одноканальная СМО с ожиданием и ограничением на длину очереди 

Задача 6 

На сельскохозяйственной заправочной станции имеется одна колонка. 
Площадка при станции, на которой машины ожидают заправку, может вме-
стить не более 3 сельскохозяйственных машин одновременно, и если она за-
нята, то очередная машина, прибывшая к станции, в очередь не становится, а 
уезжает. В среднем машины прибывают на станцию каждые 2 мин. Процесс 
заправки одной машины продолжается в среднем 2,5 мин. Определить ос-
новные характеристики системы. 

Решение  
Математической моделью данной станции является одноканальная 

СМО с ожиданием и ограничением на длину очереди (m = 3). Предполагает-
ся, что поток сельскохозяйственных машин, подъезжающих к станции для 
заправки, и поток обслуживаний – простейшие. 

Поскольку машины прибывают в среднем через каждые 2 мин, то ин-
тенсивность входящего потока равна λ = 1/2 = 0,5 (машин в минуту). Среднее 
время обслуживания одной машины tоб = 2,5 мин, следовательно, интенсив-
ность потока обслуживаний μ = 1/2,5 = 0,4 (машины в минуту). 

Определяем интенсивность нагрузки канала:  = λ/μ = 0,5/0,4 = 1,25. 
Вычисляем вероятность отказа: 
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 (8.13) 
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откуда относительная пропускная способность Q = 1 − Pотк = 1 − 0,297 = 
= 0,703 и абсолютная пропускная способность A = Qλ =  0,703 · 0,5 ≈ 0,352. 

Среднее число машин, ожидающих в очереди на заправку: 
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Среднее время ожидания машины в очереди находим по формуле 
Литтла: Tоч = Lоч / λ = 1,559/0,5 = 3,118 мин. 

Таким образом, из анализа работы СМО следует, что из каждых 100 
подъезжающих машин 30 получают отказ (Ротк ≈ 29,7%), т.е. обслуживаются 
2/3 заявок. Поэтому необходимо либо сократить время обслуживания одной 
машины (увеличить интенсивность потока обслуживаний), либо увеличить 
число колонок, либо увеличить площадку для ожидания. 

Оптимальное решение принимается с учетом затрат, связанных соот-
ветственно с увеличением штата обслуживающего персонала (увеличение 
производительности канала), с расширением площадки для ожидания или 
приобретением дополнительной колонки, и потерь, связанных с потерей зая-
вок на обслуживание. 

Задача 7 

На заправочной станции для машин работает одна заправочная колон-
ка. Среднее время обслуживания одной машины 2 минуты. Около станции 
находится площадка на 5 машин для ожидания, если колонка занята. Если 
колонка занята и все места на стоянке, то вновь прибывшая машина уезжает. 
В среднем каждые 2,5 минуты прибывает машина. Найти основные показате-
ли работы станции. 

Задача 8 

Специализированный пост диагностики сельскохозяйственных машин 
и тракторов представляет собой одноканальную СМО. Число стоянок для 
машин, ожидающих проведения диагностики, ограниченно и равно 3. Если 
все стоянки заняты, т.е. в очереди уже находится три машины, то очередная 
машина, прибывшая на диагностику, в очередь на обслуживание не стано-
вится. Поток машин, прибывающих на диагностику, имеет интенсивность           
λ = 0,85 (машин в час). Время диагностики машин распределено по показа-
тельному закону и в среднем равно tоб = 1,05 час. 

Требуется определить вероятностные характеристики поста диагности-
ки, работающего в стационарном режиме. 

Одноканальная СМО с неограниченным ожиданием 

В качестве примера рассмотрим задачу проектирования автомобиле-
разгрузчика для элеватора. 

Пусть необходимо выбрать один из нескольких вариантов строительст-
ва. Автомобили с зерном прибывают на элеватор случайным образом, и если 
не могут быть обслужены сразу, становятся в очередь. Дисциплина очереди – 
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«первым пришел – первым обслужен». Предположим для простоты, что во 
всех вариантах рассматривается только один автомобилеразгрузчик, а вари-
ант от варианта отличается лишь ее мощностью. 

Предположим, статистические наблюдения позволили получить вели-
чину среднего количества клиентов μ, обслуживаемых в единицу времени. 
Обратная величина 1/μ определяет среднее время обслуживания одного кли-
ента. Величина λ интерпретируется как среднее число клиентов, появляю-
щихся на элеваторе за единицу времени, а обратная ей величина 1/λ – как 
среднее время появления одного клиента.  

Вероятность того, что за любой, уже не малый период времени T при-
будет п клиентов, подсчитывается по формуле: 
 Р(п) = (λT)n · exp(–λt)/n!,  п = 0, 1, 2,... (8.15) 
т.е. входной поток заявок является пуассоновским. 

Отметим, что в отличие от среднего количества автомобилей, прибы-
вающих в единицу времени на элеватор, т.е. величины λ, величина μ зависит 
от выбранного нами варианта строительства. Поэтому имеет смысл рассмат-
ривать те проекты, для которых среднее время обслуживания 1/μ меньше 
среднего времени прибытия клиентов 1/λ, иначе в противном случае очередь 
будет постоянно расти. В том же случае, когда 1/μ < 1/λ, через некоторое 
время после начала работы система перейдет в стационарный режим, т.е. ее 
показатели не будут зависеть от времени. 

Обозначим отношение λ/μ через , стационарный режим устанавливает-
ся при  < 1. Величину  называют нагрузкой системы. Тогда основные ха-
рактеристики системы массового обслуживания определяются по формулам: 

– коэффициент простоя системы: Eпр = 1 – ;                            
– среднее число клиентов в системе: Eкл = /(1 – );                       
– средняя длина очереди: Eдо = 2/(1 – );                  
– среднее время пребывания клиента в системе: Eвп = 1/(μ – λ);                 
– время пребывания клиента в очереди: Eво = /(μ – λ).              
На основе анализа значений приведенной системы показателей, харак-

теризующих систему массового обслуживания, делается вывод о целесооб-
разности выбора варианта строительства автомобилеразгрузчика. 

Задача 9 

Пусть для общих условий постановки задачи по проектированию АЗС 
для сельхозмашин известны следующие данные: средний интервал между 
прибытиями сельхозмашин составляет 4 минуты. Варианты строительства 
АЗС имеют следующие средние времена обслуживания автомобилей: 5 мин.; 
3,5 мин.; 2 мин.; 1 мин.; 0,5 мин. Результаты расчетов по исследованию раз-
личных вариантов строительства АЗС разместите в таблице.  
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Решение 
Результаты расчетов представлены в таблице 8.1. 
 

Таблица 8.1 – Результаты расчетов по данным задачи 9 

Характеристики СМО 1 2 3 4 5 

1/λ 4 мин. 4 мин. 4 мин. 4 мин. 4 мин. 

λ 0,25 0,25 0,25 0,25 0,25 

1/μ 5 мин. 3,5 мин. 2 мин. 1 мин. 0,5 мин. 

μ 0,2 0,286 0,5 1 2 

 1,25 0,875 0,5 0,25 0,125 

Eпр ̶ 0,25 0,125 0,5 0,75 0,875 

Eкл ̶ 5 7 1 0,333 0,143 

Eдо ̶ 6,25 6,125 0,5 0,083 0,018 

Eвп ̶ 20 27,477 4 1,333 0,571 

Eво ̶ 25 24,305 2 0,333 0,071 

 
По результатам расчета можно провести анализ, позволяющий дать ре-

комендации по выбору варианта строительства АЗС. 

Задача 10 

Используя общую постановку задачи по проектированию ремонтно-
тракторной мастерской, рассчитайте основные параметры и дайте рекомен-
дации по выбору варианта строительства мастерской, если исходные данные 
имеют следующий вид: интервал  прибытия клиентов – 5 мин., варианты 
среднего времени обслуживания: 4 мин.; 4,4 мин.; 5,3 мин.; 6 мин.; 6,2 мин. 
Результаты расчетов по исследованию различных вариантов строительства 
разместите в таблице. Проведите экономический анализ полученных резуль-
татов и дайте рекомендации по выбору варианта строительства. 

Решение задач с использованием  
табличного редактора MS Excel 

Определение интенсивности потока заявок  
и загрузки каналов обслуживания 

Задача 11 

Магазин посещают покупатели. Посещаемость по дням и часам пред-
ставлена в таблице 8.2. Построить гистограмму частот посещения магазина и 
вычислить интенсивность потока покупателей. 
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Таблица 8.2 – Посещаемость магазина покупателями 

День 
Часы 

1 2 3 4 5 6 7 8 
1 2 3 5 8 4 6 2 1 

2 1 6 5 3 4 6 7 2 

3 3 2 4 5 1 7 5 4 
4 2 3 2 5 4 6 8 2 

5 3 3 6 5 5 4 2 3 
6 2 4 5 4 5 6 2 4 

7 3 5 4 2 2 5 5 4 

8 1 2 2 3 4 4 7 6 
9 2 5 5 4 8 8 6 3 

10 3 3 4 5 4 6 7 2 

 
Решение 
Чтобы решить задачу, используя табличный редактор MS Excel, необ-

ходимо: 
1. Открыть табличный редактор (Пуск – Программы – MS Excel). 
2. Представить данные на листе книги Excel. Для вычисления интен-

сивности потока покупателей (λ) сгруппируем данные по числу покупателей 
(k), посетивших магазин в течение часа. 

3. Выполните команду «Сервис → Анализ данных» (в том случае, если 
Пакет АНАЛИЗ ДАННЫХ не установлен не Вашем компьютере, установите 
его, выполнив команду «Сервис → Надстройки → Пакет анализа» (рис. 8.2)). 

 

 
Рисунок 8.2 – Настройка пакета анализа в MS Excel 
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4. В открывшемся диалоговом окне «Анализ данных» выберите ПП 
«Гистограмма» и щелкните на кнопке «ОК» (рис. 8.3). 

 

 
Рисунок 8.3 – Диалоговое окно «Гистограмма» 

 
5. В открывшемся диалоговом окне «Гистограмма» выполните необхо-

димые установки:  
а) в окно «Входной интервал» введите адреса ячеек, содержащие зна-

чения посещаемости магазина покупателями (в нашем примере – ячейки 
B3:I12); 

б) в окно «Интервал карманов» введите диапазон ячеек и набор значе-
ний, определяющих отрезки (карманы). Эти значения должны быть введены 
в возрастающем порядке. В Microsoft Excel вычисляется число попаданий 
данных между текущим началом отрезка и соседним, большим по порядку, 
если такой есть. При этом включаются значения на нижней границе отрезка и 
не включаются значения на верхней границе. В нашем примере в качестве 
интервала карманов укажем адреса А3:А12, содержащие числа от 1 до 10, 
расположенные в возрастающем порядке; 

в) в окно «Выходной интервал» введите ссылку на левую верхнюю 
ячейку выходного диапазона. Размер выходного диапазона будет определен 
автоматически, и на экран будет выведено сообщение в случае возможного 
наложения выходного диапазона на исходные данные. В нашем примере 
укажем адрес А14. 

6. При желании: 
а) установите флажок «Паретто (отсортированная диаграмма)» – дан-

ные будут представлены в порядке убывания частоты. Если флажок снят, то 
данные в выходном диапазоне будут представлены в порядке возрастания 
отрезков, а трех самых правых столбцов с отсортированными данными не 
будет; 
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б) «Интегральный процент». Установите флажок для генерации инте-
гральных процентных отношений и  включения в гистограмму графика инте-
гральных процентов. Снимите флажок, чтобы не вычислять интегральные 
процентные соотношения; 

в) «Вывод графика». Установите флажок для автоматического создания 
встроенной диаграммы на листе, содержащем выходной диапазон (рис. 8.4). 

 

 
Рисунок 8.4 – Заполненное диалоговое окно «Гистограмма» 

 

7. Щелкните на кнопке «ОК» (рис. 8.5). 
 

 
Рисунок 8.5 – Полученные данные 
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В результате выполненных действий получим таблицу распределения 
частот посещения магазина покупателями (рис. 8.6). 

8. Интенсивность потока покупателей может быть найдена как сумма 
произведений числа посещений (карман) на наблюдаемую частоту посеще-
ний (f ), деленная на общее число посещений: 

 

 
Рисунок 8.6 – Фрагмент листа Excel c таблицей распределения  

частот посещения магазина покупателями 
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  (8.16) 

В нашем примере количество покупателей в единицу времени опреде-
лится как: 

λ = СУММПРОИЗВ(A15:A24;B15:B24)/СУММ(B15:B24) = 4,063 поку-
пателей/час., а среднее время прихода одного покупателя определится как  
1/λ = 0,246 часа (или 14,8 мин). 

Задача 12 

Магазин посещают покупатели. Посещаемость по дням и часам пред-
ставлена в таблице 8.3. Построить гистограмму частот посещения магазина и 
вычислить интенсивность потока покупателей. 
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Таблица 8.3 – Посещаемость магазина покупателями 

День 
Часы 

День 
Часы 

1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 4 5 5 9 5 6 2 3 6 3 5 9 8 6 7 4 5 
2 2 5 4 6 8 7 5 4 7 3 6 7 7 4 6 9 4 
3 2 3 5 6 9 8 6 5 8 2 3 2 4 7 8 8 5 
4 3 4 5 7 5 6 9 3 9 4 6 7 6 9 8 5 2 
5 1 4 7 6 4 5 3 4 10 4 5 5 6 7 7 9 1 

Ответы 

№ 2 λt = 8,5; P0(2) ≈ 0,0002; P1(2) ≈ 0,0017; P(X ≥ 1) ≈ 0,9998. 
№ 4 μ = 0,555;   = 1,8; p0 = 0,356; p1 = 0,644; Q = p0 = 0,356; A = 0,356;          

tпр = 1,16 час; Lобс = 0,64 ед. Номинальная производительность СМО:              
0,555 тракторов в час. 

№ 5 µ = 0,5; λ = 1,5 звонка в минуту;  = 0,75; p0 = 0,25; p1 = 0,75;                
Q = p0 = 0,25; A = 0,375 заявок, обслуживается в минуту; tпр = 0,02 час;             
Lобс = 0,19 ед. 

№ 7  Длина очереди равна 5; λ = 0,4 (машин в минуту). Среднее время 
обслуживания одной машины tоб = 2 мин; μ = 0,5 (машины в минуту);  = 0,8; 
Ротк ≈ 0,066; Q = 0,934 с.-х. машин. A ≈ 0,374; Lоч ≈ 1,392; Tоч = 3,48 мин. Ра-
боту рассмотренного поста диагностики можно считать удовлетворительной, 
так как пост диагностики не обслуживает машины в среднем в 6,6% случаев 
(Ротк = 0,066). 

№ 8 μ =0,952 (машин и тракторов в минуту);  = 0,893; Ротк ≈ 0,158;      
Q = 0,842; A ≈ 0,716; Lоч ≈ 1,043; Tоч = 1,227 часа. Работу рассмотренного поста 
диагностики можно считать удовлетворительной, так как пост диагностики не 
обслуживает машины и трактора в среднем в 15,8% случаев (Ротк = 0,158). 

№ 10  
Таблица 8.4 – Результат решения задачи 10 

Характеристики СМО 1 2 3 4 5 

1/λ 5 мин 5 мин 5 мин 5 мин 5 мин 

λ 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 

1/μ 4 мин 4,4 мин 5,3 мин 6 мин 6,2 мин 

μ 0,25 0,28 0,19 0,17 0,16 

 0,8 0,88 1,06 1,2 1,24 

Eпр 0,2 0,12 –0,06 –0,2 –0,24 

Eкл 4 7,33 –17,67 –6 –5,17 

Eдо 3,2 6,45 –18,73 –7,2 –6,41 

Eвп 20 36,67 –88,33 –30 –25,83 

Eво 16 32,27 –93,63 –36 –32,03 
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№ 12 

 
Рисунок 8.7 – Решение задачи 12 

Контрольные вопросы 

1. Дайте формулировки определений основных понятий систем массо-
вого обслуживания. 

2. Приведите примеры систем массового обслуживания. 
3. Запишите элементы системы массового обслуживания. 
4. Дайте классификацию систем массового обслуживания. 
5. Приведите основные свойства простейшей системы массового об-

служивания. 
6. Запишите формулы, определяющие основные характеристики систе-

мы массового обслуживания. 
7. Приведите пример решения задач системы массового обслуживания 

с простейшим потоком событий. 
8. Приведите пример решения задач системы массового обслуживания 

с одним каналом с отказами. 
9. Приведите пример решения задач системы массового обслуживания 

с одним каналом с ожиданием и ограничением на длину очереди. 
10. Приведите пример решения задач системы массового обслуживания 

с одним каналом с неограниченным ожиданием. 
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Глава 9 ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ИГР  
В ЗАДАЧАХ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

9.1 Основные положения теории игр 

В последние время наблюдается стремительное повышение интереса к 
теории игр и значительное возрастание ее роли. Во многом это объясняется 
тем, что без нее в настоящее время уже немыслима современная экономиче-
ская теория, причем область применения теории игр постоянно расширяется. 
Теория игр прошла путь от весьма формализованной теории, представлявшей 
интерес в первую очередь для математиков и ставшей источником целого ря-
да работ чрезвычайно глубокого математического содержания, до одного из 
важнейших инструментов анализа огромного многообразия задач, возни-
кающих в экономике, политике, социальных науках и т.д. (не утратив при 
этом своего математического содержания). 

Теория игр берет свое начало из неоклассической экономики. В 1944 г. 
Джон Фон Нейман в соавторстве с экономистом Принстонского университе-
та Оскаром Моргенштерном опубликовал работу «Теория игр и экономиче-
ское поведение». Данную публикацию считают моментом зарождения теории 
игр. Новый подход был чисто математическим. Многие предсказали револю-
цию в экономических науках благодаря его использованию. С самого начала 
данная теория игр претендовала на описание рационального поведения при 
принятии решений во взаимосвязанных ситуациях, что характерно для боль-
шинства актуальных проблем в экономических и социальных науках. Такие 
тематические области, как стратегическое поведение, конкуренция, коопера-
ция, риск и неопределенность, являются ключевыми в теории игр и непо-
средственно связаны с управленческими задачами. 

В последние годы значение теории игр существенно возросло во мно-
гих областях экономических и социальных наук. При решении экономиче-
ских задач часто приходится анализировать ситуации, в которых сталкива-
ются интересы двух или более конкурирующих сторон, преследующих раз-
личные цели (это особенно характерно в условиях рыночной экономики). 
При этом в экономике она применима не только для решения общехозяйст-
венных задач, но и для анализа стратегических проблем предприятий, разра-
боток организационных структур и систем стимулирования. 

Чтобы описать игру, необходимо сначала выявить ее участников. Это 
условие легко выполнимо, когда речь идет об обычных играх типа шахмат, 
канасты и т.п. Иначе обстоит дело с «рыночными играми». Здесь не всегда 
просто распознать всех игроков, т.е. действующих или потенциальных кон-
курентов. Практика показывает, что не обязательно идентифицировать всех 
игроков, надо обнаружить наиболее важных. 
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Игры охватывают, как правило, несколько периодов, в течение которых 
игроки предпринимают последовательные или одновременные действия. Эти 
действия обозначаются термином «ход». Действия могут быть связаны с це-
нами, объемами продаж, затратами на научные исследования и разработки 
и т.д. Периоды, в течение которых игроки делают свои ходы, называются 
этапами игры. Выбранные на каждом этапе ходы в конечном счете опреде-
ляют платежи (выигрыш или убыток) каждого игрока, которые могут выра-
жаться в материальных ценностях или деньгах (преимущественно дисконти-
рованная прибыль). 

Еще одним основным понятием данной теории является стратегия иг-
рока. Под ней понимаются возможные действия, позволяющие игроку на ка-
ждом этапе игры выбирать из определенного количества альтернативных ва-
риантов такой ход, который представляется ему «лучшим ответом» на дейст-
вия других игроков. Относительно концепции стратегии следует заметить, 
что игрок определяет свои действия не только для этапов, которых фактиче-
ски достигла конкретная игра, но и для всех ситуаций, включая и те, которые 
могут и не возникнуть в ходе данной игры. 

Важна и форма представления игры. Обычно выделяют нормальную, 
или матричную, форму и развернутую, заданную в виде дерева. Эти формы 
для простой игры представлены в таблице 9.1 и на рисунке 9.1. 

 
Таблица 9.1 – Нормальная форма игры 

2 
1 

Низкая цена Высокая цена 

Низкая цена 
ПW

ПW 
ПG

ПM 

Высокая цена 
ПM

ПG 

ПK

ПK 

 
 

 
Рисунок 9.1 – Развернутая форма игры 
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Чтобы установить первую связь со сферой управления, игру можно 
описать следующим образом. Два предприятия, производящие однородную 
продукцию, стоят перед выбором. В одном случае они могут закрепиться на 
рынке благодаря установлению высокой цены, которая обеспечит им сред-
нюю монопольную прибыль ПK. При вступлении в жесткую конкурентную 
борьбу оба получают прибыль ПW. Если один из конкурентов устанавливает 
высокую цену, а второй – низкую, то последний реализует монопольную 
прибыль ПM, другой же несет убытки ПG. Подобная ситуация может, напри-
мер, возникнуть, когда обе фирмы должны объявить свою цену, которая впо-
следствии не может быть пересмотрена. 

При отсутствии жестких условий обоим предприятиям выгодно назна-
чить низкую цену. Стратегия «низкой цены» является доминирующей для 
любой фирмы: вне зависимости от того, какую цену выбирает конкурирую-
щая фирма, самой всегда предпочтительней устанавливать низкую цену. Но в 
таком случае перед фирмами возникает дилемма, так как прибыль ПK (кото-
рая для обоих игроков выше, чем прибыль ПW) не достигается. 

Стратегическая комбинация «низкие цены/низкие цены» с соответст-
вующими платежами представляет собой равновесие Нэша, при котором ни 
одному из игроков невыгодно в одностороннем порядке отходить от выбран-
ной стратегии. Подобная концепция равновесия является принципиальной 
при разрешении стратегических ситуаций, но при определенных обстоятель-
ствах она все же требует усовершенствования. 

Что касается указанной выше дилеммы, то ее разрешение зависит, в ча-
стности, от оригинальности ходов игроков. Если предприятие имеет возмож-
ность пересмотреть свои стратегические переменные (в данном случае цену), 
то может быть найдено кооперативное решение проблемы даже без жесткого 
договора между игроками. Интуиция подсказывает, что при многократных 
контактах игроков появляются возможности добиться приемлемой «компен-
сации». Так, при известных обстоятельствах нецелесообразно стремиться к 
краткосрочным высоким прибылям путем ценового демпинга, если в даль-
нейшем может возникнуть «война цен». 

Таблица 9.1 и рисунок 9.1 характеризуют одну и ту же игру. Предос-
тавление игры в нормальной форме в обычном случае отражает «синхрон-
ность». Однако это не означает «одновременность» событий, а указывает на 
то, что выбор стратегии игроком осуществляется в условиях неведения о вы-
боре стратегии соперником. При развернутой форме такая ситуация выража-
ется через овальное пространство (информационное поле). При отсутствии 
этого пространства игровая ситуация приобретает иной характер: сначала 
решение должен бы принимать один игрок, а другой мог бы делать это вслед 
за ним. 
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9.2 Классификация игр 

Классификацию игр можно проводить по:  
 количеству игроков;  
 количеству стратегий;  
 характеру взаимодействия игроков; 
 характеру выигрыша; 
 количеству ходов;  
 состоянию информации и др. 
В зависимости от количества игроков различают: 
 игры двух игроков;  
 игры n игроков.  
Первые из них наиболее изучены. Игры трех и более игроков менее ис-

следованы из-за возникающих принципиальных трудностей и технических 
возможностей получения решения. Чем больше игроков, тем больше про-
блем. 

По количеству стратегий игры делятся на: 
 конечные; 
 бесконечные. 
Если в игре все игроки имеют конечное число возможных стратегий, то 

она называется конечной. Если же хотя бы один из игроков имеет бесконеч-
ное количество возможных стратегий, игра называется бесконечной. 

По характеру взаимодействия игры делятся на:  
 бескоалиционные: игроки не имеют права вступать в соглашения, об-

разовывать коалиции; 
 коалиционные (кооперативные) – игроки могут вступать в коалиции. 
В кооперативных играх коалиции определены заранее. 
По характеру выигрышей игры делятся на:  
 игры с нулевой суммой – «антагонистические», общий капитал всех 

игроков не меняется, а перераспределяется между игроками (сумма выигры-
шей всех игроков равна нулю);  

 игры с ненулевой суммой. 
По виду функций выигрыша игры делятся на:  
 матричные; 
 биматричные; 
 непрерывные; 
 выпуклые; 
 сепарабельные;  
 типа дуэлей и др. 
Матричная игра – это конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в 

которой задается выигрыш игрока 1 в виде матрицы (строка матрицы соот-
ветствует номеру применяемой стратегии игрока 1, столбец – номеру приме-
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няемой стратегии игрока 2; на пересечении строки и столбца матрицы нахо-
дится выигрыш игрока 1, соответствующий применяемым стратегиям). 

Для матричных игр доказано, что любая из них имеет решение и оно 
может быть легко найдено путем сведения игры к задаче линейного про-
граммирования. 

Биматричная игра – это конечная игра двух игроков с ненулевой сум-
мой, в которой выигрыши каждого игрока задаются матрицами отдельно для 
соответствующего игрока (в каждой матрице строка соответствует стратегии 
игрока 1, столбец – стратегии игрока 2, на пересечении строки и столбца в 
первой матрице находится выигрыш игрока 1, во второй матрице – выигрыш 
игрока 2). 

Для биматричных игр также разработана теория оптимального поведе-
ния игроков, однако решать такие игры сложнее, чем обычные матричные. 

Непрерывной считается игра, в которой функция выигрышей каждого 
игрока является непрерывной в зависимости от стратегий. Доказано, что иг-
ры этого класса имеют решения, однако не разработано практически прием-
лемых методов их нахождения. 

Если функция выигрышей является выпуклой, то такая игра называется 
выпуклой. Для них разработаны методы решения, состоящие в отыскании 
чистой оптимальной стратегии (определенного числа) для одного игрока и 
вероятностей применения чистых оптимальных стратегий другого игрока. 
Такая задача решается сравнительно легко. 

Сепарабельные игры – игры, в которых функция выигрышей может 
быть разделена на сумму произведений функций одного аргумента. 

9.3 Свойства решений матричных игр 

Оптимальные стратегии легко находятся для небольших игр, но вычис-
ления становятся достаточно сложными с ростом числа стратегий. Для поис-
ка оптимальных стратегий используется несколько приемов. 

Первый прием состоит в уменьшении размерности игры за счет опре-
деления доминирующих строк и столбцов в платежной матрице. Домини-
рующим столбцом (строкой) называется столбец, в котором все выигрыши 
не меньше выигрышей в некотором другом столбце. 

Чистая стратегия – это стратегия, ориентированная на определенное 
поведение игрока-противника. Смешанная стратегия – это стратегия, ори-
ентированная на несколько возможных стратегий поведения игрока-
противника. 

Обозначим через G (Х, Y, А) игру двух лиц с нулевой суммой, в которой 
игрок 1 выбирает стратегию  х  Х, игрок 2 – y  Y , после чего игрок 1 полу-
чает выигрыш А = А (х, y) за счет игрока 2. 

Стратегия х1 игрока 1 доминирует (строго доминирует) над стратегией 
х2, если: 
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А (х1, y)  А (х2, y)   (А (х1, y) > А (х2, y)), y   . 
Стратегия y1 игрока 2 доминирует (строго доминирует) над стратегией 

y2, если: 
А (х, y1)  А (х, y2)   (А (х, y1) < А (х, y2)), х  Х. 

При этом стратегии х2 и y2 называются доминируемыми (строго доми-
нируемыми). 

Доминируемый столбец может быть заведомо удален из дальнейшего 
рассмотрения.  

Второй подход состоит также в упрощении матрицы выигрышей за 
счет того, что аффинное преобразование матрицы платежей (т.е. преобразо-
вание всех элементов платежной матрицы по правилу W = aW + b, a ≠ 0) не 
изменяет решения игры. Это свойство используется для упрощения и прида-
ния наглядности матрице выигрышей (платежей). 

Спектром смешанной стратегии игрока в конечной антагонистиче-
ской игре называется множество всех его чистых стратегий, вероятность ко-
торых согласно этой стратегии положительна. 

Свойство 1. Если чистая стратегия одного из игроков содержится в 
спектре некоторой его оптимальной стратегии, то выигрыш этого игрока в 
ситуации, образованной данной чистой стратегией и любой оптимальной 
стратегией другого игрока, равен значению конечной антагонистической иг-
ры. 

Свойство 2. Ни одна строго доминируемая чистая стратегия игрока не 
содержится в спектре его оптимальной стратегии (данное свойство вытекает 
из определения доминируемых стратегий). 

Приведем определение подматрицы: игра G = (Х, Y, А) называется 
подыгрой игры G (Х, Y, А), если Х  Х,   , а матрица А является под-
матрицей матрицы А. Матрица А при этом строится следующим образом. 
В матрице А остаются доминирующие строки и столбцы, соответствующие 
стратегиям Х и , а остальные «вычеркиваются». Все то, что «останется» 
после этого в матрице А, и будет матрицей А. Подматрицы используются для 
упрощения игры. 

Свойство 3. Пусть G = (Х, Y, А) – конечная антагонистическая игра,           
G = (Х \ х, Y, А) – подыгра игры G, а х – чистая стратегия игрока 1 в игре G, 

доминируемая некоторой стратегией x , спектр которой не содержит х. Тогда 
всякое решение (х0, y0, ) игры G является решением игры G. 

Свойство 4. Пусть G = (Х, Y, А) – конечная антагонистическая игра,            
G = (Х, Y \ y, А) – подыгра  игры G, а y – чистая стратегия игрока 2 в игре G, 
доминируемая некоторой стратегией y , спектр которой не содержит y. Тогда 
всякое решение игры G является решением G. 

Свойство 5. Если для чистой стратегии х игрока 1 выполнены условия 
свойства 3, а для чистой стратегии y игрока 2 выполнены условия свойства 4, 
то всякое решение игры G = (Х \ х, Y \ y, А) является решением игры              
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G = (Х, Y, А). (Иными словами, решение подматрицы игры является решени-
ем матрицы данной игры.) 

Свойство 6. Тройка (х0, y0, ) является решением игры G = (Х, Y, А) то-
гда и только тогда, когда (х0, y0, k + а) является решением игры G(Х, Y, 
kА + а), где а – любое вещественное число, k > 0. (Аффинное преобразование 
не влияет на результат истинного решения матричной игры.) 

Свойство 7. Для того, чтобы х0 = ( 00
 

0
1    ...,,...,, mi xxx ) была оптимальной 

смешанной стратегией матричной игры с матрицей А и ценой игры , необ-
ходимо и достаточно выполнение следующих неравенств: 
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Аналогично для игрока 2: чтобы y0 = ( 0
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Из последнего свойства вытекает: чтобы установить, являются ли 
предполагаемые (х, y) и  решением матричной игры, достаточно проверить, 
удовлетворяют ли они неравенствам (9.1) и (9.2). С другой стороны, найдя 
неотрицательные решения неравенств (9.1) и (9.2) совместно со следующими 
уравнениями: 

 
1

1,
m

i
i

x 

 1

1

 

 





n

j
jy , (9.3)  

получим решение матричной игры. 
Таким образом, решение матричной игры сводится к нахождению не-

отрицательных параметров решений линейных неравенств (9.1), (9.2) и ли-
нейных уравнений (9.3). Однако это требует большого объема вычислений, 
которое растет с увеличением числа чистых стратегий игроков (например, 
для матрицы 33 имеем систему из 6 неравенств и 2 уравнений). Поэтому в 
первую очередь следует, по возможности, используя свойства 2 и 3, умень-
шить число чистых стратегий игроков. Затем необходимо во всех случаях 
проверить выполнение неравенства: 

 max
i

min
j

ija  = min
j

max
i

ija . (9.4) 

Если оно выполняется, то игроки имеют чистые оптимальные страте-
гии (игрок 1 – чистую максиминную, а игрок 2 – чистую минимаксную). 
В противном случае хотя бы у одного игрока оптимальные стратегии будут 
смешанные. Для матричных игр небольшого размера эти решения можно 
найти, применяя свойства 1 – 5. 
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Замечание. Отметим, что исключение доминируемых (не строго) стратегий 
может привести к потере некоторых решений. Если же исключаются только строго 
доминируемые стратегии, то множество решений игры не изменится. 

Рассмотрим теоретический пример 
Матричная игра двух игроков с нулевой суммой может рассматривать-

ся как следующая абстрактная игра двух игроков. 
Первый игрок имеет m стратегий i = 1, 2, ..., m, второй имеет n страте-

гий j = 1, 2, ..., n. Каждой паре стратегий (i, j) поставлено в соответствие чис-
ло аij, выражающее выигрыш игрока 1 за счет игрока 2, если первый игрок 
примет свою i-ю стратегию, а 2 – свою j-ю стратегию. 

Каждый из игроков делает один ход: игрок 1 выбирает свою i-ю страте-
гию (i = m,1 ), 2 – свою j-ю стратегию (j = n,1 ), после чего игрок 1 получает 
выигрыш аij за счет игрока 2 (если аij < 0, то это значит, что игрок 1 платит 
второму сумму |аij|). На этом игра заканчивается. 

Каждая стратегия игрока i= m,1 ; j = n,1  часто называется чистой 
стратегией. 

Если рассмотреть матрицу 

11 12 1 1

1 2

1 2

... ...

.......................................

... ... ,

.......................................

... ...

j n

i i ij in

m m mj mn

a a a a

A a a a a

a a a a

 
 
 
   
 
  
 

 

то проведение каждой партии матричной игры с матрицей А сводится к вы-
бору игроком 1 i-й строки, а игроком 2 j-го столбца и получения игроком 1 
(за счет игрока 2) выигрыша аij. 

Главным в исследовании игр является понятие оптимальных стратегий 
игроков. В это понятие интуитивно вкладывается такой смысл: стратегия игро-
ка является оптимальной, если применение этой стратегии обеспечивает ему 
наибольший гарантированный выигрыш при всевозможных стратегиях другого 
игрока. Исходя из этих позиций, игрок 1 исследует матрицу выигрышей А сле-
дующим образом: для каждого значения i (i = m,1 ) определяется минимальное 
значение выигрыша в зависимости от применяемых стратегий игрока 2: 

 min
j
аij   (i = m,1 ), (9.5) 

т.е. определяется минимальный выигрыш для игрока 1 при условии, что он 
примет свою i-ю чистую стратегию, затем из этих минимальных выигрышей 
отыскивается такая стратегия i = iо, при которой этот минимальный выигрыш 
будет максимальным, т.е. находится: 
 max

i j
min аij = 

0 0i ja = . (9.6) 
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Число , определенное по формуле (9.4), называется нижней чистой 
ценой игры и показывает, какой минимальный выигрыш может гарантиро-
вать себе игрок 1, применяя свои чистые стратегии при всевозможных дейст-
виях игрока 2. Критерий выбора нижней чистой цены соответствует крите-
рию Вальда.  

Игрок 2 при оптимальном своем поведении должен стремиться по воз-
можности за счет своих стратегий максимально уменьшить выигрыш игро-
ка 1. Поэтому для игрока 2 отыскивается:  

max
i
аij, 

т.е. определяется max выигрыш игрока 1, при условии, что игрок 2 применит 
свою j-ю чистую стратегию, затем игрок 2 отыскивает такую свою j = j1 стра-
тегию, при которой игрок 1 получит min выигрыш, т.е. находит: 
 min

j
max

i
aij = 

11 jia =  . (9.7) 

Число  , определяемое по формуле (9.7), называется чистой верхней 
ценой игры и показывает, какой максимальный выигрыш за счет своих стра-
тегий может себе гарантировать игрок 1. Критерий выбора чистой верхней 
цены соответствует критерию Гурвица. 

Другими словами, применяя свои чистые стратегии, игрок 1 может 
обеспечить себе выигрыш не меньше  , а игрок 2 за счет применения своих 
чистых стратегий может не допустить выигрыш игрока 1 больше, чем  . 

Если в игре с матрицей А  = , то говорят, что эта игра имеет седло-
вую точку в чистых стратегиях и чистую цену игры: 

 =  = . 
Седловая точка – это пара чистых стратегий (i0, j0) соответственно иг-

роков 1 и 2, при которых достигается равенство  = . В это понятие вложен 
следующий смысл: если один из игроков придерживается стратегии, соответ-
ствующей седловой точке, то другой игрок не сможет поступить лучше, чем 
придерживаться стратегии, соответствующей седловой точке. Математиче-
ски это можно записать и иначе: 
 

0 0 0 0
,ij i j i ja a a   (9.8) 

где i, j – любые чистые стратегии соответственно игроков 1 и 2; 
(i0, j0) – стратегии, образующие седловую точку. 

Таким образом, исходя из (9.8), седловой элемент 
0 0i ja  является мини-

мальным в i0-й строке и максимальным в j0-м столбце в матрице А. Отыска-
ние седловой точки матрицы А происходит следующим образом: в матрице А 
последовательно в каждой строке находят минимальный элемент и проверя-
ют, является ли этот элемент максимальным в своем столбце. Если да, то он 
и есть седловой элемент, а пара стратегий, ему соответствующая, образует 
седловую точку. Пара чистых стратегий (i0, j0) игроков 1 и 2, образующая 

седловую точку и седловой элемент 
0 0i ja , называется решением игры. При 
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этом i0 и j0 называются оптимальными чистыми стратегиями соответствен-
но игроков 1 и 2. 

Упражнения 

Задача 1 

Определить максиминную стратегию игрока 1, минимаксную страте-
гию игрока 2, найти решение игры, матрица выигрышей которой задана мат-
рицей А: 

 
Решение  

 
Ответ 
Седловой точкой является пара (i0 = 3; j0 = 1), при которой  = == 2. 

Заметим, что хотя выигрыш в ситуации (3; 3) также равен 2 = = , она не 
является седловой точкой, т.к. этот выигрыш не является максимальным сре-
ди выигрышей третьего столбца. 

Задача 2 

Найти нижнюю и верхнюю цены игры с платежной матрицей 
3 2 1 4

10 4 3 10 .

2 4 1 2

С

 
   
  

 

Задача 3 

Определить максиминную стратегию игрока 1, минимаксную страте-
гию игрока 2, найти решение игры, при 

.
2040

3010








H  

 

   

2  3  2

4  5  0

231

 =       














 
A
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Решение  

 
Ответ 

Из анализа матрицы выигрышей видно, что   <  , т.е. данная матрица 
не имеет седловой точки. Если игрок 1 выбирает свою чистую максиминную 
стратегию i = 2, то игрок 2, выбрав свою минимаксную j = 2, проиграет толь-
ко 20. В этом случае игроку 1 выгодно выбрать стратегию i = 1, т.е. откло-
ниться от своей чистой максиминной стратегии и выиграть 30. Тогда игроку 2 
будет выгодно выбрать стратегию j = 1, т.е. отклониться от своей чистой ми-
нимаксной стратегии и проиграть 10. В свою очередь игрок 1 должен выбрать 
свою 2-ю стратегию, чтобы выиграть 40, а игрок 2 ответит выбором 2-й стра-
тегии и т.д. Решение в чистых стратегиях невозможно, поэтому нужно искать 
решение в смешанных стратегиях. 

Задача 4 

Определить максиминную стратегию игрока 1, минимаксную страте-
гию игрока 2, найти решение игры, если 

 

Задача 5 

Определить максиминную стратегию игрока 1, минимаксную страте-
гию игрока 2, найти решение игры, если матрица выигрышей выглядит сле-
дующим образом: 

.

141815911

86141215

101411178

1516181521

11371310























A  
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Задача 6  

По условию задачи составить матрицу выигрышей и решить задачу в 
чистых стратегиях. 

Сельскохозяйственное предприятие выпускает два вида скоропортя-
щейся продукции А и В. Если продукция не реализуется в день выпуска, то ее 
качество резко снижается, и весь остаток продукции продается по цене в 4 
раза ниже отпускной. Объем реализации продукции зависит от погоды: в хо-
рошую погоду реализуется 2500 ед. продукции А и 15000 продукции В, а в 
плохую погоду – 10000 ед. продукции А и 3000 ед. продукции В. На реализа-
цию всей продукции в день расходуется 5000 руб. (постоянные расходы). 
Определить ежедневное производство продукции каждого вида с целью по-
лучения наибольшей прибыли. Исходные данные представлены в табли-
це 9.1. 

 
Таблица 9.1 – Исходные данные для задачи 6 

Товар 

Затраты на 
производство 
единицы  
продукции 

Затраты на 
реализа-
цию 

Состояние 
погоды 

Объем по-
требления 

Срок  
реализации 

Цена  
реализа-
ции 

А 8 

5000 

Хорошая 2500 1 день 12 

Плохая 10000 2 день 3 

В 5 
Хорошая 15000 1 день 8 

Плохая 3000 2 день 2 

 
Замечания 
1. Предприятие может выбрать одну из двух стратегий:  
а) ориентация на хорошую погоду;  
б) ориентация на плохую погоду. 
2. Вторым игроком в данной задаче является погода (может быть хорошей или 

плохой). 
3. Прибыль рассчитывается как разница между выручкой и затратами. 
Затраты (Z) рассчитываются как сумма постоянных и переменных затрат на 

производство продукции: 
Z = k + l1·x1 + l2·x2, 

где k – постоянные издержки; 
l1 и l2 – затраты на производство единицы продукции; 
x1 и x2 – количество произведенной продукции.  
Выручка рассчитывается как произведение объема реализованной продукции 

на цену реализации (объем реализации изменяется в зависимости от состояния по-
годы, цена реализации изменяется в зависимости от того, смогли ли реализовать 
всю продукцию в первый день). 
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Задача 7 

Используя теоретический материал по свойствам решения матричных 
игр, найти решение задачи, функция выигрышей которой задана следующим 
образом (где С > 0): 

 
Решение  
Прежде всего заметим, что по свойству 6 достаточно решить игру            

G1 = (Х, Y, А), где А1 =
C

1
А. В матричной форме игра G1 определяется матри-

цей выигрышей: 

 
Элементы четвертой строки этой матрицы «»  соответствующих эле-

ментов третьей строки и поэтому третья стратегия игрока 1 доминирует над 
четвертой. Кроме того, элементы первого столбца матрицы А1 «» соответст-
вующих элементов второго столбца. Следовательно, вторая стратегия игро-
ка 2 доминирует над его первой стратегией. 

Далее, из свойства 5 следует, что всякое решение игры G2 = (Х \ {4},    
Y \ {1}, А1) является решением игры G1. В матричной форме игру G2 можно 
представить матрицей: 

 
Очевидно, что элементы третьего столбца матрицы А2 «» соответст-

вующих элементов второго столбца, поэтому данный столбец исключаем из 
дальнейшего рассмотрения, кроме того, в оставшейся матрице размерностью 
32 элементы 2 строки меньше соответствующих элементов 3 строки. При-
меняя свойство 5, получим, что всякое решение игры G3 = (Х \ {4,2}, Y \ 
{1,4}, А2) является решением игры G2, а следовательно, и игры G1. Игра G3 
определяется матрицей: 

.
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Матрица А3 не имеет седловой точки, т.к. не выполнено равенство: 

i
max

j
min ija  = 

j
min

i
max ija , 

а игра G3 не имеет решения в чистых стратегиях, т.е. оптимальные стратегии 
игроков являются смешанными. Эти стратегии (в данном случае) легко найти 
из анализа структуры матрицы А3. Поскольку матрица А3 симметрична, мож-
но предположить, что игроки в оптимальной стратегии используют свои чис-
тые стратегии с равными вероятностями. 

Действительно, если игрок 1 выбирает с равными вероятностями стра-
тегии 1 и 3, то при применении любой из двух чистых стратегий игроком 2 
математическое ожидание выигрыша игрока 1 будет равным либо: 

1 1 3
1 2 ,

2 2 2
     

либо: 
1 1 3

2 1 .
2 2 2
     

Аналогично, если игрок 2 использует свои чистые стратегии 2 и 3 с 
равными вероятностями, то математическое ожидание его проигрыша будет 

равно 
2

3 . Следовательно, указанные стратегии являются оптимальными в иг-

ре G3, а величины 
2

3  – значением игры G3. Из предыдущего следует, что эти 

стратегии оптимальны и в G1. 
Ответ 

Стратегия Х = (
2

1 , 0, 
2

1 , 0) является оптимальной стратегией игрока 1, 

стратегия Y = (0, 
2

1 , 
2

1 , 0) – оптимальной стратегией игрока 2 в игре G1, а 

значение игры G1 равно 
2

3 . В силу свойства 6 решением игры G будет тройка 

(Х, Y, 
2

3C ). 

Задача 8 

Выполните преобразования и найдите решение задачи в чистых страте-
гиях, если функция выигрышей задана следующим образом: 
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.0где,
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Решение задач с использованием  
табличного редактора MS Excel 

Задача 9 

Для матричной игры задана платежная матрица (табл. 9.2). 
 

Таблица 9.2 – Платежная матрица для задачи 9 

 В1 В2 В3 В4 

А1 0,5 0,6 0,8 0,8 

А2 0,9 0,7 0,8 0,9 

А3 0,7 0,6 0,6 0,7 

 
Определить верхнюю и нижнюю цену игры, определить седловую точ-

ку игры, найти цену игры. 

Решение 
Чтобы решить задачу, используя табличный редактор MS Excel, необ-

ходимо: 
1) открыть табличный редактор (Пуск – Программы – MS Excel); 
2) представить данные на листе книги Excel, для этого делаем макет 

таблиц, показанных на рисунке 9.2, и заносим исходные данные в диапазон 
ячеек с В2 по Е4; 

 

 
Рисунок 9.2 – Данные в Excel 
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3) вычислить минимальные элементы в каждой строке, используя 
встроенную функцию MИН (функция МИН возвращает минимальное значе-
ние из множества переданных значений): 

а) в ячейку G2 запишем формулу =MИН(B2:E2) (рис. 9.3); 
б) копируем значение ячейки G2 в ячейки G3 и G4; 
 

 
Рисунок 9.3 – Вычисление минимальных элементов 

 
4) вычислить максимальные элементы в каждом столбце, используя 

встроенную функцию MAКС: 
а) в ячейку B6 запишем формулу =MAКС(B2:B4) (рис. 9.4); 
б) копируем значение ячейки B6 в ячейки C6–E6;  
 

 
Рисунок 9.4 – Вычисление максимальных элементов 

 
3) в ячейке С8 и I3 вычислите минимакс и максимин соответственно: 
а) в ячейку I3 запишем формулу =MAКС(G2:G4) (рис. 9.5); 
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Рисунок 9.5 – Вычисление максимина 

 
б) в ячейку C8 запишем формулу =MAКС(B6:E6) (рис. 9.6); 
 

 
Рисунок 9.6 – Вычисление минимакса 

 
6) сделать вывод о наличии седловой точки и разрешимости игры в 

чистых стратегиях. 
Ответ 
Седловой точкой является пара (i0 = 2; j0 = 2), при которой                    

 = =  = 0,7. Стратегии 2 (1 игрок) и 2 (2 игрок) являются оптимальными. 
Цена игры равна 0,7. 

 
Задача 10 
Для матричной игры задана платежная матрица (табл. 9.3). 
 

Таблица 3 – Платежная матрица 

 В1 В2 В3 В4 

А1 1 2 3,8 0,8 

А2 2 4 1,8 2,9 

А3 0,7 1,6 3 5 
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Определить верхнюю и нижнюю цену игры, определить седловую точ-
ку игры и цену игры. 

Сведение матричной игры к задаче  
линейного программирования 

Если решение игры в чистых стратегиях невозможно, то улучшение 
решений матричных игр следует искать в использовании секретности приме-
нения чистых стратегий и возможности многократного повторения игр в виде 
партии. Этот результат достигается путем применения чистых стратегий слу-
чайно, с определенной вероятностью. 

Смешанной стратегией игрока называется полный набор вероятно-
стей применения его чистых стратегий. Решение матричной игры в смешан-
ных стратегиях возможно путем сведения матричной игры к задаче линейно-
го программирования. 

Предположим, что цена игры положительна ( > 0). Если это не так, то 
согласно свойству 6 всегда можно подобрать такое число с, прибавление ко-
торого ко всем элементам матрицы выигрышей дает матрицу с положитель-
ными элементами, и следовательно, с положительным значением цены игры. 
При этом оптимальные смешанные стратегии обоих игроков не изменяются. 

Пусть дана матричная игра с матрицей А порядка m×n. Согласно свой-
ству 7 оптимальные смешанные стратегии х = (х1, ..., хm), y = (y1, ..., yn) соот-
ветственно игроков 1 и 2 и цена игры  должны удовлетворять соотношени-
ям 9.1; 9.2; 9.3. 
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  (9.10) 

Разделим все уравнения и неравенства в (9.9) и (9.10) на  (это можно 
сделать, т.к. по предположению  > 0) и введем обозначения: 
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Тогда (9.9) и (9.10) перепишется в виде: 

1 1

1 1

1
1 ( 1, ), , 0, ( 1, );

1
1 ( 1, ), , 0, ( 1, ).

m m

ij i i i
i i

n n

ij j i j
j j

a p j n p p i m

a q j n q q j n

 

 

    


    


 

 
 

Поскольку первый игрок стремится найти такие значения хi и, следова-
тельно, pi, чтобы цена игры  была максимальной, то решение первой задачи 

сводится к нахождению таких неотрицательных значений pi ),1( mi  , при ко-
торых: 

 
1 1

min; 1.
m m

i ij i
i i

p a p
 

    (9.11) 

Поскольку второй игрок стремится найти такие значения yj и, следова-
тельно, qj, чтобы цена игры  была наименьшей, то решение второй задачи 

сводится к нахождению таких неотрицательных значений qj, ),1( nj  , при 
которых:  

 
1 1

max; 1.
n n

j ij j
j j

q a q
 

    (9.12) 

Формулы (9.11) и (9.12) выражают двойственные друг другу задачи ли-
нейного программирования (ЛП). 

Решив эти задачи, получим значения pi ),1( mi  , qj ),1( nj   и . Тогда 
смешанные стратегии, т.е. xi и yj, получаются по формулам (9.13): 

 

    ( 1 );

    ( 1 ).

i i

j j

x p i = , m

y q j = , n

 

 
 (9.13) 

 
Задача 11  
Найти решение игры, определяемой матрицей: 

.

101

010

110





















А  

Решение 
К каждому элементу матрицы А прибавим 1 и получим следующую 

матрицу: 

( 1, ); ( 1, ).i i
i i

x y
p i m q j n   
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Составим теперь пару взаимно-двойственных задач:  
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Решим одну из них. 
Из оптимальной симплекс-таблицы следует, что: 

(q1, q2, q3) = (0; 
2

1 ; 1), 

а из соотношений двойственности следует, что:  

(p1, p2, p3) = (
2

1 ; 1; 0). 

Следовательно, цена игры с платежной матрицей А1 равна: 

,
3

2

1
2

1
11

321
1 







ppp
  

а игры с платежной матрицей А: 

1
2 1

1 1 .
3 3

         

Ответ  
Оптимальные стратегии игроков имеют вид: 

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

2 1 2 2 1 2
( , , ) ( ; ; ) ; 1; 0 ; ;0 ;

3 2 3 3 3 3

2 2 1 2 1 2
( , , ) ( ; ; ) 0; ; 1 0; ; .

3 3 2 3 3 3

X x x x p p p

Y y y y q q q

               
   
               
   

 

Задача 12  

Решите задачи 6 и 8 с использованием аппарата линейного программи-
рования. Дайте экономическую интерпретацию полученным результатам. 
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Ответы 

№ 2  

 
Нижняя цена игры α = max{1, 3, –2} = 3. 
Верхняя цена игры β = min{10, 4, 3,10} = 3. 
№ 4  

 
Нижняя цена игры α = max{–1, 2, –2, 1} = 2 . 
Верхняя цена игры β = min{5, 4, 5} = 4. 

№ 5 
i

max min
j
аij = а25 =   = 15, 

j
min

i
max aij = а25 =   = 15. Задача имеет 

седловую точку. Стратегии 2 (1 игрок) и 5 (2 игрок) являются оптимальными. 
Цена игры равна 15. 

№ 6 
i

max
j

min аij =   = –23500, 
j

min
i

max aij =   = 44000. Седловой точки 

нет. Решения в чистых стратегиях задача не имеет. Дальнейшее решение 
нужно искать в смешанных стратегиях. 

№ 8 
i

max
j

min аij = 22a  =   = 3/2, 
j

min
i

max aij = 12a =   = 3. Седловой точ-

ки нет. Решения в чистых стратегиях задача не имеет. Дальнейшее решение 
нужно искать в смешанных стратегиях. 

№ 10 Седловой точки нет. Решения в чистых стратегиях задача не име-
ет. Дальнейшее решение нужно искать в смешанных стратегиях. 

№ 12 Решение задачи 6: q1 = 0,0133, q2 = 0,0148, p1 = 0,0136, p2 = 0,0145. 
Следовательно, цена игры в преобразованной матрице равна 35,59, а игры с 
исходной платежной матрицей – 12087,2. При этом оптимальные стратегии 
игроков имеют вид: Х  = (0,4840; 0,5160), Y = (0,4733; 0,5267). 

Решение задачи 8: из оптимальной симплекс-таблицы следует, что       
(q1, q2, q3, q4) = (0,10; 0,27; 0; 0,09), а из соотношений двойственности следует, 
что (p1, p2, p3, p4) = (0,16; 0,18; 0,12; 0). Следовательно, цена игры с платежной 
матрицей А1 равна 2,17. При этом оптимальные стратегии игроков имеют вид: 
Х = (0,35; 0,39; 0,26; 0), Y = (0,22; 0,58; 0; 0,20). Для матрицы А цена игры рас-
считывается умножением цены игры матрицы А1 на С, где С ≥ 0. 
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Контрольные вопросы 

1. Дайте формулировки определений основных понятий «Теории игр».  
2. Приведите истоки возникновения теории игр. 
3. Приведите классификацию игр. 
4. Дайте определение нормальной и развернутой формы игры. 
5. Что такое равновесие Нэша? 
6. Какие экономические задачи решаются с помощью теории игр? 
7. Запишите основные свойства матричных игр. 
8. Приведите пример матричной игры и способы решения. 
9. Приведите классификацию игр по виду функции выигрыша. 
10. Дайте определение седловой точки в матричных играх. 
11. Приведите пример решения матричных игр методом минимакса. 
12. Какова общая характеристика матричных игр с нулевой суммой?  
13. Дайте определение понятий «стратегия», «платежная матрица» и 

«цена игры». 
14. Приведите пример решения игр без седловых точек.  
15. Охарактеризуйте смешанные стратегии и алгоритм определения 

средних выигрышей игроков. 
16. Охарактеризуйте игры с природой.  
17. Что такое матрицы выигрышей? 
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I V  Р а з д е л  

МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ  
ЭКОНОМИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ 

 
 
 
 
 
 
 

Глава 10 ФУНКЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ И СПРОСА 

10.1 Спрос и потребление 

На рынок покупателя толкают потребности. Потребности порождают 
спрос. Спрос – это экономическая категория, присущая товарному хозяйству и 
проявляющаяся в сфере обмена, торговле. Спрос выражает совокупную обще-
ственную потребность в различных товарах, складывающуюся из множества 
конкретных требований массы потребителей, отличающихся большим разно-
образием и постоянно меняющихся. Потребление – использование общест-
венного продукта в процессе удовлетворения экономических потребностей 
людей, заключительная фаза процесса общественного производства. Анализ 
спроса и потребления – это область экономико-математических исследований, 
цель которых – научное предвидение материальных потребностей людей и 
поиск оптимальных путей их удовлетворения. Разрабатывают также модели, 
которые связывают спрос и потребление с производством. Совокупность та-
ких моделей образует систему моделей прогнозирования экономики. 

Спрос и потребление исследуются по однородным группам населения. 
Однородность здесь подразумевает характер потребительского поведения. 
Это поведение зависит от уровня доходов, рода занятий, семейного положе-
ния, профессиональных и других интересов. Путем демографических и ста-
тистических исследований определяют типы потребления, которые характе-
ризуются своей системой предпочтений и иерархией потребностей. Для та-
ких групп разрабатываются экономико-математические модели, которые по-
зволяют делать социально-экономические прогнозы (например, на какие то-
вары возрастет спрос, если повысить зарплату определенной группе работ-
ников). 

Для прогноза потребностей используют статистические и нормативные 
методы. Статистические методы исходят из изучения платежеспособного 
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спроса в настоящее время, расчетов будущих доходов и изменения спроса. 
Нормативные методы опираются на научно обоснованные нормы потребле-
ния тех или иных групп населения (например, научно обоснованные нормы 
питания на базе физиологических потребностей человека). 

Аналитические модели спроса и потребления строятся в виде уравне-
ний, характеризующих зависимость потребления товаров и услуг от опреде-
ленных факторов. Бывают однофакторные и многофакторные модели. Сре-
ди факторов, влияющих на спрос и потребление, выделяют: уровень доходов 
семей, состав семьи и ее структуру, уровень цен и их изменение и т.п. На ос-
нове бюджетной и торговой статистики строятся, например, многофакторные 
регрессионные модели. 

С категориями спрос и потребление перекликается часто встречающая-
ся категория – полезность. Судить об удовлетворении потребностей членов 
общества можно по общественной полезности данных благ. Если под обще-
ственной полезностью понимается объективный результат производствен-
ной деятельности как критерия оптимальности, то субъективная полез-
ность – это оценка благ, ресурсов, результатов с позиций отдельного потре-
бителя, это его благосостояние, удовлетворение его потребностей. 

10.2 Функция полезности и ее свойства  

Удовлетворение покупателя применяется как мера предпочтения, как 
мера сопоставления между затратами и усилиями с одной стороны и резуль-
татами – с другой. Полезность принято выражать в виде функции, для кото-
рой аргументами являются затраты, усилия, альтернативные потребления 
благ и т.п. Эта функция получила название функции полезности. Полезность 
благ – это переменная величина, она изменяется с изменением уровней по-
требления этих благ. 

В общей форме функция полезности может быть представлена в виде: 
 u = u (x1, x2, …, xn), (10.1) 
где x1, x2,…, xn – факторы, влияющие на полезность u. 

С позиций отдельного потребителя ясно, что из разных наборов благ он 
выберет те, у которых полезность больше. В этой связи функцию полезности 
иногда называют функцией предпочтения.  

Не умаляя общности, рассмотрим функцию полезности с двумя видами 
благ u(х1, х2), значение которой на потребительском наборе (х1, х2) равно по-
требительской оценке покупателя для этого набора. Эта функция удобна, 
прежде всего, возможностью графической интерпретации.  

Свойства функции полезности 

1. Возрастание потребления одного продукта при постоянном потреб-
лении другого продукта ведет к росту потребительской оценки, т.е.  
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если x1 + ∆x1 > x1, то u(x1 + ∆x1, x2) > u(x1, x2); 
если x2 + ∆x2 > x2, то u(x1, x2 + ∆x2) > u(x1, x2); 
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. (10.2) 

Первые частные производные называются предельными полезностями 
продуктов: 1u ' – предельная полезность первого продукта, 2u '  – предельная 
полезность второго продукта. Для предельных полезностей используется 
также символика M1, M2. 

2. Предельная полезность каждого продукта уменьшается, если объем 
его потребления растет (это свойство предельной полезности называется за-
коном убывающей предельной полезности). 
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 (10.3) 

3. Предельная полезность каждого продукта увеличивается, если растет 
количество другого продукта. В этом случае продукт, количество которого 
фиксировано, оказывается относительно дефицитным. Поэтому дополни-
тельная его единица приобретает большую ценность и может быть потребле-
на более эффективно. Данное свойство справедливо не для всех благ. 
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 (10.4) 

Линия, соединяющая потребительские наборы (х1, х2), имеющие один и 
тот же уровень удовлетворения потребностей индивидуума, называется лини-
ей безразличия (рис. 10.1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 10.1 – Линия безразличия 

 
Линия безразличия есть не что иное, как линия уровня полезности. 

Множество линий безразличия называется картой линий безразличия. Линии 
безразличия не касаются и не пересекаются. Чем «северо-восточнее» распо-
ложена линия безразличия, тем большему уровню удовлетворения потребно-
сти она соответствует. 
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10.3 Задача потребительского выбора. Функции спроса 

Пусть потребитель располагает доходом I, который он полностью тра-
тит на приобретение благ (в модели не учитываются его межвременные 
предпочтения и возможность делать или расходовать сбережения). Цены 
благ считаются заданными. Учитывая структуру цен, доход и собственные 
предпочтения, потребитель приобретает определенное количество благ, и ма-
тематическая модель такого его поведения называется моделью потреби-
тельского выбора.  

Задача потребительского выбора (задача рационального поведения по-
требителя на рынке) заключается в выборе такого потребительского набора 
(х1, х2), который максимизирует его функцию полезности при заданном бюд-
жетном ограничении. 

Формально задача потребительского выбора имеет вид: 
I. u(x1, x2) → max. 
II. p1x1 + p2x2 ≤ I. (10.5) 
III. x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, 

где р1 и р2 – рыночные цены на первый и второй товар соответственно; 
I – доход покупателя. 
В приведенной постановке задача потребительского выбора является 

задачей нелинейного программирования. 
Набор (х1, х2), максимизирующий функцию полезности, должен обра-

щать бюджетное ограничение в равенство, т.е. p1x1 + p2x2 = I. Графически это 
означает, что решение задачи потребительского выбора должно лежать на 
бюджетной прямой. Мы также будем считать, что условие неотрицательно-
сти в оптимальной точке будет выполняться автоматически. 

Итак, задачу потребительского выбора можно заменить задачей на ус-
ловный экстремум (экстремум – это минимальное (максимальное) значение 
функции): 

u(x1, x2) → max, 
при условиях p1x1 + p2x2 = I. 

Для решения этой задачи возможно применение метода Лагранжа, в ре-
зультате получим систему двух уравнений с двумя неизвестными х1 и х2: 

 

1 1

22

1 1 2 2

'

'

u p

pu

p x p x I





  

 (10.6) 

Подставив решение (х1, х2) в левую часть равенства 
1 1 2 1

22 1 2

( , )

( , )

'

'

u х х p

pu х х
 , 

получим, что в точке (х1, х2), локального рыночного равновесия отношение 
предельных полезностей равно отношению рыночных цен на эти продукты. 
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Геометрически решение можно интерпретировать как точку касания 
линии безразличия функции полезности u(x1, x2) с бюджетной прямой  
p1x1 + p2x2 = I (рис. 10.2). 

 

),( 21 хх

1p

I

х2 

х1 х1

х2  

2p

I  

 
Рисунок 10.2 – Графическое решение задачи  

потребительского выбора 
 

Координаты х1 и х2 решения задачи потребительского выбора есть 
функции параметров р1, р2 и I: 

x1 = x1 (p1, p2, I), 
x2 = x2 (p1, p2, I). 

Полученные функции называются функциями спроса на первый и вто-
рой продукт. 

Важным свойством функций спроса является их однородность относи-
тельно цен и дохода, т.е. значения функций спроса инвариантны по отноше-
нию к пропорциональным изменениям цен и дохода: 

1 1 2 1 1 2

2 1 2 2 1 2

( , , ) ( , , ),

( , , ) ( , , )

х р р I х р р I

х р р I х р р I

   
   

 

для любого числа α  0. Это означает, что если все цены и доход изменятся в 
одно и то же число раз, величина спроса на продукт (первый или второй – 
безразлично) останется неизменной. 

10.4 Эффекты компенсации. Уравнение Слуцкого. 
Оценка эластичности спроса 

Если при росте цены на один товар при снижении его спроса растет 
спрос на другой товар, то эти товары взаимозаменяемые. Наоборот, если 
спрос на другой товар также падает, то они взаимодополняемые. Однако ре-
альная взаимозаменяемость может искажаться общим снижением благосос-
тояния при росте цены на один из товаров. Первый товар может заменять 
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второй в потреблении, но спрос на него может не расти, поскольку просто 
снизился доход. Для снятия этого искажения используют понятие компенси-
рованного изменения цены, то есть такого, которое сопровождается увеличе-
нием дохода потребителя, позволяющим ему поддерживать прежний уровень 
благосостояния. Компенсированное изменение цены можно представить 
графически (рис. 10.3). 

Пусть цена первого блага повысилась с *
1р до **

1р , тогда бюджетная ли-
ния l1 изменит свое положение и перейдет в l2. Точка А линии безразличия 1, 
касающаяся бюджетного ограничения l1, будет заменена новой точкой опти-
мума В, где новая линия безразличия 2 касается новой бюджетной линии l2. 
Если мы хотим компенсировать потребителю потерю благосостояния, то 
увеличим его доход так, чтобы новая бюджетная прямая l3, параллельная l2, 
коснулась в некоторой точке С прежней линии безразличия 1.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 10.3 – Геометрическая иллюстрация уравнения Слуцкого 
 
Направленный отрезок АС показывает «эффект замены» при росте це-

ны, то есть изменение структуры спроса при условии поддержания прежнего 
уровня благосостояния. Направленный отрезок СВ отражает «эффект дохо-
да», то есть изменение потребительского спроса при сохранении соотноше-
ния цен благ и изменении уровня дохода. Общий результат роста цены (при 
отсутствии компенсации) выражается направленным отрезком АВ. 

Одним из основных в теории потребительского выбора является урав-
нение Слуцкого, опубликованное российским математиком Е.Е. Слуцким в 
1915 году. Это уравнение позволяет увязать действие эффекта замены и эф-
фекта дохода с результирующим изменением спроса. В соответствии с ри-

сунком 10.3 AB AC BC
  
  . Уравнение Слуцкого имеет следующий вид: 

l1 l2 

A 

C 

B 

1 
2 

x1 

x2 

2p

I

*
1p

I
**

1p

I

l3 
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 ,i i i
j

j j comp

дх дх дх
x

p p I

            
 (10.7) 

где первое слагаемое в правой части описывает действие эффекта замены, то 
есть изменение спроса при условии поддержания прежнего уровня благосос-
тояния, второе – действие эффекта дохода, то есть изменение потребитель-
ского спроса при сохранении цен и изменении дохода, слева записано ре-
зультирующее воздействие на спрос, складывающееся из изменения структу-
ры спроса и общего его изменения при изменении уровня реального дохода. 
Индекс соmp означает «связанное с компенсацией», то есть с изменением 
номинального дохода, позволяющим потребителю поддерживать прежний 
реальный доход.  

В координатной форме уравнение Слуцкого (согласно AB = AC – BC) 
примет вид: 

 ,i i i
j

j j comp

дх дх дх
x

p p I

            
при 1, , 1,i n j n   (10.8) 

и может рассматриваться как при разных, так и при совпадающих i и j. 

Уравнение Слуцкого может быть использовано для нахождения 
compj

i

p

дх













 , 

то есть для расчета эффекта замены и оценки взаимозаменяемости и взаимо-
дополняемости благ. 

Изучение спроса на продукцию является первейшей задачей произво-
дителя в условиях рынка. Одной из важнейших характеристик спроса являет-
ся его эластичность. Мера реакции одной величины на изменение другой на-
зывается эластичностью. Эластичность показывает, на сколько процентов 
изменится одна переменная экономическая величина при изменении другой 
на один процент. Оценка эластичности спроса (по цене, доходам покупателей 
и другим параметрам) позволяет производителю выбрать верную стратегию 
поведения на рынке.  

Эластичность спроса по цене показывает степень изменения спроса в 
ответ на изменение цены на товар и равна:  

 .,1,,1,: njni
p

x

p

дх
e

j

i

j

i
ij 


  (10.9)  

Эластичность спроса по доходу показывает степень изменения спроса 
в ответ на изменение доходов потребителей и равна: 

 .,1,: ni
I

x

I

дх
e ii

ij 


  (10.10) 
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Выполняется равенство: 

 .,1,0
1

niee iI

n

j
ij 


 (10.11) 

Tо есть сумма всех эластичностей спроса по цене и доходу должна 
равняться нулю. 

Теория эластичности имеет важное практическое значение. Так, зная 
спрос на определенный вид товара и его эластичность, можно определить, по 
какой цене следует продавать этот товар, чтобы обеспечить максимальную 
выручку. Другим примером практического использования теории эластично-
сти является государственная налоговая политика. Так, при введении косвен-
ных налогов государство, преследуя цель увеличения объема налоговых по-
ступлений в бюджет, будет по-разному распределять налоговое бремя между 
производителями и потребителями продукции в зависимости от эластичности 
спроса и предложения на отдельные виды товаров и услуг. 

В заключение отметим, что успех производителя на рынке во многом 
определяется тем, насколько точно и своевременно учитываются интересы 
потребителей, их предпочтения, мотивы, заставляющие совершать покупки. 
Анализ потребительского поведения на основе кривых безразличия, бюджет-
ных линий и пр. позволяет правильно выбрать направления улучшения ха-
рактеристик уже выпускаемых изделий, а также эффективнее ориентировать-
ся при разработке новых товаров. 

Упражнения 

Задача 1 

Для функции полезности и = х1·х2 построить несколько кривых безраз-
личия. 

Решение 
По определению кривой безразличия и = const, тогда из заданного 

уравнения функции полезности и = х1·х2 необходимо выразить одну пере-

менную через другую. Допустим, выразим х2 через х1 :
1

2 х

и
х  . Данное урав-

нение выражает общий вид линии безразличия. Поскольку в задаче не указа-
но, какому уровню должны соответствовать линии безразличия, уровень без-
различия выбираем произвольно, например и = 4, тогда уравнение линии 

безразличия имеет вид 
1

2

4

х
х  . 

Выбираем произвольно несколько точек: 
 
по которым строим линию безразличия (рис. 10.3). 

х1 0,5 1 2 4 8 
, 

х2 8 4 2 1 0,5
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Рисунок 10.3 – Построение линии безразличия 

 
Аналогично строятся линии безразличия любого уровня полезности. 

Задача 2 

Для функции полезности 21ххи   постройте несколько кривых 
безразличия. 

Задача 3 

Для функции полезности 2
1

2
3

2

1 ххи   постройте несколько кривых 
безразличия. 

Задача 4 

Для функции полезности 4
1

2
4

3

1 ххи   постройте несколько кривых 
безразличия. 

Задача 5 

Для функции полезности 3
1

2
2

1

1 ххи  найти: а) предельные полезности 
в общем виде; б) предельные полезности в точках (1, 1), (1, 2), (2, 1); в) про-
верить убывание предельных полезностей. 

Решение  

а) 
1 2

1 1
1

( , )
;' u x x

М и
x


 

  
1 2

2 2
2

( , )
;' u x x

M u
x


 

  

1

1
311

232
1 1 1 2 1

2
1

( ) ;
2

x
' ' x

М и x x
x

    2

1
211/ 132

2 2 1 2 2
3

2

( ) ;
3

x
' x

М и x x
x

    

 
б) в точке (1,1): 

u = 4 
1 

2 

4 

x1 

x2 

2 41
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x
 – предельная полезность 1-го товара убывает; 

2 2

2
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1
2

1
5

3
2

2
0

9

x

x
 

 
– предельная полезность 2-го товара убывает. 

 
Задача 6 

Для функции полезности 21ххи   найти предельные полезности в 

общем виде и в точках (1,1), (1,2), (2,1). Проверить убывание предельных по-
лезностей. 

 
Задача 7 

Для функции полезности 2
1

2
3

2

1 ххи   найти предельные полезности в 
общем виде и в точках (1, 1), (1, 2), (2, 1). Проверить убывание предельных 
полезностей. 
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Задача 8 

Для функции полезности 4
1

2
4

3

1 ххи   найти предельные полезности в 
общем виде и в точках (1,1), (1,2), (2,1). Проверить убывание предельных по-
лезностей. 

Задача 9 

Решить задачу потребительского выбора, если функция полезности за-
дана формулой и = х1·х2, цены на товары соответственно равны р1 = 4, р2 = 6, 
доход I = 40. 

Решение  
Формально задача потребительского выбора имеет вид: 
и (х1, х2) = х1·х2 → max, 

при условиях p1x1 + p2x2 ≤ I, 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0. 

Для решения этой задачи возможно применение метода Лагранжа, в ре-
зультате получим систему двух уравнений с двумя неизвестными х1 и х2.  

1 1

22

1 1 2 2

'

'

u p

pu

p x p x I





  

; 
11 1 2 2( ) x

' 'и x x x   ; 
22 1 2 1( )x

' 'и x x x   . 

Подставляем в систему значения производных. 
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1
1 2 p

I
x   – функция спроса на 1-й товар,  

2
2 2 p

I
x   – функция спроса на 2-й товар. 

Подставив значения цен и дохода, находим значения х1 и х2: 

5
42

40

2 1
1 




p

I
x ; 33,3

62

40

2 2
2 




p

I
x . 

Задача 10 

Решить задачу потребительского выбора, если функция полезности за-

дана формулой 21ххи  , цены на товары соответственно равны р1 = 4, 
р2 = 1, доход I = 40. 
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Задача 11 

Решить задачу потребительского выбора, если функция полезности за-

дана формулой 4
1

2
4

3

1 ххи  , цены на товары соответственно равны р1 = 10, 

р2 = 5, доход I = 60. Изобразить графически решение задачи. 

Задача 12 

Решить задачу потребительского выбора, если функция полезности за-

дана формулой 3
2

2
2

1

1 ххи  , цены на товары соответственно равны р1= 10,  

р2 = 5, доход I = 60. Изобразить графически решение задачи. 

Задача 13  

Функция спроса на товар х1 задана формулой
12 p

I
. Как изменится спрос 

на 1-й товар при изменении цены (р1) и наличии компенсации? 

Решение 
Данная задача решается при помощи уравнения Слуцкого, т.е. из урав-

нения  

j
i

compj

i

j

i x
I

дх
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дх
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дх
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 . 

В нашем случае i = 1, j = 1. 

Тогда 1
1

1
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 . 

 
Задача 14  

Функция спроса на товар х1 задана формулой
13

2

p

I
. Как изменится спрос 

на 1-й товар при изменении цены (р1) и наличии компенсации? 
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Задача 15  

Функция спроса на 1-й товар задана формулой 
13

2

p

I
, на 2-й товар 

23 p

I
, 

необходимо рассчитать: 
а) как изменится спрос на 1-й товар при изменении цены на 1-й товар и 

сохранении прежнего уровня благосостояния; 
б) как изменится спрос на 1-й товар при изменении цены на 2-й товар и 

сохранении прежнего уровня благосостояния; 
в) как изменится спрос на 2-й товар при изменении цены на 1-й товар и 

сохранении прежнего уровня благосостояния; 
г) как изменится спрос на 2-й товар при изменении цены на 2-й товар и 

сохранении прежнего уровня благосостояния. 
 
Задача 16  
Рассчитать эластичность спроса по ценам и эластичность спроса по до-

ходу для функции спроса 
1

1 2 p

I
х  . 

Решение 

1

1 1
11 2 2

1 1 1 1 1 1 1

: : : 1;
2 2 2 2

p

'x x I I I I
e

p p p p p p p

 
        

 

2

1 1
12

2 2 1 1 2 1 2

: : 0 : 0;
2 2 2

p

'x x I I I
e

p p p p p p p

 
      

 

1 1
1

1 1 1 1

1 1
: : : 1;

2 2 2 2I

I

'x x I I
e

I I p p I p p

 
      

 

.010111211  IiI
j

ij eeeee  

Задача 17  

Рассчитать эластичность спроса по ценам и эластичность спроса по до-

ходу для функции спроса 
1

1 7

3

p

I
х  . 

Задача 18  

Рассчитать эластичность спроса по ценам и эластичность спроса по до-

ходу для функции спроса 1
1

4

7

I
х

p
 . 
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Задача 19  

Функция полезности задана формулой 3
1

2
3

2

1 ххи  . Рассчитаем эла-
стичность спроса по ценам и эластичность спроса по доходу для функции 
спроса на первый товар. 

Замечания 
В качестве рекомендаций к решению отметим, что: 
1) необходимо найти функцию спроса на 1-й товар. Это можно сделать, решив 

задачу потребительского выбора (см. решение задачи 9); 
2) зная, как формируется спрос на первый товар, по используемым ранее фор-

мулам рассчитываются эластичности (см. решение задачи 16). 

Ответы 

№ 2 Уравнение линии безразличия 
1

2

2 х

и
х  . 

№ 3 Уравнение линии безразличия 
3

4

1

2

2

х

и
х  .  

№ 4 Уравнение линии безразличия 3
1

4

2 х

и
х  .  

№ 6 
2

1

1

2
1

2
1

2х

х
М  ; 

2
1

2

2
1

1
2

2х

х
М  ;  

при (1,1): М1 = 0,5; М2 = 0,5;  
при (1,2): М1 = 0,71; М2 = 0,35;  
при (2,1): М1 = 0,35; М2 = 0,71;  

1
2

2
11 3

2
1

;
4

'' x
и

x
   

1
2

1
22 3

2
24

'' x
и

x
  .  

№ 7 
3

1

1

2
1

2
1

3

2

х

х
М  ; 

2
1

2

3
2

1
2

2х

х
М  ;  

при (1,1): М1 = 0,66; М2 = 0,5; 
при (1,2): М1 = 0,94; М2 = 0,35; 
при (2,1): М1 = 0,53; М2 = 0,79; 

1
2

2
11 4

3
1

2

9

'' x
и

x
  ; 

2
3

1
22 3

2
24

'' x
и

x
  . 

№ 8 
4

1

1

4
1

2
1

4

3

х

х
М  ; 

4
3

2

4
3

1
2

4х

х
М  ; 
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при (1,1): М1 = 0,75; М2 = 0,25; 
при (1,2): М1 = 0,89; М2 = 0,15; 
при (2,1): М1 = 0,69; М2 = 0,42; 

1
4

2
11 5

4
1

3

16

'' x
и

x
  ; 

3
4

1
22 7

4
2

3

16

'' x
и

x
  .  

№ 10 х1 = 5; х2 = 20.  

№ 11 х1 = 4,5, х2 = 3; уравнение линии безразличия 3
1

2

4,273

х
х  ; уравне-

ние бюджетной линии х2 = 12 – 2х1.  

№ 12 х1 ≈ 2,57; х2 ≈ 6,86; уравнение линии безразличия 
4

3

1

2

9,13

х
х  ; урав-

нение бюджетной линии х2 = 12 – 2х1.  

№ 14 2
11

1

9

2

p

I

p

дх

comp









 .  

№ 15 а) 2
11

1

9

2

p

I

p

дх

comp









 ; б) 

212

1

9

2

рp

I

p

дх

comp











;  

в) 
211

2

9

2

рp

I

p

дх

comp









 ; г) 2

22

2

9

2

p

I

p

дх

comp











.  

№ 17 e11 = –1; e12 = 0; e1I = 1. 
№ 18 e11 = –1; e12 = 0; e1I = 1. 

№ 19 
1

1 3

2

p

I
х  ; e11 = –1; e12 = 0; e1I = 1. 

Контрольные вопросы 

1. Дайте определение функции полезности. 
2. Какими свойствами обладает функция полезности? 
3. Как определяется предельная полезность товара? 
4. Что такое линия безразличия? 
5. Что такое бюджетное ограничение? 
6. Как построить бюджетную линию? 
7. Как формулируется задача потребительского выбора? 
8. Что является решением задачи потребительского выбора? 
9. Как выглядит графически решение задачи потребительского выбора? 
10. Что описывает уравнение Слуцкого? 
11. Как рассчитать эффект замены? 
12. Как найти эластичность спроса по цене? 
13. Как найти эластичность спроса по доходу? 
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Глава 11 ПРОИЗВОДСТВЕННЫЕ ФУНКЦИИ 

11.1 Основные понятия. Свойства  
производственных функций 

Производственными функциями называют соотношение между исполь-
зуемыми производственными ресурсами и выпускаемой продукцией. 

В общей форме производственная функция может быть представлена в 
виде: 
 y = f (x1, x2, …, xn), (11.1) 
где x1, x2,…, xn – значения объемов затрачиваемых или используемых ресур-

сов;  
 y – объем выпускаемой продукции. 
Производственные функции применяются для анализа влияния различ-

ных сочетаний факторов на объем выпуска в определенный момент времени 
(статический вариант) и для анализа, а также прогнозирования соотношения 
объемов факторов и объема выпуска, в разные моменты времени (динамический 
вариант). Также производственные функции используются на различных уров-
нях экономики – от фирмы (предприятия) до народного хозяйства в целом (аг-
регированная производственная функция, в которой выпуском служит показа-
тель совокупного общественного продукта или национального дохода и т.п.). 

Производственные функции предназначены для моделирования про-
цесса производства некоторой хозяйственной единицы: отдельной фирмы, 
отрасли или всей экономики государства в целом. 

С помощью производственных функций решают задачи: оценки отдачи 
ресурсов в производственном процессе; прогнозирования экономического 
роста; разработки вариантов плана развития производства; оптимизации 
функционирования хозяйственной единицы при условии заданного критерия 
и ограничений по ресурсам. 

Свойства производственных функций 

Свойства производственных функций рассмотрим на примере функции 
двух переменных y = f (x1, x2), которая имеет область определения x1 ≥ 0 и x2 ≥ 0: 

1) производство невозможно при отсутствии хотя бы одного ресурса, 
т.е. f (0, x2) = f (x1, 0) = 0; 

2) при увеличении затрат производственных ресурсов выпуск продук-
ции растет x(1) > x(0)   f (x(1)) > (fx(0)); если функция дифференцирована, то 

можно записать 
( )

0 0 ( 1,2),
i

f x
х i

x


   


 или первая частная производная 












ix

xf )(
 положительна; 
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3) по мере увеличения количества одного ресурса при постоянных ко-
личествах других предельная эффективность использования этого ресурса не 
возрастает. Математически это требование для дважды дифференцируемых 

производственных функций выглядит так: 0
)(

2

2






iix

хf
. 

Например, это означает, что рост вооруженности средствами производ-
ства приводит к росту выпуска продукции, но темп роста выпуска продукции 
все время падает (закон убывающей эффективности); 

4) производственная функция характеризуется определенной отдачей 
от расширения масштабов производства. Отдача от расширения масштабов 
производства характеризует производственную функцию с точки зрения из-
менения выпуска продукции при пропорциональном изменении затрат ре-
сурсов, которое математически выражается в умножении всех компонент 
вектора х на положительный скаляр q. Принято говорить, что скалярная 
функция является однородной функцией степени р, если для любого вектора 
х и любого скаляра t она удовлетворяет условию f (tx) = qp f (x). 

Математически четвертое свойство состоит в требовании однородности 
производственной функции. Если p > 1, то говорят, что производственная 
функция характеризуется возрастающей отдачей от расширения масштабов 
производства; если p = 1 – постоянной отдачей (наиболее часто встречаю-
щийся случай), а при p < 1 – убывающей отдачей. 

11.2 Средние, предельные значения производственной 
функции, эластичность выпуска 

Средней производительностью i-го ресурса (фактора производства) 
или средним выпуском по i-му ресурсу (фактору производства) называют от-
ношение значения функции к величине i-го ресурса: 

 i
i x

xf
A

)(
 , (11.2) 

где (i = 1, 2) или f (x) = f (x1, x2). 
Предельной (маржинальной) производительностью i-го ресурса (фак-

тора производства) или предельным выпуском по i-му ресурсу (фактору про-
изводства) называют первую частную производную функции f (x) = f (x1, x2): 

 
( )

.i
i

дf x
М

дх
  (11.3) 

Предельная производительность показывает, на сколько единиц увели-
чивается объем выпуска у, если объем затрат xi i-го ресурса вырастает на од-
ну единицу при неизменных объемах другого затрачиваемого ресурса. 
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Отношение предельной производительности Мi i-го ресурса к его сред-
ней производительности Ai называется эластичностью выпуска по i-му ре-
сурсу (по фактору производства):  

 
( )

,
( )

i i
i

i i

M x дf x
Е

A f x дx
   )2,1( i . (11.4) 

Сумма E1 + E2 = Ex называется эластичностью производства. Ei пока-
зывает, на сколько процентов увеличится выпуск, если затраты i-го ресурса 
увеличатся на один процент при неизменных объемах другого ресурса. 

Возможность взаимного замещения ресурсов означает, что одно и то 
же количество продукта у может быть произведено при различных сочетани-
ях ресурсов. Совокупность таких сочетаний ресурсов, при которых может 
быть произведено определенное количество продукции q, называется изо-
квантой. 

Предельной нормой замены (замещения) i-го ресурса (фактора произ-
водства) j-м называется выражение: 

 

( )

,
( )

j i
ij

i

j

дf x
dx дx

R
дf xdx
дх

   ( , 1, 2)i j 
 (11.5) 

при постоянной у, i – номер заменяемого ресурса, j – номер замещающего ре-
сурса. 

11.3 Производственная функция Кобба – Дугласа 

Для моделирования отдельного региона или страны в целом (т.е. для 
решения задач на макроэкономическом, микроэкономическом уровнях) часто 
используют производственную функцию вида: 

 1 2
0 1 2 ,а ау а х х  (11.6) 

где a0, a1, a2, – параметры производственной функции.  
Это положительные постоянные числа, причем часто a1 и a2 таковы, что 

a1 + a2 = 1. 
Производственная функция данного вида называется производственной 

функцией Кобба – Дугласа по имени двух американских экономистов, пред-
ложивших ее использовать в 1929 году. 

Производственная функция Кобба – Дугласа активно применяется для 
решения разнообразных теоретических и прикладных задач благодаря своей 
структурной простоте. В данной модели, если принять, что x1 = K (где K – 
объем используемого основного капитала или объем используемых основных 
фондов в отечественной терминологии), x2 = L (где L – затраты живого тру-
да), тогда производственная функция Кобба – Дугласа приобретает вид, час-
то используемый в литературе: 
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 1 2
0 ,a aY a K L  (11.7) 

или если выполняется равенство: a1 + a2 = 1, то 11 1
0

aa LKaY  . 
При выполнении равенства a1 + a2 = 1 модель Кобба – Дугласа можно 

записать в несколько ином виде: 

 
11 2 1 1

2 1

0 0 0
01

,
aa a a a

a a

a K L a K a KY K
a

L L LL L
       

 т.е. 
1

0 .
a

Y K
a

L L
    

 (11.8) 

Дроби z
L

Y
  и k

L

K
  называются соответственно производительно-

стью труда и капиталовооруженностью труда. Используя новые символы, 

получим 1
0

akaz  , т.е. из двухфакторной производственной функции Кобба – 
Дугласа получим формально однофакторную производственную функцию 
Кобба – Дугласа. В связи с тем, что 0 < a1 < 1, из последней формулы следу-
ет, что производительность труда z растет медленнее его капиталовооружен-
ности. Однако этот вывод справедлив для случая статической производст-
венной функции Кобба – Дугласа в рамках существующей технологии и ре-

сурсов. Отметим, что дробь 
К

Y
 называется производительностью капитала 

или капиталоотдачей, обратные дроби 
Y

K
и 

Y

L
 называются соответственно 

капиталоемкостью и трудоемкостью выпуска. 

11.4 Динамическая производственная функция 

Производственная функция называется динамической, если: 
1) время t фигурирует в качестве самостоятельной переменной величи-

ны (как бы самостоятельного фактора производства), влияющей на объем 
выпускаемой продукции; 

2) параметры производственной функции и ее характеристика f зависят 
от времени t. 

Рассмотрим пример динамической производственной функции: при по-
строении производственной функции научно-технический прогресс (НТП) 
может быть учтен с помощью введения множителя НТП ept, где параметр p 
(p > 0) характеризует темп прироста под влиянием НТП: 
 y(t) = ept f (x1(t), x2(t)), где t = 0, 1, …, T. (11.9) 

Данная функция включает множитель A(t) = ept, который отражает 
влияние нейтрального, по Хиксу, технического прогресса, т.е. не материали-
зованного в одном из факторов. Такой НТП не затрагивает соотношений ме-
жду факторами (К) и (L) и называется продуктоувеличивающим. В более 
сложных случаях технический прогресс может воздействовать непосредст-
венно на производительность труда или капитала (капиталоотдачу): 
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))()(),(()( tLtAtKftY   – модель Солоу или ))(),()(()( tLtKtAftY   – мо-
дель Харрода. Он называется, соответственно, трудосберегающим или капи-
талосберегающим НТП. 

Предполагается, что производственная функция удовлетворяет некото-
рым условиям, вытекающим из общеэкономических соображений. Вид 
функции и некоторые ограничения на значения параметров вытекают, как 
правило, из теоретических представлений о структуре и функционировании 
моделируемого объекта, а конкретные численные значения параметров нахо-
дятся в результате обработки информации, имеющейся в распоряжении ис-
следователя. Это могут быть: 

 результаты пространственных выборок; данные о технико-экономи-
ческих характеристиках используемых, потенциально доступных или проек-
тируемых технологий, агрегатов, производственных комплексов (в этом слу-
чае рассматриваются статические модели); 

 временные ряды (ряды динамики) или результаты пространственно-
временных выборок показателей ресурсов и выпуска (тогда речь идет о ди-
намических моделях). 

Параметры функции оцениваются, в основном, методами корреляци-
онно-регрессионного анализа. Полученные таким образом производственные 
функции представляют статистические зависимости между ресурсами и вы-
пуском, однако при их построении необходимо избавляться от явлений муль-
тиколлинеарности параметров и автокорреляции – в противном случае неиз-
бежны грубые ошибки. 

Упражнения 

Задача 1 

Производственная функция имеет вид 2

1

5 ху  , где у – объем выпус-
каемой продукции, х – величина затрачиваемого ресурса. Определить в об-
щем виде среднюю и предельную производительность ресурса, рассчитать 
эластичность выпуска. Найти значение средней и предельной производи-
тельности ресурса в точках х = 1; х = 4; х = 9; х = 16. Рассчитать в этих точках 
эластичность выпуска. 

Решение 
1/ 2( ) 5 5

x
f x x

A
x x x


   ; 

1
( 1)1/ 2 2( ) 1 5

(5 ) 5
2 2

x
f x

M x x
x x

      


; 

5 5 5 1
: ;

22 2 5
х

x
х

М x
E

А x x x
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при х = 1: ;5
1

5

1

55


х
Ах  ;5,2

12

5

12

5

2

5





x
M x  

2

1
xE ; 

при х = 4: 5,2
2

5

4

55


х
Ах ; 25,1

22

5

42

5

2

5





x
M x ; 

2

1
xE ; 

при х = 16: 25,1
4

5

16

55


х
Ах ; 625,0

42

5

162

5

2

5





x
M x ; 

2

1
xE . 

Задача 2 

Производственная функция имеет вид 3

1

3 ху  , где у – объем выпус-
каемой продукции, х – величина затрачиваемого ресурса. Определить в об-
щем виде среднюю и предельную производительность ресурса, рассчитать 
эластичность выпуска. Найти значение средней и предельной производи-
тельности ресурса в точках х = 8; х = 27; х = 64. Рассчитать в этих точках эла-
стичность выпуска. 

 
Задача 3 

Производственная функция имеет вид 2

1

2

1

LKу  , где К – затраты капи-
тала (затраты основных производственных фондов), L – затраты труда. Опре-
делить среднюю и предельную производительность ресурсов, рассчитать 
эластичность выпуска по ресурсам и эластичность производства при фикси-
рованных значениях K1 = 90, L1 = 10; K2 = 36, L2 = 9. Построить изокванты 
при фиксированном выпуске y = 2; y = 3. 

Решение 
Средняя производительность капитала (фондоотдача): 

2

1

2

1

2

1

2

1

),(

K

L

K

LK

K

LKy
AK   . 

Средняя производительность труда:  

2

1

2

1

2

1

2

1

),(

L

K

L

LK

L

LKy
AL  . 

Предельная производительность капитала:  
1

11 1 1 21
22 2 2

1

2

( , ) 1
( )

2
2

K K
'y K L L

M K L L K
K

K

  
 

   
 . 

Предельная производительность труда:  
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1
11 1 1 21
22 2 2

1

2

( , ) 1
( )

2
2

L L
'y K L K

M K L K L
L

L

  
 

   
 . 

Эластичность выпуска по капиталу: 

2

1

2

:

2 2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1







LK

KL

K

L

K

L

А

М
E

K

K
K . 

Эластичность выпуска по труду: 

2

1

2

:

2 2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1







KL

LK

L

K

L

K

А

М
E

L

L
L . 

Эластичность производства: 

1
2

1

2

1
 LK EEE . 

В точке K1 = 90, L1 = 10: 

39
10

90

10

90 2

1
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1









K

L
AK , 

3

1

9

1

90

10

90

10 2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
















K

L
AK , 

6

1

3

1

2

1

90

10

2

1

902

10

2

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1












K

L
M K , 

2

3
9

2

1

10

90

2

1

102

90

2

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1

2

1












L

K
M L . 

Аналогично рассчитываются средние и предельные значения в точке 
K2 = 36, L2 = 9. 

По определению изокванты y = q = const  из уравнения производст-

венной функции 2

1

2

1

LKу   необходимо выразить одну переменную через 

другую (т.к. у = const). Допустим, выразим L через К: 
K

y
L

2

 . Данное урав-

нение выражает общий вид изокванты.  
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Изокванта уровня y = 2 имеет вид 
K

L
4

 . Если в данное уравнение 

произвольно подставить значения К, то можно построить линию, которая бу-
дет являться изоквантой уровня производства у = 2.  

При уровне производства у = 3 уравнение изокванты имеет вид: 
K

L
9

 .  

 
 
Задача 4  

Производственная функция имеет вид: 4

3

4

1

KLу  , где L – затраты тру-
да, К – затраты капитала (затраты основных производственных фондов). Оп-
ределить среднюю и предельную производительность ресурсов при фиксиро-
ванных значениях L1 = 2; K1 = 32; L2 = 40,5; K2 = 0,5. Рассчитать эластичность 
выпуска по ресурсам и эластичность производства. Построить изокванты при 
фиксированном выпуске y = 2; y = 3. 

Задача 5 

Производственная функция имеет вид: 2

1

3

1

KLу  , где L – затраты тру-
да, К – затраты капитала (затраты основных производственных фондов). Оп-
ределить среднюю и предельную производительность ресурсов при фиксиро-
ванных значениях L1 = 27; K1 = 9; L2 = 64; K2 = 16. Рассчитать эластичность 
выпуска по ресурсам и эластичность производства. Построить изокванты при 
фиксированном выпуске y = 1; y = 2; y = 3. 

Задача 6 

Производственная функция есть функция Кобба – Дугласа. Чтобы уве-
личить выпуск продукции на 3%, надо увеличить фонды на 6% или числен-
ность рабочих на 9%. Средняя производительность одного работника за ме-
сяц 1 млн руб., а всего работников 1000. Основные фонды оценивались на 10 
млрд руб. Какой вид имеет производственная функция, чему равна средняя 
фондоотдача? 

Решение 

Функция Кобба – Дугласа имеет вид: 1 1
0

а ау а K L . Требуется найти па-
раметры уравнения а0, а1, а2 и АK. 

Эластичность выпуска по i-му ресурсу (Ei) показывает, на сколько про-
центов увеличится выпуск, если затраты i-го ресурса увеличатся на один 

процент при неизменных объемах другого ресурса, 
2

1
6:3 КЕ . 
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;
К

К
К A

M
Е   

)1(
100

1221 )( 



 аа
К

аа
К КаLаLКа

К

у
М ; 

21

21
)1(

0
0 аа

аа

К LКа
К

LКа

К

у
А  ; 

1)1(
0

)1(
10

21

22

а
LКа

LКаа
Е

аа

аа

К  



; т.е.  

2

1
1  аEК ; 

.21

21
)1(

0
0 аа

аа

К LКа
К

LКа

К

у
А   

Аналогично определяем 
3

1
2 а .  

Средняя производительность одного работника 1 000 000L
Y

А
L

    

1 000 000Y L   , т.к 1000L 91010000000001 Y . По условию задачи 

K = 1010, подставляем значения в формулу    
1 1

9 10 32 3
010 10 10a     

0 1000a  .  

Производственная функция будет иметь вид: 3

1

2

1

1000 LKY  . Средняя 

фондоотдача 1,0
10

10
10

9


K

Y
AК . 

Задача 7 

Производственная функция есть функция Кобба – Дугласа. Чтобы уве-
личить выпуск продукции на 1%, надо увеличить фонды на 3% или числен-
ность рабочих на 3%. Один работник за месяц производит продукции на 10 
млн руб., а всего работников 1000. Основные фонды оценивались на 1 млрд 
руб. Какой вид имеет производственная функция, чему равна средняя фондо-
отдача? 

Задача 8 

Производственная функция есть функция Кобба – Дугласа. Чтобы уве-
личить выпуск продукции на 2%, надо увеличить фонды на 5% или числен-
ность рабочих на 5%. Один работник за месяц производит продукции на 1 
млн руб., а всего работников 32. Основные фонды оценивались на 10 млрд 
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руб. Какой вид имеет производственная функция, чему равна средняя фондо-
отдача? 

Задача 9 

Производственная функция есть функция Кобба – Дугласа. Чтобы уве-
личить выпуск продукции на 1%, надо увеличить фонды на 2% или числен-
ность рабочих на 4%. Один работник за месяц производит продукции на 10 
млн руб., а всего работников 625. Основные фонды оценивались на 100 млн 
руб. Какой вид имеет производственная функция, чему равна средняя фондо-
отдача? 

  

Задача 10 

Производственная функция имеет вид 2

1

2

1

LKу  , рассчитать предель-
ную норму замены труда капиталом (RLK) и предельную норму замены капи-
тала трудом (RKL). 

Решение 

K

y
L

y

RLK






 ; 

L

y
K

y

RKL






 . 

1
1 1 2
2 2

1

22L

'
y K

K L
L

L

 
      

; 

1
1 1 2
2 2

1

22K

'
y L

K L
K

K

 
      

 

L

K

LL

KK

K

L

L

K

K
y
L
y

RLK 














2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

2

:

2
 

K

L

KK

LL

L

K

L

L

L

y
K

y

RKL 














2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

2

2

:

2
 

Задача 11 

Производственная функция имеет вид 2

1

3

1

KLу  , рассчитать предель-
ную норму замены труда капиталом (RLК) и предельную норму замены капи-
тала трудом (RKL). 
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Задача 12 

Производственная функция имеет вид 4

3

4

1

KLу  , рассчитать предель-
ную норму замены труда капиталом (RLК) и предельную норму замены капи-
тала трудом (RKL). 

Задача 13 

Производственная функция имеет вид 3

2

3

1

KLу  , рассчитать предель-
ную норму замены труда капиталом (RKL) и предельную норму замены капи-
тала трудом (RKL). 

 
 

Ответы 

№ 2 
3

2

3

х
A x  , 

3
2

1

х
M x  , 

3

1
xE ; при х = 8; Ах = 

4

3
; Мх = 

4

1
; при 

х = 27; Ах = 
3

1
; Мх = 

9

1
; при х = 64; Ах = 

16

3 , Мх = 
16

1 .  

№ 4 
4

3









L

K
AL , 

4

1









K

L
AК , 

4

3

4

1








L

K
M L , 

4

1

4

3








K

L
M K ; при L = 2; 

K = 32; AL = 8; 
1

2KA  , ML = 2; 
3

8KM  ; при L = 40,5; K = 0,5, 
1

27LA  , 

AK = 3, 
1

108LM  , 
9

4KM  ; 
1

4LE  ; 
3

4KE  ; E = 1; уравнения изоквант 

при у = 2 3

16
L

K
 , при у = 3 3

81
L

K
 .  

№ 5

1

2

2

3

L
K

A

L

 , 

1

3

1

2

K
L

A

K

 , 

1

2

2

33
L

K
M

L

 , 

1

3

1

22
K

L
M

K

 , при L = 27, K = 9, 

1

3LA  , AK = 1, 
1

9LM  , 
1

2KM  ; при L = 64, K = 16, 
4

1
LA , AK = 1, 

1

12LM  , 

1

2KM  ; 
1

3LE  ; 
1

2KE  ; 
5

6
E  ; уравнения изоквант: при у = 1 

3
2

1
L

К
 , при 

у = 2 
3

2

8
L

К
 , при у = 3. 3

2

27
L

K
 . 
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№ 7 
1 1

6 3 310y L K   ; 10КА  .  

№ 8 
2 2

5 5800y L K   ; 0,0032КА  . 

№ 9 
1 1

4 2125000y L K   ; 62,5КА  .  

№ 11 
2

3LK
K

R
L

 ,
3

2KL
L

R
K

 .  

№ 12 
3LK
K

R
L

 ,
3

KL
L

R
K

 .  

№ 13 
2LK
K

R
L

 ,
2

KL
L

R
K

 . 

 
 

Контрольные вопросы 

1. Что называется производственной функцией? 
2. Какими свойствами обладает производственная функция? 
3. Что называют средней производительностью ресурса? 
4. Что называют предельной производительностью ресурса? 
5. Каков экономический смысл предельной производительности ре-

сурса? 
6. Какой вид имеет функция Кобба – Дугласа? 
7. Что такое эластичность выпуска по i-му ресурсу? 
8. Что такое эластичность производства? 
9. Как рассчитать предельную норму замены ресурса? 
10. Что такое изокванта? 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
 

СИСТЕМНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КАК ОСНОВА  
ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ В СОВОКУПНОСТИ  

ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ ПРОИЗВОДСТВОМ 
 

В заключение рассмотрим некоторые аспекты системного моделирова-
ния, которое является неотъемлемой частью процесса решения задач управ-
ления разного уровня. 

При построении экономико-математических моделей обычно возникает 
вопрос об установлении их класса, степени сложности и конструктивных 
особенностей. Класс модели определяется целью решаемой задачи и специ-
фикой ее постановки. Сложность модели зависит от числа учитываемых 
факторов и характеристики взаимосвязи между ними, от наличия точности и 
достоверности исходной информации, а также от требований к точности по-
лучаемых расчетных показателей. К конструктивным особенностям модели 
относят число уравнений, число переменных, их степени и др. 

Экономико-математические модели имеют различное целевое назначе-
ние в системе управления. Выделяются группы моделей, используемые для 
анализа тенденций и состояния производства, прогнозирования развития 
объекта, перспективного и текущего планирования, принятия оперативных 
хозяйственных решений, экономических исследований и экспериментов. 
В зависимости от целей применения модели имеют разную сложность. 

Так, почти все модели размещения производства имеют многоблочную 
структуру, где каждый район размещения представлен самостоятельным 
блоком, а все эти блоки увязываются посредством нескольких общих ограни-
чений – связующего блока. В отличие от таких модельных структур модель, 
например, оптимизации кормопроизводства в хозяйстве является одноблоч-
ной. 

Оптимизационные модели могут включать целевую функцию, выра-
жающую один-единственный критерий оптимальности: максимум прибыли 
или минимум затрат. Но в некоторых моделях необходимо отразить много-
критериальный подход путем комбинации нескольких критериев или их по-
следовательным применением в сочетании с соответствующими ограниче-
ниями. 
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Отметим, что, начав исследование с построения простой модели, мож-
но получить полезные результаты, а затем перейти к созданию более слож-
ной и более совершенной модели, включающей в себя новые условия и более 
точные математические зависимости. 

Основополагающим в совокупности классификационных признаков 
является сущность моделируемых экономических процессов. Совокупность 
всех экономических, производственных, технологических процессов состав-
ляет единый объект системного моделирования.  

Система моделей представляет собой совокупность логически, инфор-
мационно и алгоритмически связанных моделей, отражающих экономиче-
ские, организационные и технологические процессы воспроизводства в их 
объективном существующем единстве. Система моделей используется для 
принятия эффективных решений по развитию различных сфер производства. 

При построении системы моделей следует придерживаться следующих 
принципов: 

 принцип развития; 
 принцип единства; 
 принцип относительной автономности; 
 принципы соответствия и адаптации; 
 принцип ориентации на выходные показатели; 
 принцип необходимого разнообразия; 
 принцип взаимного дополнения моделей; 
 принцип увязки моделей. 
Одна из основных методологических проблем системного моделирова-

ния и согласования плановых расчетов на основе применения системы моде-
лей состоит в построении системы критериев оптимальности. Критерий оп-
тимальности служит экономико-математическим выражением цели раз-
вития моделируемой системы. 

Поэтому для обоснования системы критериев необходимо предвари-
тельно представить систему целей производства. 

Наиболее наглядный способ представления всей совокупности целей – 
построение дерева целей. Он позволяет сформулировать вначале наиболее 
общие (генеральные) цели, а затем детализировать каждую из них последова-
тельно по нескольким уровням вплоть до получения в нижнем ярусе характе-
ристик таких целей, которые могут быть представлены в виде конкретных 
целевых нормативов или других целевых показателей. 

Существенным для многих типов задач является максимизация произ-
водства конечной продукции в ассортименте, соответствующем потребно-
стям населения (например, такие критерии предназначены для реализации 
моделей оптимизации структуры сельскохозяйственного производства). 

Другая важная цель производства связана с рациональным распределе-
нием и эффективным использованием производственных ресурсов между 
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объектами. Достижению этой цели (то есть обеспечению эффективного вос-
производства) отвечают критерии минимизации издержек производства, ка-
питальных вложений, приведенных затрат или минимизация некоторых кон-
кретных видов ресурсов – труда, земельных угодий. Эти критерии могут 
быть использованы только в сочетании с ограничениями на производство оп-
ределенных объемов продукции. 

На уровне предприятий обеспечение эффективного воспроизводства 
равнозначно увеличению прибыли для дальнейшего развития производства и 
повышения благосостояния работников при обязательном выполнении зада-
ний по закупкам продукции. Поэтому критериями оптимизации должны быть 
максимизация прибыли или максимизации уровня рентабельности производ-
ства при ограничениях на выполнение плана закупок продукции. 

При обосновании системы критериев оптимальности важно добиться 
их внутренней согласованности и непротиворечивости. Для этого необходи-
мо не только принимать во внимание сами критерии, но и систему ограниче-
ний по ресурсам. Показатели, выполняющие функции критерия оптимально-
сти в одной модели, могут стать ограничениями в сопряженной модели. 

Эффект системного моделирования в отличие от разрозненных расче-
тов по отдельным моделям состоит в следующем: 

 обеспечивается наиболее полная балансовая увязка производствен-
ных ресурсов с объемами производства продукции по всем временным гори-
зонтам планирования и в общей системе объектов от народно-хозяйствен-
ного уровня до уровня объединений и предприятий; 

 достигается дополнительное приращение экономического эффекта 
(конечной продукции, чистой продукции, прибавочного продукта), создавае-
мого в сельском хозяйстве за счет оптимизации отраслевой и территориаль-
ной структуры производства, наиболее целесообразного распределения и 
наилучшего использования производственных ресурсов. 

При решении задач управления производством необходим комплекс-
ный подход к реализации принципов оптимального планирования на основе 
системы взаимосвязанных экономических задач, в решении которых неотъ-
емлемой частью являются экономико-математические методы и модели, 
часть которых и была развернуто представлена в данном пособии. 
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ТЕСТОВЫЕ ВОПРОСЫ 

К разделу «Методы и модели линейной оптимизации» 

1. Описание знаковыми математическими средствами социально-
экономических систем – это: 

а) экономико-статистическое исследование; 
б) экономико-аналитическое моделирование; 
в) экономико-математическое моделирование; 
г) социально-экономическое моделирование; 
д) социально-статистическое исследование. 
 
2. Большой класс методов, где на основе теории вероятностей оцени-

ваются различные параметры систем, характеризуемых как системы массово-
го обслуживания, объединен под названием: 

а) линейное программирование; 
б) нелинейное программирование; 
в) теория массового обслуживания; 
г) математическая статистика; 
д) теория графов. 
 
3. В оптимальное математическое программирование входит: 
а) методы ветвей и границ; 
б) теория массового обслуживания; 
в) линейное программирование; 
г) теория игр; 
д) экономическая кибернетика. 
 
4. Все экономические модели делятся на: 
а) экономические и статистические; 
б) экономические и математические; 
в) экономико-математические и экономико-статистические; 
г) линейные и оптимизационные; 
д) линейные и статистические. 
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5. В управлении хозяйственными процессами наибольшее значение 
имеют, прежде всего, __________ модели, часто объединяемые в системы 
моделей. 

а) экономико-математические; 
б) экономические; 
в) математические; 
г) социальные; 
д) статистические. 
 
6. Данные модели могут быть определены как алгебраическая сумма 

отдельных показателей: 
а) аддитивные; 
б) мультипликативные; 
в) кратные; 
г) смешанные; 
д) верификационные. 
 
7. Данные модели могут быть определены как произведение отдельных 

факторов: 
а) аддитивные; 
б) мультипликативные; 
в) кратные; 
г) смешанные; 
д) верификационные. 
 
8. Данные модели могут быть определены как соотношение отдельных 

факторов: 
а) аддитивные; 
б) мультипликативные; 
в) кратные; 
г) смешанные; 
д) верификационные. 
 
9. Данные модели могут быть определены как сочетание уже различ-

ных видов моделей: 
а) аддитивные; 
б) мультипликативные; 
в) кратные; 
г) смешанные; 
д) верификационные. 
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10. Имитационное моделирование, деловые игры, методы экспертных 
оценок входят в группу методов: 

а) экспериментального изучения экономических явлений; 
б) принятия оптимальных решений; 
в) математической статистики; 
г) экономической кибернетики; 
д) математической эконометрии. 
 
11. Основным методом исследования систем является метод: 
а) потенциалов; 
б) сравнительный; 
в) моделирования; 
г) симплексный; 
д) транспортный. 
 
12. К методам принятия оптимальных решений можно отнести: 
а) методы экспериментального изучения явлений; 
б) математическую статистику; 
в) эконометрику; 
г) методы ветвей и границ; 
д) имитационное моделирование.  
 
13. Модель, представляющая собой системы математических выраже-

ний, описывающих характеристики объекта моделирования и связи между 
ними, носит название: 

а) математической; 
б) экономико-математической; 
в) экономической; 
г) смешанной; 
д) сепарабельной. 
 
14. Мультипликативные модели могут быть представлены как: 
а) разность отдельных факторов; 
б) произведение отдельных факторов; 
в) сумма отдельных факторов; 
г) соотношение отдельных факторов; 
д) единичные факторы. 
 
15. Описание знаковыми математическими средствами социально-

экономических систем носит название: 
а) социально-экономической системы; 
б) экономико-статистических методов; 
в) экономико-математического моделирования; 
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г) линейного программирования; 
д) статистического программирования. 
 
16. Модели, позволяющие изучить влияние значительного количества 

факторов на обобщающие показатели и тем самым достичь большей глубины 
и точности анализа, носят название: 

а) многофакторных мультипликативных; 
б) мультипликативных; 
в) кратных; 
г) смешанных; 
д) многокритериальных. 
 
17. По степени детализации экономико-математические модели под-

разделяются на: 
а) обобщающие и частные; 
б) агрегированные и детализированные; 
в) обобщающие и специализированные; 
г) агрегированные и частные; 
д) обобщающие и детализированные; 
 
18. Раздел «Экономическая кибернетика» включает: 
а) системный анализ экономики, теорию экономической информации и 

теорию управляющих систем; 
б) выборочный метод, дисперсионный анализ, корреляционный анализ, 

регрессионный анализ; 
в) теорию экономического роста, теорию производственных функций, 

межотраслевые балансы; 
г) многомерный статистический анализ, дисперсионный анализ, корре-

ляционный анализ; 
д) выборочный метод, корреляционный анализ, регрессионный анализ. 
 
19. Какой из перечисленных видов экономико-математических моделей 

не используется при анализе влияния отдельных факторов? 
а) аддитивная модель; 
б) мультипликативная модель; 
в) кратная модель; 
г) смешанная модель; 
д) модель экономического роста. 
 
20. Экономико-математические методы следует понимать как ______ 

процесса. 
а) инструмент; 
б) продукт; 
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в) методы; 
г) модель; 
д) путь. 
 
21. Этот метод дает возможность обосновать наиболее оптимальное 

экономическое решение в условиях жестких ограничений, относящихся к ис-
пользуемым в производстве ресурсам: 

а) метод линейного программирования; 
б) интегральный метод экономического анализа; 
в) метод дифференциального исчисления; 
г) метод долевого участия; 
д) интегрированный метод долевого участия. 
 
22. Для изучения различных экономических явлений экономисты ис-

пользуют их упрощенные формальные описания, называемые __________ 
_________. 

ОТВЕТ: 
 
23. ____________ модель – план выполнения некоторой совокупности 

взаимосвязанных операций (работ), заданный в специфической форме сети. 
ОТВЕТ: 
 
24. Совокупность приемов или операций практического или теоретиче-

ского освоения действительности, подчиненных решению конкретной зада-
чи, – это ___________. 

ОТВЕТ: 
 
25. ___________ – это логическое или математическое описание ком-

понентов и функций, отражающих существенные свойства моделируемого 
объекта или процесса. 

ОТВЕТ: 
 
26. При _______ моделировании используются составленные высоко-

квалифицированными специалистами правила с применением логических 
функций: И, ИЛИ, ЕСЛИ, НЕ.  

ОТВЕТ: 
 
27. ________ – это целенаправленная деятельность, заключающаяся в 

получении наилучших результатов при соответствующих условиях.  
ОТВЕТ: 
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28. Термин ________________ понимается как обобщающее название 
комплекса экономических и математических научных дисциплин, объеди-
ненных для изучения социально-экономических систем и процессов.  

а) социально-экономическая система; 
б) экономико-математические методы; 
в) экономико-математическое моделирование; 
г) математическая статистика; 
д) математическая экономия. 
 
29. __________ __________ – планирование на основе экономико-

математических методов и моделей, позволяющее выбрать из всех возмож-
ных и допустимых наилучший план, характеризуемый максимальным значе-
нием целевой функции (критерия оптимальности).  

ОТВЕТ: 
 
30. По характеру изменения переменных задачи оптимального про-

граммирования классифицируются на: 
а) линейные; 
б) нелинейные; 
в) статические; 
г) динамические; 
д) транспортные. 
 
31. Задачи оптимального программирования классифицируются по 

учету фактора времени как: 
а) линейные и нелинейные; 
б) непрерывные и дискретные; 
в) статистические и динамические; 
г) однокритериальные и многокритериальные; 
д) непрерывные и линейные. 
 
32. Математический аппарат, разработанный для решения некоторого 

класса задач математического программирования путем их разложения на 
относительно небольшие и, следовательно, менее сложные задачи, называет-
ся: 

а) статистическим анализом; 
б) динамическим программированием; 
в) методом оптимального решения; 
г) линейным программированием;  
д) сепарабельным программированием. 
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33. Задачи оптимального программирования классифицируются по ха-
рактеру изменения переменных как: 

а) линейные и нелинейные; 
б) непрерывные и дискретные; 
в) статистические и динамические; 
г) однокритериальные и многокритериальные; 
д) непрерывные и линейные. 
 
34. Задачи оптимального программирования классифицируются по 

числу критериев оценки альтернативы как: 
а) линейные и нелинейные; 
б) непрерывные и дискретные; 
в) статистические и динамические; 
г) однокритериальные и многокритериальные; 
д) непрерывные и линейные. 
 
35. Величина, которая зависит от переменных и является целью, клю-

чевым показателем эффективности или оптимальности модели, выражается в 
виде: 

а) переменных ограничений; 
б) целевой функции; 
в) данных; 
г) ограничения; 
д) коэффициента. 
 
36. Задача нелинейного программирования делится на 2 частные задачи: 
а) выпуклого и дискретного программирования; 
б) стохастического и дискретного программирования; 
в) выпуклого и детерминированного программирования; 
г) стохастического и детерминированного программирования; 
д) детерминированного и дискретного программирования. 
 
37. Методы оптимизации делят на методы одномерной оптимизации и 

методы многомерной оптимизации: 
а) по критерию размерности; 
б) по критерию размера; 
в) по критерию влияния; 
г) по критерию важности; 
д) по критерию времени. 
 
38. Надстройка MS Excel ________ позволяет решать широкий круг за-

дач на оптимизацию. 
а) «Решение»; 
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б) «Ответ»; 
в) «Поиск»; 
г) «Поиск решений»; 
д) «Расчет решения». 
 
39. Неизвестные величины, которые нужно найти при решении задачи 

(задачи и модели оптимизации), носят название: 
а) функций; 
б) переменных; 
в) ограничений; 
г) данных; 
д) коэффициентов. 
 
40. По виду целевой функции и допустимого множества задачи опти-

мизации и методы их решения можно разделить на задачи: 
а) линейного и нелинейного программирования; 
б) стационарного и динамического программирования; 
в) стационарного и нелинейного программирования; 
г) линейного и систематического программирования; 
д) нелинейного и систематического программирования. 
 
41. В задачах оптимизации процесс выбора наилучшего варианта из 

всех возможных носит название: 
а) оптимизации; 
б) линейного метода; 
в) условного метода; 
г) поиска; 
д) отыскания переменных. 
 
42. В задачах оптимизации последовательность действий, преобразую-

щих исходные данные в искомый результат решения задачи, носит название: 
а) исходных вычислений; 
б) постановки задачи; 
в) алгоритма решения задачи; 
г) математической модели; 
д) условия задачи. 
 
43. ______ ______ предназначается для описания содержательной по-

становки задачи с помощью математических символов и представляет собой 
аналитическую зависимость между переменными и исходными данными. 

а) постановка задачи; 
б) математическая модель; 
в) алгоритм решения; 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



285 
 

г) поиск данных; 
д) условие задачи. 
 
44. Процесс одновременной оптимизации двух или более конфлик-

тующих целевых функций в заданной области определения носит название: 
а) многокритериальной оптимизации; 
б) одномерной оптимизации; 
в) многомерной оптимизации; 
г) комбинированной оптимизации; 
д) полимерной оптимизации. 
 
45. Условия, которым должны удовлетворять переменные в задачах оп-

тимизации: 
а) данные; 
б) переменные; 
в) ограничения; 
г) функция; 
д) коэффициенты. 
 
46. Целенаправленная деятельность, заключающаяся в получении наи-

лучших результатов при соответствующих условиях, называется: 
а) задачей программирования; 
б) моделированием; 
в) линейным программированием; 
г) задачей оптимизации; 
д) нелинейным программированием. 
 
47. Эти методы оптимизации имеют дело с многоэкстремальными це-

левыми функциями и называются: 
а) глобальными; 
б) локальными; 
в) внутренними; 
г) внешними; 
д) простыми. 
 
48. ________ функция – это глобальный критерий оптимальности в ма-

тематических моделях, с помощью которых описываются экономические за-
дачи. 

а) оптимальная; 
б) целевая; 
в) одномерная; 
г) линейная; 
д) нелинейная. 
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49. Задачей оптимизации в математике, информатике и исследовании 
операций называется задача нахождения ___________. 

ОТВЕТ: 
 
50. Неизвестные величины, которые нужно найти при решении зада-

чи, – это ___________. 
ОТВЕТ: 
 
51. ____________ – процесс выбора наилучшего варианта из всех воз-

можных. 
ОТВЕТ: 
 
52. В задачах оптимизации условия, которым должны удовлетворять 

переменные, – это ___________. 
ОТВЕТ: 
 
53. Целенаправленная деятельность, заключающаяся в получении наи-

лучших результатов при соответствующих условиях, – это _______ _______. 
ОТВЕТ: 
 
54. _________ функция – это глобальный критерий оптимальности в 

математических моделях, с помощью которых описываются экономические 
задачи. 

ОТВЕТ: 
 
55. Модель основной задачи линейного программирования трактуется 

как: 
а) получение максимального выхода продукции при ограничении про-

изводительных ресурсов; 
б) получение минимума затрат на производство продукции при исполь-

зовании всех имеющихся ресурсов; 
в) извлечение максимальной выгоды из продажи ресурсов с целью 

производства продукции; 
г) максимизация производства продукции с целью минимизации произ-

водственных ресурсов; 
д) минимизация производства продукции с целью максимизации про-

изводственных ресурсов. 
 
56. Целевая функция основной задачи линейного программирования 

описывает: 
а) выход продукции в стоимостном выражении; 
б) выход продукции в процентном отношении;  
в) выход продукции в натуральном выражении; 
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г) выход продукции в долевом выражении; 
д) количество товара на рынке. 
 
57. Целевая функция в структурной форме записывается следующим 

образом: 

а) ;)min(max
1




r

j
jij caZ  

б) ;)min(max
1




n

i
ji xbZ  

в) ;)min(max
1




n

j
jj xcZ  

г) 



m

j
iij baZ

1

)min(max ; 

д) 



m

j
ijij bxZ

1

max(min).  

 
58. Задача имеет альтернативный оптимум в случае, когда: 
а) линия уровня функции Z параллельна одной из сторон многоуголь-

ника; 
б) линия уровня функции Z перпендикулярна одной из сторон много-

угольника; 
в) линия уровня функции Z пересекается с одной из сторон много-

угольника; 
г) такого не может быть; 
д) линия уровня Z отсекает плоскость. 
 
59. Суть подготовки решения основной задачи линейного программи-

рования симплекс-методом заключается в том, чтобы: 
а) перейти от системы уравнений к системе неравенств. Для этого вве-

сти дополнительную переменную yi как разность между левой и правой час-
тями; 

б) перейти от системы уравнений в системе неравенств. Для этого вве-
сти дополнительную переменную yi как разность между правой и левой час-
тями; 

в) перейти от системы неравенств к системе уравнений. Для этого вве-
сти дополнительную переменную yi как разность между большей и меньшей 
частями неравенства; 

г) перейти от системы неравенств к системе уравнений. Для этого вве-
сти дополнительную переменную yi как произведение между меньшей и 
большей частями неравенства; 
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д) перейти от системы неравенств к системе уравнений. Для этого вве-
сти дополнительную переменную yi как произведение между левой и правой 
частями неравенства. 

 
60. Если среди ограничений основной задачи линейного программиро-

вания есть строгие равенства, такая система ограничений называется: 
а) строгой; 
б) смешанной; 
в) не строгой; 
г) вырожденной; 
д) внутренней. 
 
61. В задаче оптимизации кормового рациона целевая функция может 

выражать: 
а) валовой выход продукции; 
б) стоимость рациона; 
в) прибыль по хозяйству в целом; 
г) поголовье животных; 
д) количество кормов в хозяйстве. 
 
62. Метод целенаправленного перебора опорных решений задачи ли-

нейного программирования, позволяющий за конечное число шагов либо 
найти оптимальное решение, либо установить, что оптимальное решение от-
сутствует, называется: 

а) комплексным методом; 
б) методом искусственного базиса; 
в) симплексным методом; 
г) двойственным симплексным методом; 
д) целочисленным симплексным методом. 
 
63. В системе линейного программирования последовательное преоб-

разование по алгоритму симплекс-метода позволяет определить: 
а) максимальное количество шагов (интеграций); 
б) минимальное количество шагов (интеграций); 
в) коэффициенты целевой функции; 
г) экстремальное значение целевой функции; 
д) коэффициенты системы ограничений. 
 
64. Базовой задачей для группы симплексных методов является: 
а) основная задача линейного программирования; 
б) двойственная задача; 
в) транспортная задача; 
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г) обратная задача линейного программирования; 
д) целочисленная задача. 
 
65. В задаче об оптимальном распределении ресурсов критерием опти-

мальности является: 
а) максимальная прибыль; 
б) минимальная прибыль; 
в) максимальные издержки; 
г) минимальные издержки; 
д) минимальные затраты. 
 
66. В каком году было положено начало линейному программирова-

нию? 
а) 1940; 
б) 1938; 
в) 1939; 
г) 1941; 
д) 1937. 

67. В линейной задаче данные условия – ijij

n

j

bxa 
1

, i = 1, 2,…, m – 

являются: 
а) ограничениями; 
б) дополнениями; 
в) условиями; 
г) предложениями; 
д) целевой функцией. 
 
68. В первой части модели экономической задачи оптимизации описы-

вается (линейное программирование): 
а) целевая функция; 
б) основное ограничение; 
в) условие неотрицательности; 
г) модель, разбитая на части; 
д) дополнительное ограничение. 
 
69. В основной задаче линейного программирования ограничения бы-

вают: 
а) основные и дополнительные; 
б) только основные; 
в) основные и второстепенные; 
г) ограничений в системе не существует; 
д) только дополнительные. 
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70. В целевой функции задач линейного программирования: 
а) описывается выход продукции в стоимостном выражении; 
б) расходы ресурсов не должны превышать их наличия; 
в) выпуск продукции должен быть отрицательным; 
г) цена товаров не должна быть равна 0; 
д) количество товаров не должно быть равно 0. 
 
71. Экономико-математическая модель – это _____________ описание 

экономического процесса, произведенное в целях его исследования. 
ОТВЕТ: 
 
72. Группа симплексных методов линейного программирования отно-

сится к __________. 
а) точным и приближенным методам; 
б) точным методам; 
в) приближенным методам; 
г) распределительным методам; 
д) перераспределительным методам. 
 
73. Для группы распределительных методов линейного программиро-

вания базовой задачей является: 
а) транспортная задача; 
б) основная задача линейного программирования; 
в) двойственная задача; 
г) целочисленная задача; 
д) обратная задача линейного программирования. 
 
74. Если задача линейного программирования имеет решение, то целе-

вая функция достигает экстремального значения хотя бы в ______ из крайних 
точек многогранника решений. 

а) одной; 
б) двух; 
в) трех; 
г) четырех; 
д) пяти. 
 
75. Если задача линейного программирования задана в канонической 

форме, то: 
а) все свободные коэффициенты – отрицательные числа; 
б) все свободные коэффициенты – неотрицательные числа; 
в) свободные коэффициенты как отрицательные, так и положительные; 
г) знак коэффициента зависит от типа задачи; 
д) базисные и свободные коэффициенты – отрицательные числа. 
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76. Задача линейного программирования наглядно решается графиче-
ским способом, если в задаче: 

а) одна переменная; 
б) две переменные; 
в) три переменные; 
г) четыре переменные; 
д) пять переменных. 
 
77. Какая задача является базовой для группы симплекс-методов? 
а) транспортная задача; 
б) основная задача линейного программирования; 
в) основная задача нелинейного программирования; 
г) математическая задача; 
д) двойственная задача. 
 
78. С каждой прямой задачей линейного программирования тесно свя-

зана другая линейная задача, называемая: 
а) противоположной; 
б) транспортной; 
в) двойственной; 
г) тройственной; 
д) графической. 
 
79. Основные ограничения в структурной форме записи модели задачи 

линейного программирования выглядят как: 

а) max
1




n

j
jj xcZ ; 

б) min
1

 


n

j
jj xcZ ; 

в) 



n

j
ijij bca

1

; 

г) 



n

j
ijij bxa

1

; 

д) njx j ,1,0  . 

 
80. Как могут быть выражены ограничения в задачах линейного про-

граммирования? 
а) только равенствами; 
б) только неравенствами; 
в) равенствами и неравенствами; 
г) графическим изображением; 
д) в виде диаграммы. 
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81. Любая модель экономической задачи состоит из следующих частей: 
а) целевая функция, система ограничений; 
б) целевая функция, система ограничений, условие целочисленности 

переменных; 
в) целевая функция, система ограничений, условие неотрицательности 

переменных; 
г) система ограничений, условие неотрицательности переменных, усло-

вие целочисленности переменных; 
д) целевая функция, условие целочисленности переменных. 
 
82. Математическая модель задач линейного программирования имеет 

определенную структуру и состоит из: 
а) пяти частей; 
б) четырех частей; 
в) трех частей; 
г) двух частей; 
д) шести частей. 
 
83. Методы линейного программирования подразделяются на группы: 
а) симплексные и распределительные; 
б) точные и неточные; 
в) симплексные и приближенные; 
г) точные и симплексные; 
д) распределительные и приближенные. 
 
84. Методы перебора вариантов решения задачи линейного программи-

рования, в итоге дающие оптимальный вариант, – это методы: 
а) делительные; 
б) точные; 
в) приближенные; 
г) симплексные; 
д) перераспределительные. 
 
85. В модели задачи линейного программирования ограничения, выра-

жающие главные, наиболее существенные условия задачи, которые наклады-
ваются на все или большинство переменных моделей, – это: 

а) основные; 
б) дополнительные; 
в) вспомогательные; 
г) целевые; 
д) целочисленные. 
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86. В модели задачи линейного программирования одной формулой 
можно описать ограничения: 

а) имеющие одинаковую структуру, тип и одинаковые переменные; 
б) имеющие разные структуру и тип, но одинаковые переменные; 
в) имеющие одинаковую структуру и тип, но разные переменные; 
г) имеющие разную структуру, но одинаковый тип и одинаковые пере-

менные; 
д) имеющие одинаковый тип и подобные переменные. 
 
87. Основные ограничения в модели задачи линейного программирова-

ния в системе ограничений: 
а) отражают количество произведенной продукции; 
б) описывают основную цель при решении задачи; 
в) отражают особенности моделирования задачи; 
г) описывают расход основных производственных ресурсов; 
д) отражают полученный доход. 
 
88. Под ________ программированием понимается линейное планиро-

вание, т.е. получение оптимального плана – решения в задачах с линейной 
структурой. 

а) линейным; 
б) нелинейным; 
в) математическим; 
г) динамическим; 
д) параметрическим. 
 
89. При построении модели задачи линейного программирования «bi» – 

это: 
а) количество единиц продукции; 
б) количество ресурсов; 
в) цена выпускаемых товаров; 
г) количество видов продукции; 
д) количество потребителей. 
 
90. При построении модели задачи линейного программирования «сj» – 

это: 
а) количество единиц продукции; 
б) количество ресурсов; 
в) цена выпускаемых товаров; 
г) количество видов продукции; 
д) количество потребителей. 
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91. При построении модели задачи линейного программирования «хj» – 
это: 

а) количество единиц продукции; 
б) количество ресурсов; 
в) количество видов продукции; 
г) цена выпускаемых товаров; 
д) количество потребителей. 
 
92. Термин «линейное программирование» впервые появился в ______ 

году. 
а) 1951; 
б) 1915; 
в) 1845; 
г) 1851; 
д) 1945. 
 
93. Структурная форма записи системы ограничений в линейном про-

граммировании выглядит как: 

а) 



n

j
jj xcZ

1
; 

б) i

n

j
jij bxa 

1
; 

в) xj > 0; 
г) xj < 0; 

д) 0ijax , mi ;1 . 

 
94. Структурная форма записи условия неотрицательности переменных 

величин в задачах с линейной структурой выглядит как: 

а) 0icx , ni ;1 ; 

б) 0ijax , mi ;1 ; 

в) 0jx , nj ;1 ; 

г) 0ijx , mi ;1 , nj ;1 ; 

д) ijij bxa  . 

 
95. Целевая функция в основной задаче линейного программирования 

выглядит как: 
а) Z = max...2211  nn xcxcxc ; 

б) Z = min...12121111  mnmn xcxcxc ; 
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в) Z = min cbx ; 
г) Z = max...2211  nn xaxaxa ; 

д) Z = max...2211  nn xaxaxa . 
 
96. Целевая функция основной задачи линейного программирования Z 

= max...2211  nn xcxcxc  означает: 
а) максимизацию прибыли; 
б) максимизацию затрат; 
в) максимизацию выпуска продукции в стоимостном выражении; 
г) максимизацию цены реализации продукции; 
д) расход ресурсов. 
 
97. В модели задачи линейного программирования цена реализации 

выпускаемой продукции учитывается обычно: 
а) в целевой функции; 
б) в основных ограничениях; 
в) в дополнительных ограничениях; 
г) в условии неотрицательности; 
д) в условии целочисленности. 
 
98. В линейном программировании распределенные методы могут 

быть: 
а) точными; 
б) приближенными; 
в) основными; 
г) дополнительными; 
д) распределительными. 
 
99. Методы линейного программирования включают в себя методы: 
а) симплексный; 
б) прямого поиска; 
в) распределенный; 
г) градиентный; 
д) перераспределительный. 
 
100. Математическая модель базовой задачи линейного программиро-

вания включает в себя: 
а) максимум или минимум целевой функции (критерий оптимально-

сти); 
б) систему ограничений в форме линейных уравнений и неравенств; 
в) требование неотрицательности переменных; 
г) систему ограничений в форме нелинейных уравнений и неравенств; 
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д) систему дополнительных ограничений в форме нелинейных уравне-
ний и неравенств. 

 
101. Для решения задачи линейного программирования в MS Excel ис-

пользуется настройка ________ _______. 
ОТВЕТ: 
 
102. Область математики, разрабатывающая теорию и численные мето-

ды решения многомерных экстремальных задач с ограничениями, – это 
_________ _________. 

ОТВЕТ: 
 
103. Согласно МЖИ в новой таблице клетка, соответствующая разре-

шающему элементу, рассчитывается как: 
а) 1 делить на разрешающий элемент; 
б) –1 делить на разрешающий элемент; 
в) разрешающий элемент делить на 1; 
г) разрешающий элемент делить на (–1); 
д) разрешающий элемент всегда равен 1. 
 
104. МЖИ расшифровывается как: 
а) Метод Жордановых Исключений; 
б) Модифицированные Жордановы Исключения; 
в) Метод Жордановых Изображений; 
г) Модифицированные Жордановы Изображения; 
д) Метод Жордановых Исследований. 
 
105. Правило прямоугольника заключается в том, что: 
а) от произведения элементов, стоящих в вершинах по главной диаго-

нали, отнять произведение элементов, стоящих на побочной диагонали, и 
разделить на разрешающий элемент; 

б) от произведения элементов, стоящих в вершинах побочной диагона-
ли, отнять произведение элементов, стоящих на главной диагонали, и разде-
лить на разрешающий элемент; 

в) к произведению элементов, стоящих в вершинах по главной диаго-
нали, прибавить произведение элементов, стоящих на побочной диагонали, и 
разделить на разрешающий элемент; 

г) к произведению элементов, стоящих в вершинах побочной диагона-
ли, прибавить произведение элементов, стоящих по главной диагонали, и 
разделить на разрешающий элемент; 

д) от произведения элементов, стоящих в вершинах по главной диаго-
нали, отнять произведение элементов, стоящих на побочной диагонали, и 
умножить на разрешающий элемент. 
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106. В таблице МЖИ переменные, оказавшиеся в верхней заглавной 
строке, называются: 

а) базисными; 
б) свободными; 
в) дополнительными; 
г) разрешающими; 
д) оптимальными. 
 
107. Переменные, находящиеся в левом столбце таблицы МЖИ, назы-

ваются: 
а) базисными; 
б) свободными; 
в) максимальными; 
г) разрешающими; 
д) минимальными. 
 

108. Столбец 2  в таблице МЖИ заполняется с использованием: 

а) столбца 1  предыдущей таблицы; 

б) столбца 1  соответствующей таблицы; 
в) разрешающего столбца предыдущей таблицы; 
г) разрешающего столбца соответствующей таблицы; 
д) всех элементов таблицы. 
 
109. Таблица МЖИ будет рассчитана верно, если: 
а) произведение всех элементов по каждой строке таблицы будет равно 

соответствующему столбцу 2 ; 
б) сумма всех элементов по каждой строке таблицы будет равна соот-

ветствующему элементу столбца 1 ; 
в) сумма всех элементов по каждой строке таблицы будет равна соот-

ветствующему элементу столбца 2 ; 
г) сумма всех элементов по столбцу таблицы будет равна сумме эле-

ментов столбца 2 ; 
д) произведение всех элементов по каждой строке таблицы будет равно 

соответствующему столбцу 1 . 
 
110. К особому случаю симплексного метода относят: 
а) неограниченность функционала; 
б) единственность оптимального решения; 
в) отсутствие оптимального решения; 
г) альтернативность решения; 
д) решение системы органичений. 
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111. Для решения задачи линейного программирования в канонической 
форме используется: 

а) метод экспертных оценок; 
б) метод отсечений Гомори; 
в) метод ветвей и границ; 
г) симплекс-метод; 
д) стохастический метод. 
 
112. При решении задач линейного программирования в симплекс-

таблице будет находиться _______ вариант, если среди коэффициентов стро-
ки Z не будет отрицательных (при Z → max). 

а) допустимый; 
б) оптимальный; 
в) вырожденный; 
г) недопустимый; 
д) неоптимальный. 
 
113. При решении задач линейного программирования в симплекс-

таблице будет содержаться ________ вариант, если в столбце свободных чле-
нов кроме строки Z не будет отрицательных. 

а) допустимый; 
б) оптимальный; 
в) вырожденный; 
г) невырожденный; 
д) неоптимальный. 
 
114. В числе особых случаев симплекс-метода выделяют: 
а) неразрешимость модели; 
б) случай вырожденности; 
в) многокритериальность; 
г) единственность оптимального решения; 
д) отсутствие оптимального решения. 
 
115. Выделяют две формы задач линейного программирования: 
а) стандартную и каноническую; 
б) алгебраическую и каноническую; 
в) геометрическую и каноническую; 
г) стандартную и алгебраическую; 
д) алгебраическую и геометрическую. 
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116. Для того чтобы получить исходный вариант решения задачи ли-
нейного программирования симплекс-методом, достаточно представить под-
готовленную модель: 

а) в графическом виде; 
б) в табличной форме; 
в) в структурной форме; 
г) в развернутой алгебраической форме; 
д) в виде диаграммы. 
 
117. Если при решении задач линейного программирования в системе 

функционал не ограничен, то это значит, что: 
а) нельзя найти экстремальное значение для функции Z; 
б) можно найти максимальное значение для функции Z; 
в) существует один оптимальный вариант; 
г) задача не имеет решения; 
д) можно найти минимальное значение для функции Z. 
 
118. Алгоритм метода модифицированных Жордановых исключений 

включает в себя: 
а) пять этапов; 
б) два этапа; 
в) три этапа; 
г) один этап; 
д) четыре этапа. 
 
119. При решении задач линейного программирования симплекс-

методом мы имеем случай вырожденности, когда: 
а) нет допустимого варианта; 
б) нет оптимального варианта; 
в) среди свободных членов появляется 0; 
г) система ограничений противоречива; 
д) в системе ограничений не ограничен расход какого-либо ресурса. 
 
120. Если при решении задач линейного программирования одно и то 

же значение Z принимается при разных наборах xj, то мы имеем дело с: 
а) альтернативным оптимумом; 
б) случаем вырожденности; 
в) допустимым вариантом; 
г) оптимальным вариантом; 
д) отсутствием решения. 
 
121. Оптимальным вариантом решения задачи будет считаться такое 

значение xj, при котором: 
а) не будут выполняться требования системы ограничений; 
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б) выполняются все требования целевой функции; 
в) будут выполняться не только требования системы ограничений, но и 

требования целевой функции; 
г) выполняются все требования системы ограничений; 
д) не будут выполняться требования целевой функции. 
 
122. Оптимизационная задача – это: 
а) экономико-математическая задача, которая состоит в нахождении 

только максимального значения целевой функции; 
б) экономико-математическая задача, которая состоит в нахождении 

оптимального значения целевой функции; 
в) экономико-математическая задача, которая состоит в нахождении 

только минимального значения целевой функции; 
г) информационная задача, которая состоит в нахождении оптимально-

го значения целевой функции; 
д) экономико-математическая задача, которая состоит в нахождении 

допустимого значения целевой функции. 
 
123. Основной метод решения задач линейного программирования, 

смысл которого заключается в переборе и последовательном улучшении ва-
риантов решения, – это: 

а) экономическая кибернетика; 
б) экспериментальное изучение экономики; 
в) симплексный метод; 
г) метод северо-западного угла; 
д) метод экстраполяций. 
 
124. Первым этапом решения задачи линейного программирования 

симплексным методом является: 
а) нахождение исходного варианта и исследование его на допусти-

мость; 
б) нахождение исходного варианта и исследование его на оптималь-

ность; 
в) нахождение исходного варианта и исследование его на неотрица-

тельность; 
г) исследование на оптимальность; 
д) исследование на вырожденность. 
 
125. При решении задач линейного программирования после нахожде-

ния допустимого варианта в симплекс-таблице при maxZ  будет находить-
ся оптимальный вариант, если: 

а) коэффициенты строки Z будут все отрицательными; 
б) среди коэффициентов строки Z не будет отрицательных; 
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в) в столбце свободных членов не будет отрицательных; 
г) в столбце свободных членов все элементы будут отрицательными; 
д) все элементы таблицы будут положительными. 
 
126. Разрешающим элементом при проведении исследования на допус-

тимость в данной таблице является: 
 –х1 –х2 –х3 b 

y1 1 2 –1 5 

y2 3 –4 9 –7 

y3 –2 0 8 –6 

Z –3 –1 4 0 

а) 1; 
б) –4; 
в) –6; 
г) –7; 
д) –2. 
 
127. Разрешающим элементом при проведении исследования на допус-

тимость в данной таблице является: 
 –х1 –х2 –х3 b 

y1 4 3 5 –5 

y2 –2 5 –8 8 

y3 –3 0 –9 –6 

Z –5 2 3 2 

а) –3; 
б) –2; 
в) –9; 
г) 5; 
д) 4; 
 
128. Разрешающим элементом при проведении исследования на опти-

мальность в данной таблице является: 
 –y1 –y2 –х3 b 

х2 5 –4 –8 1 

х1 7 9 –8 2 

y3 –2 0 8 15 

Z –7 –1 –9 33 

а) –2; 
б) 8; 
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в) 7; 
г) 5; 
д) –4. 
 
129. Разрешающим элементом при проведении исследования на опти-

мальность в данной таблице является: 
 –y1 –х1 –х3 b 

х2 2 –3 7 0 

y2 1 –5 –7 2 

y3 –4 1 6 15 

Z –8 –10 –1 48 

а) –3; 
б) 6; 
в) 1; 
г) –5; 
д) –4. 
 
130. Решение исходной задачи линейного программирования сим-

плексным методом путем введения искусственных переменных называется 
симплексным методом… 

а) с искусственным базисом; 
б) с переменным базисом; 
в) с оптимальным базисом; 
г) с постоянным базисом; 
д) с допустимым базисом. 
 
131. Симплекс-метод был предложен: 
а) немцем Г. Данцигом в 1499 г; 
б) американцем Г. Данцигом в 1999 г; 
в) американцем Г. Фанцигом в 1957 г; 
г) американцем Г. Данцигом в 1951 г; 
д) немцем Г. Фанцигом в 1951 г. 
 
132. Универсальным методом для решения линейной системы уравне-

ний или неравенств и линейного функционала является: 
а) симплекс-метод; 
б) направленный перебор; 
в) графический метод; 
г) простой перебор; 
д) смешанный перебор. 
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133. Алгоритм метода ветвей и границ включает в себя: 
а) два этапа; 
б) три этапа; 
в) четыре этапа; 
г) пять этапов; 
д) один. 
 
134. Для решения полностью целочисленных задач линейного про-

граммирования используется: 
а) алгоритм Гомори; 
б) алгоритм Евклида; 
в) алгоритм Хаффмана; 
г) алгоритм Гаусса; 
д) алгоритм Слуцкого. 
 
135. Для решения задач линейного программирования, в которых пе-

ременные величины означают количество единиц неделимой продукции, ис-
пользуются методы решения: 

а) двойственных задач; 
б) целочисленных задач; 
в) транспортных задач; 
г) стохастических задач; 
д) динамических задач. 
 
136. Когда наложено дополнительное условие целочисленности пере-

менных __, соответствующая задача носит название задачи целочисленного 
линейного программирования. 

а) bn; 
б) xi; 
в) yj; 
г) j; 
д) aj. 
 
137. В основе метода Гомори для целочисленного программирования 

заложена идея, состоящая в том, что сначала решается задача: 
а) линейного программирования без учета условий целочисленности; 
б) математического программирования без учета условий целочислен-

ности; 
в) нелинейного программирования без учета условий целочисленности; 
г) линейного программирования без учета условий в целом; 
д) параметрического программирования без учета условий в целом. 
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138. Наиболее изученной и распространенной задачей целочисленного 
программирования является задача: 

а) целочисленного линейного программирования; 
б) целочисленного нелинейного программирования; 
в) дискретного программирования; 
г) функционального программирования; 
д) динамического программирования. 
 
139. Первоначально целочисленное программирование развивалось не-

зависимо от геометрии чисел на основе теории и методов математической 
оптимизации, прежде всего: 

а) нелинейного программирования; 
б) геометрического программирования; 
в) математического программирования; 
г) линейного программирования; 
д) динамического программирования. 
 
140. Под задачей целочисленного программирования понимается зада-

ча, в которой все или некоторые переменные должны принимать: 
а) целые значения; 
б) конкретные значения; 
в) минимальные значения; 
г) оптимальные значения; 
д) дробные значения. 
 
141. Простейший метод решения задачи целочисленного программиро-

вания – это: 
а) сведение ее к задаче нелинейного программирования с проверкой ре-

зультата на целочисленность; 
б) сведение ее к задаче математического программирования с провер-

кой результата на отрицательность; 
в) сведение ее к задаче линейного программирования с проверкой ре-

зультата на целочисленность; 
г) сведение ее к задаче математического программирования с провер-

кой результата на правильность; 
д) сведение ее к задаче линейного программирования с проверкой ре-

зультата на неотрицательность. 
 
142. Разновидность математического программирования, подразуме-

вающая, что искомые значения должны быть целыми числами, – это: 
а) целочисленное программирование; 
б) полностью целочисленное программирование; 
в) динамическое программирование; 
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г) частично целочисленное программирование; 
д) стохастическое программирование. 
 
143. Целочисленность в решении задач линейного программирования 

необходима для получения: 
а) целых значений основных переменных; 
б) целого значения целевой функции; 
в) целого значения коэффициентов при переменных в целевой функ-

ции; 
г) отрицательных значений основных переменных; 
д) неотрицательных значений целевой функции. 
 
144. В математической модели задачи целочисленного программирова-

ния как целевая функция, так и функции в системе ограничений могут быть: 
а) линейными; 
б) транспортными; 
в) нелинейными; 
г) смешанными; 
д) распределительными. 
 
145. Разновидность математического программирования, подразуме-

вающая, что искомые значения должны быть целыми числами, _________ 
_________. 

ОТВЕТ: 
 
146. Вспомогательная задача линейного программирования, формули-

руемая с помощью определенных правил непосредственно из условий пря-
мой задачи, носит название: 

а) двойственной задачи; 
б) линейной задачи; 
в) условной задачи; 
г) сокращенной задачи; 
д) транспортной задачи. 
 
147. Двойственная задача по отношению к основной задаче линейного 

программирования: 
а) меняет критерий оптимальности; 
б) идентична исходной; 
в) сохраняется неизменной; 
г) параллельна; 
д) теряет систему ограничений. 
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148. Двойственную задачу в линейном программировании можно на-
глядно решать графическим методом, если она имеет ____ переменные. 

а) 3; 
б) 1; 
в) 4; 
г) 2; 
д) 5. 
 
149. Двойственные задачи в линейном программировании относитель-

но друг друга могут быть: 
а) симметричными, несимметричными; 
б) симметричными, основными; 
в) несимметричными, параллельными; 
г) прямыми и обратными; 
д) прямыми и параллельными. 
 
150. Двойственная модель задачи линейного программирования состо-

ит из: 
а) целевой функции, условия неотрицательности переменных; 
б) системы ограничений, условия неотрицательности переменных; 
в) целевой функции, системы ограничений, условия неотрицательности 

переменных; 
г) целевой функции, системы ограничений; 
д) системы ограничений. 
 
151. Если двойственная задача в линейном программировании имеет 

оптимальное решение, то прямая задача: 
а) не имеет решения ни при каких Z; 
б) тоже имеет оптимальное решение, причем max Z = max F; 
в) тоже имеет оптимальное решение, причем min Z = min F; 
г) тоже имеет оптимальное решение, причем max Z = min F; 
д) имеет только допустимое решение. 
 
152. Если в прямой задаче в линейном программировании функционал 

не ограничен, то: 
а) задача, ей двойственная, не имеет решения; 
б) задача, ей двойственная, имеет альтернативный оптимум; 
в) задача, ей двойственная, имеет оптимальное решение; 
г) нельзя составить ей двойственную задачу; 
д) задача, ей двойственная, допустима. 
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153. Если одна из двойственных задач в линейном программировании 
имеет оптимальное решение, то другая: 

а) не имеет решения; 
б) имеет множество решений; 
в) имеет допустимое решение; 
г) имеет оптимальное решение; 
д) не имеет экстремума функции. 
 
154. Если в прямой задаче в линейном программировании функционал 

не ограничен, то двойственная ей задача: 
а) не имеет решения; 
б) имеет только допустимое решение; 
в) имеет оптимальное решение; 
г) имеет бесконечное множество решений; 
д) не составляется. 
 
155. Если в прямой задаче в линейном программировании cj – это ко-

эффициент целевой функции, то в двойственной ей задаче cj – это: 
а) коэффициент целевой функции; 
б) значение целевой функции; 
в) свободный член; 
г) цена реализации; 
д) основная переменная. 
 
156. Если одна из двойственных задач в линейном программировании 

имеет оптимальное решение, то и другая имеет оптимальное решение, при-
чем: 

а) Fmin > Zmax; 
б) Fmax < Zmin; 
в) Fmax ≥ Zmin; 
г) Fmin = Zmax; 
д) Fmax ≤ Zmin. 
 
157. В линейном программировании значения целевой функции в пря-

мой и двойственной к ней задачах: 
а) совпадают; 
б) обратные; 
в) совершенно разные; 
г) обратные противоположным; 
д) равны друг другу. 
 
158. Задачи линейного программирования, в которых система ограни-

чений как исходной, так и двойственной задач задается неравенствами, при-
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чем на двойственные переменные налагается условие неотрицательности, – 
это: 

а) двойственные симметричные задачи; 
б) двойственные несимметричные задачи; 
в) двойственные простые задачи; 
г) двойственные сложные задачи; 
д) двойственные основные задачи. 
 
159. Из двух двойственных задач линейного программирования в каче-

стве прямой задачи обычно берут: 
а) основную задачу линейного программирования; 
б) основную задачу целочисленного программирования; 
в) задачу математического программирования; 
г) стохастическую задачу; 
д) задачу динамического программирования. 
 
160. Каждый столбец коэффициентов в системе ограничений основной 

задачи линейного программирования формирует: 
а) ограничение двойственной задачи, при этом тип неравенства остает-

ся неизменным; 
б) свободные члены в соответствующих неравенствах двойственной 

задачи; 
в) ограничение двойственной задачи, при этом тип неравенства меня-

ется; 
г) коэффициенты при переменных целевой функции двойственной за-

дачи; 
д) свободные члены в соответствующих неравенствах тройственной за-

дачи. 
 
161. В линейном программировании при получении двойственной за-

дачи из исходной следует особо отметить, что… 
а) условие отрицательности переменных сохраняется в обеих задачах; 
б) условие неотрицательности переменных сохраняется в исходной за-

даче; 
в) условие неотрицательности переменных сохраняется в двойственной 

задаче; 
г) условие неотрицательности переменных сохраняется в обеих задачах; 
д) условие отрицательности переменных сохраняется в двойственной 

задаче. 
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162. В линейном программировании коэффициентами при неизвестных 
в целевой функции двойственной задачи являются ______ системы исходной 
задачи. 

а) ограничения; 
б) переменные; 
в) свободные члены; 
г) данные; 
д) коэффициенты при переменных. 
 
163. В линейном программировании матрица коэффициентов двойст-

венной задачи является транспонированной к матрице: 
а) Лагранжа; 
б) ограничений; 
в) коэффициентов исходной; 
г) допустимых решений; 
д) оптимальных решений. 
 
164. В линейном программировании матрица, составленная из коэффи-

циентов при неизвестных в системе ограничений исходной задачи, и анало-
гичная матрица в двойственной задаче получаются заменой соответствую-
щих строк столбцами и называются: 

а) перемещенными относительно друг друга; 
б) замененными относительно друг друга; 
в) перенесенными относительно друг друга; 
г) транспонированными относительно друг друга; 
д) замещенными относительно друг друга. 
 
165. Максимум двойственной задачи в линейном программировании 

соответствует: 
а) max основной задачи; 
б) min основной задачи; 
в) max транспортной задачи; 
г) min транспортной задачи; 
д) ничему не соответствует. 
 
166. Основная теорема двойственности в линейном программировании 

звучит так: если одна из взаимно двойственных задач имеет оптимальное 
решение, то и другая также имеет оптимальное решение, при этом: 

а) max Z = min F 
б) max Z < min F; 
в) max Z > min F; 
г) max Z ≤ min F; 
д) max Z ≥ min F. 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



310 
 

167. Под ___________ понимается вспомогательная задача линейного 
программирования, формулируемая с помощью определенных правил непо-
средственно из условий прямой задачи. 

а) двойственной задачей; 
б) оптимизацией; 
в) сетевым планированием; 
г) функцией спроса; 
д) транспортной задачей. 
 
168. Противоположной для прямой задачи линейного программирова-

ния является задача: 
а) тройственная; 
б) двойственная; 
в) квадратная; 
г) измененная; 
д) матричная. 
 
169. Связь исходной и двойственной задач в линейном программирова-

нии заключается главным образом в том, что: 
а) решение исходной задачи зависит от первого этапа двойственной; 
б) решение двойственной задачи зависит от первого этапа исходной; 
в) решение одной из них не может быть получено непосредственно из 

решения другой; 
г) решение одной из них может быть получено непосредственно из ре-

шения другой; 
д) решение двойственной задачи ни от чего не зависит. 
 
170. С помощью какого метода может решаться двойственная задача в 

линейном программировании? 
а) метода потенциалов; 
б) динамического метода; 
в) метода МЖИ; 
г) симплексного метода и графического; 
д) метода потенциалов и МЖИ. 
 
171. Столбец свободных членов исходной задачи в линейном програм-

мировании является двойственной строкой коэффициентов для: 
а) целевой функции; 
б) системы ограничений; 
в) матрицы коэффициентов; 
г) условия неотрицательности; 
д) свободных членов. 
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172. Теорема: если в прямой задаче линейного программирования 
функционал не ограничен, то задача, ей двойственная: 

а) имеет бесчисленное множество решений; 
б) не имеет решения; 
в) имеет два решения; 
г) имеет три решения; 
д) имеет одно решение. 
 
173. Целевая функция в двойственной задаче линейного программиро-

вания отражает интерес: 
а) продающей стороны; 
б) покупающей стороны; 
в) третьих лиц; 
г) руководителей; 
д) поставщика. 
 
174. С помощью каких методов может решаться двойственная задача в 

линейном программировании? 
а) МЖИ; 
б) симплекс-метода; 
в) графического; 
г) потенциалов; 
д) аппроксимации. 
 
175. Вспомогательная задача линейного программирования, формули-

руемая с помощью определенных правил непосредственно из условий пря-
мой задачи, – это ______ _______. 

ОТВЕТ: 
 
176. Если одна из пары двойственных задач линейного программиро-

вания имеет оптимальный план, то и другая имеет оптимальный план и зна-
чение целевых функций задач ____________ между собой. 

ОТВЕТ: 
 
177. Каждой задаче линейного программирования можно определен-

ным образом сопоставить некоторую другую задачу (линейного программи-
рования), называемую _________ или сопряженной по отношению к исход-
ной или прямой задаче. 

ОТВЕТ: 
 
178. Коэффициентами при неизвестных в целевой функции двойствен-

ной задачи линейного программирования являются _________ _________ 
системы исходной задачи. 

ОТВЕТ: 
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179. Система ограничений исходной задачи линейного программирова-
ния в несимметричных двойственных задачах определяется как равенство – 
это _________ _________. 

ОТВЕТ: 
 
180. Целевая функция двойственной модели линейного программиро-

вания будет описывать интерес ____________ стороны. 
ОТВЕТ: 
 
181. Транспортная задача сбалансирована в случае: 
а) когда сумма всех грузов у всех поставщиков равна сумме потребно-

стей всех потребителей; 
б) когда сумма всех грузов у всех поставщиков больше суммы потреб-

ностей всех потребителей; 
в) когда сумма всех грузов у всех поставщиков меньше суммы потреб-

ностей всех потребителей; 
г) когда сумма всех грузов у всех поставщиков на порядок выше суммы 

потребностей всех потребителей; 
д) когда сумма всех грузов у всех поставщиков равна произведению 

потребностей всех потребителей. 
 
182. При решении стандартной транспортной задачи необходимо: 
а) составить план перевозки грузов от поставщиков к потребителю; 
б) перевезти весь груз от поставщиков к потребителям, при этом коли-

чество поставщиков и потребителей должно совпадать; 
в) «закрыть» задачу открытого типа и «открыть» задачу закрытого типа; 
г) составить план взаимодействия поставщиков с потребителями так, 

чтобы следствием было заключение взаимовыгодного контракта; 
д) «открыть» задачу закрытого типа так, чтобы следствием было за-

ключение взаимовыгодного контракта. 
 
183. Целевая функция в транспортной задаче представляет собой: 
а) стоимость реализации плана перевозок; 
б) результат ациклического варианта решения задачи; 
в) результат невырожденного варианта решения задачи; 
г) суммарную величину затрат на приобретение товара у фиктивного 

поставщика; 
д) суммарную величину затрат на доставку товара фиктивному потре-

бителю. 
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184. Если производство и потребление сбалансированы, т. е. суммар-
ные запасы продукта у поставщиков равны суммарным запросам потребите-
лей, то такая транспортная задача называется: 

а) открытой; 
б) закрытой (замкнутой); 
в) прикрытой; 
г) не закрытой; 
д) случайной. 
 
185. Если суммарные запасы продукта у поставщиков строго больше 

или строго меньше, чем суммарные запросы потребителей, то такая задача 
называется: 

а) открытой; 
б) закрытой (замкнутой); 
в) прикрытой; 
г) не закрытой; 
д) случайной. 
 
186. Закрытая транспортная задача: 
а) не имеет решений; 
б) всегда имеет решение; 
в) может иметь или не иметь решения; 
г) имеет только одно решение; 
д) имеет несколько решений. 
 
187. В транспортной задаче блокирование перевозок применяется для 

клетки (i; j), в которой: 
а) наибольший тариф; 
б) перевозки разрешены; 
в) перевозки запрещены; 
г) наименьший тариф; 
д) нет цены и груза. 
 
188. Вариант решения транспортной задачи, когда по занятым клеткам 

нельзя построить замкнутый контур с прямыми углами, называется: 
а) вырожденным; 
б) невырожденным; 
в) циклическим; 
г) ациклическим; 
д) пустым. 
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189. Вариант решения транспортной задачи, полученный в любой ра-
бочей таблице, обязательно должен быть: 

а) ациклическим; 
б) циклическим; 
в) положительным; 
г) отрицательным; 
д) вырожденным. 
 
190. При решении транспортной задачи вариант будет невырожден-

ным, если: 
а) N ≥ m + n – 1; 
б) N ≤ m + n – 1; 
в) N = m + n – 1; 
г) N = m + n + 1; 
д) N = m – n – 1. 
 
191. В транспортной задаче в методе потенциалов при Z→min для пус-

тых клеток проверяется условие: 
а) vj – ui = cij; 
б) vj + ui = cij; 
в) vj – ui ≥ cij; 
г) vj – ui ≤ cij; 
д) vj + ui ≤ cij. 
 
192. В классической транспортной задаче целевая функция описывает: 
а) стоимость груза; 
б) затраты на перевозку грузов; 
в) затраты потребителя на покупку груза; 
г) полученную прибыль; 
д) основные ограничения. 
 
193. В модели транспортной задачи cij обозначает: 
а) номер потребителя; 
б) номер поставщика; 
в) цену перевозки единицы груза; 
г) количество груза; 
д) основные переменные. 
 
194. В транспортной задаче фиктивный поставщик вводится, если: 
а) модель закрытая; 
б) модель несбалансированная; 
в) суммарные ресурсы превышают суммарные потребности; 
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г) суммарные потребности превышают суммарные ресурсы; 
д) задача вырожденная. 
 
195. В транспортной задаче фиктивный потребитель вводится, если: 
а) модель закрытая; 
б) модель несбалансированная; 
в) суммарные ресурсы превышают суммарные потребности; 
г) суммарные потребности превышают суммарные ресурсы; 
д) задача вырожденная. 
 
196. При решении транспортной задачи вариант окажется вырожден-

ным, если: 
а) N < m + n – 1; 
б) N ≥ m + n – 1; 
в) N = m + n – 1; 
г) N = m – n – 1; 
д) N = 2m + n – 1. 
 

197. В целевой функции транспортной задачи 
 


m

i

n

j
ijij xcZ

1 1

min  пе-

ременные xij – это: 
а) тарифы перевозок; 
б) коэффициенты полных затрат; 
в) коэффициенты прямых затрат; 
г) объем перевозимого груза от i-го поставщика к j-му потребителю; 
д) цена перевозимого груза; 
 
198. В табличной форме записи модели транспортной задачи информа-

ция по поставщикам располагается чаще всего: 
а) по строкам; 
б) по столбцам; 
в) по диагонали; 
г) в любом месте; 
д) по вертикали. 
 
199. В табличной форме записи модели транспортной задачи информа-

ция по потребителям располагается чаще всего: 
а) по строкам; 
б) по столбцам; 
в) по диагонали; 
г) в любом месте; 
д) по горизонтали. 
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200. В классической транспортной задаче дороги, связывающие пункты 
расположения и потребления груза и другие пункты, называются: 

а) вершинами сети; 
б) пунктами назначения; 
в) путь; 
г) ребрами сети; 
д) вершинами пути. 
 
201. Для решения транспортной задачи в MS Excel используется пункт 

в меню: 
а) Вставка / Поиск решения; 
б) Сервис / Поиск решения; 
в) Файл / Поиск решения; 
г) Вид / Поиск решения; 
д) Формат / Поиск решения. 
 
202. В модели транспортной задачи для клеток, где условия оптималь-

ности не выполняются, оценка рассчитывается следующим образом: 
а)  ijijij c+uv=α  ; 

б)  ijijij c+u+v=α ; 

в)  ijijij cuv=α  ; 

г)  ijijij c+uv=α  ; 

д)  ijijij cu+v=α  . 

 
203. Для того чтобы решить транспортную задачу открытого типа, не-

обходимо: 
а) удалить лишних поставщиков или потребителей; 
б) привести ее к закрытому типу; 
в) добавить фиктивного потребителя и поставщика одновременно; 
г) оставить все без изменений; 
д) удалить поставщика и потребителя. 
 
204. Дополнительные характеристики пунктов отправления и назначе-

ния в транспортной задаче называются: 
а) потенциальными; 
б) циклическими; 
в) нулевыми; 
г) ненулевыми; 
д) нелинейными. 
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205. В модели транспортной задачи, когда запасы не обеспечивают по-
требности, то: 

а) 
n

=j
j

m

=i
i a<b

11

; 

б) 
m

=j
j

n

=i
j a<c

11

; 

в) 
n

=j
j

m

=i
i b<x

11

; 

г) 
n

=j
j

m

=i
ij b>c

11

; 

д) 
n

=j
ij

m

=i
ij x>c

11

. 

 
206. В транспортной задаче данный метод использует понятие «наи-

лучшая цена» и позволяет более однозначно сделать выбор между равно-
значными клетками при распределении груза. 

а) северо-западного угла; 
б) максимального элемента; 
в) аппроксимации; 
г) двойного предпочтения; 
д) симплексного предпочтения. 
 
207. Если в транспортной задаче суммарный запас груза у поставщиков 

меньше суммарного спроса потребителей, то: 
а) необходимо уменьшить спросы потребителей; 
б) для разрешимости задачи необходимо ввести фиктивного потреби-

теля; 
в) для разрешимости задачи необходимо ввести фиктивного поставщи-

ка; 
г) задача не имеет решения; 
д) необходимо уменьшить запас груза у поставщика. 
 
208. Из скольких основных частей состоит классическая модель транс-

портной задачи? 
а) двух; 
б) трех; 
в) четырех; 
г) пяти; 
д) одной. 
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209. В транспортной задаче открытого типа, в которой запасы не обес-
печивают потребности, необходимо добавление: 

а) фиктивного поставщика; 
б) реального поставщика; 
в) фиктивного потребителя; 
г) реального потребителя; 
д) поставщика и потребителя одновременно. 
 
210. Транспортная задача является задачей закрытого типа, если сум-

марный запас поставщиков будет: 
а) равен суммарному спросу потребителей; 
б) больше суммарного спроса потребителей; 
в) меньше суммарного спроса потребителей; 
г) больше или равен суммарному спросу потребителей; 
д) равен 0. 
 
211. Количество груза, перевозимого из пункта отправления в пункт 

назначения, обозначается в классической модели транспортной задачи: 
а) cij; 
б) xij; 
в) uij; 
г) vij; 
д) y. 
 
212. Транспортная задача, в которой выполняется условие разрешимо-

сти, является задачей: 
а) закрытого типа; 
б) открытого типа; 
в) прикрытого типа; 
г) обычного типа; 
д) специального типа. 
 
213. Какой из нижеперечисленных методов распределения грузов су-

ществует в транспортной задаче? 
а) юго-западного угла; 
б) северного угла; 
в) северо-западного угла; 
г) восточно-южного угла; 
д) северо-восточного. 
 
214. В транспортной задаче клетки таблицы, в которые записаны от-

личные от нуля перевозки, называются: 
а) базисными; 
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б) свободными; 
в) переменными; 
г) пустыми; 
д) открытыми. 
 
215. Макет стандартной транспортной задачи представляет собой: 
а) рисунок; 
б) таблицу; 
в) график; 
г) систему; 
д) диаграмму. 
 
216. Для транспортной задачи закрытого типа выполняется условие: 
а)  ja >  ib ; 

б)  ja <  ib ; 

в)  ja =  ib ; 

г)  ja =  ib = 0; 

д)  ja =  ib = 1. 

 
217. Математическая задача линейного программирования специального 

вида о поиске оптимального распределения однородных объектов от постав-
щиков к потребителям с минимизацией затрат на перемещение называется: 

а) транспортная задача; 
б) целочисленное программирование; 
в) двойственная задача; 
г) задача динамического программирования; 
д) задача массового обслуживания. 
 
218. В табличной форме записи транспортной задачи матрица планиро-

вания – это: 
а) матрица транспортных расходов; 
б) матрица перевозок; 
в) матрицы транспортных расходов и перевозок; 
г) матрица поставки грузов; 
д) матрица цен. 
 
219. Модель транспортной задачи, позволяющая решать любые задачи, 

в которых параметры имеют одинаковые единицы измерения, называется: 
а) однопродуктовой; 
б) многопродуктовой; 
в) прямой; 
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г) обратной; 
д) совместной. 
 
220. В классической транспортной задаче на долю фиктивного постав-

щика или потребителя приходится следующее количество грузов: 

а) │
m

=i
ib

1

 + 
n

j=
ja

1

│; 

б) │
m

=i
ib

1

 · 
n

j=
ja

1

│; 

в) │
m

=i
ib

1

 – 
n

j=
ja

1

│; 

г) │
m

=i
ib

1

 / 
n

j=
ja

1

│; 

д) │
n

j=
ja

1

/ 
m

=i
ib

1

│. 

 
221. В транспортной задаче наилучшая цена – это минимальное значе-

ние cij, если: 
а) Z стремится к max; 
б) Z стремится к +∞; 
в) Z стремится к 0; 
г) Z стремится к min; 
д) Z стремится к –∞. 
 
222. В транспортной задаче наилучшая цена – это максимальное значе-

ние cij, если: 
а) Z стремится к max; 
б) Z стремится к +∞; 
в) Z стремится к 0; 
г) Z стремится к min; 
д) Z стремится к –∞. 
 
223. Несбалансированным видом транспортной задачи является задача, 

в которой: 
а) суммарная потребность равна суммарному производству; 
б) суммарная потребность уменьшает суммарное производство; 
в) суммарная потребность превышает суммарное производство; 
г) суммарное производство равно нулю; 
д) суммарная потребность и суммарное производство неизменны. 
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224. В транспортной задаче совокупность из нескольких клеток, со-
единенных замкнутой ломаной линией так, что две соседние вершины ло-
маной были расположены либо в одной строке, либо в одном столбце, на-
зывается: 

а) циклом; 
б) планом; 
в) функцией; 
г) графиком; 
д) диаграммой. 
 
225. В транспортной задаче структурная форма записи целевой функ-

ции: 
а) Z = c1x1 + c2x2 +…+ cnxn → max; 

б) i

n

j
ij bx 

1

; 

в) 
 


m

i

n

j
ijij xcZ

1 1

min ; 

г) j

m

i
ij ax 

1

; 

д) 0ijx . 

 
226. В транспортной задаче план перевозок, реализующий минимум 

целевой функции Z, называется: 
а) оптимальным; 
б) альтернативным; 
в) минимальным; 
г) максимальным; 
д) возмещенным. 
 
227. Потребители в транспортной задаче чаще всего обозначаются: 
а) aj; 
б) сi; 
в) bi; 
г) xij; 
д) у. 
 
228. В транспортной задаче согласно методу аппроксимации, если в 

строке и столбце окажется несколько одинаковых разностей, предпочтение 
нужно отдать той, которая будет иметь: 

а) максимальный элемент; 
б) минимальный элемент; 
в) оптимальный элемент; 
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г) любой отрицательный элемент; 
д) любой положительный элемент. 
 
229. Транспортная задача относится к задачам: 
а) линейного программирования; 
б) нелинейного программирования; 
в) динамического программирования; 
г) нединамического программирования; 
д) систем массового обслуживания. 
 
230. Целевая функция в модели транспортной задачи описывает: 
а) удовлетворение потребностей потребителя в грузах; 
б) затраты на перевозку грузов; 
в) вывоз всех грузов от поставщика; 
г) завоз всех грузов поставщику; 
д) перевоз груза с места на место. 
 
231. Транспортная задача, в которой наличие денежных средств и по-

требности не совпадают между собой, является: 
а) закрытой; 
б) несбалансированной; 
в) сбалансированной; 
г) открытой; 
д) прикрытой. 
 
232. В транспортной задаче, если запасы превосходят потребности, то: 
а) нужно ввести фиктивного поставщика; 
б) нужно ввести фиктивного потребителя; 
в) задача не решается; 
г) нужно привести задачу к закрытому типу; 
д) нужно поставщика и потребителя приравнять к 0. 
 
233. Какие методы относятся к методам нахождения начального опор-

ного плана в транспортной задаче: 
а) аппроксимации; 
б) наилучших цен; 
в) Лагранжа; 
г) северо-западного угла; 
д) симплексный. 
 
234. Транспортная задача бывает следующих типов: 
а) открытого; 
б) закрытого; 
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в) свободная; 
г) ограниченная; 
д) неограниченная. 
 
235. _________ _______ – задача об оптимальном плане перевозок од-

нородного продукта из однородных пунктов наличия в однородные пункты 
потребления на однородных транспортных средствах (предопределенном ко-
личестве) со статичными данными и линеарном подходе (это основные усло-
вия задачи). 

ОТВЕТ: 

236. В транспортной задаче уравнение вида 
 


m

i

n

j
ijij xcxZ

1 1

min)(  на-

зывается ________ ________. 
ОТВЕТ: 
 

237. В транспортной задаче матрицу вида 





















mnmm

n

n

ccc

ccc

ccc

C
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...

...

21

22221

11211

 назы-

вают ________ ________. 
ОТВЕТ: 

238. В транспортной задаче матрицу вида 





















mnmm

n

n

xxx

xxx

xxx

X

...

............

...

...

21

22221

11211

 назы-

вают _______ _______. 
ОТВЕТ: 
 
239. В случае, когда суммарные запасы превышают суммарные потреб-

ности, необходим дополнительный _________ пункт потребления, который 
будет формально потреблять существующий излишек запасов. 

ОТВЕТ: 
 
240. Для анализа полученных планов при решении транспортной зада-

чи и их последующего улучшения вводятся абстрактные характеристики 
пунктов отправления и назначения, называемые _____________. 

ОТВЕТ: 
 
241. Дополнительная строка и столбец «разностей» составляются при 

решении задач методом _____________. 
ОТВЕТ: 
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242. Если наличие грузов и потребностей не совпадают между собой, 
то задача является __________. 

ОТВЕТ: 
 
243. Исследование на оптимальность транспортной задачи осуществля-

ется методом __________. 
ОТВЕТ: 

К разделу «Математические методы  
планирования и управления» 

244. Момент времени, когда завершаются одни работы и начинаются 
другие, называется: 

а) этапом; 
б) действием; 
в) событием; 
г) итерацией; 
д) интеграция. 
 
245. Путь от исходного события до завершающего – это: 
а) главный путь; 
б) основной путь; 
в) действительный путь; 
г) полный путь; 
д) смешанный путь. 
 
246. При построении сетевого графика длина соединяющей события 

стрелки: 
а) зависит от времени выполнения работы; 
б) зависит от объема работы; 
в) не зависит от времени выполнения работы; 
г) не зависит от объема работы; 
д) зависит от ценовой политики. 
 
247. Пара объектов, состоящая из множества точек и отрезков, соеди-

няющих некоторые из них, – это: 
а) система; 
б) граф; 
в) структура; 
г) субъект; 
д) отражение. 
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248. Множество точек графа – это: 
а) ребра; 
б) границы; 
в) вершины; 
г) плоскости; 
д) прямые. 
 
249. Во время _________ планирования определяются временные ха-

рактеристики всех работ с целью проведения оптимизации сетевой модели, 
которая улучшает эффективность использования какого-либо ресурса (сете-
вое планирование и управление). 

а) структурного; 
б) календарного; 
в) оперативного; 
г) постоянного; 
д) основного. 
 
250. В ходе _________ _________ используются сетевой и календарный 

графики для составления периодических отчетов о ходе выполнения проекта 
(сетевое планирование и управление). 

а) структурного планирования; 
б) календарного планирования; 
в) оперативного управления; 
г) постоянного планирования; 
д) основного управления. 
 
251. В сетевом планировании совокупность двух конечных множеств – 

множества точек, которые называются вершинами, и множества связей, со-
единяющих вершины, которые называются ребрами, – называют: 

а) дерево; 
б) сеть; 
в) граф; 
г) модель; 
д) путь. 
 
252. Основные понятия сетевой модели: 
а) событие, интервал и работа; 
б) событие, интервал и путь; 
в) работа, интервал и путь; 
г) событие, работа и путь; 
д) интервал, модель и путь. 
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253. В сетевом планировании материальное действие, требующее ис-
пользования ресурсов, или логическое, требующее лишь взаимосвязи собы-
тий, называют: 

а) событием; 
б) временем; 
в) работой; 
г) путем; 
д) стоимостью. 
 
254. В сетевом планировании результат выполнения одной или не-

скольких работ называют: 
а) событием; 
б) временем; 
в) работой; 
г) путем; 
д) стоимостью. 
 
255. В сетевом планировании цепочка следующих друг за другом ра-

бот, соединяющих начальную и конечную вершины, называется: 
а) событием; 
б) временем; 
в) работой; 
г) путем; 
д) стоимостью. 
 
256. В сетевом планировании путь, имеющий наибольшую продолжи-

тельность и характеризующий время достижения конечной цели, называют: 
а) полным; 
б) неполным; 
в) критическим; 
г) предельным; 
д) конечным. 
 
257. В сетевом планировании граф без циклов, имеющий исходную 

вершину и крайние вершины, называется: 
а) дерево; 
б) сеть; 
в) связанный граф; 
г) модель; 
д) путь. 
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258. Графическое изображение в сетевом планировании – это: 
а) сетевой график; 
б) сетевой рисунок; 
в) сетевая сводка; 
г) сетевое изображение; 
д) сетевая диаграмма. 
 
259. Если в сетевой модели нет числовых оценок, то такая сеть называ-

ется: 
а) структурной; 
б) линейной; 
в) условной; 
г) оптимальной; 
д) допустимой. 
 
260. Критическим называют путь в системе планирования и управле-

ния, имеющий ________ длину. 
а) максимальную; 
б) минимальную; 
в) среднюю; 
г) бесконечную; 
д) постоянную. 
 
261. Метод решения задач исследования операций, в которых необхо-

димо оптимально распределить сложные комплексы работ, – это: 
а) параметрическое программирование; 
б) сетевое планирование и управление; 
в) линейное программирование; 
г) математическое программирование; 
д) система массового обслуживания. 
 
262. Максимальный по продолжительности полный путь в сетевом 

планировании и управлении – это: 
а) подкритический путь; 
б) критический путь; 
в) полный путь; 
г) основной путь; 
д) второстепенный путь. 
 
263. Ориентированный конечный связный граф, имеющий начальную 

вершину (источник) и конечную вершину (сток), – это: 
а) блок; 
б) дерево; 
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в) несвязной граф; 
г) сеть; 
д) рисунок. 
 
264. В сетевом планировании и управлении с помощью _______ 

________ предусматривается определение моментов начала и окончания ка-
ждой работы и другие временные характеристики сетевого графика. 

а) структурного планирования; 
б) календарного планирования; 
в) оперативного управления; 
г) постоянного планирования; 
д) основного управления. 
 
265. План выполнения некоторого комплекса взаимосвязанных работ, 

заданного в форме сети, графическое изображение которой называется сете-
вым графиком, – это: 

а) факторная модель; 
б) сетевая модель; 
в) оперативная модель; 
г) общая модель; 
д) симплексная модель. 
 
266. Ранний срок свершения исходного события сетевого графика при-

нимается равным: 
а) 1; 
б) 0; 
в) 5; 
г) 2; 
д) 3. 
 
267. Сетевое планирование и управление состоит из ______ основных 

этапов. 
а) двух; 
б) трех; 
в) четырех; 
г) пяти; 
д) одного. 
 
268. Сколько работ может непосредственно связывать два события на 

сетевом графике? 
а) ни одной; 
б) несколько; 
в) 2; 
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г) 1; 
д) 3. 
 
269. Сколько «хвостовых событий» может быть в сетевом графике? 
а) 1; 
б) 2; 
в) 3; 
г) 4; 
д) 5. 
 
270. В сетевом планировании и управлении начало и окончание любой 

работы описываются парой событий, которые называются: 
а) начальными; 
б) конечными; 
в) бесконечными; 
г) временными; 
д) основными. 
 
271. Основными понятиями сетевой модели являются: 
а) работа; 
б) интервал; 
в) событие; 
г) путь; 
д) итерация. 
 
272. Сетевое планирование и управление состоит из трех основных 

этапов: 
а) структурное планирование; 
б) календарное планирование; 
в) оперативное управление; 
г) постоянное планирование; 
д) условное управление. 
 
273. В сетевом планировании путь, имеющий максимальную длину, на-

зывают __________. 
ОТВЕТ: 
 
274. В сетевом планировании информационная модель, отображающая 

процесс выполнения комплекса работ, направленных на достижение единой 
цели, называется ________ ________. 

ОТВЕТ: 
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275. ________ ________ – в сетевом планировании и управлении метод 
анализа сроков (ранних и поздних) начала и окончания нереализованных час-
тей проекта, позволяет увязать выполнение различных работ и процессов во 
времени, получив прогноз общей продолжительности реализации всего про-
екта. 

ОТВЕТ: 
 
276. ___________ планирование – в сетевом планировании и управле-

нии предусматривает построение календарного графика, определяющего мо-
менты начала и окончания каждой работы. 

ОТВЕТ: 
 
277. ____________ планирование – в сетевом планировании и управле-

нии начинается с разбиения проекта на четко определенные операции, для 
которых определяется продолжительность. 

ОТВЕТ: 
 
278. Метод динамического программирования позволяет одну задачу 

со многими переменными: 
а) заменить рядом последовательно решаемых задач с меньшим числом 

переменных; 
б) упростить путем исключения переменных; 
в) упростить путем создания интегрированных переменных; 
г) заменить обратной задачей с меньшим числом переменных; 
д) заменить двойственной задачей с агрегированным числом перемен-

ных. 
 
279. Основным принципом, на котором базируется оптимизация мно-

гошагового процесса, а также особенности вычислительного метода динами-
ческого программирования, является: 

а) принцип оптимальности; 
б) принцип поэтапности решения задач; 
в) принцип зависимости переменных от времени; 
г) принцип аналитической обработки данных; 
д) принцип статистической обработки данных. 
 
280. В задачах динамического программирования экономический про-

цесс зависит от: 
а) времени; 
б) трудовых затрат; 
в) места; 
г) состояния рынка; 
д) расстояния. 
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281. В динамическом программировании используется: 
а) оптимальное программирование; 
б) целевые методы решения; 
в) поэтапное планирование; 
г) математическая статистика; 
д) метод потенциалов. 
 
282. Динамическое программирование – это: 
а) математический метод поиска оптимального управления, специально 

приспособленный к многошаговым процессам; 
б) комплекс взаимосвязанных элементов вместе с отношениями между 

элементами и между их атрибутами; 
в) описание знаковыми математическими средствами социально-

экономических систем; 
г) системный анализ экономики, теория экономической информации и 

теория управляющих систем; 
д) принципиальная несводимость свойств системы к сумме свойств со-

ставляющих ее элементов. 
 
283. В основе метода динамического программирования лежит прин-

цип оптимальности, впервые сформулированный в ______ американским ма-
тематиком Р.Э. Беллманом. 

а) 1949 г.; 
б) 1961 г.; 
в) 1956 г.; 
г) 1953 г.; 
д) 1853 г. 
 
284. В задачах динамического программирования присутствует два ви-

да оптимизаций: 
а) устойчивая, проблемная; 
б) поражающая, абстрактная; 
в) условная, безусловная; 
г) ограниченная, расширенная; 
д) безусловная, устойчивая. 
 
285. Динамическое программирование обычно придерживается двух 

подходов к решению задач: 
а) нисходящее, восходящее; 
б) линейное, нелинейное; 
в) условное, безусловное; 
г) нисходящие, условное; 
д) условное, нелинейное. 
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286. Задача динамического программирования разбивается на подзада-
чи меньшего размера, которые решаются, а затем комбинируются для нахож-
дения оптимального варианта исходной задачи методом: 

а) нисходящего динамического программирования; 
б) восходящего динамического программирования; 
в) параллельного программирования; 
г) смешанного программирования; 
д) перпендикулярного программирования. 
 
287. Задачи динамического программирования называются: 
а) многоплановыми; 
б) долговременными; 
в) кратковременными; 
г) многошаговыми; 
д) краткосрочными. 
 
288. Из неограниченного множества предметов со свойствами «стои-

мость» и «вес» требуется отобрать некое число предметов таким образом, 
чтобы получить максимальную суммарную стоимость при одновременном 
соблюдении ограничения на суммарный вес (динамическое программирова-
ние). Это постановка задачи: 

а) нахождения наибольшей общей подпоследовательности; 
б) поиска наибольшей увеличивающейся подпоследовательности; 
в) о ранце (рюкзаке); 
г) о порядке перемножения матриц; 
д) о транспортировке груза. 
 
289. Классическая задача динамического программирования, в которой 

дана последовательность матриц A1, A2, ... , An и требуется минимизировать 
количество скалярных операций для вычисления их произведения: 

а) задача нахождения наибольшей общей подпоследовательности; 
б) задача поиска наибольшей увеличивающейся подпоследовательности; 
в) задача о ранце (рюкзаке); 
г) задача о порядке перемножения матриц; 
д) задача о транспортировке груза. 
 
290. Одним из основных свойств задач, решаемых с помощью динами-

ческого программирования, является: 
а) адекватность; 
б) актуальность; 
в) аддитивность; 
г) вариативность; 
д) оптимальность. 
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291. Оптимальная стратегия имеет свойство, называемое ______ 
______, которое заключается в том, что каково бы ни было начальное состоя-
ние и принятое начальное решение, все остальные решения на последующих 
шагах должны составлять оптимальную стратегию относительно состояния, 
возникшего в результате первого решения. 

а) принципом Ломоносова; 
б) принципом Дугласа; 
в) принципом Беллмана; 
г) принципом Гаусса; 
д) принципом Слуцкого. 
 
292. Понятие «динамическое программирование» впервые было введено: 
а) Визером; 
б) Беллманом; 
в) Вальрасом; 
г) Дугласом; 
д) Фурье. 
 
293. Слово «программирование» в словосочетании «динамическое про-

граммирование» означает: 
а) разработка пошаговой программы решения задачи; 
б) написание кода компьютерной программы; 
в) управление; 
г) оптимизация; 
д) автоматизация. 
 
294. Подзадачи динамического программирования решаются: 
а) объединением нескольких мелких однотипных задач в одну; 
б) делением их на подзадачи еще меньшего размера; 
в) графическим методом; 
г) симплекс-методом; 
д) методом потенциалов. 
 
295. Управление в динамическом программировании – это… 
а) совокупность решений, принимаемых на каждом этапе для влияния 

на ход процесса; 
б) метод взаимного сопоставления материальных, трудовых и финансо-

вых ресурсов и потребностей в них; 
в) описание знаковыми математическими средствами экономических 

систем с целью их оптимизации; 
г) принятие решений, меняющих ход событий; 
д) метод взаимного сопоставления материальных, трудовых и социаль-

ных ресурсов и потребностей в них. 
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296. Основной математический метод, с помощью которого определя-
ется оптимальное управление: 

а) динамическое программирование; 
б) линейное программирование; 
в) сетевое планирование; 
г) теория игр; 
д) система массового обслуживания. 
 
297. Основной математический метод, с помощью которого определя-

ется оптимальное управление, – _____________ программирование. 
ОТВЕТ: 
 
298. Раздел математики, посвященный теории и методам решения мно-

гошаговых задач оптимального управления, – ________ _________. 
ОТВЕТ: 
 
299. _________ _________ – способ решения сложных задач путем раз-

биения их на более простые подзадачи. 
ОТВЕТ: 
 
300. Фундаментальным принципом, положенным в основу теории ди-

намического программирования, является принцип __________. 
ОТВЕТ: 
 
301. Балансовые модели строятся в виде: 
а) графических значений – различных прямых; 
б) числовых матриц – прямоугольных таблиц чисел; 
в) квадратных уравнений; 
г) различных значений и перпендикуляров; 
д) различных прямых и перпендикуляров. 
 
302. Балансовый метод – это: 
а) оптимизационный метод, позволяющий сопоставить имеющиеся ре-

сурсы с общей потребностью в них; 
б) метод взаимного сопоставления имеющихся материальных, трудо-

вых и финансовых ресурсов и потребностей в них; 
в) метод сравнения балансов различных отраслей народного хозяйства; 
г) способ решения сложных задач путем разбиения их на более мелкие; 
д) алгоритм поиска кратчайшего пути во взвешенном графе. 
 
303. Балансовые модели предназначены: 
а) для анализа и планирования производства и распределения продук-

ции на различных уровнях; 
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б) для решения задач, связанных с финансовой деятельностью; 
в) для определения фактических затрат предприятия; 
г) для решения задач, связанных с социальной деятельностью; 
д) для установления связи между производством и потреблением. 
 
304. Какой ученый в 1930-е годы применил метод анализа межотрасле-

вых связей с привлечением аппарата линейной алгебры для исследования 
экономики США (балансовые модели)? 

а) Дмитрий Ветренко; 
б) Василий Леонтьев; 
в) Николай Васильев; 
г) Иван Подольский; 
д) Виталий Подольский. 
 
305. Величины ____ называются коэффициентами прямых материаль-

ных затрат (балансовые модели). 
а) aij; 
б) bij; 
в) xij; 
г) cij; 
д) xj. 
 
306. В модели межотраслевого баланса выделяются ____ квадранта. 
а) 3; 
б) 5; 
в) 2; 
г) 4; 
д) 1. 
 
307. Найти величину конечного продукта Y1, если х11 = 5, х12 = 55, 

х13 = 80, Х1 = 200. 
а) 140; 
б) 60; 
в) 100; 
г) 200; 
д) 340. 
 
308. Найти величину валового продукта Х1, если х11 = 40, х12 = 30, 

х13 = 50, Y1 = 30. 
а) 150; 
б) 90; 
в) 120; 
г) 60; 
д) 40. 
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309. Из скольких частей состоит межотраслевой баланс? 
а) из двух; 
б) из трех; 
в) из четырех; 
г) из пяти; 
д) из шести. 
 
310. Модель межотраслевого баланса еще называют моделью: 
а) Васильева; 
б) Леонтьева; 
в) Борисова; 
г) Алексеева; 
д) Неймана. 
 
311. Балансовые модели строятся в виде числовых матриц – прямо-

угольных таблиц чисел. В связи с этим балансовые модели относятся к тому 
типу экономико-математических моделей, которые называются: 

а) макричными; 
б) математическими; 
в) квадратными; 
г) матричными; 
д) графическими. 
 
312. Межотраслевой баланс составляется: 
а) в приведенной и передовой формах; 
б) в денежной и натуральной формах; 
в) в переводной и пространственной формах; 
г) в денежной и обменивающихся формах; 
д) в приведенной и пространственных формах. 
 
313. Межотраслевой баланс представлен в виде системы: 
а) тригонометрических уравнений; 
б) алгебраических уравнений; 
в) линейных уравнений; 
г) квадратных уравнений; 
д) тригонометрических функций. 
 
314. _________ модели предназначены для анализа и планирования 

производства и распределения продукции на различных уровнях – от отдель-
ного предприятия до народного хозяйства в целом.  

а) балансовые; 
б) внебалансовые; 
в) плановые; 
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г) маржинальные; 
д) сетевые. 
 
315. Межотраслевой баланс – это: 
а) оптимизационный метод, позволяющий сопоставить имеющиеся ре-

сурсы с общей потребностью в них; 
б) метод сравнения балансов различных отраслей народного хозяйства; 
в) экономико-математическая балансовая модель, характеризующая 

межотраслевые производственные взаимосвязи в экономике страны; 
г) балансовая модель сравнения текущих показателей с нормативными; 
д) распределительный метод, позволяющий сопоставить имеющиеся 

ресурсы с общей потребностью в них. 
 
316. Межотраслевой баланс составляется в формах: 
а) денежной; 
б) денежной и натуральной; 
в) натуральной; 
г) стоимостной; 
д) пространственной и стоимостной. 
 
317. Основная информация для балансовой модели содержится в: 
а) матрице коэффициентов затрат; 
б) определенном отдельном документе; 
в) плановых расчетах; 
г) квадратном уравнении; 
д) системе уравнений. 
 
318. Таблица межотраслевого баланса показывает: 
а) сравнительный анализ выпуска продукции за аналогичные периоды; 
б) состояние различных отраслей экономики страны; 
в) структуру затрат на производство каждого продукта и структуру его 

распределения в экономике; 
г) характеристику количества ресурсов и общую потребность в них; 
д) конечный продукт всех отраслей материального производства. 
 
319. Экономико-математическая балансовая модель, характеризующая 

межотраслевые производственные взаимосвязи в экономике страны, – это: 
а) межотраслевой баланс; 
б) пространственный баланс; 
в) временный баланс; 
г) промежуточный баланс; 
д) пошаговый баланс. 
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320. Балансовые модели бывают следующих видов: 
а) частные; 
б) финансовые; 
в) трудовые; 
г) матричные; 
д) пространственные. 
 
321. Автором современной модели межотраслевого баланса является 

(фамилия) _______. 
ОТВЕТ: 
 
322. Основу информационного обеспечения балансовых моделей в 

экономике составляет __________ коэффициентов затрат ресурсов по кон-
кретным направлениям их использования. 

ОТВЕТ: 
 
323. Части межотраслевых балансовых моделей называют __________. 
ОТВЕТ: 
 
324. ________ ________ – метод взаимного сопоставления имеющихся 

материальных, трудовых и финансовых ресурсов и потребностей в них. 
ОТВЕТ: 
 
325. ______ ______ – экономико-математическая балансовая модель, 

характеризующая межотраслевые производственные взаимосвязи в экономи-
ке страны. 

ОТВЕТ: 
 
326. Под балансовой моделью подразумевают модель (несколько отве-

тов): 
а) Леонтьева; 
б) «затраты – выпуск»; 
в) Эрроу – Гурвица; 
г) Кейнса; 
д) Солоу. 
 
327. Сколько частей содержит схема межотраслевого продуктового ба-

ланса: 
а) 2; 
б) 3; 
в) 4; 
г) 5; 
д) 6. 
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328. Первый квадрант межотраслевого баланса представляет собой: 
а) шахматную таблицу межотраслевых материальных связей; 
б) конечную продукцию отраслей материального производства; 
в) сумму чистой продукции и амортизации; 
г) конечное распределение и использование национального дохода; 
д) валовую продукцию каждой отрасли производства. 
 
329. Второй квадрант межотраслевого баланса представляет собой: 
а) шахматную таблицу межотраслевых материальных связей; 
б) конечную продукцию отраслей материального производства; 
в) сумму чистой продукции и амортизации; 
г) конечное распределение и использование национального дохода; 
д) валовую продукцию каждой отрасли производства. 
 
330. Третий квадрант межотраслевого баланса представляет собой: 
а) шахматную таблицу межотраслевых материальных связей; 
б) конечную продукцию отраслей материального производства; 
в) сумму чистой продукции и амортизации; 
г) конечное распределение и использование национального дохода; 
д) валовую продукцию каждой отрасли производства. 
 
331. Четвертый квадрант межотраслевого баланса представляет собой: 
а) шахматную таблицу межотраслевых материальных связей; 
б) конечную продукцию отраслей материального производства; 
в) сумму чистой продукции и амортизации; 
г) конечное распределение и использование национального дохода; 
д) валовую продукцию каждой отрасли производства. 
 
332. Балансовая модель строится с помощью: 
а) балансового метода; 
б) симплексного метода; 
в) метода потенциалов; 
г) метода аппроксимации; 
д) метода экстраполяции. 
 
333. Величина межотраслевых потоков продукции обозначается: 
а) Xj; 
б) xij; 
в) Zj; 
г) Yi; 
д) aij. 
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334. Конечная продукция отраслей обозначается: 
а) Xj; 
б) xij; 
в) Zj; 
г) Yi; 
д) aij. 
 
335. Условно чистая продукция отраслей обозначается: 
а) Xj; 
б) xij; 
в) Zj; 
г) Yi; 
д) aij. 
 
336. Валовая продукция отраслей обозначается: 
а) Xj; 
б) xij; 
в) Zj; 
г) Yi; 
д) aij. 
 
337. Коэффициенты прямых материальных затрат обозначаются: 
а) Xj; 
б) xij; 
в) Zj; 
г) Yi; 
д) aij. 
 
338. Продукция, выходящая из сферы производства в область конечно-

го потребления, называется _________. 
ОТВЕТ: 
 
339. Сумма амортизации и чистой продукции называется ________ 

______ _________. 
ОТВЕТ: 
 
340. Итог материальных затрат любой потребляющей отрасли и ее ус-

ловно чистой продукции равен ________ ________ этой отрасли. 
ОТВЕТ: 
 
341. Валовая продукция отрасли равна сумме материальных затрат по-

требляющих ее продукцию отраслей и ________ ______. 
ОТВЕТ: 
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342. Итог материальных затрат любой потребляющей отрасли и ее ус-

ловно чистой продукции равен валовой продукции этой отрасли. Данный вы-
вод математически записывается как: 

а) njZxХ
n

i
jijj ,1;

1

 


; 

б) niYxХ
n

j
iijj ,1;

1

 


; 

в) niYXaX
n

j
ijiji ,1;

1

 


; 

г) X = AX + Y; 

д) 



n

i
i

n

j
j YZ

11

. 

 
343. Валовая продукция отрасли равна сумме материальных затрат по-

требляющей ее продукцию отрасли и конечной продукции данной отрасли. 
Данный вывод математически записывается как: 

а) njZxХ
n

i
jijj ,1;

1

 


; 

б) niYxХ
n

j
iijj ,1;

1

 


; 

в) niYXaX
n

j
ijiji ,1;

1

 


; 

г) X = AX + Y; 

д) 



n

i
i

n

j
j YZ

11

. 

 
344. Под конечной продукцией понимают: 
а) продукцию, выходящую в область конечного использования; 
б) чистую продукцию отрасли и амортизацию; 
в) сумму всех затрат в сфере производства; 
г) сумму оплаты труда и чистой продукции; 
д) средства производства в материальной сфере. 
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К разделу «Математические методы  
принятия управленческих решений  
в условиях риска и неопределенности» 

345. Для простейшего потока в теории массового обслуживания часто-
та поступления требований в систему подчиняется закону Пуассона и задает-
ся формулой: 

а) 
( )

( )
!

k
t

k
t

P t e
k


 ; 

б) F(t) = 1 – e- t; 

в) 
обс

1

t
  ; 

г) 0!

k

kP P
k


 ; 

д) 0
!

k

k k n
P P

n n 


 .

 
 
346. Функция экспоненциального закона распределения времени об-

служивания имеет вид (система массового обслуживания): 

а) 
( )

( )
!

k
t

k
t

P t e
k


 ; 

б) F(t) = 1 – e- t; 

в) 
обс

1

t
  ; 

г) 0!

k

kP P
k


 ; 

д) 0
!

k

k k n
P P

n n 


 .

 
 
347. Формула интенсивности обслуживания (среднее число обслужи-

ваний в единицу времени в системе массового обслуживания) имеет вид: 

а) 
( )

( )
!

k
t

k
t

P t e
k


 ; 

б) F(t) = 1 – e- t; 

в) 
обс

1

t
  ; 
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г) 0!
P

k
P

k

k


 ; 

д) 0
!

k

k k n
P P

n n 


 .

 
 
348. Формула вероятности того, что занято ровно k обслуживающих 

каналов (в системе массового обслуживания) при условии, что общее число 
требований, находящихся на обслуживании, не превосходит числа обслужи-
вающих аппаратов: 

а) 
( )

( )
!

k
t

k
t

P t e
k


 ; 

б) F(t) = 1 – e- t; 

в) 
обс

1

t
  ; 

г) 0!

k

kP P
k


 ; 

д) 0
!

k

k k n
P P

n n 


 .

 
 
349. Формула коэффициента загрузки каналов (система массового об-

служивания): 

а) 
( )

( ) ;
!

k
t

k
t

P t e
k


  

б) n

E
K p

4 ; 

в) 
обс

1

t
  ; 

г) 0!
P

k
P

k

k


 ; 

д) 0.
!

k

k k n
P P

n n 


 . 

 
350. Формула среднего числа свободных от обслуживания каналов 

(система массового обслуживания): 

а) 
( )

( ) ;
!

k
t

k
t

P t e
k


  

б) n

E
K p

4 ; 
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в) 
обс

1

t
  ; 

г) 0;
!

k

kP P
k


  

д) 
1

3 0
0

.
!

n
k

k

n k
E P

k






  . 

 
351. Стационарным называется поток: 
а) для которого математическое ожидание числа требований, посту-

пающих в систему в единицу времени, не меняется во времени; 
б) для которого математическое ожидание числа требований, посту-

пающих в систему в единицу времени, меняется во времени; 
в) для которого математическое ожидание числа требований, посту-

пающих в систему в единицу времени, не меняется в пространстве; 
г) для которого математическое ожидание числа требований, посту-

пающих в систему в единицу времени, меняется в пространстве; 
д) для которого математическое ожидание числа требований, посту-

пающих в систему в единицу времени, меняется не полностью. 
 
352. В системе массового обслуживания подразумевается, что есть ти-

повые пути, через которые в процессе обработки проходят: 
а) каналы обслуживания; 
б) каналы связи; 
в) заявки; 
г) статистические закономерности; 
д) пути. 
 
353. В каком потоке в системе массового обслуживания события появ-

ляются в последовательные моменты времени независимо друг от друга? 
а) без последствия; 
б) стационарном; 
в) ординарном; 
г) регулярном; 
д) стохастическом. 
 
354. В каком потоке в системе массового обслуживания события про-

исходят поодиночке, а не по два или более раз? 
а) без последствия; 
б) стационарном;  
в) ординарном; 
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г) регулярном;  
д) постоянном.  
 
355. Если вероятность появления событий на интервале времени не за-

висит от времени, а зависит только от длины этого участка, то такой поток 
называется (система массового обслуживания): 

а) стационарным; 
б) простейшим;  
в) потоком без последействия;  
г) однородным;  
д) постоянным.  
 
356. Когда источник требований системы массового обслуживания на-

ходится в системе, они называются: 
а) одноканальными; 
б) многоканальными; 
в) замкнутыми; 
г) разомкнутыми; 
д) завершенными. 
 
357. Первые задачи теории массового обслуживания были рассмотрены: 
а) Агнером Эрлангом; 
б) Аристотелем; 
в) Исааком Ньютоном; 
г) Альбертом Эйнштейном; 
д) Василием Леонтьевым. 
 
358. Поток является _______, если вероятность появления того или 

иного события на некотором интервале времени зависит лишь от длины это-
го интервала и не зависит от того, где на оси времени взят этот интервал 
(система массового обслуживания). 

а) ординарным; 
б) неоднородным; 
в) стационарным; 
г) интенсивным; 
д) ограниченным. 
 
359. По числу каналов обслуживания системы массового обслуживания 

делятся на: 
а) одноканальные и многоканальные; 
б) однолокальные и замкнутые; 
в) разомкнутые и замкнутые; 
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г) нет верного ответа; 
д) многоканальные и замкнутые. 
 
360. Поток требований называется _______, если поступающие за про-

извольно взятые (разные) промежутки времени заявки взаимно независимы 
(система массового обслуживания). 

а) простым; 
б) стационарным; 
в) пуассоновским; 
г) ординарным; 
д) потоком без последствий. 
 
361. Поток требований называется _______, если вероятность появле-

ния требования в любой малый промежуток времени пропорциональна длине 
этого промежутка и не зависит от того, возникали или нет требования в 
предшествующие промежутки времени (система массового обслуживания). 

а) простым; 
б) стационарным; 
в) пуассоновским; 
г) ординарным; 
д) потоком без последствий. 
 
362. Результатом работы системы массового обслуживания является: 
а) входной поток заявок; 
б) входной поток предложения товаров или услуг; 
в) выходящий поток обслуженных заявок; 
г) обслуживание устройства; 
д) источник заявок. 
 
363. В системе массового обслуживания системы с потерями – это сис-

темы, в которых: 
а) требования, не нашедшие в момент поступления ни одного свобод-

ного прибора, теряются; 
б) имеется накопитель бесконечной емкости для буферизации посту-

пивших требований, образуя очередь; 
в) длина очереди не может превышать емкости накопителя; 
г) требование, поступающее в переполненную СМО (отсутствуют сво-

бодные места для ожидания), теряется; 
д) когда источник требований находится вне самой системы. 
 
364. Совокупность требований, поступающих в систему массового об-

служивания, – это: 
а) математическая модель СМО; 
б) время обслуживания; 
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в) входящий поток требований; 
г) имитационное моделирование; 
д) выходящий поток требований. 
 
365. В системе массового обслуживания системы, в которых посту-

пающий поток требований возникает в самой системе и ограничен, являются: 
а) замкнутыми; 
б) разомкнутыми; 
в) одноканальными; 
г) многоканальными; 
д) однофазными. 
 
366. В зависимости от наличия возможности ожидания поступающих 

требований начала обслуживания системы массового обслуживания подраз-
деляются на (несколько ответов): 

а) системы с потерями; 
б) системы с ожиданием; 
в) системы с накопителем конечной емкости; 
г) системы с накоплением и истощением; 
д) системы, когда источник находится вне системы. 
 
367. Какие потоки в системе массового обслуживания бывают? 
а) однородный поток; 
б) поток без последействия; 
в) стационарный поток; 
г) простейший поток; 
д) стохастические. 
 
368. Простейший (стационарный, Пуассоновский) поток в системе мас-

сового обслуживания обладает такими свойствами, как: 
а) стационарность; 
б) многоканальность; 
в) отсутствие последствий; 
г) ординарность; 
д) смешанность. 
 
369. ___________ системы – системы, в которых поступающий поток 

требований возникает в самой системе и ограничен (система массового об-
служивания). 

ОТВЕТ: 
 
370. Формула максиминной стратегии двух игроков в теории игр: 
а)

 i
max

j
min аij; 
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б) 
j

min
i

max aij; 

в) 
i

max аij; 

г) 
j

min аij; 

д) 1
1




m

i
ix . 

 
371. Формула минимаксной стратегии двух игроков в теории игр: 
а)

 i
max

j
min аij; 

б) 
j

min
i

max aij; 

в) 
i

max аij; 

г) 
j

min аij; 

д) 1
1




m

i
ix . 

 
372. Число __ называется нижней чистой ценой игры (теория игр). 
а) ;  
б) ;  
в) j; 
г) i; 
д) х0. 
 
373. Число __ называется чистой верхней ценой игры (теория игр). 
а) ;  
б)  ; 
в) j; 
г) i; 
д) х0. 
 
374. Седловая точка (теория игр) – это пара чистых стратегий (i0, j0) со-

ответственно игроков 1 и 2, при которых достигается равенство: 
а) j = i; 
б) х0 = х1; 
в)   = ;  
г) i0 = j0; 
д) 

11 jia = ; . 
 

375. По количеству стратегий игры бывают: 
а) матричные и биматричные; 
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б) конечные и бесконечные; 
в) смешанные и неопределенные; 
г) непрерывные и конечные; 
д) единичные и антогонистические. 
 
376. Антагонистическая игра – это игра: 
а) с определенной суммой; 
б) с нулевой суммой; 
в) с множеством финансовых средств; 
г) с недостатком финансовых средств; 
д) с множеством соперников. 
 
377. Конечные игры с нулевой суммой называются: 
а) симметричными; 
б) матричными; 
в) структурированными; 
г) дискретными; 
д) последовательными. 
 
378. Если выбор игрока неизменен от партии к партии, то стратегия на-

зывается: 
а) сложной; 
б) неизменной; 
в) чистой; 
г) простой  
д) экстенсивной. 
 
379. Игры, в которых возможны непосредственные контакты между 

участниками, называются: 
а) двойственными; 
б) совместными; 
в) кооперативными; 
г) нормальными; 
д) симметричными. 
 
380. Антагонистическую игру, где выигрыш одного коллектива равен 

проигрышу другого, называют игрой… 
а) с нулевой суммой; 
б) бессмысленной; 
в) взаимной; 
г) однозначной; 
д) без выигрыша. 
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381. Впервые математические аспекты и приложения теории были из-
ложены в 1944 году в книге «Теория игр и экономическое поведение» авто-
ров: 

а) Джона фон Неймана и Оскара Моргенштерна; 
б) Сильвии Назар и Томаса Шеллинга; 
в) Томаса Шеллинга и Йохана Хёйзинга; 
г) Йохана Хёйзинга и Сильвии Назар; 
д) Василия Леонтьева и Леонида Канторовича. 
 
382. В игре с нулевой суммой: 
а) выигрыш одного игрока равен проигрышу другого; 
б) игроки и выигрывают, и проигрывают одновременно; 
в) игроки и выигрывают, и проигрывают одновременно, им выгодно 

действовать сообща; 
г) имеются и конфликты, и согласованные действия сторон; 
д) ни один игрок не выигрывает. 
 
383. В игре с постоянной разностью: 
а) выигрыш одного игрока равен проигрышу другого; 
б) игроки и выигрывают, и проигрывают одновременно; 
в) игроки и выигрывают, и проигрывают одновременно, им выгодно 

действовать сообща; 
г) имеются и конфликты, и согласованные действия сторон; 
д) ни один игрок не выигрывает. 
 
384. В зависимости от числа возможных стратегий игры делятся на: 
а) предельные и бесконечные; 
б) конечные и бесконечные; 
в) единичные и множественные; 
г) с итогом и без итога; 
д) матричные и биматричные. 
 
385. В зависимости от видов ходов игры подразделяются на: 
а) стратегические и азартные; 
б) с нулевой суммой, с постоянной разностью, с ненулевой суммой; 
в) матричные; 
г) антагонистические; 
д) конечные и бесконечные. 
 
386. В зависимости от числа участников игры подразделяются на: 
а) парные и множественные; 
б) с нулевой суммой, с постоянной разностью, с ненулевой суммой; 
в) матричные и биматричные; 
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г) антагонистические; 
д) конечные и бесконечные; 
 
387. Впервые математические аспекты и приложения теории были из-

ложены в классической книге _____ года Джона фон Неймана и Оскара Мор-
генштерна «Теория игр и экономическое поведение». 

а) 1944; 
б) 1945; 
в) 1970; 
г) 1775; 
д) 1844. 
 
388. В такой игре участники знают все ходы, сделанные до текущего 

момента: 
а) с полной информацией; 
б) с неполной информацией; 
в) параллельной; 
г) динамической; 
д) конечной. 
 
389. Действия, выполняемые игроками, – это: 
а) план действий; 
б) тактика; 
в) стратегия; 
г) итерация; 
д) путь. 
 
390. Если у каждого игрока есть конечное число стратегий, то игра на-

зывается: 
а) конечной; 
б) стандартной; 
в) планируемой; 
г) прогнозируемой; 
д) предсказуемой. 
 
391. Игра называется ________, если игроки могут объединяться в 

группы, беря на себя некоторые обязательства перед другими игроками и ко-
ординируя свои действия. 

а) биматричной; 
б) матричной; 
в) коалиционной; 
г) сепарабельной; 
д) параметрической. 
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392. Игра называется ________, если одна сторона выигрывает то, что 
проигрывает другая. 

а) с ненулевой суммой; 
б) с нулевой суммой; 
в) непрерывной; 
г) сепарабельной; 
д) бесконечной. 
 
393. Игроки ходят одновременно, или, по крайней мере, они не осве-

домлены о выборе других до тех пор, пока все не сделают свой ход, такая иг-
ра называется: 

а) параллельной; 
б) последовательной; 
в) кооперативной; 
г) некооперативной; 
д) финальной. 
 
394. Исходом конфликта в теории игр является: 
а) игра; 
б) выигрыш; 
в) стратегия игрока; 
г) решение игры; 
д) итог. 
 
395. Какие игры различают по числу стратегий? 
а) конечные и матричные; 
б) бесконечные и биматричные; 
в) конечные и бесконечные; 
г) кооперативные и некооперативные; 
д) коалиционные и матричные. 
 
396. Конечная игра двух игроков с нулевой суммой называется: 
а) биматричной; 
б) кооперативной; 
в) дифференциальной; 
г) матричной; 
д) конечномерной. 
 
397. Конфликт в игре является: 
а) методом; 
б) предметом; 
в) целью; 
г) функцией; 
д) задачей. 
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398. Конечная игра двух игроков с ненулевой суммой, в которой выиг-
рыши каждого игрока задаются матрицами отдельно для соответствующего 
игрока, – это: 

а) биматричная игра; 
б) матричная игра; 
в) непрерывная игра; 
г) сепарабельная игра; 
д) параметрическая. 
 
399. Конечная игра двух игроков с нулевой суммой, в которой задается 

выигрыш игрока 1 в виде матрицы, – это: 
а) биматричная игра; 
б) матричная игра; 
в) непрерывная игра; 
г) коалиционная игра; 
д) сепарабельная. 
 
400. Соответствующие стратегии у игроков будут равны, то есть иметь 

одинаковые платежи, такая игра называется: 
а) симметричной; 
б) несимметричной; 
в) кооперативной; 
г) некооперативной; 
д) коалиционной. 
 
401. В теории игр ситуация, в которой сталкиваются интересы двух 

сторон и результат любой операции, осуществляемой одной из сторон, зави-
сит от действий другой стороны, называется: 

а) конфликтной; 
б) неконфликтной; 
в) сложной; 
г) случайной; 
д) персональной. 
 
402. Цена игры, которая является гарантированным выигрышем перво-

го игрока при любых стратегиях второго игрока, носит название: 
а) верхней; 
б) нижней; 
в) оптимальной; 
г) приемлемой; 
д) средней. 
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403. Цена игры, которая является гарантированным проигрышем вто-
рого игрока при любой стратегии первого игрока, носит название: 

а) верхней; 
б) нижней; 
в) оптимальной; 
г) приемлемой; 
д) средней. 
 
404. Совокупность математических методов анализа и оценки кон-

фликтных ситуаций – это: 
а) теория игр; 
б) вариация; 
в) теория вероятности; 
г) теория графов; 
д) теория массового обслуживания. 
 
405. Выделяют следующие разновидности теории игр: 
а) параллельные; 
б) кооперативные; 
в) некооперативные; 
г) симметричные; 
д) стохастические. 
 
406. В матричных играх применяются следующие стратегии: 
а) чистые; 
б) смешанные; 
в) оптимальные; 
г) прямые; 
д) сепарабельные. 
 
407. По числу стратегий различают игры: 
а) конечные; 
б) бесконечные; 
в) с нулевой суммой; 
г) с ненулевой суммой; 
д) с постоянной разностью. 
 
408. В нормальной или стратегической форме игра описывается 

_______ ______. 
ОТВЕТ: 
 
409. Если в игре игроков больше 2, то игра называется __________. 
ОТВЕТ: 
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410. Игра называется _________, если в ней участвуют 2 игрока. 
ОТВЕТ: 
 
411. Исход игры – это _________. 
ОТВЕТ: 
 
412. Сознательный выбор одним из игроков одного из возможных хо-

дов и его осуществление называется __________ ходом. 
ОТВЕТ: 
 
413. Система правил, однозначно определяющая выбор хода игрока в 

зависимости от сложившейся ситуации, называется __________. 
ОТВЕТ: 
 
414. Теорема _________: каждая конечная игра имеет, по крайней мере, 

одно оптимальное решение, возможно, среди смешанных стратегий (фами-
лия). 

ОТВЕТ: 
 
415. _________ ______ – конечная игра двух игроков с нулевой суммой. 
ОТВЕТ: 
 
416. _________ _______ – конечная игра двух игроков с ненулевой 

суммой. 
ОТВЕТ: 
 
417. ______ _____ – математический метод изучения оптимальных 

стратегий в играх. 
ОТВЕТ: 

К разделу «Моделирование нелинейных 
экономических процессов» 

418. В каком году опубликовано уравнение Слуцкого (функции спроса)? 
а) 1915; 
б) 1916; 
в) 1917; 
г) 1920; 
д) 1815. 
 
419. Данное уравнение показывает, что изменение в спросе на i-й товар 

при изменении цены j-го товара является результатом двух эффектов: эффек-
та замещения и эффекта дохода (функции спроса) и носит название: 

а) уравнения Слуцкого; 

Copyright ОАО «ЦКБ «БИБКОМ» & ООО «Aгентство Kнига-Cервис»



356 
 

б) уравнения Пифагора; 
в) уравнения Декарта; 
г) уравнения Лобачевского; 
д) уравнения Гаусса. 
 
420. Знак «минус» в линейной функции спроса показывает, что функ-

ция спроса является: 
а) возрастающей; 
б) убывающей; 
в) прямой; 
г) вогнутой; 
д) постоянной. 
 
421. Обратная функция спроса показывает максимальное значение 

_______ товара, которую потребитель готов заплатить за его определенное 
количество. 

а) цены; 
б) величины; 
в) количества; 
г) ассортимента; 
д) качества. 
 
422. Одним из основных в теории потребительского выбора является 

уравнение: 
а) Слуцкого; 
б) Пифагора; 
в) Декарта; 
г) Лобачевского; 
д) Гаусса. 
 
423. Первое слагаемое в уравнении Слуцкого показывает реакцию на 

изменение относительных цен и носит название эффекта _________ (функ-
ции спроса). 

а) замещения; 
б) дохода; 
в) расхода; 
г) распределения; 
д) перераспределения. 
 
424. Прямая функция спроса показывает __________ количество това-

ра, которое потребитель готов купить по определенной цене. 
а) максимальное; 
б) минимальное; 
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в) равное; 
г) среднее; 
д) неизменное. 
 
425. Термин «предельная полезность» был введен в экономическую 

науку: 
а) Фридрихом фон Визером; 
б) В. Леонтьевым; 
в) Л. Вальрасом; 
г) Л. Коноваловым; 
д) А. Эйнштейном. 
 
426. Уравнение, смысл которого состоит в том, что изменение спроса 

на некоторый товар при повышении или снижении его цены складывается из 
влияния непосредственного изменения спроса и косвенного влияния в ре-
зультате переключения спроса на другие товары, носит название: 

а) уравнение Слуцкого; 
б) уравнение Пифагора; 
в) уравнение Декарта; 
г) уравнение Лобачевского; 
д) уравнение Жордана – Гаусса. 
 
427. Функция, отражающая зависимость объема спроса на отдельные 

товары и услуги от комплекса факторов, влияющих на него, – это: 
а) функция спроса; 
б) функция предложения; 
в) функция безразличия; 
г) параболическая функция; 
д) гиперболическая функция. 
 
428. ______ ______ – это график, иллюстрирующий связь между ценой 

определенного товара или услуги и количеством потребителей, желающих 
его купить по данной цене. 

а) кривая спроса; 
б) кривая полезности; 
в) кривая предложения; 
г) кривая потребления; 
д) кривая безразличия. 
 
429. ______ ______ – функция, отражающая зависимость объема спроса 

на отдельные товары и услуги (потребительские блага) от комплекса факто-
ров, влияющих на него. 

а) функция спроса; 
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б) функция полезности; 
в) функция предложения; 
г) функция потребления; 
д) функция безразличия. 
 
430. Под ________ ________ экономисты понимают изменение объема 

спроса, вызванное исключительно изменением относительной цены товара 
при неизменном реальном доходе, т.е. при сохранении уровня полезности 
потребляемого набора благ. 

ОТВЕТ: 
 
431. При изменении цены j-го товара и компенсирующем изменении 

богатства потребитель останется на той же линии безразличия, что и раньше, 
заменив часть j-го товара другими товарами, – это: 

а) эффект безразличия; 
б) эффект потребления; 
в) эффект замещения; 
г) эффект компенсирования; 
д) эффект спроса. 
 
432. В каком году было получено уравнение Е.Е. Слуцкого? 
а) 1999; 
б) 1992; 
в) 1915; 
г) 1805; 
д) 1914. 
 
433. Функция, которая определена на множестве потребительских на-

боров (х1, х2), и ее значение равно потребительской оценке индивидуума для 
этого набора, называется функцией ________. 

ОТВЕТ: 
 
434. Функция, которая определена на множестве потребительских на-

боров (х1, х2), и ее значение равно потребительской оценке индивидуума для 
этого набора, называется функцией: 

а) выбора; 
б) Слуцкого; 
в) полезности; 
г) спроса; 
д) предложения. 
 
435. При возрастании потребления одного продукта и постоянном по-

треблении другого продукта: 
а) значение функции полезности уменьшится; 
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б) количество товара на рынке уменьшится; 
в) значение функции полезности останется неизменным; 
г) значение функции полезности увеличится; 
д) количество товара на рынке увеличивается. 
 
436. Закон убывающей предельной полезности утверждает, что пре-

дельная полезность каждого продукта уменьшается, если объем потребления: 
а) другого продукта не изменяется; 
б) данного продукта увеличивается; 
в) другого продукта увеличивается; 
г) данного продукта уменьшается; 
д) двух видов продуктов уменьшается. 
 
437. Предельная полезность продукта обозначается буквой: 
а) А; 
б) Р; 
в) П; 
г) М; 
д) PR. 
 
438. Первая частная производная функции полезности называется 

_______ _________ продукта. 
ОТВЕТ: 
 
439. Математическая запись закона убывающей предельной полезно-

сти: 
а) u (x1, x2) → max; 
б) p1x1 + p2x2 ≤ I; 

в) 11 0''и  ; 

г) 1 0'и  ; 

д) 12 0''и  . 
 
440. Закон ________ предельной полезности утверждает, что предель-

ная полезность каждого продукта уменьшается, если объем потребления дан-
ного продукта растет. 

ОТВЕТ: 
 
441. Предельная полезность каждого продукта уменьшается, если объ-

ем его потребления… 
а) уменьшается; 
б) остается неизменным; 
в) растет; 
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г) стремится к максимуму; 
д) стремится к минимуму. 
 
442. Первые частные производные функции полезности называются: 
а) предельными полезностями продуктов; 
б) средними полезностями продуктов; 
в) предельными производительностями; 
г) эластичностью спроса; 
д) предельной нормой замены продуктов. 
 
443. Предельная полезность продукта определяется по формуле (не-

сколько ответов): 

а) 
2

12
1 2

'' u
и

x x



 

; 

б) 
2

21
2 1

'' u
и

x x



 

; 

в) 1
1

' u
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x





; 

г) 2
2

' u
и

x





; 

д) 
2

11 2
1

'' u
и

x





. 

 
444. Возрастание потребления одного продукта при постоянном по-

треблении другого продукта ведет к ________ потребительской оценки. 
ОТВЕТ: 
 
445. Предельная полезность __________, если растет потребление дру-

гого продукта. 
ОТВЕТ: 
 
446. Задача потребительского выбора, при заданном бюджетном огра-

ничении, заключается в: 
а) минимизации функции полезности; 
б) минимизации потребительской оценки; 
в) максимизации функции полезности; 
г) максимизации предельной полезности продукта; 
д) минимизации предельной полезности продукта. 
 
447. Набор (х1, х2), максимизирующий функцию полезности, должен 

обращать бюджетное ограничение в _________. 
ОТВЕТ: 
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448. Математическая запись 11 0''и   (если u – функция полезности), вы-
ражает то, что предельная полезность продукта __________, если объем его 
потребления растет. 

ОТВЕТ: 
 

449. Функция полезности задана 21xxu  , где х1, х2: 

а) денежная оценка первого и второго потребителя; 
б) количество потребителей; 
в) цены первого и второго товара; 
г) количество первого и второго товара; 
д) размер бюджета для первого и второго товара. 
 
450. Задача, имеющая общий вид: u (x1, x2) → max при условиях p1x1 + 

p2x2 ≤ I, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0, называется задачей _________ ________. 
ОТВЕТ: 
 
451. При решении задачи потребительского выбора p1, p2 обозначают: 
а) денежную оценку первого и второго потребителя; 
б) количество потребителей; 
в) цены первого и второго товара; 
г) количество первого и второго товара; 
д) размер бюджета для первого и второго товара. 
 
452. При решении задачи потребительского выбора I обозначает: 
а) денежную оценку первого и второго потребителя; 
б) количество потребителей; 
в) цены первого и второго товара; 
г) количество первого и второго товара; 
д) доход потребителя. 
 
453. Решение задачи потребительского выбора методом Лагранжа име-

ет следующий вид: 

а) 
2 1

21

1 1 2 2

'

'

u p

pu

p x p x I





  

 

б) 

1, 2
1

1

1, 2
2

2

( )

( )

'

'

u x x
u

x

u x x
u

x
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в) 
1 1

22

1 1 2 2

'

'

u p

pu

p x p x I





  

 

г) 
2

2

1

1 2
,

2 p

I
x

p

I
x   

д) 
1 1

22

1 1 2 2

'

'

u p

pu

p x p x I





  

 

 
454. В точке локального рыночного равновесия отношение предельных 

полезностей товаров ______ отношению рыночных цен на эти товары. 
ОТВЕТ: 
 
455. Функции, полученные в результате решения задачи потребитель-

ского выбора, называются функциями _______. 
ОТВЕТ: 
 
456. Функции спроса на товар зависят от параметров: 
а) р1, р2, I; 
б) х1, х2, I; 
в) и1, и2, I; 
г) р1, р2, х1, х2, I; 
д) 1u  , 2u , I. 
 
457. Зависимость объема потребления товара от цены на него и от цены 

на другой товар и дохода потребителя называется функцией: 
а) спроса; 
б) доходности; 
в) предложения; 
г) полезности; 
д) производственной. 
 
458. Уравнение Слуцкого имеет вид: 

а) 
compj

i

j

i
j

i

p

x

p

x
x

I

x




























; 

б) j
i

compj

i

j

i x
I

x

p

x

p

x








































; 
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в) 
compj

i

j

i

p

x

p

x




















; 

г) 0





I

xi ; 

д) 
compj

i
j

i

p

x
x

I

x
























. 

 
459. Уравнение, позволяющее увязать действие эффекта замены и эф-

фекта дохода с результирующим изменением спроса, называется уравнением 
________. 

ОТВЕТ: 
 
460. «Эффект замены» при росте цены отражает: 
а) изменение уровня благосостояния при неизменности дохода потре-

бителя; 
б) изменение спроса при уменьшении дохода потребителя; 
в) изменение уровня благосостояния при уменьшении дохода потреби-

теля; 
г) изменение спроса при поддержании прежнего уровня благосостоя-

ния; 
д) изменение спроса при изменении цен. 
 
461. «Эффект дохода» показывает изменение потребительского спроса 

при: 
а) изменении цен на товары и изменении дохода; 
б) изменении цен на товары и сохранении дохода; 
в) сохранении цен на товары и изменении дохода; 
г) изменении цены на один товар и сохранении цены на другой товар; 
д) росте доходов при росте цен. 
 
462. Функция, которая зависит от параметров р1, р2, I, называется 

функцией: 
а) выбора; 
б) Слуцкого; 
в) полезности; 
г) спроса; 
д) предложения. 
 
463. Результирующее изменение спроса под действием эффекта замены 

и эффекта дохода описывается уравнением: 
а) Кобба – Дугласа; 
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б) Слуцкого; 
в) Леонтьева; 
г) Эрроу – Гурвица; 
д) Кейнса. 
 
464. Первое слагаемое в правой части в уравнении Слуцкого 

j
i

compj

i

j

i x
I

x

p

x

p

x




























, описывает: 

а) результирующее воздействие на спрос; 
б) действие эффекта дохода; 
в) действие эффекта замены; 
г) изменение структуры спроса; 
д) размер компенсации. 
 
465. Второе слагаемое в правой части в уравнении Слуцкого – 

j
i

compj

i

j

i x
I

x

p

x

p

x




























 – описывает: 

а) результирующее воздействие на спрос; 
б) действие эффекта дохода; 
в) действие эффекта замены; 
г) изменение структуры спроса; 
д) размер компенсации. 

466. Левая часть уравнения Слуцкого – j
i

compj

i

j

i x
I

x

p

x

p

x




























 – опи-

сывает: 
а) результирующее воздействие на спрос; 
б) действие эффекта дохода; 
в) действие эффекта замены; 
г) изменение структуры спроса; 
д) размер компенсации. 
 
467. Эластичность спроса по цене рассчитывается как: 

а) 
I

x

p

x
e i

j

i
ij :




 ; 

б) 
j

i

j

i
ij p

x

p

x
e :




 ; 

в) 
I

x

I

x
e ii

iI :



 ; 
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г) 
I

p

p

x
e j

j

i
iI :




 ; 

д) 
j

i
ij p

x
e




 . 

 
468. Эластичность спроса по доходу рассчитывается как: 

а) 
I

x

p

x
e i

j

i
ij :




 ; 

б) 
j

i

j

i
ij p

x

p

x
e :




 ; 

в) 
I

x

I

x
e ii

iI :



 ; 

г) 
I

p

p

x
e j

j

i
iI :




 ; 

д) 
j

i
ij p

x
e




 . 

 
469. Сумма всех эластичностей спроса по цене и доходу должна быть 

равна: 
а) 1 iI

j
ij ee ; 

б) 1 iI
j

ij ee ; 

в)  iI
j

ij ee ; 

г) 0 iI
j

ij ee ; 

д) Iee iI
j

ij  . 

 
470. Символами ije обозначается _________ ___________ по цене. 

ОТВЕТ: 
 

471. С помощью формулы 
I

x

I

x
e ii

iI :



 рассчитывается эластичность 

спроса по _______. 
ОТВЕТ: 
 
472. Если время фигурирует в качестве самостоятельной переменной, 

то производственная функция называется: 
а) вариационной; 
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б) параметрической; 
в) динамической; 
г) статической; 
д) алгебраической. 
 
473. Эластичность производства по первому ресурсу для функции 

21
210
aa xxay   равна: 

а) ;
10xa

y
 

б) а1; 

в) ;
2

1

a

a
 

г) а1 – 1; 
д) а2 – 1. 
 
474. Задача потребительского выбора при заданном бюджетном огра-

ничении заключается в: 
а) минимизации функции полезности; 
б) минимизации потребительской оценки; 
в) максимизации функции полезности; 
г) максимизации предельной полезности каждого продукта; 
д) максимизации ресурсов. 
 
475. Бюджетное ограничение предполагает: 
а) денежные расходы должны быть выше денежных доходов; 
б) денежные расходы могут превышать денежные доходы; 
в) денежные расходы должны быть равны денежным доходам; 
г) денежные расходы не могут превышать денежные доходы; 
д) денежные доходы не могут превышать денежные расходы. 
 
476. Формально задача потребительского выбора имеет вид: 
а) u (x1, x2) → max 

при условии 
p1x1 + p2x2 ≤ J, 
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0; 

б) p1x1 + p2x2 = J; 

в) 0//
21

12

2
//
12

21

2










u
xx

u
u

xx

u
; 

г) u (x1, x2) → max 
при условии 
p1x1 + p2x2 = J, 
x1 ≤ 0, x2 ≤ 0; 
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д) f (x1, x2) → max 
при условии 
p1x1 – p2x2 ≥ J, 
x1 ≤ 0, x2 ≤ 0. 

 
477. Результирующее изменение спроса под действием эффекта замены 

и эффекта дохода описывается уравнением: 
а) Кобба – Дугласа; 
б) Слуцкого; 
в) Леонтьева; 
г) Эрроу – Гурвица; 
д) Гаусса. 
 
478. Производственная функция отражает соотношение между: 
а) используемыми ресурсами и их стоимостью; 
б) выпускаемой продукцией и спросом на нее; 
в) используемыми ресурсами и выпускаемой продукцией; 
г) стоимостью ресурсов и их потребностью; 
д) стоимостью продукции и ценой на ресурсы. 
 
479. Соотношение между используемыми ресурсами и выпускаемой 

продукцией называют ________ функцией. 
ОТВЕТ: 
 
480. Переменными величинами в производственной функции является: 
а) количество используемых ресурсов; 
б) количество выпускаемой продукции; 
в) цены на используемые ресурсы; 
г) стоимость продукции; 
д) количество видов продукции. 
 

481. Двухфакторная модель 21

0
aa LKaY   производственной функции 

носит название модели: 
а) Эрроу – Гурвица; 
б) Леонтьева; 
в) равновесных цен; 
г) Кобба – Дугласа; 
д) Кейнса. 
 
482. Производительность труда, согласно функции Кобба – Дугласа, 

обозначается: 

а) 
L

K
; 
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б) 
K

Y
; 

в) 
L

Y
; 

г) 
Y

L
; 

д) 
K

L
. 

 
483. Капиталоотдача, согласно функции Кобба – Дугласа, обозначает-

ся: 

а) 
Y

L
; 

б) 
L

K
; 

в) 
K

Y
; 

г) 
L

Y
; 

д) 
K

L
. 

 
484. Производственная функция обладает рядом свойств: 
а) производство невозможно при отсутствии хотя бы одного ресурса; 
б) при увеличении затрат производственных ресурсов выпуск продук-

ции растет; 
в) при уменьшении потребления одного ресурса предельная эффектив-

ность этого ресурса уменьшается; 
г) при увеличении потребления одного ресурса предельная эффектив-

ность этого ресурса уменьшается; 
д) производственная функция характеризуется определенной отдачей 

от расширения масштабов производства. 
 
485. Производственная функция выражает: 
а) зависимость результата производства от факторов производства; 
б) зависимость факторов производства от результата производства; 
в) зависимость объема выпускаемой продукции от затраченных ресур-

сов; 
г) зависимость объема выпускаемой работы от прибыли; 
д) зависимость проданной продукции от объема производства. 
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486. Производственная функция Кобба – Дугласа впервые была ис-
пользована для моделирования реальной экономики: 

а) России; 
б) Японии; 
в) Китая; 
г) США; 
д) Англии. 
 

487. Экономический закон, который выражает уменьшение прироста 
объема производства с увеличением затрат одного ресурса и неизменности 
других, называется законом: 

а) убывающей эффективности; 
б) экономии на масштабе производства; 
в) пропорционального развития; 
г) общественного разделения труда; 
д) возрастающей эффективности. 
 

488. Утверждению «При увеличении затрат производственных ресур-
сов выпуск продукции растет» соответствует математическая запись: 

а) 0
)(





ix

xf
; 

б) 0
)(

2

2






iix

хf
; 

в) )()( xfttxf р ; 

г) 0
)(





ix

xf
; 

д) 0
)(

2

2






iix

хf
. 

 
489. Утверждению «По мере увеличения количества одного ресурса 

при постоянных количествах других предельная эффективность использова-
ния этого ресурса не возрастает» соответствует математическая запись: 

а) 0
)(





ix

xf
; 

б) 0
)(

2

2






iix

хf
; 

в) )()( xfttxf р ; 

г) 0
)(





ix

xf
; 

д) 0
)(

2

2






iix

хf
. 
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490. Предельной производительностью ресурса называют: 
а) возможность взаимного замещения ресурсов; 
б) отношение предельной производительности ресурса к его средней 

производительности; 
в) первую частную производную производственной функции; 
г) отношение значения производственной функции к величине ресурса; 
д) отношение средней производительности ресурса к его предельной 

производительности. 
 
491. Первую частную производную производственной функции назы-

вают ________ производительностью ресурса. 
ОТВЕТ: 
 
492. Предельная производительность ресурса обозначается буквой: 
а) А; 
б) В; 
в) Е; 
г) М; 
д) R. 
 
493. Предельная производительность i-го ресурса рассчитывается по 

формуле: 

а) 
ix

xf )(
; 

б) 
iдх

xдf )(
; 

в) 
i

i

дx

xдf

xf

x )(

)(
; 

г) xEEE  21 ; 

д) 

jдх

xдf
iдx

xдf

)(

)(

. 

 
494. Отношение значения производственной функции к величине ре-

сурса называют: 
а) средней производительностью ресурса; 
б) предельной производительностью ресурса; 
в) эластичность выпуска по ресурсу; 
г) эластичностью производства; 
д) предельной нормой замены ресурса. 
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495. Первую частную производную производственной функции назы-
вают: 

а) средней производительностью ресурса; 
б) предельной производительностью ресурса; 
в) эластичностью выпуска по ресурсу; 
г) эластичностью производства; 
д) предельной нормой замены ресурса. 
 
496. Отношение предельной производительности ресурса к его средней 

производительности называется: 
а) средней производительностью ресурса; 
б) предельной производительностью ресурса; 
в) эластичностью выпуска по ресурсу; 
г) эластичностью производства; 
д) предельной нормой замены ресурса. 
 
497. Сумма всех эластичностей выпуска называется: 
а) средней производительностью ресурса; 
б) предельной производительностью ресурса; 
в) эластичностью выпуска по ресурсу; 
г) эластичностью производства; 
д) предельной нормой замены ресурса. 
 
498. Средняя производительность ресурса обозначается буквой: 
а) А; 
б) В; 
в) Е; 
г) М; 
д) R. 
 
499. Средняя производительность i-го ресурса рассчитывается по фор-

муле: 

а) 
( )

;
i

f x

x
 

б) 
( )

;
i

дf x

дх
 

в) 
( )

;
( )

i

i

x дf x

f x дx
 

г) 
0

;(1 )tY n  
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д) .

( )

( )

дf x

дxi
дf x

дх j

 

 
500. Эластичность выпуска по первому ресурсу для производственной 

функции вида 21

210
aa xxay   равна: 

а) 
10 xa

y
; 

б) а1; 

в) 
2

1

a

a
; 

г) а1 – 1; 
д) а2. 
 
501. Эластичность выпуска обозначается буквой: 
а) А; 
б) В; 
в) Е; 
г) М; 
д) R. 
 
502. Эластичность выпуска по ресурсу рассчитывается по формуле: 

а) 
ix

xf )(
; 

б) 
iдх

xдf )(
; 

в) 
i

i

дx

xдf

xf

x )(

)(
; 

г) xEEE  21 ; 

д) 

jдх

xдf
iдx

xдf

)(

)(

. 

 

503. Эластичность производства рассчитывается по формуле: 

а) 
ix

xf )(
; 
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б) 
iдх

xдf )(
; 

в) 
i

i

дx

xдf

xf

x )(

)(
; 

г) xEEE  21 ; 

д) 

jдх

xдf
iдx

xдf

)(

)(

. 

 
504. Предельная норма замены ресурса обозначается буквой: 
а) А; 
б) В; 
в) Е; 
г) М; 
д) R. 
 
505. Предельная норма замены рассчитывается по формуле: 

а) 
ix

xf )(
; 

б) 
iдх

xдf )(
; 

в) 
i

i

дx

xдf

xf

x )(

)(
; 

г) xEEE  21 ; 

д) 

jдх

xдf
iдx

xдf

)(

)(

. 

 
506. Предельная норма замены первого ресурса вторым равна: 

а) 
2

1
; 

б) 

2

1

)(

)(

x

xf
x

xf






; 
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в) 

1

2

)(

)(

x

xf
x

xf






; 

г) 
1

)(

x

xf




; 

д) 
ix

xf )(
. 

 
507. Вторая частная производная производственной функции должна 

быть: 
а) = 0; 
б) > 0; 
в) < 0; 
г) > 1; 
д) < 1. 
 
508. Результатом увеличения использования одного ресурса при посто-

янном потреблении других является: 
а) снижение эффективности использования данного ресурса; 
б) увеличение эффективности использования данного ресурса; 
в) снижение выпуска продукции; 
г) увеличение цены продукции на рынке; 
д) расширение масштабов производства. 
 

509. ______ ____ по i-му ресурсу рассчитывается по формуле 
i

i
i A

M
Е  . 

ОТВЕТ: 
 
510. Доходом предприятия называется: 
а) произведение общего объема выпускаемой продукции на рыночную 

цену; 
б) сумма затрат на все используемые ресурсы; 
в) разность между выручкой и издержками производства; 
г) произведение объема используемых ресурсов и их цены; 
д) производственная функция. 
 
511. Разность между доходом и издержками производства называется 

_______. 
ОТВЕТ: 
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512. ________ ________ определяется целью решаемой задачи и спе-
цификой ее постановки. 

ОТВЕТ: 
 
513. _____ _________представляет собой совокупность логически, ин-

формационно и алгоритмически связанных моделей, отражающих экономи-
ческие, организационные и технологические процессы воспроизводства в их 
объективном существующем единстве.  

ОТВЕТ: 
 
514. Показатели, выполняющие функции критерия оптимальности в 

одной модели, могут стать ________ в сопряженной модели.  
а) ограничениями; 
б) целевой функцией; 
в) функцией; 
г) задачей; 
д) переменной. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ  
МЕТОДОМ МЖИ 

 
Метод последовательных исключений, или, как его называют также, 

метод Жордана – Гаусса, представляет собой совокупность удобных вычис-
лительных алгоритмов, построенных на последовательном применении экви-
валентных преобразований системы уравнений. Этот же метод с некоторыми 
дополнениями лежит в основе симплексного метода решения задач линейно-
го программирования.  

Существуют обыкновенные жордановы исключения (ОЖИ) и модифи-
цированные жордановы исключения (МЖИ). Будем рассматривать метод мо-
дифицированных жордановых исключений. 

Пусть дана система линейных уравнений: 
a11x1 + a12x2 +…+ a1sxs +…+ a1nxn = b1 

a21x1 + a22x2 +…+ a2sxs +…+ a2nxn = b2 
………………………………………… 
ak1x1 + ak2x2 +…+ aksxs +…+ aknxn = bk 

………………………………………… 
am1x1 + am2x2 +…+ amsxs +…+ amnxn = bm, 

где i – порядковый номер уравнения, i = 1, 2,…, m; 
j – порядковый номер переменной x, j = 1, 2,…, n. 
Введем дополнительные переменные yi по каждой строке, перенеся 

элементы из левой части в правую с противоположным знаком. Получим 
систему:  

y1 = α11(–x1) + α12(–x2) +…+ α1s(–xs) +…+ α1n(–xn) + b1 

y2 = α21(–x1) + α22(–x2) +…+ α2s(–xs) +…+ α2n(–xn) + b2 
……………………………………………………………….  (2) 
yk = αk1(–x1) + αk2(–x2) +…+ αks(–xs) +…+ αkn(–xn) + bk 

……………………………………………………………… 
ym = αm1(–x1) + αm2(–x2) +…+ αms(–xs) +…+ αmn(–xn) + bm 

Решать систему будем в табличной форме. 
Систему (2) запишем в таблицу МЖИ следующего вида (табл. 1). 
 
 

(1) 
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Таблица 1 – Исходная таблица 

 –x1 –x2 … –xs … –xn Свободные 
члены 

y1 α11 α12 … α1s … α1n b1 

y2 α21 α22 … α2s … α2n b2 

… … … … … … … … 

yk αk1 αk2 … αks … αkn bk 

… … … … … … … … 

ym αm1 αm2 … αms … αmn bm 

 
Чтобы решить систему, необходимо xj и yi поменять местами специали-

зированным образом.  
В таблице k-ая строка будет называться разрешающей строкой, s-ый 

столбец – разрешающим столбцом. Коэффициент, который стоит на пересе-
чении αk , – разрешающий элемент. Переменные из левого столбца – базис-
ные. Переменные, оказавшиеся в верхней строке таблицы называются сво-
бодными. 

Правило перехода от одной таблицы к другой – шаг МЖИ. А алгоритм 
МЖИ заключается в следующем: 

1) заполнить свободные и базисные переменные в новой таблице: по-
менять местами базисную и свободную переменные, оказавшиеся в разре-
шающих строке и столбце; 

2) заполнить клетку, соответствующую разрешающему элементу: взять 
величину, обратную разрешающему элементу; 

3) заполнить строку, соответствующую разрешающей: поделить эле-
менты разрешающей строки на разрешающий элемент; 

4) заполнить столбец, соответствующий разрешающему: поделить эле-
менты разрешающего столбца на разрешающий элемент с противоположным 
знаком; 

5) оставшиеся клетки таблицы заполняются по формуле: 

 ks

kjisijks
ij 


 , (3) 

где k – номер разрешающей строки; 
 s – номер разрешающего столбца; 
 i – номер заполняемой строки; 
 j – номер заполняемого столбца; 

ks

kisks




 111
11 ; 
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ks

kisnks
n 


 22

2 . 

Пользоваться для расчета коэффициентов формулой 3 не очень удобно. 
Будем ее трактовать как «правило прямоугольника», который необходимо 
построить. Для каждой заполняемой клетки строится свой прямоугольник на 
предыдущей таблице: 

 первую общую для всех прямоугольников вершину ставим в клетке 
разрешающего элемента; 

 противоположную ей вершину ставим в клетке, соответствующей ис-
комому элементу; 

 диагональ, соединяющая две вершины, называется главной; 
 две другие вершины взять в таких клетках, чтобы получился прямо-

угольник. 
Правило прямоугольника: от произведения элементов, стоящих в вер-

шинах по главной диагонали прямоугольника, отнять произведение элемен-
тов, стоящих на второй диагонали, и разделить на разрешающий элемент. 

Выбирая разрешающие элементы, будем проводить расчеты в каждой 
следующей таблице, аналогично таблице 2. 

 
Таблица 2 – Преобразованная таблица 

 –x1 –x2 … –yk … –xn 
Свободные 
члены 

y1 11 12 … 
ks

s


 1

 … 1n 1 

y2 21 22 … 
ks

s


 2

 … 2n 2 

… … … … … … … … 

xs 

ks

k


 1

 

ks

k


 2

 … 
ks

1
 … 

ks

kn




 
ks

kb

  

… … … … … … … … 

yn m1 m2 … 
ks

ms




 … mn m 

 
Для того, чтобы решить систему линейных уравнений, надо делать ша-

ги МЖИ до того, пока все переменные yi не перейдут из базиса в свободные 
переменные на место xi. Перемещать можно в любой последовательности. 

Из каждой таблицы МЖИ можно выписать решение системы, для этого 
надо помнить, что свободные переменные всегда приравниваются к нулю, 
тогда базисные будут равны соответствующим свободным членам. 
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Замечания:  
1) разрешающий элемент не может быть равен нулю; 
2) целесообразно, если возможно, выбирать разрешающий элемент равным 

единице, так как при этом упрощаются вычисления. Если же это окажется невоз-
можным, то для уменьшения погрешностей при округлении целесообразно выби-
рать его большим по абсолютной величине. 

 
Рассмотрим решение систем линейных уравнений методом МЖИ на 

конкретном примере. 

Пример 1 

Решить систему: 
х1 + 2х2 – х3 = 5 
3х1 + 5х2 + 4х3 = 7 
2х1 – х2 + 2х3 = 1 

Решение 
Введем дополнительную переменную уi по каждой строке, перенеся 

элементы из левой части в правую с противоположным знаком: 
у1 = –х1 – 2х2 + х3 + 5 
у2 = –3х1 – 5х2 – 4х3 + 7 
у3 = –2х1 + х2 – 2х3 + 1 

Запишем полученную систему в таблицу МЖИ (табл. 3). 
 

Таблица 3 – Исходные данные 

 –х1 –х2 –х3 Свободные члены 

у1 1 2 –1 5 

у2 3 5 4 7 

у3 2 –1 2 1 

 
Выберем разрешающий элемент исходя из упрощения вычислений. 

Пусть это α11 = 1. Используя алгоритм МЖИ, проведем следующие действия 
для заполнения новой таблицы 4: 

1) поменяем местами у1 и х1; 
2) вместо разрешающего элемента α11 запишем обратный ему 1/α11 = 

= 1/1 = 1; 
3) элементы разрешающей строки почленно разделим на разрешающий 

элемент, т.е.: 2/α11 = 2; –1/α11 = –1; 5/α11 = 5; 
4) элементы разрешающего столбца почленно разделим на (–α11), т.е.: 

3/(–α11) = –3; 2/(–α11) = –2; 
5) остальные элементы преобразуются с использованием правила пря-

моугольника, т.е.: 
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1
1

2351
22 


  

7
1

)1(341
23 


  

8
1

5371
24 


  

5
1

22)1(1
32 


  

4
1

)1(221
33 


  

9
1

5211
34 


  

 
Таблица 4 – Первая итерация 

 –у1 –х2 –х3 Свободные члены 

х1 1 2 –1 5 

у2 –3 –1 7 –8 

у3 –2 –5 4 –9 

 
В качестве разрешающего элемента выберем α22 = –1. 
Используем алгоритм МЖИ для заполнения таблицы 5: 
1) поменяем местами у2 и х2; 
2) вместо разрешающего элемента α22 запишем обратный ему 1/α22 = 

1/(–1) = –1; 
3) элементы разрешающей строки почленно разделим на разрешающий 

элемент, т.е.: –3/(–1) = 3; 7/(–1) = –7; –8/(–1) = 8; 
4) элементы разрешающего столбца почленно разделим на (–α22), т.е.: 

2/1 = 2; –5/1 = –5; 

5) остальные элементы преобразуются с использованием правила пря-
моугольника, т.е.: 

5
1

)3(2)1(1
11 




 13
1

)3()5()1(2
31 





 

13
1

72)1(1
13 





 

31
1

7)5()1(4
33 





 

11
1

)8(2)1(5
14 




 31
1

)8()5()1(9
34 





 

 
Таблица 5 – Вторая итерация 

 –у1 –у2 –х3 Свободные члены 

х1 –5 2 13 –11 

х2 3 –1 –7 8 

у3 13 –5 –31 31 

 
В качестве разрешающего элемента можно взять только α33 (т.к. оста-

лось поменять местами только х3 и у3).  
Выполнив пункты 1–4 алгоритма, получим таблицу 6. 
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Таблица 6 – Третья итерация 

 –у1 –у2 –у3 Свободные члены

х1 14/31 –3/31 13/31 2 

х2 –82/31 4/31 –7/31 1 

х3 13/(–31) –5/(–31) 1/(–31) –1 

 
Ответ: х1 = 2, х2 = 1, х3 = –1. 
Т.к. все свободные и базисные переменные поменялись местами, то от-

ветом будут являться числа, стоящие в столбце свободных членов. 
Это является следствием того, что переменные у вводились как раз-

ность между правой и левой частями каждого из уравнений системы, т.е. у1 = 
у2 = у3 = 0. Поэтому, если на последнем этапе восстановить систему, исходя 
из получившейся таблицы, то будем иметь: 

IIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIII

IIIIIIIIIIII

byyyx

byyyx

byyyx

33332321313

23232221212

13132121111

)()()(

)()()(

)()()(







 

и если у1 = у2 = у3 = 0, то  
;11

IIIbx   

;22
IIIbx   

.33
IIIbx   

Покажем, что, выбирая за разрешающие элементы другие числа, полу-
чим тот же ответ (табл. 7 – 10). 

 
Таблица 7 – Исходные данные (второй вариант) 

 –х1 –х2 –х3 Свободные члены

у1 1 2 –1 5 

у2 3 5 4 7 

у3 2 –1 2 1 

 
Таблица 8 – Первая итерация (второй вариант) 

 –х1 – у1 –х3 Свободные члены

х2 1/2 1/2 –1/2 5/2 

у2 1/2 –5/2 13/2 –11/2 

у3 5/2 1/2 3/2 7/2 
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Таблица 9 – Вторая итерация (второй вариант) 

 –у3 –у1 –х3 Свободные члены

х2 –1/5 2/5 –8/10 18/10 

у2 –1/5 –13/5 31/5 –31/5 

х1 2/5 1/5 3/5 7/5 

 
Таблица 10 – Третья итерация (второй вариант) 

 –у3 –у1 –у2 Свободные члены

х2 –7/31 2/31 4/31 1 

х3 –1/31 –13/31 5/31 –1 

х1 13/31 14/31 –3/31 2 

 
Из приведенных вычислений видно, что менять хj с уi можно в любом 

порядке, но лучше выбрать за разрешающий элемент 1 или (–1) с целью уп-
рощения вычислений. Если решение приводится в десятичных дробях с ок-
руглением до сотых долей, то пользуются замечанием 2, а если в обыкновен-
ных дробях, то за разрешающий элемент можно принять любое число из воз-
можно допустимых. 

Пример 2 

Решить систему: 
х1 + х2 + 2х3 = –1 
2х1 – х2 + 2х3 = –4 
4х1 + х2 + 4х3 = –2  

Пример 3 

Решить систему: 
х1 + х2 – 3х3 = 4 
2х1 + х2 + х3 = 5 
3х1 + 4х2 – х3 = –1 
 
Рассмотрим особенности в решении систем линейных уравнений на 

примерах 4 и 7. 

Пример 4 

Решить систему: 
х1 + 2х2 – 4х3 = –1 
2х1 + х2 – 5х3 = –1 
х1 – х2 – х3 = – 2 
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Решение 
у1= –х1 – 2х2 + 4х3 – 1 
у2= –2х1 – х2 + 5х3 – 1 
у3= –х1 + х2 + х3 – 2 
 

Таблица 11 – Исходные данные 

 –х1 –х2 –х3 Свободные члены

у1 1 2 –4 –1 

у2 2 1 –5 –1 

у3 1 –1 –1 –2 

 
Таблица 12 – Первая итерация 

 –у1 –х2 –х3 Свободные члены

х1 1 2 –4 –1 

у2 –2 –3 3 1 

у3 –1 –3 3 –1 

 
Таблица 13 – Вторая итерация 

 –у1 –х2 –у2 Свободные члены

х1 –5/3 –2 4/3 1/3 

х3 –2/3 –1 1/3 1/3 

у3 1 0 –1 –2 

 
За разрешающий элемент можно выбрать только элемент, стоящий на 

пересечении у3 и х2, но он равен 0. Попробуем восстановить систему по по-
следней таблице: 

х1 = 5/3у1 + 2х2 – 4/3у2 + 1/3 
х3 = 2/3у1 + х2 – 1/3у2 + 1/3 
у3 = –у1 + 0х2 + у2 – 2 
Рассмотрим последнее уравнение: т.к. у1 = у2 = у3 = 0, то 0 = –2. 
Это ложное равенство. Если в системе имеется хотя бы одно неверное 

равенство, то система решений не имеет. Проанализировав последнюю таб-
лицу, получим правило: если разрешающий элемент равен нулю (при этом 
другой выбрать нельзя, т.к. все замены уже произведены), а свободный член 
в этой строке отличен от нуля, то система решений не имеет. 

Заметим, что исход решения системы не зависит от последовательно-
сти выбора разрешающего элемента на каждом этапе. 

Ответ: система решений не имеет.  
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Пример 5 

Решить систему: 
х1 + х2 + х3 = 1 
3х1 + 4х2 + 5х3 = 2 
4х1 + 5х2 + 6х3 = 4 
 

Пример 6 

Решить систему: 
x1 + x2 + x3 = 6 
2x1 + 3x2 + 4x3 = 2 
3x1 + 4x2 + 5x3 = 4 

Пример 7 

Решить систему: 
x1 + 2x2 – 4x3 = 1 
2x1 + x2 – 5x3 = –1 
x1 – x2 – x3 = –2 

Решение  
В результате решения получим таблицу 14. 
 

Таблица 14 – Вторая итерация 

 –y1 –x2 –y3 Свободные члены

x1 1/3 –2 –4/3 –3 

y2 –1 0 –1 0 

x3 –1/3 –1 –1/3 –1 

 
Единственно возможный разрешающий элемент равен нулю. 
Восстановим систему: 
x1 = –1/3y1 + 2x2 + 4/3y3 – 3 
y2 = y1+ 0(–x2) + y3 + 0 
x3 = 1/3y1 + x2 + 1/3y3 – 1 
Рассмотрим второе уравнение и при условии, что y1 = y2 = y3 = 0 полу-

чим: 0 = 0, т.е. истинное равенство, а это значит, что система уравнений ли-
нейно зависима, т.е. содержит бесчисленное множество решений, зависящих 
от параметра. В данном случае параметром будет являться x2 (при другой по-
следовательности выбора разрешающих элементов параметром может стать 
или x1 или x3). 

Таким образом, получим правило: если разрешающий элемент равен 
нулю и свободный член в этой строке также равен нулю, то система имеет 
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бесчисленное множество решений, зависящее от стольких параметров, 
сколько x-ов не перешло в базис. 

Тогда общее решение системы выглядит следующим образом: x1 = 2x2 – 
3; x3 = x2 – 1. 

Ответ: система имеет бесчисленное множество решений, зависящих 
от x2: x1 = 2x2 – 3, x2, x3 = x2 – 1. 

Пример 8 

Решить систему: 
х1 + 2х2 + х3 – 6х4 = – 3 
х1 + х2 + х3 – 4х4 = 0 
х1 + х3 – 2х4 = 3 

Пример 9 

Решить систему: 
х1 + х2 + х3 = 3 
х1 + 2х2 + 3х3 = 2 
2х1 + 3х2 + 4х3 = 5 
 
Заметим, что при получении единственного решения возможна подста-

новка найденных значений в исходную систему и проверки истинности ре-
зультата. В случае отсутствия решения или бесчисленного множества орга-
низация проверки затруднена. Поэтому приведем правило, которое позволяет 
осуществлять контроль за расчетом таблиц МЖИ (пояснения проведем для 
первого примера, решаемого вторым способом, для таблиц 7 – 10): 

1) в таблице берется дополнительный столбец, обозначаемый Σ1. Этот 
столбец заполняется после выбора разрешающего элемента (табл. 15). 

В Σ1 заносятся числа, представляющие собой сумму элементов каждой 
строки без элементов разрешающего столбца. При этом к величине, получен-
ной в строке, где стоит разрешающий элемент, прибавляется 1 (вне зависи-
мости от значения самого разрешающего элемента); 

 
Таблица 15 – Исходные данные в введением Σ1 

 –x1 –x2 –x3 Свободные члены Σ1  

y1 1 2 –1 5 6 = 1 + (–1) + 5 + 1 

y2 3 5 4 7 14 = 3 + 4 + 7 

y3 2 –1 2 1 5 = 2 + 2 + 1 

 
2) во всех последующих таблицах МЖИ берутся два столбца сумм Σ1 и 

Σ2 (табл. 16). Элементы Σ1 предыдущей таблицы как бы проектируются в 
столбец Σ2 новой таблицы в виде чисел, полученных в результате вычисле-
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ний по алгоритму МЖИ (при этом новый столбец Σ1 пока остается свобод-
ным). 

 
Таблица 16 – Первая итерация с введением Σ1 и Σ2 

 –x1 –y1 –x3 Свободные члены Σ1 Σ2

x2 1/2 1/2 –1/2 5/2  3 

y2 1/2 –5/2 13/2 –11/2  –1 

y3 5/2 1/2 3/2 7/2  8 

 
Таблица МЖИ будет рассчитана верно, если суммы всех без исключе-

ния элементов по каждой строке таблицы будут равны соответствующему 
элементу столбца Σ2. Т.е.:  

1/2 + 1/2 – 1/2 + 5/2 = 3 ист. 
1/2 – 5/2 + 13/2 – 11/2 = –1 ист. 
5/2 + 1/2 + 3/2 + 7/2 = 8 ист. 
Это значит, что переход от таблицы 15 к таблице 16 осуществлен вер-

но. Далее значения, стоящие в столбце Σ2, нам не понадобятся, и их можно 
вычеркнуть (табл. 17); 

3) повторяется последовательность действий, начиная с пункта 1 
(табл. 17 – 19). 

 
Таблица 17 – Выбор разрешающего элемента  

и заполнение Σ1 для таблицы 16 

 –x1 –y1 –x3 
Свободные 
члены 

Σ1 Σ2  

x2 1/2 1/2 –1/2 5/2 5/2 3 = 1/2 – 1/2 + 5/2 

y2 1/2 –5/2 13/2 –11/2 –3/2 –1 = –5/2 + 13/2 – 11/2 

y3 5/2 1/2 3/2 7/2 13/2 8 = 1/2 + 3/2 + 7/2 + 1 

 
Таблица 18 – Вторая итерация с Σ1 и Σ2 

 –y3 –y1 –x3 
Свободные 
члены 

Σ1 Σ2  

x2 –1/5 2/5 –8/10 18/10 2 6/5 = –1/5 + 2/5 + 18/10 

y2 –1/5 –13/5 31/5 –31/5 –8 –14/5 = –1/5 + 13/5–31/5 + 1 

x1 2/5 1/5 3/5 7/5 2 13/5 = 2/5 + 1/5 + 7/5 
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Таблица 19 – Третья итерация с Σ1 и Σ2  

 –y3 –y1 –y2 Свободные члены Σ1 Σ2

x2 –7/31 2/31 4/31 1  30/31 

x3 –1/31 –13/31 5/31 –1  –40/31 

x1 13/31 14/31 –3/31 2  86/31 

 
Таким образом, мы делаем проверку по ходу решения примера, что по-

зволяет вовремя заметить ошибку и устранить ее. 
Использование Σ1 и Σ2 также дает уверенность в ответе при бесчислен-

ном множестве решений или при пустом множестве решений. 
Решите нижеследующие системы линейных уравнений с использова-

нием Σ1 и Σ2. 

Пример 10 

Решить систему: 
5x1 + 3x2 – 5x3 = –3 
6x1 – 6x2 + 4x3 = 2 
5x1 – x2 + 4x3 = 2 

Пример 11 

Решить систему: 
x1 + 4x2 – x4 = 5 
2x1 – 3x2 + x3 + x4 = 3 
x1 + 2x3 – x4 = 3 
2x2 – 3x3 + 2x4 = 3 

Пример 12 

Решить систему: 
4х1 – 17х2 – 6х3 – 5х4 = –17 
43х1 + 24х2 – х3 + 3х4 = 28 
х2 + 2х3 + х4 = 9 
2х1 + х2 = 1 

Ответы 

№ 2 x1 = 1, x2 = 2, x3 = –2; № 3 x1 = 79/15, x2 = –67/15, x3 = –16/15; 
№ 5 Система решений не имеет; № 6 Система решений не имеет; № 8 x1 = –x3 
+ 2x4 – 3, x2 = 2x4 + 3, при x3 и x4 – любое число; № 9 x1 = x3 + 4, x2 = –2x3 – 1, 
при x3 – любое число; № 10 x1 = –5/116, x2 = –1/116, x3 = 64/116; № 11 x1 = 1, 
x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4; № 12 x1 = 1, x2 = –1, x3 = 3, x4 = 4. 
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