


УДК 519.95 (075.8) 
ББК 22.18 

РЗЗ 

Редькин Н.П. Дискретная математика.- М.: ФИЗМАТЛИТ, 

2009. - 264 с. - ISBN 978-5-9221-1093-8. 

В учебнике представлен основной материал обязательного курса 

<<Дискретная математика•>, читающегося на механико-математическом 
факультете МГУ с 1998 г. В сжатой форме он содержит для первона­
чального ознакомления ряд важных разделов дискретной математики: 
комбинаторный анализ, графы и сети, важнейшие классы управляющих 
систем, тесты, алгоритмы, кодирование, дискретные экстремальные 

задачи. К каждой главе приведены задачи, самостоятельное решение 
которых будет способствовать более глубокому усвоению теоретиче­
ского материала и лучшей подготовке к экзамену. 

Для студентов и аспирантов. 
Рекомендовано УМО по классическому университетскому образо­

ванию в качестве учебника для студентов высших учебных заведе­
ний, обучающихся по направлениям подготовки 010100 <<Математика>>, 
010200 <<Математика. Прикладнан математика>>, 011000 <<Механика. 
Прикладнан математика>>. 

IS BN 978-5-9221-1093-8 

@ ФИЗМАТЛИТ, 2009 

@Н. П. Редькин, 2009 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 

Г л а в а 1. Элементы комбинаторики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 

§ 1. Комбинаторные объекты и комбинаторные числа . . . . . . . . 9 

§2. Формула включения-исключения. Производящие функции 
и возвратные последовательности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 

Г л а в а 11. Графы и сети . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 

§ 1. Элементы графа. Подграфы. Способы задания графов . . . . 19 

§ 2. Геометрическая реализация графов. Верхняя оценка числа 
неизоморфных графов с т рёбрами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 

§ 3. Деревья. Характеристические свойства деревьев . . . . . . . . 23 

§ 4. Верхняя оценка числа неизоморфных корневых деревьев с 
т рёбрами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 

§ 5. Теорема Кэли о числе деревьев с занумерованными верши-
нами. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 

§ 6. Двудольные графы. Парасочетания и трансверсал и. Теоре-
ма Холла. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 

§ 7. Сети. Потоки в сетях. Теорема Форда-Фалкереона 32 

Г л а в а III. Булевы функции и формулы . . . . . . . . . . . . . . . . 40 

§ 1. Булевы функции. Элементарные булевы функции. . . . . . . . 40 

§2. Формулы и функции, реализуемые формулами. Простейшие 
эквивалентности . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 

§ 3. Разложение булевых функций. Дизъюнктивные нормаль-
ные формы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 

§ 4. Полнота систем булевых функций. Представление булевых 
функций полиномами Жегалкина . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 

§ 5. Функции k-значной логики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 



4 Оглавление 

Г л а в а IV. Предикаты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 

§ 1. Высказывания, предикаты, кванторы. Геометрический 
смысл кванторов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 

§ 2. Модель, сигнатура модели, формулы в модели. Свободные 
и связанные переменные . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 

§ 3. Истинность формулы в модели, на множестве. Тождествен-
но истинные формулы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 

§ 4. Эквивалентность формул. Правила преобразования формул 
с кванторами. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 

§ 5. Приведённые формулы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 
§ 6. Нормальные формулы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 

Г л а в а V. Схемы из функциональных элементов. Синтез и 
оценки сложности схем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 

§ 1. Схемы из функциональных элементов в базисе { &, V,-} . . 65 
§ 2. Синтез схем с использованием совершенных д. н.ф. . . . . . . 69 
§ 3. Метод Шеннона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70 
§ 4. Асимптотически оптимальный метод синтеза схем (метод 

Лупанова) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 
§ 5. Мощиостной метод получения нижней оценки для сложно-

сти схем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 

Г лава VI. Тесты................................... 80 

§ 1. Полные диагностические тесты для таблиц. Оценки длины 
тестов. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 

§ 2. Тесты для схем. Построение минимальных тестов методом 
Яблонского . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82 

§ 3. Верхние оценки длины единичных тестов для схем . . . . . . 88 
§ 4. Синтез легкотестируемых схем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 

Г л а в а VII. Ограниченно-детерминированные функции и 
реализация их автоматами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 

§ 1. Детерминированные и ограниченно-детерминированные 
функции. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92 

§ 2. Способы задания ограниченно-детерминированных функ-
ций. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 

§ 3. Схемы автоматов из функциональных элементов и элемен-
тов задержки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99 



Оглавление 5 

Г л а в а VIII. Алгоритмы ............................. 101 

§ 1. Алгоритмы. Машины Тьюринга. Задание машины системой 
команд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 

§ 2. Композиции машин. Тезис Тьюринга . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 
§3. Проблема самоприменимости. Теорема о самоприменимости 106 

Г л а в а IX. Кодирование . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 09 

§ 1. Алфавитное кодирование. Разделимые коды. Свойство пре-
фикса ......................................... 109 

§ 2. Неравенство Крафта-Макмиллана ................... 112 

§ 3. Коды с минимальной избыточностью. Оптимальное кодиро­
вание Хаффмена . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115 

§4. Самокорректирующиеся коды. Коды Хэмминга .......... 120 

§ 5. Геометрические свойства самокорректирующихся кодов. 
Оценки Хэмминга и Гильберта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 

Г л а в а Х. Дискретные экстремальные задачи. . . . . . . . . . . . 127 

§ 1. Задача на покрытие. Точное решение задачи на покрытие 127 
§ 2. Градиентный алгоритм поиска приближённого решения. 

Оценка сложности градиентного покрытия. . . . . . . . . . . . . . 129 
§ 3. Задача о минимальном остовном дереве. . . . . . . . . . . . . . . 133 
§ 4. Поиск кратчайшего и надёжного путей в графе. . . . . . . . . 135 
§ 5. Точное решение задачи на покрытие методом динамическо-

го программирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138 
§6. Приближённое решение задачи об упаковке в контейнеры 141 
§ 7. Классы Р и NP. Полиномиальная сводимость задач ..... 143 

Задачи ............................................ 151 

К главе 1 ......................................... 151 
К главе 11 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 

К главе III. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 

К главе IV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 
К главе V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160 
К главе VI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 
К главе VII. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 
К главе VIII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 
К главе IX ....................................... 170 

К главе Х ........................................ 171 



6 Оглавление 

Ответы, указания, решения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 

К главе I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 

К главе II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 
К главе III ........................................ 186 
К главе IV . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 
К главе V . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203 
К главе VI ....................................... 218 
К главе VII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 224 
К главе VIII . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 238 
К главе IX . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 
К главе Х . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 

Литература . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 



Светлой памяти моего учителя 
Олега Борисовича Лупанова 

посвящается 

Предисловие 

Эта книга возникла на основе годового обязательного курса 
лекций по дискретной математике, читающегося автором на ме­

ханика-математическом факультете Московского государствен­
ного университета им. М. В. Ломоносова для студентов четвёрто­
го курса отделения механики. Главная задача курса - обучение 
характерным для дискретной математики методам решения ос­

новных задач и соответствующему мышлению. Необходимость 
такого обучения диктуется научно-техническим прогрессом, по­

ставившим перед математиками две крупные проблемы, которые 
часто оказываются взаимосвязанными. Одна из них - изучение 
сложных управляющих систем, разработка методов анализа и 
синтеза таких систем. Другая проблема - необходимость ре­

шения ряда новых задач, главной спецификой которых является 

дискретность. Такие задачи в настоящее время сплошь и рядом 
возникают как в теории, так и на практике - в экономике, 

технике, исследовании операций и т. п., а решение их даже с 

использованием мощной вычислительной техники часто наталки­

вается на принципиальные, порой непреодолимые затруднения, 

связанные с неприемлемо большими затратами машинного вре­
мени и памяти. 

Вошедший в курс материал достаточно условно можно раз­
бить на две части. Одну из них составляют основные понятия, 
описания изучаемых объектов и доказательства ключевых фак­

тов, теорем, ставших большей частью уже классическими. Сюда 
относятся: элементы комбинаторики, графы и сети, булевы функ­
ции и формулы, предикаты, алгоритмы, кодирование, частично -
дискретные экстремальные задачи. Эта часть составляет основу 
того математического аппарата, владение которым в настоящее 
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время представляется совершенно необходимым для выпускни­

ков математических факультетов. 
В другой части представлены важнейшие классы управляю­

щих систем - схемы из функциональных элементов и автоматы, 

а также типовые задачи, связанные с синтезом и диагностикой 

состояния этих систем, и основные способы решения таких за­

дач; здесь часто используются понятия, математические модели 

и теоремы из первой части. Приведены и типичные, наиболее 
известные дискретные экстремальные задачи, точные и прибли­

женные решения этих задач, примеры получения оценок качества 

приближенных решений. 
Успешное, пусть даже начальное изучение дискретной мате­

матики вряд ли возможно без приобретения навыков решения 
подходящих задач, связанных с основными математическими мо­

делями и теоремами. Для приобретения таких навыков освоение 
теоретического материала должно сопровождаться практически­

ми занятиями. Для занятий к каждой главе книги прилагаются 
задачи различной степени трудности. Решение этих, а также, 
возможно, и других подходящих задач необходимо для глубокого 
и прочного усвоения теоретического материала. 

Содержание данной книги, стиль изложения материала в зна­
чительной степени определяются научно-педагогической школой 

кафедры дискретной математики механико-математического фа­

культета МГУ им. М. В. Ломоносова, основателем и бессменным 
руководителем которой на протяжении четверти века был вы­

дающийся математик и педагог, академик РАН Олег Борисович 
Лупанов. 



Г л а в а 1 

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ 

§ 1. Комбинаторные объекты и комбинаторные числа 

В комбинаторном анализе изучаются различные объекты, по­
рождаемые элементами из конечного множества А = { а 1 , ••• , an}, 
и числовые характеристики этих объектов. Часто рассматрива­

ются, например, упорядоченные или неупорядоченные подмноже­

ства множества А, подмножества с повторяющимиен элементами 
из множества А и т. п. Вместе с классами таких комбинатор­
ных объектов естественным образом вводятся и так называемые 
комбинаторные числа, задающие число объектов в том или ином 

классе и зависящие от некоторых параметров, например, от мощ­

ностей исходного множества А и рассматриваемых подмножеств 
множества А. 

Размещения элементов. Пусть А= {а 1 , ••• , ап}- Размеще­
нием элементов из А по k (или размещением из n элементов 
по k) называется упорядоченное подмножество из k элементов 
множества А. 

Для А= {а1,а2,аз,а4} размещениями из А по 3 будут, на­
пример, {а1,аз,а4}, {аз,а4,а1}, {а2,а3,а4}. 

Обозначим число размещений из n элементов по k через (n)k. 
При построении конкретного размещения первым элементом в 

нём можно взять любой из n элементов множества А, вторым 
элементом - любой из n - l оставшихся в А элементов и т. д. 
Поэтому 

(n)k = n(n- l) ... (n- k + l) при l :::;; k:::;; n. 

При k > n не существует размещений из n по k, следовательно, 
(n)k =О при k > п; при k =О полагаем (О)о = (n)o = l. Нетрудно 
заметить, что для чисел (n)k выполняются тождества: 

(n)k =n(n- l)k-1, 
(n)k =(n)k-l · (n- k + 1). 
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Перестановки элементов. Перестановками элементов мно­
жества А= {а 1 , ••• ,ап} (или перестановками из n элементов) 
называются всевозможные упорядоченные множества из n эле­
ментов а1, ... , an. 

Для А= { а1, а2, аз} перестановками будут, например, { а1, аз, 
а2}, {а2,аJ,аз}, {а2,аз,аJ}. 

Перестановки из n элементов - частный случай размещений 

из n элементов по n. Поэтому 

(п)п = n(n- l) ... 2 · l = n! 

Как обычно, полагаем О! = l. 
Сочетания элементов. Сочетанием элементов из А = { а 1 , ... 

. . . , ап} по k (или сочетанием из n элементов по k) называется 
неупорядоченное подмножество из k элементов множества А. 

Для А= {а1,а2,аз} всевозможными сочетаниями по 2 эле­
мента будут {а1,а2}, {аJ,аз}, {а2,аз}. 

В сочетании, в отличие от размещения, порядок следования 
элементов не учитывается. Поэтому из одного сочетания (из n 
элементов по k) получается k! размещений. Отсюда для числа 
(~) сочетаний из n элементов по k получается формула 

( n)=(n)k=n(n-l) ... (n-k+l)= n! 
k k! k! k!(n- k)! 

(О :::; k :::; n; вместо (~) часто используется также обозначе­
ние С~). Из последней формулы следует 

Для случая k > n полагаем (~) = О, поскольку при k > n не су­
ществует сочетаний из n элементов по k. 

Числа (~) фигурируют в функциональном тождестве, назы­
ваемом формулой для бинома Ньютона: 

В правой части данного тождества коэффициент при xk есть ко­
личество способов, которыми можно выбрать из k скобок ( l + х) 
переменную х, а из остальных скобок l, что даёт ровно (~) 
слагаемых. 



§ 1. Комбинаторные объекты и комбинаторные числа \\ 

Полагая в ( 1) х = 1, получим тождество 

при х = -1 получим 

(~)- (7) + ... + (-l)п(~) =О. (3) 

Из соотношений (2) и (3) следуют тождества 

( ~) + ( ~) + ... + ( ~) ( 7) + (;) + ... + ( n : 1) = 2n-1 

при чётном n и 

при нечётном n. 
Сочетания с повторениями элементов. Сочетанием с по­

вторениями элементов из А = { а1, ... , ап} по k (или сочетанием 
с повторениями из n элементов по k) называется неупорядо­
ченный набор из k элементов множества А, в котором элементы 
могут повторяться. 

Для А = {а 1, а2 , аз} всевозможными сочетаниями с повто­
рениями по 2 элемента будут (aJ,aJ), (а1,а2), (аJ,аз), (а2,а2), 
(а2, аз), (аз, аз). 

Обозначим через Н~ число сочетаний с повторениями из n 
элементов по k; найдём это число. 

Пусть а- произвольное сочетание с повторениями элементов 
из А = { а 1 , ... , ап} по k. Этому сочетанию поставим в соответ­
ствие набор о(а) ДЛИНЫ n + k - 1 ИЗ n - 1 нулеЙ И k едИНИЦ. 
в наборе о(а) число единиц, находящихся между (i- 1)-м и i-м 
нулями (i = 2, ... , n- 1), равно числу элементов ai, входящих 
в сочетание а, а число единиц, стоящих перед первым нулём (по­
сле последнего нуля), равно числу элементов а1 (соответственно 
элементов ап), входящих в сочетание а. Указанное соответствие 
между сочетаниями а и наборами о(а) взаимно однозначно. 
Различных наборов длины n + k - 1, содержащих n - 1 нулей 
и k единиц, имеется ровно (n+~- 1 ) штук, поскольку каждому 
такому набору можно взаимно однозначно сопоставить сочетание 
из n + k - 1 элементов по k. В итоге получаем 

Hk=(n+k-1) 
n k . 
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§ 2. Формула включения-исключения. Производящие 
функции и возвратные последовательности 

Рассмотрим - главным образом с иллюстративной целью -
несколько способов подсчёта комбинаторных чисел. 

Формула включения-исключения. Пусть имеется т пред­
метов и n различных свойств, которыми могут обладать эти 
предметы. Пусть т(i 1 , .•. , ik) - число предметов, обладающих 
i1-м, ... , ik-M свойствами. В таком случае число то предметов, не 
обладающих ни одним из n свойств, определяется по следующей 
формуле включения-исключения: 

n 

то= т- Lт(i) + L т(i1,i2)- ... + 

т(i1,i2, ... ,it)+ ... +(-1)nт(1,2, ... ,n). (1) 

Формулу ( 1) можно получить, например, индукцией по n. 
При n = 1 имеем то = т- т(1), т. е. формула (1), очевид­
но, справедлива. Предположим, что формула ( 1) справедлива 
для (n- 1) свойств. Пусть т(I1 , ... , Ik) - число предметов, не 
обладающих ни одним из свойств i 1, ... , ik. По предположению 
индукции имеем 

n-1 
т0 = т(Т, ... , n- 1) =т- L т(i)+ 

i=1 

+ т(i1,i2)- ... +(-1)n- 1 т(1,2, ... ,n-1). (2) 

Эта формула справедлива и для отдельно взятой совокупности 
предметов, обладающих n-м свойством, т. е. 

n-1 
т(T, ... ,n-1,n) =т(п)- Lт(i,n)+ 

i=1 

+ т(i1,i2,n)- ... +(-1)n- 1 т(1,2, ... ,n-1,n), (3) 

где т(Т, ... , n- 1, n) - число предметов, обладающих свой­
ством n, но не обладающих ни одним из свойств 1, ... , n - 1. Как 
нетрудно заметить, 

т(Т, ... ,n- 1,n) = т(Т, ... ,n- 1)- т(Т, ... ,n- 1,n). 



§ 2. Формула включения-исключения \3 

Отсюда следует, что формула ( l) получается вычитанием форму­
лы (3) из (2). 

3 а меч а н и е. Формулу включения-исключения можно ин­
терпретировать ещё и таким образом. Множество всех т предме­

тов обозначим через А, а через А; обозначим подмножество всех 
предметов, обладающих i-м свойством (i = l, ... , п; понятно, что 
подмножества А1, ... , An могут быть совершенно произвольны­
ми). В этом случае формула включения-исключения запишется 
так: 

n 

IA\(AJU ... UAn)I=IAI-l::IA;I+ 2:: IA; 1 ПA;2 I- ... + 
i=l l:::;iJ<i2:::;n 

Производящие функции часто используются при нахожде­
нии комбинаторных чисел и при установлении комбинаторных 

тождеств. 

Пусть имеется последовательность ао, а 1, ... , ak, ... Этой по­
следовательности сопоставим ряд 

(для конечной последовательности ао, а1, ... , щ указанный ряд 
превращается в многочлен). В ряде случаев, например, при опре­
делённых ограничениях, данный ряд может оказаться сходящим­

ся и задавать некоторую функцию A(t): 

00 

A(t) = 2:: aktk. 
k=O 

Эта функция A(t) называется производящей для последова­
тельности {ak}. Если производящая функция A(t) известна и 
допускает разложение в ряд Маклорена, причём единственным 
образом, то этим обстоятельством можно воспользоваться для 

нахождения комбинаторных чисел а;. 

Проиллюстрируем сказанное на следующем простом примере. 
Предположим, что нужно найти (~). Нетрудно заметить, что 
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из правил возведения в степень и определения числа сочетаний 

из n элементов по k следует равенство 

( 1 + t) n = 1 + ( 7) t + ... + ( ~) tk + ... + ( ~) tn; 

правую часть данного равенства формально можно рассматри­

вать как некоторый ряд, а выражение в левой части равенства -
как производящую функцию для данного ряда. Легко заметить, 
что функция (1 + t)n допускает разложение в ряд Маклорена, 
причём единственным образом: 

n n n(n- 1) 2 
( 1 + t) = 1 + ттt + 2, t + ... + 

п(п- 1) · ... · (п- k + 1) k п(п- 1) · ... · 2 · 1 n 
+ 1 t + ... + 1 t. 

k. n. 

В силу единственности разложения коэффициенты при tk в обо­
их полученных выражениях для (1 + t)n должны быть равны, 
т. е. (n) = n · ( n - 1) · ... · ( n - k + 1) 

k k! . 

Второй пример. С помощью производящих функций устано-
вим тождество 

Для этого возьмём тождество 

(1 + t) 2n = (1 + t)n(l + t)n 

и разложим функции ( 1 + t )2n и ( 1 + t )n в левой и в правой 
частях этого тождества в ряды: 

Сравнивая коэффициенты при tn в левой и в правой частях 

последнего тождества, получаем 

С:)= t (~) (п:k) = t (~У 
k=O k=O 

Возвратные последовательности. При решении многих за­
дач (и не только комбинаторного характера) возникают рекур-
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рентные соотношения. Рассмотрим те из них, которые приводят 
к так называемым возвратным последовательностям. 

Последовательность ао, а1, ... , an, ... называется возвратной 
последовательностью степени k, если для некоторого k и 

всех n выполняется соотношение 

an+k + Plan+k-l + ··· + Pkan =О, (4) 

где коэффициенты р; (i = 1, ... , k) не зависят от n. Многочлен 

Р(х) = xk + PtXk-l + ... + Pk (5) 

называется характеристическим для возвратной последователь­
ности (4). Сформулируем и докажем несколько утверждений, 
в совокупности позволяющих находить решения рекуррентных 

соотношений вида (4). 
У т в е р ж д е н и е 1. Возвратная последовательность сте­

пени k полностью определяется заданием её первых k членов 
и соотношением (4). 

Д о к аз а т е л ь с т в о легко получается индукцией по n. Пер­
вые k членов известны по условию. Далее согласно (4) каждый 
последующий член последовательности однозначно находится 

по k предыдущим: 

an+l = -plan- P2an-l- ... - Pkan-k+l· 

У т в ер ж д е н и е 2. Если Л является корнем характери­
стического многочлена, то последовательность {Л n} удовле­
творяет соотношению (4). 

Д о к аз а т е ль с т в о. Требуется доказать, что лп+k + 
+ p 1 Лn+k-l + ... + Рkлп = О, или, что то же самое, 
лп(>,k + p 1 лk-l + ... + Pk) =О. По условию Л является корнем 
многочлена (5), и выражение в скобках обращается в О. 

У т в ер ж д е н и е 3. Если Л 1 , ... , Лk - простые корни харак­
теристического многочлена (5), то общее решение рекуррент­
ного соотношения ( 4) представимо в виде 

an = СtЛ\ + ... + ckЛk, 
где с 1 , ... , ck - произвольные константы. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Заметим, что если последовательно­
сти {an} и {Ьп} удовлетворяют соотношению (4), то и после­
довательность { dn }, где dn = an + Ьп, удовлетворяет соотноше­
нию ( 4). Отсюда и из предыдущего утверждения следует, что 
an = сtЛ\ + ... + ckЛk удовлетворяет соотношению (4). 

Убедимся теперь, что любая последовательность {an}, удо­
влетворяющая ( 4), может быть представлена в виде an = Ct Л! + 
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+ ... + ck·"i~, где с 1 , ••• , ck - подходящие константы. Согласно 
утверждению l любую последовательность { ап}, удовлетворя­
ющую соотношению (4), можно указать первыми k членами 
а0 , а 1 , ... , ak-l· Но в таком случае остаётся лишь показать, что 
для любых ао, а1, ... , ak-l существуют Ct, ... , ck, такие, что 

{ 

С( + С2 + ... + Ck = ао, 
CtAt + с2Л2 + ... + ckЛk = а1, 

k-l k-l k-l сtЛ 1 + с2Л2 + ... +ckЛk = ak-l· 

(6) 

Определитель системы уравнений (6) является определителем 
Вандермонда. Известно, что он равен П (Лi - Aj) и не oбpa-

l~<i";;k 

щается в нуль, если Ai # Aj при i # j. Следовательно, система (6) 
имеет решение, и притом единственное. Утверждение доказано 

полностью. 

У т в ер ж д е н и е 4. Если Л 1 , ••• , .\8 - корни характеристи­

ческого многочлена (5) кратностей тt, ... , т8 соответственно, 
то общее решение рекуррентного соотношения (4) имеет вид 

8 

"( r·-1) \n an = L... Ci,l + Ci,2n + ... + Ci,rin ' лi, 

i=l 

где ci,j (i = l, ... , s; j = l, ... , тi) - произвольные константы. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Убедимся, что всякая последова­

тельность указанного в утверждении вида удовлетворяет ( 4). 
Для этого покажем, что если an = птлп, где Л - корень 

кратности т (т> m) многочлена (5), то последовательность {an} 
удовлетворяет ( 4). 

Обозначим через А ( ..\) выражение в левой части ( 4). Подстав­
ляя а1 = zm Л1 (l = n, ... , n + k) в А(Л) и полагаяРо = l, получим 

А( Л) = (п + k)m лп+k + Pt (п + k- l)m лп+k-1 + ... 

... + Pknm лп = лп (tPj(n + k- j)m лk-j) 
з=О 

~ Л n (t, >,k-1 Р; t, (';') (k - j)'nm-i) 
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~ л•пm (t, (:')п-; t,p;Лk-j(k- j);) 
~ л•пm (t, (:')п-;Р;(Л)), 

k 

где ~(х) = ~Pj(k- j)ixk-j; отметим, что Ро(х) есть характе­
j=О 

ристический многочлен Р(х). По условию Л - корень кратно­
сти т многочлена Ро, и потому Ро(х) можно представить в виде 

Ро(х) = (х- Л)rQo(x), 

где Qo - некоторый многочлен. Очевидно, 

d 
Р;(х) = х dx P;-l (х) 

при О < i < т. Из последних двух соотношений получаем 
~(х) = (х- Л)r-iQ;(x), 

где Q; - какой-то многочлен, и Р;(Л) обращается в нуль при 
всех i <т. Значит, А(Л) =О, т. е. соотношение (4) для рассмат­
риваемой последовательности { ап} выполняется. 

С другой стороны, докажем, что если Л; - корень кратности 
т; (i = 1, ... ,s) многочлена (5), то любая последовательность 
{ап}, удовлетворяющая (4), может быть задана в виде, указан­
ном в утверждении. Без ограничения общности будем считать, 
что Pk -1- О, т. е. что корни характеристического многочлена от­
личны от нуля (если Pk =О, то соотношение (4) можно упро­
стить). Для доказательства достаточно показать (как и в соот­
ветствующем месте доказательства предыдущего утверждения), 
что для любых ао, а1, ... , ak-l система 

C(,l + · ·· + Cs,l = ао, 
(cl,l + CI,2 + ··· + Ci,r1 )Лl + ··· 

... + (cs,l + Cs,2 + ... + Cs,rJЛs =а(, 
(7) 

(cl,l + Ci,2(k- 1) + ··· + C(,r1 (k- 1)r 1 -I)л7-l + ... 
··· + (cs,l + C.s,2(k- 1) + ... + Cs,r8 (k- 1)r.-l)Л~-l = ak-l 

имеет единственное решение (относительно неизвестных c;,j). 
Для этого, в свою очередь, достаточно показать, что определи-
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тель системы (7) не равен нулю, ИЛИ что векторы Ло, лl' ... 'лk-1' 
\. _ ( \ i · \ i ·r1 -1 \ i \ i · \ i -т s -1 \ i) ( · _ 0 1 

где л,- лl,~лl, ... ,~ лl, ... ,лs,~л,, ... ,~ л, ~- ', ... 
. . . , k- 1), линейно независимы. 

Предположим противное, т. е. предположим, что существу­
ют константы Ьо, Ь 1 , ... , Ьk-l, не все равные нулю, такие, что 

k-l 
Л= ЬоЛо + ... + Ьk-lЛk-1 =О. Пусть Q(x) = 2.:)ixi и .6.- опе-

i=О 

ратор, такой, что .6.f(x) = x1fx; как обычно, считаем .6.k f = 
= .6.(.6.k-l f). В таком случае 

Л= (Q(ЛI), .6.Q(ЛI), ... , .6.r 1 - 1 Q(ЛI), ... 

···, Q(Лs), .6.Q(Л8 ), ••• , .6.r.-lQ(Лs)). 

Отметим, что Q(Л) = .6.Q(Л) = ... = .6.r- 1 Q(Л) =О в том и только 
в том случае, когда Л является ~рн~м кратности не меньше т 

многочлена Q(x). Следовательно, Л= О означает, что Л 1 является 
корнем кратности не меньше т1, Л2 является корнем кратности 
не меньше т2 и т. д., наконец, Лs является корнем кратности не 
меньше т8 многочлена Q(x). Но т1 + т2 + ... + т8 = k, а Q(x) 
является многочленом степени меньше k и потому не может 
иметь k корней. Полученное противоречие исключает наше пред­
положение. Значит, система (7) имеет решение и притом един­
ственное. Утверждение доказано. 
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ГРАФЫ И СЕТИ 

§ 1. Элементы графа. Подграфы. 
Способы задания графов 

Множество V = { VJ, v2, ... } вместе с набором Е= (е1, е2, ... ) 
пар элементов из V называется графом G (через ei обозначаем 
i-ю пару ( Vj(i), Vk(i)) в Е); элементы множества V называются 
вершинами графа G, а пары набора Е - рёбрами графа G. 
В наборе Е допускаются пары вида (vi,vi) и одинаковые пары. 
Ребро ( vi, щ) соединяет вершины vi и щ, которые инцидентны 
данному ребру. Граф G - конечный, если множество V и на­
бор Е конечны, и бесконечный в противном случае. 

Если (vi, щ) - упорядоченная пара вершин (т. е. vi =1 щ и 
( vi, щ) =1 ( щ, vi)), то ребро ( vi, щ) считается ориентированным 
ребром, или дугой, исходящей из вершины vi и входящей в вер­
шину щ; Vi называется началом, а Vj - концом дуги (vi.Vj). 
Если (vi, щ) - неупорядоченная пара, то ребро ( vi, vj) считается 
неориентированным; вершины vi, щ являются концами неориен­
тированного ребра (vi.Vj). 

Граф считается ориентированным (частично ориентиро­
ванным или неориентированным), если все его рёбра ориенти­
рованы (соответственно некоторые рёбра ориентированы или все 
рёбра неориентированы). 

Вершина графа, не инцидентная ни одному ребру, называется 
изолированной. 

Вершина, инцидентная ровно одному ребру, и само это ребро 
называются концевыми (или висячими). 

Ребро с совпадающими концами называется петлёй. 
Две вершины, инцидентные одному и тому же ребру, называ­

ются соседними (или смежными). 
Два ребра, инцидентные одной и той же вершине, называют­

ся смежными. 
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Одинаковые пары в наборе Е графа G задают кратные, или 
параллельные рёбра. 

Весьма часто требуется уточнить, какие графы считаются 
различными, а какие не различаются. Это уточнение обычно свя­
зывается с понятием изоморфизма графов. Два графа называются 

изоморфными, если существуют взаимно однозначное соответ­
ствие между их вершинами и взаимно однозначное соответствие 

между их рёбрами, такие, что соответствующие рёбра соединяют 

соответствующие вершины. 

Граф G1 = (V1, Е1) называется подграфом графа G = (V, Е), 
если V1 ~ V и Е1 ~ Е. 

Некоторые разновидности графов (и подграфов) встречаются 
очень часто и носят специальные названия. Укажем некоторые 

из них. 

Последовательность вершин и рёбер графа G = (V, Е) вида 

где все vi1 Е V и все (vi1 , viн 1 ) Е Е, называется путём из верши­

ны vio в вершину viп. Вершина vio называется началом, а viп -

концом пути; число n называется длиной пути. 
В общем случае среди вершин и рёбер последовательно­

сти (l) могут быть повторения. Каждое ребро пути может быть 
ориентированным (обязательно из vi1_ 1 в vi1 , или, как ещё го­
ворят, от vi1_ 1 к vi1 ; l :::;; j :::;; n) или неориентированным. Будем 
говорить, что путь (l) проходит через вершины vi0 , vi 1 , ••• , viп по 

рёбрам ( Vio, Vi 1 ), ( Vi 1 , Vi 2 ), ... , ( Vin-l , vi,J. 

Цепь - это путь без повторяющихся рёбер. Цепь без повто­
ряющихся вершин называется простой цепью. 

Если в последовательности (l) vio = viп(n > 0), то такой путь 
называется замкнутым. Замкнутый путь без повторяющихся 
рёбер (дуг) называется циклом. Простой цикл - это цикл без 
повторяющихся вершин (не считая последней вершины в записи 
цикла (1)). Простой цикл с ориентированными рёбрами будем 
называть также контуром. 

На рисунках графы изображаются так. Вершины изобра­
жаются точками (или кружочками), а каждое ребро (дуга) 

(vi, щ) Е Е - линией, соединяющей вершины (точки) vi и v 1. 
Если ( щ, щ) - дуга, то на соответствующей линии указывается 
стрелка от Vi к щ. 

Для графа на рис. l имеем: v2, ез, щ, е4, V(, е1, v2, ез, щ, е5, 
vз - путь из вершины v2 в вершину vз; щ, е4, v1, е1, v2, ез, щ, 
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е5, v1 -цепь; v4, е4, v1, е1, v2- простая цепь; v4, еб, vз, е7, v4, 
е4, v1, е1, v2, ез, v4- цикл; v4, еб, vз, е7, v4 -простой цикл. 

Существуют различные способы задания графов. Укажем 
некоторые из них. 

l) Указанием множества вершин и списка всех рёбер, в кото­
ром каждое ребро есть пара (упорядоченная для ориентирован­
ных графов) вершин, являющихся концами этого ребра. Такое 

задание, очевидно, отвечает приведённому определению графа. 

2) Перечисленнем (списком) рёбер графа с добавлением спис­
ка V' изолированных вершин. 

3) Матрицей ин.циден.ций графа с n вершинами v1, ... , Vn 

и т рёбрами е1, ... , em - прямоугольной матрицей А= llaij 11 с n 
строками и т столбцами: 

О, если вершина vi не инцидентна ребру ej; 

l' 

-1, 

если Vi является концом дуги 

или неориентированного ребра ej; 

если Vi является началом дуги ej 

(у неориентированных рёбер 

обоим концам соответствует + l). 

В каждом столбце матрицы - два иенулевых элемента (если 
ребро не петля). 

4) Матрицей соседства вершин. - квадратной матрицей 

В= llbiJII размера n, в которой biJ равно числу рёбер, идущих 
из вершины Vi в вершину Vj (Ьij не равно, вообще говоря, Ьji, 
однако для неориентированных графов biJ = Ьji). 

Матрица инциденций задаёт граф однозначно; матрица со­
седства вершин определяет граф с точностью до замены любого 

неориентированного ребра парой противоположно направленных 
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дуг между теми же вершинами. Однако граф без кратных рёбер 
задаётся и матрицей соседства однозначно. 

Приведённый на рис. 1 граф G в соответствии с перечислен­
ными выше способами можно задать так. 

1) G: V = {vJ,V2, ... ,vб}; Е= ((vJ,V2), (vз,v2), (v2,v4), 
(щ,v1), (щ,v1), (щ,vз), (vз,щ)). 

2) G: Е= ((v1,v2), (vз,v2), (v2,щ), (V4,VJ), (V4,VJ), (щ,vз), 
(vз, щ)); V' = {v5, Vб}. 

3) G: матрица инциденций 

-1 о о 1 1 о о 
1 1 -1 о о о о 

А= 
о -1 о о о 1 -1 
о о 1 -1 -1 -1 1 
о о о о о о о 
о о о о о о о 

4) G: матрица соседства вершин 

о 1 о о о о 
о о о 1 о о 

В= 
о 1 о 1 о о 
2 о 1 о о о 
о о о о о о 
о о о о о о 

§ 2. Геометрическая реализация графов. Верхняя 
оценка числа неизоморфных графов с rn рёбрами 

Пусть задан граф G = (V, Е) с множеством вершин V и мно-
жеством рёбер Е. Пусть каждой вершине vi (i = 1, ... , n) из V 
взаимно однозначно соответствует точка ai в некотором евкли­

довом пространстве, а каждому ребру е = ( vi, Vj) из Е взаимно 
однозначно соответствует непрерывная кривая L, соединяющая 
точки ai и aj и не проходящая через другие точки ak. Если 
все кривые, соответствующие рёбрам, не имеют общих точек, 

кроме, быть может, концевых, то это множество точек и кривых 

называется геометрической реализацией графа G в евклидовом 
пространстве. 

Т е о р е м а 1. Каждый конечный граф можно реализовать 
в трёхмерном евклидавам пространстве. 

Доказательство. Пусть граф G = (V,E) содержит n вер­
шин и т рёбер. Возьмём прямую и проведём через неё т плоско­
стей. На прямой выделим n точек а 1 , ••• , an и сопоставим их со-
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ответственно вершинам графа v1, .•. , Vn. Каждому ребру графа G 
поставим в соответствие одну из проведённых плоскостей. Пусть 
е = (v;, щ) - ребро графа G. В плоскости, соответствующей 
ребру е, соединим точки а; и aj дугой окружности. Выполнив 
такое построение для всех рёбер графа G, получим (из точек 
а1, ... , an и дуг окружностей) геометрическую реализацию гра­
фа G. Теорема доказана. 

Обозначим через ')'(m) число попарно неизоморфных графов 
без изолированных вершин с т рёбрами. 

Т е орем а 2. Для любого натурального т 

')'(m) < (cm)m, 

где с - некоторая константа. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Очевидно, что в каждом из рассмат­
риваемых графов число вершин n не превосходит 2m. Каждое 
ребро определяется двумя вершинами (концами), не обязательно 
различными, так что для каждого ребра имеется не более (2m)2 

возможностей выбора концов, а для т рёбер - не более, чем 

число сочетаний с повторениями из 4m2 элементов по m, т. е. не 
более, чем C.?:n2+m-I. Следовательно, 

Используя известное неравенство 

m!>(;)m, 

получаем 

( ) (5m2)m. зm ( )m 
')'m< =cm, mm 

где с= 15. Теорема доказана. 

§ 3. Деревья. Характеристические свойства деревьев 

Будем рассматривать неориентированные графы. 
Граф G = (V, Е) называется связным, если для любых двух 

вершин v, v' Е V в G существует путь из v в v'. 
Две вершины v и v' графа G связаны, если в G существует 

путь из v в v'. 
Легко видеть, что отношение между вершинами графа <<быть 

связанными>> рефлексивно (v связана с v для любой вершины 
v Е V), симметрично (если v связана с v', то и v' связана 
с v) и транзитивно (если v связана с v', а v' связана с v", 

Андрей
Карандаш
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то v связана с v"), т. е. является отношением эквивалентно­
сти. Вершины графа G разбиваются на классы эквивалентности: 
V = V1 u V2 u ... u Vk, где V; n Vj = 0 при i -# j и любые две 
связанные вершины v, v' принадлежат некоторому подмноже­
ству V;. Обозначим через Ei множество всех тех рёбер е= (v, v'), 
для которых концы v, v' Е v;. Подграф Gi = (Vi, Ei) называется 
связной компонентой, или компонентой связности графа G. 
Например, граф на рис. 2 имеет 3 связные компоненты. 

2 3 

[2J 5 6 7 
о 

4 
Рис. 2 

Л е м м а 1. Если G = (V, Е) - связный граф, то при до­
бавлении к G любого ребра (v, v'), где v, v' Е V, в полученном 
графе будет простой цикл. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Поскольку G - связный граф, то в нём 
найдётся путь Р из v в v'. Если этот путь не является простой 
цепью, то в нём повторяется некоторая вершина щ, т. е. он 

имеет вид Р = vP1 ViP2viPзv'. В этом случае сократим путь Р, 
выбросив из него Р2, и получим путь Р' = vP1 viPзv'. Поскольку 
Р - конечный путь, то, повторяя при необходимости указан­

ную операцию сокращения, получим простую цепь Z из v в v' 
(соединяющую v с v'). После добавления к Z первоначально 
отсутствовавшего в G ребра (v, v') получим простой цикл. Лемма 
доказана. 

Л е м м а 2. Граф из n вершин и т рёбер содержит не менее 
(n- т) связных компонент, а если в этом графе нет циклов, 
то он содержит ровно n- т связных компонент. 

Д о к аз а т е ль с т в о. При добавлении к произвольному гра­
фу, содержащему вершины v и v', одного ребра е= (v, v') число 
связных компонент может только уменьшиться, но не более чем 
на 1. При добавлении т рёбер число связных компонент в графе 
может уменьшиться не более чем на т. Граф G = (V, Е) с n 
вершинами и т рёбрами получается из графа G' = (V, 0), име­
ющего n связных компонент, добавлением т рёбер, и согласно 
вышесказанному в G будет не менее n- т связных компонент. 

Предположим теперь, что в G нет циклов. Допустим, что 

в процессе получения G из G' добавляется ребро (v, v'). Если бы 
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вершины v и v' принадлежали одной связной компоненте, то 
в G, согласно лемме 1, появился бы цикл. Следовательно, v 
и v' принадлежат двум разным связным компонентам и при 
добавлении ребра ( v, v') число связных компонент уменьшается 
ровно на 1. Это означает, что в G окажется ровно n - т связных 
компонент. Лемма доказана. 

С л е д с т в и е. Любой граф G с n вершинами и т рёбрами 
при т:::;; n- 2 несвязен. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Из леммы 2 и условия т :::;; n- 2 сле­
дует, что G содержит не менее двух связных компонент. 

Граф G = (V, Е) называется деревом, если он связный и не 
содержит циклов. 

Если G = (V, Е) - связный граф, е Е Е и е входит в некото­
рый цикл, т. е. е - циклическое ребро, то граф G 1, полученный 
из G удалением ребра е (но с сохранением вершин, инцидент­
ных е) остаётся, как нетрудно заметить, связным. Удаляя из G 
в произвольной последовательности циклические рёбра, можно 

получить связный подграф графа G с множеством вершин V, 
но без циклов, т. е. дерево; это дерево называется остовным 

деревом (или остовом) графа G. Таким образом, всякий связный 
граф G = (V, Е) содержит хотя бы один подграф D' = (V, Е') 
с тем же множеством вершин, являющийся деревом. 

Т е орем а 3. Пусть G = (V, Е) - граф с n вершинами и 
т рёбрами. Тогда следующие условия эквивалентны: 

1) G - дерево; 
2) любые две вершины G связаны ровно одной простой 

цепью; 

3) G не содержит циклов и т = n - 1; 
4) G- связный граф и т= n- 1; 
5) G - связный граф, но при удалении любого ребра ста­

новится несвязным; 

6) G не содержит циклов, но при добавлении любого нового 
ребра с концами из V появляется цикл. 

Доказательство. Докажем переходы 1) =? 2) =? ... =? 

=? 6) =? 1 ), откуда будет следовать, что из любого условия вы­
текает любое другое, т. е. перечисленные условия представляют 

собой характеристические свойства дерева. 

1) =? 2). Предположим, что данный переход не выполняется, 
тогда в дереве G существуют две простые цепи Z1 и Z2 , связы­
вающие v и v'. В этом случае хотя бы одно какое-то ребро е при­
надлежит одной из этих цепей, например, Z1, и не принадлежит 

другой. Пойдём по Z1 в обе стороны от ребра е до первой встречи 
со второй цепью в вершинах Vi и Vj, т. е. возьмём максимальную 
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(по включению) подцепь z; первой цепи, содержащую ребро е 
и не содержащую внутри себя вершин второй цепи. Подцепь Z' 
вместе с подцепью Z2 второй цепи, ведущей из vi в щ, образует 
цикл. Следовательно, G не есть дерево. Получаем противоречие. 
Значит переход 1) =? 2) выполняется. 

2) =? 3). Условие 2) означает, что в G отсутствуют циклы, 
поскольку концы любого ребра из цикла связаны по крайней 

мере двумя простыми цепями, одну из которых составляет само 

ребро (вместе со своими концами), а вторую - дополнение 
этого ребра до цикла. Из условия 2) следует также, что граф G 
представляет собой связную компоненту. Поэтому из леммы 2 
получаем m = n- 1. 

3) =? 4). Из условия 3) и леммы 2 следует, что число связных 
компонент в G равно n- m = 1, т. е. G - связный граф и m = 
= n- 1. 

4) =? 5). Вытекает из следствия к лемме 2. 
5) =? б). Если бы в G был цикл, то при удалении ребра 

из этого цикла граф G остался бы связным, а это противоречит 
условию 5). Значит, G не содержит циклов. Вторая часть усло­
вия б) вытекает, согласно лемме 1, из того, что G - связный 

граф. 
б) =? 1). Если G - не связный граф и вершины v, v' при­

надлежат разным связным компонентам графа G, то добавление 
к G ребра (v, v'), очевидно, не порождает циклов, что проти­
воречит б). Значит, G - связный граф, не содержащий циклов 
(по условию), т. е. G - дерево. Теорема доказана. 

Условия 5) и б) показывают, что множество всех деревьев сn 
вершинами -это множество всех минимальных (по числу рёбер) 
связных графов и вместе с тем множество всех максимальных 

графов без циклов. 

§ 4. Верхняя оценка числа неизоморфных корневых 
деревьев с m рёбрами 

Выделим в дереве какую-нибудь одну вершину, которую на­
зовём корнем; полученное дерево с выделенной вершиной на­

зывается деревом с корнем, или корневым деревом. Если в 
двух изоморфных деревьях выделяются в качестве корней соот­

ветствующие друг другу вершины, то получающиеся при этом 

корневые деревья также считаются изоморфными. 

Т е орем а 4. Число неизоморфных корневых деревьев с m 
рёбрами не превосходит 4m. 
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Д о к аз а т е ль с т в о. Будем кодировать корневые деревья 
словами (наборами) из нулей и единиц по следующему индук­
тивному правилу. 

1. Кодом дерева из одного ребра является слово О 1. 
2. а) Если дерево имеет одно корневое ребро (т. е. ребро, 

инцидентное корню), то его кодом является слово ОА1, где А -
код дерева, получающегося при удалении корневого ребра и 

объявлении корнем второго конца этого ребра. 

б) Если корневых рёбер несколько, скажем, k (рис. З,а; здесь 
и далее корень помечен звёздочкой), то можно считать, что 
дерево получено склеиванием в корне k поддеревьев с меньшим 
числом рёбер (рис. 3,6). Если А 1 , ••• , Ak - коды этих поддере­
вьев, то слово А 1 ••• Ak является кодом всего дерева. 

а * 6 * * 

А, А, 

Рис. 3 

Очевидно, что код дерева с 
длины 2m, содержащее поровну 
в любом начальном отрезке это-

го слова нулей не меньше, чем 

единиц (формально это можно 
установить индукцией по m в со­
ответствии с сформулированным 

выше индуктивным правилом по­

строения слов). Например, кодом 
дерева, изображённого на рис. 4, 
является слово 0010110011. 

Заметим, что в случае при­
менения правила 2б) слово А 1 

m рёбрами есть слово 

нулей и единиц, причём 

* 

Рис. 4 

является наименьшим непустым начальным отрезком слова 

А 1 ••• Аь содержащим поровну нулей и единиц; то же самое 
верно для А2 по отношению к слову А2 ... Ak и т. д. Поэтому 
по своему коду дерево восстанавливается однозначно. Таким 
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образом, число неизоморфных корневых деревьев с т рёбрами 

не превосходит числа слов длины 2m из нулей и единиц, т. е. 
4m. Теорема доказана. 

§ 5. Теорема Кэли о числе деревьев 
с занумерованными вершинами 

Будем рассматривать п-вершинные деревья, в каждом из ко­

торых вершины занумерованы числами 1, 2, ... , n. Различными 
будем считать деревья, не переводимые друг в друга изомор­

физмом, сохраняющим нумерацию вершин. Докажем следующее 
утверждение. 

Т е орем а 5 (Кэли). Число деревьев с n занумерованными 
вершинами равно n n-2 . 

Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим дерево с n занумерован­
ными вершинами. Условимся обозначать каждую вершину её 
номером. В (конечном) дереве существует самая длинная простая 
цепь - иначе в нём были бы циклы; начальная и конечная 

вершины этой цепи будут концевыми вершинами в дереве. Сле­
довательно, в любом дереве (содержащем хотя бы одно ребро) 
найдутся по крайней мере две концевые вершины. Пусть it -
концевая вершина дерева с наименьшим номером, j 1 - един­

ственная вершина, соседняя с i 1. Удалим из D вершину i 1 

и ребро (it,Jt), в результате получим (см. условие 4) теоре­
мы 3) дерево D 1• Пусть i 2 - концевая вершина с наимень­
шим номером в Dt, а (i2, j2) - инцидентное ей ребро; удалим 
его, и т. д. до тех пор, пока после удаления ребра ( in-2· Jn-2) 
не останется дерево Dn-2 из одного ребра. Введём наборы 
I = (it, i2, ... , iп-2), .J = (j1, J2, ... , Jп-2). Для дерева, изображён­
ного на рис. 5, I = (3, 5, 6, 1, 2, 7), .J = (2, 4, 1, 2, 4, 4). 

6 7 

2 4 5 

3 

Рис. 5 

Набор I = (it,i2, ... ,in-2), а вместе с ним и набор .J = 
= (jt, J2, ... , Jп-2) определяются по данному дереву D однознач­
но, причём в первом наборе все вершины различны, а во втором 
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могут повторяться. Убедимся, что любому набору J = (j1, ••• 

. . . , Jп-2), где 1 ~ Jk ~ n для k = 1, 2, ... , n - 2, соответствует 
некоторое дерево; оно может быть построено следующим обра­

зом. 

Пусть i 1 - наименьшее число из N = { 1, 2, ... , n }, отсутству­
ющее в наборе .J: такое число обязательно существует, так как J 
содержит n- 2 чисел. Соединим ребром вершины i 1 и j 1, вы­
черкнем число j 1 из набора J, число i 1 из N и повторим процесс, 
выбирая из N1 = N \ { i 1} наименьшее число i2, отсутствующее 
в наборе .!1 = (j2, )з, ... , Jп-2), соединяя i2 с J2 и вычёркивая )2 
из набора .!1 и i2 из N1, и т. д. Последними соединяются ребром 
две вершины, оставшиеся в Nn-2· 

Нетруд но заметить, что для любого k = 1, 2, ... , n - 2 сре­
ди рёбер, построенных после k-го шага, нет рёбер, инцидент­

ных вершине ik, и имеется хотя бы одно ребро, инцидентное 
вершине Jk· Учитывая это и рассматривая процесс построения 
в обратном порядке, нетрудно показать индукцией по k, что 

действительно получается дерево, так как теперь на каждом 

шаге присоединяется ребро с новой вершиной, т. е. концевое. 

Аналогичным образом, по индукции, но уже при рассмотрении 
процесса построения в прямом направлении доказывается, что 

этому дереву соответствует как раз набор J. Получается, что 
число деревьев не меньше числа наборов, т. е. не меньше, чем 

пп-2 (элементом набора J может быть любое число из N). 
Наконец, различным деревьям, очевидно, не может соот­

ветствовать одна и та же пара наборов (I, .J), т. к. по паре 
(!, .J) дерево восстанавливается однозначно. Но если I' =1- I", 
то J' =1- .!". Действительно, пусть k - наименьший номер, при 
котором i~ =1- i%, скажем, i~ < i%; отсюда, в частности, следует, 
что i~ не может быть концевой вершиной у дерева (j~, ... ,j~_2 ) 
и поэтому i~ войдёт в (j~, ... , j~_2 ). В таком случае i~ не входит 
в набор (j~, ... , j~_2 ), но входит в (j~, ... , j~_2 ). Поэтому разным 
деревьям соответствуют разные наборы J; значит, число деревьев 
не превосходит числа наборов, равного nn-2 . 

В итоге получаем, что искомое число деревьев равно пп-2 . 
Теорема доказана. 

§ 6. Двудольные графы. 
Парасочетания и трансверсали. Теорема Холла 

Граф называется двудольным, если существует такое разби­

ение множества его вершин на два непересекающихся подмно-
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жества (на две доли), что концы каждого ребра принадлежат 
разным подмножествам (разным долям; как и при рассмотрении 
деревьев, здесь мы ограничиваемся неориентированными графа­

ми). 
Произвольное подмножество попарно несмежных рёбер графа 

(взятых вместе со своими вершинами) называется паросочета­
нием (или не зависимым множеством рёбер). 

Отметим, что парасочетания могут рассматриваться в произ­
вольных графах (не обязательно двудольных). Но весьма часто 
парасочетания естественным образом возникают и рассматрива­

ются в двудольных графах. (С построением парасочетаний в дву­
дольном графе связано много самых разных задач. Типичный 

пример - задача о назначении на должности.) 
Установим критерий существования паросочетания, покрыва­

ющего долю вершин в двудольном графе. 

Пусть v- некоторая вершина графа G = (V,E). Через N(v) 
обозначим множество вершин графа G, соседних с вершиной v. 
Для произвольнога подмножества V' вершин графа G рассмот­
рим множество 

Nc(V') = U N(v) \ V', 
vEV' 

которое назовём окружением подмножества V' в графе G. На­
пример, для графа G (рис. б) Nc( {3, 5, 7}) = {2, 4, б, 8}. 

4 

2 

5 

9 R 

6 
Рис. 6 

Т е орем а б. Для существования в двудольном графе G = 
= (V U W, Е) паросочетания, покрывающего долю вершин V, 
необходимо и достаточно, чтобы любое подмножество V' 
множества V удовлетворяло условию 

IV'I ~ INc(V')I. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Необходимость. Очевидно, что если 

в графе G = (V U W, Е) существует паросочетание, покрываю-

Андрей
Карандаш
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щее V, то для любого подмножества V' в V число вершин, 
смежных с вершинами из V', не меньше, чем число вершин в V', 
т. е. Nc(V') ~ IV'I. 

Достаточность докажем индукцией по числу вершин в V. 
Пусть G(V U W, Е) - двудольный граф с IVI =т> О, удовле­
творяющий условию теоремы. При т = 1 единственная верши­
на из V инцидентна хотя бы одному ребру, которое (вместе 
со своими концами) и является нужным паросочетанием. Базис 
индукции выполняется. 

Индуктивный переход. Пусть теорема верна для графов 
с числом вершин в доле V, равным 1, 2, ... , k- 1; докажем её 
для произвольнога графа G = (V U W, Е), у которого IVI = k, 
k > 1. Отдельно рассмотрим два следующих случая. 

1) Для каждого собственного подмножества V' в V 
выполняется строгое неравенство IV'I < INc(V')I (условие 
теоремы выполняется <<С запасом>>). Возьмём в G про­
извольную вершину v и ребро е' = (v, w), соединяющее 
вершину v из V с некоторой вершиной w из W. Затем 
удалим из G вершины v, w и все рёбра, инцидентные этим 

вершинам; в результате получим некоторый двудольный граф 

G1 = (V1 U W1,EI), у которого V1 = V \ {v}, W1 = W \ {w} 
и Е1 = Е \ {е : е инцидентно хотя бы одной из вершин v, w }, 
а 1 Vj 1 = k - 1. Пусть V{ - Произвольное подмножество 
множества V1• Так как для исходного графа G выполняется 

условие IVj'l < INc(V{)I (<<С запасом>>!), а из W удалена только 
одна вершина, то для полученного графа G1 выполняется условие 

IV{I:::::; INc, (V{)I и по индуктивному предположению в графе G1 
существует парасочетание Р, покрывающее V1• Добавив к Р 
ребро е', получим нужное парасочетание для исходного графа G. 

2) Во множестве V существует такое непустое собственное 
подмножество Vo, для которого верно равенство 

IVol = INc(Vo)l. (l) 

Пусть G' и G" - подграфы графа G, порождённые множествами 
вершин Vo U Nc(Vo) и (V U W) \ (Vo U Nc(Vo)) соответственно 
(если V' - подмножество вершин графа G, то подграф данно­
го графа, порождённый множеством вершин V', есть подграф 
графа G, содержащий в качестве вершин все вершины из V', 
а в качестве рёбер - все рёбра исходного графа G, концами 
которых являются вершины из V'). 

Рассмотрим подграф G'. Для любого подмножества V' ~ Vo 
имеем Nc(V') = Nc,(V') и, следовательно, IV'I :::::; INc,(V')I. 
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По индуктивному предположению в G' существует паросочета­
ние, покрывающее V0 ; построим его. 

Обратимся к подграфу G". Для любого подмножества V' <:;;; 
<:;;; V \ Vo выполняются соотношения 

IVol + IV'I = IVo u V'l ::::; INc(Vo u V')l = INc(Vo)l + INc"(V')I 

и верно равенство (1). Следовательно, IV'I ::::; INc"(V')I и по ин­
дуктивному предположению в графе G" существует паросочета­
ние, покрывающее V \ Vo. Объединяя это парасочетание с по­
строенным для подграфа G', получим парасочетание в графе G, 
покрывающее V. Теорема доказана. 

Пусть А = { а 1 , ••• , ап} - конечное непустое множество, 
а S = (S1, ... , Sk)- k-членное семейство его подмножеств (неко­
торые из них могут пересекаться и даже совпадать). Всякое под­
множество Т = { ai 1 , ••• , aik} элементов из А называется транс­
версалью (или системой различных представителей) семей­
ства S, если aij Е Sj, 1 ::::; j::::; k, ij -=f. ij' при j -=f. j'. 

Т е орем а 7 (Холла). Пусть А - непустое конечное мно­
жество, S = (S1, S2, ... , Sk) - семейство его подмножеств. 
Для существования трансвереали семейства S необходимо 
и достаточно, чтобы для каждого j = 1, ... , k объединение 
sii u si2 u ... u sij любых j подмножеств из s содержало не 
менее j различных элементов. 

Если теперь сравнить две последние теоремы, то нетрудно 
заметить, что теорема б является переформулировкой теоремы 
Холла на языке графов (элементы множества А образуют одну 
долю W вершин графа, а подмножества семейства S образуют 
другую долю V - покрываемую паросочетанием). 

§ 7. Сети. Потоки в сетях. 
Теорема Форда-Фалкереона 

Граф, некоторые вершины которого выделены, называется се­

тью. Выделенные вершины называются полюсами сети. Напри­

мер, дерево с корнем можно рассматривать как однополюсную 

сеть. 

Вершины, отличные от полюсов, называются внутренними 
вершинами сети. Ребро, инцидентное хотя бы одному полю­
су, называется полюсным. ребром; остальные рёбра называются 

внутренними. 

Для удобства изложения в этом параграфе введём понятие 

псевдоцепи. 



§ 7. Сети. Потоки в сетях. Теорема Форда-Фал.керсон.а 33 

Всякому ориентированному (или частично ориентированно­
му) графу G = (V, Е) поставим в соответствие соотнесённый 

неориентированный граф С = (V, Е), в котором набор Е со­
держит все те же пары вершин, что и Е, но все пары в Е 
неупорядоченные (G получается из G <<стиранием>> ориентации 
всех ориентированных в G рёбер). 

Псевдоцепью (простой псевдоцепью) графа G будем считать 
всякую последовательность вершин и рёбер графа G, образую­
щую цепь (соответственно простую цепь) в соотнесённом гра­

фе G. Например, рёбра е 1 и е2 графа, изображённого на рис. 7, 
вместе со своими концами образуют псевдоцепь, связывающую 

вершины VJ и vз. 

V1 е 1 v.... е1 L>~ 
о-------~-----.6._------~----~ 

Рис. 7 

Две вершины ориентированного (или частично ориентирован­
ного) графа G связаны, если они связаны в соотнесённом гра­
фе G. В соответствии с таким определением связанных вершин 
осуществляется и разбиение G на компоненты связности. 

Далее будем рассматривать двухполюсные сети без петель и 

без изолированных внутренних вершин (кратные рёбра допуска­
ются). Один из полюсов будем считать входным (или входом, 
истоком), второй - выходным (или выходом, стоком). 

Пусть S - произвольная частично ориентированная сеть, 
каждому ребру е которой приписано неотрицательное чис­

ло с(е) - пропускная способность. Потоком в сети S называ­
ется пара (функций) (f,w), где w - некоторая ориентация всех 
неориентированных рёбер сети, а !(е) - заданная на множестве 
всех рёбер функция с неотрицательными значениями, не превос­

ходящими пропускных способностей, и такая, что в каждой внут­

ренней вершине v выполняется закон Кирхгофа, согласно которо­
му сумма значений функции на рёбрах, исходящих из вершины, 

равна сумме значений функции на рёбрах, входящих в вершину. 

Другими словами, для !(е) выполнены условия: 
l) О::::::; f(e) ::::::; с(е) для всех рёбер сети; 
2) для всех внутренних вершин R( v) = О, где 

R(v) = L f(e)- L f(e), 
еЕГ(v) еЕГ'(v) 

а Г(v) (соответственно Г'(v)) - множество всех рёбер, исходя­
щих из v (соответственно входящих в v) при ориентации w. 

2 Н. П. Редькин 
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Пусть as и fЗs - соответственно входной и выходной полюсы 
сети S. Поскольку сумма значений R(v) по всем вершинам сети, 
включая полюсы, равна нулю (каждое ребро является исходящим 
для одной вершины и входящим для другой), то 

R(as) = -R(fЗs). 

Значение R = R(as) называется величиной потока. 
Из таких же рассуждений следует, что если сеть допускает 

поток неиулевой величины, то полюсы сети находятся в одной 

компоненте связности. Если сеть изображает какую-либо прово­
дящую систему (сеть дорог, трубопроводов и т. п.), то R опреде­
ляет величину потока, входящего в одном полюсе и выходящего 

из другого, т. е. величину потока, проходящего через сеть. 

Добавим к сети S дополнительное, источникавое ребро, свя­
зывающее полюсы и ориентированное от выхода fЗs к входу as 
сети S; на этом добавленном ребре положим f = R (для этого 
ребра допускается f < 0). В таком случае закон Кирхгофа будет 
выполняться для всех вершин сети, а R будет определять вели­
чину циркуляции через сеть. 

Поставим задачу определения максимальной величины Rmax 

потока через сеть S при заданных значениях пропускных спо­
собностей рёбер. Ответ может быть получен в терминах сечений 
сети. 

Сечением сети называется множество рёбер, при удалении 
которого сеть становится несвязной, причём полюсы попадают 

в разные компоненты связности. Ясно, что каждая простая псев­
доцепь, соединяющая as и fЗs (а тем более каждый путь из as 
в fЗs), проходит хотя бы через одно ребро сечения. В сети 
на рис. 8 примерами сечений являются { d, е,!}, {Ь, с, е, g, h }, 
{d,g,h,i}. 
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Рис. 8 
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Сечение будем называть простым, если при удалении любого 
ребра оно перестаёт быть сечением. Так {d, е,!} и {Ь, с, е, g, h} 
являются простым и сечениями, тогда как { d, g, h, i} не является 
таковым. Очевидно, что для каждого ребра простого сечения 
можно указать простую псевдоцепь, соединяющую o.s и fЗs, 
которая проходит через это ребро, но не проходит через другие 

рёбра данного сечения. 
Л е м м а 3. Если в связной сети удаляется простое сече­

ние, то сеть распадается ровно на две компоненты (не свя­
занные между собой): левую, содержащую o.s, и правую, со­
держащую fЗs. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Действительно, то, что сеть S распа­
дётся на несвязные компоненты, а полюсы o.s и fЗs окажутся 
в разных компонентах связности при удалении рёбер простого 

сечения VV, ясно из определения простого сечения. Убедимся, 
что этих компонент будет две - левая и правая. 

Пусть v - произвольная вершина. Покажем, что она оста­
нется связанной псевдоцепью либо с о.5 , либо с fЗs. Возьмём 
(в исходной сети S) псевдоцепь Z, связывающую v с концом v' 
какого-нибудь ребра е из простого сечения, так чтобы среди её 

внутренних вершин (отличных от концов v и v') не было концов 
рёбер из простого сечения (в силу связности сети такая псевдо­
цепь существует). Поскольку е принадлежит простому сечению, 
то существует простая псевдоцепь Z', соединяющая o.s и (Зs и 
содержащая только данное ребро е из простого сечения. Отре­

зок Z" этой цепи, соединяющий v' либо с o.s, либо с fЗs, не со­
держит рёбер из простого сечения. Но в таком случае, очевидно, 
из Z и Z" можно составить псевдоцепь, связывающую v с одним 
из полюсов и остающуюся в одной из компонент связности после 

удаления рёбер простого сечения. Лемма доказана. 
Согласно лемме 3 каждое ребро простого сечения связывает 

вершины из двух разных частей: левой и правой. Будем называть 
ребро сечения прямым, если оно в сети не ориентировано или 
ориентировано слева направо, и обратным в противном случае. 

Будет ли ориентированное ребро прямым или обратным, вообще 
говоря зависит от выбора сечения. Так, в последнем примере 
(рис. 8) ребро е в сечениях { d, е,!} и {Ь, с, е, g, h} - обратное, 
а в сечении {а, с, е, g, i} - прямое. 

Каждому простому сечению VV припишем пропускную спо­
собность c(VV), равную сумме пропускных способностей всех 
его прямых рёбер. В том же примере (рис. 8) сечение { d, е, !} 
имеет пропускную способность 5 + l =б, а сечение {Ь, с, е, g, h} 
имеет пропускную способность 3 + 2 + 3 + 2 = 10. Если сеть 

2* 
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несвязна и её полюсы находятся в разных компонентах связно­

сти, то естественно считать (единственным) простым сечением 
сети пустое множество, а его пропускную способность нулевой. 

Т е орем а 8 (Форда -Фалкерсона). Максимальная величина 
потока Rmax через сеть S равна минимальной из пропускных 
способностей Cmin её простых сечений. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Докажем сначала, что Rmax :::;; Cmin. 

Для этого достаточно показать, что для любого потока и любого 

сечения R:::;; c(W) (из физических соображений это неравенство 
достаточно очевидно). 

Просуммируем R(a) по всем вершинам а левой (относитель­
но простого сечения W) компоненты сети. Эта сумма, с од­
ной стороны, равна R = R(as) (с учётом выполнения закона 
Кирхгофа для внутренних вершин сети), а с другой стороны, 
она равна алгебраической сумме величин потоков, идущих через 

сечение слева направо (потоки по прямым рёбрам суммируются 
со знаком плюс, а по обратным - со знаком минус; последнее 

утверждение усматривается легко, если учесть, что по каждому 

ребру из одной его вершины <<Вытекает•> некоторая часть потока, 

а в другую его вершину <<втекает•> точно такая же часть потока). 
Поскольку f(e) :::;; с(е), то отсюда и следует требуемое неравен­
ство. Ясно также, что равенство R = c(W) может достигаться 
только в случае, когда все прямые рёбра сечения ориентированы 
слева направо (при ориентации w) и для них !(е) = с( е), а для 
всех обратных рёбер f (е) = О. 

Докажем теперь, что в сети S можно создать поток вели­
чины Cmin· Доказательство проведём индукцией по числу рёбер 
в сети S. 

Если число рёбер равно нулю, т. е. S состоит из двух изоли­
рованных полюсов, то очевидно, что R = Cmin = О. 

Предположим, что для всякой сети S, содержащей менее т 
рёбер, утверждение уже доказано. 

В таком случае имеет место следующее утверждение ( *): 
в сети S можно создать поток любой величины, меньшей, чем 
Cmin· 

Действительно, пусть R - Произвольное число, удовлетворя-

ющее условию 

О:::;; R < Cmin· 

Отыскав в сети S простое сечение с пропускной способно­
стью Cmin и снизив её до R (уменьшая для этого пропускные спо­
собности некоторых прямых рёбер сечения), мы получим сеть, 
в которой согласно индуктивному предположению можно создать 

Андрей
Карандаш
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поток величины R. Но этот же самый поток будет потоком и 
в сети S. 

Используя данное утверждение ( * ), докажем утверждение 
для произвольной сети S с т рёбрами. Простые сечения сети, 

имеющие пропускную способность Cmin. будем называть мини­
мальными. В сети S можно уменьшить пропускные способности 
некоторых рёбер так, что в изменённой сети - назовём её при­

ведённой - будут выполнены следующие условия: 

l) пропуск на я способность каждого простого сечения не 

меньше Cmin; 

2) каждое ребро является прямым в некотором минимальном 
сечении или имеет нулевую пропускную способность. 

Для получения приведённой сети следует в каком-либо по­

рядке просматривать все рёбра сети S и уменьшать (быть может, 
до нуля) пропускные способности тех из них, которые не удо­
влетворяют условию 2), но с таким расчётом, чтобы условие l) 
не нарушалось. (Вообще говоря, в зависимости от выбранного 
порядка могут получаться различные приведённые сети.) 

Очевидно, что любой поток в приведённой сети является 
потоком и в исходной сети S. Поэтому достаточно установить, 
что поток величины Cmin можно создать в приведённой сети. 

Если приведённая сеть содержит рёбра с нулевой пропускной 
способностью, то, удалив их, мы придём к сети, содержащей 

менее т рёбер и допускающей те же самые потоки. Очевидно 
(по построению), что в этой сети каждое простое сечение имеет 
пропускную способность не меньше Cmin· Используя предположе­
ние индукции, а при необходимости и утверждение (t), создадим 
в полученной сети поток величины Cmin; он же будет потоком и 
в самой приведённой сети. 

Будем считать теперь, что в приведённой сети нет рёбер 
с нулевой пропускной способностью, т. е. каждое её ребро яв­

ляется прямым в некотором минимальном сечении (свойство 2)) 
и, следовательно, принадлежит некоторой простой псевдоцепи, 

соединяющей o.s и fЗs (иначе сечение не простое, а тем самым и 
не минимальное). 

Рассмотрим два случая: 
а) каждая простая псевдоцепь, соединяющая o.s и fЗs в при­

ведённой сети, содержит не более двух рёбер; 

б) в приведённой сети имеется простая псевдоцепь, связыва­
ющая o.s и fЗs и содержащая не менее трёх рёбер. 

Если имеет место случай а), то, очевидно, все рёбра сети 
полюсные, т. е. каждое ребро инцидентно хотя бы одному полю­

су, и либо не ориентированы, либо ориентированы слева направо 



38 Гл. ll. Графы и сети 

(в противном случае получили бы ребро, которое было бы обрат­
ным в любом сечении - из-за того, что оно полюсное, - а по­

тому его пропускная способность была бы уменьшена до нуля 

в соответствии с условием 2) и это ребро было бы выброшено при 
построении приведённой сети). При этом приведённая сеть пред­
ставляет собой параллельное соединение некоторого числа сквоз­

ных рёбер (т. е. таких, каждое из которых соединяет полюсы), 
и некоторого числа подсетей (по одной на каждую внутреннюю 
вершину) весьма простой конструкции: каждая из них является 
последовательным соединением двух своих частей, в которых все 

рёбра соединены параллельна (рис. 9). 

а,. 

Рис. 9 

Легко видеть, что простыми сечениями этой сети являются 
такие и только такие множества, которые содержат все сквоз­

ные рёбра, а из каждой подсети либо все рёбра из её левой 

части и ни одного ребра из правой, либо наоборот. Отсюда уже 
нетрудно заключить, что для каждой подсети сумма пропускных 

способностей рёбер из её левой части равна сумме пропускных 
способностей рёбер из её правой части. (Действительно, если бы 
какая-нибудь из этих сумм - скажем, первая -была бы меньше, 

то, взяв минимальное сечение, содержащее какое-либо ребро 

из правой части подсети, и заменив в нём все рёбра из правой 

части рёбрами из левой части, мы получили бы простое сечение 

с пропускной способностью, меньшей Cmin. что в силу свойства l) 
невозможно.) Но тогда пропускные способности всех простых 

сечений одинаковы и равны Cmin. Поэтому в приведённой сети 
можно создать поток величины Cmin - следует только загрузить 

каждое ребро вплоть до его пропускной способности. 
Если имеет место случай б), то, очевидно, приведённая сеть 

содержит внутреннее ребро (не инцидентное ни одному из полю­
сов). Рассмотрим следующее преобразование приведённой сети. 
Выделим минимальное сечение, содержащее внутреннее ребро. 
Заметим, что ни входная звезда Zas (т. е. подсеть, образован-
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ная полюсом as и инцидентными ему рёбрами), ни выходная 
звезда Ztз5 не содержатся целиком в этом сечении (поскольку 
указанные звёзды сами - без внутреннего ребра - составля­

ют сечения). Каждое ребро ei = (ai, /Зi) этого сечения заменим 
двумя последовательно соединёнными рёбрами (ai, 'Yi) и ('Yi· /Зi) 
(все 'Yi - новые вершины), имеющими ту же пропускную способ­
ность, что и ребро ei. Отождествив теперь все вершины 'Yi, т. е. 
склеив их в одну вершину, мы получим сеть, представляющую 

собой последовательное соединение двух сетей S1 и S2. Это 
следует из леммы 3, так как согласно этой лемме при удалении 
всех рёбер ( ai, fЗi) выделенного минимального сечения исходная 
сеть распадается на две связные компоненты: левую подсеть S~, 
содержащую as, и правую подсеть S~, содержащую fЗs. Левая 
подсеть s\ получается из s; добавлением рёбер (ai, 'Yi), а правая 
подсеть s2 получается из s~ добавлением рёбер ( 'Yi· /Зi). 

Каждая из сетей S1 и S2 содержит менее т рёбер. Например, 

S 1 не может содержать все рёбра из Ztзs· Действительно, как 
сказано выше, в Ztз5 входит некоторое ребро е, отсутствующее 

в выделенном минимальном сечении. Не может это ребро е вхо­

дить и в S~, поскольку его концом является полюс fЗs, принад­
лежащий S~. Из аналогичных рассуждений следует, что и в S2 
отсутствует хотя бы одно ребро из Z015 . Всякое простое сечение 

каждой из подсетей s\ и s2 имеет пропускную способность не 
меньше Cmin (так же, как прообраз этого сечения в приведённой 
сети). Поэтому согласно индуктивному предположению в каждой 
из этих подсетей можно создать поток величины Cmin· 

Поскольку выбранное сечение минимальное, то его пропуск­

ная способность равна Cmin, и чтобы получить величину потока 

Cmin· надо загрузить все прямые рёбра до их пропускных способ­
ностей - только тогда величина потока сравняется с пропускной 
способностью рассматриваемого минимального сечения. Следо­
вательно, полученные по индуктивному предположению потоки 

загружают все прямые рёбра (ai,'Yi) и ("J'i,/Зi) до их пропускных 
способностей. Более того, каждое ребро нашей приведённой сети 
является прямым в некотором минимальном сечении и пото­

му - согласно приведённым выше рассуждениям применительно 

к произвольному минимальному сечению - окажется загружен­

ным до пропускной способности этого сечения. Отсюда ясно, что 
прообразы полученных потоков (в S1 и в S2) в исходной приве­
дённой сети также составляют поток и его величина равна Cmin· 

Теорема доказана. 



Г л а в а 111 

БУЛЕВЫ ФУНКЦИИ И ФОРМУЛЫ 

§ l. Булевы функции. 
Элементарные булевы функции 

Функция f(x1, ... , хп) называется булевой (или булевской, 
или функцией алгебры логики, или логической), если её пе­
ременные и сама функция принимают значения из множества 

Е2 = {0, 1}. 
Булева функция от n переменных может быть задана табли­

цей, в которой перечислены всевозможные булевы наборы из ну­

лей и единиц длины n и для каждого набора указано значение 
функции на этом наборе (табл. l). 

Таблица 1 

Х1 Х2 ... Xn f(xJ, ... ,x") 

о о ... о /(0, ... ,0) 

о о ... 1 /(0, ... ,1) 

... ... ... ... . .. 

1 1 ... о !(1, ... ,0) 

1 1 ... 1 !(1, ... ,1) 

В этой таблице обычно используется естественное распо­

ложение наборов: если набор рассматривать как двоичную за­

пись числа, то расположение наборов сверху вниз соответствует 

расположению чисел О, l, ... , 2n - l. Таблицы, задающие булевы 
функции от n переменных, отличаются лишь последним столб­
цом. Поскольку имеется ровно 22" различных булевых столбцов 
высоты 2n, то и число булевых функций от n переменных рав­
но 22". 

Булева функция j(x1, ... , хп) существенно зависит от пере­
менной Xi, если существуют такие значения а 1 , ... , ai_ 1, ai+ 1, ... 
. . . , an переменных х1, ... , Xi-1, xi+1· ... , Xn, что j(a1, ... , ai-1, О, 
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ai+i, ... , ап) #- f(a1, ... , ai-1, l, ai+i, ... , ап); переменная xi в 
этом случае называется существенной. Если переменная xi не 
является существенной, то она называется несущественной, или 

фиктивной. 
Пусть для функции f(x1, ... , хп) переменная xi является 

фиктивной. Возьмём таблицу, задающую f(x1, ... , хп). Вычерк-
нем из неё все строки вида (а1, ... , CXi-1, l, ai+l, ... , CXn, f(a1, ... 
. . . , ai-1, l, ai+l, ... , ап) ), а также столбец, отвечающий перемен­
ной Xi. Полученная таблица будет определять некоторую бу-

леву функцию g(x1, ... , Xi-1, Xi+i, ... , Хп). Говорят, что функция 
g(xi, ... , Xi-1, Xi+i, ... , Хп) получается из функции f(xi, ... , Хп) 
удалением. фиктивной переменной Xi, а также, что функция 

f(x1, ... ,хп) получается из g(xJ, ... ,Xi-J,Xi+i• ... ,хп) введением. 
фиктивной переменной xi· 

Булевы функции f 1 и f 2 называются равными, если функ­
цию f 1 можно получить из функции j 2 введением и (или) удале­
нием фиктивных переменных. 

Далее предполагаем, что с заданием некоторой булевой функ­

ции f заданы все равные ей функции, и для обозначения равных 
функций будем использовать один и тот же функциональный 

символ. 

Приведём булевы функции от одной переменной и некоторые 

функции от двух переменных, которые будем часто использовать 
далее; эти и другие функции (от одной и от двух перемен­
ных) обычно называют элементарными. Имеется четыре булевы 
функции от одной переменной (табл. 2). 

Этими функциями являются константы О и l, значения 
которых не зависит от значений переменной, тождественная 
функция х, повторяющая значение переменной, и функция х, 

Таблица 2 

х о х 

о о о 

о о 

Таблица 3 

Х1 Х2 Х1&Х2 Х1 V Х2 Х1 ---> Х2 Х1 $Х2 Х1 "'Х2 

о о о о 1 о 1 

о 1 о 1 1 1 о 

1 о о 1 о 1 о 

1 1 1 1 1 о 1 
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принимающая значение, противоположное значению переменной. 

Функциях называется отрицанием (или инверсией). 
Приведённые в табл. 3 булевы функции от двух переменных 

называются соответственно конъюнкцией, дизъюнкцией, импли­
кацией, суммой по модулю два и эквивалентностью. 

§ 2. Формулы и функции, реализуемые формулами. 
Простейшие эквивалентности 

Так же, как и в элементарной алгебре, исходя из элемен­
тарных булевых функций, можно строить формулы. Обозначим 
через Р2 множество всех булевых функций. 

Пусть В - некоторое (не обязательно конечное) подмноже­
ство функций из Р2. Дадим индуктивное определение формулы 

над В. 

а) Базис индукции. Каждое выражение f(xi, ... , хп), где f Е 
Е В, называется формулой над В. 

б) Индуктивный переход. Пусть fo(xi, ... , хт) - функция 
из В и Ф 1 , ... , Фm - выражения, являющиеся либо формулами 
над В, либо символами переменных. Тогда выражение f0 (Ф 1 , ... 
. . . , Фm) называется формулой над В. 

Если подмножество В содержит элементарные функции / 1 = 
=0, /2 = 1, /з(х) =х, j4(x) =х, fs(x,y) =х&у, !б(х,у) =xVy 
и т. д., причём символы этих функций являются внешними в 

выражениях, обозначающих формулы над В, то такие формулы 

часто записывают как О, 1, (х), (х), (х&у), (х Vy) и т. д. Когда 
в формулы (х), (х), (х&у), (х V у) и т. д. вместо х и у подстав­
ляют (при индуктивном переходе) выражения Ф 1 и Ф2 , то новые 
формулы обозначают соответственно через (Ф 1 ), (Ф 1 ), (Ф 1 &Ф2 ), 
(Ф 1 V Ф2 ) и т. д. Формулы, которые используются при построении 
формулы Ф в соответствии с вышеприведенным индуктивным 
определением, называются подформулами формулы Ф. 

Примеры формул над множеством элементарных функций: 

1) (((xi &х2) $ XJ) Е1Э х2); 
2) (х1&(х2 Е1Э хз)); 
3) (х1 V ((х2---> хз)&(хз---> х2))). 
Сопоставим каждой формуле Ф(х1, ... , хп) (в скобках указа­

ны переменные, входящие в формулу) над В функцию f(x1, ... 
. . . , хп), опираясь на индуктивное определение формулы. 

а) Базис индукции. Если Ф(х1, ... , хп) совпадает с f(x1, ... 
. . . , хп), где f Е В, то формуле Ф(х1, ... , хп) сопоставим функцию 
f(xJ, ... ,xп). 
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б) Ин.дуктивн.ый переход. Если Ф(х 1 , ••• , хп) совпадает с 
fo(AI, ... , Ат), где fo - символ функции из В, Ai(i = l, ... , m) -
либо формула над В, либо символ переменной xj(i)• то тогда 
в первом случае, по предположению индукции, Ai сопостав­
ляется функция fi из Р2, а во втором случае Ai сопостав­

ляется тождественная функция fi = Xj(i). Сопоставим форму­
ле Ф(хi, ... , Хп) функцию f(xi, ... , Хп) = fo(JI, ... , f т); значение 
функции f на каждом наборе ( O:J, ... , оп) находится как значение 
функции fo на наборе (JJ(O:J, ... ,on), ... ,fm(O:J, ... ,O:n)). 

Если функция f сопоставлена формуле Ф, то говорят, что 
формула Ф реализует фун.кцию f. 

Как нетрудно убедиться, формулы, приведённые выше в ка­

честве примера, реализуют соответственно функции !1 (xi, х2), 
!2(ХJ,Х2,хз), fз(хJ,Х2,хз), приведённые в табл.4 и 5. 

Таблица 4 Таблица 5 

Xi Х2 /J Xi Х2 Х2 /2 /з 

о о о о о о о о 

о 1 1 о о 1 1 1 

1 о 1 о 1 о 1 1 

1 1 1 о 1 1 о о 

1 о о о о 

1 о 1 о о 

1 1 о о о 

1 1 1 о о 

Формулы Ф1 и Ф2 над В называются эквивален.тн.ым.и, если 
они реализуют равные функции !1 и !2. 

В рассмотренном примере вторая и третья формулы эквива­
лентны. 

Приведём некоторые эквивалентности, характеризующие 

свойства элементарных функций. Обозначим через (х 1 о х2) 
любую из функций (х1&х2), (х1 V х2), (х1 Е1Э х2), ниже 
называемых также операциями. 

l. Операция (х 1 о х2) обладает свойством ассоциативности: 

((х1 о х2) о хз) = (х1 о (х2 о хз)). 

2. Операция (xi о х2) обладает свойством коммутативности: 

(xi о х2) = (х2 о XJ). 
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3. Для конъюнкции и дизъюнкции выполняются дистрибу­
тивные законы: 

- дистрибутивность конъюнкции относительно дизъюнкции; 

- дистрибутивность дизъюнкции относительно конъюнкции. 

4. х = :f - закон двойного отрицания. 

(х1 & х2) = (х1 v х2), } 
5. - законы де Моргана. 

(х1 v х2 ) = (х1 &х2) 

6 - законы поглощения. 
(х&(х V у))= х, } 

· ( х V ( х&у)) = х 

7. (х&х) =О - закон противоречия. 

8. (х V х) = 1 - закон исключённого третьего. 

9 - идемпотентность. 
(х&х) = х, } 

· (xVx)=x 

(х&О) =О, 

(x&l) = х, 
IO. (xVO) =х, 

(xvl)=l 
} законы умножения на константу 

и сложения с константой. 

Все перечисленные равенства 1-10 легко проверяются вычис­
лением значений функций в левой и в правой частях равенства 

на каждом наборе значений переменных. 

С целью упрощения записи формул условимся, что опера­
ция <<&>> сильнее операции <<V>>, т. е. если нет скобок, то сначала 
выполняется операция <<&>>, а затем операция <<V>>. Кроме то­
го, в силу закона ассоциативности для (х1 о х2) можно вместо 
формул ((х 1 о х2) о хз), (х 1 о (х2 о хз)) использовать выражение 
(х 1 о х2 о х3 ). 

В формулах, в которых внешняя операция (функция) явля­
ется либо конъюнкцией, либо дизъюнкцией, либо сложением 

по модулю два, либо импликацией, либо эквивалентностью (либо 
другой элементарной функцией от двух переменных), внешние 
скобки будем опускать. Опускаются внешние скобки также в вы­

ражении, над которым стоит знак << >>, например, пишем х 1 ____, х2 



§ 3. Разложение булевых функций 45 

вместо (х 1 ____, х2). В дальнейшем будем употреблять также сле­
дующие обозначения: 

т 

& Xi = xl &х2& ... &хт, 
i=l 
т 

V Xi = Х( V Х2 V ... V Хт, 
i=l 

XJX2 = Х( · Х2 = XJ &х2. 

Очевидно, справедливо следующее 
У т в ер ж д е н и е . Если Ф' - подформула формулы Ф, то 

при замене любого её вхождения на эквивалентную форму­
лу Ч!' формула Ф перейдёт в формулу '4!, которая эквивалент­
на Ф. 

(Формально данное утверждение можно доказать индукцией 
по числу функциональных символов в формуле.) 

Данное утверждение вместе с тождествами для элементар­

ных функций, к которым присоединяются все тождества, полу­

чаемые подстановкой вместо переменных XI, х2, хз, х, у любых 
переменных и формул, позволяет осуществлять эквивалентные 

преобразования и, в частности, упрощать исходные формулы. 

Примеры: 

l) XJ V XJX2 = XJ · l V XJX2 = XJ (l V Х2) = Х( · l = Х(; 
2) XJX2 VXJX2 = (xl Vx1)x2 = l · Х2 = Х2. 

§ 3. Разложение булевых функций. 
Дизъюнктивные нормальные формы 

Введём обозначение: 

х(} = {х при ст = О, 
х при ст = l. 

Очевидно, х(} = l тогда и только тогда, когда х = ст. 
Т е орем а 9 (о разложении функций по переменным). Каж­

дую булеву функцию f(x1, ... , хп) при любом. т (1 ~ т~ n) 
м.ожно представить в форм.е 

j(XJ, ... ,Xт,Xт+I·····Xn) = 

= V xf1& ... &x'{,;_n&J(crl, ... ,CТт,Xт+l·· .. ,Xn), (l) 
((}, ... ,(}m) 

где дизъюнкция берётся по всевозможным. наборам. значений 
перем.енных х1, ... , Хт. 

Андрей
Карандаш

Андрей
Карандаш
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Д о к аз а т е ль с т в о. Возьмём произвольный набор значений 
переменных (а 1 , ••• , ап) и покажем, что левая и правая части 
соотношения (1) принимают на нём одно и то же значение. Левая 
часть даёт J(a1, ... ,an). Правая-

v af1& ... &a~m&j(<ТJ, ... '<7m, йm+l' ... 'йп) = 
( O"J , ... ,O"m) 

= af 1& ... &a':;.n&J(al, ... , йm, йm+l, ... , йп) = J(йJ, ... , йп)· 

Теорема доказана. 

Представление ( 1) называется разложением. функции по пе­
рем.енным. XJ, ... , Xm. Выражение j(<ТJ, ... , <Т т, Xm+l, ... , Xm) 

естественным образом можно рассматривать как формулу над 

множеством булевых функций {0, 1, J(xi, ... , xn)}; реализуемую 
этой формулой функцию обычно считают подфункцией функции 

J(xJ, ... ,xn), получающейся из J(xJ, ... ,xn) подстановкой 
констант <ТJ, ... , <Т т вместо переменных XJ, ... , Xm. 

В качестве следствий из последней теоремы получаем два 
специальных случая разложения. 

1) Разложение по переменной: 

2) Разложение по всем n переменным: 

J(xi, ... , Хп) = V xf1 & ... &x~п&j(<7I, ... , <7n)· 
(O"J , ••• ,О"п) 

При J(xl, ... , хп) ф_ О оно может быть преобразовано к виду 

!( ) V O"J & & O"n XJ, ... , Xn = х 1 ••• Xn . 
("J·····"n)o 

(2) 

f("J·····"п)=I 

Последнее разложение называется совершенной дизъюнк­
тивной нормальной формой (совершенной д.н.ф., или с.д.н.ф.). 
Дизъюнкция в (2) берётся по всем наборам значений перемен­
ных, на которых J(x1, ... , хп) обращается в 1. 

Т е орем а 10. Каждая булева функция м.ожет быть выра­
жена в виде формулы через отрицание, дизъюнкцию и конъ­
юнкцию. 

Доказательство. 1) Пусть J(xJ, ... ,xn) :=0. Тогда, оче­
видно, f(xi, ... , хп) = XJ &х1. 

2) Пусть J(xl, ... , хп) ф_ О. Представим f в виде (2). 
В обоих случаях функция f выражается в виде формулы 

через отрицание, дизъюнкцию и конъюнкцию. Теорема доказана. 
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§ 4. Полнота систем булевых функций. Представление 
булевых функций полиномами Жегалкина 

Система булевых функций {!1, !2 .... , f 5 , ••• }из Р2 называется 
(функционально) полной, если любая булева функция может 
быть реализована формулой над этой системой. 

Т е орем а 11 (о полноте двух систем). Пусть даны две 

системы функций из Р2: 

в1 = U1, !2 .... }, 

в2 = {g1,g2, ... }, 

причем. первая система полна и каждая её функция реализу­
ется формулой над второй системой. Тогда вторая система 
также является полной. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Для доказательства теоремы покажем, 
что для любой формулы над В 1 существует эквивалентная ей 

формула над В2. Доказательство последнего утверждения прове­

дём индукцией по сложности формул, понимая под сложностью 

формулы число функциональных символов в ней. 

Базис индукции. Пусть Ф - формула сложности 1 над В1, 
т. е. Ф = fi(Xj 1 , ••• , Xj"'). По условию теоремы fi можно реали­
зовать формулой над В2, а значит, можно построить формулу 

над В2, эквивалентную Ф (говоря об эквивалентности формул, 
в данном случае формально можно иметь в виду формулы 

над В1 U В2). 
Индуктивный переход. Пусть утверждение верно для всех 

формул над в] сложности не больше k; докажем его для произ­
вольной формулы ф над в] сложности k + 1. 

Пусть Ф = fi(A 1, ••• ,Am), где А1 - либо формула над В 1 , 
либо СИМВОЛ переменной (j = 1' ... 'm). Возьмём формулу над в] 
вида fi(YI, ... , Ym), по условию теоремы существует эквива­
лентная ей формула ф-(УI, ... , Ym) над В2. Подставим в fi и 
в ф" вместо Yj всюду Aj (в fi переменная Yj входит толь­
ко один раз, а 1.!J может содержать несколько вхождений у1 ). 
В результате fi и 1.!J перейдут в некоторые формулы, кото­
рые опять же будут эквивалентными - с учётом определения 

функций, реализуемых формулами. Такую подстановку проде­

лаем сразу для всех j = 1, ... , т. В итоге вместо fi(YI, ... , Ут) 
получим формулу Ф над В 1 , реализующую f(x 1, ••• , хп), а вме­
сто ф-(УI, ... , Ут) - некоторую формулу ф"' над В1 U В2, также 
реализующую f(x 1, ••• ,хп). В формуле l.!J' каждую подформу­
лу А1 (отличную от переменной) над В 1 заменим эквивалентной 
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ей подформулой Ч! j над В2 - такую замену можно проделать 

по предположению индукции, поскольку сложность Aj. очевид­
но, по крайней мере на единицу меньше сложности формулы Ф. 

В итоге вместо Ч!' получим формулу Ч!" над В2, реализую­
щую f(x 1, ••• , хп) - согласно ранее приведённому утверждению 
о замене в формуле некоторой подформулы эквивалентной ей 

подформулой. Теорема доказана. 

Приведём примеры полных систем. 

1) Система Р2 - множество всех булевых функций - явля­

ется, очевидно, полной. 

2) Система В 1 = {х, х 1 &х2, х 1 V х2} полна по теореме 10. 
3) Система В2 = {х, х 1 &х2} является полной. Для дока­

зательства достаточно воспользоваться тождеством xt V х2 = 
= х1 &х2 и теоремой 11. 

4) Система Вз = {х, х 1 V х2} является полной. Для доказа­
тельства этого утверждения достаточно воспользоваться тожде­

ством х 1 &х2 = х V х2 и теоремой 11. 
5) Система В4 = {0, l,x 1&x2,x1 Е!Эх2} является полной. Для 

доказательства этого факта достаточно заметить, что х Е1Э 1 = х, 
и воспользоваться теоремой 11 (взяв в качестве первой системы 
{х, х 1 &х2}, а в качестве второй систему В4 ). 

Формула, построенная из констант О, 1 и функций Xt &х2, 
Xt Е1Э х2, после раскрытия скобок и несложных алгебраических 

преобразований переходит в выражение вида 

Е aiJ ... isXii ... Xis• 

(iJ , ... ,i.) 

которое является полиномом по модулю 2 и называется поли­
номом. Жегалкина (знаком Е обозначается суммирование по 
модулю 2). 

В формуле для полинома в качестве свободного члена может 
присутствовать 1 (пустая конъюнкция). Если все коэффициенты 
ai 1, ••• ,i. равны О, то получаем полином Жегалкина, реализующий 
константу О; такой полином обозначают через О. 

Теорем а 12 (Жегалкина). Каждая булева функция может 
быть представлена, и притом. единственным. образом., своим. 
полиномом. Жегалкина. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Возможность реализации любой 
булевой функции полиномом Жегалкина уже установлена 
выше - такая возможность следует из полноты системы 

{0, l,x 1&x2,x1 Е!Эх2}. Докажем единственность. 
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Подсчитаем число полиномов Жегалкина от переменных 
х 1 , ... , Xn, т. е. число выражений вида 

Е aii···isXii ... Xis· 

( i1 , ... ,is) 

Число слагаемых Xi 1 ••• Xis равно количеству подмножеств { i1, ... 
. . . , i 8 } из n чисел 1, ... , n, т. е. 2п. Поскольку ai 1 ... is равно О 
или 1, то искомое число полиномов равно 22п, т. е. числу булевых 
функций от тех же n переменных. Отсюда получаем единствен­
ность представления функций полиномами Жегалкина. Теорема 
доказана. 

§ 5. Функции k-значной логики 

Функция f(xl, ... , хп) называется функцией k-значной ло­
гики, если переменные этой функции принимают значения 

из множества Ek = {O,I, ... ,k-1} и f(aJ, ... ,aп) Е Ek при 
йi Е Ek(i = 1, ... ,n). 

Функции k-значной логики можно задавать с помощью таб­
лиц (аналогично табличному заданию булевых функций). Из таб­
личного задания функций k-значной логики легко усмотреть, 
что число всех функций k-значной логики от n переменных 
равно kkn. 

Аналогично тому, как это делалось для булевых функций, 
для функций k-значной логики вводятся понятия существенной и 
фиктивной переменных, равенства функций, формул над множе­
ством функций, реализуемых формулами функций, эквивалент­

ности формул. 
В качестве элементарных функций в k-значной логике часто 

рассматриваются, например, такие функции: 

1) х = х + 1 (rnod k) - отрицание llocтa; 
2) N х = k - 1 - х - отрицание Лукасевича; 

{ k-1 при х =j, 
3) Ij(x) = 0 .../.. . (. 0 1 k l) - характе-

при х 1 J J = , , ... , -
ристическая функция (второго рода) числа j; 

4) ji(x) = . . - характери-{ 1 при х = i, 
О при х i- ~(~=О, 1, ... , k- 1) 

стическая функция числа i; 
5) rniн(x1, х2) - минимум XJ и х2; 
6) х1 · х2 (rnod k) - произведение по модулю k; 
7) rnax(x 1,x2)- максимум х 1 и х2 ; 
8) х 1 + х2 (rnod k) - сумма по модулю k; 
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9) Vk(XJ,X2) = max(xJ,X2) + l (mod k)- функция Небба. 
Функция miн(x 1 , х2 ) является обобщением конъюнкции и 

часто обозначается как х1&х2. Функция max(x1,x2) является 
обобщением дизъюнкции и часто обозначается как х 1 V х2. 

Наряду с очевидными элементами сходства, между булевыми 

функциями и функциями k-значной логики имеются и суще­
ственные различия между этими функциями. Например, отри­
цания Поста и Лукасевича можно рассматривать как некоторые 

обобщения инверсии булевой функции; вместе с тем при k ;:?: 3 
для отрицания Поста в k-значной логике х #- х. Или, скажем, 
для булевых функций простейшие эквивалентности можно было 
доказывать тривиальным образом - перебирая всевозможные 

наборы значений переменных и убеждаясь, что во всех случаях 

значения функций, отвечающих эквивалентным формулам, в ле­

вой и в правой частях соответствующих равенств при одних и 

тех же значениях переменных совпадают. В k-значной логике 
перебор всевозможных наборов значений переменных исключа­

ется, поскольку k может быть, вообще говоря, каким угодно 
натуральным числом (большим двух). 

Для функций k-значной логики возможны представления, ко­

торые можно рассматривать как некоторые аналоги совершенной 

д.н.ф., например: 

f(xl, ... , Хп) = V fu 1 (xl )& ... &Iu,. (xn)&f(<7I, ... , <7п), 
(О")' ... ,0",.) 

где х&у = miп(x, у), х V у= max(x, у). Доказывается это тожде­
ство (как и разложение булевой функции по всем переменным) 
непосредственной проверкой того факта, что при любом наборе 
(о 1 , ... , оп) значений переменных в левой и в правой частях тож­
дества получаем f ( 0:1, ... , оп). Из этого представления следует, 
в частности, что система функций k-значной логики {0, l, ... 
. . . , k- l,Io(x),II (х), ... ,Ik-1 (х), miн(x1, х2), max(x1, х2)} полна 
в Pk (через Pk обозначаем множество всех функций k-значной 
логики при заданном k). 



Г л а в а IV 

ПРЕДИКАТЫ 

§ l. Высказывания, предикаты, кванторы. 
Геометрический смысл кванторов 

Пусть М - Произвольное непустое множество (не обязатель­
но конечное), а х1, ... , Xn (или х, у, z, ... ) - произвольные эле­
менты из этого множества. Будем рассматривать предложения, 
представляющие собой некоторые высказывания относительно 

х1, ... , Xn, которые становятся определёнными - истинными или 

ложными, - когда х1, ... , Xn заменяются определёнными элемен­

тами из предметной области М. 

Заметим, что <<высказывание>> в данном случае - исходное 
понятие, оно не определяется формально и может только быть 

пояснено: высказывание - это предложение, относительно кото­

рого можно лишь утверждать, истинно оно или ложно. 

Например, в качестве М можно взять множество натураль-

ных чисел и сформулировать такие высказывания: 

l) <<х есть простое число>>; 

2) <<Х < у>>; 
3)<<x+y=z>>. 
Очевидно, первое высказывание истинно, например, при 

х = 3 и ложно при х = б; второе высказывание истинно при 
х = 3, у= б и ложно при х =б, у = 3 и т. п. 

Если приведённые высказывания обозначим соответствен­
но через Р(х), Q(x, у), R(x, у, z), а истину и ложь условим­
ся обозначать соответственно единицей и нулём, то получа­

ем: Р(3) = l; Р(б) = О; Q(3, б) = l; Q(б, 3) = О; R(2, 2, 4) = l; 
R(3, 2, l) = О и т. п. 

Функцию Р(х 1 , ••• , хп) будем называть предикатом, если 
переменные х 1, .•. , Xn приним а ют значения из не которого непу­

стого множества М, а сама функция - значения 1 (<<истина>>) 
ИЛИ 0 (<<ЛОЖЬ>>). 
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Над предикатами можно выполнять обычные логические опе­
рации, скажем,&, V, -, ---->,'"";в результате также будут получать­
ся предикаты. 

Пр и меры. 1) Пусть предикат D2(x) принимает значение 1 
тогда и только тогда, когда х делится на 2, т. е. D 2(x) -предикат 
делимости на 2. Пусть D 3(x) - аналогичный предикат делимо­
сти на 3. Тогда D2 (x)&Dз(x) будет предикатом делимости на б. 

2) Пусть предикат Q(x, у) означает, как говорилось вы­
ше, высказывание <<х < у•>, т. е. Q(x, у) обращается в едини­
цу в том и только том случае, когда х < у. Тогда предикат 
Q(x, y)&Q(y, z) ----> Q(x, z) принимает значение 1 при любых зна­
чениях x,y,z, а предикат (Q(x,y) VQ(x,y))----> (Q(x,y)&Q(y,x)) 
принимает значение О при любых значениях х, у. 

<Рормальное определение операций над предикатами будет 
дано ниже; здесь же затрагивается, скорее, содержательная сто­

рона рассматриваемых математических моделей. 

Помимо логических операций специально для предикатов 
вводятся две новые операции (навешивание кванторов). 

Квантор общности. Пусть Р(х) - некоторый предикат. 
Высказывание <<Р(х) истинно для всех х•> будем изображать 
выражением (\fx) Р(х), которое читается <<для всех х Р(х)•>. Это 
высказывание истинно тогда и только тогда, когда Р(х) истинно 
для всех значений х. Переход от предиката Р(х) к (\fx) Р(х) 
называется навешиванием квантора общности. 

Квантор существования. Высказывание <<Р(х) истинно для 
некоторых х•> будем изображать выражением (:Jx) Р(х), которое 
читается <<существует х, для которого Р(х)•>. Это высказывание 
истинно тогда и только тогда, когда Р(х) истинно хотя бы при 
одном значении переменной х. Переход от предиката Р(х) к 
предикату (:Jx) Р(х) называется навешиванием квантора суще-
ствования. 

Операции навешивания кванторов можно применять и к пре­
дикатам от большего числа переменных. В результате примене­

ния одной такой операции у получающихся новых предикатов 

число переменных уменьшается на единицу (подробнее и фор­
мально об этом речь пойдёт ниже). 

Пр и меры. Для предикатов из примеров 1) и 2) имеем: 

(\fx) D2(x) - ложное высказывание, а (:Jx) (D2 (x)&Dз(x)) 
истинное высказывание; (\fx)(\fy)(\fz)(Q(x, y)&Q(y, z) ----> 
----> Q(x, z)) - истинное высказывание. 

Каждой числовой функции f( Xi, ... , Xn) можно сопоставить 
предикат Р(х1, ... , Xn, z), истинный тогда и только тогда, ко­
гда f(x 1, . •• , хп) = z. Этот предикат называется представля-
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ющим для функции f(xJ, ... ,xп). Пусть предикат A(x,y,z) 
представляет функцию х +у = z. Тогда на языке предикатов 
утверждение о коммутативности сложения можно выразить так: 

(\fx)(\fy)(\fz)(A(x, у, z) ~ А(у, х, z)). 
Существует простая связь между логическими и теоретика­

множественными операциями. С каждым предикатом Р(х1, ... 
. . . , хп) можно связать множество Мр всех наборов значений 
переменных ( а1, ... , хп), на которых этот предикат обращает­
ся в единицу. Пусть предикатам P(xi, ... , хп) и Q(xi, ... , хп) 
отвечают соответственно множества Мр и MQ. Тогда преди­

кату Р(х1, ... , xn)&Q(xi, ... , хп), очевидно, будет соответство­
вать пересечение множеств Мр и MQ, а предикату Р(х 1 , ... 
. . . , хп) V Q(xi, ... , хп) - объединение этих множеств Мр и MQ. 
Предикату Р соответствует дополнение множества Мр. Т. о., 

MP&Q = Мр n MQ, MPvQ = Мр U MQ, М-р = СМр, где СМр -
дополнение Мр. 

Операции (3xi) P(xJ, ... , хп) соответствует проецирование 
множества Мр вдоль оси XJ. Действительно, если в Мр входит 
хотя бы один набор (ai, а2, ... .ап), то в M('=:Jx 1) р входит набор 
(а2, .. · .ап). 

Поскольку (Vx1) P(xi, ... , хп) = (3xi) P(xi, ... , хп) (это свой­
ство будет доказано формально), то операции (Vx1) P(xi, ... , хп) 
соответствует взятие дополнения к проекции вдоль оси XJ до­

полнения множества Мр. 

§ 2. Модель, сигнатура модели, формулы в модели. 
Свободные и связанные переменные 

Предикат Р(х 1 , ... , хп), переменные которого принимают зна­
чения из множества М, будем называть предикатом, определён­
ным на множестве М. 

Множество М с определёнными на нем предикатами 

Р1 (xi, ... , Xn 1 ), ••• , Pm(XJ, ... , Хп"') будем называть моделью. 
Число предикатов в модели предполагается конечным, а на 

мощность множества М не накладывается никаких ограничений. 

При необходимости число переменных у предикатов будем 
указывать с помощью соответствующих верхних индексов, нa-

p (nJ)( ) 0 (nm) ( ) 
пример, 1 X), ... ,Xn1 , ... ,гm X), ... ,Xnm. 

Совокупность знаков предикатов, входящих в модель, будем 
называть сигнатурой модели (предполагается, что при указании 
сигнатуры модели указывается число переменных каждого пре­

диката). 
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Пусть {x 1,x2 , ... ,y,z, ... }- счётное множество переменных, 

D ~ {P(nJ) o(nm)} ·· 0 - модель, и = 1 , ... , гm - ее сигнатура. предели м 

по индукции (одновременно) понятия формулы (в модели D), 
множества свободных переменных формулы, множества связан­
ных переменных формулы, значения формулы в модели D на 

произвольнам наборе значений свободных переменных формулы. 
(n;) ( 1. Пусть Pi (xr1, Xr2, ... , XrпJ - формула переменные Xr1, 

Xr2 , ••• , Хrп· могут и не быть попарно различными). Такие форму­
лы будем ~азывать атомными (ещё их называют элементарны­
ми). 

Пусть хр 1 , ••• , хр. - все попарно различные переменные, вхо-
дящие в данную формулу и выписанные в некотором порядке 

(этот порядок зафиксируем). Тогда множество { Хр 1 , ... , xPs} яв­
ляется множеством свободных переменных этой формулы, а мно­

жество связанных переменных этой формулы пусто. 

Пусть а = ( aPi' ... 'aPs) - произвольный набор длины s эле­
(п;) 

ментов из М. Значением формулы ~ (xr 1 , ••• , Хrп ) на набо-
ре а будем считать то значение, которое принима~т предикат 

(n;) 
~ (xr1 , Xr2 , ••• , Хrп·) при соответствующем замещении его пе-
ременных ЭЛемента~И ИЗ набора а (при ЭТОМ переменная Xr 1 
замещается элементом ar1, переменная Xr2 - элементом ar2 и 

т. д., наконец, переменная Хrп· замещается элементом аrп·; все 

ЭЛеМеНТЫ ar1 , ar2, ... , arпi беру~СЯ ИЗ набора а = ( ар 1 , ... , ар:)). 
2. Пусть А - формула, Х' - множество её свободных пе­

ременных, Х" - множество её связанных переменных. Тогда 

А - формула, множество её свободных переменных есть Х', 
множество её связанных переменных есть Х". Значение форму­
лы А на любом наборе а значений её свободных переменных 
противоположно значению формулы А на том же наборе а. 

3. Пусть А 1 и А2 - формулы, х; и Х~ - множества их 
свободных переменных, х;' и xq - множества их связанных 
переменных, причем никакая свободная переменная из А1 не 
является связанной в Az и никакая свободная переменная из 
А2 не является связанной в А 1 (т. е. (х; n xq) u (Х2 n Х;') 
пусто). Тогда (А 1 )&(А2 ), (А 1 ) V (А2 ), (А 1 )----. (А2 ), (А 1 ) '""(А2 )­
формулы. Множество Х' свободных переменных в каждой из них 
есть х; U Х~; множество Х" связанных переменных в каждой из 
них есть х;' u xq. 

Пусть а - произвольный набор значений переменных из Х'. 
Этот набор определяет набор а 1 значений переменных из х; и 
набор az значений переменных из Х2. Пусть O:'J есть значение 
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формулы А 1 на наборе а1 , а а2 -значение формулы А2 на наборе 
az. Тогда значения указанных (новых) формул на наборе а равны 
соответственно 

Если формула А имеет свободные переменные х 1, ... , Xs, то 
её ЗНачение На наборе а= ( Щ, ... , а8 ) будем обозначаТЬ СИМВОЛОМ 

Ala ИЛИ Al(a 1 , ... ,a8 )· 

4. Пусть А - формула, {х, х 1 , ... , х8 } - множество её сво­
бодных переменных, {YJ, ... , Yt} - множество её связанных пе­
ременных. Тогда (\ix) (А) есть формула; множество её свобод­
ных переменных есть { XJ, ... , Х8 }, множество её связанных пе­
ременных есть {x,YJ, ... ,yt}. Значение (Vx) (A)I(a1, ... ,as) формулы 
(\ix)(A) на наборе (aJ, ... ,a8 ) значений свободных переменных 
определим следующим образом. 

Рассмотрим всевозможные наборы (а, а1, ... , а8 ) при фик­
сированных а1, ... , а8 (а - любой элемент из М). Если для 

каждого набора (а,а1, ... ,а8 ) имеем Al(a,a1, ... ,as) = 1, то полага­
ем (\ix) (A)I(a1 , ... ,as) = 1. Если же хотя бы для одного набора 
(а, а1, ... , а 8 ) имеет место равенство Al(a,a1 , ... ,as) =О, то полагаем 
(\ix) (A)I(a1 , ... ,as) =О. 

В формуле (\ix) (А) формулу А объявляем областью дей­
ствия квантора \ix. 

5. Пусть А - формула, {х, х1, ... , х8 } - множество её сво­
бодных переменных, {у 1 , ... , Yt} - множество её связанных пе­
ременных. Тогда (:Jx) (А) есть формула; множество её свободных 
переменных есть {xJ, ... ,х8 }, множество её связанных перемен­
ных есть { х, У!, ... , Yt}. Значение формулы (:Jx) (А) на наборе 
(а1, ... , а8 ) определим следующим образом. 

Рассмотрим всевозможные наборы (а, а1, ... , as) при фик­
сированных а1, ... , as (а - любой элемент из М). Если для 
каждого набора (a,aJ, ... ,a8 ) имеем Al(a,щ, ... ,as) =0, то полага­
ем (:Jx) (A)I(a1 , ... ,as) =О. Если же хотя бы для одного набора 
(a,aJ, ... ,a8 ) имеет место равенство Al(a,a1 , ... ,as) = 1, то полагаем 
(:Jx) (A)I(a1 , ... ,as) = 1. 

В формуле (:Jx) (А) формулу А объявляем областью действия 
квантора :Jx. 

Из определения формулы следует, что никакая переменная не 
может быть одновременно свободной и связанной. 

При фиксированной модели D каждая формула, имеющая 
свободные переменные, выражает некоторый вполне определён-
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ный предикат от этих переменных; формула, не имеющая свобод­

ных переменных, выражает определённую константу (О или 1). 
Пр и меры. Пусть в модели D имеются предикаты Р(х 1 , х2 ) 

И Q(XJ, Х2). 
1) (Vx)(P(x, х)) - формула; множество её свободных пере­

менных пусто, множество связанных переменных содержит одну 

переменную х. 

2) (Р(х,х) "'Q(y, у)) - формула, в которой обе переменные 
х, у - свободные, а множество связанных переменных пусто. 

3) (Р(х,у))----> ((3x)(Q(x,x))) - выражение, не являющееся 
формулой; переменная х является свободной в левой части им­

пликации и связанной в её правой части. 

4) (Р(х,у))----> ((Vz)(Q(z,x)))- формула. 
Наряду с соглашениями, принятыми в алгебре логики, вве­

дем ещё некоторые соглашения, позволяющие упрощать записи 

формул: 

а) не будем заключать в скобки атомные формулы; 
б) не будем заключать в скобки формулы, в которых отрица­

ние является внешней операцией; 

в) не будем заключать в скобки формулу, в которой внешняя 
операция есть навешивание квантора, если следующая опера­

ция - также навешивание квантора; 

г) будем считать, что квантор связывает сильнее всех других 
операций, и опускать соответствующие скобки. 

При таких соглашениях формулы из приведённых выше при­
меров 1), 2), 4) приобретут вид: (Vx)P(x, х); Р(х, у) "'Q(y, у); 

Р(х, у) ----> (Vz)(Q(z, х)). Вместо (Vx) ((3у)((Р(х, у))----> (Q(y, у))) 
будем писать (Vx)(3y)P(x, у)----> Q(y, у). 

§ 3. Истинность формулы в модели, на множестве. 
Тождественно истинные формулы 

Формулу F будем называть истинной в модели D, если она 
принимает значение 1 на всех наборах значений своих свободных 
переменных. 

Сигнатурой формулы будем называть множество символов, 
обозначающих входящие в неё предикаты (с указанием числа 
переменных). Например, формула 

Р1 (х1, х2) V (3y)(Pi (у, x1)&(Vz)P2(z, х1 )) 

имеет сигнатуру { Р1 (х1, х2), Р2 (х1, х2)} (или { Р1( 2 ), Pi2)} ). 
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Пусть формула F имеет сигнатуру ~. Будем называть эту 
формулу истинной на множестве М, если она истинна во всех 

моделях, определённых на множестве М и имеющих сигнату­

ру ~. 
Легко заметить, что если формула истинна на некотором мно­

жестве, то она истинна на любом множестве той же мощности 

и потому можно говорить об истинности формул на множествах 

определённой мощности. 

Формула называется тождественно истинной (или об­
щезначимой), если она истинна на всех множествах (или, что 
то же самое, если она истинна во всех моделях). 

Пр и меры. 1) Формула Р(х, х) истинна в модели D1, но не 
является истинной в модели D2 (соответственно табл. 6 и 7). 

Таблица 6 Таблица 7 

~ а ь ~ а ь 

а 1 о а 1 1 

ь о 1 ь о о 

2) Формула (:Jx)P(x) ____, ('v'x)P(x) истинна на одноэлементном 
множестве, но не является истинной на множестве из большего 
числа элементов. 

3) Формула (:Jx)('v'y)P(x, у) ____, ('v'y)(:Jx)P(x, у) является тож­
дественно истинной. 

В некоторых случаях для решения задачи установления ис­

тинности формул логики предикатов можно указать эффектив­

ные алгоритмы (например, при установлении истинности формул 
на конечных множествах). Однако в общем случае такая задача 
(например, в случае установления тождественной истинности) 
оказывается существенно более сложной, чем для формул алгеб­

ры логики. 

§ 4. Эквивалентность формул. 
Правила иреобразования формул с кванторами 

Пусть формулы F и G имеют одно и то же множество сво­
бодных переменных (в частности, пустое). 

Будем считать эти формулы F и G эквивалентными (или 
равносильными) в модели D, если на любом наборе значений 
свободных переменных они принимают равные значения (т. е. 
если они выражают один и тот же предикат). 
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Будем считать эти формулы эквивалентными (равносильны­
ми) на множестве М, если они эквивалентны во всех моделях, 
заданных на множестве М и имеющих сигнатуру, включающую 

символы - обозначения предикатов этих формул. Очевидно, что 

данное понятие зависит только от мощности множества М (от 
числа элементов, если множество конечно). 

Будем считать две формулы эквивалентными (равносильны­
ми), если они эквивалентны на всех множествах. 

Пр и меры. 1) Возьмём множество М= {а, Ь} и определён­
ный на нем предикат Р(х, у), заданный табл. б. Полученную 
модель обозначим через D1. 

Рассмотрим две формульi: F1 = Р(х1, х2)&Р(х1, хз) и F2 = 
= Р(х1, х2)&Р(х2, хз). Легко заметить, что каждая из этих фор­
мул обращается в единицу только на двух наборах: (а, а, а) и 
(Ь, Ь, Ь). Значит, они эквивалентны в модели D1. 

Возьмем теперь модель D2, отличающуюся от модели D1 тем, 
что предикат Р(х1, х2) в D2 задается теперь табл. 7. 

Легко видеть, что на наборе (а, Ь, Ь) формула F1 принимает 
значение 1, а формула F2 - значение О. Значит, эти формулы не 
эквивалентны в D2. 

2) Рассмотрим формулы (:Jx)P(x) и (Vx)P(x). Нетрудно за­
метить, что они эквивалентны на множестве из одного элемента. 

Действительно, на множестве из одного элемента каждый преди­

кат принимает только одно значение и потому имеется ровно два 

предиката: равный О и равный 1. Эти предикаты определяют две 
модели сигнатуры {Р(х)}. В первой модели обе формулы прини­
мают значение О (и потому эквивалентны), а во второй модели 
обе формулы принимают значение 1 (и тоже эквивалентны). 

С другой стороны, на множестве {а, Ь} из двух элементов 
существует модель, в которой рассматриваемые формулы не эк­

вивалентны; можно, например, предикат Р определить так: 

Р(а) =О, Р(Ь) = 1. 

3) Очевидно, что формулы Р(х) ___, Р(у) и Р(х) V Р(у) экви­
валентны (в любой модели). 

Рассмотрим некоторые правила перехода от одних формул к 

другим, эквивалентным им (во всех моделях). Эквивалентность 
формул будем изображать знаком равенства. 

Очевидно, что для предикатных формул сохраняются все 
правила эквивалентных преобразований формул из алгебры логи­

ки. Справедлив также соответствующий аналог правила замены 
(утверждение в гл. III, § 2) на эквивалентную подформулу. 



§ 4. Эквивалентность формул 59 

Имеются и специфические правила, относящиеся к формулам 
с кванторами. 

Правило переноса квантора через отрицание. Пусть 
F(x) - формула, имеющая свободную переменную х (и, быть 
может, ещё свободные переменные XJ, ... , Х8 ). Тогда справедливы 
соотношения: 

(Vx)F(x) = (3x)F(x), 

(3x)F(x) = (Vx)F(x). 

(l) 

(2) 

Сначала докажем первое из этих соотношений. Пусть D -
произвольная модель, сигнатура которой содержит все предикаты 

из F(x), а М - множество элементов в этой модели. 
Пусть (а 1, ... , а8 ) - про из вольный набор значений пере­

менных х 1 , ... , Xs (если х - единственная свободная перемен­
ная формулы F(x), то такой набор не берётся). Рассмотрим 
всевозможные наборы (а, а1, ... , а8 ), где а1, ... , а8 фиксирова­
ны, а - произвольный элемент из М. Если для любого на­

бора (a,aJ, ... ,as) имеем F(x)l(a,aJ, ... ,as) = 1, то для ЭТОГО на­

бора получим F(x)l(a,a 1 , ... ,as) = О. Поэтому, с одной стороны, 

(Vx)F(x)l(a 1 , ... ,as) =О, а, с другой стороны, (3x)F(x)l(a 1 , ... ,as) =О. 
Если существует набор (а,щ, ... ,а8 ), такой, что 

F(x)l(a,a 1, ... ,a.) =О, то для этого набора F(x)l(a,a 1, ... ,a.) = 1. Поэто-

му, с одной стороны, (Vx)F(x)l(a 1, ... ,as) =О, (Vx)F(x)l(a1, ... ,as) = 1, 

а, с другой стороны, (3x)F(x)l(a1, ... ,a.) = 1. Таким образом, в 
обоих случаях значения формул равны. 

Соотношение (2) получим из ( 1) с использованием правил 

алгебры логики. Применим (1) к формуле F(x). Тогда, используя 
закон двойного отрицания, получим 

(Vx)F(x) = (3x)F(x) = (3x)F(x). 

Отсюда (навешиванием отрицания) получаем 

(Vx)F(x) = (3x)F(x); 

используя ещё один раз закон двойного отрицания, получаем 

требуемое соотношение: (Vx)F(x) = (3x)F(x). 
Правило выноса квантора за скобки. Пусть формула 

F(x) содержит свободную переменную х, а формула G не содер­
жит переменную х (F и G могут содержать ещё какие-то пере­
менные). Пусть, далее, при соединении формул F(x) и G знаком 
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логической операции получается формула (в соответствии с п. 3 
определения формул). Тогда справедливы соотношения: 

(Vx)(F(x)&G) = (Vx)F(x)&G, 

(Vx)(F(x) V G) = (Vx)F(x) V G, 

(::Jx)(F(x)&G) = (::Jx)F(x)&G, 

(::Jx)(F(x) V G) = (::Jx)F(x) V G. 

Докажем первое соотношение (остальные доказываются ана­
логично). Рассмотрим произвольную модель D, сигнатура кото­
рой содержит все предикаты из F(x) и G, а М - множество 
элементов в этой модели. Пусть XI, ... , Xs - все свободные 

переменные формулы (Vx)(F(x)&G) (они же - все свободные 

переменныетакже формулы (Vx)F(x)&G). Пусть (а(, ... ,а8)­
произвольный набор значений этих переменных. Поскольку G не 
содержит переменную х, то можно определить значение формулы 

G на наборе (al, ... , а8 ) (или, точнее, на части этого набора, 
определяющей значения свободных переменных формулы G). 

Если Gl(a1, ••• ,as) =О, ТО ((Vx)F(x)&G)I(a 1 , ••• ,as) =О. С другой 
стороны, тогда для любого набора (а, а1, ... , а8 ) (здесь а1, . .. , а8 
фиксированы, а а - произвольный элемент множества М) 

F(x)&GI(a,a 1 , ••• ,a8 ) =О, ПОЭТОМУ (Vx)(F(x)&G)I(a 1 , ••• ,a8 ) =О. 
Если же Gl(a1 , ••• ,as) = 1, то 

(Vx)(F(x)&G)I(щ, ... ,as) = 
= (Vx)F(x)l(a 1 , ••• ,as) = ((Vx)F(x)&G)I(a 1 , ••• ,as)• 

т. е. требуемое соотношение выполняется. 

Правило переименования связанных переменных. При 

замене любой связанной переменной на другую переменную (в 
кванторе и всюду в области действия квантора) так, чтобы не 
нарушалось определение формулы, получается формула, эквива­
лентная исходной. 

Это правило почти очевидно (формально может быть дока­
зано индукцией по длине формулы с использованием правила 

замены на эквивалентную подформулу). 

§ 5. Приведённые формулы 

Формулу будем называть приведённой, если в ней из ло­
гических операций встречаются лишь конъюнкция, дизъюнкция 

и отрицание, причём знак отрицания встречается только над 

атомными формулами. 
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Примеры. Р(х,у) V Q(x,y) V R(y,z), (Vx)P(x,y)V 

V(3x)Q(x, у) V R(y, z), (Vx)P(x, у) V (3x)Q(x, у) V R(y, z) 

приведённые формулы, а Р(х, у) V Q(x, у) V R(y, z), (Vx)P(x, y)V 

V(3x)Q(x, у) V R(y, z), (Vx)(P(x, у) ----> Q(x, у)) V R(y, z) 
формулы, не являющиеся приведёнными. 

Т е орем а 13 (о приведённых формулах). Для любой фор­
мулы F существует эквивалентная ей приведённая формула 
F', причем множества связанных переменных формул F и F' 
совпадают. 

(Множества свободных переменных формул F и F' также 
совпадают - это следует из их эквивалентности.) 

Д о к аз а т е ль с т в о. Длиной формулы здесь и далее будем 
считать общее число входящих в неё знаков предикатов, кванто­

ров и логических операций. Доказательство проведём индукцией 
по длине формул. 

Формулы длины 1 - это атомные формулы; очевидно, что 
они являются приведёнными. 

Допустим, что утверждение теоремы справедливо для всех 
формул, длина которых меньше l. Докажем его для формул 
длины l. 

Пусть F - произвольная формула длины l. Она может пред-
ставлять собой выражение одного из следующих видов: 

1) F1&Fz; 
2) F1 V Fz; 
3) F1 ----> Fz; 
4) F1 rv Fz; 
5) (Vx) G(x ); 
6) (3х) G(x); 
7) G 

(формула G(x) имеет свободную переменную х и, быть может, 
ещё и другие свободные переменные). 

Рассмотрим отдельно каждый из представленных случаев. 

1) Каждая из формул F1 и Fz имеет длину меньше l. По ин­
дуктивному предположению для них существуют эквивалентные 

приведённые формулы F{ и F~ соответственно. Множества сво­
бодных переменных формул F1 и F{ (F2 и F~) совпадают; множе­

ства связанных переменных формул F1 и F{ (F2 и F~) совпадают. 

Поскольку F1 &F2 - формула, то и F{ &F~ - формула, которая 
эквивалентна формуле F и является приведённой. Требование 
согласованности множеств переменных также выполнено. 
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2) Этот случай рассматривается аналогично предыдущему. 
3) В этом случае исходная формула F эквивалентна формуле 

Ft V F2. Если длины формул Ft и F2 равны 1t и 12 соответствен­
но, то длина 1 формулы F удовлетворяет условию 1 = 11 + 12 + 1. 
Поскольку 12 ;;?: 1, то 1 ;;?: 1t + 2. Длина формулы F 1 равна 1t + 1, 
т. е. меньше, чем 1. По индуктивному предположению для формул 
F 1 и F2 существуют эквивалентные приведённые формулы F( 
и F~ соответственно. В качестве приведённой формулы, эквива­
лентной формуле F, возьмём F 1* V F~. 

4) В этом случае формула F эквивалентна формуле 

(Ft&F2) V (F1&F2). Каждая из формул Ft, F2, Ft, F2 имеет 
длину меньше 1 (это доказывается, как и в предыдущем 
пункте). Для этих формул существуют - по индуктивному 
предположению эквивалентные приведённые формулы 
F{, F~, F1*, F2. В качестве искомой приведённой формулы, 
эквивалентной формуле F, возьмём (F{&F~) V (F1*&F2). 

5) Формула G(x) имеет длину меньше 1. По индуктивному 
предположению для неё существует эквивалентная приведённая 

формула F'(x). В качестве приведённой формулы, эквивалентной 
формуле F, возьмём (\ix) F'(x). 

6) Этот случай рассматривается аналогично предыдущему. 
7) Этот случай распадается на несколько подслучаев, в зави­

симости от вида формулы G; эта формула с внешней операцией 
<<->> может быть одного из следующих видов: 

7.1) G1&G2; 
7.2) G1 v G2; 
7.3) G1 ---+ G2; 

7.4) Gt '""G2; 

7.5) (\ix)G(x); 

7.6) (Эх)G(х); 

7.7) G; 

7.8) G, где G - атомная формула; в этом случае G 
приведённая формула. 

Для подслучаев 7.1)-7.7) формула G эквивалентна соот-

ветственно формулам G1 V G2; G1&G2; G1&G2; (GI V G2)& 
&(G1 V G2); (Эх)G(х); (\ix)G(x); G. Формулы Gt, G1, G2, G2, 

G(x), G имеют длину меньше 1. Для подслучаев 7.1)-7.6) даль­
нейшие рассуждения аналогичны рассуждениям при рассмотре­

нии основных случаев 1)-6). Для подслучая 7.7) ситуация ещё 



§б. Нормальные формулы 63 

проще: можно взять приведённую формулу, эквивалентную фор­

муле G (это можно сделать по индуктивному предположению). 
Теорема доказана. 

§ 6. Нормальные формулы 

Приведённая формула называется нормальной, если она или 
не содержит кванторов, или в ней операции взятия кванторов 

следуют за всеми другими операциями. Нормальная формула 
имеет вид 

(QI XJ )( Q2x2) ... (Qkxk)F(xl, Х2, ... , Xk, Xk+l, ... ), 

где (Qixi) - квантор, а формула F(xi,X2, ... ,Xk,Xk+I, ... ) 
приведённая формула, не содержащая кванторов. 

Пр и меры. Нормальные формулы: 

Р(х, y)&Q(x, у) V R(z, у), 
('v'x)(R(x, у) V Q(x, у) V R(z, у)), 

('v'y)('v'x)(R(x, у) V Q(x, у) V R(z, у)); 

приведённые формулы, не являющиеся нормальными: 

('v'x)R(x, у) V (Эх)(Q(х, у) V P(z, z)), 
('v'x)(P(x, у) V Q(x, у) V ('v'z)R(z, у)). 

Т е орем а 14 (о нормальных формулах). Для любой форму­
лы F существует эквивалентная ей нормальная формула. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Индукцией по длине формул докажем 
следующее утверждение ( * ): для любой приведённой формулы 
длины l существует эквивалентная ей нормальная формула дли­
ны l. Из этого утверждения ( *) и теоремы 13 следует утвержде­
ние доказываемой теоремы. 

Для формул длины 1 утверждение (*) очевидно: формулы 
длины 1 - это атомные формулы, являющиеся нормальными. 

Предположим, что утверждение ( *) справедливо для формул 
длины меньше l. Докажем его для формул длины l. Приведённая 
формула F длины l может быть одного из следующих видов: 

1) F1; 
2) FI&H; 
3) F1 V F2; 

4) ('v'x) F1 (х); 
5) (Эx)FI(x); 
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Рассмотрим отдельно каждый из этих случаев. 
l) Этот случай возможен лишь тогда, когда F1 - атомная 

формула. Но в таком случае F 1 - нормальная формула. 
2) Пусть формулы F 1 и F2 имеют длины 11 и 12 соответ­

ственно. Тогда /1 + /2 + l = l. Длина каждой из формул F1 
и F2 меньше l. По индуктивному предположению существуют 
эквивалентные им нормальные формулы F[ и F2 длины 11 и 
/2 соответственно. Если каждая из этих формул не содержит 
кванторов, то формула F[ &F2 является нормальной формулой, 
эквивалентной формуле F, и имеет длину l. 

Рассмотрим теперь случай, когда какая-то из нормальных 
формул F[ и F2 (хотя бы одна) содержит квантор. Пусть, 
например, формула F[ имеет вид ('Vx)F3(x) (случай кванто­
ра существования рассматривается аналогично). Тогда формула 
F имеет вид ('Vx)F3(x)&F2. Применяя правило переименова­
ния связанных переменных, перейдём к эквивалентной формуле 

('Vx)F~(x)&F5 (той же длины l), в которой стоящие на разных ме­
стах кванторы связывают разные переменные. Применяя правило 
выноса квантора за скобки, получим эквивалентную формулу 

('Vx)(FHx)&F~). Стоящая в скобках формула F~(x)&F~ имеет 
длину l - l. Для неё в силу предположения существует эквива­
лентная нормальная формула F~(x) длины l- l. Очевидно, что 
формула (Vx) F~(x) является нормальной и имеет длину l. 

3) Этот случай рассматривается аналогично предыдущему. 
4) Формула F1 (х) имеет длину l - l. Для неё по индук­

тивному предположению существует эквивалентная нормальная 

формула F[(x) длины l- l. Очевидно, что формула ('Vx)F[(x) 
является нормальной и имеет длину l. 

5) Этот случай рассматривается аналогично предыдущему. 
Теорема доказана полностью. 



Глава V 

СХЕМЫ ИЗ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ. 

СИНТЕЗ И ОЦЕНКИ СЛОЖНОСТИ СХЕМ 

§ 1. Схемы из функциональных элементов 
в базисе {&, v,-} 

Схемой из функциональных элементов в базисе { &, V,- } 
называется помеченный ориентированный граф G = (V, Е) без 
контуров, удовлетворяющий следующим условиям. 

l) Все вершины этого графа разбиваются на три непересека-
ющихся подмножества Vi, V2, Vз так, что: 

а) V = V1 U V2 U Vз, Vi n 1tj = 1ZJ при i # j; 
б) в каждую вершину из vl не входит ни одной дуги; 
в) в каждую вершину из v2 входит по одной дуге; 
г) в каждую вершину из V3 входят по две дуги. 

2) Каждой вершине v из V1 приписана некоторая перемен­
ная xi, причём разным вершинам приписаны разные переменные. 

3) Каждой вершине v' ИЗ v2 приписан СИМВОЛ - (функциях). 
4) Каждой вершине v" из Vз приписан один из символов &, 

V (одна ИЗ фунКЦИЙ Х]&Х2, XJ V Х2). 
5) Выделено некоторое подмножество V* (V* <";::; V) вершин. 
Вершины из V1 (в которые не входят дуги) называются вхо­

дами схемы; если вершине v из V1 приписана переменная Xi, то 

говорят, что на вход v подаётся переменная Xi. 

Вершины из V2 и Vз (в которые входят дуги) называются 
(функциональными) элементами схемы. Каждая вершина из V2 
(с приписанным ей символом -) называется инвертором. Каж­
дая вершина из Vз с приписанным ей символом & называется 
конъюнктором, а каждая вершина из Vз с приписанным ей 

символом V называется дизъюнктором. 
Вершины из V* называются выходами схемы. 
На рис. IO,a приведена некоторая схема из функциональных 

элементов, имеющая два входа, один выход и четыре функцио­

нальных элемента. 

3 Н. П. Редькин 
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б х, 

Рис. 10 

х 

' 

(t', \lx,)&(x, vxJ= 
=x,ffix2 

Пусть G = (V, Е) - ориентированный граф, вершины ко­
торого занумерованы натуральными числами. Нумерацию вер­
шин графа G будем считать .монотонной, если для любой дуги 
(v, v') Е Е номер вершины v меньше номера вершины v'. 

Л е м м а 4. Любой (конечный) ориентированный граф без 
контуров допускает .монотонную нумерацию вершин. 

Д о к аз а те ль с т в о. Пусть G = (V, Е) - ориентированный 
граф без контуров. Возьмём в графе G произвольный путь Z 
максимальной длины (т. е. с максимальным числом рёбер) без 
повторяющихся рёбер; поскольку G - конечный граф и контуры 

в нём отсутствуют, то указанный путь Z найдётся. В вершину v, 
являющуюся началом пути Z, дуги не входят - иначе путь Z 
не являлся бы максимальным. Вершине v припишем номер 1 и 
удалим из G эту вершину вместе с выходящими из неё дугами. 

Точно так же в оставшемся ориентированном графе без кон­

туров G1 найдём вершину, в которую не входят дуги, и припи­

шем этой вершине номер 2, и т. д. Полученная нумерация вершин 
по построению будет монотонной для исходного графа G. Лемма 
доказана. 

Рассмотрим теперь произвольную схему S из функциональ­
ных элементов с n входами, на которые подаются переменные 
XJ, ... , Xn. Занумеруем все вершины схемы S согласно лемме 4 
так, чтобы полученная нумерация вершин была монотонной. Да­

лее всем вершинам схемы S в порядке возрастания номеров этих 
вершин сопоставим булевы функции по следующим правилам. 

Вершина VJ имеет наименьший номер и является, очевидно, 
входом схемы, на который подаётся некоторая переменная Xi. 

Тождественную функцию xi сопоставим вершине v1. 
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Рассмотрим k-ю вершину vk· Либо она является входом схе­
мы, либо в vk входит ровно одна дуга, либо, наконец, в vk входят 
две дуги. В первом случае вершине vk как входу схемы при­
писана некоторая переменная х1 ; тогда вершине vk сопоставим 
тождественную функцию х1 . 

Во втором случае в вершину vk входит ровно одна дуга, 
выходящая из некоторой вершины v. В силу монотонной ну­
мерации вершин схемы вершине v уже сопоставлена некоторая 
булева функция fv; отрицание этой функции, т. е. fv, сопоставим 
вершине vk. 

В третьем случае в вершину Vk входят две дуги, выходящие 
из некоторых вершин v', v", которым уже сопоставлены (в силу 
монотонной нумерации вершин схемы) булевы функции fv' и fv" 
соответственно. В этом случае вершине vk сопоставим булеву 

функцию fv,&fv"• если Vk - конъюнктор, или fv' V fv"• если 
vk - дизъюнктор. 

Если вершине v схемы из функциональных элементов сопо­
ставлена булева функция f, то будем говорить, что в вершине v 
реализуется булева функция f. Схема по определению реали­
зует упорядоченную систему булевых функций, сопоставленных 

выходам данной схемы. 

Л е м м а 5. Булевы функции, реализуемые в вершинах 
схемы, полностью определяются самой схемой независимо 
от монотонной нумерации вершин схемы. 

Д о к аз а т е ль с т в о проведём индукцией по числу элемен­

тов в схемах. 

Базис индукции. Для схем без элементов (такие схемы со­
держат только входы, и некоторые из этих входов являются 

одновременно и выходами схемы) утверждение леммы, очевидно, 

выполняется. 

Индуктивный переход. Пусть утверждение леммы выполня­
ется для всех схем, содержащих не более k элементов; докажем 
это утверждение для схемы S, содержащей (k + 1) элементов. 
Рассмотрим две монотонные нумерации вершин схемы S. Входам 
схемы, очевидно, сопоставляются одни и те же (тождественные) 
булевы функции как при первой нумерации, так и при второй. 

Пусть v - элемент схемы S, получивший наименьший (среди 
номеров элементов) номер при первой нумерации, и этому эле­

менту при первой нумерации сопоставлена булева функция fv· 
Поскольку в вершину v могут входить только дуги, выходящие 
из входов схемы, то и при второй нумерации элементу v будет 
сопоставлена та же самая функция fv· 

3* 
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Схеме S сопоставим схему S', получающуюся из S удалением 
всех дуг, входящих в v; вершину v в схеме S' объявим входом, 
на который подаётся у = fv· Очевидно, что всякая монотонная 
для S нумерация вершин останется монотонной и для S'. Ясно, 
что при первой нумерации одноимённым вершинам в схемах S 
и S' будут сопоставлены одни и те же функции; точно так же 
при второй нумерации одноимённым вершинам в S и в S' будут 
сопоставлены одни и те же функции. Но по предположению 

индукции в схеме S' каждой вершине окажется сопоставленной 
одна и та же булева функция как при первой нумерации, так 

и при второй; то же самое справедливо и для схемы S. Лемма 
доказана. 

Согласно лемме 5 функции, реализуемые схемой из функцио­
нальных элементов, определяются единственным образом. Часто 

функциональные элементы схем изображают в виде треугольни­

ков. Например, схему, приведённую на рис. 10,а, можно изобра­

зить ещё и так, как показано на рис. 10,6; на последнем рисунке 
указаны также функции, реализуемые в вершинах схемы, или, 

как говорят, на выходах элементов схемы. 

Пусть v и v' - две вершины схемы, а е - дуга, исходящая 
из v и входящая в v'; вершина v' будет некоторым элементом, 
а v - либо элементом, либо входом схемы. Вершинам v и v' 
сопоставлены некоторые функции ер и ер'; если v - вход схемы, 
то в этом случае ер есть некоторая переменная Xi, которая пода­

ётся на вход v. Дуга е считается входом элемента v' и выходом 
элемента v (если v - функциональный элемент). Говорят, что ер 

реализуется на выходе элемента v и подаётся на вход элемента 
v', а вход элемента v' соединён с выходом элемента v (или со 
входом схемы v). 

Две схемы называются изо.морфны.ми, если они получены 

из изоморфных графов так, что: 

1) соответствующим входам приписаны одинаковые перемен­
ные; 

2) соответствующим элементам приписаны одинаковые сим­
волы функций; 

3) выходам одной схемы соответствуют выходы другой, и 

наоборот. 

Ясно, что любые две изоморфные схемы реализуют одну 

и ту же (неупорядоченную) систему булевых функций. 
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§ 2. Синтез схем 
с использованием совершенных д.н.ф. 

Сложность произвольной схемы S определим как число 
элементов в этой схеме и обозначим через L(S). Положим 
L(f) = rniн L(S), где минимум берётся по всем схемам, реализу­
ющим булеву функцию f. Аналогично для системы функций F 
положим L(F) = rniн L(S), где минимум берётся по всем схе­
мам, реализующим систему функций F. Число L(f) называется 
сложностью реализации функции f или просто сложностью 
функции f. Аналогично, L(F) - сложность системы функций 
(оператора) F. 

Пусть Qп(xl, ... , хп) - система всех 2п конъюнкций вида 
O"J Оп xl ... xn . 
Теорема 15. L(Qп) ::;;2n+l+n-4. 
Д о к аз а т е ль с т в о проведём индукцией по n. При n = 1 

утверждение очевидно - достаточно лишь с помощью одного 

инвертора реализовать х1 . Предположим, что утверждение спра­
ведливо при n = 1, ... , k; докажем его для n = k + 1. 

Опираясь на предположение индукции, построим схему S1 

из (2k+ 1 + k- 4) элементов, реализующую все 2k конъюнкций 
Х~ 1 ... x%k· ДобаВИМ К S1 ИНВертор в-, С ПОМОЩЬЮ КОТОрОГО реа­
лизуем xk+l· Затем добавим ещё 2k+l конъюнкторов, на выходах 
которых получим требуемые конъюнкции х~ 1 ... x%kx~~~~. При ре­
ализации конъюнкции xf1 ••• x~kx~~~~ на выходе конъюнктара в& 
один вход этого конъюнктара соединим с выходом S1, на котором 
реализуется xf1 ••• x~k, а второй вход элемента в& соединим 
со входом схемы, соответствующим Xk+l, если O'k+l = 1, или 
с выходом инвертора в-, если O"k+ 1 = О; здесь и далее под вхо­
дом элемента подразумеваем дугу, входящую в данный элемент, 

а под выходом элемента (при изображении схемы графом без ис­
пользования треугольников) подразумевается сам этот элемент. 

В итоге получим схему, содержащую 2k+2 + k + 1 - 4 элемен­
тов. Теорема доказана. 

Укажем теперь простой метод синтеза схем для реализации 
произвольной булевой функции. 

Теорема 16. Любую булеву функцию от n переменных 
можно реализовать схемой, содержащей не более (3 · 2п + n -
- 5) элементов. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть дана произвольная булева функ­

ция f(xl, ... , хп)- Если f(x1, ... , хп) =О, то реализуем f схемой 
из двух элементов, приведённой на рис. 11. 
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Пусть f(x1, ... , хп) ~О. Представим f в виде 
совершенной д.н.ф.: 

f(xJ, ... ,xn) = V хf 1 ••• х~п (l) 
("l·····"n)o 

f("l·····"n)=l 

Опираясь на утверждение теоремы 15, ре­
ализуем все элементарные конъюнкции вида 

xf1 ••• х~п схемой S, содержащей не более чем 
2n+l + n- 4 элементов. К S добавим цепочку Z 

Рис. 11 из дизъюнкторов, с помощью которой реализу-
ем логическую сумму из ( 1); входы цепочки Z 

соединим с теми выходами схемы S, на которых реализуются 
слагаемые из ( 1 ). В Z войдут, очевидно, не более чем 2n - 1 
дизъюнкторов (рис. 12). 

(k -1) 
)Лt:\lt:Hl'OB 

k входов 

г----------~~~----------~, 

Рис. 12 

В итоге получим схему, удовлетворяющую требованию теоре­

мы. Теорема доказана. 
При конструктивном доказательстве теоремы 16 строилась 

схема, в понятном смысле <<моделирующая>> совершенную д.н.ф. 

реализуемой булевой функции. 

§ 3. Метод Шеинона 

Пусть L(n) = шaxL(f), где максимум берётся по всем бу­
левым функциям от n переменных; функцию L(n) обычно 
называют функцией Шеннона. Содержательный смысл функ­
ции Шеинона прост - это наименьшее возможное число эле-
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ментов, достаточное для реализации любой булевой функции 

от n переменных. Из теоремы 16, очевидно, следует оценка 
L(n) ~ 3 · 2п + n- 5. Эту оценку можно существенно улуч­
шить, если воспользоваться методом синтеза схем, предложен­

ным Шенноном. С использованием этого метода получим оценку 

8 · 2n 
L(n) ;S --

n 

(запись a(n) ;S Ь(п) означает, что liш аь((п)) ~ 1). 
n---+(X) n 

Пусть J(x1, ... , хп) - произвольная булева функция от n 
переменных. Разложим функцию f по (n- k) переменным: 

(1) 

Схема S для функции f строится из трёх блоков (подсхем), 
показанных на рис. 13: 

1) блока, реализующего Qn-k(xi, ... , Xn-k); 
2) блока, реализующего систему Vk(Xп-k+I, ... , хп) всех 22k 

булевых функций от k переменных Xn-k+I, ... , xn; 
3) блока, осуществляющего соединение первых двух блоков 

в соответствии с представленнем ( 1). 

х, 

Рис. 13 
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В третьем блоке на каждое слагаемое из ( 1) приходится 
не более одного конъюнктара и не более одного дизъюнктора. 

Следовательно, 

(2) 

Реализуя каждую функцию ИЗ vk отдельной подсхемой и 

используя теорему 16, получаем оценку 

L(Vk) ~ 2k+2 . 22k. (3) 

Из (2), (3) и теоремы 15 имеем 

L(S) ~ 4 · 2n-k + 2k+2 · 22k + n- k- 4. (4) 

Положим (при достаточно больших n) 

k = llog ( n - 3 log n) J . 

(Здесь и далее используются обозначения: l а J - целая часть 
числа а; log а - двоичный логарифм а.) 

Тогда 

log(n- 3logn)- 1 < k ~ log(n- 3logn), 
n- 3logn k 

2 < 2 ~ n - 3 log n, 

2k 2n 
2 ~з· n 

Из (4) и последних оценок следует, как нетрудно убедиться, 
требуемая оценка 

L( n) ;S 8 . 2n . 
n 

§ 4. Асимптотически оптимальный метод синтеза схем 
(метод Лупанова) 

Вначале введём специальное представление булевых функ­

ций. Пусть f(x1, ... , хп) - про из вольная булева функция; зада­
дим её таблицей (табл. 8). 

В этой таблице значение функции f на наборе ( O"J, ... 

. . . , O"n-k, O"n-k+i, ... , о-п) помещается на пересечении столбца, 
соответствующего (о-1, ... , O"n-k), и строки, соответствующей 
(o-n-k+i• ... ,о-п). Разобьём по строкам таблицу на полосы AJ, ... 
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Таблица 8 

u 

u 

u о ~----------+---------- } : 
------------т-----------

Ci., 

------ ----------------- l ' 
~--------------~--~--------------------------~JГ s~s 

/ 

... , Ар по s строк в полосе (последняя полоса может содержать 
меньшее число строк). Ясно, что 

2k 
р:::;;--+1. 

s 

Пусть fi - функция, совпадающая с f на полосе Ai и равная О 
вне этой полосы. Очевидно, что 

р 

f(x1, ... ,хп) = V fi(x1, ... ,хп) = 
i=1 

р Qj ()n-k v v Х1 ... Xп-kfi(0'1,···,0'n-k,Xn-k+1·····Xn)= 
'=1 (O"J , ... ,О"п-k) 

O"J о-"- k р 
V х 1 ... Xn-k V fi(0'1,···,0'n-k,Xn-k+1····,Xп)· (1) 

(QJ, ... ,Qп-k) '=1 

Заметим, что каждая из функций fi(0'1, ... , O'n-k· Xn-k+1, ... , Хп) 
задаётся одним столбцом таблицы для функции fi и поэтому 
принимает значение 1 не более чем на s наборах; число раз­
личных функций fi(0'1,··· ,O'n-k,Xn-k+1···· ,хп) (при фиксиро­
ванном i) не превосходит 28 . 

Опишем теперь метод синтеза, основанный на специальном 
представлении (1). Схема S для функции f составляется из 
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б блоков (соединение блоков условно показано на рис. 14; двой­
ной линией очерчен блок, содержащий <<почти все>> элементы 

схемы, что будет видно из дальнейшего). 

х, х •.• х .. 

Рис. 14 

Блок А реализует систему Qn-k (xi, ... , Xn-k) всех конъюнк­
ций переменных XJ, ... , Xn-k; по теореме 15 

L(A) ~ 2n-k+l + n- k- 4. 

Блок В реализует систему Q( Xn-k+ 1, ... , хп) всех конъюнк­
ций переменных Xn-k+i, ... , хп; по теореме 15 

L(B) ~ 2k+i + k - 4. 

Блок С реализует все различные функции fi( о- 1 , ... 
. . . , O"n-k. Xn-k+l, ... , хп). Из сказанного выше следует, что 
для реализации одной такой функции (с использованием 
конъюнкций, реализованных блоком В) требуется не более, чем 
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s дизъюнкторов (или один конъюнктор, если функция равна 0). 
А в целом 

L(C) ~ ps · 2.s. 

Блок D реализует все функции 

р 

V fi((JJ, ···, (Jn-k. Xn-k+i• ···, Хп) = 
i=l 

L(D) ~ р. 2n-k. 

Блок G осуществляет умножение 

UJ <Тп-kJ( )· Xi ... Xn-k (JJ, ... ,(Jn-k,Xn-k+i····,Xn, 

L(G) ~ 2n-k. 

Наконец, блок F реализует функцию f(x1, ... , хп) как дизъ­
юнкцию функций, реализованных блоком G; 

L(F) < 2n-k. 

Таким образом, 

L(S) ~ L(A) + L(B) + L(C) + L(D) + L(G) + L(F) < 
< 2n-k+i + n- k- 4 + 2k+i + k- 4 + ps2.s + p2n-k + 2n-k+i ~ 

2k 
~ 5 · 2n-k + 3 · 2k + (- + l) ( 2n-k + S · 2.s). 

s 
Положим k = lЗlog n J, s = l n - 5log n J. Непосредственной 

проверкой нетрудно убедиться, что при таком выборе парамет­

ров k и s 

L(S) ~ ~ ( l +О co~n)), 
и, следовательно, имеет место 

т е о р е м а l 7. L( n) ~ ~ ( l + о со~ n) ). 
§ 5. Мощиостной метод получения нижней оценки 

для сложности схем 

Общий приём, с использованием которого можно получить 
нижнюю оценку для L(n), был предложен К. Шенноном. Этот 
приём основан на том соображении, что схем малой сложности 

мало и их не хватает для реализации всех функций от n пере-
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менных, в связи с чем существуют функции, требующие схем 

большей сложности. 
Обозначим через N(n, k) число различных (неизоморфных) 

схем из функциональных элементов в рассматриваемом базисе 

{&, V, -}, имеющих не более n полюсов (входов), соответству­
ющих некоторым переменным из множества {х1, ... , хп}, один 
выход и не более k элементов. Кроме того будем рассматривать 
схемы, у которых каждый вход и каждый элемент, не являю­

щийся выходным элементом (выходом) схемы, соединены выхо­
дящими из них дугами с некоторыми элементами (иначе полюс 
или элемент можно из схемы удалить и реализовать заданную 

функцию более <<простоЙ>> схемой с меньшим числом входов или 
элементов). Получение нижней оценки основано на следующем 
утверждении. 

Л е м м а 6 (о нижней оценке). Если для некоторой функ­
ции k(n) при n--+ оо выполнено условие 

N(n, k(n)) --+ 0 
22" ' 

( l) 

то, начиная с некоторого n, имеет место оценка 

L(n) > k(n), 

причём доля тех функций f(x1, ... , хп), для которых L(f) ~ 
~ k(n), стремится к О с ростом n. 

Доказательство. Каждая функция f(xJ, ... ,xп). такая, 
что L(f) ~ k(n), реализуется некоторой схемой, содержащей 
не более n полюсов и не более k(n) элементов, причём разные 
функции требуют разных схем. Поэтому число таких функций f 
не превосходит N(n, k(n)), и в силу условия (l) их доля среди 
всех 22" функций от n переменных стремится к О с ростом n. 
Тем самым вторая часть утверждения леммы доказана. 

Из ( l) следует, что, начиная с некоторого n, выполняется 
неравенство 

N(n, k(n)) l 
22" < 2' 

т. е. при этих n по крайней мере половина всех функций от n 
переменных имеет сложность выше k(n), а потому L(n) > k(n). 
Лемма доказана. 

Таким образом, задача получения нижней оценки для функ­

ции Шеннона L(n) свелась к оценке величины N(n, k(n)) 
и к подбору функции k(n), имеющей по возможности большие 
значения и удовлетворяющей условию леммы. 

Оценим число схем N(n, k(n)). 

Андрей
Карандаш
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Лемма 7. N(n,k) ~ (32(n+k))n+k+3. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Рассмотрим схему, содержащую п' ~ n 

входов, k1 инверторов и k2 конъюнктаров и дизъюнкторов. Эта 
схема обладает следующими свойствами: 

l) она имеет п' + k1 + k2 вершин, причём некоторые из этих 
вершин отмечены символами переменных xi 1, ... , хiп' из множе­

ства {х 1 , ... , хп}, а остальные- символами &, V, -; кроме того, 
вершине, из которой не выходит ни одна дуга (такая вершина 

единственна), приписана метка *; 
2) она имеет k1 + 2k2 дуг, причём в каждую вершину, от­

меченную символом , входит одна дуга, а в каждую вершину, 
отмеченную символом & или V, входят две дуги; 

3) для каждой вершины существует путь, ведущий из этой 
вершины в вершину, помеченную символом * (поскольку из каж­
дого входа и из каждого элемента, отличного от выходного, 

выходят дуги, а контуры отсутствуют). 
Обозначим через S(n, п', k1, k2) множество всех схем, 

обладающих перечисленными тремя свойствами, а через 

N(n,n',k 1,k2)- их число. Ясно, что 

N(n, k) ~ 
п1 .kl.k2' 

п'~п.kl +k2(k 

Оценим величину N(n, п', k1, k2). 

(2) 

Для произвольной схемы из S(n,n',k!,k2) возьмём соотне­
сённый граф. Очевидно, что в этом графе можно выделить дере­
во с корнем в вершине *· содержащее все вершины графа (такое 
дерево можно получить, удаляя из исходного связного соотне­

сённого графа в произвольной последовательности циклические 

рёбра). Исходя из сказанного, каждую схему из S(n,n',k!,k2) 
можно построить следующим образом. 

l) Выбирается дерево с корнем, содержащее п' + k1 + k2 
вершин и п' + k1 + k2 - l рёбер; согласно верхней оценке для 
числа корневых деревьев (теорема 4) это можно сделать не более, 
чем 4п'+k1+k2 ~ 4n+k1+k2 способами. 

2) Корню приписывается символ *· а дуги ориентируются; это 
делается не более, чем 2n+k1+k2 способами. 

3) Из множества {х 1 , ••• ,хп} выбираются п' переменных 
. сп' 2n u Xi 1 , ••• , Хiп', для этого имеется n ~ возможностеи. 

4) Одна из вершин отмечается символом Xi 1 , другая - симво­
лом Xi2 и т. д., некоторая п'-я вершина отмечается символом Xi , ; 

для выбора каждой вершины имеется не более п' + k1 + k2 воЗ-
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можностей, поэтому вариантов выбора всех вершин не больше 

(п' + k1 + k2)n' ~ (п + k1 + k2)n. 
5) Среди k1 + k2 вершин, не отмеченных символами перемен­

ных, выбираются k1 вершин и отмечаются символом -; это мож­
но сделать c:i+k2 ~ 2k1 +k2 способами. Каждая из остальных k2 
вершин отмечается каким-нибудь символом из { &, V}; для этого 
имеется 2k2 возможностей. 

6) Полученный граф (ориентированное дерево) содержит 
п' + k1 + k2 - 1 дуг (на одну меньше числа вершин), а всего 
в графе должно быть (k1 + 2k2 ) дуг. Для недостающих k 1 + 2k2 -

- (п' + k1 + k2- 1) = k2- п' + 1 дуг известны вершины, в ко­
торые они входят (поскольку в каждую вершину, помеченную & 
или V, должны входить две дуги, а в каждую вершину, помечен­
ную -, - одна дуга). Второй конец каждой из этих дуг можно 
выбрать не более чем п' + k1 + k2 способами; при этом всего 
вариантов выбора не больше (п' + k 1 + k2)k2 ~ (n + k 1 + k2)k2. 
После этого шага схема полностью построена. 

Величина N(n, п', k1, k2) не превосходит произведения оценок 
из п. 1)-6): 

N(n п' k k ) :(: 4n+ki +k2 . 2n+ki +k2 Х 
' ' 1, 2 ~ 

Х 2n(n + kl + k2)n. 2kJ+k2. 2k2(n + kl + k2)k2 ~ 

~ (32(n + k1 + k2))n+ki+k2 = (32(n + k))n+k. 

При суммировании в (2) по п', k 1 и k2 для вычисления N(n, k) 
индекс п' может принимать не более n значений (от 1 до n), 
а каждый из индексов k 1 и k2 - не более k + 1 значений (от О 
до k). Поэтому 

N(n, k) ~ n(k + 1) 2 (32(п + k))п+k. 

Отсюда, поскольку n ;;?: 1, окончательно получаем 

N(n, k) ~ (32(п + k))n+k+З. 

Лемма доказана. 
С использованием последних двух лемм докажем теперь сле­

дующее утверждение. 

Т е орем а 18 (нижняя оценка сложности схем). При всех 
достаточно больших n 

2n 
L(n) > -, 

n 
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и доля тех функций f(xl, ... ,xп), для которых L(f)::::::; 2:, 

стремится к О с ростом n. 
Д о к аз а т е ль с т в о. Для доказательства теоремы достаточ­

но проверить выполнимость условия ( 1) леммы б и применить 
затем эту лемму при k(n) = 2:. Условие (1), очевидно, эквива­
лентно при этом условию 

2n 
logN(n,-) -2n ~-ос. (3) 

n 
Используя лемму 7, получаем цепочку соотношений 

2n 2n 2n 
log N ( п, -) - 2n :=::::; ( n + - + 3) ( 5 + log ( n + -)) - 2n :=::::; 

n n n 
2п 2п+2 

:=::::; (n +- + 3)(5 + log -)- 2n = 
n n 

2n 
= ( n + - + 3) ( n + 7 - log n) - 2n = 

n 
2n 2n 

= -- log n + 7- + n 2 - n log n + 1 Оп - 3log n + 21 = 
n n 

2n 
= --log n(l - o(l)). 

n 
Последняя величина стремится к -оо, и условие (3), а с ним 

и условие (1) леммы б, оказывается выполненным. Теорема до­
казана. 

Сопоставляя верхнюю и нижнюю оценки для L(n) (теоре­
мы 17 и 18), получаем следующее утверждение. 

Т е орем а 19 (0. Б. Лупанова). Имеет место асимптоти-
ческое равенство 

2n 
L(n)'"" -, 

n 

причём доля тех функций f(x 1, ... , хп), для которых L(f) ::::::; 2:, 

стремится к О с ростом n. 
Таким образом, почти все булевы функции являются асимп­

тотически самыми сложными, и метод Лупанова строит для 
почти всех функций почти наилучшие (асимптотически наилуч­
шие) схемы. 
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ТЕСТЫ 

§ 1. Полные диагностические тесты для таблиц. 
Оценки длины тестов 

Пусть М - произвольная прямоугольная булева таблица с 

попарно различными столбцами. Подмножество Т строк таб­

лицы М называется полным диагностическим тестом (или 
просто тестом) этой таблицы, если для любых двух столбцов 
этой таблицы в Т найдётся строка, на пересечении с которой 

данные столбцы содержат различные элементы. Число строк, 

содержащихся в тесте Т, называется длиной этого теста. Тест 

наименьшей возможной длины для данной таблицы называется 

минимальным. 

Т е орем а 20 (верхняя оценка длины теста таблицы). Для 
любой булевой таблицы, содержащей т попарно различных 
столбцов, существует полный диагностический тест, длина 
которого не превосходит т - 1. 

Д о к аз а т е ль с т в о проведём индукцией по числу столбцов 
в таблице. При т = 1, 2 утверждение очевидно: при т = 1 тест 
пуст, а при т = 2 в качестве теста можно взять любую строку, 
в которой столбцы содержат различные значения. Предположим, 
что утверждение справедливо для всех рассматриваемых таблиц, 

содержащих 1, 2, ... , k столбцов; докажем его для таблиц, содер­
жащих k + 1 столбцов. 

Пусть М - произвольная булева таблица, содержащая k + 1 
попарно различных столбцов. Произвольным образом выберем 

в М строку А, содержащую хотя бы один нуль и хотя бы 
одну единицу; такая строка найдётся, поскольку все столбцы 

таблицы М по условию попарно различны. Исходную таблицу 

М разобьём на две непересекающиеся подтаблицы М о и М1, 
причём к Мо (к М1 ) отнесём все столбцы из М, содержащие в 
строке А одни лишь нули (соответственно одни лишь единицы). 
Число столбцов в Mi обозначим через тi ( i = О, 1); очевидно, 
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что т0 + т 1 = k + 1. Из попарного различия всех столбцов в 
исходной таблице А1 и из способа разбиения А1 на Л10 и А11 
непосредственно следует, что: а) все столбцы в A1i, i = О, 1, 
попарно различны; б) объединение тестов для Л10 и А11 со стро­
кой А дает тест для А1. Отсюда и из предположения индукции 
следует, что для A1i, i = О, 1, можно построить полный диагно­
стический тест из не более, чем тi - 1 строк. Объединяя тесты 
для А1о и А11 со строкой А, получим полный диагностический 
тест для исходной таблицы А1, который содержит не более, чем 

(то- 1) + (т 1 - 1) + 1 = k строк. Теорема доказана. 
Отметим, что оценка теоремы 20 неулучшаема (в общем 

случае). Это следует, например, из табл. 9, в которой столбец 
S1 содержит только нули, а каждый из остальных столбцов 

Si, i = 2, ... , т, содержит ровно одну единицу, находящуюся в 
(i- 1)-й строке. Легко заметить, что полный диагностический 
тест для этой таблицы должен содержать все т - 1 строк с 

единицами. 

Таблица 9 

51 52 5з 54 5m 

о 1 о о о 

о о 1 о о 

о о о о 

о о о о 

Т е орем а 21 (нижняя оценка длины теста таблицы). Пол­

ный диагностический тест для всякой таблицы, содержащей 
т попарно различных столбцов, содержит не менее pog т l 
строк. (через 1 а l обозначается наименьшее целое число, не мень­
шее а). 

Д о к аз а т е ль с т в о проведём индукцией по т. При 
т= 1, 2 оценка очевидна. Предположим, что оценка справед­
лива для таблиц, содержащих 1, 2, ... , k столбцов. Возьмём 

произвольную таблицу А1, содержащую k + 1 попарно различных 
столбцов. Пусть Т - тест минимальной длины для этой 

таблицы, содержащий строки S1, S2, ... , Sr. Возьмём строку S1 
и разобьём таблицу Т на две подтаблицы То и Т1 : подтаблица 
Ti (i Е {0, 1}) состоит из столбцов, содержащих i в строке S1. 

Ясно, что одна из этих подтаблиц, например, То, содержит не 

менее kti попарно различных столбцов и т- 1 строк S2, ... , Sr-1 
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должны составлять тест этой подтаблицы. Следовательно, по 
предположению индукции должно выполняться неравенство 

г k + 1l r - 1 ? llog - 2- , 

из которого следует требуемое неравенство 

r ? llog ( k + 1 ) l· 
Теорема доказана. 

Легко заметить, что нижняя оценка, доставляемая теоре­
мой 21, достигается на таблице, столбцы которой имеют высоту 
llog т l и являются двоичными записями чисел О, 1, ... , т - 1. 

§ 2. Тесты для схем. Построение минимальных тестов 
методом Яблонского 

Будем рассматривать схемы из функциональных элементов в 
базисе { &, V, -}. Предположим, что на схемы воздействует неко­
торый источник неисправностей и в результате такого воздей­

ствия некоторые элементы схем могут приходить в неисправные 

состояния. Для определённости ограничим класс неисправностей 

константными неисправностями на выходах элементов. В этом 

случае каждый неисправный элемент схемы выдаёт либо кон­

станту О, либо константу 1 (при этом не исключается одновре­
менное наличие в схеме неисправных элементов, реализующих 

константу О, и неисправных элементов, реализующих констан­
ту 1). 

Пусть S - некоторая схема из функциональных элементов, 

реализующая булеву функцию f(x), х = (х 1 , ... , хп). Допустим, 
что схема S под воздействием источника неисправностей пере­
ходит в некоторую схему S', содержащую неисправные элементы 
и реализующую некоторую функцию g(x), которую обычно на­
зывают функцией неисправности; функцию неисправности g(x) 
будем считать тривиальной, если g(x) = f(x), и нетривиальной 
в противном случае. 

Всякое множество Т входных наборов (т. е. наборов значений 
переменных, подаваемых на входы) схемы S называется полным 
проверяющим тестом для S, если для любой нетривиальной 
функции неисправности g(x) в Т найдётся хотя бы один такой 
набор <J, что f(<J) -=f. g(<f). 

Знание значений, выдаваемых схемой на наборах из полного 
проверяющего теста, очевидно, позволяет выяснить, является ли 
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схема исправной и реализует требуемую функцию или же она 

неисправна и реализует функцию, отличную от требуемой. 
Длиной теста называется число наборов, составляющих тест. 
Кроме проверяющих, часто рассматриваются ещё и диагно­

стические тесты. 

Всякое множество Т входных наборов схемы S называется 
полным диагностическим тестом для этой схемы, если Т яв­
ляется полным проверяющим тестом для S и, кроме того, для 

любых двух различных функций неисправности g' (х) и g" (х) 
схемы S в Т найдется набор (j такой, что g' ((J) i= g" ((J). 

Из данного определения следует, что полный диагностиче­
ский тест позволяет не только установить факт неисправности 

схемы, но и указать, какую именно функцию неисправности 

реализует схема (если она неисправна). При этом, естественно, 
предполагается, что состояние схемы (т. е. множество неисправ­
ных элементов и характер неисправностей этих элементов) за 
время тестирования не изменяется. 

Заметим, что в качестве тривиального теста всегда, очевидно, 
можно взять тест, содержащий все 2n входных наборов схе­

мы, реализующей булеву функцию от n переменных. Однако 
наибольший интерес представляют 

минимальные тесты, т. е. тесты, 

содержащие наименьшее возможное 

число наборов. Опишем построе­
ние минимальных тестов методом 

С. В. Яблонского, совмещая общие 
рассуждения с их иллюстрацией на 

конкретном примере схемы, изоб­
раженной на рис. 15 и реализую­
щей в исправном состоянии функцию 

f(x1, х2) = х1 Е1Э х2. Для большей яс-

Е • 

Е, 

ности весь процесс построения разо- Рис. 15 
бьём на ряд отдельных этапов. 

х, 

Е, 

Е, 

1. Нахождение функций неисправности. Рассмотрим всевоз­
можные комбинации неисправностей элементов и для каждой 

комбинации найдём соответствующую ей функцию неисправно­
сти. В результате получим таблицу функций неисправности за­

данной схемы (табл.10). В этой таблице в 1-м, ... , 5-м столбцах 
указаны состояния соответствующих элементов схемы, причём 

используемые обозначения имеют следующий смысл: <<И>> - эле­
мент исправен; <<0» - элемент неисправен и реализует константу 
О; << 1 » - элемент неисправен и реализует константу 1; <<*» -
элемент может находится в любом состоянии (как в исправном, 
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Таблица 10 

Состояния элементов схемы S Реализуемая схемой 

Е1 Е2 Ез Е4 Es функция неисправности 

о * * * * о 

1 * * * * 1 

и о о * * о 

и о 1 * * 1 

и о и * о о 

и о и * 1 Xi 

и о и * и х1&х2 

и 1 * * * 1 

и и о о * о 

и и о 1 * Х2 

и и о и * Xi&X2 

и и 1 * * 1 

и и и о о о 

и и и о 1 XJ 

и и и о и XJ&X2 

и и и 1 о Х2 

и и и 1 1 Xi V Х2 

и и и 1 и Xi V Х2 

и и и и о х1&х2 

и и и и 1 Xi V Х2 

и и и и и Х1Х2 V Х1Х2 = Xi $ Х2 

так и в неисправном). В последнем столбце таблицы указаны все 
функции неисправности. 

Первая (вторая) строка таблицы соответствует случаю, когда 
выходной элемент Е1 схемы неисправен и реализует константу О 
(l); в этом случае независимо от состояния остальных элементов 
схемы на её выходе будет реализована константа О (1), что 
и указано в верхних двух строках таблицы. Если элемент Е 1 
исправен, а элементы Е2, Ез неисправны и реализуют константу 
О, то независимо от состояний элементов Е4, Es на выходе схемы 
будет реализована константа О, что и указано в третьей строке 
таблицы. Четвёртая строка таблицы соответствует случаю, когда 
элемент Е 1 исправен, Е2 реализует константу О, Е3 - констан-
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ту 1, а Е4 , Е5 могут быть в любых состояниях - при указанных 
состояниях элементов Е2, Ез состояния элементов Е4, Е5 уже 
не влияют на реализуемую схемой функцию. Подобным образом 

заполняется и остальная часть таблицы. 

Как видно из этой таблицы, учёт того обстоятельства, что 

иногда состояние лишь части элементов схемы полностью опре­

деляет реализуемую схемой функцию неисправности, позволяет 
значительно сократить размеры таблицы (в нашем примере пол­

ное перечисление всевозможных состояний элементов привело 

бы к таблице, содержащей 35 = 243 строки). 
2. Табличное задание функций неисправности. Исходную 

функцию f и все попарно различные функции неисправности 

91, ... , 97 зададим табл. 11. 

Таблица 11 

J= 94 = 96 = 97 = 
Xi Х2 = Xi $Х2 91 =о 92 = 1 93 = Xi =Х1Х2 95 = Х2 =Х1Х2 = Xi V Х2 

о о о о 1 о о о о о 

о 1 1 о 1 о о 1 1 1 

1 о 1 о 1 1 1 о о 1 

1 1 о о 1 1 о 1 о 1 

Задача поиска минимального диагностического теста для за­
данной схемы теперь, очевидно, сведена к задаче построения 

минимального (т. е. содержащего наименьшее возможное число 
строк) теста таблицы, составленной из столбцов значений функ­

ций f' 91' 92' ... '97. 
3. Построение вспомогательной таблицы. По табл. 11 

функций неисправности составим табл. 12, в которой строки 
соответствуют всевозможным парам функций из табл. 11, 
а столбцы - наборам значений переменных х 1 , х2; на пересе­
чении i-й строки и j-го столбца ставим 1 в том и только в 

том случае, когда значения двух функций, соответствующих 

i-й строке, различны на входном наборе, соответствующем j-му 

столбцу, i= 1,2, ... ,28; j= 1, ... ,4. 
4. Построение теста. Дальнейшая задача - собственно 

построение теста - заключается теперь в решении задачи на 

покрытие для табл. 12: нужно из множества столбцов выбрать 
наименьшее по мощности подмножество (покрытие) такое, чтобы 
содержащиеся в этих столбцах единицы покрывали в совокупно­

сти все строки таблицы (всякая единица в строке по определе­
нию покрывает эту строку). Нетрудно заметить, что найденное 
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Таблица 12 

Входные наборы 

Пары функций 1-й набор 2-й набор 3-й набор 4-й набор 

(0,0) (0, 1) ( 1, О) ( 1' 1) 

(J, 91) 1 1 

(J, 92) 1 1 

(J, 9з) 1 1 

(J, 94) 1 

(J, 95) 1 1 

(J, 96) 1 

(J, 97) 1 

(91' 92) 1 1 1 1 

(91. 9з) 1 1 

(91' 94) 1 

(91' 95) 1 1 

(91.96) 1 

(91' 97) 1 1 1 

(92.93) 1 1 

(92. 94) 1 1 1 

(92.95) 1 1 

(92.96) 1 1 1 

(92. 97) 1 

(9з.94) 1 

(93,95) 1 1 

(93,96) 1 1 1 

(9з. 97) 1 

(94.95) 1 1 1 

(94.96) 1 1 

(94. 97) 1 1 

(95.96) 1 

(95, 97) 1 

(96. 97) 1 1 

при этом подмножество столбцов, т. е. подмножество входных 

наборов нашей схемы, даст некоторый минимальный полный ди­

агностический тест: ведь поскольку для каждой строки имеется 

столбец в найденном подмножестве, покрывающий эту строку 
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(т. е. имеющий единицу на пересечении с этой строкой), то 
это означает, что в найденном подмножестве наборов значений 

переменных есть набор, на котором принимают разные значения 
функции из пары, соответствующей данной строке. 

Рассматриваемый ниже способ решения задачи на покры­
тие заключается в том, что вначале по табл. 12 составляется 
некоторое специальное выражение - <<Произведение сумм» П 2:::. 
затем осуществляется переход к <<сумме произведениЙ>> (2::: П), 
последнее выражение упрощается и, наконец, из него выбирается 

слагаемое, соответствующее минимальному тесту. 

Поставим в соответствие каждому набору табл. 12 свою бук­
ву: 1-му набору - а 1 , 2-му - а2, ... , 4-му - а4. Для i-й 
строки составим дизъюнкцию Di некоторых букв из множества 
{ а 1 , ... , щ} согласно правил у: буква aj входит в Di в том и 
только в том случае, когда j-й столбец содержит единицу в 

пересечении с i-й строкой (i = 1, ... , 28; j = 1, ... , 4). Объединяя 
D1, ... , D2в в произведение, получим 

П 2:::: = (а2 V аз)(аl V а4)(а2 V а4)а2(аз V щ)аза4& 

&(ai V а2 V аз V щ)(аз V а4)аз(а2 V щ)а2(а2 V аз V а4)(а1 V а2)& 
&(а! V а2 V щ)(а1 V аз)(аl V аз V щ)а1а4(а2 V аз)(а2 V аз V а4)& 

&а2(а2 V аз V щ)(а2 V аз)(а2 V щ)щаз(аз V а4). 

Далее нужно раскрыть скобки и упростить (используя при 
необходимости свойства ассоциативности и коммутативности 

операций конъюнкции и дизъюнкции) полученное выражение в 
соответствии с соотношениями 

а · а = а, А V АВ = А, 

где а - буква, А и В - некоторые произведения букв. 
Но если в исходном произведении сумм имеются сомножите­

ли вида ai(ai V aj V ... V at), то с учетом дальнейших упро­
щений сомножитель (ai V aj V ... V at) можно отбросить, т.к. 
ai(ai V щ V ... V at) = ai. С учётом этого замечания вместо ис­
ходного П L получим выражение 

а1а2аза4, 

которое уже не требует дальнейших упрощений и задает един­

ственный (тривиальный) полный диагностический тест, включа­
ющий все четыре набора значений переменных х 1 х2. 

В общем случае после раскрытия скобок и упрощений полу­

чается выражение L П. в котором каждое слагаемое соответ-



88 Гл. Vl. Тесты 

ствует некоторому тупиковому тесту, т. е. тесту, из которого 

уже нельзя выбросить ни одного набора. Последнее утверждение 
следует из того, что при раскрытии скобок в П L (т. е. при 
перемножении) получаются все без исключения тесты, а после 
проведеиных преобразований в соответствии с упрощающими 

соотношениями останутся слагаемые, в каждом из которых нель­

зя выбросить уже ни одного сомножителя, т. е. эти слагаемые 

соответствуют тупиковым тестам. Среди полученных тупиковых 
тестов будут и все минимальные тесты. 

Для прежней схемы S, пользуясь тем же способом, найдём 
теперь минимальный полный проверяющий тест. В этом слу­

чае в табл. 12 следует оставить только верхние семь строк, 
отвечающих парам функций вида (f, gi), содержащим исходную 
функцию f. В качестве П L имеем выражение 

(а2 V аз)(аi V щ)(а2 V щ)а2(аз V щ)аза4, 

от которого после соответствующих преобразований остаётся 

единственное слагаемое 

это слагаемое задаёт единственный (в данном примере) мини­
мальный полный проверяющий тест Т = { (0, 1), ( 1, О), ( 1, 1)} из 
трех наборов. 

§ 3. Верхние оценки 
длины единичных тестов для схем 

Рассмотрим частный (но вместе с тем интересный и важный) 
случай, когда решается задача диагностики схем при наличии в 

них не более одного неисправного элемента. Понятие единичного 
теста (проверяющего или диагностического) вводится точно так 
же, как и выше, но только с учетом принятого ограничения -
неисправным в схеме может быть только один элемент. 

Т е орем а 22 (верхняя оценка длины единичного теста для 
схем). Для всякой схемы из s функциональных элементов .мож­
но построить единичный диагностический тест, содержащий 
не более 2s наборов. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Поскольку для каждого из s элементов 
схемы возможны лишь два неисправных состояния (в одном из 
них элемент выдает константу О, а в другом - константу 1), то 
общее число попарно различных нетривиальных функций неис­

правности в рассматриваемом случае не превосходит 2s. Возь­
мём таблицу Т, задающую исходную функцию f (реализуемую 
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схемой в исправном состоянии) и все нетривиальные функции 
неисправности. Таблица Т содержит не более, чем (2s + 1) столб­
цов, и всякий тест этой таблицы, очевидно, является единичным 

диагностическим тестом для исходной схемы. По теореме 20 для 
таблицы Т существует тест, длина которого не превосходит 2s; 
отсюда следует и утверждение доказываемой теоремы. 

Ранее было установлено (теорема 17), что любую булеву 
функцию от n переменных можно реализовать схемой из функ­
циональных элементов, содержащей асимптотически не более, 

чем 2~' элементов. Отсюда и из теоремы 22 вытекает 
Т е орем а 23 (верхняя оценка длины единичного теста). Лю­

бую булеву функцию от n переменных можно реализовать 
схемой, допускающей единичный диагностический тест, дли-

д 2п+l 
на которого асимптотически не превосхо ит -n-· 

§ 4. Синтез легкотестируемых схем 

Поскольку единичный диагностический тест является так­
же и проверяющим, то утверждения и оценки последних двух 

теорем остаются в силе и применительно к единичным прове­

ряющим тестам. Эти утверждения можно существенно усилить, 
а верхние оценки длины единичных проверяющих тестов пони­

зить от экспоненциальных до линейных в случае схем из функ­
циональных элементов в некоторых других базисах, например, 

в базисе { &, \!),О, 1 }. Именно такой случай рассмотрим ниже и 
конструктивно докажем следующее утверждение. 

Т е орем а 24 (о единичных тестах для легкотестируемых 
схем). Любую булеву функцию от n переменных можно ре­
ализовать схемой из функциональных элементов в базисе 
{ &, $,О, 1 }, допускающей при константных неисправностях 
на выходах элементов<<&>>,<<\!)>> единичный проверяющий тест 
длины n + 3. 

Д о к аз а т е ль с т в о. Пусть задана про из вольная булева 
функция f(xl, ... , хп), существенно зависящая от всех своих 
переменных (несущественные переменные можно отбросить). 
Представим эту функцию полиномом Жегалкина 

f(x1, ... ,Хп) = L Xm 1 ••• Xmi 

(mJ, ... ,mi) 

(в котором все слагаемые попарно различны и каждое слагаемое 

определяется соответствующим набором номеров (m1, ... , mi) во­
шедших в него переменных). В соответствии с данным представ-
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лением строится и схема S, изображённая на рис. 16. В этой 
схеме каждая вертикальная цепочка Zj из конъюнктаров реали­
зует некоторое слагаемое (конъюнкцию Kj) из полинома Жегал­
кина, причём крайняя левая цепочка Z1 реализует конъюнкцию 

К1 = Ха 1 Ха2 ... Xar, содержащую наименьшее число букв (если 
в полиноме Жегалкина наименьшее число букв содержат сразу 
несколько конъюнкций, то в качестве К1 берётся любая из них). 
Если в полиноме Жегалкина в качестве слагаемого присутствует 
константа 1, то к схеме S добавляется ещё один элемент <<$>> 
и один вход этого элемента соединяется с выходом схемы S, 
на второй вход подается константа 1 (со входа схемы), а выход 
становится выходом всей схемы. 

Рассмотрим множество Т из (n + 3) входных наборов, в кото-
рое входят наборы 0:1 = (0, 1, 1, ... , 1, 1), 0:2 = ( 1, О, 1, ... , 1, 1), ... , 
O:n = (1,1,1, ... ,1,0), O:n+l = (1,1,1, ... ,1,1), O:n+2 = (0,0,0, .. . 
. . . , О, 0), О:п+З = (0, О, ... , О, 1, О, ... , О, 1, О, ... , О, 1, О, ... , О) (по-

а1 а2 ar 

следний набор О:п+З содержит единицы только в разрядах, со­
ответствующих переменным Ха 1 , Ха2 , ... , Ха,. из конъюнкции KJ). 
Покажем, что Т - единичный проверяющий тест для S. 

Допустим, что в цепочке Zj, реализующей конъюнкцию Kj, 
ровно один элемент перейдёт в неисправное состояние и бу­

дет выдавать тождественный нуль. В этом случае цепочка Zj 
на единичном наборе O:n+l вместо единицы, выдаваемой при 
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