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Д а н н а я ра бот а  сод ерж ит  кра т кое излож ен ие ку рса  лекций по д исци-
плин е « Д искретн а я м а тем а т ика » , чит а емом у  н а  ф а ку льт ете П М М . П особие 
сод ерж ит  примеры, д емон стриру ю щ ие использова н ие излож ен н ой теории 
д ля реш ен ия кон крет ных за д а ч. За д а чи и примеры специа льн о под обра ны 
по ка ж д ом у  ра зд елу  ку рса , что способст ву ет  у своен ию  изла га емого м а те-
риа ла . Д ля за креплен ия м а териа ла  в кон це па ра гра ф ов привед ены за д а чи 
д ля са мостоятельн ого реш ен ия, которые могу т  быть т а кж е использова н ы 
д ля провед ен ия пра ктических за н ятий. 

У чебн ое пособие под готовлен о н а  ка ф ед ре м а тем а тических метод ов 
исслед ова н ия опера ций ф а ку льтет а  П М М  Ворон еж ского госу д а рствен н ого 
у н иверситет а . Рекомен д у ется д ля ст у д ен тов 1 ку рса  д /о и в/о, обу ча ю щ их-
ся по специа льн ости « П рикла д н а я м а тем а т ика  и ин ф орм а тика » , а  т а к ж е 
бу д ет  полезн а  всем , изу ча ю щ им  д искретн у ю  м а тем а т ику . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

 
 
 
 



1. ТЕОРИЯ М НОЖ ЕС ТВ  И ОТНОШ ЕНИЙ  
 

1.1 Эле ме нты те о р ии мно ж е ств 
 

 П од  м н ож еством  пон им а ется совоку пн ост ь н екоторых объект ов (эле-
мен тов), объед ин ен н ых н екоторым  призн а ком .  М н ож ест ва  обычн о 
обозн а ча ю т  больш им и бу ква м и  а лф а вит а  ΩΖΥΧΒΑ ,,,,, . Элемен ты, 
вход ящ ие в м н ож ест во, обозн а ча ю тся м а лыми бу ква м и ω,,,,, zyxba . За -
пись Χ∈x  озн а ча ет , что x  является элемен том  м н ож ест ва  Χ , а  за пись 

Χ∉x озн а ча ет , что x  н е прин а д леж ит  м н ож ест ву  Χ . Д ва  м н ож ества  счи-
т а ю тся ра вными, если он и состоят  из од н их и тех ж е элемен тов. 
 Д ля описа н ия м н ож ества  пользу ю т ся д ву мя способа ми. П ервый спо-
соб состоит  в простом  перечислен ии его элемен т ов. Та к, за пись { }510 ,,=Α  
озн а ча ет , что м н ож ест во Α  сост оит  из трех чисел 0,1 и 5. Второй способ 
состоит  в опред елен ии м н ож ества  с помощ ью  н екот орого свойст ва  P, по-
зволяю щ его опред елит ь, прин а д леж ит  ли  д а н н ый элемен т  д а н н ом у  м н ож е-
ству  или н ет . В  этом  слу ча е использу ется коллект ивизиру ю щ ее обозн а че-
н ие 

{ })(: xPx=Α , 
которое чит а ется след у ю щ им  обра зом :  м н ож ество Α  состоит  из всех эле-
мен тов x , д ля которых )(xP  истин н о. Если свойст во P отн осится к эле-
мен т а м  н екот орого м н ож ест ва  Χ , то бу д ем  писа т ь т а кж е 

{ })(: xPx ΧΑ ∈= . На пример, м н ож ество { }54321 ,,,,  мож н о за д а т ь след у ю -
щ им  обра зом :  

{ } [ ]{ }5154321 ,:,,,, интерв алаизчисл оце л о еxx −= . 
 М н ож ество, н е сод ерж а щ ее элемен тов, н а зыва ется пу стым  м н ож ест -
вом  и обозн а ча ется ∅ . 
 Зн а ком  ⊆  обозн а чим  отн ош ен ие вклю чен ия меж д у  м н ож ества ми, 
т .е. ΒΑ ⊆ , если ка ж д ый элемен т  м н ож ест ва  Α  есть элемен т  м н ож ест ва  
Β . Если ΒΑ ⊆ , т о говорят , что мн ож ество Α  есть под м н ож ест во м н ож е-
ства  Β .  
 Ра вен ство д ву х м н ож еств Α  и Β  озн а ча ет выполн ен ие д ву х вклю -
чен ий: ΒΑ ⊆  и ΑΒ ⊆ . 

Если ΒΑ ⊆  и ΒΑ ≠ , то говорят , что Α  есть собствен н ое под м н о-
ж ество Β  и пиш у т  ΒΑ ⊂ .  
 М н ож ество всех под м н ож ест в м н ож ества  Α  н а зыва ется м н ож ест -
вом -степен ью  и обозн а ча ется ( )ΑΡ . 
 За метим , что:  a) ΧΧ ⊆ ; б) если ΖΥΥΧ ⊆⊆ , , то ΖΧ ⊆ ; в) ес-
ли ΧΥΥΧ ⊆⊆ , , то ΥΧ = . 
 Не н а д о смеш ива ть отн ош ен ия прин а д леж н ости и вклю чен ия. Х отя 

{ } { } { }{ }11,11 ∈∈ , н е верн о, чт о { }{ }11∈ , т а к ка к ед ин ствен н ым  элемен том  
м н ож ества  { }{ }1  является { }1 . 



 П у ст ое м н ож ество ест ь под м н ож ество лю бого м н ож ест ва . 
 Ч исло элемен тов в м н ож естве Χ  обозн а ча ется Χ . 
 Ра ссмотрим  методы полу чен ия н овых мн ож ест в из у ж е су щ ест ву ю -
щ их.  
 О бъед ин ен ием  м н ож еств Α  и Β  н а зыва ет ся м н ож ество ΒΑ ∪ , все 
элемен ты кот орого являю т ся элемен т а м и м н ож ест ва  Α  или Β : 

{ }ΒΑΒΑ ∈∈=∪ xилиxx : . 
 П ересечен ием  м н ож ест в Α  и Β  н а зыва ется м н ож ест во ΒΑ ∩ , эле-
мен ты которого являю тся элемен т а м и и м н ож ества  Α , и м н ож ества  Β : 

{ }ΒΑΒΑ ∈∈=∩ xиxx : . 
 О чевид н о, что выполн яю т ся вклю чен ия 

ΒΑΑΒΑ ∪⊆⊆∩   и  ΒΑΒΒΑ ∪⊆⊆∩ . 
 Ра зн остью  м н ож еств Α  и Β  н а зыва ется м н ож ество ΒΑ \  т ех 
элемен тов из Α , которые н е прин а д леж а т  Β : 

{ }ΒΑΒΑ ∉∈= xиxx :\ . 
 Симметричн ой ра зн остью  м н ож еств Α  и Β  н а зыва ется м н ож ество  

ΑΒΒΑΒΑ \\ ∪=+ . 
 Если все ра ссм а трива емые в д а н н ый момен т  м н ож ества  являю т ся 
под м н ож ест ва ми н екоторого м н ож ества  U , то м н ож ест во U  н а зыва ю т  
у н иверса льным  д ля д а н н ого ра ссмотрен ия. 
 Д ополн ен ием  м н ож ества  Α  н а зыва ется м н ож ест во 

ΑΑ \U= . 
 Д ля н а гляд н ого пред ст а влен ия отн ош ен ий меж д у  под м н ож ест ва ми 
ка кого-либо у н иверса льн ого мн ож ества  использу ю тся д иа гра ммы Эйлера -
Вен н а . 

 
 
 
 
 
 

О пера ции н а д  м н ож ест ва ми имею т  след у ю щ ие приорит еты в поряд -
ке у быва н ия: опера ция взятия д ополн ен ия, опера ция пересечен ия, опера -
ция объед ин ен ия.  
  



 О тмет им  след у ю щ ие осн овные за кон ы д ля опера ций н а д  м н ож ест -
ва м и: 
 

ΑΒΒΑ ∪=∪  ( комм у т а тивн ость объед ин ен ия); 
ΑΒΒΑ ∩=∩  (комм у т а т ивн ость пересечен ия); 

( ) ( ) ΜΒΑΜΒΑ ∪∪=∪∪  (а ссоциа тивн ость объед ин ен ия); 
( ) ( ) ΜΒΑΜΒΑ ∩∩=∩∩  (а ссоциа тивн ость пересечен ия); 
( ) ( ) ( )ΜΑΒΑΜΒΑ ∪∩∪=∩∪ (1-й за кон  д истрибу тивн ости); 
( ) ( ) ( )ΜΑΒΑΜΒΑ ∩∪∩=∪∩ (2-й за кон  д истрибу тивн ости); 

ΑΑ =∅∪ ; 
UU =∪Α ; 
∅=∅∩Α ; 
ΑΑ =∩U ; 

ΒΑΒΑ ∩=∪  ( за кон  д е М орга н а ); 
ΒΑΒΑ ∪=∩  ( за кон  д е М орга н а ); 

( ) ΑΒΑΑ =∩∪  (за кон  поглощ ен ия); 
( ) ΑΒΑΑ =∪∩  (за кон  поглощ ен ия). 

 
Ра ссмотрим  мет од ику  реш ен ия за д а ч по д а н н ой т еме. 
  

П р и м ер  1.  Ра вн ы ли след у ю щ ие м н ож ест ва : 
1) { }5,4,2  и { }2,5,4,2 ; 
2)  { }2,1  и { }{ }2,1 ; 
3)  { }3,2,1  и { } { } { }{ }3,2,1 ; 
4) { }{ }3,2,1  и { } { }{ }3,2,1 . 

Реш ени е. Д ля д ока за тельства  ра вен ст ва  произвольн ых м н ож еств 
н у ж н о проверить, что первое мн ож ество вклю чен о во второе, а  второе, в 
свою  очеред ь, вклю чен о в первое, т .е. лю бой элемен т  первого м н ож ест ва  
является элемен т ом  второго мн ож ества , а  лю бой элемен т  второго м н ож е-
ства  является элемен том  первого м н ож ества . 
 П роверка  д а ет  полож ительн ый резу льт а т  д ля мн ож еств из пу н кт а  1). 
Это мож н о н а гляд н о пока за ть н а  след у ю щ ей схеме, гд е стрелочка , ид у щ а я 
от  элемен т а , пока зыва ет ,  ка кой элемен т  в  д ру гом  м н ож ест ве ем у  соответ -
ству ет . 
 

{ }5,4,2                          { }2,5,4,2  
 
 
  { }2,5,4,2                       { }5,4,2  
 М н ож ества  из пу н кт а  2) н ера вн ы, т а к ка к, н а пример,  элемен т  1из 
первого м н ож ест ва  н е имеет  себе ра вн ого во втором  мн ож ест ве. Второе 
м н ож ество состоит  из ед ин ст вен н ого элемен т а  – м н ож ества  { }2,1 . 



 М н ож ества , у ка за н н ые в пу н кт е 3), н ера вн ы, т а к ка к элемен т а ми 
первого м н ож ества  являю тся числа  3,2,1 , а  элемен т а ми второго м н ож ест ва  
являю тся м н ож ест ва , состоящ ие из од н ого элемен т а  { } { } { }3,2,1 . 
 П у н кт  4) сд ела йте са мостоят ельн о. 
 П р и м ер  2. След у ю щ ие м н ож ест ва  за д а н ы перечислен ием  своих эле-
мен тов, за д а йте эти м н ож ества   с помощ ью  ха ра кт ерн ого д ля их элемен тов 
свойства . 
1) { };32,...,8,6,4,2=Α  

2) 
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Реш ени е. М н ож ество Α  пред ст а вляет  собой м н ож ест во четных н а -
т у ра льн ых чисел от  1 д о 32, поэтом у  это м н ож ест во мож н о за писа ть в вид е 

{ }16,...,1,2: ==∈= nnxx ΝΑ . 
М н ож ество Κ пред ст а вляет  собой мн ож ество ст олиц респу блик  

бывш его СССР, т .е. это м н ож ест во мож н о за писа ть в вид е 
{ }СССРресп у бликисто лицаxx −= :Κ . 

 
П р и м ер  3. П ривед ите примеры т а ких м н ож еств ΚΒΑ ,, , д ля кото-

рых 
1) ΚΑΚΒΒΑ ∉∈∈ ,, ; 
2) ΚΑΚΒΒΑ ∈∈∈ ,, ; 
3) ΚΑΚΒΒΑ ⊆∉∈ ,, ; 
4) ΚΑΚΒΒΑ ∉∈⊆ ,, . 

Реш ени е. В  ка честве примера  м н ож ест в, у д овлетворяю щ их у словию  
из пу н кт а  1, мож н о ра ссмотреть след у ю щ ие м н ож ества  

{ } { }{ } { }{ }{ }1,2,1,3,1,2,1,2,1 === ΚΒΑ . 
 П у н кт у  3) у д овлет воряю т  м н ож ества  

{ } { } { }{ } { }4,3,2,3,2,1,3,2 === ΚΒΑ . 
П у н кты 2) и 4)  ра ссмотрите са мостоятельн о. 
 
П р и м ер  4. Д ока ж ите след у ю щ ие тож д ества : 

1) ΒΑΒΑ ∩=\ ;    2) ( ) ( ) ( )ΚΑΒΑΚΒΑ ∪∩∪=∪ \ ; 
3)( ) ( ) ΑΑΒΒΑ =∪∩∪ ;  4) ( ) ∅=∩ ΒΑΒ \ ; 
5) ( ) ( ) ( )ΚΑΒΑΚΒΑ ∩+∩=+∩ . 
 Реш ени е. Д ля д ока за т ельст ва  ра вен ст ва  1) д ока ж ем  д ва  вклю чен ия: 

ΒΑΒΑ ∩⊆\ , 
ΒΑΒΑ \⊆∩ . 

Д ока за тельство первого вклю чен ия провед ем  по схеме 
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а  д ока за тельство второго вклю чен ия по схеме 
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 За метим , что в д а н н ом  примере мы могли  ра ссмотрет ь н е д ве схемы, 
а  од н у , н о вмест о зн а ка  след ствия использова ть зн а к ра вн осильн ости ⇔ . 
 Тож д ество 2 мож н о т а кж е д ока за ть с помощ ью  д ву х вклю чен ий, н о 
мож н о и н е использова ть д а н н у ю  схем у , а  опира т ься н а  у ж е д ока за н н ое 
тож д ест во 1) и н а  осн овн ые за коны 1-14. М ы привед ем  д а н н ый способ д о-
ка за тельства , причем  вверху  н а д  ра вен ст ва м и  бу д ем  писа ть либо 1) – это 
озн а ча ет , что использу ется тож д ество 1), либо н омер использу емого ос-
н овн ого за кон а . И т а к, 

( ) ( ) ( ) ( )ΚΑΒΑΚΒΑΚΒΑ ∪∩∪=∩∪=∪ )5)1\ . 
 А н а логичн о мож н о д ока за ть ра вен ства  3),4),5). Д ля ра вен ства  4) 
привед ем  ещ е од ин  способ д ока за тельства  – д ока за тельство от  прот ивн ого. 
П ред полож им  противн ое, что м н ож ество ( )ΒΑΒ /∩  н е пу ст о, т .е. су щ ест -
ву ет  хотя бы од ин  элемен т   
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Ника кой элемен т  x  н е мож ет  од н овремен н о прин а д леж а ть и са мом у  
м н ож еству , и его д ополн ен ию , поэтом у  мы приш ли к противоречию . 
 
 П р и м ер  5. П у сть ΚΒΑ ,, - т а кие м н ож ества , чт о ΚΑΒ ⊆⊆ . На йд и-
те м н ож ество Χ , у д овлет воряю щ ее системе у ра в н ен ий 





=∪
=∩

ΚΧΑ
ΒΧΑ

. 

 Реш ени е. И з первого у ра вн ен ия след у ет , что ΧΒ ⊆ , поэтом у   Χ  
мож н о пред ст а вить в вид е ΧΒΧ ′∪= , гд е ∅=∩′ ΒΧ . И з  ра вен ств 

∅=∩′′∪==∩ ΒΧΧΒΧΒΧΑ ,,  
след у ет , что ∅=′∩ ΧΑ . 

И т а к, н а м  ост а лось н а йти м н ож ест во Χ ′ . За мен им  Χ  во втором  
у ра вн ен ии н а  ΧΒΧ ′∪= . П олу чим  ( ) ΚΧΒΑ =′∪∪ . П о а ссоциа тивн о-
м у  за кон у  ( ) ΚΧΒΑ =′∪∪ . Из вклю чен ия ΑΒ ⊆  след у ет , что 

ΑΒΑ =∪ , поэтом у  полу ча ем  ра вн осильн ое у ра в н ен ие ΚΧΑ =′∪ .  Д ва  
ф а кт а  ∅=′∩ ΧΑ  и ΚΑ ⊆  позволяю т  за клю чить, что реш ен ием  послед -
н его у ра в н ен ия является м н ож ест во ΑΚΧ \=′ . О кон ча тельн о 

( )ΑΒΧ \K∪= . 
 



 П р и м ер  6. Д ока ж ите, что у словие ΒΑ ⊆  ра вн осильн о ка ж д ом у  из 
след у ю щ их у словий: 

1) ΑΒΑ =∩ ;     2) ΒΒΑ =∪ . 
 Реш ени е. Д ока ж ем , что ΒΑ ⊆  ра вн осильн о у словию  1). 
И т а к, пу сть ΒΑ ⊆ , д ока ж ем  ра вен ст во ΑΒΑ =∩ . Ра вен ство бу д ем  д ока -
зыва т ь в д ва  вклю чен ия. П у сть 

ΑΒΑ ∈⇒∩∈ xx . 
О бра т н о, пу сть 

ΒΑΒΑΑ ΒΑ ∩∈⇒∈∈⇒∈ ⊆ xxxx , . 
Теперь пред полож им , что выполн ен о у словие 1), д ока ж ем , чт о ΒΑ ⊆ . 
Ра ссмотрим  

ΒΒΑΑ ΑΒΑ ∈⇒∩∈⇒∈ =∩ xxx . 
 Ра вн осильн ость у словия ΒΑ ⊆  у словию  1) мы д ока за ли, ра вн о-
сильн ость у словию  2) д ока ж ит е са мостоятельн о. 
 
 П р и м ер  7. Д ока ж ите д ля произвольн ых м н ож ест в ΚΒΑ ,, : 
1) если ΒΑ ⊄  и ∅=∩ ΚΑ , то ΚΒΚΑ ∪⊄∪ ; 
2) если ∅=∩ ΚΒ  и ∅≠∩ ΚΑ , то ∅≠ΒΑ \ . 

Реш ени е. 
1) На м  н у ж н о д ока за т ь, что су щ ест ву ет  хотя бы од ин  элемен т   x′  т а -

кой, что ΚΒΚΑ ∪∉′∪∈′ xx , .  На м  известн о, что ΒΑ ⊄ , поэт ом у  су щ е-
ству ет  н екоторый элемен т  Α∈*x  и Β∉*x . В  силу  у словия ∅=∩ ΚΑ ,  
д а н н ый элемен т  Κ∉*x . Та ким  обра зом , ΚΒΚΑ ∪∉∪∈ ** , xx . 

    2)На м  н у ж н о д ока за ть, что су щ еству ет  хотя бы од ин  элемен т  в м н о-
ж естве ΒΑ \ . Извест н о, чт о ∅≠∩ ΚΑ , поэтом у  су щ еству ет  элемен т  

ΚΑ ∈∈ ** , xx , причем , в силу  у словия ∅=∩ ΚΒ , д а н н ый элемен т  
Β∉*x . И т а к, мы построили элемен т  Α∈*x  и Β∉*x .  

 
 П р и м ер  8. Д ока ж ите, что д ля произвольн ых м н ож еств ΒΑ,  спра -

вед ливо ра вен ст во ( ) ( ) ( )ΒΡΑΡΒΑΡ ∩=∩ . 
 Реш ени е. Д ока за тельство провед ем  в вид е д ву х вклю чен ий, объед и-

н ив их од н ой за писью . П у ст ь 
( ) ⇔⊆⊆⇔∩⊆⇔∩∈ ΒΧΑΧΒΑΧΒΑΡΧ ,  

( ) ( ) ( ) ( )ΒΡΑΡΧΒΡΧΑΡΧ ∩∈⇔∈∈⇔ , . 
ЗА Д А Ч И   И  У П РА Ж Н ЕН И Я 

 
1.К а ж д ое из след у ю щ их м н ож ест в за д а йте в вид е н екот орого ин терва ла  
числовой прямой: 

1) { };: 122 =+∈∃∈ yxRyRx  

2) ;:








+
+

=∈∃∈
1

1
2y

yxRyRx  



3) { }023 2 <++∈∃∈ aaxxRxRa : . 
2. Вст а вьте меж д у  м н ож ест ва м и символ ∈ или ⊆  т а к, чтобы полу чилось 
истин н ое у т верж д ен ие. 

1){ } { }{ };2,1,11  
2){ } { } { }{ };2,1,2,12,1  
3) { } { }{ };2,1,2,12,1  
4) { } { }{ };,1,2,1 ∅∅  
5) { };∅∅  
6) { }{ }∅∅ . 

3.П еречислит е элемен ты ка ж д ого из след у ю щ их м н ож ест в : 
1) { }{ };1: ⊆xx  
2) { }{ };3,2,1: ⊆xx  
3) { }∅⊆xx : . 

4. Д ока ж ите след у ю щ ие тож д ества : 
1) ( ) ( ) ;\ ΑΒΑΒΑ =∩∪  
2) ( );ΒΑΑΒΑ ∪∩=∩  
3) ( ) ( ) ;\ ΒΑΒΑΒΑ +=∩∪  
4) ( ) ( ) ( ) ( );\\\ ΒΑΒΑΒΑΒΑ ∩∪=∪  
5) ( ) ( ) ( ) ( );\\ ΒΑΑΒΒΑΒΑ ∪∩∪=∪  
6) ( ) ;\\ ΒΑΒΑΑ ∩=  
7) ( ) ;\ ΒΑΒΑΒ ∪=∪  
8) ( ) ( );ΚΒΑΚΒΑ ++=++  
9) ∅=+ ΑΑ . 

5. Счит а я Λ  у н иверса льн ым  м н ож ест вом  д ля д а н н ого ра ссмотрен ия, н а й-
д ите м н ож ество Χ , у д овлетворяю щ ее след у ю щ им  у словиям : 

1) ;,\ ΛΧΑΑΧΑ =∪=  
2) ;, ΛΧΑΧΑ =∪∅=∩  
3) ( ) ;\\ ∅=ΧΑΑ  
4) ;,\ ΑΧΑΧΑ =∪∅=  
5) ( ) ∅=∩∅= ΧΑΧΑΑ ,\\ . 



6. На йд ите реш ен ие системы у ра вн ен ий 





=
=

ΚΑΧ
ΒΧΑ

\
\

, 

если извест н о, что ∅=∩⊆ ΚΑΑΒ , . 
7. К а ж д ое из след у ю щ их у т верж д ен ий либо д ока ж ите, либо пока ж ите при 
помощ и д иа гра мм  Эйлера -Вен н а , что он о н е всегд а  верн о: 

1) ( ) ( )ΚΒΑΚΒΑ ∩∪=∩∪ ; 
2) ( ) ;\ ΑΒΒΑ =∪  
3) ( ) ;\ ΑΒΒΑ =∪  
4) ( ) ;\ ∅=∩ ΑΒΑ  
5) ( ) ( ) ( );\\ ΚΒΚΑΚΒΑ ∪∪=∪  
6) ( ) ( ) ;ΒΑΒΒΑ ⊆∩∪∩  
7) ( ) ( ) ∅=⇒∩∪∩= ΑΑΒΒΑΒ . 

8. Верн о ли, чт о: 
1) ;ΚΒΚΑΒΑ =⇒∪=∪  
2)  ;ΚΒΚΑΒΑ =⇒∩=∩  
3) ΚΑΒΑ ∪=∪  и ΚΒΚΑΒΑ =⇒∩=∩ . 

9. Д ока ж ите: 
15. ( ) ( ) ;ΚΑΚΒΑΚΒΑ ⊆⇔∩∪=∩∪  
15. ;∅=+⇔= ΒΑΒΑ  
15. ;∅==⇔∅=∪ ΒΑΒΑ  
15. ( ) ;\ ∅=∩⇔=∪ ΒΑΑΒΒΑ  
15. ;\\ ΒΑΒΑΒΑ =⇔=  
15. ;\ ∅=⇔=∪ ΒΒΑΒΑ  
15. ;\ ∅=⇔∩= ΑΒΑΒΑ  
15. ΚΑΚΒΑ ⊆⇔⊆∪  и ΚΒ ⊆ ; 
15. ;\ ΚΒΑΚΒΑ ⊆⇔∪⊆  
15. ΑΚΒΑΚ ⊆⇔∩⊆  и ΒΚ ⊆ ; 
15. ΒΑΒΑΒΑ =⇔∪=∩ ; 
15. ;ΚΒΒΑΚΒΑ ∩=∪⇔⊆⊆  
15. ;\\ ΚΒΚΑΒΑ ⊆⇒⊆  
15. ΑΒ ⊆  и ;\ ΚΒΑΒΑΚ ∪=⇒=  
15. ΒΒΑΑΒΑ =∩⇒=∪ . 

10. О бъед ин ен ием  семейст ва  мн ож ест в ( )ΙΑ ∈ii  н а зыва ет ся м н ож ество  
{ }U

Ι
ΑΙΑ

∈
∈∈∃=

i
ji xjx : . 

П ересечен ием  семейства  м н ож еств ( )ΙΑ ∈ii  н а зыва ется м н ож ест во  
{ }j

i
i xjx ΑΙΑ

Ι
∈∈∀=

∈
:I . 

На йд ите [ ]U
Ν∈

−
n

nn, . 



11. П у сть { }αα >∈= xRx :Χ . На йд ите UI
ΝΝ
ΧΧ

∈∈ α
α

α
α , . 

12. П ривед ите пример: 
1) послед ова тельн ости н епу стых м н ож еств ,...,,...,, 21 nΧΧΧ  т а кой, 

что ...21 ⊃⊃ ΧΧ  и I
Ν
Χ

∈
∅=

n
n ; 

2) послед ова тельн ости м н ож еств, от личн ых от  у н иверса льн ого 
мн ож ества  Λ , т а кой, чт о ...21 ⊂⊂ ΧΧ и ΛΧ

Ν
=

∈
U

n
n ; 

3) семейст ва  м н ож ест в т а кого, что пересечен ие лю бого кон ечн ого 
числа  м н ож еств из эт ого семейства  н епу сто, а  пересечен ие всех 
мн ож еств пу сто. 

 
 

1.2  П р ям о е  п р о изве де ние  мно ж е ств. 
Би нар ные отнош ени я 

 
П роизвед ен ием  (или  д ека рт овым  произвед ен ием ) 21 ΧΧ ×  д ву х 

н епу стых м н ож ест в 1Χ  и 2Χ    бу д ем  н а зыва т ь м н ож ест во у поряд очен ных 
па р ( )21 xx , , гд е   2211 ΧΧ ∈∈ xx , . Это пон ятие выросло из пон ят ия д е-
ка ртовой системы коорд ин а т . Д а н н ое пон ятие мож н о обобщ ить и н а  слу -
ча й n  м н ож еств. Если nΧΧΧ ,...,, 21  - n  н епу стых м н ож еств, т о их произ-
вед ен ие состоит  из всевозмож н ых у поряд очен н ых н а боров ( )nxxx ,...,, 21 , 

nkx kk ,...,, 1=∈Χ  элемен тов эт их м н ож еств. Если м н ож ест ва  
ΧΧΧΧ ==== n...21 , то их произвед ен ие  nΧΧΧ ,...,, 21  обозн а ча ется 

nΧ . Та к,  сим волом  nR  обозн а ча ет ся м н ож ество у поряд очен ных векторов 
n  вещ ест вен н ых чисел. 

Л ю бое под м н ож ество из произвед ен ия ΥΧ ×  н а зыва ется бин а рным  
отн ош ен ием . Если ΥΧ = , то бин а рн ое отн ош ен ие н а зыва ется бин а рным  
отн ош ен ием  н а  м н ож естве Χ . Бин а рные отн ош ен ия обозн а ча ю тся бу ква -
ми  ,...,, fρφ  Если па ра  ( )yx,  прин а д леж ит  бин а рн ом у  отн ош ен ию  ρ , то 
пиш у т  ( ) ρ∈yx,  или yx ρ . 

Д ля за д а н ия бин а рн ого от н ош ен ия  ρ  использу ю т  те ж е методы, что и 
д ля произвольн ых м н ож еств, кроме того, бин а рн ое отн ош ен ие, за д а н н ое н а  
кон ечн ом  м н ож естве Χ , мож н о за д а ть в вид е гра ф а , а  бин а рн ое от н ош е-
н ие н а  м н ож ест ве R  мож н о за д а ть в вид е д ека ртовой д иа гра ммы. П од  гра -
ф ом  бин а рн ого отн ош ен ия мы пон им а ем  схем у , в которой элемен ты м н о-
ж ества  Χ  изобра ж а ю тся точка ми н а  плоскост и, элемен ты Χ∈yx, , т а кие, 
что па ра  ( ) ρ∈yx,   соед ин яю тся стрелкой,  н а пра влен н ой  



от  x  к y , па ры ( ) ρ∈xx,  изобра ж а ю тся петлей вокру г т очки x . П од  д ека р-
товой д иа гра м мой пон им а ю т  изобра ж ен ие па р ( ) ρ∈yx,  в д ека ртовой пря-
моу гольн ой системе коорд ин а т . 

О бла стью  опред елен ия бин а рн ого отн ош ен ия ρ  н а зыва ется м н ож ест -
во 

( ){ }ρρ ∈∃∈= yxyxD ,:Χ . 
О бла стью  зн а чен ий бин а рн ого отн ош ен ия ρ  н а зыва ется м н ож ество 

( ){ }ρρ ∈∃∈= yxxyR ,:Υ . 
Бин а рн ое от н ош ен ие ρ  н а  м н ож естве Χ  н а зыва ется реф лексивн ым , 

если д ля лю бого Χ∈x  па ра  ( ) ρ∈xx, . Если  Χ  - кон ечн ое м н ож ество, то 
реф лексивн ост ь бин а рн ого отн ош ен ия ρ  озн а ча ет , что н а  гра фе д а н н ого 
бин а рн ого отн ош ен ия вокру г ка ж д ой точки x  из Χ есть петля. Если 

R=Χ , то реф лексивн ость бин а рн ого от н ош ен ия ρ  с точки зрен ия д ека р-
товой д иа гра ммы озн а ча ет , что в число изобра ж ен ных точек войд у т  все 
точки прямой xxy =)( . 
Бин а рн ое отн ош ен ие ρ  н а  м н ож естве Χ  н а зыва ется симметричн ым , если 
д ля лю бых Χ∈yx, из прин а д леж н ост и па ры ( )yx,  от н ош ен ию  ρ  след у ет  
прин а д леж н ость этом у  отн ош ен ию  т а кж е па ры ( )xy, . Если  Χ  - кон ечн ое 
м н ож ество, то симметричн ост ь бин а рн ого отн ош ен ия ρ  озн а ча ет , что н а  
гра ф е д а н н ого бин а рн ого отн ош ен ия все прису тст ву ю щ ие стрелки д ву сто-
рон н ие. Если R=Χ , то симметричн ость бин а рн ого отн ош ен ия ρ  с т очки 
зрен ия д ека ртовой д иа гра ммы озн а ча ет , что изобра ж ен н ое м н ож ест во сим -
метричн о отн осительн о прямой xxy =)( . 

Бин а рн ое отн ош ен ие ρ  н а  м н ож естве Χ  н а зыва ется а н т исимметрич-
н ым , если д ля лю бых Χ∈yx, из прин а д леж н ости па р ( )yx,  и ( )xy,  отн о-
ш ен ию  ρ  след у ет   yx = . Если  Χ  - кон ечн ое м н ож ество, то а н тисиммет -
ричн ост ь бин а рн ого отн ош ен ия ρ  озн а ча ет , что н а  гра ф е д а н н ого бин а р-
н ого отн ош ен ия все прису тст ву ю щ ие стрелки од н ост орон н ие.  

Бин а рн ое отн ош ен ие ρ  н а  м н ож ест ве Χ  н а зыва ется тра н зит ивн ым , 
если д ля лю бых Χ∈zyx ,,  из прин а д леж н ост и па р ( )yx,  и ( )zy,  отн ош е-
н ию  ρ  след у ет  прин а д леж н ость эт ом у  от н ош ен ию  т а кж е па ры ( )zx, . 

О бра т ным  отн ош ен ием   д ля ρ  н а зыва ется отн ош ен ие 
( ) ( ){ }ρρ ∈=− xyyx ,:,1 . 

К омпозицией отн ош ен ий 1ρ  и 2ρ  н а зыва ет ся отн ош ен ие 
( ) ( ) ( ){ }2112 ρρρρ ∈∈∃= yzzxzyx ,,,:,o . 

 
Д ля лю бых бин а рн ых отн ош ен ий выполн яю тся след у ю щ ие свойства : 
1. ( ) ρρ =

−− 11 ; 



2. ( ) 1
2

1
1

1
12

−−− = ρρρρ oo . 
 
П р и м ер  1. П еречислите элемен ты м н ож еств ΑΒΒΑ ×× , : 

1) { } { }5,4,3,2,1 == ΒΑ ; 
2) { }4,3,2,1, =∅= ΒΑ . 

Реш ени е. П о опред елен ию  
( ){ }ΒΑΒΑ ∈∈=× baba ,:, . 

П оряд ок построен ия д а н н ого м н ож ества  бу д ет  след у ю щ ий: вн а ча ле 
перечислим  все па ры, первый элемен т  которых ра вен  первом у  элемен т у  
м н ож ества  Α , а  второй элемен т  берет ся из м н ож ества  Β  в том  поряд ке, в 
котором  он и за писа ны в  м н ож естве Β , за тем  а н а логичн о берем  вт орой 
элемен т  из Α  и сост а вляем  па ры со всем и элемен т а ми из Β  и т .д . 

 А н а логичен  и метод  построен ия м н ож ества   
( ){ }ΑΒΑΒ ∈∈=× abab ,:, . 

1) 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )








=×
5,2,4,2,3,2
,5,1,4,1,3,1

ΒΑ ,   
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) 















=×

2,5,1,5
,2,4,1,4
,2,3,1,3

ΑΒ . 

3) ∅=×=× ΑΒΒΑ , поскольку  м н ож ество Α  пу сто и мы н е мож ем  
сост а вить н и од н ой па ры. 
 

П р и м ер  2. П у сть { }4,3=Α . П еречислит е элемен ты м н ож еств 4Α . 
Реш ени е. П о опред елен ию  

( ){ }ΑΑΑΑΑ ∈∈∈∈= 43214321
4 ,,,:,,, aaaaaaaa = 

=

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )




















4,4,4,4,3,4,4,4,4,3,4,4,3,3,4,4
,4,4,3,4,3,4,3,4,4,3,3,4,3,3,3,4
,4,4,4,3,3,4,4,3,4,3,4,3,3,3,4,3

,4,4,3,3,3,4,3,3,4,3,3,3,3,3,3,3

. 

 
 П р и м ер  3. П у сть н а  плоскост и за д а н а  д ека рт ова  систем а  коорд ин а т . 
Изобразите н а  плоскости след у ю щ ее м н ож ество: [ ] [ ]dcba ,, ×=Μ , 
uд е dcbaRdcba <<∈ ,,,, . 

Реш ени е. П ри построен ии прямого произвед ен ия  [ ] [ ]dcba ,, ×=Μ  
ка ж д ой точке x  из отрезка  [ ]ba,  ст а вятся па ры  ( ) [ ]dcyyx ,,, ∈ , поэтом у  в 
резу льт а т е полу чим  м н ож ество 
 



 
 
 
 П р и м ер  4. Д ока ж ите след у ю щ ее ра вен ст во: 

( ) ( ) ( ) ( )ΜΒΚΑΜΚΒΑ ×∩×=∩×∩ . 
 Реш ени е. Ра вен ство д ву х мн ож еств мы д ока ж ем  с помощ ью  д ву х 
вклю чен ий, объед ин ив их од н ой за писью . За мет им , что элемен т а м и м н о-
ж еств в д а н н ом  слу ча е являю тся у поряд очен ные па ры точек.  И т а к, пу сть  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇔∩∈∩∈⇔∩×∩∈ ΜΚΒΑΜΚΒΑ yxyx ,,   

⇔∈∈∈∈⇔∈∈∈∈⇔ ΜΒΚΑΜΚΒΑ yxyxyyxx ,,,,,,  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )ΜΒΚΑΜΒΚΑ ×∩×∈⇔×∈×∈⇔ yxyxyx ,,,, . 

 
  П р и м ер  5. Д ока ж ите, что д ля лю бых н епу стых м н ож еств ΚΒΑ ,, из 
ра вен ства  ( ) ( ) ΚΚΑΒΒΑ ×=×∪×  след у ет , что ΚΒΑ == . 
  Реш ени е. Д ля д ока за т ельст ва  д а н н ого у т верж д ен ия у ст а н овим  д ва  
ра вен ства   ΚΑ =  и ΚΒ = .  

Д ля произвольн ых Α∈x  и Β∈y   
( ) ( ) ΚΒΚΑΚΚΚΚΒΑ ⊆⊆⇒∈∈⇒×∈⇒×∈ ,,,, yxyxyx . 

С д ру гой ст ороны,  д ля произвольн ого Κ∈x  
( ) ( ) ΒΑΚΚ ×∈⇒×∈ xxxx ,,  или ( ) ⇒×∈ ΑΒxx,  

Α∈⇒ x  и ΑΚΒ ⊆⇒∈x  и ΒΚ ⊆ . 
Та ким  обра зом , ΚΒΑ == . 

 
 П р и м ер  6.  На  м н ож естве { }15,14,13,12,11,10,9,8,7,6,5=Α  за д а н о би-
н а рн ое отн ош ен ие ( ){ }yнад елитсяxyx :,=ρ . Нарису йте  гра ф  д а н н ого 
бин а рн ого отн ош ен ия.                

a b 

d 

c 

x 

y 

 
 
         M 



 Реш ени е. Ра сполож им  н а  плоскости точки м н ож ества  Α . Точки 
Α∈yx, , д ля которых па ра  ( ) ρ∈yx, ,  соед ин им  стрелкой,  н а пра влен н ой 

от  x  к y . П а ры ( ) ρ∈xx,  изобразим  петлей вокру г точки x . Резу льт а том  
т а кого построен ия бу д ет  гра ф   
 

 
П р и м ер  7. Д ля след у ю щ его бин а рн ого отн ош ен ия, опред елен н ого н а  

м н ож естве R , н а йд ите обла сть опред елен ия, обла ст ь зн а чен ий и н а рису йте 
д ека рт ову  д иа гра мм у  

( ){ }yxyx == 2:,ρ . 
Реш ени е. В  соответствии с опред елен ием  

( ){ } RyxyRxD =∈∃∈= ρρ ,: . 
( ){ } 0,: ∪=∈∃∈= +RyxxyR ρρ Υ . 

Д ека ртова  д иа гра м м а  д ля д а н н ого бин а рн ого отн ош ен ия имеет  вид  

 
 П р и м ер  8. Д ля ка ж д ого из след у ю щ их бин а рных от н ош ен ий выяс-
н ите, ка кими свойства ми  (реф лексивн ост ь, симметричн ость, а н тисим мет -
ричн ост ь, тра н зитивн ость) он о обла д а ет  и ка ким и н е обла д а ет . 
1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3,3,2,3,3,1,1,1),1,2(,2,1=ρ  н а  м н ож естве { }3,2,1=Χ ; 
2) ( ){ }Ζ∈−= yxyx :,ρ  н а  мн ож естве  R=Χ ; 
3) ( ){ }yxyx 32:, ==ρ  н а  м н ож ест ве ΖΧ = ; 
4) ( ){ }yxyx ⊆= :,ρ  н а  м н ож естве ( )ΖΡΧ = . 

Реш ени е.  
1) Д а н н ое отн ош ен ие н е является реф лексивн ым , поскольку  д ля т очки 

Χ∈2  па ра  ( ) ρ∉2,2 ; н е являет ся симметричным , поскольку , н а пример, 
па ра  ( ) ρ∈3,1 , а  па ра  ( ) ρ∉1,3 ; н е является а н т исимметричн ым , поскольку , 
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н а пример, па ры ( )2,1  и ( )1,2  прин а д леж а т  ρ , н о 21 ≠ ; н е является тра н зи-
тивным , поскольку , н а пример  ( ) ( ) ρρ ∈∈ 1,2,2,3 , а  ( ) ρ∉1,3 . 
2) Д а н н ое отн ош ен ие является реф лексивн ым , поскольку  д ля лю бой 
точки Rx ∈  ра зн ость Ζ∈=− 0xx , т .е. ( ) Rxx ∈, ; является сим метричным , 
поскольку   прин а д леж н ост ь лю бой па ры ( )yx,  отн ош ен ию  ρ  озн а ча ет 

Ζ∈=− kyx , н о тогд а  Ζ∈−=− kxy , т .е. па ра  ( ) ρ∈xy, ; н е является а н -
тисим меричн ым , поскольку , н а пример,  па ры ( ) ρ∈2.3,2.1  и ( ) ρ∈2.1,2.3 , 
н о  2.12.3 ≠ ; является тра н зит ивн ым , поскольку  д ля лю бых Rzyx ∈,,  
прин а д леж н ость па р ( )yx,  и ( )zy,  от н ош ен ию  ρ  озн а ча ет   Ζ∈=− kyx  и 

Ζ∈=− nzy , н о тогд а  Ζ∈+=− nkzx , т .е. ( ) ρ∈zx, . 
3) Д а н н ое от н ош ен ие н е являет ся реф лексивн ым , поскольку  из всех па р 
( ) Ζ∈xxx ,,  только па ра  ( ) ρ∈0,0 , вед ь д ля всех ост а льн ых Ζ∈x  н е вы-
полн ен о ра вен ст во xx 32 = ; н е является симметричным , поскольку , н а при-
мер,  па ра  ( ) ρ∈2,3  ( 2332 ⋅=⋅ ), а  па ра  ( ) ρ∉3,2  ( 3322 ⋅≠⋅ ); являет ся а н -
тисим метричн ым , поскольку  д ля лю бых па р ( ) ( ) ρρ ∈∈ xyyx ,,,  од н овре-
мен н о выполн яю тся ра вен ства  yx 32 =  и xy 32 = , т .е. xx 49 =  и yy 94 = , 
н о это мож ет  быть только в т ом  слу ча е, если 0== yx ; н е являет ся тра н зи-
тивным , поскольку , н а пример, па ра  ( ) ρ∈6,9  ( 6392 ⋅=⋅ ), па ра  ( ) ρ∈4,6  
( 4362 ⋅=⋅ ), н о па ра  ( ) ρ∉4,9  ( 4392 ⋅≠⋅ ). 
4) Д а н н ое от н ош ен ие н е являет ся реф лексивным , поскольку  д ля 

( )ΖΡ∈∅  пересечен ие ∅=∅∩∅ , т .е. ( ) ρ∉∅∅, ; является симметрич-
н ым , поскольку   прин а д леж н ость лю бой па ры ( )yx,  отн ош ен ию  ρ  озн а ча -
ет  ∅≠∩ yx , н о т огд а  ∅≠∩ xy , т .е. па ра  ( ) ρ∈xy, ; н е являет ся 
тра н зитивным , поскольку , н а пример, па ра  { } { }( ) ρ∈3,2,2,1  
({ } { } { } ∅≠=∩ 23,22,1 ) и па ра  { } { }( ) ρ∈7,6,3,3,2  ({ } { } { } ∅≠=∩ 37,6,33,2 ), н о 
па ра  { } { }( ) ρ∉7,6,3,2,1 , т а к ка к { } { } ∅=∩ 7,6,32,1 . 
 

П р и м ер  9. П у сть н а  м н ож ест ве R  за д а н ы след у ю щ ие бин а рн ые от -
н ош ен ия: 

( ){ };:, 2
1 yxyx ==ρ  ( ){ };2:,2 ≤+= yxyxρ  ( ){ }Ζ∈+= yxyx :,3ρ  

На йд ите обра т ные к д а н н ым  бин а рным  отн ош ен иям  и всевозмож н ые  ком -
позиции  этих бин а рн ых отн ош ен ий. 
 Реш ени е. Вн а ча ле выпиш ем  обра тные отн ош ен ия: 

( ) ( ){ } ( ){ }2
1

1
1 :,,:, xyyxxyyx ==∈=− ρρ ; 

( ) ( ){ } ( ){ } 22
1

2 2:,,:, ρρρ =≤+=∈=− xyyxxyyx ; 
( ) ( ){ } ( ){ } 33

1
3 :,,:, ρρρ =∈+=∈=− Ζxyyxxyyx . 

В  ка честве примера  ра ссмотрим  н екоторые композиции ра ссм а три-
ва емых бин а рных отн ош ен ий: 

( ) ( ) ( ){ } =∈∈∃= 1221 ,,,:, ρρρρ yzzxzyxo  



( ){ } ( ){ }2:,,2:, 22 ≤+==≤+∃= yxyxyzzxzyx ; 
( ) ( ) ( ){ } =∈∈∃= 2112 ,,,:, ρρρρ yzzxzyxo  

( ){ } ( ) =
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yx

yx
xyxyzzxzyx  

( ){ }2,0:, ≤+−≥= yxxyx ; 
( ) ( ) ( ){ }=∈∈∃= 2332 ,,,:, ρρρρ yzzxzyxo  

( ){ } =≤+∈+∃= 2,:, yzzxzyx Ζ  
( ){ } ( ){ } RRyxkkyxyzkzxzyx ×=≤+−∈∃=≤+∈=+∃= 2:,2,:, ΖΖ  

( ) ( ) ( ){ } =∈∈∃= 3223 ,,,:, ρρρρ yzzxzyxo  
( ){ } RRyzzxzyx ×=∈+≤+∃= Ζ,2:, . 
О ст а льн ые композиции постройте са мостоят ельн о. 

 
 П р и м ер  10. П у сть Χ  - произвольн ое м н ож ество, обозн а чим  симво-
лом  ΧΙ  отн ош ен ие н а  м н ож естве Χ  вид а  

( ){ } ( ){ }ΧΙ Χ ∈=== xxxyxyx :,:, . 
Д ока ж ите, что д ля лю бого бин а рн ого отн ош ен ия ρ  меж д у  элемен т а м и 
м н ож еств Α  и Β  выполн яю т ся ра вен ст ва : 

ρρρρ == ΑΒ ΙΙ oo , . 
 Реш ени е.  ( ) ( ) ( ){ } =∈∈∈∃×∈= ΒΒ ΙΒΒΑΙ yzzxzyx ,,,:, ρρo  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ;,:,,,:, ρρρ =∈×∈==∈∈∃×∈= yxyxyzzxzyx ΒΑΒΒΑ  
( ) ( ) ( ){ } =∈∈∈∃×∈= ρρ yzzxzyx ,,,:, ΑΑ ΙΑΒΑΙo  

( ) ( ){ } ( ) ( ){ } .,:,,,:, ρρρ =∈×∈=∈=∈∃×∈= yxyxyzzxzyx ΒΑΑΒΑ  
 
 П р и м ер  11. П у сть χφϕ ,,  бин а рн ые отн ош ен ия, опред елен н ые н а  
м н ож естве Χ . Д ока ж ит е след у ю щ ие у т верж д ен ия: 
1) если φϕ ,  - симметричн ые (а н т исимметричн ые) отн ош ен ия, то 
( ) 1−∩φϕ  - сим метричн ое (а н тисимметричн ое) отн ош ен ие; 
2) ( ) ( ) ( )χφχϕχφϕ ooo \\ ⊇ . 
  Реш ени е. 1. П у сть φϕ ,  - сим метричн ые отн ош ен ия, д ока ж ем , что 

( ) 1−∩φϕ  - сим метричн ое от н ош ен ие. П у ст ь 
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      П у сть φϕ ,  - а н тисимметричн ые отн ош ен ия, д ока ж ем , что ( ) 1−∩φϕ  -            
а н тисимметричн ое отн ош ен ие. П у сть 
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yxрично стьантисиммет =⇒ φϕ , . 
1. Д ока ж ем  требу емое вклю чен ие. П у сть 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒∉∈⇒∈ χφχϕχφχϕ oooo yxyxyx ,,,\,  
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( ) ( ) χφϕ o\, ∈⇒ yx  
 
 

ЗАДАЧ И И У П РАЖ НЕНИЯ 
 
1. П у сть { }×∗=Χ , . П еречислите все элемен ты м н ож еств 43 ΧΧ , . 
2. На йд ите геометрическу ю  ин терпрет а цию  м н ож ест ва  Β×Α , гд е Α - 
м н ож ество точек отрезка  [ ]1,0 , а   Β - м н ож ество т очек ква д ра т а  с вер-
ш ин а м и в точка х ( ) ( ) ( ) ( )11011000 ,,,,,,, . 

3. Д ока за ть, что ( ) ( ) ( ) ( )ΜΒΚΑΜΚΒΑ ∪×∪⊆×∪× . П ри ка ких 
ΜΚΒΑ ,,, вклю чен ие мож н о за мен ит ь ра вен ст вом . 

4. Д ока за ть, что д ля произвольн ых м н ож ест в ΚΒΑ ,, : 
1) ( ) ( ) ( );ΚΒΚΑΚΒΑ ×∪×=×∪   
2) ( ) ( ) ( );\\ ΚΒΚΑΚΒΑ ××=×  
3) ( ) ( ) ( )ΚΑΒΑΚΒΑ ××=× \\ . 

5. П у сть ∅≠Β∅≠Α ,  и ( ) ( ) ΜΚΑΒΒΑ ×=×∪× . Д ока за ть, что в этом  
слу ча е ΜΚΒΑ === . 

6. П еречислит е все элемен ты бин а рн ого отн ош ен ия ρ  и н а рису йте его 
гра ф : 

1) ( ){ }yxyx <= :,ρ  н а  м н ож естве { }5,4,3,2,1=Χ ; 
2) ( ){ }1:, +== xyyxρ н а  м н ож естве { }10,9,8,7,6,5,4,3,2,1=Χ . 

 
7. Д ля ка ж д ого из след у ю щ их бин а рн ых отн ош ен ий, опред елен ных н а  
м н ож естве R , н а йд ите обла сть опред елен ия, обла ст ь зн а чен ий и н а ри-
су йте д ека ртову  д иа гра мм у : 

1)   ( ){ };:, yxyx ≤=ρ  
2) ( ){ };:, yxyx ==ρ  
3) ( ){ };14:, 22 ≤+= yxyxρ  
4) ( ){ };:, 22 yxyx ==ρ  



5) ( ){ };log:, 2 xyyx ==ρ  
6) ( ){ }xyyx sin:, ==ρ . 

 
8. Д а н ы бин а рные от н ош ен ия ρ  меж д у  элемен т а м и м н ож еств Α и Β , 
н а йд ите обла сть опред елен ия и обла сть зн а чен ий д ля д а н н ых бин а рн ых 
отн ош ен ий: 
1)  { } { } { } { } { }{ } ( ){ };:,,3,5,2,2,1,1,5,4,3,2,1 yxyx ∈×∈=== ΒΑΒΑ ρ  

2) ( )( ) ;:,,,,






 =×∈==×=

b
accbaQ ΒΑΒΖΖΑ ρ  

3) ( ){ };1:,,, =⋅×∈=== yxyxQ ΒΑΒΖΑ ρ  
4) ( ){ }abyxQ 2:,,, =×∈=== ΒΑΒΖΑ ρ . 

 
9. Д ля ка ж д ого из след у ю щ их бин а рн ых отн ош ен ий выясн ит е, ка ким и 
свойства ми (реф лексивн ость, симметричн ост ь, а н т исим метричн ость, 
тра н зит ивн ост ь) он о обла д а ет  и ка ким и н е обла д а ет : 

1)   ( ){ };:, 22 yxRRyx =×∈=ρ  
2) ( ){ };1:, 22 =+×∈= yxRRyxρ  
3) ( ){ };1:, >⋅×∈= yxRRyxρ  
4) ( ){ };:, xyRRyx =×∈=ρ  

5) ( ){ };:, 22 yyxxRRyx +=+×∈=ρ  
6) ( ){ };1:, +≤×∈= yxyx ΖΖρ  
7) ( ){ };3:, yxнад елитсяyx +×∈= ΖΖρ  
8) ( ){ };:)()(, yxyx ⊆×∈= ΖΡΖΡρ  
9) ( ){ }.:)()(, ∅=∩×∈= yxyx ΖΡΖΡρ  

 
 П у ст ь  

1) ( ){ }2
1 :, yxRRyx =×∈=ρ ;     ( ){ }5:,2 ≤+×∈= yxRRyxρ ; 

2) ( ){ }yxRRyx =×∈= 3
3 :,ρ ;       ( ){ }xyRRyx sin:,4 =×∈=ρ . 

На йд ите всевозмож н ые композиции .4,3,2,1, =kiki ρρ o  
 П ока ж ит е, что ра вен ст во ϕφφϕ oo =  верн о н е д ля лю бых бин а рных от -
н ош ен ий. 

 Д ока ж ит е, что д ля лю бого бин а рн ого отн ош ен ия ρ  выполн яю т ся у словия: 

ρρ
RD =−1  и ρρ

DR =−1 . 

 П у ст ь  χφϕ ,,  - бин а рн ые отн ош ен ия, опред елен н ые н а  н екотором  м н ож е-
стве. Д ока ж ите след у ю щ ие у т верж д ен ия: 

1)  ( ) 111 \\ −−− = φϕφϕ ; 
2) ( ) ( ) ( )χφχϕχφϕ ooo ∩⊆∩ ; 
3) ( ) 111 −−− = ϕφφϕ oo ; 



4) ( ) 111 −−− ∪=∪ φϕφϕ ; 
5) ( ) ( ) ( )χφχϕχφϕ ooo ∪=∪ . 

 
15. П ривед ите примеры бин а рн ых отн ош ен ий: 

1) реф лексивн ых и тра н зитивн ых, н о н е а н тисим метричн ых; 
2) тра н зитивных и сим метричных, н о н е реф лексивн ых; 
3) реф лексивн ых и сим метричн ых, н о н е тра н зит ивн ых; 
4) реф лексивн ых и тра н зитивн ых, н о н е сим метричн ых. 
 

16. Д ока ж ите, что если ρ  - тра н зитивн ое и симметричн ое бин а рн ое от -
н ош ен ие н а  м н ож ест ве Α , обла сть опред елен ия которого совпа д а ет  
с  Α , то ρ   реф лексивн о. 

 
 
 

1.3 С п е циа льные  б ина р ные  о тно ш е ния 
 

Реф лексивн ое, симметричн ое и тра н зитивн ое отн ош ен ие ρ  н а  м н о-
ж естве  Χ  н а зыва ется  от н ош ен ием  эквива лен т н ост и н а  м н ож естве Χ . 
Д ля от н ош ен ия эквива лен т н ост и вместо за писи ( ) ρ∈yx,  ча сто использу -
ю т  за пись yx ≈  (чит а ется : x  эквива лен т ен  y ) 

К ла ссом  эквива лен т н ости, порож д ен ным  элемен том  x , н а зыва ет ся 
под м н ож ест во м н ож ества  Χ , состоящ ее из тех элемен тов  Χ∈y , д ля ко-
торых ( ) ρ∈yx, . К ла сс эквива лен т н ости, порож д ен н ый элемен том  x , 
обозн а ча ется через [ ]x : 

[ ] ( ){ }.,: ρ∈∈= yxyx Χ  
Ра збиен ием  м н ож ества  Χ  н а зыва ет ся совоку пн ость попа рн о н епе-

ресека ю щ ихся под м н ож еств Χ  т а ких, что ка ж д ый элемен т  м н ож ества  Χ  
прин а д леж ит  од н ому  и т олько од н ом у  из этих под м н ож еств. Всякое ра з-
биен ие м н ож ест ва  Χ  опред еляет  н а  Χ  отн ош ен ие эквива лен т н ости ρ : 
( ) ρ∈yx,  тогд а  и только тогд а , когд а  x  и y  прин а д леж а т  од н ом у  под м н о-
ж еству  ра збиен ия. С д ру гой стороны, всякое отн ош ен ие эквива лен т н ости 
ρ  опред еляет  ра збиен ие м н ож ест ва  Χ  н а  кла ссы эквива лен т н ост и отн о-
сительн о этого отн ош ен ия. 

Совоку пн ость кла ссов эквива лен т н ост и  элемен тов м н ож ества  Χ  
по отн ош ен ию  эквива лен т н ости ρ  н а зыва ется ф а кт ор-м н ож еством  м н ож е-
ства  Χ  по от н ош ен ию  ρ  и обозн а ча ется ρ/Χ . 

Реф лексивн ое, а н т исимметричн ое и тра н зит ивн ое от н ош ен ие н а -
зыва ется отн ош ен ием  ча ст ичн ого поряд ка  н а  м н ож естве Χ  и вместо за пи-
си   ( ) ρ∈yx,  д ля д а н н ого отн ош ен ия ча сто использу ю т  за пись yx ≤ . О т -
н ош ен ие ча стичн ого поряд ка   н а  м н ож естве Χ , д ля которого лю бые д ва  



элемен т а  сра вн имы, т .е. д ля лю бых Χ∈yx,  выполн ен о либо yx ≤ , либо 
xy ≤ , н а зыва ется отн ош ен ием  лин ейн ого поряд ка . М н ож ест во Χ  с за д а н -

н ым  н а  н ем  ча стичн ым  (лин ейным ) поряд ком  н а зыва ется ча стичн о (лин ей-
н о) у поряд очен н ым . 
П у сть Χ - н епу стое кон ечн ое м н ож ество, н а  котором  за д а н о от н ош ен ие 
ча стичн ого поряд ка . За пиш ем  yx < , если yx ≤  и yx ≠ . Г оворят , что эле-
мен т  y  покрыва ет  элемен т  x , если yx <  и н е су щ еству ет  т а кого элемен т а  
u , что yux << . Д ля  yx <  мож н о за писа ть yxxxx n =<<<= ...21 , гд е 

1+ix  покрыва ет  ix . 
 Ч а стичн о у поряд очен ные м н ож ества  мож н о изобра ж а ть с помощ ью  
т а к н а зыва емых д иа гра м м  Х а ссе. На  д иа гра мме Х а ссе элемен ты ча ст ичн о 
у поряд очен н ого м н ож ест ва  изобра ж а ю тся т очка ми н а  плоскости, и если 
элемен т  y  покрыва ет  элемен т  x , т о точки x  и y  соед ин яю тся отрезком , 
причем  точку , соответству ю щ у ю  x ,  ра спола га ю т  н иж е y . 
 П р и м ер  1. Д ока за т ь, что  бин а рн ое отн ош ен ие н а  м н ож естве целых 
чисел 

( ){ }yxyx =×∈= :, ΖΖρ  
 является отн ош ен ием  эквива лен т н ости,  и построить соответству ю щ ее 
ем у  ф а ктор-м н ож ество ρ/Ζ . 
 Реш ени е. П роверку  рефлексивн ости, сим метричн ости и тра н зит ив-
н ости д а н н ого бин а рн ого отн ош ен ия выполн ите са мостоятельн о. П остро-
им  кла ссы эквива лен т н ости д ля д а н н ого отн ош ен ия эквива лен т н ости.  
К ла сс эквива лен т н ости, порож д ен н ый лю бым  элемен том  Ζ∈x ,  имеет  
вид  

[ ] { } { } { }xyxyyxyx ==∈=≈∈= :: ΖΖ . 
Та ким  обра зом , д ля д а н н ого от н ош ен ия эквива лен т н ости кла сс эквива -
лен т н ости, порож д ен н ый элемен том  Ζ∈x ,  состоит  только из этого эле-
мен т а  x  и ф а ктор-м н ож ество ρ/Ζ  имеет  вид  

{ }{ }ΖΖ ∈= xx :/ ρ . 
 

 П р и м ер  2. П у сть m  - н екоторое н а т у ра льн ое число. П роверит ь,  яв-
ляет ся ли отн ош ен ием  эквива лен т н ости след у ю щ ее бин а рн ое от н ош ен ие 
н а  м н ож естве целых чисел: 

( ){ }mнад елитсяyxyx −×∈= :, ΖΖρ . 
П остроит ь ф а ктор-м н ож ество  ρ/Ζ . 
 Реш ени е. П роверим  три осн овных свойства  д ля отн ош ен ия эквива -
лен т н ости. 
1. Реф лексивн ость. 
Д ля произвольн ого Ζ∈x  ра зн ость ( ) ρ∈⇒⋅==− xxmxx ,00 . 
2. Симметричн ост ь. 
П у сть  
( ) ( ) .,, ρρ ∈⇒⋅−=−∈∃⇒⋅=−∈∃⇒∈ xymkxykmkyxkyx ΖΖ   



3.  Тра н зит ивн ость. 
П у сть 
( ) ( ) ⇒⋅=−⋅=−Ζ∈∃⇒∈∈ mnzy,mkyxn,kz,y,y,x ρρ  

( ) ( ) ( ) ρ∈⇒⋅=−Ζ∈+=∃⇒⋅+=−Ζ∈∃⇒ z,xmrzxmkrmnkzxn,k  
 И т а к, исслед у емое бин а рн ое отн ош ен ие является отн ош ен ием  экви-
ва лен т н ости. П остроен ие кла ссов эквива лен т н ост и н а чн ем  с кла сса  экви-
ва лен т н ости, порож д ен н ого Ζ∈0  
[ ] { } { } =−∈=≈∈= mнад елитсяyyyy 0:0:0 ΖΖ  

{ } { } =⋅−=∈∃∈=⋅=−∈∃∈= mkykymkyky ΖΖΖΖ :0:  
{ },...,,...,3,3,2,2,,,0 kmkmmmmmmm −−−−= . 

Если 1=m , то д а н н ый кла сс эквива лен т н ости [ ] Ζ=0 , д ру гих кла ссов эк-
вива лен т н ост и просто н е су щ еству ет , и [ ]{ }0/ =ρΖ . Если 1>m , то су щ е-
ству ю т  элемен ты, н е попа вш ие в построен н ый кла сс, н а пример, элемен т  1.  
П остроим  кла сс эквива лен т н ост и, порож д ен н ый 1 
[ ] { } { } =−∈=≈∈= mнад е литсяyyyy 1:1:1 ΖΖ  

{ } { } =⋅−=∈∃∈=⋅=−∈∃∈= mkykymkyky 1:1: ΖΖΖΖ  
{ },...1,1,...,31,31,21,21,1,1,1 kmkmmmmmmm +−+−+−+−= . 

П ри 2=m  построен ные д ва  кла сса  эквива лен т н ост и при объед ин ен ии д а -
ю т  все м н ож ество Ζ  и поэт ом у  построен ие кла ссов эквива лен т н ост и за -
кон чен о, в прот ивн ом  слу ча е су щ ест ву ет  элемен т , н а пример 3, н е попа в-
ш ий н и в од ин  из этих кла ссов эквива лен т н ости,  и н у ж н о перейти к по-
строен ию  кла сса  эквива лен т н ости, порож д ен н ого 2. П род олж а я д а н н ый 
процесс, при лю бом  m  мы построим  кла ссы эквива лен т н ости 

[ ] [ ] [ ]1,...,1,0 −m , 
которые н е пересека ю тся и при объед ин ен ии д а ю т  все м н ож ест во Ζ . Та -
ким  обра зом , 

{ }{ }1,...,2,1:,...,,...,,,/ −=+−+−= mnkmnkmnmnmnnρΖ . 
 

 П р и м ер  3. На  плоскости Ρ  выбра н а  н екот ора я д ека ртова  прямо-
у гольн а я систем а  коорд ин а т . На  Ρ  за д а н ы три отн ош ен ия эквива лен т н о-
сти: 

( ) ( )( ){ }ΖΡΡ ∈−=×∈= 221121211 ,:,,, bababbaaρ ; 
( ) ( )( ){ }ΖΖΡΡ ∈−∈−×∈= 221121212 ,:,,, bababbaaρ ; 
( ) ( )( ){ }ΖΡΡ ∈−+−×∈= 221121213 :,,, bababbaaρ . 

На йд ите ф а ктор-м н ож ест ва  д ля д а н н ых отн ош ен ий эквива лен т н ости. 
 Реш ени е. П остроим  ф а ктор-мн ож ество д ля отн ош ен ия 1ρ . К ла сс эк-
вива лен т н ост и, порож д ен н ый произвольн ым  элемен т ом  ( ) Ρ∈21, aa ,    име-
ет  вид  
( )[ ] ( ) ( ) ( )( ){ } ( ){ } =∈−=∈=∈∈= ΖΡΡ yaaxyxyxaayxaa 2112121 ,:,,,,:,, ρ  

( ){ }==−=∈∃∈= kyaaxkyx 21 ,:, ΖΡ  
( ){ } =−==∈∃∈= kayaxkyx 21,:, ΖΡ  



( ){ }ΖΡ ∈∈−= kkaa :, 21 . 
Та ким  обра зом , в  кла сс эквива лен т н ости, порож д ен ный элемен том  
( ) Ρ∈21 ,aa    10, 21 <≤∈ aRa ,  попа д а ю т  вместе с элемен том   ( ) Ρ∈21, aa  
элемен ты, у  кот орых перва я коорд ин а т а  ра вн а  1a , а  втора я коорд ин а т а  от -
лича ется от  2a  н а  целое число. Кла ссы эквива лен т н ост и, порож д ен н ые 
элемен т а м и с 10, 21 <≤∈ aRa ,  н е пересека ю тся и в объед ин ен ии д а ю т  
все м н ож ество Ρ . След ова тельн о,  ф а ктор-м н ож ество 1/ ρΡ  мож н о за пи-
са ть в вид е 

( ) [ ){ }1,0,:}:,{/ 1 ∈∈∈+= βαβαρ Rkk ΖΡ . 
Ф а ктор-м н ож ест во д ля отн ош ен ий 32 , ρρ  постройте са мостоятель-

н о. 
 
П р и м ер  4. П рид у м а йте  м ин има льн ое (по числу  элемен тов) от н ош е-

н ие эквива лен т н ости ρ  н а  м н ож естве { }5,4,3,2,1=Α  т а к, чтобы ( ) ρ∈2,1  и 
( ) ρ∈3,2 . 

Реш ени е. О т н ош ен ие эквива лен т н ости рефлексивн о, поэтом у  д а н -
н ом у  отн ош ен ию  обяза тельн о д олж н ы прин а д леж а ть па ры ( )1,1 , ( )2,2 , 
( )3,3 , ( )4,4 , ( )5,5 . О т н ош ен ие эквива лен т н ост и симметричн о, поэтом у  н а -
ряд у  с па ра ми ( )2,1 , ( )3,2  д а н н ом у  отн ош ен ию  обяза н ы прин а д леж а ть па ры 
( )1,2 , ( )2,3 . В  силу  тра н зит ивн ост и отн ош ен ия ρ  ем у  обяза н а  прин а д ле-
ж а ть вместе с па ра м и ( )2,3 ,  ( )1,2  па ра  ( )1,3  ( и, след ова т ельн о, ( )3,1 ). Та -
ким  обра зом , мин им а льн ое отн ош ен ие эквива лен т н ости, которое мы мо-
ж ем  построить, имеет  вид  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3113233212215544332211 ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,=ρ . 
 
П р и м ер  5. Д ока ж ите, что { } { } { } { }{ }7643521 ,,,,,,=Μ  - ра збиен ие мн о-

ж ества  { }7654321 ,,,,,,=Α  и перечислите все элемен ты отн ош ен ия эквива -
лен т н ости ρ , соответству ю щ его ра збиен ию  Μ . 

Реш ени е. Μ  является ра збиен ием  м н ож ества  Α , поскольку  м н ож е-
ства , являю щ иеся элемен т а ми м н ож ества  Μ ,  н е пересека ю тся и при объе-
д ин ен ии д а ю т  все м н ож ест во Α . О т н ош ен ие эквива лен т н ости, 
соответству ю щ ее д а н н ом у  ра збиен ию , строится по пра вилу  ( ) ρ∈yx,  тогд а  
и т олько тогд а , когд а  x  и y  прин а д леж а т  од н ом у  под м н ож ест ву  
ра збиен ия, т .е. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 







=
3,3,6,7,7,6,4,7,7,4

,4,6,6,4,7,7,6,6,4,4,2,5,5,2,5,5,2,2,1,1
ρ . 

 
П р и м ер  6. П ока ж ите, чт о объед ин ен ие д ву х отн ош ен ий эквива лен т -

н ости мож ет  н е являт ься отн ош ен ием  эквива лен т н ости. 
Реш ени е. На  м н ож естве { }5,4,3,2,1=Α  ра ссмотрим  д ва  от н ош ен ия 

эквива лен т н ости 



( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }1,22,1,5,5,4,4,3,3,2,2,1,11 =ρ ; 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }3,22,3,5,5,4,4,3,3,2,2,1,11 =ρ . 

О бъед ин ен ие д а н н ых от н ош ен ий эквива лен т н ости 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ){ }3,2,2,3,1,22,1,5,5,4,4,3,3,2,2,1,121 =∪ ρρ  

н е являет ся отн ош ен ием  эквива лен т н ости, т а к ка к д ля н его н е выполн ен о 
свойство тра н зит ивн ости ( ( ) 212,3 ρρ ∪∈ , ( ) 211,2 ρρ ∪∈ , а  ( ) 211,3 ρρ ∪∉ ). 
 

П р и м ер  7. Д ока ж ите, что отн ош ен ие ( ){ }yxRRyx ≤×∈= :,ρ  явля-
ется отн ош ен ием  поряд ка  н а  м н ож естве R , является ли это отн ош ен ие от -
н ош ен ием  лин ейн ого поряд ка . 

Реш ени е. Д ля д ока за тельства  проверим  три свойства  д а н н ого отн о-
ш ен ия: реф лексивн ость, а н т исимметричн ость, тра н зитивн ост ь. 
1. Реф лексивн ост ь. 

( ) ρ∈⇒=∈∀ xxxxRx , . 
2. А н тисим метричн ость. 

П у сть ( ) ρ∈yx,  и ( ) yx
xy
yx

xy =⇒




≤
≤

⇒∈ ρ, . 

3. Тра н зитивн ость. 

П у сть ( ) ρ∈yx,  и ( ) ( ) ρρ ∈⇒≤⇒




≤
≤

⇒∈ zxzx
zy
yx

zy ,, . 

Д а н н ое от н ош ен ие являет ся отн ош ен ием  лин ейн ого поряд ка , т а к ка к 
д ля лю бых Ryx ∈,  выполн ен о либо yx ≤ ,  либо xy ≤ . 

 
П р им е р  8. П о к аж ите , что  к о мп о зиция д в у х о тно шений 
частично го  п о ряд к а мо ж ет не  яв ляться о тно шением 

частично го  п о ряд к а. 
 Реш ени е. На  м н ож ест ве { }5,4,3,2,1=Α  ра ссмотрим  д ва  отн ош ен ия 
ча стичн ого поряд ка  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }3,1,3,2,2,1,5,5,4,4,3,3,2,2,1,11 =ρ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,2,5,5,1,5,5,4,4,3,3,2,2,1,12 =ρ . 
О д н а ко  композиция  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2,1,2,5,5,1,3,2,2,1,3,1,5,5,4,4,3,3,2,2,1,112 =ρρ o  
н е являет ся от н ош ен ием  ча стичн ого поряд ка , т а к ка к д ля н его н а ру ш ен о 
свойство тра н зит ивн ости ( ( ) 122,5 ρρ o∈ , ( ) 123,2 ρρ o∈ , ( ) 123,5 ρρ o∉ ). 
 

П р и м ер  9. Д ля след у ю щ их д ву х отн ош ен ий ча стичн ого поряд ка  по-
строит ь д иа гра ммы Х а ссе. 
1. { }3,2,1=Α , ( ) ( ) ( ){ }yxyx ⊆×∈= :,1 ΑΡΑΡρ . 
2.  { }30,15,10,6,5,3,2,1=Α , ( ){ }xнад елитсяyyx :,2 ΑΑ ×∈=ρ . 
 



Реш ени е. 
 

                                  
 

ЗА ДА Ч И  И  У П РА Ж Н ЕН И Я 
 

1. Д ока ж ите, чт о ка ж д ое из след у ю щ их отн ош ен ий являет ся от н ош ен ием  
эквива лен т н ости, и н а йд ит е кла ссы эквива лен т н ости: 

1) ( ) ( ) ( ){ }yxyx =×∈= :, ΑΡΑΡρ , { }3,2,1=Α ; 

2) ( ) ( )( ){ }cbdadcba +=+×∈= :,,, 22 ΝΝρ ; 

3) ( ){ };:, 22 yxRRyx =×∈=ρ  

4) ( ) ( ) ( ){ }мно ж еств ок о нечно еyxyx −+×∈= :, ΑΡΑΡρ , Α∀ ; 

2. На  м н ож естве Ν за д а н о бин а рн ое отн ош ен ие по след у ю щ ем у  пра вилу : 
( ) ρ∈yx,  тогд а  и только т огд а , когд а  послед н яя цифра  в д есятичн ой за пи-
си числа  x   совпа д а ет  с послед н ей цифрой в д есят ичн ой за писи числа  y . 
Д ока ж ите, чт о д а н н ое отн ош ен ие является отн ош ен ием  эквива лен т н ости. 
Сколько элемен тов в ф а ктор-м н ож естве ρ/Ν ? 

3. На  R  за д а н о бин а рн ое отн ош ен ие ( ){ }yyxxRRyx +=+×∈= 22:,ρ . 
Д ока ж ите, что ρ  - отн ош ен ие эквива лен т н ост и. Сколько элемен тов мож ет  
сод ерж а т ь кла сс эквива лен т н ости? Су щ еству ет  ли кла сс эквива лен т н ости, 
состоящ ий из од н ого элемен т а ? 
4. П ока ж ите, чт о пересечен ие отн ош ен ий эквива лен т н ост и, опред елен н ых 
н а  н екотором  м н ож ест ве Α , является отн ош ен ием  эквива лен т н ост и. 

5. Д ока ж ите, что если ρ  - от н ош ен ие эквива лен т н ости, то 1−ρ  - т а кж е от -
н ош ен ие эквива лен т н ости. 

6. К а кие из след у ю щ их под м н ож ест в м н ож ества  ( )RΡ  обра зу ю т  ра збиен ие 
R ? Д ля ка ж д ого ра збиен ия за д а йте соответ ству ю щ ее отн ош ен ие эквива -
лен т н ости: 

{1,2,3}

{1,3}

{1}{2}

{2,3}

{3}

{1,2}

30

10

2

1

15 6

5

3

1. 2. 
. 



1)   { } { }{ };0:,0: <∈>∈ xRxxRx  

2) { } { } { }{ };0,0:,0: <∈>∈ xRxxRx  

3) ( ){ };:1, Ζ∈+ nnn  

4) [ ]{ };:1, Ζ∈+ nnn  

5) ( ]{ }Ζ∈+ nnn :1, . 

7. П у сть { } { }nn ΒΒΒΜΑΑΑΜ ,...,,,,...,, 212211 ==  - д ва  ра збиен ия 
м н ож ества   Κ . Д ока ж ите, что м н ож ест во всех н епу стых под м н ож еств 
вид а  ji ΒΑ ∩  т а кж е является ра збиен ием  м н ож ест ва  Κ . К а кое 
отн ош ен ие эквива лен т н ости соответ ству ет  этом у  ра збиен ию , если 
ра збиен ию  1Μ  соот ветст ву ет  отн ош ен ие 1ρ , а  ра збиен ию  2Μ  - от н ош ен ие 

2ρ ? 
8. Д ока ж ите, чт о отн ош ен ие ( ){ }xнад елитсяyyx :, ΝΝ ×∈=ρ  являет ся 
отн ош ен ием  поряд ка . Я вляется ли это отн ош ен ие отн ош ен ием  лин ейн ого 
поряд ка ? Я вляется ли а н а логичн ое от н ош ен ие отн ош ен ием  поряд ка , если 
его ра ссм а трива ть н а  м н ож естве Ζ ? 
9. Д ока ж ите, что от н ош ен ие  ( ){ }yxилиyнад елитсяxyx <×∈= :, ΝΝρ  
является отн ош ен ием  лин ейн ого поряд ка . 
10. На  м н ож ест ве всевозмож н ых ра збиен ий д а н н ого м н ож ества  ра ссмот -
рим  отн ош ен ие: ( ) ρ∈21 ,ΜΜ , если д ля лю бого 1ΜΑ ∈ су щ ест ву ет  м н о-
ж ество 2ΜΒ ∈   т а кое, что ΒΑ ⊆ . Д ока ж ите, что ра ссм а трива емое отн о-
ш ен ие является отн ош ен ием  поряд ка . Я вляет ся ли он о лин ейн ым  поряд -
ком? 

11. П еречислите всевозмож н ые лин ейные поряд ки н а  м н ож естве { }2,1 , н а  
м н ож естве { }3,2,1 . Выска ж ите пред полож ен ие о числе лин ейн ых поряд ков 
н а  м н ож естве из n  элемен тов. 
12. П у сть 1ρ  - отн ош ен ие поряд ка  н а  м н ож ест ве Α , 2ρ  - от н ош ен ие по-
ряд ка  н а  м н ож ест ве Β . Д ока ж ите, что отн ош ен ие  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }2221112121 ,,,:,,, ρρϕ ∈∈×××∈= bababbaa ΒΑΒΑ  

 
      есть отн ош ен ие поряд ка . 
13.  Д ля след у ю щ его  отн ош ен ия поряд ка  постройт е д иа гра мм у  Х а ссе: 
                 { }8,7,6,5,4,3,2,1=Α , ( ){ }yxyx ≤×∈= :, ΑΑρ . 

  



 
2. КОМ БИНАТОРИКА  

 
2.1 Осно вные  п р а вила  ко м б ина то р ики 

 

 П р ави ло сум м ы: 
П ра вило су ммы д ля д ву х объектов: П у сть о бъ е к т a мо ж но  в ыбрать 

m сп о со бами, о бъ е кт b –  n сп о со бами, и су щ еств у ет k о бщ их сп о со бо в  в ы-
бо ра о бъ е кто в  a и b , то гд а о д ин из о бъ е кто в  “a ил и b”  мо ж но  в ыбрать m 
+ n -- k сп о со бами. 

 
П р и м ер  1. Скольким и способа ми из 28 костей д омин о мож н о вы-

бра ть кость, н а  кот орой есть "2" или "5". 
Реш ени е. Выбра т ь кост ь, сод ерж а щ у ю  "2", мож н о 7-ю  способа ми, 

сод ерж а щ у ю  "5" - т ож е 7-ю  способа ми, н о сред и этих способов есть од ин  
общ ий - эт о выбор кост и "2 : 5". В  соответст вии с пра вилом  су ммы общ ее 
число способов выбора  н у ж н ой кости мож н о осу щ ест вить 7+7-1 = 13 спо-
соба ми. 

П ра вило су м мы мож н о сф орм у лирова т ь д ля произвольн ого числа  
объект ов. Д ля этого д ост а точн о использова ть ф орм у лу  д ля мощ н ости объ -
ед ин ен ия кон ечн ого числа  м н ож ест в. В  слу ча е трёх объектов форм у ла  
имеет  вид : 

|A CB UU | = |A| +|B| +|C| - |A I  B| - |A I  C| - |B I  C| +|A I  B I  C|. 
П ра вило су м мы д ля 3-х объектов:  
Есл и о бъ е кт а мо ж но  в ыбрать n1 сп о со бами, о бъ е кт b –  n2 сп о со -

бами, о бъ е к т с –  n3 сп о со бами, и изв естны n12 о бщ их сп о со ба в ыбо ра о д -
но го  из о бъ е кто в  а и b , n13 о бщ их сп о со ба в ыбо ра о д но го  из о бъ е к то в  а и 
с, n23 о бщ их сп о со ба в ыбо ра о д но го  из о бъ е кто в  b и с, а такж е  изв е стно  
n123 о бщ их сп о со ба в ыбо ра о д но го  их о бъ е кто в  а, b и с , то  число  в сех сп о -
со бо в  в ыбо ра о д но го  из о бъ е кто в  “а или b или с” в ычисляется п о  фо рму л е : 

n1 + n2 + n3 - n12 - n13 - n23 + n123     (1) 
 
П р и м ер  2. В  ход е экза мен а цион н ой сессии 12 ст у д ен т ов полу чили 

оцен ки "от личн о” , 12 - "хорош о", 13 - "у д овлет ворительн о” , 5 - "хорош о" и 
"отличн о", 7 - "хорош о" и "у д овлетворит ельн о", 8 - "у д овлет ворительн о" и 
"отличн о". У  трех ст у д ен тов все вид ы оцен ок. Сколько ст у д ен тов в гру ппе, 
если известн о, что все он и сд а ли сессию ? Сколько отличн иков в гру ппе? 
Сколько в гру ппе "чистых" троечн иков? 

Реш ени е. В  у словиях за д а чи n1 = 12, n2 = 12, n3 = 13, n12 = 5, n23 = 7, 
n13 = 8, n123 = 3. П о форм у ле (1) н а ход им  общ ее число ст у д ен тов в гру ппе: 
12+13+12-5-7- 8+3 = 20 ; число отличн иков в гру ппе ра вн о: n1 – (n12 + n13) + 
n123 = 12 - (5+8) + 3 = 2; число “чистых”  троечн иков ра вн о n3 – (n13 +  n 23) + 
+ n123 = 13 - (8 + 7) + 3 =1. 

 



ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
 

1. И меется 10 билетов д ен еж н о-вещ евой лотереи и 15 билетов ху д ож ест -
вен н ой лотереи. Скольким и способа ми мож н о выбра ть од ин  лотерей-
н ый билет? 

Ответ : 25. 
2. Скольким и способа ми мож н о под а рить су вен ир из имею щ ихся 6 а вто-
ру чек, 7 репрод у кций ка ртин  и 3 а льбомов? 

Ответ : 16. 
3. В  город е работ а ю т  4 м у зея, 3 теа тра  и 10 кин отеа тров. Сколько ва риа н -
т ов д ля орга н иза ции ку льтпоход а  в воскресен ье? 

Ответ : 17. 
4. Сколько су щ ест ву ет  ва риа н тов поезд ки к морю , если т у д а  мож н о д об-
ра ться тремя а виа рейса ми, пятью  а втод орога ми или по ж елезн ой д оро-
ге? 

Ответ : 9. 
5. Скольким и способа ми мож н о ку пить од ин  пирож ок, если в прод а ж е 7 
пирож ков с мясом , 10 пирож ков с повид лом  и 12 пирож ков с ка пу стой? 

Ответ : 29. 
6. В  отд еле НИ И  работ а ю т  н есколько сотру д н иков, зн а ю щ их хотя бы од ин  
ин остра н н ый язык. Из н их 6 человек зн а ю т  а н глийский, 6 - н емецкий, 7 
- фра н цу зский, 4 - а н глийский и н емецкий, 3 - фра н цу зский и н емецкий, 
2 - фра н цу зский и а н глийский, 1 человек зн а ет  все три языка . Сколько 
человек работ а ет  в отд еле? Сколько из н их зн а ю т  т олько а н глийский 
язык? Сколько человек зн а ю т  только од ин  язык? 

Ответ : 11, 1, 4. 
7. Ста рост а  од н ого кла сса  д а л след у ю щ ие свед ен ия об у чен ика х: “В кла с-
се у ча тся 45 человек, в т ом  числе 25 м а льчиков; 30 у чен иков у ча тся н а  
хорош о и отличн о, в том  числе 16 м а льчиков. Спортом  за н им а ю тcя 28 
у чен иков, в  том  числе 18 м а льчиков и 17 ш кольн иков, которые у ча т ся 
н а  хорош о и от личн о. 15 м а льчиков у ча тся н а  хорош о и от личн о и за -
н има ю т ся спортом  ". Д ока ж ит е, что в этих свед ен иях есть ош ибка .  

Ответ : П о ф орм у ле (1) в кла ссе 47 человек, а  по свед ен иям  ст а -
росты —  45. 

П р и м ечани е. З ад ачи 6 , 7 решить такж е  с п о мо щ ью к ру го в  Э йлера. 
8. Сколько чисел сред и первых 100 н а т у ра льн ых чисел н е д елятся н и н а  2, 
н и н а  3, н и н а  5? 

Ответ : 74. 



У казани е. Ко личе ств о  нату ральных чисел , д е л ящ ихся на m и не  п ре в о с-
хо д ящ их a, рав но  цел о й части [ a/m ] числа 

m
a . 

9. Сколько чисел сред и первых 1000 н а т у ра льн ых чисел, н е д елящ ихся н и 
н а  3, н и н а  4, н и н а  5? 

Ответ : 400. 
10. В  корзин е леж а т  8 ра зличн ых яблок и 7 ра зличн ых гру ш . Скольким и 
способа ми мож н о взят ь плод  из корзин ы? 

Ответ : 15. 
 

П р а вило  п р о изве де ния: 
П ра вило произвед ен ия д ля д ву х объект ов: П у сть о бъ е кт a мо ж но  

в ыбрать п  сп о со бами, и п о сл е  к аж д о го  так о го  в ыбо ра о бъ е кт b мо ж но  
в ыбрать т сп о со бами. То гд а в ыбо р п ары “a и  b“  в  у к азанно м п о ряд к е 
мо ж но  о су щ еств ить n ×  т сп о со бами. 

 
П р и м ер  3. Скольким и способа ми мож н о выбра ть гла сн у ю  и согла с-

н у ю  бу квы из бу кв  слова  "ст у д ен т "? 
Реш ени е. Г ла сн у ю  бу кву  мож н о выбра ть 2-мя способа ми, согла сн у ю  

мож н о выбра ть 5-ю  способа ми. П о пра вилу  произвед ен ия выбор " гла сн ой 
и согла сн ой " мож н о осу щ ест влять 2 ×  5 = 10 способа ми. 

 
П р и м ер  4. Сколько су щ ест ву ет  д ву зн а чн ых четн ых чисел в д еся-

тичн ой сист еме счислен ия? 
Реш ени е. Выбира ю тся д ве цифры из м н ож ест ва  {0,1,2,...,8,9}. П ер-

ва я цифра  мож ет  быть лю бой, кроме н у ля. П оэтом у  ее мож н о выбра ть 9-ю  
способа ми. Втора я цифра  мож ет  быть лю бой из м н ож ест ва  {2,4,6,8,0}, ее 
мож н о выбра ть 5-ю  способа ми. След ова тельн о, четн ых д ву зн а чн ых чисел 
по пра вилу  произвед ен ия бу д ет  n ×  m = 45, гд е n = 9, m = 5. 

 
П ра вило произвед ен ия является след ствием  теор ем ы о мощности  

п р ям ого п р ои зведени я конечного ч и сла конечных множ еств. В  слу ча е 
произвольн ого числа  объект ов он о форм у лиру ет ся след у ю щ им  обра зом : 
Если о бъ е кт a1 мо ж но  в ыбрать п 1 сп о со бами, о бъ е кт a2 - n2 сп о со бами,..., 
о бъ е кт ak - nk сп о со бами, то  о бщ е е  числ о  п о л у ченных таким о бразо м у п о -
ряд о ченных набо ро в  ( a1, a2, …  , ak ) мо ж но  в ыбрать n1 ×  n2 × …  ×  nk сп о со -
бами. 

Если требу ется выполн ить од н о за  д ру гим  од н овремен н о k д ейст вий, 
н а  од н о из которых н а лож ен о огра н ичен ие, т о под счет  числа  возмож н ых 
комбин а ций у д обн ее н а чин а т ь с выполн ен ия имен н о этого д ействия. 

 
П р и м ер  5. В  микроа втобу се 10 мест , од н о из которых - мест о вод и-



теля. Сколькими способа ми могу т  сесть в а вт обу с 10 человек, если место 
вод ителя могу т  за н ять только трое из н их. 

 Реш ени е. На чн ем  с мест а  вод ителя. Имеется n1 = 3 способа  за н ять 
его место. След у ю щ ее место мож ет  за н ять лю бой из д евят и ост а вш ихся 
человек, т .е. n2 = 9 и т . д . П о пра вилу  произвед ен ия полу ча ем  всего воз-
мож н остей 

n1 ×  n2 ×  n3 ×  …  ×  n10 = 3× 9× 8× 7× 6× 5× 4× 3× 2× 1 = 3× 9!. 
 
 

ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
 

11. Сколько су щ еству ет  д ву зн а чн ых чисел в 10-н ой системе счислен ия, в 
кот орых н ет  од ин а ковых цифр? 

Ответ : 81. 
12. Сколько су щ ест ву ет  н ечё т ных трехзн а чн ых чисел? 

Ответ : 450. 
13. На  ферме есть 20 овец и 24 козы. Скольким и способа ми мож н о выбра ть 

од н у  овцу  и од н у  козу ? Если т а кой выбор у ж е сд ела н , сколькими спо-
соба ми мож н о сд ела ть его ещ е ра з? 

Ответ : 480, 437. 
14. Скольким и способа ми мож н о выбра ть по од н ом у  экземпляру  ка ж д ого 

у чебн ика , если имеется 3 экземпляра  у чебн ика  а лгебры, 7 экземпляров 
у чебн ика  геометрии и 10 экземпляров у чебн ика  ин ф орм а тики? 

Ответ : 210. 
15. Скольким и способа ми мож н о выбра ть из н а т у ра льных чисел от  1 д о 20 

д ва  числа  т а к, чт обы их су мм а  была  н ечет н ым  числом? 
16. И меется 5 вид ов кон вертов без м а рок и 4 вид а  м а рок. Сколькими спо-

соба ми мож н о выбра ть кон верт  и ма рку  д ля посылки письм а ? 
Ответ : 20. 

17. Скольким и способа ми мож н о выбра ть согла сн у ю  и гла сн у ю  бу квы из 
слова  "зд а н ие"? И з слова  "ка бин ет"? 

Ответ : 9. 
18. В  корзин е леж а т  12 яблок и 10 гру ш . Сын  выбира ет  из н ее яблоко или 

гру ш у , после чего д очь берет  и яблоко, и гру ш у . В  ка ком  слу ча е д очь 
имеет  больш у ю  свобод у  выбора : если сын  взял яблоко или если он  взял 
гру ш у ? 

Ответ: Если сын  выбра л яблоко. 
19. Скольким и способа ми мож н о соверш ить кру говой рейс из А  в В и об-

ра т н о, если н а  обра т н ом  пу ти выбира ть н ову ю  д орогу  и известн о, чт о А  



и В  соед ин ены семью  д орога ми? 
Ответ : 42. 

20. У  н екоторых н а род ов прин ято д а ва ть д етям  н есколько имен . Скольки-
ми способа ми мож н о н а зва ть ребен ка , если ем у  д а ю т  н е более трех 
имен , а  общ ее число имен  ра вн о 300? 

Ответ : 26820600. 
 
 
 

2.2. У п о р ядо ч е нные  и не уп о р ядо ч е нные  выб о р ки 
 

П он ят ие выборки 

 
И звестн о, чт о k-выборка  из н екоторого м н ож ества  пред ст а вляет  со-

бой комбин а цию  из к  элемен тов этого м н ож ества . Выборки, в кот орых все 
элемен ты ра зличн ы, н а зыва ю т  выбор кам и  без п овтор ени й, в от личие от  
выбор ок с п овтор ени ям и , в кот орые могу т  вход ить од ин а ковые элемен ты. 

Выборка  н а зыва ет ся уп ор ядоченной, если су щ ест вен ным  является н е  
т олько сост а в элемен тов в н ей, н о и поряд ок их ра сполож ен ия. Д ве 

у поряд очен н ые k-выборки счит а ю тся ра зличн ым и, если он и отлича ю т ся 
либо сост а вом  элемен тов, либо поряд ком  их ра сполож ен ия. На пример, 
у поряд очен н ые выборки (1,2) и (2,1) счит а ю тся ра зличн ыми, хотя и со-
ст а влены из од н их и тех ж е элемен тов. 

Выборка  н а зыва ется неуп ор ядоченной, если поряд ок след ова н ия 
элемен тов в н ей н е су щ ест вен ен . Та к, {1,2} и {2,1} счит а ю тся од н ой и той 
ж е н еу поряд очен н ой выборкой.  

Ф игу рн ые и кру глые скобки под черкива ю т  отличие н еу поряд очен -
н ой выборки от  у поряд очен н ой.  

П р и м ер  6. С ост а вьте всевозмож н ые 2-выборки из элемен тов м н о-
ж ества  М ={а ,Ь ,с}.  

Реш ени е. (а ,b), (b,а ), (а ,с), (с,а ), (b,с), (с,b) - это у поряд очен ные  
 2-выборки без повторен ий. И х, очевид н о, всего 6. 
(а ,а ); (а ,b); (а ,с); (b,b); (b,a); (b,c); (c,c); (c,a); (c,b) – у поряд очен ные 2-

выборки с повторен иями. И х всего 9. 
{a,b}, {а ,с}, {b,c} - н еу поряд очен н ые выборки без повт орен ий. Л егко 

вид ет ь, что иx всего 3. 
[a,b]; [a,a]; [a,c]; [b,b]; [b,c]; [c,c] – н еу поряд очен н ые выборки с по-

вторен иями. И х всего 6. 
 
В  след у ю щ их па ра гра ф а х бу д у т  д а н ы ф орму лы д ля под счет а  количе-

ства  k-выборок из n элемен тов. 
 



 

зад ачи и У п раж нения  

 
1. И з ящ ика  с 70 ра зным и ш а ра ми вын им а ется 5 ш а ров? К а кого типа  5-
выборка ? О т вет  обосн ова т ь. 

Ответ : Неу поряд очен н а я без повторен ия. 
 

2. К а кого типа  7-выборка  при соверш ен ии поку пки сем и пирож ных; если 
в м а га зин е имеет ся четыре их сорта ? 

Ответ : Неу поряд очен н а я с повт орен иям и. 
 

3. На  ш а хм а т н ой д оске ра сст а влены: а ) 8 од ин а ковых ф игу р; б) 8 различ-
н ых ф игу р. К  ка ком у  т ипу  от н осятся 8-выборки в слу ча ях а ) и б)? 

Ответ :  а ) Неу поряд очен н а я с повторен иями. 
б) У поряд очен н а я без повторен ий. 
 

4. К а кого типа  4-выборки, если выбира ю тся из 10 претен д ен тов:  
а ) четыре ка н д ид а т а  н а  кон ф ерен цию ?  
б) презид ен т , вице-презид ен т , ка зн а чей и у ченый секрет а рь н а у чн о-
го общ ества ? 

Ответ :  а ) Неу поряд очен н а я без повторен ий. 
б) У поряд очен н а я с повторен иями. 
 

5. П ерест а вляю тся бу квы слов : а ) ” м а рт ” , б) “м а ма ” . Сколько полу чит ся 
ра зличных перест а н овок? П еречислит е их. К  ка ком у  типу  выборки 
мож н о отн ести эти комбин а ции бу кв? 

Ответ : У поряд очен ные. 
 

6. И з м н ож ества  цифр {0,1,2,...,9} сост а вляю тся ра зличные н а боры чисел 
по пять цифр в ка ж д ом . К а кого т ипа  выборки пред ст а вляю т  собой пяти-
зн а чные числа ? 

7. Сост а вляю т ся слова  д лин ы 4 из 32 бу кв  ру сского а лф а вит а  т а к, что д ве 
сосед н ие бу квы эт их слов ра зличн ы. К а кого ха ра ктера  эт и выборки? 
На йт и число т а ких н а боров слов. 

8. Сколько мож н о сост а вить слов д лины k из 32 бу кв ру сского а лф а вит а ? 
Ра ссмотреть слу ча й k = 2, 3, 4. 

Ответ : У поряд очен ные с повторен иями. 
1024 при k=2; 32768 при k=34; 



324 при k=4. 
 

9. И з м н ож ест ва  A = {a, b, c, d} сост а вить:  
а ) у поряд очен н ые 2-выборки без повторен ий; 
б) н еу поряд очен ные 2-выборки без повторен ий. 

Сколько их всего мож ет  быть? 
Ответ : а ) 12; б) 6. 

 
 П ри реш ен ии комбин а т орных за д а ч, в кот орых требу ет ся опред елить 
количество н екоторых выборок (комбин а ций) из д а н н ого м н ож ества  эле-
мен тов, осн овн ым  момен том  является пра вильн ое опред елен ие типа  (ха -
ра ктера ) выборок —  у поряд очен ные это выборки или н ет , с повторен иями 
или без повторен ий.  
 К омбин а циям , которые встреча ю тся в этих за д а ча х, присвоены осо-
бые н а зва н ия —  ра змещ ен ия, сочет а н ия и перест а н овки. 

 
 

Ра зм ещ ен ия без повторен ий и с повторен иями 

 
Разм ещени ям и  без п овтор ени й из п  элемен тов по к  н а зыва ю т ся 

у поряд очен ные k-выборки из п  элемен тов без повторен ий. Их число 

обозн а ча ется 
k
nA  и вычисляется по ф орм у ле : 

k
nA = n× (n-1)×(n-2)×… × (n-k + 1) =

)!(
!
kn

n
−

, k ≤  n. (2) 

О бычн о ра змещ ен ия без повторен ий из n элемен т ов по n н а зыва ю т ся 
п ер естановкам и  из n элемен т ов. И х число обозн а ча ется Pn и вычисляет ся 
по ф орму ле: 

Pn = 
n
nA = n!            (3) 

 
П р и м ер  7. Скольким и способа ми мож н о сост а вить трехцветн ый по-

лоса тый ф ла г, если имеет ся м а териа л пяти ра зличн ых цвет ов? 
Реш ени е. Ну ж н о н а йти число 3-выборок из 5 элемен тов без повто-

рен ий (все цвет а  ра зличн ы); поряд ок, в котором  ра спола га ю т ся выбра н ные 
цвет а , су щ ествен ен . След ова тельн о, н у ж н о н а йти число у поряд очен н ых 
выборок, т .е. число ра змещ ен ий из 5 по 3 без повторен ий. П о ф орм у ле (2) 
имеем  

3
5A = 

)!35(
!5

−
 =5×4×3 = 60 (способов). 

За метим , что эт у  за д а чу  мож н о реш ит ь ин а че. Д ля выбора  цвет а  пер-



вой полосы имеется 5 ва риа н тов. П осле произвед ен н ого выбора  цвет  д ля 
второй полосы мож н о выбра т ь 4-мя способа ми из 4-х ост а вш ихся. Д а лее 
выбира ем  цвет  д ля третьей полосы ф ла га  из имею щ ихся З-х цвет ов. Это 
мож н о сд ела ть З-мя способа ми. П о пра вилу  произвед ен ия всего имеем  

5×4×3 = 60 (способов)  
. 

П р и м ер  8. Та  ж е за д а ча  из примера  7, н о сред и полос од н а  обяза -
тельн о д олж н а  быть кра сн ой. 

Реш ени е. Кра сн у ю  полосу  мож н о ра сполож ить З-мя способа ми, т .к. 
ф ла г трехполосн ый. П осле выбора  кра сн ой полосы, ост а лся м а териа л 4-х 
цветов, из которых н у ж н о выбра ть д ва  цвет а . Этот  выбор мож н о осу щ ест -
вить 

2
4A  = 

!2
!4  = 4× 3 = 12 (способа ми) , т а к ка к 2-выборки у поряд очен н ые без по-

вторен ий. П о пра вилу  произвед ен ия окон ча тельн о имеем  3×
2
4A =36 (спо-

собов).  
 

П р и м ер  9. Скольким и способа ми мож н о пост а вит ь в ряд  5 человек 
д ля ф отосн имка ? 

Реш ени е. Ряд  из пяти человек мож н о ра ссм а трива т ь ка к у поряд о-
чен н у ю  выборку  из 5-ти элемен т ов по 5. П о ф орм у ле (3) имеем  P5= 5

5A  = 
5!= 120 (способов). 

 
Разм ещени ям и  с п овтор ени ям и  из п  элемен т ов по к  н а зыва ю т ся 

у поряд очен ные k-выборки из п  элемен тов с повторен иям и. И х число обо-
зн а ча ется k

nA  и вычисляется по ф орм у ле 

k
nA  = nk , ∀ n, k ∈N                                                (4) 

 
П р и м ер  10. В  од н ой из первых поколен ий ЭВМ  "Стрела " О ЗУ  имело 

2048 ячеек, ка ж д а я ячейка  состояла  из 43 разряд ов. К а кое ма ксим а льн ое 
количество ра зличных чисел в д воичн ой системе счислен ие мож н о было 
поместить в О ЗУ ? 

Реш ени е. В  лю бой ячейке ин ф орм а ция (число) пред ст а вляла сь в ви-
д е д воичн ого, т . е. состоящ его из 0 и 1, у поряд очен н ого н а бора  д лины 43. 
Всего мест  д ля 0 и 1 ра вн о k = 2048×43=88064. Та ким  обра зом , имеем  у по-
ряд очен ные k-выборки из n = 2 с повт орен иям и. И х число н а ход им  по 
ф орм у ле (4) : kA2  = 2k, гд е k = 88064. 
 
 



ЗА Д А Ч И  И  У П РА Ж НЕНИЯ  

 
10. В  забеге у ча ству ю т  5 человек. Сколькими способа ми могу т  ра спред е-
литься 2 первых мест а ? 

Ответ : 31. 
11. Скольким и способа ми могу т  7 человек вст а ть в очеред ь за  билет а ми в 
т еа тра льн ой ка ссе? 

Ответ : 7!. 
12. Скольким и ра зличн ым и способа ми 2 д ру га  могу т  од н овремен н о посе-
т ить кого-либо из своих общ их трёх зн а комых? 

Ответ : 9. 
13. Сколько су щ ест ву ет  ра зличных н а боров д лин ы 10 из н у лей и ед ин иц? 

Ответ : 1024. 
14. В  н екот ором  госу д а рстве н е было д ву х ж ителей с од ин а ковым  н а бором  
зу бов. К а кова  н а ибольш а я числен н ост ь этого госу д а рст ва ? 

Ответ : 232. 
15. А бит у риен т у  н еобход имо сд а ть 4 экза мен а  за  10 д н ей. Сколькими спо-
соба ми мож н о сост а вить ем у  ра списа н ие, если в од ин  д ен ь мож н о сд а -
ва ть только од ин  экза мен ? 

Ответ: 504078910 =××× . 

16. Ч ет веро ст у д ен тов сд а ю т  экза мен . Скольким и способа ми могу т  быть 
пост а влены им  оцен ки, если извест н о, что н икт о н е полу чил оцен ки 
"н еу д овлетворительн о"? 

Ответ : 81. 
17. Сколько слова рей н а д о изд а ть, чтобы мож н о было выполн ять переводы 
с лю бого из пяти языков  н а  лю бой д ру гой из эт их пяти языков? На  
сколько больш е слова рей н а д о изд а ть, если число ра зличных языков 
ра вн о 10? 

Ответ : 20; 70. 
18. Сколько су щ ест ву ет  ра зличн ых пятизн а чных чё т н ых чисел, кот орые 
н а чин а ю тся цифрой "2" и ока н чива ю тся цифрой "4", если использу ю т ся 
цифры 1,2,3,4,5?  

Ответ : P3=3!. 
19. Сколько ра зличн ых четырёхзн а чных чисел, д елящ ихся н а  4, мож н о со-
ст а вит ь из цифр 1,2,3,4,5? 

Ответ : 125. 
20. В  ком н а те общ еж ития ж иву т  трое ст у д ен тов. У  н их есть 4 ра зные ча ш -



ки, 5 ра зных блю д ец и 6 ра зн ых ча йн ых лож ек. Сколькими способа ми 
он и могу т  н а крыть ст ол д ля ча епития (ка ж д ый ст у д ен т  полу ча ет  од н у  
ча ш ку , од н о блю д це и од н у  лож ку )? 

Ответ : 172800. 
 
 

С о ч е та ния б е з п о вто р е ний  и с п о вто р е ниями 
 

Сочетани ям и  без п овтор ени й из п  элемен тов по к  н а зыва ю тся н е-
у поряд очен н ые k-выборки из п  элемен тов без повторен ий. И х число обо-
зн а ча ется k

nC  и вычисляет ся по ф орм у ле 
k
nC =

k)!-(nk!
!n , k ≤n (5) 

Сочет а н ия из n по k без повт орен ий обра зу ю т  k-элемен т а рн ые под -

м н ож ества  исход н ого м н ож ества  мощ н ости n. Ч исла  
k
nC  н а зыва ю тся би -

ном и ал ьным и  коэ ф ф и ци ентам и . 
 
П р и м ер  11. Сколькими способа ми мож н о выбра ть три ра зличные 

кра ски из имею щ ихся пяти? 
Реш ени е. О чевид н о, что н у ж н о под счит а ть число З-выборок из 5 

элемен тов, причем  по у словию  за д а чи пон ятн о, что сред и выбра н н ых эле-
мен тов н е д олж н о быть од ин а ковых и что поряд ок ра сполож ен ия выбра н -
н ых кра сок н е су щ ест вен ен . Зн а чит , н у ж н о н а йти число н еу поряд очен н ых 
выборок, т .е. число сочет а н ий без повторен ий из 5 по 3. П о ф орм у ле (5) 
имеем : 

3
5С = 

)!35(!3
!5
−

 = 5×
!2

4  = 10. 

 
Сочетани ям и  с п овтор ени ям и  из п  элемен т ов по к  н а зыва ю тся н е-

у поряд очен н ые k-выборки из п  элемен тов с повторен иям и. И х число обо-

зн а ча ется 
k
nH  и вычисляет ся по ф орм у ле 

k
nH = k

knC 1−+ =
)!1(!
)!1(

−
−+

nk
kn , Nkn ∈∀ ,  (6) 

 
П р и м ер  12. В  киоске имею тся открытки 10 вид ов. Скольким и спосо-

ба ми мож н о ку пить: а ) 5 открыток? б) 5 ра зных открыток? в) 15 от крыток с 
повторен иям и? 

Реш ени е. В  слу ча ях а ) и в) н а с ин т ересу ю т  н еу поряд очен ные выбор-
ки из 10 элемен тов с повторен иями д лины 5 и 15 соответ ствен н о. И х число 
опред еляется по ф орм у ле (6): 



a) 
5
10H = 5

1510 −+C  =
5

14C =
)!514(!5

!14
−

=
5!

10 11 12 13 14 ××××  =2002 (способа ); 

в) 
15
10H =

15
11510 −+C =

15
24C = 

)!1524(!15
!24
−

 = 
!9!15

!24  (способов); 

В  слу ча е б) н у ж н о под счит а ть число н еу поряд очен н ых 5-выборок из 
10 элемен тов без повторен ий (все открытки ра зн ые). И х число опред еляет -
ся по форму ле (5) : 5

10C  = 
!5!5
!10  = 252 (способа ). 

 

ЗА Д А Ч И  И  У П РА Ж НЕНИЯ  

 
21. И з 20 ст у д ен тов н а д о н а зн а чить 5 д еж у рных. Сколькими способа ми это 
мож н о сд ела ть? 

Ответ : 15504. 
22. Скольким и способа ми мож н о сост а вит ь брига д у  из четырёх плотн иков, 
если имею тся пред лож ен ия от  10 человек? 

Ответ : 210. 

23. Скольким и способа ми пять д еву ш ек и трое ю н ош ей могу т  ра збит ься н а  
д ве ком а н д ы по четыре человека  в ком а н д е, если в ка ж д ой ком а н д е 
д олж н о быть хотя бы по од н ом у  ю н ош е? 

Ответ : 3
53 C× . 

24. Скольким и способа ми мож н о ра сселит ь 9 ст у д ен тов в ком н а ты, ка ж д а я 
из которых ра ссчит а н а  н а  трёх человек?  

Ответ : 81. 
25. Скольким и способа ми мож н о сост а вить н а бор из 8 пирож ных, если 
имеется 4 сорта  пирож ных? 

Ответ : 
!3!8
!11

. 

26. Сколько ра зличн ых под м н ож еств из трех элемен т ов имеет  м н ож ест во 
А ={1, 2, 3, 4, 5}; В={*, « ,0, 1}?  

Ответ : 10; 4. 
27. Скольким и способа ми из трех спортивных общ ест в, н а считыва ю щ их 
соответ ствен н о 40, 40 и 60 человек, мож н о выбра ть ком а н д ы по 5 чело-
век д ля у ча стия в соревн ова н иях?  

Ответ : 5
60

5
40

5
40 CCC ×× . 

28. И з гру ппы в 20 человек ка ж д у ю  н очь выд еляется н а ряд  из трех человек. 
Сколько су щ ест ву ет  ва риа н тов сост а влен ия н а ряд а ?  



Ответ : 1040. 
29. И з гру ппы, состоящ ей из 7 м у ж чин  и 4 ж ен щ ин , н а д о выбра ть 6 человек 
т а к, чтобы сред и н их было н е мен ее д ву х ж ен щ ин . Скольким и способа -
ми это мож н о сд ела ть?  

Ответ : 371. 
30. Скольким и способа ми мож н о выбра ть 12 человек из 17, если д а н н ые 
д вое человек из этих 17 н е могу т  быть выбра ны вместе? 

Ответ : 10
15

12
17 CC − . 

31. На йт и н а т у ра льн ое число n, у д овлет воряю щ ее у ра вн ен ию  
5
nC =

5
12 −nC . 

Ответ : 10=n . 
32. Д ока за ть след у ю щ ие свойст ва  бин ом иа льн ых коэф ф ициен т ов: 

а ) k
nC = kn

nC −  (k=1… n);  

б) k
nC = 1

1
−
−

k
nC + k

nC 1− ; 

в)
k
nC ×

km
knC −

− =
k
mC  ×

m
nC ; 

г) ∑
=

n

k 0

k
nC =2n; 

д ) ∑
=

n

k 0
(-1)k k

nC =0; 

е) ∑
=

n

k 0

k
nC2

=∑
=

n

k 0

12 +k
nC . 

 
 

П е р е ста но вки. П о дсч е т числа  б е сп о р ядко в 
 

П е р е ста но вки с п о вто р е ниями. Ра ссмотрим  за д а чу : И мею т ся 
пред меты к  ра зличн ых вид ов. Сколько ра зличных комбин а ций (перест а н о-
вок) мож н о сд ела т ь из п 1 пред метов 1-ого вид а , n2 пред метов 2-ого вид а ,..., 
п k пред метов k-ого вид а ? Ч исло пред метов в ка ж д ой перест а н овке 
n=n1+n2+...+nk. Та кие комбин а ции н а зыва ю т ся п ер естановкам и  с п овто-
р ени ям и . И х число обозн а ча ется P(n1,n2,...,nk) и вычисляется по форм у ле 

Р(n1,n2,...,nk) = 
!!...!

!

21 knnn
n  (7) 

 
П р и м ер  13. Сколькими способа ми мож н о ра сполож ит ь в ряд  5 чер-

н ых, 4 белых и 3 кра сн ых ф иш ки? 
Реш ени е. Эт а  за д а ча  н а  перест а н овки с повторен иями. Имеем  ф иш ки 

3-х  



ра зличных вид ов: чёрных n1=5, белых n2=4 и кра сных n3=3. Всего ф иш ек 
n=12. След ова тельн о, по форм у ле (7) имеем  Р(5,4,3)=

!3!4!5
!12  = 27720 (спо-

собов). 
 
Зам ечани е 1. Д ля реш ен ия д а н н ой за д а чи мож н о было примен ить 

ра ссу ж д ен ия, под обн ые вывод у  ф орм у лы д ля числа  сочет а н ий: За н у меру -
ем  чёрные ф иш ки числа ми 1,2,3,4,5; белые - числа м и 6,7,8, 9; кра сные - 
числа ми 10,11,12. И меем  всего 12 пред мет ов, которые мож н о ра сполож ить 
в ряд  12! способа ми. Но все ра сполож ен ия ф иш ек н е мен яю тся при всех 
перест а н овка х ф иш ек с н омера ми 1-5 (все он и од н ого вид а ), с н омера м и 6-
9 и с н омера ми 10-12. П оэтом у  число ра зличн ых ра сполож ен ий ра вн о 

!3!4!5
!12 . 

Зам ечани е 2. Если п 1 =к , n2=n-к , то имеем   
P(k,n-k)= k

nC . 
 

Ц икличе ские  п е р е ста но вки. Ра ссмотрим  за да чу: Семь д еву ш ек во-
д ят  хоровод . Сколькими ра зличн ым и способа ми он и могу т  вст а ть в кру г? 

Реш ени е. Если бы д ев у ш ки стояли н а  месте, то полу чилось бы 7! 
способов перест а н овок в ряд у . Но т а к ка к он и кру ж а тся, то их полож ен ие 
отн осительн о окру ж а ю щ их пред метов н есу щ ествен н о, а  ва ж н о только их 
вза им н ое ра сполож ен ие. П оэтом у  перест а н овки, переход ящ ие д ру г в д ру га  
при кру ж ен ии (циклическом  сд виге), н у ж н о счит а ть од ин а ковыми. Та к ка к 
из ка ж д ой перест а н овки циклическим  сд вигом  мож н о полу чить ещ ё  6 н о-
вых, то количество ин тересу ю щ их н а с перест а н овок (7!) : 7=6!. 

Эту  за д а чу  мож н о обобщ ит ь т а к. Если ра ссм а трива ть перест а н овки n 
пред мет ов, ра сполож ен ных н е в ряд , а  по кру гу , и счит а т ь од ин а ковыми 
перест а н овки, переход ящ ие д ру г в д ру га  при вра щ ен ии, то число ра злич-
н ых перест а н овок (n-1)!. 

 
П о дсчёт числа  б е сп о р ядко в. Это т а к н а зыва ем а я за д а ча  “о числе 

беспоряд ков” . Ч исло N  перест а н овок из цифр {1, 2, … ,n} т а ких, что н ика -
ка я цифра  н е ост а ё т ся н а  своём  месте, мож н о н а йт и по след у ю щ ей ф орму -
ле: 

N =n!∑
=

−
n

k

k

k0 !
1)1(  (8) 

 
 

ЗА Д А Ч И  И  У П РА Ж НЕНИЯ  

 
33. Скольким и способа ми мож н о ра сст а вить белые ф игу ры (2 кон я, 2 сло-
н а , 2 ла д ьи, ф ерзя и короля) н а  первой лин ии ш а хм а т н ой д оски?  



Ответ : 5040. 
34. Ч етыре а втора  д олж н ы н а писа ть кн игу  из 17 гла в, причём  первый и тре-
т ий д олж н ы н а писа т ь по 5 гла в, второй —  4 гла вы, а  четвёртый —  3 
гла вы кн иги. Сколькими способа ми мож н о ра спред елить гла вы меж д у  
а втора ми?  

Ответ : 
!3!4!5!5

!17 . 

35. Сколько су щ ест ву ет  перест а н овок элемен т ов 1, 2,...,n , в которых эле-
мен т  1 н а ход ится н е н а  своём  мест е? 

Ответ : ( )( )11 −− nn !. 

 
36. Сколько ож ерелий мож н о сост а вить из семи бу син ок ра зн ых ра змеров? 

Ответ : 300. 
37. Сколько ра зличн ых бра слетов мож н о сд ела ть из четырёх од ин а ковых 
ру бин ов, пят и од ин а ковых са пфиров и ш ести од ин а ковых изу мру д ов, 
если в бра слете д олж н ы быть все 15 ка мн ей? Сколькими способа ми 
мож н о из этих ка м н ей выбра ть три ка м н я д ля кольца ? 

Ответ : ( )
30

6,5,4P ; 10123 1
3 =++ C . 

38. Скольким и способа ми мож н о ра збить (п +т+р) пред мет ов н а  три гру п-
пы т а к, чтобы в од н ой было п , в д ру гой т, а  в трет ьей р пред метов? 

Ответ : ( )
!p!m!n

!pmn ++
. 

39. Скольким и способа ми мож н о перест а вит ь бу квы в слове  
а ) "космос"?    б) "т а рт а р"? 

Ответ : а ) 180; б) 90. 
 

40. Скольким и способа ми мож н о перест а вит ь цифры числа   
а ) 12341234?     б) 12345234? 

Ответ: а ) !521× ;  б) P(1,2,2,2,1). 
41. Сколько су щ ест ву ет  ва риа н тов того, что три человека , сд а вш ие свои 
ш ляпы в га рд ероб, н е полу ча т  в точн ости свою  ш ляпу ?  

Ответ : 2=N . 
42. Ч етыре человека  сд а ю т  свои ш ляпы в га рд ероб. П ред пола га я, что ш ля-
пы возвра щ а ю тся н а у га д , н а йти число слу ча ев и вероят н ость того, что в 



т очн ости k человек полу ча т  свои ш ляпы. Ра ссмотрет ь все зн а чен ия k ( k 
= 0, 1, 2, 3, 4 ). 

Ответ : И меем  9, 8, 6, 0, 1 слу ча ев с вероятн остям и 
24
1,0,

4
1,

3
1,

8
3

 

соответствен н о.. 

 Зам ечани е. Вероят н ость ра вн а  числу  Р(А ) =
n
m , гд е n – общ ее число 

комбин а ций, т - число "бла гоприятн ых" комбин а ций. 
 
 

2.3 Ф о р мула  вклю ч е ний  и исклю ч е ний  
 

П у ст ь имеется N пред метов и п  свойств a1, a2, …  , an. К а ж д ый из ра с-
см а трива емых пред метов мож ет  обла д а ть од н им  или н ескольким и из этих 
n свойств. О бозн а чим  через N(ai1, ai2, …  , ais) число пред метов, обла д а ю -
щ их свойст ва ми ai1, ai2, …  , ais (и, быть мож ет , н екоторыми д ру гим и), а  че-
рез N( a 1, a 2,… , a n) - число пред мет ов, н е обла д а ю щ их свойст ва м и ai1, ai2,… , 
ais. 

На пример, N(a1, a3, a 4) – число пред метов, обла д а ю щ их свойст ва ми 
a1, a3, н о н е обла д а ю щ их свойством  a4. 

Сп рав е д лив а фо рму л а  
N( a 1,a 2,… , a n) = N – N(a1) – N(a2) – … – N(an) + N(a1 , a2)+ 
+N(a1 , a3) +… + N(a1 , an) +… + N(an-1 , an) – N(a1 , a2 , a3) –… –   (9) 
  – N(an-2 ,an-1, an) +… + (-1)n N(a1, a2, …  , an). 
Ф орм у ла  (9) н aзывaeт cя ф ор м улой вклю чени й и  и склю чени й. Зд есь 

сла га емые вклю ча ю т  все комбин а ции свойст в a1,a2,… ,an без у чё т а  их по-
ряд ка ; зн а к “+”  ст а вится, если число у читыва емых свойст в чё т н о, и зн а к  

 “ - “ , если это число н ечё т н о. 
 
П р и м ер  14. В  резу льт а те опроса  70 ст у д ен тов выясн илось, что 45 из 

н их за н им а ю тся спортом , 29 —  м у зыкой, 9 —  и спортом  и м у зыкой. 
Сколько ст у д ен тов из числа  опрош ен н ых н е за н им а ю тся н и спортом , н и 
м у зыкой.  

Реш ени е. Ч тобы примен ить ф орм у лу  (9), обозн а чим  через a1(a2)- 
свойство ст у д ен т а , состоящ ее в том , что он  за н им а ется спортом  (му зыкой). 
Тогд а  имеем  N=70, N(a1)=45, N(a2)=29, N(a1,a2)=9. Ну ж н о н а йти число 
N( a 1, a 2). П о ф орм у ле (9) полу ча ем  

N( a 1 , a 2)=N – N(a1) – N(a2)+N(a1,a2)=70 – 45 – 29 + 9 = 5. 

П ред полож им  теперь, что число N(a1,a2,...,an) за висит  н е от  са мых 
этих свойств, а  лиш ь от  их числа . 

 Введ ём  след у ю щ ие обозн а чен ия : N(0) = N, N(1) = N(a1) =… = N(an),  



 N(2) = N(a1, a2) =… = N(an-1, an), …  , N(k) = N(a1, …  , ak) =… = N(an-k+1, 
…  , an), 

 N(n) = N(a1, a2, …  , an), N =N( a 1,a 2,… , a n). 

Тогд а  форм у ла  (9) примет  вид : 

  N =N(0)-
1
nC N(1)+

2
nC N(2)-… +(-1)n n

nC N(n), 

или  

N = ∑
=

n

k 0
(-1)k k

nC N(k)                                       (10) 

 
О чевид н о, ф орм у ла  (10) есть ча ст ный слу ча й ф орм у лы (9). 
 
П р и м ер  15. П у сть имеется п  ка рточек, прон у мерова н н ых от  1 д о п . 

Скольким и способа ми мож н о ра сполож ить их в  ряд у  т а к, чтобы н и д ля ка -
кого i (1 ≤ i ≤ n) ка рточка  с н омером  i н е за н им а ла  бы i-ого мест а ? 

Реш ени е. Ч исло всевозмож н ых ра сполож ен ий (перест а н овок) n ка р-
точек в ряд  ра вн о Pn=n!=N(0). О бозн а чим  через ai свойство: “i-а я ка рточка  
за н им а ет  место с н омером  i (i = 1, 2, …  , n)” . Тогд а  N(ai) = N(1) = Pn – 1 = (n – 
1)! – число перест а н овок всех ка рт очек в ряд у , кроме i-ой ,котора я ост а ё тся 
н а  i-ом  месте; N(ai, aj) = N(2) = Pn – 2 = (n – 2)! – число перест а н овок всех 
ка рточек в ряд у , кроме д ву х ка рточек с н омера ми i и j, ост а ю щ ихся н а  мес-
те, т . е. н а  i-ом  и j-ом  мест а х, и т . д . N(ai1, ai2, …  , aik) = N(k) = Pn-k = (n – k)! – 
число ра сполож ен ий, при которых ка рточка  с н омером  is за н им а ет  “своё ”  
место is (s = k,1 ). П о ф орм у ле (10) полу ча ем , что искомое число N  ра вн о 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑∑∑
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−=−
−

−=−=
n

k

k
n

k

k
kn

n

k

k
n

k

k
nkn

knk
nPCN

000

1111
!

!!
!!

!
 

За метим , что полу чен н ое число способов ра спола га т ься лю бой i-ой 
ка рточки н е н а  i-ом  месте согла су ется с ф орм у лой "числа  беспоряд ков" 
(см . (8) н а  стр. 41). 

 

ЗА Д А Ч И  И  У П РА Ж НЕНИЯ  

 
1. П ри обслед ова н ии чит а тельских вку сов ст у д ен тов ока за лось, что 60% 
ст у д ен т ов чит а ет  ж у рн а л А , 50% - ж у рн а л В , 50% - ж у рн а л С, 30% - 
ж у рн а лы А  и В , 20% - ж у рн а лы В и С, 40% - ж у рн а лы А  и С, 10% - 
ж у рн а лы А , В  и С. К а кой процен т  ст у д ен тов: а ) н е чит а ет  н и од н ого из 
этих ж у рн а лов? б) чит а ет  в точн ости д ва  ж у рн а ла ? в) чит а ет  только 
од ин  ж у рн а л В? За д а чу  реш ить д ву мя способа ми (с помощ ью  ф орм у лы 
(9) и кру гов Эйлера ).  

Ответ : а ) 20%; б) 60%. 



2. П ри опросе 13 человек, ка ж д ый из которых зн а ет  по кра йн ей мере од ин  
ин остра н н ый язык, выясн илось, что 10 человек зн а ю т  а н глийский язык, 
7 -н емецкий, 6 - испа н ский, 5 - а н глийский и н емецкий, 4 - а н глийский и 
испа н ский, 3 - н емецкий и испа н ский. Сколько человек зн а ю т : а ) все 
три языка ? б) ровн о д ва  языка ? в) только а н глийский язык? 

Ответ : 2, 6, 3. 
3. На  экску рсию  поеха ло 92 человека . Бу терброды с колба сой взяли  47 
человек, с сыром  - 38 человек, с ветчин ой - 42 человека ; и  с сыром  и с 
колба сой - 28 человек, и с колба сой и с ветчин ой – 31 человек, и с сы-
ром  и с ветчин ой - 26 человек. Все три вид а  бу терброд ов взяли 25 чело-
век. Несколько человек вместо бу терброд ов взяли пирож ки. Сколько 
человек взяли с собой пирож ки? 

Ответ : 25 человек. 
4. На йт и количество н а т у ра льн ых чисел, н е превосход ящ их 1000 и н е д е-
лящ ихся н и н а  од н о из чисел 3, 5 и 7? 

Ответ : 457. 
5. На йти количество н а т у ра льн ых чисел, н е превосход ящ их 1000 и н е 

д елящ ихся н и н а  од н о из чисел 6, 15и10? 
Ответ : 734. 

6. П ока за ть, что если п =30т, то количество н а т у ра льных чисел, н е 
превосход ящ их п  и н е д елящ ихся н и н а  од н о из чисел 6, 10 и 15, ра вн о 
22m. 7. Сколько н еотрица т ельных целых чисел, мен ьш их миллион а , сост оит  
т олько из цифр 1, 2, 3, 4? 

 
 
 



2.4 За да чи с о гр а нич е ниями 
 

Ра ссмотрим  в д а н н ом  па ра гра ф е комбин а торн ые за д а чи сн а ча ла  с ог-
р ани чени ям и  на п ор ядок э лем ентов, когд а  н а  поряд ок элемен тов н а кла -
д ыва ю тся н екоторые д ополн ит ельн ые у словия. В  т а ких за д а ча х у д обн о 
примен ят ь метод  – объ еди нени е нескольки х оди наковых э лем ентов в 
блоки .  

Д а лее ра ссмотрим  за д а чи на р азби ени я, гд е требу ется ра зд елить 
элемен ты н а  д ве или более гру пп в соответст вии с н екоторыми у словиями, 
и требу ется н а йти число всевозмож н ых ра зличн ых способов ра зд ела . П ри 
этом  н еобход имо у читыва т ь, су щ ест вен ен  ли поряд ок элемен тов в гру п-
па х, ра злича ем  ли мы элемен ты, вход ящ ие в гру ппы, и са ми гру ппы и т . д . 
П ри реш ен ии эт их за д а ч обычн о элемен ты ра спола га ю т  в ряд  и примен яю т  
т а к н а зыва емый м етод введени я п ер егор одок. 

 
П р и м ер  16. И мею тся пред меты k сортов : n1 пред метов од н ого сорта , 

n2 пред мет ов д ру гого сорта , …  , nk пред метов k-ого сорта , гд е все пред меты 
од н ого сорта  всё  ж е ра зличн ы д ру г от  д ру га . На йти число перест а н овок 
этих пред метов, в которых все пред меты од н ого и того ж е сорта  стоят  ря-
д ом . 

Реш ени е. Из д а н н ых k сортов (блоков) мож н о сд ела ть Pk=k! 
перест а н овок. Но ещ ё  мож н о перест а влять пред меты в н у три блоков n1!, 
n2!, …  , nk! способа ми. Д а лее по пра вилу  произвед ен ия имеем  n1!n2!… nk!k! 
перест а н овок.  

 
П р и м ер  17. Скольким и способа ми мож н о перест а вить бу квы слова  

“перемет ”  т а к, чтобы три бу квы “е”  н е ш ли подряд ? 
Реш ени е. О бъед ин им  все бу квы “е”  в блок “еее” . Ч исло перест а н о-

вок, в которых все три бу квы “е”  ид у т  под ряд , ра вн о числу  перест а н овок 
из 5-ти объект ов : “еее” , “п” , “м ” , “р” , “т ” , т . е. P5=5! Всего ж е перест а н о-
вок с повторен иями из бу кв д а н н ого слова  мож н о сост а вить 
P(3,1,1,1,1)=840. Зн а чит , искомое число перест а н овок, гд е три бу квы “е”  н е 
ид у т  ряд ом  ра вн о N = 840 -- 120 = 720 (способов). 

 
П р и м ер  18. Сколькими способа ми мож н о ра сст а вит ь m н у лей и k 

ед ин иц т а к, чтобы н ика кие д ве ед ин ицы н е стояли ряд ом? 
Реш ени е. Выпиш ем  сн а ча ла  m н у лей. Д ля ед ин иц полу ча ет ся (m+1) 

место (од н о вперед и, (m-1) в промеж у тка х меж д у  н у лями и од н о сза д и). На  
лю бые из этих (m+1) мест  мож н о пост а вить од н у  из k ед ин иц. Это мож н о 

осу щ ест вить 
k
mC 1+  способа ми, причём  k ≤  m+1. 

 
П р и м ер  19. На  полке стоят  12 кн иг. Скольким и способа ми мож н о 

выбра ть из н их 5 кн иг т а к, чтобы н ика кие д ве из н их н е стояли ряд ом? 



Реш ени е. За ш ифру ем  ка ж д ый выбор кн иг послед ова тельн ост ью  из 
н у лей и ед ин иц след у ю щ им  обра зом  : ка ж д ой ост а влен н ой кн иге сопост а -
вим  0, а  ка ж д ой взятой – 1. В резу льт а те полу чим  послед ова тельн ость из 5 
ед ин иц и 7 н у лей, причём  в послед ова тельн ости н е бу д ет  д ву х под ряд  
ид у щ их ед ин иц (т а к ка к н ельзя по у словию  бра т ь д ве ряд ом  ст оящ ие кн и-
ги). И меем  н еу поряд очен н у ю  5-выборку  из 8 (см . пример 18). След ова -
тельн о, всего бу д ет  5

8C  = 56 (способов). 
 
П р и м ер  20. На йти число способов ра збиен ия n од ин а ковых пред ме-

тов по m у рн а м . 
Реш ени е. П ерен у меру ем  у рны, ра сполож ив их в ряд . М еж д у  н ими 

бу д ет  (m-1) промеж у ток. П ост а вим  в соответ ствие ка ж д ом у  ра збиен ию  
пред мет ов по у рн а м  послед ова тельн ость из н у лей и ед ин иц след у ю щ им  
образом : сн а ча ла  послед ова тельн ость имеет  гру ппу  из н у лей, число кото-
рых ра вн о числу  пред метов в первой у рн е, за тем  ст а вим  1 (перегород ку ); 
д а лее – столько н у лей, сколько пред метов во второй у рн е и опять ст а вим  1; 
за тем  ст олько н у лей, сколько в трет ьей у рн е и т . д . За ка н чива ет ся послед о-
ва тельн ост ь гру ппой н у лей; их столько, сколько пред метов в  послед н ей 
у рн е. След ова тельн о, в послед ова тельн ости бу д ет  n н у лей и (m-1) ед ин иц, 

всего (n+m-1) цифр. Тогд а  всего способов ра збиен ия бу д ет  ра вн о 
1

1
−

−+
m

mnC . 

За метим , что 1
1

−
−+

m
mnC = n

mH  (у меть д ока за ть). 
 
П р и м ер  21. К омиссия состоит  из 9 человек. Д оку мен ты хра н ятся в 

сейф е. Сколько за мков д олж ен  иметь сейф , сколько клю чей д ля н их н у ж н о 
изгот овить и ка к их ра спред елить меж д у  член а м и комиссии, чт обы д ост у п 
к сейф у  был возмож ен  тогд а  и только тогд а , когд а  соберу тся вместе н е ме-
н ее 6 человек комиссии? 

Реш ени е. К а кие бы 5 член ов комиссии н е собра лись, д олж ен  н а йт ись 
за мок, который он и н е могу т  открыть, н о клю ч от  этого за мка  имеется у  
ка ж д ого из 4 ост а льных член ов комиссии (появлен ие кого-н ибу д ь из кото-
рых д а ё т  возмож н ость открыть сейф ). След ова тельн о, число за мков ра вн о 

5
9C =126; число клю чей ра вн о 

5
9C ×  4=504. 

 

Зам ечани е. В  общ ем  слу ча е число за мков ра вн о 
1−m

nC ; число клю чей 

к эт им  за мка м  ра вн о (n-m+1)
1−m

nC , гд е n – число член ов комиссии, m – 
н а имен ьш ее число член ов, при которых возмож ен  д ост у п к сейф у , при у с-
ловии m ≤  n + 1. 

 
П р и м ер  22. Скольким и способа ми мож н о ра сст а вить в ш ерен гу  5 

львов и 4 т игра  т а к, чтобы н ика кие д ва  тигра  н е ш ли д ру г за  д ру гом? 



Реш ени е. Ра сст а вим  сн а ча ла  всех львов, ост а вив меж д у  ка ж д ыми 
д ву мя льва м и промеж у ток. Это мож н о сд ела ть P5 способа ми. Теперь д ля 
ра сст а н овки тигров имеется 6 мест  (либо од н о вперед и всех львов, либо 
од н о после н их, либо меж д у  н им и – четыре). Та к ка к поряд ок тигров су щ е-

ствен ен  (все тигры ра зные), то число способов их ра сст а н овки ра вн о 
4
6A . 

О бщ ее число способов ра сст а н овки хищ н иков полу чим  по пра вилу  произ-
вед ен ия P5 × 4

6A =43200. 
 
Зам ечани е. Если бы в за д а че было n львов и m т игров, т о общ ее чис-

ло способов было ра вн о Pn×
m
nA 1+  при у словии, чт о m ≤  n+1 – ин а че д ва  ти-

гра  обяза тельн о ока ж у тся ряд ом . 
 
 

2.5 Р а зные  за да чи 
 

1. Скольким и способа ми мож н о у ка за ть н а  ш а хм а т н ой д оске д ва  ква д ра т а  
– белый и чёрный? А  если н ет  огра н ичен ия н а  цвет  ква д ра тов? 

Ответ : 1042; 4032. 
2. Скольким и способа ми мож н о выбра ть н а  ш а хм а т н ой д оске белый и 
чёрный ква д ра ты, н е леж а щ ие н а  од н ой горизон т а ли и вертика ли? 

Ответ : 2432 × . 
3. И меется три волчка  с 6, 8 и 10 гра н ями соответ ствен н о. Скольким и 
ра зличными способа ми он и могу т  у па сть? А  если известн о, чт о по 
кра йн ей мере д ва  волчка  у па ли н а  сторон у , помечен н у ю  цифрой “1” ? 

Ответ : 480. 
4. Скольким и способа ми мож н о выбра ть из полн ой колоды ка рт  (52 ка р-
ты) по од н ой ка рте ка ж д ой м а сти? 

Ответ : 134. 
5. В  м а га зин е леж а т  6 экземпляров ром а н а  И . С. Ту рген ева  “Ру д ин ” , 3 
экземпляра  его ж е ром а н а  “Д ворян ское гн езд о”  и 4 экземпляра  рома н а  
“О т цы и д ети” . Кроме того, есть 5 томов, сод ерж а щ их ром а н ы “Ру д ин ”  
и “Д ворян ское гн езд о” , и 7 томов, сод ерж а щ их ром а н ы “Д ворян ское 
гн езд о”  и “О тцы и д ети” . Скольким и способа ми мож н о сд ела ть поку п-
ку , сод ерж а щ у ю  по од н ом у  экземпляру  ка ж д ого из этих ром а н ов? Та  ж е 
за д а ча , если, кроме того, в м а га зин е ест ь 3 том а , в которые вход ят  ро-
м а н ы “Ру д ин ”  и “О тцы и д ети” . 

Ответ : 134; 143. 
 



6. Возмож н о ли ра вен ство Pn = 36 2
1−nA  и если д а , то при ка ких n?  

Ответ : Д а , при 6=n . 
7. Скольким и способа ми могу т  4 человека  ра зместиться в четырёх-
местн ом  ку пе ж елезн од орож н ого ва гон а ? 

Ответ : 24. 
8. На йт и число простых чисел, н е превосход ящ их 250. 

Ответ : 53. 
9. У  од н ого человека  есть 7 кн иг, у  д ру гого 9.Скольким и способа ми он и 
могу т  обмен ять кн игу  од н ого н а  кн игу  д ру гого, если все кн иги ра злич-
н ы? Та  ж е за д а ча , н о мен яю тся д ве кн иги од н ого н а  д ве кн иги д ру гого. 

Ответ : 63; 756. 
10. А вт омобильн ые н омера  состоят  из од н ой, д в у х или трех бу кв и четырех 
цифр. На йт и число т а ких н омеров, если использу ю тся 27 бу кв ру сского 
а лф а вит а . 

Ответ : 41033820× . 
11. Скольким и способа ми мож н о сост а вить список из 7 ст у д ен тов? 

Ответ : 5040. 
12. И з спортклу ба , н а считыва ю щ его 30 человек, н а д о выбра ть ком а н д у  из 4 
человек д ля у ча стия в беге н а  1000 м . Скольким и способа ми мож н о это 
сд ела т ь? А  если н у ж н о выбра ть ком а н д у  из четырех человек д ля у ча -
стия в эст а ф ет е 100+200+400+800? 

Ответ : 27405; 657720. 
13. Сколько ра зличных четырехзн а чн ых чисел мож н о сост а вит ь из сем и 
цифр 0, 1, 2,... , 6 , если ка ж д а я из н их мож ет  повторяться н есколько 
ра з? 

Ответ : 2058. 
14. Сколько пятизн а чн ых чисел мож н о сост а вить из цифр 1,2,4,6,7,8, если 
н ика ку ю  цифру  н е использова ть более од н ого ра за ? 

Ответ : 6!. 
15. На  т а н цева льн ом  вечере прису тству ю т  12 д еву ш ек и 15 ю н ош ей. 
Скольким и способа ми мож н о выбра ть из н их четыре па ры д ля т а н цев? 

Ответ : 17417400. 
16. И з цифр 1,2,3,4,5 сост а вляю т ся всевозмож н ые числа , ка ж д ое из которых 
сод ерж ит  н е мен ее трех цифр. Сколько т а ких чисел мож н о сост а вить, 
если повторен ие цифр в числа х за прещ ен о? 

Ответ : .3003
5

4
55 =++ AAP  



17. Скольким и способа ми мож н о выбра ть 6 од ин а ковых или ра зных пи-
рож н ых в кон д ит ерской, гд е прод а ю тся 11 ра зных сортов пирож ных? 

Ответ : 4
11H . 

18. Сколько всего кост ей д омин о, если использу ется д ля их обра зова н ия 7 
цифр 0,1,2,3,4,5,6. О т вет  обосн ова ть. 
Ответ : 28, т а к ка к кост и д омин о мож н о ра ссм а трива т ь ка к н еу поряд о-
чен н ые 2-выборки из 7-и цифр 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 с повторен иям и; 
 

19. В  гру ппе 35 у ча щ ихся. Из н их 20 посещ а ю т  м а тем а тический кру ж ок,11 
- ф изический;10 у ча щ ихся н е посещ а ю т  н и од н ого из этих кру ж ков. 
Сколько у ча щ ихся посещ а ю т  оба  кру ж ка ? Сколько у ча щ ихся посещ а ю т  
т олько м а тема тический кру ж ок? 

Ответ : 6; 14. 
20. И зу ча ю тся 10 у чебн ых пред метов. В  пон ед ельн ик н а д о пост а вит ь 6 
у роков, причем  все ра зные. Скольким и способа ми мож н о сост а вить 
ра списа н ие н а  пон ед ельн ик? 

Ответ : 151200. 
21. Скольким и способа ми чит а тель мож ет  выбра т ь 3 ра зные кн иги из пяти? 

Ответ : 10. 
22. Скольким и способа ми мож н о перест а вить бу квы в слове "тик-т а к" что-
бы од ин а ковые бу квы н е ш ли д ру г за  д ру гом? То ж е са мое д ля слова  
"т а рт а р". 

Ответ : 84; 30. 
23. Сколько целых чисел от  0 д о 999,кот орые н е д елятся н и н а  2,н и н а  3, н и 
н а  5, н и н а  7? 

Ответ : 228. 
24. Скольким и способа ми мож н о перест а вит ь числа  12341234 т а к, чтобы н и 
ка кие д ве од ин а ковые цифры н е ш ли д ру г за  д ру гом? 

Ответ : 864. 
25. Скольким и способа ми мож н о перест а вит ь числа  12345254 т а к, чтобы н и 
ка кие д ве од ин а ковые цифры н е ш ли д ру г за  д ру гом . 

Ответ : 2230. 
26. Сколько ра зных слов мож н о сост а вить, перест а вляя бу квы в слове "м а -
м а "? На пиш ит е эти слова . 

Ответ : 6. 



27. В  ком н а те n ла мпочек. Сколько всего ра зных способов освещ ен ия ком -
н а ты, при которых горит  ровн о k ла м почек? Сколько всего мож ет  быть 
ра зличных способов освещ ен ия д а н н ой ком н а ты? 

28. Скольким и способа ми мож н о ра зместить н а  полке 4 ра зн ые кн иги? 
Ответ : 24. 

29. Сколько мож н о сост а вит ь перест а н овок из n элемен тов, в которых д а н -
н ые д ва  элемен т а  н е стоят  ряд ом? 

Ответ : ( )( )!12 −− nn  

Реш ени е: Д а н н ые д ва  элемен т а , н а пример « a»  и « b» , бу д ем  счит а ть за  
од ин  элемен т  « ab» . Тогд а  имеем  ( )1−n  элемен тов, которые мож н о пе-
рест а вит ь ( )!1−n  способа ми. Если ж е имеем  элемен т  « ba» , то имеем  т а к 
ж е ( )!1−n  способов перест а н овки ( )1−n  элемен тов. След ова тельн о, 
число перест а н овок, в которых « a»  и « b»  стоят  ряд ом , ра вн о ( )!12 −n . 
Всего !n  перест а н овок. Тогд а  искомое число перест а н овок ра вн о 

( )!12! −− nn . 

 
30. Скольким и способа ми мож н о ра сса д ить 4 у ча щ ихся н а  25 мест? 

Ответ : 303600. 
31. Сту д ен т у  н а д о сд а ть 4 за чё т а  за  8 д н ей. Сколькими способа ми мож н о 
это сд ела ть? А  если послед н ий за чё т  обяза тельн о сд а ва ть н а  восьмой 
д ен ь? 

Ответ : 1680; 840. 
32. Скольким и способа ми мож н о ра сса д ить n гостей за  кру глый стол? 
33. На  собра н ии д олж н ы выст у па ть 4 человека  А ,В ,С,Д . Скольким и спосо-
ба ми их мож н о ра зместит ь в списке ора торов, если В  н е мож ет  выст у -
па ть д о того момен т а , пока  н е выст у пит  А ? 

Ответ : !33 × . 
34. О пред елить число всех плохих д н ей, если 12 д н ей ш ел д ож д ь, 8 д н ей 
д у л ветер, 4 д н я было холод н о, причем  5 д н ей были и д ож д ливы и вет -
рены , 3 д н я д ож д ливы и холод н ы , 2 д н я ветрен ых и холод ных, 1 д ен ь 
д ож д ливый, ветрен ый и холод ный, а  хорош их д н ей н е было за  д а н н ый 
период . 

Ответ : 15. 
35. Сколько н а т у ра льных чисел в n-ой сист еме счислен ия мож н о за писа ть k 
зн а ка ми? 

Ответ : ( ) 11 −×− knn , т а к ка к имеем  у поряд очен н ые k -выборки с по-
вторен иями из n  элемен тов м н ож ества  { }1...,,2,1,0 −= nA . 



36. Сколько н еу д а чных попыток мож ет  быть сд ела н о человеком , н е зн а ю -
щ им  секретн ого код а , сост а влен н ого из 5 цифр и подбира ю щ его его 
н а у д а чу ? 

Ответ : 15
10 −A , т а к ка к имеем  у поряд очен н у ю  5-выборку  с повторе-

н иям и из 10-т и элемен тов, из н их од н а  5-выборка  у д а чн а я, огра н ичен ий 
н ет . 

37. Сколько имеется пятизн а чн ых чисел, кот орые д елятся н а  5? 
Ответ : 1800. 

38. Сколько пятизн а чн ых чисел, у  кот орых все цифры н ечет н ые? 
Ответ : 55 . 

39. Скольким и способа ми мож н о сф отогра ф ирова ть 4 т а н кистов, 4 летчи-
ков и  2 а ртиллерист ов, пост а вив их в од ин  ряд  т а к, чтобы пред ст а вит ели 
од н ого род а  войск стояли ряд ом? 

Ответ : 6912. 
40. Сколько ра зличных слов полу чится в резу льт а те перест а н овки бу кв в 
слове а ) "м а тем а тика " , б) "комбин а торика "? 

Ответ: ( ) .1512001,1,1,2,3,2 =P  

41. Сколько слов мож н о сост а вит ь из 12 бу кв : четырех бу кв "а " , четырех 
бу кв "б", д ву х бу кв "в" и д ву х бу кв "г"? 

Ответ: ( ) .2079002,2,4,4 =P  

42. Скольким и способа ми мож н о ра спред елит ь n пред метов сред и k лиц? 

Ответ : kn  
Реш ени е: П ерен у меру ем  все k  пред метов. И меем  у поряд очен н у ю  k -
выборку  из м н ож ества  { }naaa ,...,, 21 , т а к ка к всего n  лиц, сред и которых 
ра спред еляю т ся пред меты. 

43. И з цифр 1,2,3,4 сост а вить н еу поряд очен ные 2-выборки с повто-
рен иями. Сколько всего их? П еречислите.  

Ответ : 10. 
44. И меется 3 ку рицы, 4 у тки и 2 гу ся. Сколько имеет ся комбин а ций д ля 
выбора  н ескольких птиц т а к, чт обы сред и выбра н н ых были и ку ры ,и 
гу си, и у тки? 

Ответ : 315. 
45. Скольким и способа ми мож н о сервирова ть стол н а  чет верых человек, 
если имеется 6 ра зных т а релок,8 ра зных вилок и 7 ра зных н ож ей? 

46. Сколько су щ еству ет  всего д ву зн а чных чисел, сост а влен н ых из цифр 
0,1,2,...,9? 



Ответ : 90. 
47. Сколько н еотрица т ельных целых чисел, мен ьш их миллион а , сост оит  
т олько из цифр 1,2,3,4? 

Ответ : 2
2
−

−− m
n

m
n CC . 

48. Сколько су щ ест ву ет  сочет а н ий из элемен тов 1,2,...,n по m (2<m<n), ко-
т орые н е сод ерж а т  вместе элемен ты 1 и 2? 

49. О пред елить количество способов ра збить n ра зличных пред мет ов н а  k 
ра зличных гру пп, при котором  д опу ска ю тся пу стые гру ппы. 

Ответ : nk . 
50. О пред елить количество способов ра збиен ия n ра зличн ых пред метов н а  

k ра зличн ых гру пп ( при этом  су щ ествен ен  поряд ок элемен тов в гру п-
пе). 

Ответ : 1
1

−
−+

k
knA . 

51. О пред елить количест во способов ра спред елен ия n пред мет ов н а  k 
гру пп: чт обы в 1-ой гру ппе сод ерж а лось n1 пред метов, во второй гру ппе 
- n2 пред метов, …  , в k-ой гру ппе - nk пред метов; поряд ок гру пп су щ ест -
вен ен , а  поряд ок элемен т ов вн у три гру ппы н е игра ет  роли. 

Ответ : 
!...!!

!

21 knnn
n . 

52. Та  ж е за д а ча , н о поряд ок поряд ок гру пп н е игра ет  роли. 

Ответ : 
!...!!!

!

21 knnnk
n . 

53. Ра спред елить n пред метов н а  k гру пп, причём  все гру ппы н е пу стые. 

Ответ : 1
1

−
−

k
nC . 

54. О пред елить количество способов ра збиен ия n од ин а ковых пред метов н а  
k гру пп, при которых д опу ска ю тся пу стые гру ппы. 

Ответ : 1
1

−
−+

k
knC . 

55. Та  ж е за д а ча , н о ка ж д а я гру ппа  сод ерж ит  н е мен ее r  пред метов. 

Ответ : 1−
+−

k
krknC . 

 
 
 
 
 
 
 



 
 

3. РЕКУ РРЕНТНЫЕ С ООТНОШ ЕНИЯ 
 

П ри реш ен ии м н огих комбин а торных за д а ч  ча ст о пользу ю тся мето-
д ом  свед ен ия д а н н ой за д а чи к за д а че, ка са ю щ ейся мен ьш его числа  пред -
метов. М етод сведени я к аналоги чной задаче для м еньш его ч и сл а п р ед-
м етов называется м етодом  р екур р ентных соотнош ени й. П ользу ясь 
реку ррен т ным и соотн ош ен иям и, мож н о свести за д а чу  об n  пред мет а х к 
за д а че об 1−n  пред мет а х, потом  к за д а че об 2−n  пред мет а х и т .д . П осле-
д ова т ельн о у мен ьш а я число пред метов, д оход им  д о за д а чи, кот ору ю  у ж е 
легко реш ит ь.  
 В  кн иге “Liber Abaci”  ит а льян ский м а тем а тик Ф ибон а ччи  сред и 
м н огих д ру гих за д а ч привел след у ю щ у ю : па ра  кроликов прин осит  ра з в 
месяц приплод  из д ву х крольча т  (са мки и са мца ), причем  н оворож д ен ные 
крольча т а  через д ва  месяца  после рож д ен ия у ж е прин осят  приплод . Сколь-
ко кроликов появится через год , если в н а ча ле год а  была  од н а  па ра  кроли-
ков? 
 И з у словия за д а чи след у ет , что через месяц бу д ет  д ве па ры кроли-
ков. Ч ерез д ва  месяца  приплод  д а ст  только перва я па ра  кроликов, и полу -
чится 3 па ры. А  ещ е через месяц приплод  д а д у т  и исход н а я па ра , и па ра  
кроликов, появивш а яся д ва  месяца  том у  н а за д . П оэт ом у  всего бу д ет  5 па р  
кроликов. 
 О бозн а чим  через )n(F количество па р кроликов по истечен ии n  ме-
сяцев с н а ча ла  год а . М ы вид им , чт о через 1+n  месяцев бу д ет   )n(F  и ещ е 
столько н оворож д ен ных па р кроликов, сколько было в кон це месяца  1−n , 
то есть ещ е )n(F 1−  па р кроликов. И н ым и слова ми, имеет  место реку р-
рен тн ое соотн ош ен ие 

).n(F)n(F)n(F 11 −+=+  
Та к ка к  по у словию   10 =)(F  и 21 =)(F , то послед ова тельн о н а ход им   

845332 === )(F,)(F,)(F  и т .д . 
 Ч исла  )n(F  называю тся ч и слам и  Ф и боначч и . 

 
 

3.1 Р е ш е ние  р е кур р е нтных  со о тно ш е ний  
 

 Бу д ем  говорить, что реку ррен т н ое соот н ош ен ие имеет  поряд ок k  , 
если он о позволяет  выра зить ( )knf +  через ( ) ( ) ( )11 −++ knf,,nf,nf K . 
На пример, 

( ) ( ) ( ) ( ) 11312 2 ++−+=+ nfnfnfnf  
—  реку ррен т н ое соотн ош ен ие второго поряд ка , а  

( ) ( ) ( ) ( )1263 +++=+ nfnfnfnf  
—  реку ррен т н ое соотн ош ен ие третьего поряд ка . 



Если за д а н о реку ррен т н ое соотн ош ен ие k -го поряд ка , то ем у  у д ов-
летворяет  бескон ечн о м н ого послед ова тельн остей. Д ело в том , что первые 
k  элемен т ов послед ова тельн ости мож н о за д а т ь соверш ен н о произвольн о 
—  меж д у  н ими н ет  н ика ких соот н ош ен ий. Но если первые k  элемен тов 
за д а н ы, то все ост а льн ые элемен ты опред еляю тся соверш ен н о од н озн а чн о 
—  элемен т  ( )1+kf  выра ж а ется в силу  реку ррен т н ого соотн ош ен ия через 

( ) ( )kf,,f K1 , элемен т  ( )2+kf  —  через ( ) ( )12 +kf,,f K  и т .д . 
Бу д ем  говорить, чт о н екотора я послед ова тельн ост ь является  р еш е-

ни ем  д а н н ого реку ррен т н ого соотн ош ен ия, если при под ст а н овке этой по-
след ова тельн ости соот н ош ен ие т ож д ествен н о выполн яет ся. На пример, по-
след ова тельн ость 

KK ,,,,, n2842  
является од н им  из реш ен ий реку ррен т н ого соотн ош ен ия 

( ) ( ) ( ) .nfnfnf 2132 −+=+  
В  са мом  д еле, общ ий член  этой послед ова тельн ости имеет  вид  

( ) nnf 2= . Зн а чит , ( ) ( ) .nf,nf nn 12 2122 ++ =+=+  Но при лю бом  n  имеет  
место т ож д ество .nnn 22232 12 ⋅−⋅= ++  П оэтом у  n2  является реш ен ием  
у ка за н н ого соот н ош ен ия. 

Реш ен ие реку ррен т н ого соотн ош ен ия k -го поряд ка  н а зыва ет ся об-
щ им , если он о за висит  от  k  произвольн ых постоян ных kC,,C K1  и пу тем  
подбора  этих пост оян ных мож н о полу чит ь лю бое реш ен ие д а н н ого соот -
н ош ен ия. На пример, д ля соотн ош ен ия 

( ) ( ) ( )nfnfnf 6152 −+=+                                               (1) 
общ им  реш ен ием  бу д ет  

( ) nn CCnf 32 21 += .                                                   (2) 
В  са мом  д еле, легко проверить, что послед ова т ельн ость обра щ а ет  соотн о-
ш ен ие в т ож д ество. П оэтом у  н а м  н а д о т олько пока за ть, что лю бое реш ен ие 
н а ш его соотн ош ен ия мож н о пред ст а вит ь в вид е (2). Но лю бое реш ен ие со-
отн ош ен ия (1) од н озн а чн о опред еляется зн а чен иям и ( )1f  и ( )2f . П у сть 

( ) ( ) bfaf == 2,1 . П оэтом у  н а м  н а д о д ока за ть, что д ля лю бых чисел a  и 
b  н а йд у тся т а кие зн а чен ия 1C  и 2C , что 

aCC =+ 21 32  
и 

bCC =+ 2
2

1
2 32 . 

Но легко вид еть, что при лю бых зн а чен иях a  и b  систем а  у ра вн ен ий 





=+

=+

bCC
,aCC

21

21

94
32

 

имеет  реш ен ие. П оэтом у  (2) д ейст вительн о являет ся общ им  реш ен ие соот -
н ош ен ия (1). 

 
3.2 Лине йные  р е кур р е нтные  со о тно ш е ния  



с п о сто янными ко э ффицие нта ми 
 

Д ля реш ен ия реку ррен т н ых соотн ош ен ий общ их пра вил н е су щ ест -
ву ет . О д н а ко су щ еству ет  весьм а  ча ст о встреча ю щ ийся кла сс соотн ош ен ий, 
реш а емых ед ин ообра зным  метод ом . Это – реку ррен т ные соотн ош ен ия ви-
д а  

)n(fa...)kn(fa)kn(fa)kn(f k++−++−+=+ 21 21 , 
гд е ka,...,a,a 21  - н екоторые числа . Та кие соот н ош ен ия н а зыва ю тся л и ней-
ным и  р екур р ентным и  соотнош ени ям и  с п остоянным и  коэ ф ф и ци ен-
там и . 
  Ра ссмотрим , ка к реш а ю тся т а кие соотн ош ен ия при 2=k , то есть 
изу чим  соот н ош ен ия вид а  

)n(fa)n(fa)n(f 21 12 ++=+ .                                        (3) 
Реш ен ие этих соот н ош ен ий осн ова н о н а  след у ю щ их д ву х у т верж д ен иях: 

1) Если )n(f1  и )n(f 2  являю тся реш ен иями  реку ррен т н ого соот -
н ош ен ия (3), то при лю бых A  и B  послед ова т ельн ость 

)n(Bf)n(Af)n(f 21 +=  т а кж е является реш ен ием  этого соотн о-
ш ен ия. В  са мом  д еле, по у словию  имеем  

)n(fa)n(fa)n(f 12111 12 ++=+  
 и 

)n(fa)n(fa)n(f 22212 12 ++=+ . 
 У м н ож им  эти ра вен ст ва  н а  A  и B  соответст вен н о и  слож им  по-
лу чен н ые тож д ества . М ы полу чим , что  

)]n(Bf)n(Af[a
)]n(Bf)n(Af[a)n(Bf)n(Af

++

++++=+++

12

21121 1122
. 

Это озн а ча ет , что )n(Bf)n(Af)n(f 21 +=  является реш ен ием  
н а ш его соотн ош ен ия. 

2) Если число 1r  является корн ем  ква д ра т н ого у ра в н ен ия  

21
2 arar += , 

то послед ова тельн ость   
,...r...,,r,r, n 1

1
2

111 −  
является реш ен ием  реку ррен т н ого соотн ош ен ия 

)n(fa)n(fa)n(f 21 12 ++=+ . 
На ряд у  с послед ова т ельн остью  { }1

1
−nr  лю ба я послед ова т ельн ость 

вид а  
mnr)n(f += 1 ,   ,...,n 21=  

т а кж е является реш ен ием  исслед у емого соотн ош ен ия.  
И з у т верж д ен ий 1) и 2) вытека ет  след у ю щ ее пра вило реш ен ия ли-

н ейных реку ррен т ных соотн ош ен ий  второго поряд ка  с постоян ными ко-
эф ф ициен т а ми : 



П усть да но   р е кур р е нтно е  со о тно ш е ние  
)n(fa)n(fa)n(f 21 12 ++=+ . 

Сост а вим  ква д ра т н ое у ра вн ен ие  

21
2 arar += ,                                             (4) 

котор ое называется хар актер и сти чески м  для данного соотнош ени я. 
Есл и  э то ур авнени е и м еет  два р азл и чных кор ня 1r  и  2r , то общее р еш е-
ни е р екур р ентного соотнош ени я  и м еет  ви д  

2
22

1
11

−− += nn rCrC)n(f . 
 Д ейст вительн о, по у т верж д ен ию  2)  1

11
−= nr)n(f   и 1

22
−= nr)n(f  яв-

ляю тся реш ен иям и н а ш его соотн ош ен ия. П о у т верж д ен ию  1) и 
2

22
1

11
−− += nn rCrC)n(f  является его реш ен ием . На д о пока за ть, что лю бое 

реш ен ие соотн ош ен ия мож н о за писа ть в этом  вид е. Но лю бое реш ен ие ли-
н ейн ого реку ррен т н ого соотн ош ен ия вт орого поряд ка  опред еляется зн а че-
н иям и )(f 1  и )(f 2 . П оэт ом у  д ост а точн о пока за т ь, что систем а  у ра вн ен ий 





=+

=+

brCrC
aCC

2211

21  

имеет  реш ен ие при лю бых a  и b . Этим и реш ен иям и являю тся  

.
rr
bar

C,
rr

arb
C

21

1
2

21

2
1 −

−
=

−
−

=  

Слу ча й, когд а  оба  корн я у ра в н ен ия 21
2 arar +=  совпа д а ю т   д ру г с д ру гом , 

мы ра зберем  н есколько позж е. Ра ссмотрим  пример. 
 П ри изу чен ии чисел Ф ибон а ччи мы приш ли к реку ррен т н ом у  соот -
н ош ен ию  

)n(f)n(f)n(f 21 −+−= . 
Д ля н его ха ра ктерист ическое у ра вн ен ие имеет  вид   

12 += rr . 
К орн ям и этого ква д ра т н ого у ра вн ен ия являю тся числа  

.r,r
2

51
2

51
11

−
=

+
=  

П оэтом у  общ ее реш ен ие соот н ош ен ия Ф ибон а ччи имеет  вид  
nn

CC)n(f 






 −
+







 +
=

2
51

2
51

21 . 

 
 

3.3 С луча й  р а вных  ко р не й  х а р а кте р истиче ско го  ур а вне ния 
 

 О ст а н овимся теперь н а  слу ча е, когд а  оба  корн я ха ра ктерист ического 



у ра вн ен ия совпа д а ю т : 21 rr = . В  этом  слу ча е выра ж ен ие 1
22

1
11

−− + nn rCrC  
у ж е н е бу д ет  общ им  реш ен ием . Вед ь из-за  того, что 21 rr = , это реш ен ие 
мож н о за писа т ь в  вид е 

( ) ( ) .CrrCCnf nn 1
1

1
121

=− =+=  
У  н а с ост а ется только од н о произвольн ое постоян н ое  C , и выбра ть его 
т а к, чт обы у д овлетворить д ву м  н а ча льным  у словиям  ( ) ( ) bf,af == 21 , во-
общ е говоря, н евозмож н о. 
 П оэт ом у  н а д о н а йт и  ка кое-н ибу д ь второе реш ен ие отличн ое от  

( ) 1
11

−= nrnf . О ка зыва ется, т а ким  реш ен ием  является ( ) 1
12

−= nnrnf . В  са мом  
д еле, если ква д ра т н ое у ра вн ен ие 21

2 arar += имеет  д ва  совпа д а ю щ их 
корн я 21 rr = , то по теореме Виет а  2

1211 2 ra,ra −== . П оэтом у  н а ш е у ра в-
н ен ие за писыва ется  т а к: 

2
11

2 2 rrrr −= . 
Тогд а  реку ррен т н ое соотн ош ен ие имеет  т а кой вид : 

( ) ( ) ( )nfrnfrnf 2
11 122 −+=+ .                                     (5) 

П роверим , чт о ( ) 1
12

−= nnrnf  д ействительн о является его реш ен ием . И меем  
( ) ( ) 1

12 22 ++=+ nrnnf , а  ( ) ( ) nrnnf 12 11 +=+ . П од ст а вляя эти зн а чен ия в со-
отн ош ен ие (4), полу ча ем  очевид н ое т ож д ество 

( ) ( ) 1
1

1
1

1
1 122 +++ −+=+ nnn nrrnrn . 

Зн а чит ,  1
1

−nnr  —  реш ен ие н а ш его соот н ош ен ия. 
 Теперь у ж е зн а ем  д ва  реш ен ия ( ) 1

11
−= nrnf  и ( ) 1

12
−= nnrnf  за д а н н ого 

соотн ош ен ия. Его общ ее реш ен ие пиш ется т а к: 
( ) ( )nCCrnrCrCnf n

r
nn

21
11

12
1

11 +=+= −−− . 
 П у тем  подбора  1C  и 2C  мож н о у д овлет ворить лю бым  н а ча льн ым  у слови-
ям . 
 Л ин ейн ые реку ррен т н ые соотн ош ен ия с постоян н ыми коэф ф ициен -
т а ми, поряд ок которых больш е д ву х, реш а ю тся т а ким  ж е способом . П у сть 
соотн ош ен ие имеет  вид  

( ) ( ) ( )nfaknfaknf k++−+=+ K11 . 
Сост а вляем  ха ра кт еристическое у ра вн ен ие 

k
kk arar ++= − K1

1 . 
Если все корн и kr,,r K1  этого а лгебра ического у ра вн ен ие k -й степен и ра з-
личн ы, то общ ее реш ен ие имеет  вид  

( ) 11
22

1
11

−−− +++= n
kk

nn rCrCrCnf K . 
Если ж е, н а пример, srrr === K21 , то этом у  корн ю  соот ветству ю т  реш е-
н ия 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
1

11
1

2
3

1
12

1
11

−−−−− ==== ns
s

nnn rnnf,,rnnf,nrnf,rnf K  
ра ссм а трива емого реку ррен т н ого соотн ош ен ия. В  общ ем  реш ен ии этом у  



корн ю  соответству ет  ча сть 
[ ]12

321
1

1
−− ++++ s

s
n nCnCnCCr K . 

Сост а вляя т а кие выра ж ен ия д ля всех корн ей и скла дыва я их, полу ча ем  об-
щ ее реш ен ие. 
 На пример, реш им  реку ррен т н ое соотн ош ен ие  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )nfnfnfnfnf 81426354 ++−+−+=+ . 
Х а ра ктеристическое у ра в н ен ие имеет  зд есь вид  

08465 234 =−++− rrrr . 
Реш а я его, полу ча ем  корн и 

.r,r,r,r 1222 4321 −====  
 Зн а чит , общ ее реш ен ие н а ш его соотн ош ен ия имеет  след у ю щ ий вид : 

( ) [ ] ( ) 1
4

2
321

1 12 −− −+++= nn CnCnCCnf . 
 
 
 

ЗАДАЧ И И У П РАЖ НЕНИЯ 
 

1. На писа ть первые пять член ов реш ен ия реку ррен т н ого соот н ош ен ия 
( ) ( ) ( )nfnfnf 3122 −+=+ , у д овлет воряю щ его за д а н н ым  н а ча льн ым  

у словиям : 

1)  
( )
( )




=
=

12
01

f
f

 2)  
( )
( )




=
−=
12
11

f
f

 3) 
( )
( )




=
=

02
31

f
f

 4) 
( )
( )




=
=

12
21

f
f

 5) 
( )
( )




=
=

82
21

f
f

 

2. П роверить, являю тся ли д а н н ые ф у н кции реш ен иями д а н н ых реку р-
рен тных соотн ош ен ий: 

 

1) 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) .n,nn,n

;nfnfnf
n 31225

122

321 =+=⋅=

−+=+

ϕϕϕ
 

 

2) 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) 71352

3142

321 =−⋅==

−+=+

n,n,nn

;nfnfnf
n ϕϕϕ

 

 
 
 
 
 
 

3. На йт и общ ее реш ен ие реку ррен т н ых соотн ош ен ий: 
1) 012172 =++−+ )n(f)n(f)n(f ; 
2) 010132 =−+++ )n(f)n(f)n(f ; 
3) 013142 =++−+ )n(f)n(f)n(f ; 
4) 092 =++ )n(f)n(f ; 
5) ;)n(f)n(f)n(f 04142 =++++  
6) ( ) ( ) ( ) ( ) ;nfnfnfnf 024126293 =−+++−+  
7) ( ) ( ) ( ) ( ) ;nfnfnfnf 013233 =++++++  
8) ( ) ( ) .nfnf 044 =++  

 



4. На йт и ( )nf , зн а я реку ррен т н ое соотн ош ен ие и н а ча льн ые член ы: 
1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,f,f,nfnfnf 721106152 −===++−+  
2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,f,f,nfnfnf 422104142 ===++−+  

3) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .f,f,nfnfnf
2
12

4
11012 −=−==++++  

4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;f;f;nfnfnf 4221122 ==−+=+  
5) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;f;f;nfnfnf 52115142 ==++=+  
6) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;f;f;nfnfnf 32019162 ==−+=+  
7) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;f;f;nfnfnf 2211122 ==+−=+  
8) ( ) ( ) ( ) ;f;nfnf 41182 =+=+  

 
 
5. П ривести пример лин ейн ого реку ррен т н ого соотн ош ен ия 2-го поряд ка , 
сред и реш ен ий кот орого имею тся след у ю щ ие ф у н кции : 

 
1) ( ) ;n n3=ϕ  2) ( ) ;n nn 523 −⋅=ϕ  
3) ( ) ;n n 12 −=ϕ  4) ( ) ;nn 17−=ϕ  

 
 
6. На йт и т а ку ю  послед ова тельн ость, что αα 221 cos)(f,cos)(f == и  

0122 =++−+ )n(f)n(fcos)n(f α . 
 
 

7. На йт и послед ова тельн ость т а ку ю , что  
n)n(f)n(f)n(f 28122 =−+++ . 

 
8. П роа н а лизирова ть реку ррен т н ое соотн ош ен ие (3), если извест н о, что 
од ин  из корн ей ха ра ктеристического у ра вн ен ий (4) ра вен  н у лю . К а ков 
поряд ок этого реку ррен т н ого соот н ош ен ия? Д ока за т ь, что его общ ее 
реш ен ие в д а н н ом  слу ча е имеет  вид : ( ) naCC,n 11=ϕ . Ч т о мож н о ска за ть о 
реш ен ии реку ррен т н ого соотн ош ен ия (3), если оба  корн я ха ра кт ерист и-
ческого у ра вн ен ия (4) ра вны н у лю ? 

9. П ослед ова тельн ость Ф ибон а ччи за д а ет ся след у ю щ им  реку ррен т ным   
соот н ош ен ием : ( ) ( ) ( )nFnFnF ++=+ 12  и н а ча льн ым и у словиям и 

( ) ( ) 121 == FF . На йт и общ ий член  этой послед ова тельн ости. Выписа ть 
первые 10 чисел Ф ибон а ччи. Д ока за т ь, что д ля лю бых н а т у ра льных mи 
n  спра вед ливы соотн ош ен ия: 

1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 ++−=+ mFnFmFnFmnF  
2) ( ) ( ) ( ) ( )221231 +=++++ nFnFFF K  



3) ( ) ( ) ( ) ( )122421 +=++++ nFnFFF K  
У казани е: примен ит ь метод  м а тем а т ической ин д у кции. 
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