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Д а н н а я работ а  сод ерж ит  кра ткое излож ен ие ку рса  лекций по д исци-
плин е « Д искретн а я м а тем а тика » , чит а емом у  н а  ф а ку льтет е П М М . П особие 
сод ерж ит  примеры, д емон стриру ю щ ие использова н ие излож ен н ой теории 
д ля реш ен ия кон кретных за д а ч. За д а чи и примеры специа льн о под обра ны 
по ка ж д ом у  ра зд елу  ку рса , что способству ет  у своен ию  изла га емого м а те-
риа ла . Д ля за креплен ия м а териа ла  в кон це па ра гра ф ов привед ен ы за д а чи 
д ля са мостоят ельн ого реш ен ия, которые могу т  быть т а кж е использова н ы 
д ля провед ен ия пра ктических за н ятий. 

У чебн ое пособие под готовлен о н а  ка фед ре м а тем а тических метод ов 
исслед ова н ия опера ций ф а ку льтет а  П М М  Ворон еж ского госу д а рст вен н ого 
у н иверситет а . Рекомен д у ется д ля ст у д ен тов 1 ку рса  д /о и в/о, обу ча ю щ их-
ся по специа льн ост и « П рикла д н а я м а т ем а т ика  и ин форма тика » , а  т а к ж е 
бу д ет  полезн а  всем , изу ча ю щ им  д искретн у ю  м а тем а тику . 
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4. АЛГЕБРА  В ЫС КАЗЫВ АНИЙ  

 
 4.1  В ыска зыва ния. Опе р а ции на д выска зыва ниям и. 

Ф о р м улы а лге б р ы выска зыва ний . 
Та б лицы истинно сти 

 
 П од  выска зыва н ием  пон им а ю т  лю бое повествова тельн ое пред лож е-
н ие, о кот ором  мож н о ска за ть, ист ин н о он о или лож н о. Восклица тельн ое 
или вопросительн ое пред лож ен ия н е являю тся выска зыва н иями. Бу д ем  
обозн а ча ть выска зыва н ия ла т ин ским и бу ква м и: 

.,z,y,x,c,b,a,,C,B,A KKK  Л огическое зн а чен ие выска зыва н ия « исти-
на»  (« л о ж ь» ) обозн а чим  цифрой « 1»  (цифрой « 0» ). 
 На пример, пред лож ен ия: 
1. « М осква  —  столица  России»  —  истин н ое выска зыва н ие. 
2. « Ч исло 3 больш е 6»  —  лож н ое выска зыва н ие. 

П ред лож ен ия: 
1. « К оторый ча с?»  
2. « Д ока ж ите теорем у  Ф ерм а » . 
3. « Д а  здра вству ет  м ир н а  Зем ле!»  
н е являю тся выска зыва н иями. 

1. О пера ция  дизъюнкция  (логическое слож ен ие) ∨  —  чит а ется 
« или» . П еревод ится с ла тын и ка к «ра зъед ин яю » .  

Дизъюнкцией д ву х выска зыва н ий A  и B  н а зыва ет ся выска зыва н ие 
BA ∨ , которое истин н о тогд а  и только тогд а , когд а  истин н о либо A , либо 

B , и лож н о, когд а  оба  выска зыва н ия A  и B  лож н ы.  
2. О пера ция  конъюнкция  (логическое у м н ож ен ие) &  (∧ ) чит а ется: 

« и» . П еревод ится с ла тын и ка к « связыва ю » .  
 Конъюнкцией д ву х выска зыва н ий  A  и B   н а зыва ется выска зыва н ие 

B&A , которое ист ин н о тогд а  и только, когд а  ист ин н ы од н овремен н о A  и 
B , и лож н о, когд а  хотя бы од н о из н их лож н о. 

3. О пера ция  им плика ция  (след ова н ия) BA → . Ч ит а ется « если A , 
т о B »  (« из A  след у ет  B » ).  
 Им плика цией д ву х выска зыва н ий A  и B  н а зыва ется выска зыва н ие 

BA → , которое лож н о, когд а  A  истин н о и B лож н о, и ист ин н о во всех ос-
т а льн ых слу ча ях. 

4. О пера ция  эквива ленция  BA ↔ ( B~A ). Ч ит а ется: « A  тогд а  и 
т олько тогд а , когд а  B » . 
 Эквива ленцией д ву х выска зыва н ий A  и B  н а зыва ю т  выска зыва н ие 

BA ↔ , которое истин н о тогд а  и только тогд а , когд а  A  и B  од н овремен н о 
истин н ы или од н овремен н о лож н ы, и лож н о во всех ост а льн ых слу ча ях. 



 
 
О пера ция  з а м ы ка ния . О сновные з а м кнут ы е классы . 
__________________________________________________________________________________________ 

53 

 Таблица  ист ин н ост и д ля э т их опера ций т а кова : 



 
 
О пера ция  з а м ы ка ния . О сновные з а м кнут ы е классы . 
__________________________________________________________________________________________ 

54 

 
A  B  BA ∨  B&A  BA →  BA ↔  
0 0 0 0 1 1 
0 1 1 0 1 0 
1 0 1 0 0 0 

 

1 1 1 1 1 1 

 

 
5. О пера ция  от рица ние  A (или  A ). Ч ит а ет ся: « н е A » . 

 О т рица нием  выска зыва н ия A  н а зыва ется выска зыва н ие A , которое 
истин н о, если A  лож н о, и лож н о, если A  ист ин н о. 
 Таблица  ист ин н ост и д ля  A  имеет  вид :  
  

A  A  
0 1 
1 0 

 
 Ра ссмотрим  ещ е три логические опера ции, опред еляемые через ос-
н овные логические опера ции. 

6. Ш т рих Ш еффера   A B  (чит а ется « A  н есовместн о с B » ): 
A B = 

= B&A . 
 Ш т рихом  Ш еффера   д ву х выска зыва н ий A  и B  н а зыва ется выска -
зыва н ие A B , кот орое  лож н о только тогд а , когд а  оба  выска зыва н ия ис-
т ин ны, и ист ин н о в ост а льных слу ча ях. 

7. Ст релка  Пирса  (ш т рих Лука севича ) BA ↓ (чит а ется « н и A , н и 
B » ): BABA ∨=↓ . 
 Ст релкой Пирса  д ву х выска зыва н ий A  и B  н а зыва ется выска зыва -
н ие BA↓ , которое ист ин н о т олько тогд а , когд а  оба  выска зыва н ия лож н ы, 
и лож н о в ост а льн ых слу ча ях. 

8. Слож ение «по м одулю  два »:  BABA ↔=⊕ . 
 Слож ением  «по м одулю  два » д ву х выска зыва н ий A  и B  н а зыва ется 
выска зыва н ие BA ⊕ , кот орое лож н о тогд а  и только тогд а , когд а  A  и B  
од н овремен н о лож н ы или од н овремен н о ист ин н ы, и ист ин н о в ост а льных 
слу ча ях. 

A  B  A B  BA↓  BA ⊕  
0 0 1 1 0 
0 1 1 0 1 
1 0 1 0 1 

 

1 1 0 0 0 
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 О тмет им , что все опера ции, кроме имплика ции, симметричн ы. 
 И з э тих простых (э лемен т а рных) выска зыва н ий строят ся сост а в ные 
(слож н ые) выска зыва н ия. 
 Форм улой а лгебры  логики вы ска з ы ва ний н а зыва ется всякое сост а в-
н ое выска зыва н ие, которое полу ча ет ся комбин ирова н ием  кон ечн ого числа  
у ка за н н ых выш е осн овн ых опера ций ( ,,&,, ↔→∨   ). Д ля лю бых ф орму л 
мож н о построить т а блицу ист инност и. 
 Та блицей ист инност и форм улы  н а зыва ет ся свод н а я т а блица  всех 
зн а чен ий вход ящ их в н ее выска зыва н ий и соответ ству ю щ их зн а чен ий са -
мой ф орм у лы. Таблица  сод ерж ит  n2 строк, гд е n  —  число простых 
выска зыва н ий. 
 Ф орм у ла  U  н а зыва ет ся т ож дест венно ист инной, или т а вт ологи-
ей (за писыва ется 1≡U ), если д ля всех н а боров зн а чен ий вход ящ их в н ее 
перемен ных (выска зыва н ий) он а  прин им а ет  зн а чен ие 1 (« ист ин н о» ). 
 Ф орм у ла  U  н а зыва ет ся т ож дест венно лож ной, или прот иворечи-
ем  (за писыва ется 0≡U ), если д ля всех н а боров зн а чен ий вход ящ их в н ее 
перемен ных (выска зыва н ий) он а  прин им а ет  зн а чен ие 0 (« лож ь» ). 
 За мет им , что отрица н ие лю бой т а вт ологии ест ь противоречие: 
( ) 01 ≡≡U . Все ост а льн ые форм у лы н а зыва ю тся вы полним ы м и. 
 
 Прим ер 1 . След у ю щ ие выска зыва н ия за писа ть ф орм у ла м и. Сост а -
вить д ля н их т а блицы истин н ости. 

a) Если Д ж он  у мен , а  Д ж им  глу п, т о Д ж он  полу ча ет  приз. 
b) Д ж он  полу ча ет  приз в том  и только том  слу ча е, если Д ж он  у мен  
или если Д ж им  глу п. 
c) Если Д ж им  глу п, и Д ж он у  н е у д а ет ся полу чить приз, то  Д ж он  н е 
у мен . 

 Реш ение. О бозн а чим  простые выска зыва н ия бу ква м и: 
 A  —  Д ж он  у мен ; 
 B  —  Д ж им  глу п; 
 C  —  Д ж он  полу ча ет  приз. 
 Тогд а  сост а вн ые выска зыва н ия за пиш ем  в вид е ф орм у л: 

a) ( ) CB&A → ; 
b) ( )BAC ∨↔ ; 
c) ( ) AC&B → . 
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 Сост а вим  соответству ю щ ие им  т а блицы истин н ости: 
a)  A  B  C  B&A  ( B&A ) C→  

 0 0 0 0 1 
 0 0 1 0 1 
 0 1 0 0 1 
 0 1 1 0 1 
 1 0 0 0 1 
 1 0 1 0 1 
 1 1 0 1 0 
 1 1 1 1 1 
 
 

b)  A  B  C  BA ∨  ↔С ( BA ∨ ) 
 0 0 0 0 1 
 0 0 1 0 0 
 0 1 0 1 0 
 0 1 1 1 1 
 1 0 0 1 0 
 1 0 1 1 1 
 1 1 0 1 0 
 1 1 1 1 1 
 
 

c)  A  B  C  C  C&B  A  ( C&B ) A→  
 0 0 0 1 0 1 1 
 0 0 1 0 0 1 1 
 0 1 0 1 1 1 1 
 0 1 1 0 0 1 1 
 1 0 0 1 0 0 1 
 1 0 1 0 0 0 1 
 1 1 0 1 1 0 0 
 1 1 1 0 0 0 1 
 
 За мет им , что зд есь 3=n  простых выска зыва н ий. П оэ т ом у  т а блицы 
истин н ости сод ерж а т  82 =n   строк. 
 П ривед ем  т а блицу  перевод а  н екоторых (н а иболее ча сто встреча ю -
щ ихся) выра ж ен ий естествен н ого языка  н а  символический язык а лгебры 
логики выска зыва н ий. 
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Форм а  вы ска з ы ва ния  ест ест венного я з ы ка  
Соответст ву ю щ а я 
ф орм у ла  языка  
 а лгебры логики 

Не A ; 
н еверн о, что A ; 
A  н е имеет  мест а  

A  

A  и B ; 
ка к A , т а к и B ; 
н е т олько A , н о и B ; 

A  вместе с B ; 
A , н есмотря н а  B ; 
A , в то время ка к B  

AB  или BA &  

A , н о н е B ; 
н е B , а  A  BA  или BA &  

A  или B ; 
A  или B  или оба  BA ∨  

A  либо B ; 
A , ра зве что B ; 
либо A , либоB ; 

н е A , ра зве что н е B ; 
либо н е A , либо н е B ; 
A  или B , н о н е оба  

BABA ∨  

либо A , либо B  и C ; 
A , ра зве что B  и C  BCACBA ∨  

либо A  и B , либо C  и D  CDBADCAB ∨  

если A , то B ; 
B , если A ; 
A  т олько, если B ; 
A  д ост а точн о д ляB ; 
A  только при у словии, 
что B ; 

B  н еобход имо д ля A ; 
A , зн а чит B ; 
д ля B д ост а точн о A ; 
A  влечет B ; 
д ля A  н еобход имо B ; 
все A  естьB ; 
из A  след у ет  B ; 
B  тогд а , когд а  A  

BA →  

A  э квива лен т н оB ; 
A  т огд а  и т олько тогд а , когд а B ; 
A , если  и т олько если B ; 
A  н еобход имо и д ост а т очн о д ляB   

BA ↔  

 
 
 

ЗАДАЧ И И У П РАЖ НЕНИЯ 
 

1. П еревед ите н а  язык а лгебры логики след у ю щ ие выска зыва н ия: 
a) Если светит  солн це, то д ля того, чтобы н е было д ож д я и д ост а -

точн о, чт обы д у л ветер. 
b) Неверн о, что если д у ет  ветер, то солн це светит  только тогд а , 

когд а  н ет  д ож д я. 
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c) Ч т обы погод а  была  солн ечн ой, д ост а точн о, чтобы н е было н и 
ветра , н и д ож д я. 

d) Если ветра  н ет , то д ля д ож д я н еобход им а  па сму рн а я погод а . 
e) Если погод а  па см у рн а я и д у ет  ветер, т о д ож д я н ет . Но д ож д ь 

ид ет . Зн а чит , н ет  ветра . 
f) Неверн о, что если погод а  па см у рн а я, то д ож д ь ид ет  т огд а  и 

только тогд а , когд а  н ет  ветра .  
g) Если д ля солн ечн ой погоды н еобход имо отсу тствие д ож д я, т о 

д ля т ого, чтобы пош ел д ож д ь, д ост а точн о, чт обы погод а  была  
па см у рн ой и безветрен н ой. 

Ука з а ние: д ля перевод а  н а  язык а лгебры логики н еобход имо ка ж д ый ра з 
пред ва рительн о выд елить э лемен т а рные выска зыва н ия. На пример: « светит  
солн це»  мож н о обозн а чить бу квой С, « д у ет  ветер»  —  бу квой В , « ид ет  
д ож д ь»  – бу квой Д , « погод а  па см у рн а я»  —  бу квой П . 
 
2. У ст а н овите, истин н о или лож н о выска зыва н ие: 

a) { }Rx,xx|x ∈=+−∈ 01322 23 ; 

b) -3








∈−<
+
−

∈ Rx,
x
x|x 2

2
1

2

3

; 

c) 






 ∈

−
+

∈ Nn|
n
n

23
123 ; 

d) { } N∈1 ; 
e) { } ( )NP∈1 , гд е ( )NP  —  м н ож ество всех под м н ож ест в м н ож е-

ства  N ; 
f) { } { }Zx,xxx|x,, ∈=−−+⊂− 01211 23 ; 
g) { } { }2110123 ,,Zx,xxx|x −⊂∈=−−+ ; 
h) { } { }∅⊂∅ ; 
i) { } { }{ }∅∅⊂∅ , . 

 
3. П у сть p  и q  обозн а ча ю т  выска зыва н ия: 

p  —  « Я  у чу сь в ш коле» , 
q  —  « Я  лю блю  м а тем а тику » . 

П рочтите след у ю щ ие выска зыва н ия: 
a) p ; e) q&p ; 

b) p ; f) q&p ; 

c) q&p ; g) q&p ; 

d) q&p .  
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4. П у сть y,y,x,x ′′  озн а ча ю т  соответ ствен н о « 7 —  простое число» , « 7 —  
сост а вн ое число» , « 8 —   простое число» , « 8 —  сост а вн ое число» : 

a) ка кие из пред лож ен ий y&x,y&x,y&x,y&x ′′′  истин н ы и 
ка кие лож н ы ?; 

b) то ж е с за мен ой кон ъю н кций н а  д изъю н кцию ; 
c) то ж е д ля пред лож ен ий y,x,y,x ′′ . 

 
5. П роверить, н е сост а вляя т а блиц истин н ости, являю тся ли след у ю щ ие 
ф орм у лы тож д ест вен н о ист ин ными: 

 
a) pp → ; b) pp ∨ ; 

c) pp ∧ ; d) pp ↔ ; 
e) pp → ; f) pp ↔ ; 
g) ( ) ppp →∨ ; h) ( )pp&p ↔ ; 
i) ( ) ppp ∨→ ; j) ( )p&pp&pp →↔ ; 
k) ( )ppp ↔∨ ; l) pp → ; 
m) pp ↔ ; n) ( ) ( )pppp ∧→∨ . 

 
6. Сост а вить т а блицы ист ин н ост и д ля ф орм у л: 
a) yx ∨ ; b) ( ) ( )yxyxyx →∨∧→∨ ; 
c) ( ) zyx ∨∧ ; d) ( )zxyyx →∨→∧ ; 
e) ( ) ( )zyxyx ∧∨→→ ; f) ( )( ) xyzx ↓↔→ ; 
g) ( )( ) xyzx ⊕∨→ ; h) ( )( ) ( )y&xzy|z →→ ; 
i) ( ) zyx|xyz →∨ ; j) ( )( ) ( )yxzyx ⊕↔↓↓ ; 
k) ( )( ) ( )y|zyxxyz ↓∨∨  l) nn y...yyx...xx ∧∧∧→∨∨∨ 2121 . 
 
7. У ст а н овить, ка кие из след у ю щ их форму л являю т ся тож д ествен н о ис-
тин ными, тож д ествен н о лож н ыми : 

a) y&xyx →∨ ; b) ( ) ( )xyyx →→→ ; 

c) ( ) ( )xyyx →∨→ ; d) ( )yxx ∨→ ; 
e) ( )y|xxy ↔ ; f) ( ) ( )yxyx ∨↔→ ; 

g) ( ) ( )yxyx ↔↔⊕ ; h) ( )yxyx ↓↔∨ ; 
i) ( ) ( ) ( )( )( )zyxyzyx →∨→→→→  j) ( ) ( )zxyx →⊕→ . 
 
8. a)  И звестн о, что имплика ция yx →  ист ин н а , а  э квива лен т н ость yx ↔  

лож н а . Ч т о мож н о ска за ть о зн а чен ии имплика ции xy → ? 
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b) И звестн о, что э квива лен т н ость yx ↔  ист ин н а . Ч то мож н о ска за ть о 
зн а чен иях yx ↔  и yx ↔ ? 

c) И звестн о, что x  имеет  зн а чен ие 1. Ч то мож н о ска за ть о зн а чен иях 
имплика ции zyx →∧ ; ( )zyx ∨→ ? 

d) И звестн о, что yx →  имеет  зн а чен ие 1. Ч то мож н о ска за ть о зн а че-
н иях ( )yxz →→ ; yyx →→ ; ( ) zyx →→ ? 

 
9. На йд ит е логические зн а чен ия x  и y , при которых выполн яю т ся ра вен -
ст ва : 
a) ( ) 01 =→→ yx ; 
b) xyx =∨ . 

 
 
 

4.2 Р а вно сильные  ф о р м улы. 
Осно вные  р а вно сильно сти а лге б р ы выска зыва ний  

 
 Д ве форм у лы а лгебры логики 1U  и 2U  н а зыва ю т ся ра вносиль ны м и, 
если он и прин им а ю т  од ин а ковые логические зн а чен ия (0 или 1) при од и-
н а ковых н а бора х зн а чен ий вход ящ их в н их выска зыва н ий (пиш у т  21 UU ≡ ). 

На пример, форму лы BAU →=1 , BAU ∨=2  —  ра вн осильные ф орм у -
лы: 

BABA ∨≡→ , т .к. 1U  и 2U  либо од н овремен н о 0, либо од н овремен н о 1 
при лю бом  н а боре зн а чен ий выска зыва н ий, вход ящ их в э т и ф орм у лы. 
 

A  B  BA →  A  BA ∨  
0 0 1 1 1 
0 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 
1 1 1 0 1 

 
 И меет  место  
Теорем а : 21 UU ≡ т огд а  и только тогд а , когд а  ( 21 UU ↔ ) 1≡  (до ка за ть!). 
 
 Ра вн осильн ость форм у л мож н о д ока зыва ть либо с пом ощ ью т а блиц  
ист инност и, либо м ет одом  ра вносильны х (э квива лен т н ых) преобра зо-
ва ний, использу я осн овн ые ра вн осильн ости а лгебры логики выска зыва -
н ий. О сн овн ые ра вн осильн ости т а кж е примен яю тся д ля упрощ ения  фор-
м ул, д ля привед ен ия форм у л к за д а н н ом у  вид у . 



 
 
О пера ция  з а м ы ка ния . О сновные з а м кнут ы е классы . 
__________________________________________________________________________________________ 

61 

 
Осно вные  р а вно сильно сти а лге б р ы выска зыва ний  

 
1. AA ≡  —  за кон  д войн ого отрица н ия; 
2. 1≡∨ AA  —  за кон  исклю чен ия третьего; 
3. 0≡A&A  —  за кон  противоречия; 
 

4. 




≡
≡∨

AA&A
AAA

 —  за кон  ид емпотен т н ости; 

 

5. 
;A&A;&A

;A;AA
≡≡
≡∨≡∨

100
110

 

 

6. 




≡∨
≡∨

A)A&B(A
A)AB(&A

 —  за кон  поглощ ен ия; 

 

7. 




≡
∨∨≡∨∨

C&)B&A()C&B(&A
C)BA()CB(A  —  за кон  а ссоциа тивн ост и; 

 
8. )C&A()B&A()CB(&A ∨≡∨  —  первый д истрибу тивный за кон ; 
9. )CA(&)BA()C&B(A ∨∨≡∨  —  второй д истрибу тивный за кон ; 
 

10. 






∨≡

≡∨

BAB&A

B&ABA  —  за коны д е М орга н а ; 

 
11. ;BABA ∨≡→  
12. );AB(&)BA()AB(&)BA(BA ∨∨≡→→≡↔  
13. );B&A()B&A(BA ∨≡↔  
14. ;BABA ↔≡⊕  
15. ;BABA ∨≡↓  
16. A │ .B&AB =  
 
 
 

ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
 
1. П роверить, спра вед ливы ли след у ю щ ие соот н ош ен ия: 
 

a) ( ) ( ) ( )z&xy&xzy&x →=→ ; b) ( ) ( ) ( )zxyxzyx ⊕∨⊕=∨⊕ ; 
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c) ( ) ( ) ( )zxyxzyx ∨↔∨=↔∨ ; d) ( ) ( ) ( )zxyxzyx →↔→=↔→ ; 

e) ( ) ( ) ( )z&xy&xzy&x ⊕=⊕ ; f) ( ) ( ) ( )z&xy&xzy&x ↔=↔ ; 

g) ( ) ( ) ( )zxyxzyx →⊕→=⊕→ ; h) ( ) ( ) ( )zxyxzyx ⊕→⊕=→⊕ . 

 
2. И спользу я осн овные ра вн осильн ости, д ока за ть ра вн осильн ость ф орму л 

U и B, когд а :  
a) zxxyzxU ∨∨= ;   xyzB →= ; 
b) ( ) ( )( )yxyxyxU ↔⊕→→= ; xyyxB ∨= ; 
c) ( )( )( )zyyxxyxU →→→→= ; ( )zxyB →→= ; 
d) ( ) ( )zxzy|xU →∨→= ;  ( ) zyxB ∨→= ; 
e) ( )( ) zxxyzU ↔↓∨= ;   1⊕⊕= yzxyzB ; 
f) ( )( ) xyz|zyxU ↔∨= ;   1⊕= xyzB . 

 
3. Выра зить все осн овн ые опера ции: 

a) через д изъю н кцию , кон ъю н кцию  и отрица н ие; 
b) через кон ъю н кцию  и отрица н ие; 
c) через д изъю н кцию  и отрица н ие; 
d) через имплика цию  и отрица н ие. 

 
4. a) Выра зить отрица н ие имплика ции через осн овн ые опера ции т а к, 

чт обы отрица н ия стояли только н а д  простыми выска зыва н иями. 
b) Выра зить опера цию  д изъю н кция через имплика цию . 

 
5. Д ока за ть, чт о опера ция отрица н ия н е мож ет  быть выра ж ен а  через ос-
н овные опера ции (бин а рн ые) н а д  выска зыва н иями. 

6. М а льчик реш ил в воскресен ье за кон чить чтен ие кн иги, сход ить в м у зей 
или в кин о, а  если бу д ет  хорош а я погод а  —  пойти н а  реку  выку па т ься. 
В  ка ком  слу ча е мож н о ска за ть, что реш ен ие м а льчика  н е выполн ен о? В  
от вете отрица н ия д олж н ы сод ерж а ться лиш ь в простых выска зыва н иях. 

 
 
 

4.3 Р е ш е ние  ло гиче ских за да ч с по м о щ ью  а лге б р ы выска зыва ний  
 

 У словие логической за д а чи за писыва ем  в вид е ф орм у лы а лгебры вы-
ска зыва н ий, ввод я соот ветству ю щ ие обозн а чен ия д ля простых выска зыва -
н ий, сф орм у лирова н н ых в за д а че. Д а лее с помощ ью  ра вн осильн ых преоб-
ра зова н ий у прощ а ем  ф орм у лу  (сост а вн ое выска зыва н ие). В  резу льт а те по-
лу ча ем  более прост у ю  словесн у ю  форм у лировку  у прощ ен н ой ф орм у лы, н а  
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осн ова н ии кот орой д а ем  ответ  н а  вопрос за д а чи. 
 Прим ер 1. На  вопрос: « К то из трех ст у д ен тов гот овился к э кза ме-
н у ?»  полу чен  верный ответ  —  « Если готовился И ва н ов, то готовился и Си-
д оров, н о н еверн о, что если готовился П етров, то готовился и  Сид оров» . 
К то готовился к э кза мен у ? 

Реш ение. О бозн а чим  простые выска зыва н ия « готовился к э кза мен у  
И ва н ов»  (П етров, Сид оров) соот ветст вен н о бу ква ми A (B, C). Тогд а  у сло-
вие за д а чи мож н о за писа ть в вид е форм у лы: 

)CB(&)CA( →→ , 
т .к. сост а вн ые выска зыва н ия )CA( →  и )CB( →  (« Если готовился И ва н ов, 
т о готовился и Сид оров»  и « Неверн о, чт о если готовился П етров, то гото-
вился и  Сид оров» ) выполн яю тся од н овремен н о и поэ том у  он и д олж н ы 
быть соед ин ен ы логической связкой & (« и» ). Выполн яя ра вн осильные 
преобра зова н ия, полу чим  

.)&)(())(())(( CBACBCCBACBCACBCACBCA =∨=∨=∨∨=→→
 

Теперь чит а ем  ф орм у лу : « Не готовился И ва н ов и н е готовился Сид оров и 
готовился П етров к э кза мен у » . 
 О т вет : К  э кза мен у  готовился П етров. 
 

Прим ер 2. « Верн у вш ись д омой, М егрэ  позвон ил н а  н а береж н у ю  О р-
ф евр. 

- Г оворит  М егрэ . Есть н овост и? 
- Д а , ш еф . П ост у пили сообщ ен ия от  ин спект оров. Торра н с у ст а н о-
вил, что если Ф ра н су а  был пьян , то либо Этьен  у бийца , либо  
Ф ра н су а  лж ет . Ж у сье счит а ет , чт о или Этьен  у бийца  или Ф ра н су а  
н е был пьян  и у бийст во произош ло после полу н очи. И н спект ор 
Л ю ка  просил перед а ть Ва м , что если у бийст во произош ло после 
полу н очи, т о либо Этьен  у бийца , либо Ф ра н су а  лж ет . За т ем  по-
звон ила  … . 

- Все. Спа сибо. Этого д ост а точн о. – К омисса р полож ил тру бку . О н  
зн а л, чт о трезвый Ф ра н су а  н икогд а  н е лж ет . Теперь он  зн а л все» . 

 К а кой вывод  сд ела л М егрэ ? 
 
Реш ение. Введ ем  след у ю щ ие э лемен т а рные выска зыва н ия: 

{ } пья н бы лФра нсуа  A ≡ , 
{ },убийца Эт ьенB ≡  
{ },лж етФра нсуа  C ≡  
{ }.полуночипосле  произ ош ло Убийст воD ≡  

И н спектора  комисса ра  М ергэ  у ст а н овили, что: 
( ) ,1≡∨→ CBA  
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( ) ,1≡∧∨ DAB  
( ) .1≡∨→ CBD  

Ра ссмотрим  кон ъю н кцию  э тих трех слож н ых выска зыва н ий и у простим  ее: 
( )( ) ( )( ) ( )( ) .1≡∨→∧∧∨∧∨→ CBDDABCBA  

И спользу я ф орм у лу  vuvu ∨=→ , освобод имся от  имплика ции : 
( ) ( )( ) ( ) .1≡∨∨∧∧∨∧∨∨ CBDDABCBA  

П римен им  второй д истрибу тивн ый за кон  к первом у  и третьем у  м н ож ите-
лям   

( )( ) .1≡∨∨∨ DABDACB  
Ра скрыва я скобки по первом у  д истрибу тивн ом у  за кон у  д ва ж д ы и приме-
н яя за кон  поглощ ен ия uuvu =∨ , полу чим  

.1≡∨∨ DDADCAB  
Та к ка к 0=DDA , то окон ча тельн о имеем : 

.1≡∨ DCAB  
 Та ким  обра зом , из пока за н ий ин спекторов след ова ло лиш ь, что или 
Этьен  у бийца , или од н овремен н о имели место три обстоятельства : Ф ра н -
су а  н е был пьян , у бийст во произош ло после полу н очи, Ф ра н су а  лга л. Но  
комисса ру  М ергэ  было известн о, чт о трезвый Ф ра н су а  н е лж ет , т .е. что 

1=∧ CA  
или 

,0=∧ CA  
и, след ова тельн о, резу льт а т , вытека ю щ ий из пока за н ий ин спект оров, 

( ) ,1=∧∧∨ CDAB  
при э том  у словии д а ет  

,10 =∨B т .е. .1=B  
О т вет : У бийст во соверш ил Этьен . 

 
            

ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
 
1. В  ш коле, переш ед ш ей н а  са мообслу ж ива н ие, четырем  ст а рш екла ссн и-
ка м : А н д рееву , К остин у , Са вельеву  и Д а выд ову  пору чили у бра ть 7-ой, 
8-ой, 9-ый и 10-ый кла ссы. П ри проверке ока за лось, что 10-й кла сс у б-
ра н  плохо. Не у ш ед ш ие д омой у чен ики сообщ или о след у ю щ ем : 

1) А н д реев: « Я  у бира л 9-ый кла сс, а  Са вельев —  7-ой» . 
2) К остин : « Я  у бира л 9-ый кла сс, а  А н д реев —  8-ой» . 
3) Са вельев : « Я  у бира л 8-ой кла сс, а  К остин  —  10-ый» . 

Д а выд ов у ж е у ш ел д омой. В д а льн ейш ем  выясн илось, что ка ж д ый 
у чен ик в од н ом  из д ву х выска зыва н ий говорил пра вд у , а  во втором  лож ь. 
К а кой кла сс у бира л ка ж д ый у чен ик? 
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2. П ят ь ш кольн иков из пят и ра зличн ых город ов Брян ской обла ст и прибы-
ли д ля у ча стия в обла ст н ой олимпиа д е по ма тем а т ике. На  вопрос: « О т -
ку д а  Вы?»  ка ж д ый д а л от вет : 

1) И ва н ов: « Я  приеха л из К лин цов, а  Д м итриев  —  из Новозыб-
кова » . 

2) Сид оров: « Я  приеха л из К лин цов, а  П етров – из Тру бчевска » . 
3) П етров: « Я  приеха л из К лин цов , а  Д м итриев —  из  Д ятькова » . 
4) Д м итриев: « Я  приеха л из Новозыбкова , а  Еф имов —  из Ж у -

ковки» . 
5) Еф имов: « Я  приеха л из Ж у ковки, а  И ва н ов ж ивет  в Д ятькове» . 
О тку д а  приеха л ка ж д ый из ш кольн иков, если од н о из у т верж д е-

н ий верн о, а  д ру гое лож н о? 
 

3. Семья, состоящ а я из отца  A, ма тери B и трех д очерей C, D, E, ку пила  
телевизор. У словились, что в первый вечер бу д у т  смотреть перед а чи  в 
т а ком  поряд ке: 

1) К огд а  отец A смотрит  перед а чу , то м а ть B д ела ет  то ж е. 
2) Д очери D и E, обе или од н а  из н их, смотрят  перед а чу . 
3) И з д ву х член ов сем ьи —  м а ть B  и д очь C – смотрят  перед а чу  

од н а  и т олько од н а . 
4) Д очери C и D или обе смотрят , или обе н е смотрят . 
5) Если д очь E смотрит  перед а чу , то отец A и д очь D д ела ю т  т о 

ж е. 
К то из член ов сем ьи в э тот  вечер смотрел перед а чу ? 
 

4. На  вопрос « К то из трех ст у д ен тов изу ча л м а тем а тическу ю  логику ?»  по-
лу чен  верн ый ответ  —  « Если изу ча л первый, т о изу ча л и третий, н о н е-
верн о, что если изу ча л второй, то изу ча л и третий» .  К то изу ча л м а те-
м а тическу ю  логику ? 

 
5. О пред елить, кто из четырех ст у д ен тов сд а л э кза мен , если известн о: 

1) Если первый сд а л, то и второй сд а л. 
2) Если второй сд а л, то третий сд а л или первый н е сд а л. 
3) Если четвертый н е сд а л, то первый сд а л, а  третий н е сд а л. 
4) Если четвертый сд а л, то и первый сд а л. 

 
6. И звестн о след у ю щ ее: если П ет я н е вид ел К олю  н а  у лице, то Коля либо 

ход ил в кин о, либо П етя ска за л пра вд у ; если К оля н е ход ил в  кин о, т о 
П етя н е вид ел Колю  н а  у лице, и К оля ска за л пра вд у . Если К оля ска за л 
пра вд у , то либо он  ход ил в кин о, либо П етя солга л. Выясн ите, ход ил ли 
К оля в кин о. 
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7. Ч етыре ст у д ен тки, имен а  которых н а чин а ю тся бу ква ми  A, E, C, P, по-
сещ а ю т  ин ст ит у т  по очеред и и вед у т  общ ий кон спект  лекций. Необхо-
д имо сост а вить гра ф ик посещ ен ия н а  ближ а йш у ю  н ед елю , у читыва я, 
что: 

1) П он ед ельн ик —  д ен ь са мостоят ельн ой работы н а  ку рсе, и в ин -
стит у т  н е ход ит  н икто, а  в су ббот у  н еобход имо быть всем . 

2) C и P н е могу т  пойти н а  за н ят ия во вт орн ик в связи с больш ой 
за гру ж ен н остью  в пон ед ельн ик. 

3) Если C пойд ет  в сред у  или P  —  в чет верг, то Е  согла сится по-
быва ть н а  за н ятиях в пятн ицу . 

4) Если A н е пойд ет  в В У З в четверг, то E позволит  себе сход ит ь 
т у д а  в сред у . 

5) Если A и P бу д у т  в ин стит у т е в сред у , то C смож ет  пойти в 
пятн ицу . 

6) Если P в пятн ицу  вместо ин стит у т а  пойд ет  н а  сва д ьбу  под ру ги, 
то A  прид ет ся сход ить в ин стит у т  во вторн ик, а  C  —  в чет -
верг. 

 
8. Ч етыре д ру га  —  А н тон ов (А ), Вехов (В ), Сомов (С), Д еев (Д) реш или 
провести ка н ику лы в четырех ра зличн ых город а х —  М оскве, О д ессе, 
К иеве и Та ш кен те. О пред елите, в ка кой город  д олж ен  поеха ть ка ж д ый 
из н их, если имею тся след у ю щ ие огра н ичен ия: 

1) Если А  н е ед ет  в М оскву , то С н е ед ет  в О д ессу . 
2) Если В  н е ед ет  н и в М оскву , н и в Та ш кен т , то А  ед ет  в М оскву . 
3) Если С н е ед ет  в Та ш кен т , т о В  ед ет  в К иев. 
4) Если Д н е ед ет  в М оскву , то В  н е ед ет  в М оскву . 
5) Если Д н е ед ет  в О д ессу , т о В  н е ед ет  в М оскву . 

 
9. О д н а ж д ы след ова телю  приш лось од н овремен н о д опра ш ива ть трех сви-
д ет елей: К лод а , Ж а ка  и Д ика . И х пока за н ия прот иворечили д ру г д ру гу  и 
ка ж д ый из н их обвин ял кого-н ибу д ь во лж и. 

1) Клод  у т верж д а л, что Ж а к лж ет . 
2) Ж а к обвин ял во лж и Д ика . 
3) Д ик у гова рива л след ова теля н е верит ь н и К лод у , н и Ж а ку . 
4) Но след ова тель быстро вывел их н а  чист у ю  вод у , н е за д а в им  
н и од н ого вопроса . К то из свид ет елей говорил пра вд у ? 

 
 

5. АЛГЕБРА  БУ ЛЯ 
 

5.1 Буле вы ф ункции. Р а ве нство  ф ункций  и р а вно сильно сть ф о р м ул. 
П р инцип дво йстве нно сти 
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 П еремен н а я x , прин им а ю щ а я д ва  зн а чен ия, 0 или 1, н а зыва ется бу-
левой перем енной. 
 П у сть { }10,E = . Тогд а  44 344 21

ра зn

n E...EEE ×××=  —  м н ож ест во у поряд очен ных 

д воичн ых н а боров д лин ы n : 
( ){ }.n,...,,,i,E,...,,E in

n 32121 =∈= αααα  
 Г оворят , что за д а н а  булева  функция  n  перемен ных ( ) ,x,...,x,xf n21  
если за д а н  за кон , по котором у  ка ж д ому  д воичн ом у  н а бору  
( ) n

n E,...,, ∈ααα 21  ст а вится в соот ветст вие 0 или 1: EE:f n → . 
 Та ким  обра зом , обла сть опред елен ия бу левой ф у н кции 

( )nx,...,x,xf 21 есть ( ) nEFD = , м н ож ество зн а чен ий —  ( ) EfR = , гд е мощ -
н ость ( ) ( ) .fR,fD n 22 ==  
 Бу лева  ф у н кция мож ет  быть за д а н а  при помощ и: 

1. описа н ия; 
2. т а блицы истин н ости; 
3. ф орм у лы а лгебры выска зыва н ий; 
4. м н ож ества  истин н ости ( ) ( ){ }12121 == nnf ,...,,f,...,,fE αααααα ; 
5. н а бора  зн а чен ий; 
6. ф у н кцион а льн ой схемы. 
Ра ссмотрим  пример, н а  котором  проиллю стриру ем  у ка за н н ые спосо-

бы за д а н ия бу левых ф у н кций. 
 
Прим ер. П у сть бу лева  ф у н кция ( )321 x,x,xf прин има ет  зн а чен ий 1 

н а  н а бора х ( )321 ααα ,, , в которых больш ин ст во н у лей, а  н а  ост а льн ых н а -
бора х ее зн а чен ие ра вн о 0. 

О писа н н а я ф у н кция мож ет  быть за д а н а  с помощ ью  т а блицы истин -
н ости (рис. 1):  

В  слу ча е n  перемен н ых бу лева  ф у н кция )x,...,x,x(f n21  за д а ется 
т а блицей, сод ерж а щ ей n2 строк, т .к. nnn EE 2== . В  д а льн ейш ем  всегд а  

бу д ем  ра спола га ть н а боры в т а блице истин н ости т а к, ка к пока за н о н а  
рис.2. 
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1x  2x  3x  )x,x,x(f 321  1x  2x  …  1−nx  nx  )x,...,x,x(f n21  

0 0 0 1 0 0 …  0 0 ),,...,,(f 0000  
0 0 1 1 0 0 …  0 1 ),,...,,(f 1000  
0 1 0 1 0 0 …  1 0 ),,...,,(f 0100  
0 1 1 0 0 0 …  1 1 ),,...,,(f 1100  
1 0 0 1 …  …  …  …  …  …  
1 0 1 0 1 1 …  0 1 ),,...,,(f 1011  
1 1 0 0 1 1 …  1 0 ),,...,,(f 0111  
1 1 1 0 1 1 …  1 1 ),,...,,(f 1111  

Рис. 1 

 

Рис. 2 
  
 П ри ф иксирова н н ом  поряд ке ра сполож ен ия н а боров )...,,,( nααα 21  в 
т а блице истин н ости всяка я бу лева  ф у н кция од н озн а чн о за д а ется н а бором  
своих зн а чен ий. В  н а ш ем  примере э т от  н а бор имеет  вид  ).(f 00010111=  
 За мет им , что м н ож ество ист ин н ости fE , за д а ю щ ее ф у н кцию  

)x,...,x,x(f n21 , пред ст а вляет  собой n-м ест ное от нош ение ϕ  н а  м н ож е-
стве E . О н о за д а ет  бу леву  ф у н кцию  по пра вилу : 

( ) ( )
( )




∉

∈
=

.,...,,åñëè,
,...,,åñëè,

,...,,f
n

n
n ϕααα

ϕααα
ααα

21

21
21 0

1
 

 И  н а оборот , бу лева  ф у н кция )x,...,x,x(f n21  од н озн а чн о опред еляет  
м н ож ество истин н ости ( ) ( ){ }12121 == nnf ,...,,f,...,,fE αααααα . 
 В  слу ча е описа н н ого выш е примера  

( ) ( ) ( ) ( ){ }.,,,E f 001010100000=  
 И меет  место 
 
Теорем а .  Всяка я бу лева  ф у н кция пред ст а вим а  в вид е ф орму лы а лгебры 

логики через опера ции &,∨  и , и э то пред ст а влен ие т а ково: 
( )

( )
( )( )nmmm

,...,
n x...,,x,,...,,f&x&...&x&xx...,,xf m

m

121211
21

1

+∨= σσσσσσ

σσ

, 
гд е ( )m,...,, σσσ 21  —  ра зличные д воичные н а боры зн а чен ий пе-
ремен н ых iin xx,nm,x...,,x i =≤≤ σ11 , если 1=iσ , 

ii xx i =σ , если 0=iσ , m...,,i 1= . 
 
 П ривед ен н а я выш е в примере ф у н кция ( )321 x,x,xf пред ст а вим а  
ф орм у лой: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

.xxxxxxxxxxxx
fxxxfxxxfxxxfxxx
fxxxfxxxfxxxfxxxx,x,xf

321321321321

1
3

1
2

1
1

0
3

1
2

1
1

1
3

0
2

1
1

0
3

0
2

1
1

1
3

1
2

0
1

0
3

1
2

0
1

1
3

0
2

0
1

0
3

0
2

0
1321

111011101001
110010100000

∨∨∨=

=∨∨∨∨

∨∨∨∨=

 
 Та кое пред ст а влен ие н а зыва ется н орм а льн ой формой, речь о которой 
пойд ет  в след у ю щ их д ву х па ра гра ф а х. 
 Всяка я ф орм у ла  а лгебры логики ест ь бу лева  ф у н кция. Тож д ествен н о 
истин н а я и т ож д ествен н о лож н а я ф орм у лы есть пост оян н ые ф у н кции. И х 
м н ож ества  зн а чен ий соответ ствен н о состоят  только из ед ин иц или только 
из н у лей. 
 Бу левы ф у н кции вид а  
 

,xf =1    ,y&xf =4     xf =7  ,y  
,xf =2    ,yxf →=5    ,yxf ↓=8  

yxf ∨=3 ,   ,yxf ↔=6    yxf ⊕=9  
н а зыва ю тся элем ент а рны м и. 
 Бу левы ф у н кции от  n  перемен н ых н а зыва ю тся ра вны м и, если он и 
прин им а ю т  од ин а ковые зн а чен ия н а  соответств у ю щ их од ин а ковых н а бо-
ра х перемен ных, в н их вход ящ их. Ра вные ф у н кции реа лизу ю тся ра вно-
сильны м и форм ула м и. На пример,   

( ) .xxxxxxxx,xf 1121212121 ⊕⊕=∨=→=  
 Ра вн осильн ость форм у л д ока зыва ется: 
1. С  помощ ью  т а блиц ист ин н ости; 
2. М етод ом  э квива лен т ных (ра вн осильн ых) преобра зова н ий. 

Су щ еству ет  ещ е од ин  способ д ока за тельства  ра вн осильн ости фор-

м у л, осн ова н н ый н а  примен ен ии т а к н а зыва емого принципа  двойст венно-

ст и. 

Бу лева  ф у н кция ( )nx,,xf K1
∗  н а зыва ет ся двойст венной к ф у н кции 

( )nx,,xf K1 , если ( ) ( )nn x,,xfx,,xf KK 11 =∗ . Та к, ф у н кция 

( ) yxyxf &, =∗ , д войст вен н а  к ( ) yxyxf ∨=, : 

( ) y&xy&xyxy,xf ==∨=∗ . 
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 Принцип двойст венност и.  П у сть ( )mx,,xf K1 , ( )nx,,xg K11 , … , 
( )nm x,,xg K1  —  бу левы ф у н кции и пу ст ь 

( ) ( ) ( )( )nmnn x,,xg,,x,,xgfx,,x KKKK 1111 =Φ  —  су перпозиция ф у н к-
ций mg,,g,f K1 . Тогд а  д войствен н а я ф у н кция от  су перпозиции ф у н кций 
ра вн а  су перпозиции д войст вен ных ф у н кций: 

( ) ( ) ( )( )nmnn x,,xg,,x,,xgfx,,x KKKK 1111
∗∗∗∗ =Φ . 

 
 И з опред елен ия д войст вен н ой ф у н кции след у ет , что две булевы  
функции ра вны  т огда  и т олько т огда , когда  ра вны  двойст венны е им  
функции. Использу я э тот  ф а кт , а  т а кж е прин цип д войст вен н ости, из у ж е 
извест н ых ра вн осильн остей легко полу чить н овые. 
 
 Прим ер. П у сть yxxf ∨= , yxg ∨= . Д ока за ть, что gf = . 
 Дока з а т ель ст во. П остроим  ∗f  и ∗g : 

( ) ( ) ( )
( ) .y&xy&xyxy,xgg

;y&xyx&xyx&xyx&xyxxyxxy,xff

==∨==

=∨=∨==∨=∨==
∗

∗

 
Вид им , что ∗∗ = gf . След ова тельн о, gf = , т .е. yxyxx ∨=∨ . 
 Д ока зыва ется т еорем а , что число всех булевы х функций от  n  пе-
рем енны х ра вно n22 . 
 Д ейст вительн о, лю ба я бу лева  ф у н кция от  n  перемен ных од н озн а чн о 
за д а ет ся столбцом  своих зн а чен ий, д лин а  которого ра вн а  n2  строк, а  число 
ра зличных столбцов ра вн о числу  всех ра змещ ен ий с повт орен иям и  из 0 и 
1 д лины n2 , т .е. 

nn
A 22

2 2= , что и д ока зыва ет  т еорем у . 
 Прим еча ние.  За д а н ие бу левой ф у н кции в вид е ф у н кцион а льн ой 
схемы  бу д ет  ра ссмотрен о д а лее.  
 
 

ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
 
1. Ра ссмотрет ь ра зличн ые способы за д а н ия бу левой ф у н кции от  трех пе-
ремен н ых, котора я: 

a) прин им а ет  зн а чен ие 1 в том  и только в том  слу ча е, когд а  ровн о д ве 
перемен ные ра вны н у лю ; 

b) прин им а ет  т а кое ж е зн а чен ие, ка к больш ин ст во (или мен ьш ество) 
перемен ных. 

 
2. На йти м н ож ество ист ин н ости fE  д ля бу левой ф у н кции f , за д а н н ой 
ф орм у лой: 
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1) ;1⊕⊕= yxyf  
2) ( ) ;xyxf ↓⊕=   
3) ( ) ;|| xyxf =  
4) ( )( ) ( );yxzyx ⊕↔↓↓  
5) ( ).| yxxyf →=  

 
3. П ред ст а вит ь след у ю щ ие ф у н кции в вид е ф орм у л, если: 

1)  ( );01=f  
2) ( );0011=f  
3) ( );0000=f  
4) ( );00110101=f  
5) ( ) ( ){ };, 1100=fE  
6) ( ) ( ) ( ) ( ){ };;;; 111100010011=fE  

 
4. На йти число бу левых ф у н кций от  трех перемен н ых, которые н а  за д а н -
н ых д ву х н а бора х: 

a) прин им а ю т  зн а чен ие 1; 
b) прин им а ю т  лю бые за д а н н ые зн а чен ия. 

 
5. Д воичн ые н а боры вид а  ( )ndd ,...,1  и ( )ndd ,...,1  н а зыва ю т ся противопо-
лож н ым и. На йти число бу левых ф у н кций от  n  перемен н ых, кот орые н а  
прот ивополож н ых н а бора х перемен н ых прин им а ю т : 

a) противополож н ые зн а чен ия; 
b) од ин а ковые зн а чен ия.  

 
6. П остроить д войст вен н у ю  ф у н кцию  д ля ф у н кции f , если : 

1) ( )( )( );zyzxyxf ∨∨∨=  
2) ( );01011100=f  

7) 
x y f 
0 0 1 
0 1 0 
1 0 1 
1 1 1 

 

8) 
x y z f 
0 0 0 1 
0 0 1 0 
0 1 0 1 
0 1 1 0 
1 0 0 0 
1 0 1 1 
1 1 0 1 
1 1 1 0 
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3) ( )( ).xyxf →→=    
 

7. П остроить д войствен н ые ф у н кции д ля всех э лемен т а рн ых бу левых 
ф у н кций. 

 
 
 
 
8. Д ока за ть или опровергн у ть ра вен ст во д ву х ф у н кций, использу я прин -
цип д войствен н ости: 

1) ( ),zyxf ⊕→=  ( ) ( );yxyx →⊕→=ϕ  
2) ( );zyxf →→= ( ) ( );yxyx →→→=ϕ  
3)  ( );zyxf ↔=  ;xzxy ↔=ϕ  
4) ( );zyxf ⊕=  ;xzxy ⊕=ϕ  
5) ( );zyxf ∨⊕=  ( ) ( ).zxyx ⊕∨⊕=ϕ  

 
9. Д ока за ть, что ( ) 1≡yxf , ,если : 

1) ( ) ( );xyyxf →∨→=  
2) ( ) ( );yxyxf ↔↔⊕=  
3) ( );| yxxyf ↔=  
4) ( ).yxyxf ↓↔∨= . 

 
 
 

5.2 Дизъ ю нктивные  и ко нъ ю нктивные  но р м а льные  ф о р м ы 
 

 П у сть x  - бу лева  перемен н а я. 
 Введ ем  обозн а чен ие: σσσ ⋅∨⋅= xxx , гд е па ра метр { }.,10∈σ  О че-

вид н о, что ,
если,x
если,x

x




=
=

=
0
1

σ
σσ  т .е. .xx,xx == 01  

 Л егко вид еть, чт о 1=σx  тогд а  и только тогд а , когд а  σ=x . 
П у сть nx,...,x,x 21  - бу левы перемен ные. 
 
О пределение. Ф орм у лы а лгебры логики вид а : 

n
niii x&...&x&x σσσ 2

2

1

1
 и n

niii x...xx σσσ ∨∨∨ 2

2

1

1
, 

 гд е { }n...,,,ik 21∈ , { }10,k ∈σ , н а зыва ю т ся соответ ствен н о элем ент а рной 
конъюнкцией (э.к.) и элем ент а рной диз ъюнкцией (э.д.) н а  м н ож естве 
бу левых перемен н ых { }nx,...,x,x 21 . 
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 Ч исло логических м н ож ителей в э.к . и логических сла га емых в э.д., 
н а зыва ется ра н гом  э.к . и э.д. соответствен н о. Счит а ет ся, что кон ст а н т а  1 
—  э.к . н у левого ра н га , кон ст а н т а  0 —  э.д. н у левого ра н га  Символ & в э.к . 
мож н о опу ска ть д ля кра т кости  

На пример,  
43211 xxxxK =  —  э.к . 4-го ра н га ; 

3211 xxxD ∨∨=  —  э.д. 3-го ра н га . 
 

 О пределение. Дизъюнкт ивной норм а льной форм ой (ДН Ф ) н а зыва -
ется произвольн а я д изъю н кция ра зличных э лемен т а рных кон ъю н кций, т .е. 
ф орм у ла  вид а  

SK...KKD ∨∨∨= 21 , гд е siK i ,, 1= —  э.к . 
 Ч исло S  н а зыва ется длиной ДН Ф . В слу ча е 0=S  Д НФ  н а зыва ется 
пу стой и пола га ется ра вн ой н у лю . 
 
 О пределение. Конъюнкт ивной норм а льной форм ой (КН Ф ) н а зыва -
ется произвольн а я кон ъю н кция ра зличн ых э лемен т а рн ых д изъю н кций, т .е. 
ф орм у ла  вид а   

SDDDK &...&& 21= , 
 гд е S  —  д лин а  К НФ , siDi ,, 1=  —  э.д. 
 И мею т  место след у ю щ ие теоремы: 

Теорем а  1. Д ля ка ж д ой бу левой ф у н кции ( )nx,...,x,xf 21 , отличн ой 
от  тож д ествен н ого н у ля, су щ еству ет  д изъю н кт ивн а я н орм а льн а я ф орм а  D  
т а ка я, что ( ) Dx,...,x,xf n =21 . 
 Теорем а  2. Д ля ка ж д ой бу левой ф у н кции ( )nx,...,x,xf 21 , отличн ой 
от  тож д ествен н ой ед ин ицы, су щ ест ву ет  кон ъю н кт ивн а я н орм а льн а я форма  
K  т а ка я, чт о ( ) Kx,...,x,xf n =21 . 
 П ред ст а влен ие бу левой ф у н кции в вид е Д НФ  и К НФ , вообщ е говоря, 
н еод н озн а чн о. 
 На пример, д ля ф у н кции ( ) ( )( )yxzxz,y,xf →∨=  бу д у т  ра вн осиль-
н ые меж д у  собой след у ю щ ие К НФ :  

( )
( )( )
( )( )( ).zxzyyxzxK

,zyyxzxK
,yxzxK

∨∨∨=

∨∨=
∨=

3

2

1

 

 
Ра ссмотрим  д ва  способа  построен ия Д НФ  и КНФ . 

 Способ 1. (М ето д  эк в ив ал ентных п ре о бразо в аний ). П у ст ь бу лева  
ф у н кция ( )nx,...,x,xf 21  за д а н а  ф орм у лой. А лгоритм  построен ия Д НФ  и 
К НФ  состоит  в след у ю щ ем : 
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Ш а г 1.Ф орм у лу  преобра зова ть т а к, чт обы в н ей были только опера -
ции ∨ , & и ; 
 Ш а г 2. Д обиться с помощ ью  за кон ов д е М орга н а , чтобы зн а к отри-
ца н ия стоял лиш ь н а д  отд ельными перемен н ым и; 
 Ш а г 3. Ра скрыть скобки по 1-м у  д истрибу т ивн ом у  за кон у  

( ) ACABCBA ∨=∨  при построен ии Д НФ  и по 2-м у  д истрибу тивн ом у  за -
кон у  ( )( )CABABCA ∨∨=∨  при построен ии К НФ . 
 
 
 Способ 2. (С  исп о льзо в анием таблицы истинно сти). 
 Ш а г 1. П у сть ф у н кция ( )nx,...,x,xf 21  за д а н а  т а блицей или н а бором  
своих зн а чен ий. Воспользова ться ра злож ен ием  ф у н кции по перемен н ым  

nx,...,x,x 21 : 
( )

( )
( )( )nn,...,,n ,...,f&x&...&x&xx,...,x,xf n

n
σσσσσ

σσσ 12121
21

21
∨=  (∗) 

при построен ии Д НФ  и  
( )

( )
( )( )nnn fxxxxxxf n

n

σσσσσ

σσσ
,...,...&,...,,

,...,, 12121
21

21

∨∨∨∨=         (∗∗) 

при построен ии К НФ . 
 Ш а г 2. П олу чен ные ф орм у лы по возмож н ости у простит ь с помощ ью  
осн овн ых ра вн осильн ост ей а лгебры логики выска зыва н ий. 

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

.д.ти;baabba;bababa

;a;bababa
;babab&ab&ababa

;abbaabbaabbaba

;aa,a&a
;baba

∨===∨=↓

=∨∨=⊕

∨∨=∨=↔=⊕

∨=∨∨=→→=↔

=∨=
∨=→

11

10

 

 
 П р им е р  1. М ето д о м эк в ив ал ентных п ре о бразо в аний  д л я 

фу нк ции  
( ) ( ) yzyxz,y,xf →⊕=  

построит ь Д НФ  и К НФ . 
 Реш ение. П римен яя осн овные ра вн осильн ости и 1-ый д истрибу т ив-
н ый за кон , строим  Д НФ : 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )( )

.yzyxxy
yzxyyyxxyxyzxyyx

yzxyyxyzyxyzyxz,y,xf

∨∨=
=∨∨∨∨=∨∨∨=

=∨→→=∨↔=→⊕=

 



 
 
О пера ция  з а м ы ка ния . О сновные з а м кнут ы е классы . 
__________________________________________________________________________________________ 

75 

П римен яя 2-ой д истрибу тивн ый за кон  в полу чен н ой Д НФ , построим  
К НФ  д ля д а н н ой ф у н кции. 

( ) ( ) ( )( )
( )( )( )( )
( )( ) ( )( )
( )( )( )( ).

,,

yyxzyxyzxxy
yzyxyzxyyzyxxy

yzyyyxxyxx
yzyxyxxyyzyxxyzyxf

∨∨∨∨∨∨∨=
=∨∨∨∨=∨∨∨=

=∨∨∨∨∨=
=∨∨∨=∨∨=

 

У читыва я, чт о 11 =∨=∨∨ xyyx , полу чим  д ру гу ю  К НФ , ра вн о-
сильн у ю  построен н ой: 

( ) ( )( )( )zyxzyxyxzyxf ∨∨∨∨∨=,, . 
 

 Прим ер 2. П остроит ь Д НФ  и КНФ  д ля ф у н кции ( )11001011=f . 
 Реш ение. Строим  т а блицу  ист ин н ости д ля ф у н кции, за висящ ей от  
трех перемен н ых, т .к. д лин а  ее д воичн ого н а бора  ра вн а  ( ).n 328 3 ==  
 П о ф орм у ле (∗) с у четом , что K1K& = , 00K& = ,имеем   

( )

.1&

1&0&0&1&

0&1&1&,,

1
111

011101001110

010100000

ÄÍÔzyxzxyzyxzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyx
zyxzyxzyxzyxf

−∨∨∨∨=∨

∨∨∨∨∨

∨∨∨=

 

У читыва я, что ( )cbacaba ∨=∨ , мож н о полу чить д ру гие Д НФ  д ля 
д а н н ой ф у н кции: 

( ) ( )
( ) ( )

.ДН Фyxzyxyx
zzxyzyxzzyx

zyxzyxyzxzyxzyxf

2−∨∨=
=∨∨∨∨=

=∨∨∨∨=

 

 
( )

( )
( )( )
( )

.ÄÍÔyxzxyx
yxzyx

yxzyyyx
xyzyyx

yxzyxyxf

3−∨∨=
∨∨=

∨∨∨=
=∨∨=

=∨∨=

 

 
Ра зла га я д а н н у ю  ф у н кцию  f  по ф орм у ле (**) 
с у четом , что 11 =∨D , DD =∨ 0 , имеем   

( )( )(
( )( )( )(
( ) ( )( )(
( )( )( ) .КН Фzyxzyxzyx

zyxzyxzyxzyx
yxzyxzyxzyx

zyxzyxzyx)z,y,x(f

1

010110101111

1101001110

010100000

1
001

11

−∨∨∨∨∨∨=
∨∨∨∨∨∨=∨∨∨∧

∨∨∨∨∨∨∨∨∨∨∧

∨∨∨∨∨∨∨∨∨=

 

 
x y z f 
0 0 0 1 
0 0 1 1 
0 1 0 0 
0 1 1 1 
1 0 0 0 
1 0 1 0 
1 1 0 1 
1 1 1 1 
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 У читыва я, чт о ( )( ) aabbababa =∨=∨=∨∨ 0  , полу чим  д ру гу ю  
К НФ , ра вн осильн у ю  КНФ 1: 

( ) ( )( ) ( )( ) .КН Фyxzyxzzyxzyxf 2−∨∨∨=∨∨∨∨=  
Неод н озн а чн ост ь н орм а льных ф орм  очевид н а . 

 
Та ким  обра зом , примен яя ра зличные ра вн осильн ые преобра зова н ия, 

мы мож ем  прийт и к ра зличн ым  н орм а льн ым  ф орм а м , реа лизу ю щ их одну и 
т у ж е функцию . В  связи с э тим  возн ика ет  возмож н ость выбора  более 
пред почтительн ой реа лиза ции. 

 
 
 
 

 
ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 

 
1. П о д а н н ом у  н а бору  ( )nαα ,...,1  зн а чен ий перемен н ых nxx ,...,1  построить 
э лемен т а рн у ю  кон ъю н кцию , истин н у ю  только д ля э того н а бора  зн а че-
н ий перемен ных. 

2. П о д а н н ом у  н а бору  ( )nαα ,....1  зн а чен ий перемен ных nxx ,...,1 построить 
э лемен т а рн у ю  д изъю н кцию , лож н у ю  только д ля э того н а бора  зн а чен ий 
перемен ных. 

3. С помощ ью  э квива лен т н ых преобра зова н ий привест и к Д НФ  ф орм у лы: 
1) ( )( );zxyzx ∨∨  
2)  ( )( )( ) ( );41431424321 xxxxxxxxxxx ∨∨→∨∨  
3) ( ) ( ) ;~ yxzyzx ∨→↓  
4) ( ) ( );| 314321 xxxxxx →→  
5) ( )( ) .~ yxyxx ∨→∨  

4.  С помощ ью  э квива лен т н ых преобра зова н ий привести к К НФ  ф орму лы: 
1) ;zyx →  
2) ( )( ) ;xxxxx →→⊕ 4321  
3) ( )( ) ;~| 41321 xxxxx →  
4) ( )( )( ) ;~ xyzyxyz ↓∨  
5) ( ) ( )( ).~ zyxzyx →⊕→  

5. П у сть nm UUXX ,...,,,..., 11  - произвольные ф орм у лы а лгебры логики. 
Д ока за ть след у ю щ ие э квива лен т н ости: 
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1)  ( );......
,...,
,..., ji

nj
minm UXUUUXXX ∨∧=∨

=
=

1
12121  

2) ( )( ) ;......
,...,
,..., ji

nj
minm UXUUUXXX

1
12121

=
−
∨=∨∨∨∨∨∨  

6. С помощ ью  второго д истрибу тивн ого за кон а  преобра зова ть Д НФ  в 
К НФ : 

1) ;zxyzyx ∨∨  
2) ;zyxyzxxyz ∨∨  
3) .2343221 xxxxxxx ∨∨∨     

 
 
 
 
 

 
5.3 Кла ссиф ика ция ДНФ . М иним иза ция б уле вых ф ункций  

 
П роблем а  мин им иза ции бу левых ф у н кций состоит  в том , чт обы по-

строить Д НФ , у  которой число вхож д ен ий мин им а льн о по сра вн ен ию  со 
всем и д ру гим и Д НФ , реа лизу ю щ ими бу леву  ф у н кцию . 
 О пределение 1. Д НФ  ф у н кции f  н а зыва ется кра т ча йш ей, если он а  
имеет  н а имен ьш у ю  д лин у  сред и всех э квива лен т н ых ей Д НФ . 
 О пределение 2. Д НФ  ф у н кции f  н а зыва ет ся м иним а льной, если 
он а  имеет  н а имен ьш ее число вхож д ен ий – бу кв  i

ixσ  сред и всех э квива -
лен т н ых Д НФ . 

 О бозн а чим  через ( )∑
=

=
S

i
iD K

1
ρρ  —  сум м у ра нгов э.к ., вход ящ их в 

Д НФ . Ч исло Dρ  н а зыва ется слож н остью  Д НФ . Тогд а  Д НФ , у  которой 
су мм а  ра н гов Dρ  м ин им а льн а  сред и всех ее Д НФ , являет ся мин им а льн ой. 
 Способ построен ия мин им а льн ой Д НФ  д а ет  след у ю щ а я теорем а . 
 Теорем а . С помощ ью  ра вн осильн ых преобра зова н ий, примен яя ф ор-
м у лы: 

1. П оглощ ен ия 1211 KKKK =∨ ; 
1. Склеива н ия KKXXK =∨ ; 
2. Неполн ого склеива н ия KKXXKKXXK ∨∨=∨ ; 
3. О бобщ ен н ого склеива н ия 212121 KKKXXKKXXK ∨∨=∨ , 

из лю бой Д НФ  ф у н кции f  мож н о построить Д НФ , котора я  
а ) либо совпа д а ет  с мин им а льн ой или кра тча йш ей,  
б) либо мин има льн а я (кра тча йш а я) полу ча ется из н ее у д а лен ием  од н ой или 
н ескольких э лемен т а рных кон ъю н кций. 
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 Прим ер 1. Д ля ф у н кции ( )00110111=f  построит ь н есколько Д НФ . 
У ка за ть кра тча йш у ю  и мин им а льн у ю  сред и н их. 
 Реш ение. П ред ва рительн о построив т а блицу  ист ин н ости д ля f  и 
примен яя преобра зова н ия, полу чим  след у ю щ ие Д НФ : 

.;

;;

;;

;;
;;

3

6

7

11
15

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

=∨=

=∨∨=

=∨∨=

=∨∨∨=

=∨∨∨∨=

D

D

D

D

D

zxyD
yxzxyxD

yxzyxyxD
zyxzyxzyxyxD

zyxzyxzyxzyxzyxD

ρ

ρ

ρ

ρ

ρ

 

 Кра тча йш ей Д НФ  является 5D . У  н ее число логических сла га емых, 
т .е. д лин а  2=S  —  н а имен ьш ее. 
 М ин им а льн ой ДН Ф  я вля ет ся  5D , т .к. 3

51
==

≤≤ iDiD min ρρ . 
 О пределение 3. Д НФ  ф у н кции f  н а зыва ется т упиковой, если от -
бра сыва н ие лю бого ее сла га емого или бу квы привод ит  к н еэ квива лен т н ой 
Д НФ . 
 Ту пикова я Д НФ  ф у н кции f  опред еляется н еод н озн а чн о. Сред и т у -
пиковых Д НФ  ф у н кции f  всегд а  сод ерж ится и м ин им а льн а я. 
 П ривед ем  а лгорит м  пост роения  м иним а ль ной ДН Ф  д ля ф у н кции 

( )nx...,,x,xf 21 . 
 Ш а г 1. П остроит ь всевозмож н ые э.к. из перемен ных ,x,...,x,x, n211  

,x,...,x n1  .x...xx...,,xx...,,xx nji 2121 ; 
 Ш а г 2. И з построен ных э.к. построит ь всевозмож н ые Д НФ ; 
 Ш а г 3. У поряд очить м н ож ество всех полу чен н ых Д НФ  н а  2-ом  ш а ге 
в н а пра влен ии возра ст а н ия величин  

iDρ ; 
 Ш а г 4. Сра вн ит ь т а блицы ист ин н ости д ля ф у н кции f  и д ля Д НФ , 
д вига ясь по у поряд очен н ом у  м н ож еству , полу чен н ом у  н а  3-ем  ш а ге. 
 П ерва я Д НФ , у  которой т а блица  истин н ости бу д ет  т а кой, ка к у  
ф у н кции f , является м ин им а льн ой. 
 О пределение 4. Им плика нт ом  ф у н кции f  н а зыва ется э лемен т а р-
н а я кон ъю н кция ρ

ρ

σσσ
iii x&...&x&xK 2

2

1

1
= , { }10 ,k ∈σ , { }n...,,,ik 21∈  д ля 

всех  ρ,k 1=  т а ка я, чт о ffK =∨ . 
 И мплика н т  K  ф у н кции f  н а зыва ется простым  имплика н том , если 
после отбра сыва н ия лю бой бу квы k

ki
xσ  из K  полу ча ется э лемен т а рн а я 

кон ъю н кция, н е являю щ а яся у ж е имплика н том  ф у н кции f . 
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 О пределение 5. Сокра щ енной ДН Ф  ф у н кции f  н а зыва ется д изъ-
ю н кция всех простых имплика н т ов ф у н кции f . 
 Сокра щ ен н а я Д НФ  опред еляется од н озн а чн о д ля ф у н кции f . 
 

М е то д по стр о е ния  со кр а щ е нно й  ДНФ  ф ункции f  
 Ш а г 1. П остроить Д НФ  д ля ф у н кции f . 
 Ш а г 2. П роизвод ить опера цию  обобщ ен н ого склеива н ия  

212121 KKKXXKKXXK ∨∨=∨  
д о тех пор, пока  э то возмож н о. 
 Ш а г 3. П роизвод ить опера цию  поглощ ен ия  

1211 KKKK =∨ . 
 В  резу льт а те приход им  к сокра щ ен н ой Д НФ , у читыва я, что 011 =KK  
и 111 KKK =∨ . 
 
 Прим ер 2. П остроит ь сокра щ ен н у ю  Д НФ  д ля ф у н кции  

( )( )zyxyxf ∨∨∨= . 
 Реш ение. Ра скрыва я скобки по 1-м у  д истрибу тивн ом у  за кон у , полу -
ча ем  Д НФ ; за тем  примен яем  опера цию  поглощ ен ия: 

( )( )
( ) ( )

( ) xzyxzyzy
xzyzyyxyzxzyxyyx

yzxzyyxyyxxxzyxyxf

∨=∨∨=
=∨∨∨=∨∨∨∨=

=∨∨∨∨∨=∨∨∨=
 

– сокра щ ен н а я Д НФ . 
 

О пределение 6. Д НФ  ф у н кции ( )nx,...,x,xf 21  н а зыва ется совершен-
ной, если он а  сост а влен а  из попа рн о ра зличных э.к . ра нга  n , т .е. ф орм у ла  
вид а :  

( )
( )

( )n

n
n,...,,fn x&...&x&xx,...,x,xf σσσ

σσσ

21

21
21121 =

∨= , 

гд е д изъю н кт ивн а я су м м а  берется по всем  н а бора м  ( )n,...,, σσσ 21 , н а  кото-
рых ( ) 121 =n,...,,f σσσ . Я сн о, что ф у н кция ( )nx,...,x,xf 21  отличн а  от  тож -
д ествен н ого н у ля. 
 В  след у ю щ ем  па ра гра ф е подробн о ра ссм а трива ю тся соверш ен ные 
н орм а льные ф ормы и их н а хож д ен ие, имею щ ие ва ж н ое зн а чен ие в 
прилож ен иях. 

 
 

ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
 

1. Д ля ф у н кции ( )11110100=f  построить н есколько Д НФ . У ка за ть кра т -
ча йш у ю , м ин им а льн у ю . Сред и э.к . опред елить, ка кие являю тся  
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a) имплика н т а ми, 
b) простыми имплика н т а м и ( с обосн ова н ием ). 

П остроит ь сокра щ ен н у ю  Д НФ . 
 

2. П остроит ь сокра щ ен н у ю  Д НФ  д ля след у ю щ их ф у н кций. К а кова  ее 
д лин а ? 

1) ( )( )( )cbcbacbaf ∨∨∨∨∨= ; 
2) zyzxxyf ∨∨= ; 
3) ( )00011111=f ; 
4) ( )10100011=f . 

 
3. П остроить сокра щ ен н у ю  Д НФ  д ля zyxf ⊕⊕= . О пред елить ее д лин у . 
 
4. Выясн ит ь, являю тся ли т у пиковыми, кра тча йш им и или м ин им а льным и 

Д НФ  след у ю щ ие ф у н кции : 
1) babf ∨= ;   pccbapbaf ∨∨= ; 
2) zxxyf ∨= . 

 
5. И з за д а н н ого м н ож ества  э.к . K  выд елить: 

a) имплика н ты, 
b) простые имплика н ты 

ф у н кции ( )11111110=f  гд е  
1) { }xyz,x,yx,yxK = , 
2) { }.zy,yz,xy,xz,yx,yK =  

 
6. П остроить сокра щ ен н у ю  Д НФ  д ля ф у н кции f , за д а н н ой м н ож ест вом  

истин н ости: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }.,,,,E f 111011101001000=  

 
7. В  коробке леж а т  ш а ры: больш ие и м а лен ькие, кра сные и зелен ые, т ем -
н ые и светлые. Из коробки н а д о д ост а ть ш а р, у д овлетворяю щ ий сле-
д у ю щ им  у словиям : 

1) Если ш а р свет лый, то он  мож ет  быть м а лен ьким  только т огд а , 
когд а  он  кра сн ый. 

2) Ш а р мож ет  быть больш им  и светлым , если он  зелен ый. 
3) Если ш а р больш ой, то д ля т ого, чт обы он  был зелен ый, д ост а -
точн о, чт обы он  был тем н ым . 

Свести э ти требова н ия к д ву м  простейш им  у словиям . 
 

8. На  пра зд н ик было реш ен о пригла сит ь гостей. В связи с э тим  были вы-
ска за н ы след у ю щ ие сообра ж ен ия: если мы пригла сим  А н д рея, т о Воло-
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д ю  пригла ш а т ь н е н а д о. Но Сереж у  мож н о пригла сить только тогд а , ко-
гд а  бу д ет  пригла ш ен  Волод я. А  если мы пригла сим  А н д рея с Волод ей, 
то Сереж у  пригла сит ь н ельзя. На  след у ю щ ий д ен ь было реш ен о, чт о 
н у ж н о сд ела ть прот ивополож н ое, т .е. в ка честве ин стру кции  по при-
гла ш ен ию  гост ей взять отрица н ие кон ъю н кции всего т ого, что было 
ска за н о н а ка н у н е. У прост ить н ову ю  ин стру кцию  и свест и ее к простей-
ш им  у словиям . 

9. П о слу ча ю  н овоселья семья реш ила  ку пить н овый ш ка ф . Все хотели, 
чт обы ш ка ф  был либо д у бовый, либо березовый; либо ж елтый, либо ко-
ричн евый; либо светлый, либо тем н ый. О т цу  д а ли целый ряд  рекомен -
д а ций. 

1) М а ть ска за ла : « Ты мож еш ь ку пить светлый ш ка ф , если только 
он  бу д ет  березовым  ж елт ого цвет а » . 

2) Бабу ш ка  ска за ла : « Если ш ка ф  бу д ет  березовым , то светлый т он  
д олж ен  быть д ост а т очным  призн а ком  ж елтой окра ски» . 

3) Д ети ска за ли: « Если ш ка ф  бу д ет  коричн евым , то д ля того, что-
бы он  был т ем н ым , н еобход имо, чтобы он  был сд ела н  из д у ба » . 

О тец сообра зил, что э ти рекомен д а ции свод ятся к д ву м  прост ейш им  у с-
ловиям . Но он  ку пил ш ка ф , который у д овлет ворял только од н ом у  из 
э т их у словий. О н  пост у пил т а к потом у , что хотел, чтобы ш ка ф  был 
светлым  и березовым  или тем н ым , н о ж елтым . И  э то у словие д ейст ви-
тельн о ока за лось выполн ен ным . К а кой ш ка ф  был ку плен ? 
 
Ука з а ние: реш ен ие за д а ч 7-9 свод ится к поиску  мин им а льн ой К НФ . 

 
 
 

5.4 С о ве р ш е нные  но р м а льные  ф о р м ы 
 

 П у сть ( )nx...,,xf 1  —  произвольн а я бу лева  ф у н кция, за висящ а я от  n  
перемен ных. 
 О пределение. Д НФ  ф у н кции ( )nx...,,xf 1  н а зыва ется соверш ен н ой, 
если он а  сост а влен а  из попа рн о ра зличн ых э лемен т а рн ых кон ъю н кций 
ра н га  n , т .е. ф орм у л вид а  

( )
( )

( )n

n
n,...,,fn x&...&x&xx...,,xf σσσ

σσ

21

1
2111 =

∨= ,  (1) 

гд е д изъю н кт ивн а я су м ма  берется по всем  н а бора м  ( )n,...,, σσσ 21 , д ля ко-
т орых ( ) 121 =n,...,,f σσσ .  

Я сн о, чт о э т а  ф у н кция ( )nx...,,xf 1  отличн а  от  т ож д ествен н ого н у ля. 
О пределение. К НФ  ф у н кции ( )nx...,,xf 1  н а зыва ется соверш ен н ой, 

если он а  сост а влен а  из попа рн о ра зличн ых э лемен т а рн ых д изъю н кций 
ра н га  n , т .е. ф орм у л вид а  
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( )
( )

( )n

n
n,...,,fn x...xxx...,,xf σσσ

σσ
∨∨∨∧=

=

21

1
2101 ,  (2) 

гд е кон ъю н кт ивн ое произвед ен ие берется по всем  н а бора м  ( )n,...,, σσσ 21 , 
д ля которых ( ) 021 =n,...,,f σσσ .Я сн о, чт о ( ) 11 ≠nxxf ,...,   
 Ф орм у лы, стоящ ие в пра вых ча стях ра вен ст в (1) и (2), соот ветствен -
н о н а зыва ю тся совершенной норм а льной дизъюнкт ивной и конъюнк-
т ивной форм а м и (СД НФ  и СКНФ ). В  отличие от  обычных ф орм  ка ж д ое 
сла га емое СД НФ  или ка ж д ый сом н ож ит ель СКНФ  сод ерж ит  все перемен -
н ые  nx,...,x1  в н екоторых « степен ях» . Ра ссмотрим  д ва  способа  их по-
строен ия. 
 Первы м  способом  соверш ен н ые н орм а льн ые ф ормы д ля произволь-
н ой бу левой ф у н кции мож н о строить, исход я из пред ст а влен ий (1)— (2). 
Д ля э того д ост а точн о построит ь т а блицу ист инност и ф у н кции. Д ля по-
строен ия СД НФ  н у ж н о выд елит ь те н а боры ( )n,...,, σσσ 21 , н а  кот орых 

( ) 121 =n,...,,f σσσ . К а ж д ом у  т а ком у  н а бору  ст а вится в соответ ствие э ле-
мен т а рн а я кон ъю н кция n

nx&...&x&x σσσ 21
21 . Сост а влен н а я из э т их кон ъ-

ю н кций д изъю н кт ивн а я су мм а  и есть иском а я СД НФ .  
 Д ля построен ия СКНФ  н у ж н о выбра ть н а боры ( )n,...,, σσσ 21 , д ля ко-
т орых  ( ) 021 =n,...,,f σσσ . К а ж д ом у  т а ком у  н а бору  ст а вится в соответст -
вие э лемен т а рн а я д изъю н кция n

nx...xx σσσ ∨∨∨ 21
21 . О бъед ин яя т а кие д изъ-

ю н кции  в кон ъю н ктивн ое произвед ен ие, полу чим  СКНФ . 
 
 Прим ер 1. П у ст ь ф у н кция ( )z,y,xϕ  прин има ет  зн а чен ие 1 т огд а  и 
т олько тогд а , когд а  больш ин ство перемен н ых ра вн о н у лю . П остроим  
СД НФ  и СКНФ  э т ой ф у н кции. 
 Реш ение. Ра ссмотрим  т а блицу  ист ин н ости за д а н н ой ф у н кции (т а б-
лица  1): 

Ф у н кция ( )z,y,xϕ  прин им а ет  зн а чен ие 1 н а  н а бора х (000), (001), 
(010), (100). Этим  н а бора м  соот ветству ю т  э лемен т а рные кон ъю н кции 

,zyx 000  ,zyx 100  ,zyx 010 ,zyx 001  
которые с у четом  (1) перепиш ем  в вид е: 

,zyx ,zyx ,zyx .zyx  
О кон ча тельн о имеем  СД НФ  ф у н к-
ции ( )z,y,xϕ : 

 Д ля построен ия СКНФ  за ме-
тим , что ра ссм а трива ем а я ф у н кция 
прин им а ет  зн а чен ие 0 н а  н а бора х 
(011), (101), (110) и (111). 

но -
м е р  
н а бора  

x  y  z  ( )z,y,xϕ  

1 0 0 0 1 
2 0 0 1 1 
3 0 1 0 1 
4 0 1 1 0 
5 1 0 0 1 
6 1 0 1 0 
7 1 1 0 0 
8 1 1 1 0 

 
Та блица  1 

.zyxzyxzyxzyxDc ∨∨∨=
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 П остроим  соответству ю щ ие э тим  н а бора м  э лемен т а рные д изъю н к-
ции: 

,zyx 110 ∨∨  ,zyx 101 ∨∨  ,zyx 011 ∨∨  ,zyx 111 ∨∨  
перепиш ем  в ст а н д а рт н ой форме: 

 ,zyx ∨∨  ,zyx ∨∨  ,zyx ∨∨  .zyx ∨∨  
 К он ъю н кт ивн ое произвед ен ие э тих д изъю н кций и есть СКНФ  за д а н -
н ой ф у н кции: ( )( )( )( ).zyxzyxzyxzyxK c ∨∨∨∨∨∨∨∨=  
 

З а м еча ние. О чен ь ча ст о бу лева  ф у н кция за д а ется н а бором  своих 
зн а чен ий ( )n,...,f αα1 , гд е ( ) n

n E,..., ∈αα1 , { }10,E = . П ри э т ом  вид  н а бора  
зн а чен ий ф у н кции су щ ествен н о за висит  от  того, ка к у поряд очены н а боры 
( )n,...,αα1  н а  м н ож естве nE . Набору  ( )n,...,αα1  пост а вим  в соответствие 
н омер  

nn
nn ...k αααα +⋅++⋅+⋅+= −

−− 2221 1
2

2
1

1    (3) 
В  н а боре зн а чен ий ф у н кции н а  k -м  месте за пиш ем  величин у  ( )n,...,f αα1 . 
Та к, ф у н кция, ра ссм а трива ем а я в предыд у щ ем  примере, мож ет  быть за пи-
са н а  в вид е  ( ) ( )00010111=z,y,xϕ . 
 
 Прим ер 2. П у сть ( ) ( )10010110=z,y,xf . На йти СД НФ  и СКНФ . 

Реш ение. Ф у н кция f  прин им а ет  зн а чен ие 1 н а  н а бора х с н омера м и 
2, 3, 5, 8. Восст а н овим  по ф орм у ле (3) э ти н а боры: (001), (010), (100), (111). 
О бъед ин им  соответству ю щ ие э т им  н а бора м  э лемен т а рные кон ъю н кции в 
СД НФ : zyxzyxzyxzyxDc ∨∨∨= . 
 Зн а чен ие 0 ф у н кция f  прин им а ет  н а  н а бора х с н омера ми 1, 4, 6, 7. 
Выпиш ем  э т и н а боры: (000), (011), (110), (101). К он ъю н кция соответст -
ву ю щ их э тим  н а бора м  э лемен т а рных д изъю н кций является СКНФ  за д а н -
н ой ф у н кции: 

( )( )( )( ).zyxzyxzyxzyxK c ∨∨∨∨∨∨∨∨=  
Ра ссмотрен ные примеры являю тся иллю стра цией к первом у  способу  

построен ия СКНФ  и СД НФ , осн ова н н ом у  н а  пред ст а влен иях (1) и (2). 
П римен яется он , ка к пра вило, д ля ф у н кций, за д а н н ых т а блицей ист ин н о-
сти или н а бором  зн а чен ий. Если ж е ф у н кция за д а н а  а н а лит ически, т .е. при 
помощ и ф орм у лы, то д ля н ее н у ж н о сн а ча ла  построит ь т а блицу  ист ин н о-
сти, а  за т ем  примен ять описа н н ый мет од . 

В т орой способ построен ия СД НФ  и СКНФ  состоит  в э квива лен т н ом  
преобра зова н ии ф орм у лы, реа лизу ю щ ей ф у н кцию , к вид у  (1) или (2). К а к 
у ж е отмеча лось, соверш ен н ые д изъю н кт ивн а я или кон ъю н ктивн а я н ор-
м а льные ф ормы ф у н кции ( )nx...,,xf 1  отлича ю т ся от  обычных тем , чт о 
ка ж д ое сла га емое СД НФ  и ка ж д ый сом н ож итель СКНФ  сод ерж ит  все пе-
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ремен н ые nx...,,x1  в н екоторых « степен ях» . Это свойство д а ет  возмож -
н ость сф орм у лирова ть след у ю щ ие пра вила . 
1. Д ля полу чен ия СД НФ  реа лизу емой ф орм у лой ф у н кции ( ) 01 ≠nx...,,xf  

н у ж н о построить Д НФ  э т ой ф у н кции (см . п.5.2). За тем , если ка ка я-
н ибу д ь кон ъю н кция Д НФ  н е сод ерж ит  перемен н ой lx , за мен ит ь ее па -
рой кон ъю н кций jK  

ljlj xKxK ∨ .     (4) 
За мен у  производ ить д о т ех пор, пока  ка ж д ое сла га емое Д НФ  н е бу д ет  
сод ерж а ть всех перемен ных nx...,,x1  (их отрица н ий или их са мих). 

2. Д ля полу чен ия СКНФ  реа лизу емой ф орму лой ф у н кции ( ) 11 ≠nx...,,xf  
н у ж н о построить К НФ  э той ф у н кции. За т ем , если ка ка я-н ибу д ь д изъ-
ю н кция jD  КНФ  н е сод ерж ит  перемен н ой lx , за мен ить ее па рой д изъ-
ю н кций 

( )( )ljlj xDxD ∨∨ .     (5) 
 За мены (4) и (5) являю тся э квива лен т н ыми, т а к ка к в силу  первого 
д истрибу тивн ого за кон а  

( ) jjlljljlj KKxxKxKxK =⋅=∨=∨ 1 , 
а  в силу  второго д истрибу тивн ого за кон а  

( )( ) jjlljljlj DDxxDxDxD =∨=∨=∨∨ 0 . 
 

 Прим ер 3.  Д ля ф у н кции ( ) xy~zxz,y,xf ∨=  построить СД НФ  и 
СКНФ . 
 Реш ение. Сн а ча ла  строим  н орм а льн ые ф ормы: 

zyzxyxD ∨∨= , ( )( ).yxzxK ∨∨=  
 В  первом  сла га емом  Д НФ  н ед ост а ет  перемен н ой z , во втором  —  
перемен н ой y , в третьем  —  x . В  соот ветствии с (4) за пиш ем : 

zyxzyxzyxyzxzyxzyxD ∨∨∨∨∨= . 
У бра в лиш н ие сла га емые, н а ход им  СД НФ : 

zyxyzxzyxzyxDc ∨∨∨= . 
 В  первом  сом н ож ителе К НФ  н е д ост а ет  перемен н ой y , во втором  —  
z ; поэ том у  в соответ ствии с (5) имеем  СКНФ : 

( )( )( )( ).zyxzyxzyxzyxK c ∨∨∨∨∨∨∨∨=  
 
 
 

ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
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1. П остроить соверш ен н ые Д НФ  и К НФ  д ля след у ю щ их ф у н кций (д ля 
ф у н кций, за д а н н ых ф орм у ла ми, пред ва рительн о построить т а блицы ис-
тин н ости): 

1) ( ) ;yzyx →⊕  
2) ( );01101100=f  
3) ( )( ) ;|~ xyzzyx →  
4) ( );1100100100110000=f  
5) ( )( )( )( ).|~ xyyxyxyx ⊕→  

 
2. П реобра зова ть за д а н н ые Д НФ  в соверш ен н ые: 

1) ;yxzyxy ∨∨  
2) ;421321 xxxxxx ∨∨  
3) ;xyzyxx ∨∨  
4) ;yxyxyzxy ∨∨∨  
5) ;133221 xxxxxx ∨∨  

 
3. П реобра зова ть за д а н н ые К НФ  в соверш ен ные: 

1)( )( ) ;zyzyx ∨∨     2) ( )( )( );vuwvuvu ∨∨∨∨  
3)( )( )( );433221 xxxxxx ∨∨∨   4) ( )( ) ;yzxyx ∨∨  
5)( )( );43121 xxxxx ∨∨∨    

 
 
4. П остроить СД НФ  и СКНФ  с помощ ью  э квива лен т н ых преобра зова н ий: 

1) ( )( ) ( )( );~ zyxzyx →∨∨→  
2) ( ) ( );4321 xxxx ∨→∨  
3) ( )( ) ( )( );| yyxyzx ∨∨→⊕  
4) ( )( )( );~~ yxxzzy ∨  
5) ( ) ( );|| 4321 xxxx →  

 
5. П остроить ф орм у лу  ф у н кции трех перемен ных, котора я прин им а ет  зн а -
чен ие 1 в том  и только в т ом  слу ча е, когд а  ровн о д ве перемен н ые ра вн ы 
н у лю . 

6. П остроить форм у лу  ф у н кции трех перемен н ых, котора я прин им а ет  т а -
кое ж е зн а чен ие, ка к больш ин ст во (или мен ьш ин ство) перемен н ых. 

7. Д ока за ть, что ф у н кция от  n  перемен н ых ( ) 01 ≡nxxf ...  тогд а  и только 
тогд а , когд а  ее СКНФ  сод ерж ит  n2  попа рн о н еэ квива лен т ных э лемен -
т а рных д изъю н кций. 

8. П о СКНФ  ф орм у лы U построить 
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1) СД НФ  д войствен н ой ф орм у лы U*; 
2) СКНФ  ф орм у лы U ; 
3)  СД НФ  форм у лы U ; 

 
9. П о СД НФ  ф орм у лы U  и СД НФ  ф орм у лы V построить 

1) СКНФ  и СД НФ  ф орм у лы VU ∨ ; 
2) СКНФ  и СД НФ  ф орм у лы VU ∧ ; 
3) СКНФ  и СД НФ  ф орм у лы VU → . 

 
10. На йти д лин у  соверш ен н ой Д НФ  ф у н кции ( )nxxf ,...,1 : 

1) ( ) ;...,..., nn xxxxxf ⊕⊕⊕= 211  
2) ( ) ( )( );......,..., nnn xxxxxxxxf ∨∨∨∨∨∨= 21211  
3) ( ) ( )( ) ....,..., nn xxxxxxxxxxxf ⊕⊕⊕⊕∨∨∨∨= 543213211  

 
11. Сотру д н ики кон стру кторского бю ро обсу ж д а ли вопрос о пред стоящ ей 
ком а н д ировке в М оскву . Были выска за н ы след у ю щ ие су ж д ен ия: 

1) Если поед у т  И ва н ов и П етров, т о н а д о посыла ть и Сид орова . 
2) Сид оров поед ет  только при у словии , что поед ет  И ва н ов. Зн а -
чит , П етрова  посыла ть н ельзя. 

3) На д о посла ть или И ва н ова  или П етрова . 
Д ирект ор ска за л, что мож н о выполн ит ь т олько од н о из э тих пред ло-

ж ен ий. К ого хотели посла ть в кома н д ировку  сотру д н ики и кого реш ил по-
сла ть д иректор. 
 
12. В  ка ф е приш ли три посетителя. О н и у зн а ли, что н а  обед  мож н о за ка -
за ть: ха рчо либо борщ , плов либо а зу , сок либо компот . О бсу ж д а я ме-
н ю , ка ж д ый из посет ителей выска за л свое м н ен ие: 

1) Я  хочу  за ка за т ь сок, если мы возьмем  а зу  либо борщ . 
2) Ч т обы я согла сился взять борщ  и плов, д ост а точн о за ка за ть 
сок. А  н а  компот  я согла ш у сь только при у словии, что бу д ет  
за ка за н о а зу  или ха рчо. 

3) Если  мы за ка ж ем  сок, то н а д о взять ха рчо и плов, н о я хочу  за -
ка за т ь борщ . Зн а чит , н а д о взят ь а зу  и сок. 

О ф ициа н т  н ичего н е пон ял и попросил посетителей излож ить свои  тре-

бова н ия в более ясн ой форме. П осетители под у м а ли и свели свои требо-

ва н ия к трем  простейш им  у словиям . Тогд а  оф ициа н т  ска за л, что из э тих 

трех простейш их у словий он  мож ет  выполн ить только од н о. Кроме того, 
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он  ска за л, что обеды комплексные и поэ том у  н а д о бра ть либо а зу , либо 

борщ  и плов. Ч т о за ка за ли посетит ели и чт о им  пред лож ил оф ициа н т? 

 

Ука з а ние: Реш ен ие за д а ч 11— 12 связа н о с привед ен ием  ф орм у лы к вид у  
СД НФ . 
 
 

5.5 П р ило ж е ние  а лге б р ы ло гики  к  р е ле йно -ко нта ктным  схе м а м  
 

 Бу д ем  ин терпретирова ть ф у н кции а лгебры логики ка к э лектрические 
цепи, сод ерж а щ ие д в у хпозицион н ые переклю ча т ели. 
 Ра ссм а трива емые зд есь э лектрические цепи являю тся ча ст ным  слу -
ча ем  т а к н а зыва емых релейн о-кон т а кт ных схем  (РКС) (ин огд а  их н а зыва -
ю т  переклю ча тельн ыми схем а ми). 
 П ростейш а я схем а , сод ерж а щ а я од ин  переклю ча тель P , имеет  од ин  
вход  1T  и од ин  выход  2T : 
 И стин н ом у  выска зыва н ию  P , гла сящ ем у : « П ереклю ча тель P  за мк-
н у т »  пост а вим  в соответствие переклю ча т ель P . В  э том  слу ча е схем а  про-
пу ска ет  т ок. 
 Выска зыва н ию  P  соответству ет : « П ереклю ча т ель P  ра зомкн у т »  и 
схем а  н е провод ит  ток. 
 « 1»  (ист ин а ) ин т ерпрет иру ется ка к состоян ие переклю ча теля « т ок 
проход ит » , « 0»  (лож ь) — « ток н е проход ит » . 
 Конъюнкции д ву х выска зыва н ий Q&P  соот ветству ет  схем а  с 
послед ова тельн ым  соед ин ен ием  кон т а ктов: 

д ова тельн ым  соед ин ен ием  кон т а ктов: 
 
 
 
 Дизъюнкции д ву х выска зыва н ий QP ∨  соответству ет  схем а  с па ра л-
лельн ым  соед ин ен ием  кон т а ктов: 

P T1 T2 

P T1 T2 Q 
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 Та к ка к лю ба я ф у н кция а лгебры логики пред ст а вим а  в вид е Д НФ  
(или К НФ ), то д ля лю бой бу левой ф у н кции мож н о сост а вить соответст -
ву ю щ у ю  схем у , а  ка ж д ой схеме соот ветст ву ет  н екот ора я ф орм у ла  а лгебры  
логики, за д а ю щ а я н еку ю  бу леву  ф у н кцию . 

 Две схем ы  счит а ют ся  эквива лент ны м и, если через од н у  их н их 
проход ит  ток т огд а  и только т огд а , когд а  он  проход ит  через дру гу ю . Из 
д ву х эквива лент ны х схем  бо л е е  п ро сто й  счит а ется т а , котора я сод ерж ит  
мен ьш ее число кон т а ктов. 
  
 Прим ер 1.  Сост а вит  РКС д ля след у ю щ ей ф у н кции :  

)).zy(x()yx()z,y,x(f ∨→→=  
 Реш ение. С помощ ью  ра вн осильн ых преобра зова н ий н а йд ем  
н орм а льн у ю  ф орм у  (Д НФ  или К НФ ): 

zxyxyxzxyxyxzyxyxzyxf ∨∨=∨∨∨=→→→= )()()()(),,(  
(Д НФ ). 
 И т а к, имеем  РКС: 

 
 Прим ер 2.  П остроить РКС д ля ф у н кции )z,y,x(f , если  

1100110011111 ==== ),,(f),,(f),,(f),,(f , 
а  ост а льн ые зн а чен ия ф у н кции ра вны н у лю . 
 Реш ение. Сост а вим  СД НФ  д ля д а н н ой ф у н кции и за т ем  у простим : 

zxxy)yy(zx)zz(xyzyxyzxzxyxyz)z,y,x(f ∨=∨∨∨=∨∨∨=  
 Тогд а  имеем  след у ю щ у ю  РКС: 

P 
T1 T2 

Q 

X Z

X Y

X

X

X

Y

Z

Y
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 Прим ер 3. У простит ь РКС: 

 
 Реш ение. Сост а вим  по д а н н ой РКС ф орм у лу , за д а ю щ у ю  ф у н кцию  
провод имост и, и за тем  у простим  ее: 

.zz)yy(zyyz)xx(zyyz
)zyxzyx(yzzyxzyxyz
=∨=∨=∨∨=
=∨∨=∨∨

 

 Тогд а  у прощ ен н а я схем а  вид а : 

 
 
 

ЗАДАЧИ И УП РАЖ НЕНИЯ  
 

1. П остроить схемы, реа лизу ю щ ие след у ю щ ие э лемен т а рные бу левы 
ф у н кции: 

1) yx →   2) yx ↔   3) x│ y   
 4) yx ↓    5) yx ⊕  

2. Реа лизова ть схем а ми след у ю щ ие ф орм у лы: 
1) zxy ∨  
2) zuxy ∨  
3) xzyzxy ∨∨  
4) )yx(x ∨  
5) x)yx( ⊕⊕  

 

6) x( │ )y │ z  
7) z)yx( →→  
8) z)yx( ↓↓  
9) z)yx( ↔↔  
10) y()zx( →∨ │ )x  

3. У прост ить след у ю щ ие РКС: 

Z

X Y

Y Z

Z

X Y Z
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О т вет : .qp ∨  О т вет : .cb ∨  

О т вет : .qp ∨  О т вет : ( ) .xyyxz ∨∨  

1) 2) 

3) 4) 

 
О т вет : .& yx  

 

5) 
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8) 

6) 

 
О т вет : .p  

 7) 

 
О т вет : ( ).xcxyba ∨∨  

 

 
О т вет : .zx ∨  
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4. Сост а вить н есколько РКС д ля след у ю щ их ф у н кций: 
1) )zy(&)yx( →→  
2) )zx()zy(&)yx(( →→→→  
3) yx)zy( ←∨  
4) zyxy ↔  
5) )yx()xy(&)yx( ∨∨→→  
6) )yx(&)zx( →∨  
7) zy)zy(&)yx(x ∨∨∨∨∨  

 
5. И з кон т а ктов r,q,p  сост а вить схем у  т а к, чтобы он а  за мкн у ла сь тогд а  и 
только тогд а , когд а  за мкн у ты ка кие-н ибу д ь д ва  из трех кон т а ктов 

r,q,p . 
 
6. Требу ется, чтобы в больш ом  за ле мож н о было вклю ча ть или выклю ча т ь 
свет  при помощ и лю бого из четырех переклю ча телей, ра сст а влен н ых н а  
четырех стен а х. 
Ука з а ние: э т о мож н о осу щ ествить пу тем  кон стру ирова н ия схемы, в 
которой свет  вклю ча ется, когд а  за мкн у то четн ое число выклю ча т елей, 
и выклю ча ется свет , когд а  ра зомкн у то н ечет н ое число выклю ча телей. 
 

7. Д ля гру ппы из трех человек построить э лектрическу ю  схем у  д ля реги-
стра ции т а йн ого голосова н ия простым  больш ин ст вом  голосов. Требу ет -
ся т а к построить схем у , чт обы ка ж д ый человек, голосу ю щ ий « за » , н а -
ж им а л кн опку , и н е н а ж им а л, если он  голосу ет  « против» , и чтобы в 
слу ча е, если бу д ет  больш ин ст во человек голосова ть « за » , —  за гора ла сь 
ла мпочка . 

 
 
 

 
6. П ОЛИНОМ  Ж ЕГАЛКИНА . 
ЛИНЕЙ НЫЕ И НЕЛИНЕЙ НЫЕ 

Ф У НКЦИИ 
  
 Элемен т а рн а я кон ъю н кция н а зыва ется м онот онной, если он а  н е со-
д ерж ит  отрица т ельн ых перемен ных. 
 Полином ом  Ж ега лкина  или полином ом  по м одулю  2 н а зыва ется 
ф орм у ла : 

( ) ln KKKKxxP ⊕⊕⊕⊕= ......,, 3211 , 
гд е ( )liK i ...,,1=  —  попа рн о ра зличн ые мон отон н ые э лемен т а рн ые кон ъ-
ю н кции , сост а влен ные из перемен ных nx...,,x1 . 



 
 
О пера ция  з а м ы ка ния . О сновные з а м кнут ы е классы . 
__________________________________________________________________________________________ 

93 

 На ибольш ий из ра н гов э лемен т а рн ых кон ъю н кций, вход ящ их в по-
лин ом , н а зыва ется ст епенью э того полин ом а . Ч исло l  н а зыва ется д лин ой 
полин ом а . П ри 0=l  пола га ем  ( ) 01 =nx...,,xP . 
 И меет  место след у ю щ ее у т верж д ен ие. 
 Для  ка ж дой булевой функции сущ ест вует , и при эт ом  единст -
венно, предст а вление в виде полином а  Ж ега лкина , кот орый м ож ет  
бы т ь  з а писа н следующ им  обра з ом : 

( )
{ } { }

.x...xax...,,xP
s

s
s ii

n,...,i,...,i
i...in 1

1
1

1
1 ∑

∈
=  

 Ч исло возмож н ых мон отон н ых кон ъю н кций 
sii x...x

1
 ра вн о количест -

ву  под м н ож еств { }sii ,...,1  м н ож ест ва  { }n,...,,21 , т .е. n2 .К оэ ф ф ициен ты 
si...ia

1
 

прин им а ю т  зн а чен ие либо 0, либо 1. 
О тмет им  д ва  способа  построен ия полин ом а  Ж ега лкин а . 

1. М ет од неопределенны х коэффициент ов. П римен яет ся в осн овн ом  
т огд а , когд а  бу лева  ф у н кция ( )nx...,,xf 1  за д а н а  т а блицей ист ин н ости или 
н а бором  своих зн а чен ий. П ри построен ии полин ом а  Ж ега лкин а  мет од ом  
н еопред елен ных коэ ф ф ициен т ов: 

В о-первы х, выписыва ем  общ ий вид  полин ом а  Ж ега лкин а  д ля ф у н к-
ций от  n  перемен ных; 

В о-вт оры х, исход я из т ого, что ( )nx...,,xf 1  и искомый полин ом  
( )nx...,,xP 1  н а  од ин а ковых н а бора х вход ящ их в н их перемен н ых прин и-

м а ю т  од ин а ковые зн а чен ия, сост а вляем  систем у  n2  у ра вн ен ий с n2  н еиз-
вест н ым и 

si...ia
1

. 
В -т рет ь их, реш а ем  систем у , н а йд ен н у ю  н а  предыд у щ ем  ш а ге, н а -

ход им  коэ ф ф ициен ты 
si...ia

1
 и выписыва ем  искомый полин ом . 

 
Прим ер 1. П остроить полин ом  Ж ега лкин а  д ля ф у н кции 

( ) ( ).z,y,xf 11001110=  
Реш ение. За пиш ем  общ ий вид  полин ом а  Ж ега лкин а  д ля ф у н кции, 

за висящ ей от  3-х перемен н ых: 
( ) .xyzazyaxzaxyazayaxaaz,y,xP 1232313123210 ⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕=  
Сост а вим  систем у  у ра вн ен ий: 
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

















=⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕

=⊕⊕⊕

=⊕⊕⊕

=⊕⊕⊕

=⊕

=⊕

=⊕

=

.aaaaaaaa
;aaaa
;aaaa
;aaaa

;aa
;aa
;aa

;a

1
1
0
1

1
1
0

0

1232313123210

12210

13310

23320

30

20

10

0

 

 
У читыва я свойства  опера ции « слож ен ие по мод у лю  2» :  

,;
;;

101000
110011

=⊕=⊕
=⊕=⊕

 

н а ход им  коэ ф ф ициен ты полин ома  Ж ега лкин а  
,aaa 01210 ===   1123132332 ===== aaaaa  

и выписыва ем  полин ом  третьей ст епен и : 
( ) xyzxzyzzyz,y,xP ⊕⊕⊕⊕== . 

 
2. М ет од эквива лент ны х преобра з ова ний. Этот  метод  примен яется в 
т ом  слу ча е, когд а  ф у н кция ( )nx...,,xf 1  за д а н а  в вид е ф орм у лы а лгебры ло-
гики. Су ть мет од а  состоит  в том , чтобы, исход я из свойств логических 
опера ций, построить э квива лен т н у ю  за д а н н ой ф орм у лу , сод ерж а щ у ю  
т олько сим волы опера ций логического у м н ож ен ия и слож ен ия по мод у лю  
2. 

П ри э том  след ова ть схеме: 
 а ) построить д .н .ф . д ля за д а н н ой ф орм у лы; 
 б) в полу чен н ой д .н .ф . выра зить д изъю н кцию  через кон ъю н кцию  и 

отрица н ие: 
( );wvuwvu =∨∨     (1) 

 в) в полу чен н ой в пу н кте б) ф орму ле освобод иться от  отрица н ия, ис-
пользу я э квива лен т н ость: 

;uu 1⊕=      (2) 
 г) ра скрыть скобки в полу чен н ом  выра ж ен ии, пользу ясь свойст вом  

д истрибу тивн ости опера ции ⊕  отн осительн о логического у м н ож е-
н ия 

( ) ;uwuvwvu ⊕=⊕      (3) 
д ) привест и под обные член ы по пра вилу : 

.uu 0=⊕      (4) 
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Прим ер 2. П у сть ( ) ( )( )zyyxz,y,xf →→= . П остроить полин ом  
Ж ега лкин а , использу я метод  э квива лен т н ых преобра зова н ий. 

Реш ение. П остроим  д .н .ф .  
( )( ) ( )( ) .yzzxyxzyyxzyyx ∨∨=∨∨=→→  

О свобод имся от  зн а ка  д изъю н кции ∨ : 
( ) ( ).yzzxyxyzzxyx ∧∧=∨∨
1

 
П римен им  ф орм у лу  (2): 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) .1111111 ⊕⊕⊕⊕⊕⊕⊕=∧∧ yzzxyxyzzxyx  
П ользу ясь (3), ра скроем  скобки в послед н ем  выра ж ен ии и привед ем  по-
д обные, полу чим : 

( )( )( ) .xyxyyzyzzxzyxxy 1111 ⊕⊕⊕⊕=⊕⊕⊕⊕⊕⊕  
 О писа н н ый в пу н кт а х а ) —  д ) способ построен ия полин ом а  Ж ега л-
кин а  примен им  д ля лю бой ф орм у лы. О д н а ко в больш ин ст ве слу ча ев су щ е-
ству ет  более кра ткие пу т и преобра зова н ия ф орм у лы в полин ом  Ж ега лкин а . 
В  предыд у щ ем  примере мож н о построить полин ом  Ж ега лкин а  д ля ка ж д о-
го сомн ож ителя yx →  и zy → , их произвед ен ие и д а ет  полин ом  Ж ега л-
кин а  д ля ( )z,y,xf . Д ействит ельн о, 

( ) 111 ⊕⊕=⊕⊕==∨=→ uuvvuvuvuvu , 
отку д а  след у ет  

( )( ) ( )( )11 ⊕⊕⊕⊕=→→ yyzxxyzyyx , 
поэ том у  

( )( ) 1⊕⊕⊕⊕=→→ xyyzxyzyyx . 
Д ля ф орм у л, сод ерж а щ их сим волы ~ и | при построен ии полин ом а  

Ж ега лкин а , полезн о использова ть э квива лен т н ости: 
1⊕⊕=⊕= vuvuv~u ,    (5) 

1⊕== uvuvvu .     (6) 
 

Прим ер 3. П остроим  полин ом  Ж ега лкин а  д ля ф у н кции 
( ) ( ) ( )( )yxz~xyz,y,xf ∨= . 

 Реш ение. 

( ) ( )( )
( )

( )( ) 111
65

⊕⊕⊕⊕=⊕⊕⊕⊕=∨ zxxzxyzxxyzxyyxz~xy
,

. 
 

Бу лева  ф у н кция, которой соот ветству ет  полин ом  Ж ега лкин а  первой 
степен и, н а зыва ется линейной. Ф у н кции, за д а ва емые ф орм у ла м и 

y~x , yx ⊕ , x , x , zyx ⊕⊕ , 
являю тся лин ейными. М н ож ество всех лин ейных бу левых ф у н кций обо-
зн а ча ется через L , м н ож ест во лин ейн ых ф у н кций, за висящ их от  n  пере-
мен ных, —  через ( )nL . Д ля ка ж д ой ф у н кции  ( )nLf ∈  имеет  мест о 
пред ст а влен ие 
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ст а влен ие 
( ) nnn xcxccxxf ⊕⊕⊕= ......,, 1101 ,   (7) 

гд е коэ ф ф ициен ты ic  прин им а ю т  зн а чен ия  либо 0, либо 1. 
 И з пред ст а влен ия (7) след у ет , что число всех лин ейн ых ф у н кций от  
n  перемен ных ра вн о 12 +n . Д ру гим и слова ми, мощ н ость м н ож ества  ( )nL  
ра вн а  12 +n . 
 Если ф у н кция Lf ∉ , то он а  н а зыва ется нелинейной. Степен ь поли-
н ом а  Ж ега лкин а  н елин ейн ой ф у н кции н е мен ьш е 2. Элемен т а рные ф у н к-
ции xy , yx ∨ , yx → , yx  являю т ся н елин ейн ым и. 

Спра вед ливо у т верж д ен ие (лем м а  о нелинейной функции): 
 Если ( )nx...,,xf 1  н елин ейн а я ф у н кция, то, под ст а вляя н а  мест а  ее 
перемен ных 0, 1, x , y , x , y , мож н о полу чить либо xy , либо xy . 
 
 

ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 
 

1. На йти число мон отон н ых э лемен т а рных кон ъю н кций ра н га  r , сост а в-
лен ных из перемен н ых nx...,,x1 . 

2. На йти число полин омов Ж ега лкин а  степен и r  н а д  мн ож еством  пере-
мен ных nx...,,x1 . 

3. М етод ом  н еопред елен н ых коэ ф ф ициен тов  построить полин ом  Ж ега л-
кин а  д ля след у ю щ их ф у н кций: 

1)  ( )1001=f ;    4) ( ) ( )yxy~x ↓∨ ; 
2)  ( )00010110=f ;   5) ( )yxxyz ∨→ ; 
3)  ( )01001110=f ;   6) ( ) ( ).zyyx ⊕→  

4. П остроить полин омы Ж ега лкин а  д ля э лемен т а рных бу левых ф у н кций. 

5. П ри помощ и э квива лен т н ых преобра зова н ий построить полин омы Ж е-
га лкин а  д ля след у ю щ их ф у н кций: 

1) zxyzxyD ∨∨= ;  4) xyzzxD ∨= ; 
2) 34221 xxxxxD ∨∨= ;  5) 332121 xxxxxxD ∨∨= ; 
3) zxxyzD ∨∨=     6) xzyxD ∨= . 
6. Наборы ( )n

~...,,~~ ααα 1=  и ( )n
~...,,~~ βββ 1=  н а зыва ю тся сосед н ими, если 

он и отлича ю тся только од н ой коорд ин а той. Д ока за ть, что если ф у н кция 
( )nx...,,xf 1  н а  д ву х сосед н их н а бора х прин им а ет  противополож н ые 

зн а чен ия, то он а  лин ейн а я. Верн о ли обра тн ое у т верж д ен ие? 
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7. Выясн ит ь, является ли лин ейн ой ф у н кция f : 

1) ( )2121 xxxxf ⊕= ;   3) ( )10011010=f ; 
2) ( )( ) z~zyy~xf →= ;  4) ( )1010010110010110=f . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
7. ОП ЕРАЦИЯ ЗАМ ЫКАНИЯ. 

 ОС НОВ НЫЕ ЗАМ КНУ ТЫЕ КЛАС С Ы 
 

 О бозн а чим  м н ож ество всех бу левых ф у н кций через Б. П у ст ь 
( )nx,...,xf 1 , ( )mx,...,xg 11 , … , ( )mn x,...,xg 1  - произвольн ые бу левы ф у н к-

ции. Суперпоз ицией э тих ф у н кций н а зыва ется ф у н кция  
( ) ( ) ( )( )mnmm x,...,xg,...,x,...,xgfx,...,x 1111 =ϕ . 

 
 Прим ер 1. П у ст ь ( ) ( ) 321321 xx~xx,x,xf ⊕= , ( ) xyy,xg =1 , 

( ) xy,xg =2 , ( ) yxy,xg =3 , тогд а  их су перпозиция ( )y,xϕ  реа лизу ется 
ф орм у лой ( ) ( )yxx~xy ⊕ . 
 

П у сть М  - н екоторое м н ож ест во бу левых ф у н кций: БМ ⊆ . З а м ы -
ка нием  [ ]М  мн ож ества  М  н а зыва ется совоку пн ость всех т ех бу левых 
ф у н кций, которые являю т ся су перпозициям и ф у н кций  из м н ож ест ва  М  . 
О пера ция полу чен ия м н ож ест ва  [ ]М  из М  н а зыва ется опера цией з а м ы ка -
ния . М н ож ест во М  н а зыва ется функциона льно з а м кнут ы м  кла ссом  (ко-
роче, з а м кнут ы м  кла ссом ), если [ ] ММ = . Та ким  обра зом , за мкн у тый 
кла сс вмест е с лю быми его ф у н кциями сод ерж ит  и все их су перпозиции. 
 Тра д ицион н о выд еляю т  пять за мкн у тых кла ссов бу левых ф у н кций: 

1. К ласс L  линей ных фу нк ций .  
2. К ласс 0T  бу л е в ых фу нк ций , со храняющ их к о нстанту  0: 

( ){ }.00 =∈= 0...,0,f|БfT  
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Ф у н кции xyxyxyx ,,,& ⊕∨  являю тся ф у н кциями из 0T , тогд а  ка к 
xyxyxyxyx ,~,,,| →↓  н е прин а д леж а т  0T . 

3. К ласс 1T  бу л е в ых фу нк ций , со храняющ их к о нстанту  1 : 

( ){ }.111 =∈= ...,1,f|БfT  

К а к легко проверит ь, 1,,~,,&, xyxyxyxyx →∨  – ф у н кции из 

1T , в т о время ка к  0,,,,| xyxyxyx ⊕↓  н е прин а д леж а т  1T . 

4. К ласс S  само д в о й ств енных фу нк ций . Ф у н кция ( )nxxf ...,,1  
н а зыва ется са м одвойст венной, если он а  совпа д а ет  со своей д войст вен н ой: 

( ) ( ){ }....,,...,,| nn xxfxxfБfS 11
∗=∈=  

О чевид н о, что са мод войствен н ым и ф у н кциям и бу д у т  xx, ; ф у н кции 
yxyxxyyx |,,, →∨  н е являю тся са мод войст вен н ыми.  

Прим ер 2. П ока ж ем , что ф у н кция ( ) yzxzxyzyx ∨∨=,,ϕ  является 
са мод войствен н ой. Д ействительн о, 

( ) ( )( )( )
( ) .

,,
zyxzxyzyxzzxy

yzxzxyxyzzyzxyxzyx
∨∨=∨∨∨=

=∨∨∨=∨∨∨=∗

1
ϕ

 

 
Д ля са мод войствен н ой ф у н кции имеет  место тож д ест во  

( ) ( )nn x...,,xfx...,,xf 11 = , 
т а к чт о н а  н а бора х ( )nαα ...,,1  и ( )nαα ...,,1 , которые мы бу д ем  н а зыва т ь 
противополож н ыми, са мод войст вен н а я ф у н кция прин им а ет  противопо-
лож н ые зн а чен ия. 
 

Прим ер 3. Ф у н кция ( ) ( )011011101 =zyxf ,,  н е является са мод войст -
вен н ой, т а к ка к н а  противополож н ых н а бора х (000) и (111) он а  прин им а ет  
од н о и то ж е зн а чен ие 0. 

 Ф у н кция ( ) ( )101100102 =zyxf ,,  является са мод войст вен н ой, т а к 
ка к н а  ка ж д ой па ре прот ивополож н ых н а боров он а  прин им а ет  противопо-
лож н ые зн а чен ия. 

 
Спра вед ливо след у ю щ ее у т верж д ен ие, н а зыва емое обычн о лем м ой о 

неса м одвойст венной функции: 
Если ф у н кция ( )nxxf ...,,1  н еса мод войст вен н а я, то, под ст а вляя н а  

мест а  ее перемен н ых x и x , мож н о полу чит ь кон ст а н т у . 
 
5. К ласс M  мо но то нных фу нк ций . 
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 Г оворят , что н а бор ( )nααα ...,,~
1=  пред ш ест ву ет  н а бору   ( )nβββ ...,,~

1=  и 
пиш у т  βα ~~ p , если niii ,...,, 1=≤ βα . Ф у н кция ( ) Бxxf n ∈...,,1  н а зыва ет -
ся м онот онной, если ( ) ( )βα ~~ ff ≤  при βα ~~ p . 

Ф у н кции xyyxx ,,,, ∨10  являю тся мон отон ными, тогд а  ка к 
yxyxyxyxyxx ~,,,|,, ⊕→↓  н е прин а д леж а т  кла ссу  M . 

Спра вед ливо у т верж д ен ие (лем м а  о нем онот онной функции): 
Если Mf ∉ , т о, под ст а вляя н а  мест а  ее перемен н ых x,, 10 , мож н о 

полу чить ф у н кцию  x . 
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ЗАДАЧ И И У П Р АЖ НЕНИЯ 

 
1. О босн ова ть след у ю щ ие свойства  за мыка н ия: 

1) [ ][ ] [ ]MM = ; 
2) если 21 MM ⊆ , т о [ ] [ ]21 MM ⊆ ; 
3) [ ] [ ] [ ]2121 MMMM ∪⊇∪ ; 
4) [ ] ∅=∅ . 

 
2. Всегд а  ли н а  м н ож естве Б  бу левых ф у н кций: 

a) пересечен ие за мкн у тых кла ссов является за м кн у тым  кла ссом ; 
b) ра зн ость за мкн у тых кла ссов ест ь за мкн у тый кла сс; 
c) д ополн ен ие за мкн у того кла сса  н е является за мкн у тым  кла с-
сом? 

 
3. П ока за ть, что су перпозиция лин ейных ф у н кций являет ся лин ейн ой 
ф у н кцией, т .е. что кла сс L  за мкн у т , и мощ н ость ( ) 12 += nnL , гд е n - 
число перемен н ых. 

4. П ока за ть, что кла ссы  0T  и 1T  ф у н кций, сохра н яю щ их кон ст а н т у , за м к-
н у т ы. 

5. П ока за ть, что су перпозиция са мод войст вен н ых ф у н кций является са мо-
д войствен н ой, т .е. [ ] SS = . 

6.  Д ока за ть за мкн у т ость кла сса  мон отон н ых ф у н кций. 
7. П ока за ть, чт о мощ н ости м н ож еств ( )nT0  и ( )nT1  ф у н кций от  n  пере-
мен ных, сохра н яю щ их кон ст а н ты, совпа д а ю т : ( ) ( ) .12

10 2 −==
n

nTnT  

8. П ока за ть, чт о мощ н ость м н ож ества  ( )nS  са мод войст вен н ых ф у н кций 

от  n  перемен ных вычисляется по форм у ле: ( ) nnS 22= . 

9.  Са мод войствен н а  ли ф у н кция f ? 

1) ( )( ) yzxzyxf →→→= ; 
2) ( ) yzxtzyxf ∨∨∨= ; 
3) ( )( )( )xzzyyxf ∨∨∨= ; 
4) ( )01011110=f ; 
5) ( )1001110001001001=f . 

 
10. И з н еса мод войст вен н ой ф у н кции  f с помощ ью  под ст а н овки н а  мест а  
перемен ных ф у н кций x  и x  полу чить кон ст а н т у : 
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1) ( )00111001=f ; 
2) ( ) ;zyxtzyxf ∨∨∨=  
3) ( ) ( );zxyxf ⊕→↓=   
4) tzytxzxyf ∨∨∨= . 

 
11. Выясн ит ь, ка ким  из м н ож ест в 0110 TTTT \,U  прин а д леж а т  перечислен -
н ые н иж е ф у н кции: 

1) ( ) ( )( ) ( )( );~| xzyyzxyx →↓→∨  
2) ( ) ( ) ( )( ).| xyzzxzxy ⊕↓→→  

 
12. Скольким и способа ми мож н о ра сст а вит ь скобки  в выра ж ен ии 

12121 xxxxx →→→→ , чт обы полу чила сь ф орм у ла , реа лизу ю щ а я 
ф у н кцию  из .0T  

 
13. П од счит а ть число ф у н кций, за висящ их от  перемен ных nxxx ,...,, 21 , в 
ка ж д ом  из след у ю щ их м н ож еств : 

1) ;01 TT I  
2) ;LT I0  
3) ;LT U1  

4) ( );\ 10 TTL I  
5) ;ST I1  
6) ;1TSL II  

7) ;10 TTS II  
8) ;10 TT U  
9) ( ) ;\ 10 TTS I  

 
14. На йти ф у н кцию  ( ),,..., xxf  если: 

1) ( ) ;\..., 011 TTxxf n ∈  
2) ( ) ( );\,..., STLxxf n I11 ∈   
3) ( ) ;\,..., 01 TSxxf n ∈  

 
15. К а кие из перечислен н ых н иж е ф у н кций являю т ся мон отон ными: 

1) ( );yxx →→  
2) ( );xyx →→  
3) ( );yxxy ⊕  
4) ;xzxyzxy ⊕⊕⊕  
5) ( );00110111=f  
6) ( );011001111=f  
7) ( );0101110001010101=f  
8) ( )1111110000000010=f  
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16. Сколько су щ еству ет  т а ких мон отон н ых ф у н кций ( )zyxf ,, , что 

( ) ( ) ,,,,, 1101110 == ff ( ) 0100 =,,f ? Сколько т а ких ф у н кций прин а д ле-
ж ит  м н ож ест ву  SM \ ? 

 
17. П ока за ть, что если Mf ∈ , то .* Mf ∈  
 
18. П ока за ть, что за мкн у тые кла ссы LMSTT ,,,, 10  попа рн о ра зличн ы. 

 
8. П ОЛНОТА  С ИС ТЕМ  БУ ЛЕВ ЫХ  Ф У НКЦИЙ  

 
Д ля всякой бу левой ф у н кции су щ ест ву ет  пред ст а влен ие в вид е 

д изъю н ктивн ой или кон ъю н ктивн ой н орм а льн ых ф орм . О тсю д а  след у ет , 
что всяка я ф у н кция Бf ∈  мож ет  быть выра ж ен а  в вид е ф орм у лы через 
э лемен т а рн ые ф у н кции: отрица н ие x , д изъю н кцию  yx ∨  и кон ъю н кцию  

yx ∧ . В  связи с э т им  возн ика ет  вопрос: су щ еству ю т  ли д ру гие системы 
бу левых ф у н кций, которые обла д а ю т  т а ким  ж е свойством? О твет ом  н а  
э тот  вопрос являю тся привод имые н иж е пон ят ия и теоремы. 
 Сист ем а  бу левых ф у н кций { }...,...,,, SfffF 21=  н а зыва ется полной, 
если лю ба я бу лева  ф у н кция мож ет  быть за писа н а  в вид е ф орм у лы через 
ф у н кции э той системы, д ру гими слова ми, являет ся су перпозицией ф у н к-
ций из системы F . 
 И з э того опред елен ия след у ет , что сист ем а  F  полн а , если [ ] FF = . 
Ра ссмотрим  примеры полн ых систем : 

1. Систем а  { }yxyxxF ∨∧= ,,  пред ст а вляет  собой полн у ю  сист ем у . 
2. Систем а  { }10,,&, yxyxF ⊕=  т а кж е полн а , т а к ка к лю ба я бу лева  
ф у н кция пред ст а вим а  в вид е полин ом а  Ж ега лкин а ; 

3. М н ож ест во Б  всех бу левых ф у н кций т а кж е обра зу ет  полн у ю  
систем у , т а к ка к [ ] ББ = . 

 Я сн о, чт о н е всяка я система  является полн ой. На пример, сист ем а  
{ }yxyx &,→  н е является полн ой. След у ю щ а я теорем а  позволяет  свод ить 
вопрос о полн от е од н их систем  к вопросу  о полн оте д ру гих систем . 
 
 Теорем а  (о полнот е двух сист ем ): 
  П у сть д а н ы д ве системы ф у н кций 

{ },..., 21 ffF =  и { },..., 21 ggG = , 
отн осительн о кот орых известн о, что перва я систем а  полн а  в Б и ка ж д а я ее 
ф у н кция является су перпозицией ф у н кций вт орой системы. Тогд а  втора я 
систем а  т а кж е являет ся полн ой. 
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 П ользу ясь э той теоремой, мож н о д ока за т ь полн от у  ещ е ряд а  
ф у н кцион а льн ых систем  и тем  са мым  ра сш ирить список примеров полн ых 
систем . 

4. Системы { }yxxG ∨= ,1  и { }yxxG ∧= ,2  являю тся полн ыми. И з 
ра вен ств 

yxyx ∧=∨  и yxyx ∨=∧  
след у ет , что в ка честве сист емы F  мож н о использова т ь м н ож ество 
ф у н кций в примере 1. 

5. Систем а  { }yxG |=  полн а , т а к ка к  
( ) ( )yxyxyxxxx |||;| =∧=  

и в ка чест ве F  мож н о взять систем у  ф у н кций { }yxx ∧,  из примера  
4. 

 
 На  м н ож естве Б  бу левых ф у н кций спра вед лив  след у ю щ ий кри-

т ерий  полнот ы .  
 Теорем а  Пост а : 
 Сист ем а  { },..., 21 ffF =  полна  т огда  и т оль ко т огда , когда  она  
целиком  не содерж ит ся  ни в одном  из  з а м кнут ы х  кла ссов 0T , 1T , S , 
M , L . 
 

Прим енение крит ерия  полнот ы  
 

 Ч тобы исслед ова т ь полн от у  сист емы ф у н кций { },..., 21 ffF = , у д обн о 
построить след у ю щ у ю  т а блицу , 
 
в которой столько строк, сколько ф у н кций в д а н н ой системе F . В ка ж д у ю  
клетку  э т ой т а блицы, стоящ ей н а  пересечен ии столбца , соот ветству ю щ его 
од н ом у  из кла ссов, и строки, соответству ю щ ей ф у н кции if , за н осится зн а к 
« +» , если if  прин а д леж ит   э т ом у   кла ссу , и зн а к « -»  в прот ивн ом  слу ча е. 

кла ссы 
 

ф у н кции 
0T  1T  S  M  L  

1f       

2f       

3f       
…       
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 В  силу  критерия П ост а  д ля полн оты системы F= { },..., 21 ff  н еобхо-
д имо  и д ост а точн о, чтобы хотя бы в од н ой клет ке ка ж д ого столбца  ст оял 
зн а к « -» .  
 Сист ем а  (м н ож ество) бу левых ф у н кций н а зыва ется ба з исом , если 
он а  полн а  и лю ба я ее под сист ем а  н е является полн ой н а  м н ож ест ве бу ле-
вых ф у н кций. 

 Д ля выд елен ия ба з иса  из полн ой сист емы ф у н кций { },...,, 321 fffF =  
н у ж н о у поряд очить  по числу  ф у н кций м н ож ест во под систем  системы  F: 

{ } { } { } { } ....,,,,...,,, 312121 ffffff  
и, н а чин а я с первой, исслед ова ть их н а  полн от у . Перва я  из  полны х в э той 
послед ова тельн ост и подсист ем  бу д ет  ба з исом . 
 
 Прим ер. И сслед ова ть полн от у  системы ф у н кций 

{ }zxyyxyF →↓⊕= ;;1  и, если он а  полн а , выд елит ь из н ее ба зис. 
 Реш ение. П у сть 11 ⊕= yf , zxyf →=2  , yxf ↓=3 . 
 Сост а вим  т а блицы истин н ости д ля за д а н н ых ф у н кций: 
 И сслед у ем  ф у н кцию   zxyf →=2  н а  прин а д леж н ост ь кла сса м  0T , 

1T , S , M , L .: 
 ,02 Tf ∉ т .к. ( ) ;, 1002 =f ,12 Tf ∈ т .к. ( ) ;, 1112 =f  
 12 Sf ∉ , т .к. н а  противополож н ых н а бора х (000) и (111) ф у н кция 
прин им а ет  од ин а ковое зн а чен ие, ра вн ое 1.  
 12 Mf ∉ , т .к. есть пред ш еству ю щ ие н а боры, н а пример (000)≤ (110), 
н а  которых ( ) 10002 =,,f , ( )00112 =,,f ,гд е н ера вен ство 1 ≤ 0 лож н ое, 

12 Lf ∉ ,т .к. ( ) .& 112 ⊕⊕=⊕==∨=∨=→= xyxyzzxyzxyzxyzxyzxyf  
 А н а логичн о исслед у ем  ф у н кции 1f и 3f н а  прин а д леж н ость кла сса м  

.,,,, 11110 LMSTT  
 За полн им  т а блицу  

y y  1 1f  
0 1 1 0 
1 0 1 1 

 

x y z xy 2f  
0 0 0 0 1 
0 0 1 0 1 
0 1 0 0 1 
0 1 1 0 1 
1 0 0 0 1 
1 0 1 0 1 
1 1 0 1 0 
1 1 1 1 1 

 

x y yx ∨
 

3f
 

0 0 0 1 
0 1 1 0 
1 0 1 0 
1 1 1 0 

 

1 2 3 
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 В  ка ж д ом  столбце т а блицы ст оит  зн а к « -» . П оэ т ом у , согла сн о крите-
рию  П ост а , сист ем а  ф у н кций полн а я. 
 Ба зисом  является ф у н кция 3f , т .к. под систем а  { }3f - полн а  в Б. 

З а м еча ние 1. Д ля исслед ова н ия полн оты вовсе н е обяза тельн о за -
полн ят ь все клетки т а блицы. Если полу чили, что од н а  из ф у н кций н е при-
н а д леж ит  ка кому  – либо из кла ссов, то прин а д леж н ость ост а льных ф у н к-
ций э том у  кла ссу  мож н о н е исслед ова ть. 
 З а м еча ние 2. П ри исслед ова н ии полн оты системы полезн о исполь-
зова ть след у ю щ ее у т верж д ен ие: если н екотора я сист ем а  ф у н кций F  со-
д ерж ит  в себе ка к ча сть полн у ю  систем у  ф у н кций FFF ⊂11 , , то систе-
м а   F  полн а . 
 На пример, ра ссмотрен н а я выш е в примере систем а  F  является пол-
н ой, т .к. сод ерж ит  в себе полн у ю  под сист ем у  { }yx ↓ . 
 З а м еча ние 3. Если в од н ом  из столбцов т а блицы полу чены все «+» , 
т .е. все ф у н кции if  системы F  прин а д леж а т  ка ком у -то кла ссу , то сист ем а  
ф у н кций н е являет ся полн ой. 
             
          

ЗАДАЧ И  И У П РАЖ НЕНИЯ 
 
1. Выра зит ь с помощ ью  су перпозиций: 

1) « & » и « → »  через « ∨ »  и « ┐ » ; 
2) «&»  и « ∨ »  через →  и « ┐ » ; 
3) « ∨ »  и « ∧ »  через « / » ; 
4) « ┐ »  через « → »  и « 0» ; 
5) « ┐ »  через « ⊕ »  и « 1» ; 
6) « ∨ »  через « →» ; 

 
2. Д ока за ть, что н ельзя выра зит ь с помощ ью  су перпозиций: 

1) « ┐ »  через «&» , « ∨ » , « → »  и « ~» ; 
2) « → »  через «&» , и « ∨ » . 

 

кла ссы 
 

ф у н кции 
0T  1T  S  M  L  

11 ⊕= yf  + + + + + 
zxyf →=2  —  + —  —  —  

yxf ↓=3  —  —  —  —  —  
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3. Д ока за ть полн от у  след у ю щ их систем  ф у н кций, использу я теорем у  о 
полн оте 2 – х систем : 

1) { };, xyxG →=  
2) { };yxG ↓=  
3) { };,0yxG →=  
4) { };,; 1yxyxG ∨⊕=  
5) { };,~, xyxyxG →=  
6) { }.,; yxxG ⊕= 1  

4. Д ока за ть н еполн от у  систем  ф у н кций: 
1) { };x=φ  
2) { }.,,& yxyxyx →∨=φ  

 
5. И спользу я критерий полн оты, выясн ит ь, являю тся ли полн ым и сле-
д у ю щ ие сист емы ф у н кций. В  полн ых сист ем а х выд елить ба зис: 

1) ( ){ }zyxyxF ~, →→= ; 
2) ( ) ( )( ){ }zxyzxzyxF ↓→⊕→= ,| ; 
3) ( ){ };, zyxyxzyxF →⊕→∨∨=  
4) ( ) ( ) ( ){ };,, 00011000100101101001=F  
5) { };,|, 2121 xxxxxxzyxF ∨⊕=  
6) ( ) ( ){ };, 110011101011011110=F  
7) ( ) ( )( );\\ 10 TTLMSF UU=  
8) ( )( ) ( );\\ SLTTMF UU 10=  
9) ( )( ) ( );\\ SLTTMF UI 10=  
10) ( ) ( ){ };,~|, xyzxyxyzxF →∨→=  
11) ( ){ };,, zxyxzyxxF ∨⊕→=  

 
6. П олн а  ли систем а ( ) ( ){ };...,,,..., 212211 xxfxxfF =  если: 

1) ;,,\ 12121 =→∉∈ ffSLfMSf U  
2) ;,, 121201 ≡→∉∈ ffSfLTf U  
3) .ffTMfTTf 12112101 ≡→∈∈ ,\,I  

              
     

 
 

9. П РЕДИКАТЫ. ОП ЕРАЦИИ НАД П РЕДИКАТАМ И 
 

 П он ят ие пред ика т а  обобщ а ет  пон ятие выска зыва н ия.  
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П ред лож ен ие или у т верж д ен ие, сод ерж а щ ее од н о или н есколько пе-
ремен н ых, при под ст а н овке вместо которых кон кретных зн а чен ий из н еко-
торых м н ож ест в мы полу ча ем  выска зыва н ие (истин н ое или лож н ое), н а зы-
ва ет ся предика т ом . Количество перемен ных, от  которых за висит  пред и-
ка т , н а зыва ется м ест ност ью или а рност ью . 

П у ст ь nM,,M,M K21  —  м н ож ества  э лемен тов произвольн ой приро-
д ы. 

 
О пределение 1: n -местным  пред ика том  н а зыва ется ф у н кция 

( )nx,,x,xP K21 , за висящ а я от  n  перемен н ых, опред елен н а я н а  м н ож ест ве 
nMMMM ×××= K21  и прин им а ю щ а я н а  э том  м н ож ест ве зн а чен ие 

1(истин а ) или 0 (лож ь). 
 
На пример, ( )xP = [н а т у ра льн ое число x  кра т н о 5] —  од н оместный  

пред ика т : ( ) ,P 04 =  ( ) ,P 115 = ( ) ,P 011 = ( ) .P 120 =  ( ) =y,xQ [город  x  н а хо-
д ится н а  территории госу д а рства  y] —  д ву хместный пред ика т : 

( ) ,Россия,М оскваQ 1= ( ) ,В енгрия,ПарижQ 0= ( ) .Фра нция,ПарижQ 1=  
Са мо выска зыва н ие счит а ется н у ль-местн ым  пред ика том . 
П еремен н ые nx,,x,x K21 , от  которых за висит  пред ика т , н а зыва ю т ся 

предм ет ны м и перем енны м и. К он кретные зн а чен ия пред метн ых перемен -
н ых н а зыва ю тся пред метн ыми кон ст а н т а м и. 

М н ож ество M , н а  котором  за д а н  пред ика т , н а зыва ется обла ст ью 
определения  предика т а . 

М нож ест во ME p ⊂ , н а  котором  пред ика т  прин им а ет  только ис-
тин ные зн а чен ия, н а зыва ется м нож ест вом  ист инност и пред ика т а  

( )nx,,x,xP K21 : ( ) ( ){ }12121 =∈= nnp a,,a,aPMa,,a,aE KK . 
Ра злича ю т  четыре т ипа  пред ика тов: 

1. П ред ика т  ( )nx,,x,xP K21  н а зыва ет ся т ож дест венно ист инны м  н а  
м н ож естве nMMMM ×××= K21 , если ME p = , т .е. если н а  лю бом  
н а боре ( ) Ma,,a,a n ∈K21  пред ика т  прин им а ет  зн а чен ие 1 (истин а ). 

2. П ред ика т  ( )nx,,x,xP K21  н а зыва ется т ож дест венно лож ны м  н а  
м н ож естве M , если ∅=pE , т .е. если н а  лю бом  н а боре зн а чен ий пере-
мен ных пред ика т  прин им а ет  зн а чен ие 0 (лож ь). 

3. П ред ика т  ( )nx,,x,xP K21  н а зыва ется вы полним ы м , если его м н ож ест -
во ист ин н ост и pE  н е пу сто: ∅≠pE . 

4. П ред ика т  ( )nx,,x,xP K21  н а зыва ется опроверж им ы м , если его м н ож е-
ство истин н ости pE  н е совпа д а ет  с его обла ст ью  опред елен ия, т .е. су -
щ еству ю т  т а кие н а боры ( ) Ma,,a,a n ∈K21 , н а  которых пред ика т  при-
н има ет  зн а чен ие 0. 
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На пример, 
 ( ) [ ]Ry,x,yxy,xP ∈≥+= 0  —  т ож д ествен н о истин н ый пред и-

ка т ;  
( ) [ ]32102

3
2
2

2
1321 ,,i,Rx,xxxxx,xQ i =∈<++=  —  т ож д ествен н о 

лож н ый пред ика т , т .к. ∅=QE . 
( ) [ ]Nx,xxF ∈=+= 13  —  выполн имый пред ика т , т .к. 

{ } ∅≠−= 2FE . 
( ) ( )[ ]RRy,x,yxy,x ×∈>+=Φ 022 —  опроверж имый пред ика т , 

т .к. ( ){ } .ME;,\RRE ≠×= ΦΦ 00  
 
 Г оворят , что пред ика т  ( )xQ  является след ствием  пред ика т а  ( )xP  

( ) ( )( )xQxP ⇒ , если PE  является под м н ож еством  QE : QP EE ⊂ . 
 
О пределение 2: Д ва  пред ика т а  ( )xP  и ( )xQ , опред елен ные н а  од н ом  

и том  ж е м н ож естве, од н ой и той ж е мест н ости, н а зыва ю тся ра вносиль -
ны м и ( ) ( )( )xQxP ⇔ , если их м н ож ест ва  истин н ости совпа д а ю т : QP EE = . 

 
На пример,  

( ) [ ]Zy,x,yxy,xP ∈=+= 122  и ( ) [ ]Zy,x,yxy,xQ ∈=+= 1  —  
ра вн осильные д ву хместн ые пред ика ты, т .к. 

( ) ( ) ( ) ( ){ }10010110 −−== ,,,,,,,EE QP . 
П ред ика т  ( ) [ ]Ry,x,yxy,xA ∈≤+= 122  являет ся след ст вием  

пред ика т а  ( ) [ ]Ry,x,yxy,xB ∈≤+= 1 , т .к. AB EE ⊂  (см . рис.) 

X

Y

1-1

-1

1
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И з опред елен ий след у ет , что ка ж д ый тож д ест вен н о истин ный пред и-
ка т  является выполн имым , н о н е является опроверж имым , тогд а  ка к ка ж -
д ый тож д ествен н о лож н ый пред ика т  является опроверж имым , н о н е явля-
ется выполн имым . Выполн имый пред ика т  н е обяза тельн о является тож д е-
ствен н о ист ин ным . О проверж имый пред ика т  н е обяза тельн о являет ся т ож -
д ествен н о лож н ым .  

За метим , что отн ош ен ие ра вн осильн ост и д ву х пред ика тов являет ся 
отн ош ен ием  э квива лен т н ости. П ереход  от  пред ика т а  ( )xP  к ра вн осильн о-
м у  ем у  пред ика т у  ( )xQ  н а зыва ется ра вносильны м  преобра зова нием  пер-
вого. 

У ра в н ен ия и системы у ра вн ен ий, н ера вен ст ва  и системы н ера вен ств, 
прочие м а тем а т ические объекты пред ст а вляю т  собой пред ика ты. При их 
реш ен ии мы прод елыва ем  ра вн осильн ые преобра зова н ия н а д  н ими, целью  
которых является поиск м н ож ества  ист ин н ости д а н н ого исход н ого пред и-
ка т а . 

И меет  место у т верж д ен ие: 
Д ва  пред ика т а , имею щ ие од н у  обла сть опред елен ия, ра вн осильны 

тогд а  и только т огд а , когд а  од ин  из н их является след ствием  д ру гого: 
QP ⇔  тогд а  и т олько тогд а , когд а  QP ⇒  и PQ ⇒ . 

Та к ка к пред ика ты могу т  прин им а т ь д ва  зн а чен ия 1 или 0, то к н им  при-

мен имы все логические опера ции а лгебры выска зыва н ий. В  резу льт а те 

полу ча ем  н овые пред ика ты. 

На пример, конъюнкцией д ву х пред ика тов ( )xP  и ( )xQ  н а зыва ет ся 
н овый пред ика т  ( ) ( )xQ&xP , который прин им а ет  зн а чен ие 1 при тех и 
только тех кон кретных зн а чен иях Mx ∈ , при которых ка ж д ый из пред и-
ка тов ( )xP  и ( )xQ  прин им а ет  зн а чен ие 1, и прин им а ет  зн а чен ие 0 во всех 
ост а льных слу ча ях. 

( )( ) ( ) ( )nnn a,,a,aQ&a,,a,aPa,,a,aQ&P KKK 212121 = . О чевид н о, 
.EEE QPQ&P I=  

А н а логичн о опред еляю тся опера ции ∨  (д изъю н кция), →  (имплика -
ция), ↔  (э квива лен ция),  (отрица н ие) и т .д . 

Л егко вид еть, что 
1. QPQP EEE U=∨ ; 
2. PPP E\ME~E == ; 
3. QPQP EE~E U=→ ; 
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4. ( ) ( ) ( ) ( ) ( )UIUIUI QPPQQPPqQPQP E~E~EE~EE~EEE === →→↔

( ) ( ) ( ) ( ) ( )QPQPPQPPQQ EEE~E~EEEE~E~E IUIIUIUUIU = , 
т .к. ∅=QQ E~E I  и ∅=PP EE~ I . 
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Я сн о, что при выполн ен ии логических опера ций н а д  пред ика т а ми к н им  

примен имы осн овн ые ра вн осильн ости а лгебры логики выска зыва н ий. 

Прим ер 1. П у сть д а н ы од н оместн ые пред ика ты: 
( )xP =[ x  —  четн ое число] и ( )xQ =[число x  кра т н о 3], опред елен ные 

н а  м н ож естве н а т у ра льных чисел N . На йти м н ож ест во ист ин н ости 
пред ика тов: 

1. ( ) ( )xQ&xP ; 
2. ( ) ( )xQxP ∨ ; 
3. ( )xP ; 
4. ( ) ( )xQxP → . 
Реш ение: И меем  { } { }KKKK ,n,,,,E;,n,,,,E QP 39632642 == . 

Тогд а  
1. { }KK ,n,,,,E Q&P 618126= ; 
2. { }KK ,n,n,,,,,,,E QP 32986432=∨ ; 
3. { }KK ,n,,,,E P 12531 −= ; 
4. { } { }KKUKK ,n,,,,,n,,,,E QP 396312531 −=→ . 

 
И мею т  место след у ю щ ие теоремы: 
1. ( ) 11 ≡⇔≡ PQ&P  и 1≡Q ; 
2. ( ) 00 ≡⇔≡∨ PQP  и 0≡Q ; 
3. ( ) 10 ≡⇔≡→ PQP  и 0≡Q ; 
4. 01 ≡⇔≡ PP ; 
5. ( ) ( )QPQP ⇒⇔≡→ 1 . 

 
Счит а ется, что опера ция  связыва ет  сильн ее, чем  &, а  опера ция & 

связыва ет  сильн ее, чем  ∨ . О пера ция ∨  сильн ее, чем  → ; опера ция →  
сильн ее, чем  ↔ . Введ ен ие скобок н а ру ш а ет  прин ятый поряд ок выполн е-
н ия опера ций. 

Ниж е привед ен ы н екоторые ра вн осильн ост и: 
1. ( ) ( )QPQP ∨⇔→ ; 
2. ( ) ( ) ( )PQ&QPQP →→⇔↔ ; 
3. ( ) ( )QPQ&P ∨⇔ . 

 
Кроме перечислен ных выш е опера ций введ ены ещ е д ве опера ции 

связыва н ия ква н торов, прису щ и только пред ика т а м : ква н тор общ н ости ∀  
и ква н тор су щ ествова н ия ∃ . Эти д ве опера ции н е имею т  а н а логов сред и 
опера ций н а д  выска зыва н иями. 
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П у ст ь ( )xP  —  одном ест ны й предика т , опред елен ный н а  м н ож ест -
ве M . 

О пределение 3: Ква нт ором  общ ност и предика т а  ( )xP  н а зыва ет ся 
вы ска з ы ва ние ( )xPx∀  (чит а ет ся: д ля всякого x  ( )xP  истин н о), которое 
истин н о, когд а  пред ика т  ( )xP  тож д ествен н о истин ный, и лож н о в против-
н ом  слу ча е, т .е. 

( ) ( )
( )




−
≡

=∀
.предика тйопроврж им ыxPесли,

;xPесли,
xPx

0
11

 

П еремен н у ю  x  в пред ика те ( )xP  н а зыва ю т  свободной, т . к. ей мож -
н о прид а ва т ь ра зличные кон крет ные зн а чен ия из м н ож ества  M . В  выска -
зыва н ии ( )xPx∀  перемен н у ю  x  н а зыва ю т  свя з а нной ква н тором  общ н о-
сти ∀ . 

 
 О пределение 4: Ква нт ором  сущ ест вова ния  предика т а  ( )xP  н а зы-
ва ет ся вы ска з ы ва ние ( )xPx∃  (чит а ется: су щ ест ву ет  x , при котором  ( )xP  
истин н о), кот орое истин н о, если су щ еств у ет  хотя бы од ин  э лемен т  Mx ∈ , 
д ля которого ( )xP  истин н о, и лож н о в противн ом  слу ча е, т .е. 

( ) ( )
( )




≡
−

=∃
.xPесли,

;предика твы полним ы йxPесли,
xPx

00
1

 

 В  выска зыва н ии ( )xPx∃  перемен н а я x  связа н а  ква н тором  су щ ест -
вова н ия ∃ . За метим , что сим волы ∀  и ∃  происход ят  от  первых бу кв 
а н глийских слов «All»  (все) и « Exist»  (су щ ест вова ть). 
 П ример 2. П усть ( ) [ ]3≥= xxP , о пр е де ле нный на  
м но ж е стве  на тур а льных чисе л N . То гда  выска зыва -
ние ( )xPx∀  ло жно , выска зыва ние  ( )xPx∃  истинно . 
 Прим ер 3. Д а н ы пред ика ты ( ) 



 ∈>++= Rx,xxxP 0

2
12  и 

( ) [ ]Rx,xxxQ ∈=+−= 0652 , опред елен н ые н а  м н ож естве д ейст витель-
н ых чисел. У ст а н овить, ка кие из след у ю щ их выска зыва н ий ист ин ны, а  ка -
кие лож н ы: 
1. ( )xPx∀  3. ( )xQx∀  
2. ( )xPx∃  4. ( )xQx∃  

 Реш ение. Т.к. ква д ра т н ый трехчлен   0
4
1

2
1

2
1

2

2 >+





 +=++ xxx  

при всех Rx ∈ , т о выска зыва н ия ( )xPx∀  и ( )xPx∃  ист ин ны.  
Т.к. у ра вн ен ие 0652 =+− xx  имеет  д ва  д ейст вительн ых корн я 

21 =x  и 32 =x , то пред ика т  ( )xQ  прин им а ет  зн а чен ие 1 только при 2=x  
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и при 3=x , а  зн а чен ие 0  в ост а льных слу ча ях. П оэ том у  выска зыва н ие 
( )xQx∀  лож н о, выска зыва н ие ( )xQx∃  истин н о. 
 
Если од н омест н ый пред ика т  ( )xP  за д а н  н а  кон ечн ом  м н ож ест ве 

{ }na,,a,aM K21= , то н етру д н о вид еть, что  
1. ( ) ( ) ( ) ( )naP&&aP&aPxPx K21=∀ ; 
2. ( ) ( ) ( ) ( )naPaPaPxPx ∨∨∨=∃ K21 , 

т .е. ква н т орные опера ции обобщ а ю т  опера ции & и ∨  н а  слу ча й бескон еч-
н ых м н ож еств. 
 Счит а ется, что ква н т оры « связыва ю т »  сильн ее, чем  опера ции логики 
выска зыва н ий. 

 И мею т  место форм улы  свя з и ква нт оров: 
( ) ( )xPxxPx ∃=∀  и ( ) ( )xPxxPx ∀=∃ , 

которые ш ироко использу ю тся при ра вн осильн ых преобра зова н иях в логи-
ке пред ика тов. 
 Д ока ж ем  первое ра вен ст во: пу сть 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00110 =∃⇔≡⇔≡⇔=∀⇔=∀ xPxxPxPxPxxPx . 
 Второе ра вен ст во д ока зыва ется а н а логичн о. 
 
 К ва н торные опера ции примен яю тся и к м н огоместным  пред ика т а м .  
 На пример, примен яя ква н тор общ н ости по перемен н ой x к д ву хме-
стн ом у  пред ика т у  ( ) [ ]Ry,x,yxy,xP ∈>+= 0  полу ча ем  од н омест ный 
пред ика т , за висящ ий от  перемен н ой y : 

( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) [ ] ).(,

),(,
;,

лож ьxxxPx
ист инаxxxPx

yyxPx

00111
10111

=>−∀=−∀=−Φ

=>+∀=∀=Φ

Φ=∀

 

 К  пред ика т у  ( )yΦ  мож н о примен ить ква н торные опера ции по пере-
мен н ой y . В  резу льт а те полу чим  выска зыва н ие: ( ) ( )( )y,xPxyyy ∀∀=Φ∀  
или ( ) ( )( )y,xPxyyy ∀∃=Φ∃ . 
 За метим , что перест а н овка  лю бых ква н торов мест а ми, вообщ е гово-
ря, измен яет  логическое зн а чен ие выска зыва н ия. 

 Прим ер 4. П ока за ть, что выска зыва н ия ( )y,xPyx ∃∀  и 
( )y,xPxy ∀∃  имею т  ра зличн ые логические зн а чен ия, гд е д ву хместн ый 

пред ика т  ( ) [ ]yxy,xP <=  опред елен  н а  м н ож естве NNM ×= . 
Реш ен ие: Выска зыва н ие ( )y,xPyx ∃∀  озн а ча ет  у т верж д ен ие, что 

д ля лю бого н а т у ра льн ого числа  x  н а йд ется н а т у ра льн ое число y , больш ее 
числа  x . Это выска зыва н ие ист ин н о. Выска зыва н ие ( )y,xPxy ∀∃  озн а ча -
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ет , что су щ еству ет  н а т у ра льн ое число y , которое больш е лю бого н а т у -
ра льн ого числа  x . Это выска зыва н ие, очевид н о, лож н о. 
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ЗАДАЧ И И У П РАЖ НЕНИЯ 
 
1. Сред и след у ю щ их пред лож ен ий выд елит е пред ика ты, д ля ка ж д ого из 
пред ика т ов у ка ж ите од н у  из возмож н ых обла ст ей опред елен ия и в соот -
ветст вии с н ей м н ож ество истин н ости: 

1) Л у н а  есть спу т н ик Вен еры; 
2) П ла н еты x  и y  прин а д леж а т  Солн ечн ой сист еме; 

3) 15010705 65 >−+ ; 

4) 0232 =++ xx ; 

5) 834 +− xx ; 
6) Л ю бое простое число p  н е имеет  д елителей, отличн ых от  себя и 

1; 
7) На т у ра льн о число n  н е мен ьш е 1; 
8) Треу гольн ик ABC  ра вен  треу гольн ику  111 CBA ; 

9) 0122 >++ xx ; 

10) 
x

xtg
2

2 11
cos

=+ ; 

11) xx sinln < . 

 

2. Д а н ы пред ика ты ( )xP : « 042 =−x »  и ( )xQ : « 1723 <−x » . На йт и м н о-
ж ества  ист ин н ости э тих пред ика тов, если их обла ст ь опред елен ия есть:  
1) R ;     2) N . 
 

3. Бу д у т  ли след у ю щ ие пред ика ты ра вн осильны или од ин  из н их являет ся 
след ст вием  д ру гого? (П ред метные перемен н ые в пред ика т а х прин а д ле-
ж а т  R ) 

1) 15=⋅ yx  и 15=xy ; 
2) 1=ablg  и 1=+ blgalg ; 

3) 122 =+ xcosxsin  и 
xcos

xtg
2

2 11 =+ ; 

4) yxlog =22  и xy = ; 
5) 02 ≤x  и xcosx =2 ; 
6) zyx =+  и ( )( ) zyyxyx −=−+ ; 
7) 033 =+ yx  и 022 =− yx . 
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4. На йт и м н ож ест ва  ист ин н ости пред ика тов: 

1) ;
xx
xx

34
23

2

2

++
++  2) ;x 312 −=−  

3) ;
xx
xx





<−+

≥+−

0302
04013

2

2

 4) .
xx
xx 0

32
65

2

2

<
−−
+−  

 
5. На  м н ож ест ве { }20321 ,,,,M K=  за д а н ы пред ика ты: 

( )xA : « x  н е д елит ся н а  5» ; 
( )xB : « x  —  четн ое число» ; 
( )xC : « x  —  число простое» ; 
( )xD : « x  кра т н о 3» . 

 На йд ит е м н ож ество истин н ости след у ю щ их пред ика тов: 
 
1) ( ) ( );xB&xA  2) ( ) ( );xB&xC  
3) ( ) ( );xD&xC  4) ( ) ( );xD&xB  
5) ( ) ( );xD&xB  6) ( ) ( );xD&xA  
7) ( ) ( );xD&xB  8) ( ) ( ) ( );xD&xB&xA  
9) ( ) ( );xBxA ∨  10) ( ) ( );xCxB ∨  
11) ( ) ( );xDxC ∨  12) ( ) ( );xDxB ∨  
13) ( ) ( );xDxB ∨  14) ( ) ( );xDxB ∨  
15) ( ) ( ) ( );xDxBxA ∨∨  16) ( ) ( );xAxC →  
17) ( ) ( );xCxD →  18) ( ) ( );xBxA →  
19) ( ) ( )( ) ( );xDxC&xA →

 
20) ( ) ( )( ) ( ).xCxD&xA →  

 
6. У ст а н овит ь, ка кие из след у ю щ их выска зыва н ий ист ин н ы, а  ка кие лож -
н ы, при у словии, чт о обла сть опред елен ия пред ика тов совпа д а ет  с R . 

 
1) ( );xxx 35 +=+∃  

2) ;





 =+−∃ 0

2
12 xxx  

3) ( );xxx 012 >++∀  
4) ( );xxx 0152 ≥+−∀  
5) ( ) ( )( );xx&xxx 012015 22 >+−≥+−∃  
6) ( ) ( )( );xx&xxx 086015 22 ≤+−≥+−∃  
7) ( ) ( )( );xxxxx 086086 22 <+−∨≥+−∀  
8) { }( ) ( )( );xx,xx 08652 2 =+−→∈∃  
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9) { }( ) ( )( ).xx,xx 08653 2 <+−→∈∀  
7. За писа т ь пред ика ты, полу чен н ые в резу льт а те логических опера ций н а д  

пред ика т а м и ( )xP , ( )xQ  и ( )xR , м н ож ест ва  ист ин н ости которых ( )E  
за ш трихова н ы н а  след у ю щ их рису н ка х: 

 
 
8. П ривед ите примеры т а ких зн а чен ий a , д ля кот орых д а н н ое выска зыва -
н ие: а ) истин н о; б) лож н о (обла сть опред елен ия пред ика тов совпа д а ет  с 
R ). 

1) ( );aaxxx 00 2 =++<∃  
2) [ ]( );axx,x 010 2 <++∈∀  
3) ( );axxx 017 2 >++>∀  
4) [ ]( ).xxa,ax 021 2 <−−+∈∃  

 

EQ EP EP EQ EQ EP 

Рис.1 Рис.2 Рис.3 

EQ EP 

Рис.4 

EQ EP 

Рис.5 

EQ EP 

Рис.6 

EQ ER 

EP 

EQ 

EP 

ER EQ ER 

EP 

Рис.7 Рис.8 Рис.9 
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9. И зобразит е н а  д иа гра мм а х Эйлера -Вен н а  м н ож ест ва  ист ин н ости д ля 
след у ю щ их пред ика т ов : 

1) ( ) ( );xQ&xP  
2) ( ) ( );xQxP ↔  
3) ( ) ( )( ) ( ) ( );xQ&xRxQxP ∨→  
4) ( ) ( ) ( )( );xQxQxP ∨→  
5) ( ) ( ) ( ).xRxQ&xP →  

 
10. И зобразит е н а  коорд ин а т н ой плоскост и м н ож ест ва  истин н ост и пред и-
ка тов: 

1) ( ) ( );yx&x <> 2  
2) ( ) ( );xyx 1≤∨≤  
3) ( ) ( );yx 53 <→≥  
4) ( ) ( )( ) ( ) ( )( );yx&y&x 2112 −<∨−<≥>  
5) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ).yx&yx 2112 −<∨−<>∨>  

 
10. П РИМ ЕНЕНИЕ ЛОГИКИ П РЕДИКАТОВ  В  М АТЕМ АТИКЕ 

 
1. П римен ен ие языка  пред ика тов д ля за писи м а тем а т ических пред лож е-

н ий, опред елен ий, т еорем . У д обн о и компа кт н о с помощ ью  символов 
языка  пред ика т ов перед а ва ть смысл выска зыва н ий. 
 
Прим ер 1. За писа т ь н а  языке пред ика т ов опред елен ие пред ела  чи-

словой послед ова тельн ости: axlim nn
=

∞→
. 

Реш ение.  За пись « число a  есть пред ел { }nx » :  
[ ]εε <−⇒≥∈∀∈∃>∀ axnnNnNn n000  

озн а ча ет , что д ля лю бого числа  0>ε  н а йд ется (су щ еству ет ) т а кой н омер 
0n , н а чин а я с которого, т .е. д ля всех 0nn ≥ , выполн яет ся н ера вен ст во 

ε<− axn . 
 
2. П остроен ие противополож н ого у т верж д ен ия A  д ля н екоторого 
м а тем а тического у т верж д ен ия A , использу я ра вн осильн ые 
преобра зова н ия.  
Прим ер 2.  И меет  место у т верж д ен ие A  о н епрерывн ости ф у н кции 

( )xf  в точке 0x : 
( ) ( )[ ]εδδε <−⇒<−∀>∃>∀ 0000 xfxfxxx . 

Д а т ь противополож н ое у т верж д ен ие A . 
Реш ение.  
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( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ].xfxf&xxx

xfxfxxxxfxflim
xx

εδδε

εδδε

≥−<−∃>∀>∃≡

≡<−⇒<−∀>∃>∀⇔≠
→

00

000

00

00
0  

П остроен ие отрица н ий н еобход имо при д ока за тельстве от  прот ивн ого: 
PQQP →≡→ . 

 
3. М н огие теоремы ф орм у лиру ю тся в вид е у словн ого пред лож ен ия: « Если 
лю бой э лемен т  Mx ∈  обла д а ет  свойством  ( )xP , то он  обла д а ет  свой-
ством  ( )xQ »  , т .е. 

( ) ( )[ ]xQxPMx →∈∀ .    (*) 
О чевид н о, что если теорем а  (*) н еверн а , то бу д ет  истин н ым  у т верж д ен ие 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] .xQ&xPMxxQxPMx ∈∃≡→∈∀  
П оэ том у  д ля д ока за тельства  н еспра вед ливости теоремы (*) н у ж н о у ка за ть 
хотя бы од ин  э лемен т  из м н ож ества  M , при котором  у словие ( )xP  ист ин -
н о, а  зн а чен ие ( )xQ  лож н о. Д ру гими слова ми, н у ж н о привести кон трпри-
мер. 
 
4. П рям а я, обра т н а я и прот ивополож н а я теоремы. Необход имые и 
д ост а точные у словия. 

 
О п ре д ел ение . Те о р е м ы 

( ) ( )[ ]xQxPMx →∈∀  и ( ) ( )[ ]xPxQMx →∈∀          (**) 
н а зыва ю т ся вз а им но обра т ны м и, т . к. у словие ( )xP  од н ой теоремы явля-
ется за клю чен ием  вт орой, а  у словие ( )xQ  второй теоремы является  за -
клю чен ием  первой. П ри э том  од н а  из н их н а зыва ется пря м ой т еорем ой, 
д ру га я —  обра т ной. 
 

О п ре д ел ение . Те о р е м ы 
( ) ( )[ ]xQxPMx →∈∀  и ( ) ( )[ ]xQxPMx →∈∀  

н а зыва ю т ся вза им н о противополож н ыми . В  н их у словие ( )xP  и за клю че-
н ие ( )xQ  од н ой являю тся отрица н ием  соответству ю щ его у словия ( )xP  и 
за клю чен ия ( )xQ  д ру гой. За мет им , что теоремы 

( ) ( )[ ]xQxPMx →∈∀  и ( ) ( )[ ]xPxQMx →∈∀  
всегд а  ра вн осильны. На  э том  осн овыва ет ся метод  д ока за тельства  от 
противн ого. 
 
 И звестн о, чт о если Qp EE ⊂ , т о пред ика т  ( )xQ  есть следст вие пре-
д ика т а  ( )xP : ( ) ( )xQxP ⇒ . О тсю д а  след у ет , что пред ика т  ( ) ( )xQxP →  
является ист инны м  д ля Mx ∈∀ . П ри э том  пред ика т  ( )xP  н а зыва ю т  дос-
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т а т очны м  условием  д ля ( )xQ , а  пред ика т  ( )xQ  —  необходим ы м  услови-
ем  д ля пред ика т а  ( )xP . 
 Если Qp EE = , то ( ) ( )xQxP ⇔ , т .е. э ти пред ика ты ра вн осильн ы. В  
э том  слу ча е вза им н о обра тные теоремы (**) ист ин ны при Mx ∈∀ . У сло-
вие ( )xP  является н еобход имым  и д ост а т очным  д ля ( )xQ . А н а логичн о, 
у словие ( )xQ  является н еобход имым  и д ост а точным  д ля ( )xP . 
 

Прим ер 3. За писа т ь н а  языке пред ика тов форм у лировку  теоремы о 

н еобход имом  призн а ке сход имости числового ряд а  .alim;a n
nn

n 0
1

=
∞→

∞

=
∑  

Реш ение. П у ст ь ( )xP  —  свойство x  быть сход ящ имся ряд ом , гд е 
{ }xM =  —  м н ож ество всех числовых ряд ов; ( )xQ  —  общ ий член  0→na  

при ∞→n . Тогд а  ф орм у ла  ( ) ( )( )xQxPx →∀ есть за пись ф орм у лировки 
д а н н ой теоремы. 
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ЗАДАЧ И И У П РАЖ НЕНИЯ 

 
1. За пиш ите н а  языке логики пред ика тов  опред елен ия: 

1) Линейно упорядоченного м нож ест ва  (у поряд очен н ое 
м н ож ество н а зыва ет ся лин ейн ым , если д ля лю бых э лемен т ов э того 
м н ож ества  x  и y либо yx = , либо yx < , либо yx > ); 

2) О гра ниченной функции (ф у н кция ( )xf  н а зыва ется огра н и-
чен н ой н а  м н ож естве M , если су щ ест ву ет  т а кое н еотрица тельн ое чис-
ло L , что д ля всех Mx ∈ спра вед ливо н ера вен ство ( ) Lxf ≤ ); 

3) Ч ет ной функции  (ф у н кция f  н а зыва ется четн ой, если об-
ла сть ее опред елен ия сим метричн а  от н осительн о н а ча ла  коорд ин а т  и 
д ля ка ж д ого x  из обла ст и опред елен ия спра вед ливо ра вен ст во 

( ) ( )xfxf =− ); 

4) Периодической функции (ф у н кция f  н а зыва ет ся период иче-
ской, если су щ еству ет  т а кое число 0≠T , чт о при лю бом  x  из обла сти 
опред елен ия f  э лемен ты Tx −  и Tx + т а кж е прин а д леж а т  э той об-
ла сти, и при э том  выполн ен о ра вен ст во ( ) ( )xfTxf =± ); 

5) В озра ст а ющ ей функции на  м нож ест ве M  (ф у н кция f  н а -
зыва ется возра ст а ю щ ей н а  м н ож естве M , если д ля лю бых чисел 1x  и 

2x , прин а д леж а щ их м н ож еству  M , из н ера вен ства   21 xx <  след у ет  н е-
ра вен ство ( ) ( )21 xfxf < ). 

2. П ользу ясь полу чен ными в предыд у щ ем  у пра ж н ен ии ф орм у ла ми, от -
ветьт е н а  след у ю щ ие вопросы. Ч то зн а чит : 

1) У поряд очен н ое м н ож ество н е является лин ейн ым? 
2) Ф у н кция н е являет ся огра н ичен н ой? 
3) Ф у н кция н е являет ся четн ой? 
4) Ф у н кция н е являет ся период ической? 
5) Ф у н кция н е являет ся возра ст а ю щ ей н а  м н ож естве M ? 

3. Д ока за ть н еспра вед ливост ь у т верж д ен ий: 
1) « Если ф у н кция н епрерывн а  в точке 0x , то он а  и д иф ф ерен ци-

ру ем а  в э той точке» ; 
2) « Если пред ел n -го член а  числового ряд а  ра вен  н у лю , то ряд  

сход ится» ; 
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3) « Если в четыреху гольн ике д иа гон а ли ра вны, то четыреху голь-
н ик является прямоу гольн иком » ; 

4) « Если ф у н кция ин т егриру ем а  н а  [ ]b,a , то он а  н епрерывн а  н а  
н ем » ; 

5) « Если ф у н кция ин т егриру ем а  н а  [ ]b,a , т о он а  мон отон н а  н а  
н ем » ; 

6) « Если числова я послед ова тельн ость имеет  пред ел, то он а  мо-
н отон н а » ; 

7) « Если числова я послед ова тельн ость огра н ичен а , то он а  имеет  
пред ел» ; 

8) « Если ф орм у ла  логики пред ика тов выполн им а , то он а  общ е-
зн а чим а » ; 

9) « Если д иф ф ерен циру ем а я ф у н кция ( )xfy =  имеет  в точке 0x  
перву ю  производ н у ю , ра вн у ю  н у лю  ( )( )00 =′ xy , т о точка  0x  —  точка  
э кстрему м а  ф у н кции» ; 

10) « Если д иф ферен циру ем а я ф у н кция ( )xfy =  имеет  в точке 

0x  втору ю  производ н у ю , ра вн у ю  н у лю  ( )( )00 =′′ xy , то т очка  0x  —  точ-
ка  перегиба  гра ф ика  ф у н кции» ; 

4. Д ля ка ж д ого из след у ю щ их у словий выясн ите, является ли он о н еобхо-
д имым  или является ли он о д ост а точным  д ля того, чтобы выполн ялось 
н ера вен ст во 0822 ≤−− xx : 

a) 0=x ; b) 3−≥x ; c) 2−>x ; 
d) 1−≥x  и 3≤x ; e) 1−≥x  и 10<x ; f) 102 ≤≤− x . 
5. В  след у ю щ их пред лож ен иях вместо м н огот очия пост а вьте слова  
«необходим о, но недост а т очно» или «дост а т очно, но не 
необходим о» или ж е «не необходим о и недост а т очно», а  гд е 
возмож н о «необходим о и дост а т очно» т а к, чтобы полу чилось 
истин н ое у т верж д ен ие:  

1) Д ля т ого чтобы четыреху гольн ик был прямоу гольным  … , что-
бы д лин ы его д иа гон а лей были ра вны. 

2) Д ля т ого чтобы 0652 =+− xx  … , чтобы 3=x . 
3) Д ля т ого чтобы су мма  чет н ого числа  н а т у ра льных чисел была  

четным  числом , … , чтобы ка ж д ое сла га емое было четным . 
4) Д ля того чтобы ф у н кция ( )xf  была  ин тегриру ем а  н а  отрезке 

[ ]b,a , … , чтобы ( )xf  была  огра н ичен а . 
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5) Д ля того чтобы ф у н кция ( )xf  была  ин тегриру ем а  н а  отрезке 
[ ]b,a , … , чтобы ( )xf  была  н епрерывн а  н а  [ ]b,a . 

6) Д ля того чтобы окру ж н ост ь мож н о было вписа ть в четырех-
у гольн ик, … , чт обы су ммы д лин  его противополож н ых сторон  были 
ра вн ы. 

7) Д ля того чтобы мн ож ество A  было счетным , … , чтобы его 
э лемен ты мож н о было за писа ть в вид е н у мерова н н ой послед ова тельн о-
сти. 

8) Д ля того чтобы числова я послед ова тельн ост ь имела  пред ел, 
… , чтобы он а  была  огра н ичен н ой. 

9) Д ля того чтобы числова я послед ова т ельн ост и имела  пред ел, 
… , чтобы он а  была  мон отон н ой и огра н ичен н ой. 

6. Сформ у лиру йте: 
1) Необход имый и д ост а точный призн а к па ра ллелогра мм а . 
2) Необход имый, н о н ед ост а точный призн а к па ра ллелогра мм а . 
3) Д ост а т очный, н о н еобход имый призн а к па ра ллелогра мм а . 
4) Необход имое, н о н ед ост а точн ое у словие т ого, чтобы у ра вн е-

н ие axsin =  имело реш ен ие. 

5) Д ост а т очн ое, н о н е н еобход имое у словие д ля того, чтобы у ра в-
н ен ие axsin =  имело реш ен ие. 

6) Д ост а т очн ое, н о н е н еобход имое у словие д ля того, чтобы у ра в-
н ен ие 02 =++ qpxx  имело вещ ествен ные корн и. 

7. П а па  ска за л д етям : « Если мы с м а мой поед ем  летом  в д ом  от дыха , то вы 
все поед ете в д етский ла герь» .  В  ш коле д етей спросили, ку д а  он и по-
ед у т  летом . П етя ответ ил: « Если мы поед ем  в ла герь, т о род ит ели по-
ед у т  в д ом  отдыха » . Г а ля ска за ла : « Если па па  с м а мой н е поед у т  в д ом  
отдыха , то мы н е поед ем  в ла герь» . « Нет , н е т а к, —  вмеш а лся К оля.—  
Если мы н е поед ем  в ла герь, то кто-т о из род ит елей  н е поед ет  в д ом  от -
д ыха » . 
Ч ей ответ  ра вн осилен  том у , чт о ска за ли  род ители? 

 
 

11. М А Ш И НА  ТЬЮ РИНГ А  
 

 М а ш ина  Тьюринга  —  эт о м а т ем а т ическа я  м одель  идеа лиз иро-
ва нной цифровой вы числит ельной м а ш ины . И д ея т а кой м а ш ины, пред -
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лож ен н а я а н глийским  м а т ем а тиком  А .Тью рин гом  в трид ца тых год а х XX 
века , связа н а  с его попыткой д а ть точн ое м а тем а тическое опред елен ие по-
н ятия а лгоритм а . 
 М а ш ин а  Тью рин га  (М Т) состоит  из четырех ча ст ей: лен ты, 
считыва ю щ ей головки, у стройства  у пра влен ия и вн у трен н ей па мяти. 
1. Лент а  (вн еш н яя па мять М Т) —  бескон ечн а я в обе стороны полоска , 
ра збит а я н а  ячейки (ра вные клет ки). В  ка ж д у ю  ячейку  в д искретный 
момен т  времен и мож ет  быть за писа н  т олько од ин  символ (бу ква ) из 
внеш него а лфа вит а  { } 2121 ≥Λ= − n,a,,a,a,A nK . П у ст а я ячейка  обо-
зн а ча ется символом  Λ . В  э том  а лф а вите A  в вид е слова  (кон ечн ого 
у поряд очен н ого н а бора  сим волов) код иру ет ся т а  ин ф орм а ция, котора я 
под а ется в М Т. М а ш ин а  перера ба тыва ет  ин форм а цию , под а н н у ю  в вид е 
слова , в н овое слово. 

2. Счит ы ва ющ а я  головка  (н екий считыва ю щ ий э лемен т ) перемещ а ет ся 
вд оль лен ты т а к, что в ка ж д ый момен т  времен и он а  обозрева ет  ровн о 
од н у  ячейку  лен ты. Г оловка  мож ет  счит ы ва т ь  сод ерж имое ячейки и 
з а писы ва т ь  в н ее н овый сим вол из а лф а вит а  A . В  од н ом  т а кт е ра боты 
он а  мож ет  сд вига ться только н а  од н у  ячейку  впра во ( П ), влево ( Л ) 
или ост а ва ться н а  месте ( Н ). О бозн а чим  м н ож ество перемещ ен ий 
(сд вига ) головки { }Н,Л,ПD = .  

3. Па м я т ь  м а ш ины пред ст а вляет  собой н екоторое кон ечн ое м н ож ест во 
вн у трен н их состоян ий { } 11210 ≥= − m,q,,q,q,qQ mK . Бу д ем  счит а ть, 
что мощ н ость 2≥Q . Д ва  сост оян ия м а ш ин ы имею т  особое н а зн а че-
н ие: 1q  —  н а ча льн ое вн у трен н ее состоян ие, 0q  —  за клю чительн ое 
вн у трен н ее состоян ие (стоп-состоян ие). М а ш ин а  ра бот а ет  во времен и, 
которое счит а ется д искретн ым  и его момен ты за н у мерова ны: 1, 2, 3, …  . 
В  ка ж д ый момен т  времен и М Т ха ра ктеризу ет ся полож ен ием  головки и 
вн у трен н им  сост оян ием . На пример, под  ячейкой, н а д  которой н а ход ит -
ся головка , у ка зыва ется вн у трен н ее состоян ие м а ш ин ы.  

   ↓         

  Λ  2a  1a  Λ  2a  3a  Λ    

 1q   

4. Уст ройст во упра вления  (У У ) в ка ж д ый момен т  времен и t  в за висимо-
сти от  вн у трен н его состоян ия м а ш ины и считыва ю щ его в э тот  момен т  
сим вола  н а  лен те, н а д  которым  н а ход ится головка , выполн яет  след у ю -
щ ие д ействия: 

a) « считыва ет »  сим вол ia  —  за мен яет  н а  н овый символ ja  (мож ет  быть 

ij aa = ); 
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b) перемещ а ет  головку  в од н ом  из н а пра влен ий: Н,Л,П ; 
c) измен яет  имею щ ееся в момен т  t  вн у трен н ее сост оян ие lq  н а  н овое со-
стоян ие sq , в котором  бу д ет  м а ш ин а  в послед у ю щ ий момен т  времен и 

1+t  (мож ет  быть sl qq = ). 
Та кие д ейст вия У У  н а зыва ет ся ком а ндой, кот ора я за писыва ется т а к: 

sjil qDaaq → ,      (*) 
гд е { } 0≠=∈∈ l,Н,Л,ПD,Qq,q,Aa,a slji . 
  В  левой ча ст и ком а н д ы (*) н икогд а  н е встреча ется 0q . 

 Та к ка к м н ож ест ва  A  и Q  кон ечны, то ком а н д  вид а  (*), в которых 
левые ча ст и попа рн о ра зличны, кон ечн ое число. 

Совокупност ь  всех ком а нд н а зыва ет ся програ м м ой М Т. М а кси-
м а льн ое число кома н д  в програ мме ра вн о ( ) mn ⋅+1 , гд е .Qm,An ==  
Счит а ет ся, чт о за клю чительн ое состоян ие 0q  мож ет  ст оять только в пра вой 
ча сти ком а н д ы, н а ча льн ое состоян ие 1q  —  т олько в левой  ча сти ком а н д ы. 

Если левые ча сти д ву х ком а н д  совпа д а ю т , то с н еобход имост ью  сов-
па д а ю т  и пра вые ча сти ком а н д . Выполн ен ие од н ой ком а н д ы н а зыва ю т  ш а -
гом . Я сн о, что работ а  М Т полн остью  опред еляется ее програ ммой. 

За д а н н ое слово н а  лен те с н а ча льным  сост оян ием  1q  и полож ен ие 
головки н а д  первым  сим волом  н а зыва ется на ча ль ной конфигура цией. Го-
ворят , что М Т прим еним а  к слову на ча ль ной конфигура ции, если при ра -
боте н а д  э тим  словом  через кон ечн ое число ш а гов выполн яется ком а н д а , 
сод ерж а щ а я в пра вой ча сти за клю чительн ое состоян ие 0q , и ра бот а  н а д  
э тим  словом  прекра щ а ется. То, что полу чилось при э том  н а  лен те, вместе с 
состоян ием  0q  и полож ен ием  головки н а зыва ю т  з а ключит ельной конфи-
гура цией. В  прот ивн ом  слу ча е говорят , что М Т н е примен им а  к слову  н а -
ча льн ой кон фигу ра ции.  

Прим ер 1. П остроить м а ш ин у  Тью рин га , котора я в а лф а вите 
{ }Λ= ,b,aA  слово "abb"  преобра зу ет  в слово "bba" . 
Реш ение.  Сост а вим  програ мм у  М Т: 

 

02

22

21

qНaq
qПbbq
qПaq

→Λ
→

Λ→
 

В  р е зультате  р а б о ты М Т на д сло во м  "abb"  б удут сле -
дую щ ие  ш а ги: 

 
 
   ↓           
  Λ  a  b  b  Λ   —  1-й ш а г  
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   1q      (н а ча льн а я кон ф игу ра ция) 
 
    ↓          
   Λ  b  b  Λ   —  2-й ш а г  
    2q      
 
     ↓         
   Λ  b  b  Λ   —  3-й ш а г  
     2q     
 
      ↓        
   Λ  b  b  Λ   —  4-й ш а г  
      2q    
 
      ↓        
   Λ  b  b  a   —  5-й ш а г  
      0q   (за клю чительн а я кон ф игу -

ра ция) 
Работ а  М Т за кон чен а . 
 
Работ у  М Т мож н о описа ть след у ю щ им  обра зом : он а  за помин а ет  1-ю  

бу кву  исход н ого слова  (или при э том  стира ет  его); головка  д виж ется впра -
во д о  первой пу стой клет ки, в котору ю  и  за писыва ется перва я бу ква  ис-
ход н ого слова . 

 
З а м еча ние. Ч а сто програ мм у  М Т за писыва ю т  в д ру гой, более ком -

па кт н ой ф орме в вид е т а блицы. На пример, програ мм а  примера  1 мож ет 
выгляд еть след у ю щ им  обра зом : 

 Λ  a  b   
1q   2qПΛ    

2q  0qНa   2qПb   
     

 
Прим ер 2. П остроить ма ш ин у  Тью рин га , вычисляю щ у ю  числову ю  

ф у н кцию  
( ) .Nx,xxS ∈+= 1  

 Реш ение. П у сть вн еш н им  а лф а витом  д а н н ой М Т является м н ож ест -
во { }1,A Λ= . Ч исло Nx ∈  н а  лен те м а ш ин ы за писыва ть в вид е н а бора  из 
x  ед ин иц: 
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  ↓         
 Λ  1 1 1 …  1 1 Λ   
  1q         

 
 П рогра мм а  М Т выгляд ит  след у ю щ им  обра зом : 

,qНq
,qПq

01

11

1
11

→Λ

→
 

согла сн о которой д ля лю бой н а ча льн ой кон ф игу ра ции, когд а  считыва ю щ а я 
головка  обозрева ет  од н у  из ед ин иц, в ка ж д ый момен т  э т а  ед ин ица  ост а ет ся 
н а  мест е, и головка  сд вига ется впра во н а  од н у  ячейку . Этот  процесс 
прод олж а ется д о т ех пор, пока  головка  н е выйд ет  н а  пу ст у ю  ячейку . Тогд а  
в пу ст у ю  ячейку  за писыва ется ед ин ица , головка  ост а ется н а  месте. М а ш и-
н а  перейд ет  в состоян ие 0q . 
 
 М ож н о пока за т ь, что все а риф мет ические ф у н кции н а т у ра льн ого а р-
гу мен т а  вычислимы по Тью рин гу . На пример, работ а  М Т в а лф а вите { }1,Λ  
при вычислен ии числовой ф у н кции ( ) yxy,xf +=  мож н о описа ть сле-
д у ю щ ей програ ммой 
 

 1q  2q  
3q  4q  

Λ  21 qП  3qЛΛ    
1 11 qП  21 qП  4qЛΛ  0qЛΛ  

 
гд е лю бое н а т у ра льн ое число m  код иру ется н а бором  из 1+m  ед ин иц; э т от 
н а бор обозн а ча ется через 11 +m . Та к , 43 1111131111211110 == ~,~,~,~  и 
т .д . 
 
 Ч ислова я ф у н кция ( )nx...,,x,xf 21  н а зыва ется вычислимой по Тью -
рин гу , если су щ еству ет  М Т т а ка я, что д ля лю бых nm...,,m,m 21  если при 

nn mx...,,mx,mx === 2211  имеем  ( ) mm...,,m,mf n =21 , э т а  м а ш ин а  при-
мен им а  к слову  

111 121 111 +++ mmm &...&&     (**) 
и в за клю чит ельн ой кон ф игу ра ции н а  н екотором  у ча стке лен ты бу д ет  за -
писа н о слово 11 +m , а  ост а льн ые ячейки ока ж у тся пу стым и. Если зн а чен ие 
ф у н кции ( )nm...,,m,mf 21  н е опред елен о, э т а  М Т н е примен им а  к слову  
(**). 
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ЗАДАЧ И И У П РАЖ НЕНИЯ 
 

1. Выясн ить, примен им а  ли М Т, за д а ва ем а я програ ммой в а лф а вите { }10,  
 0 1  
1q  20 qП  11 qП   

2q  30 qП  11 qЛ   

3q  00 qН  21 qЛ   
    

к слову  P : 
1) 223 101=P ; 
2) 33 101=P ; 
3) [ ] 10110 2=P . 

Если примен им а , т о н а йти резу льт а т  примен ен ия М Т к слову  P . 
О т вет :  В  слу ча ях  

1), 3) —  М Т примен им а ,  
2) —  М Т н е примен им а . 

 
2. П о за д а н н ой М Т и н а ча льн ой кон ф игу ра ции 1K  н а йти за клю чительн у ю  
кон ф игу ра цию . 

MT1  MT2 
 0 1  0 1 
1q  00 qН  21 qП  1q  00 qН  20 qП  

2q  01 qЛ  30 qП  2q  10 qП  21 qЛ  

3q  11 qЛ  10 qП  1) 1011 3
1

2
1 qK = ; 

1) 5
11 11qK = ; 

 

2) 4
11 11qK = . 

2) 0113
11 qK = ;   

3) 4
11 110 qK = .   

О т вет :  1) 10101 0
22 q ; 2) [ ] 2

0

2 1010 q .  
  

3. П остроить М Т, котора я примен има  ко всем  слова м  в а лф а вит е { }b,a,Λ  
и д ела ет  след у ю щ ее: лю бое слово nxxx K21 , гд е axi =  или bxi = , 
( )n,i 1= , преобра зу ет  в слово 132 xxxx nK . 
Ука з а ние: В  н а ча льн ой кон ф игу ра ции 

 
  ↓         
 Λ  1x  2x  …  …  nx  Λ    
  1q         
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за мен ить сим вол 1x  н а  Λ  и, д вига ясь впра во д о первой пу стой ячейки, 
вписа ть в н ее сим вол 1x . Та к ка к в а лф а вите всего д ва  сим вола  a  и b , 
т о введ ите д ва  сост оян ия: 2q  вписыва ет  символ a , если ax i = ; 3q  впи-
сыва ет  сим вол b , если bxi = . 

4. П остроить М Т, вычисляю щ у ю  нуль -функцию  ( ) 0=xO  в а лф а вите 
{ }1,Λ . 
Ука з а ние: Взять мн ож ество { }10 q,qQ = , под ст а вит ь вместо всех ед и-
н иц сим вол Λ , а  когд а  встретится сим вол Λ , то пост а вить сим вол 1. 

5. Реа лизова ть н а  М Т а лгорит м   вычислен ия ф у н кции ( ) 2+= nnf , гд е 
Nn ∈ . 

Ука з а ние:  Взять м н ож ество состоян ий { }210 q,q,qQ = . Число n  н а  
лен те М Т за писыва ется в д есятичн ой системе счислен ия. Сост оян ие 1q  
за мен яет  послед н ю ю  цифру  числа  n , если э т а  цифра  мен ьш е 8, цифрой, 
н а  д ве ед ин ицы больш ей, и переход ит  в стоп-состоян ие. Если послед -
н яя цифра  числа  n  ра вн а  8, то ее за мен ить н а  0 и перейти влево в со-
ст оян ие 2q . Состоян ие 2q  д оба вляет  к след у ю щ ем у  ра зряд у  1. Если ж е 
послед н яя цифра  числа  n  ра вн а  9, т о ее за мен ить н а  1 и перейти влево 
в сост оян ие 2q . 

6. Вычисляет  ли М Т в а лф а вите { }Λ,1  
1) с програ ммой  

 1q  2q  3q  
Λ  21 qЛ  0qПΛ  0qНΛ  
1  31 qН  3qЛΛ  

ф у н кцию  




≠
=

=
.xесли,
,xесли,

xsign
00
01

 

2) с програ ммой 
 1q  2q  3q  4q  

Λ  2qЛΛ  0qПΛ  4qПΛ  4qПΛ  
1  31 qЛ  3qЛΛ  01 qН  

 

ф у н кцию  




≠
=

=
.xесли,
,xесли,

xsign
01
00

 

7. П остроить М Т, котора я вычисляет  ф у н кцию : 
1) ( ) ;yxy,xf ⋅=     2) ( ) ;xxf 2=  
3) ф у н кцию  выбора  а ргу мен т а  ( ) ( ) 2321

3
2 xx,x,xJ = . 

 
 


